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Résumé

Variations sur les équations aux différences
(non) autonomes

Cette these est dédiée a I'étude du comportement qualitative de quelques classes
d’équations et systemes d’équations aux différences non-linéaires, certaines autonomes
et d’autres non-autonomes. Plus précisément, on s’intéresse a un modele d’écologie,
trois systemes d’équations aux différences d’ordre supérieur, deux problemes ouverts
concernant des familles d’équations aux différences a coefficients périodiques et on
propose a étudier aussi un systeme fonctionnel de type max.

Plusieurs résultats sont alors présentés sur la permanence des solutions, la stabilité
asymptotique des équilibres, 1'oscillation, 1'existence des solutions périodiques, 1'at-
tractivité globale ainsi que de nombreuses simulations permettent de confirmer et

mettre en évidence nos contributions.

Mots-clés : Equations aux différences non-autonomes, Systemes d’équations aux
différences, Stabilité asymptotique, Permanence, Périodicité, Equations aux différences

de type max.
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Abstract

Variations on (non) autonomous difference
equations

This thesis is devoted to the study of qualitative behavior of some classes of non-
linear difference equations and systems of difference equations, some of them autono-
mous and others non-autonomous. More precisely, we are interested on an ecological
model, three systems of higher-order difference equations, two open problems concer-
ning two families of difference equations with periodic coefficients and we propose to
study also a functional max-type system.

Several results are then presented about the permanence of solutions, the asymptotic
stability of equilibrium points, oscillation, existence of periodic solutions, global attrac-
tivity in addition to numerous simulations which allow to confirm and bring out our

contributions.

Keywords : Non-autonomous difference equations, Systems of difference equations,

Asymptotic stability, Permanence, Periodicity, Max-type difference equations.
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Introduction générale

L’ancienneté, la richesse ainsi que la fléxibilité appréciable d’utilisation, ont per-
mis aux équations aux différences d’étre un sujet attractif ces derniers temps au mi-
lieu des chercheurs et des scientifiques de différentes disciplines. En fait, le concept
de récurrence, qui est la base de ce genre d’équations, est apparu a 1'époque et
il a été utilisé par des anciennes civilizations comme les Babyloniens au cours de
leurs études des nombres, et elles ont connu plusieurs équations aux différences (ou
suites réccurentes comme certains l’appellent), et une des plus célebres équation aux
différences (linéaire) est celle qui décrit «le probleme des lapins» apparu dans le Liber
Abaci de Leonardo de Pise (en 1202), dite «Suite de Fibonacci». Cependant, la théorie
des équations aux différences n’a connu aucun dévelepement jusqu’a le 18°™ siecle,
grace aux mathématiciens De Moivre, Euler, Lagrange, Poincaré, Laplace et autres.
Ensuite, elles ont été utilisées beaucoup avec les tentatives de fournir des méthodes de
discrétisations pour les équations différentielles afin d’obtenir des solutions approxima-
tives pour ces dernieres, et dans cette démarche, de nombreux problemes concernant
les flux de fluides dépendants du temps, la diffusion et transport des neutrons, les
flux de radiations, les réactions thermo-nucléaires et d’autres impliquant des équations
différentielles aux dérivées partielles ont été résolus en utilisant les équations aux
différences. La modélisation mathématique a ouvrit aussi de nouvelles portes pour

les équations aux différences lorsqu’elle avait conféré un tas de modeles discrets qui
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traduisent des phénomeénes de la vie réelle, surtout ceux qui viennent de 1’écologie,
et plus précisément la dynamique des populations, dont les équations aux différences
représentent des bonnes condidates pour la description et ’explication des différentes
variations au cours du temps dans les populations o1 il n’y a pas des générations
successives imbriquées, comme par exemple la croissance et I’extinction des éspeces,
l'issue de compétition, les épidémies, ... etc. Des lors, le champs d’applications des
équations aux différences avait connu une diversité qui touche des domaines comme
I"économie ( [25]), la médecine et la biologie ( [5]- [7], [12], [15] - [17], [39], [58]), . . . etc.
Maintenant, elles font partie des concepts qui assurent remarquablement la relation

entre les mathématiques et les autres sciences.

L'étude des équations aux différences adresse une question fondamentale qui est
de comprendre le comportement qualitative de ces dernieres. La théorie des équations
aux différences linéaires se base principalement sur les propriétés de l’algebre linéaire
qui offrent des méthodes simples pour résoudre ces équations, on peut trouver des
parties entierement dévolues a cette théorie classique dans la bibliographie suivante
[4], [19], [35], [41], [43]. Néanmoins, pour les équations non-linéaires, en général on
ne peut pas prévoir de trouver une forme explicite pour la solution. Au lieu de ¢a, on
cherche d’autres téchniques afin de répondre a cette question, et dans ce contexte, les
deux méthodes connues pour analyser la stabilité des équations différentielles ont été
adaptées pour les équations aux différences. La linéarisation au voisinage des équilibres
est la premiere méthode et sans doute la plus utilisable, elle nous permet de déduire la
stabilité locale asymptotique de I’équation non-linéaire a partir de la stabilité asympto-
tique de I’équation linéarisée (cela marche également au cas d’instabilité). Concernant
la deuxieme méthode, appellée la méthode directe ou la seconde méthode de Liapunov,
se base sur la notion «Fonction de Liapunov». Cette méthode est tres élégante mais
ce qui n’est pas bon est que la détermination de telle fonction constitue toujours une

difficulté majeure.

Les équations aux différences non-autonomes forment une classe spéciale d’équations

aux différences, dont les coefficients sont variables. En comparant avec ceux a coeffi-

2
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cients constants (dites aussi autonomes), leur étude semble plus difficile et compliquée
et il n’ya pas beaucoup de travaux en ce sens. Dans la nature parfois, les conditions
vitales dans un phénomene varient, ce qui explique bien la considération des modeles
discrets représentés par des équations aux différences non-autonomes, et en particulier
le cas périodique, comme par exemple, le modeéle Beverton-Holt ( [20], [39]) etle modele

de Ricker ( [29], [30]).

C’est dans cet axe de recherche que s’inscrient nos travaux présentés dans cette these
qui ont pour objectif de faire une étude qualitative du comportement des solutions
de certaines équations et systemes d’équations aux différences autonomes et non-

autonomes.

Dans le premier chapitre, on commence par rappeler les outils dont on aura besoin
dans ce projet de these. Ensuite, on donne une petite touche afin d’améliorer I'étude du
modele « Herbivore-plante » faite dans [17]. Plus précisément, on s’intéresse a savoir si
les solutions sont bornées dans un cas proposé comme un probleme ouvert dans [40].

Ce modele est représenté par le systeme d’équations aux différences d’ordre 1

ax,

Bx, + evn’ Y1 = Y+ 1y, n €N,

Xn+1 =

ou IN désigne 'ensemble des entiers naturels, @ € (1,), f € (0,00),y € (0,1) et les
valeurs initiales x, 1o sont des nombres réels positifs. Nous allons montrer que la
solution de ce dernier est toujours bornée quand y € (0, 1]. Ce résultat, en plus de son
importance elle-méme, pourra aider a étudier la convergence globale de ce systeme.

Ensuite, motivé par [45], nous étudions dans la derniere partie la stabilité asymptotique

globale des trois systémes d’équations aux différences d’ordre supérieur

k —y, k o
=Y + g e Yos1 = &+ Lig yie ™
n+l — 7 Yn+l — ’
A+ Yup B+x,
k ~Yn—i k —Xn—i
= a+Y.iopie Yoot = E+Yigyie
n+l — 7 Yn+l — s
A+ Xy B+ yuyp
et L
L _arEhopet Nyt
n+l = 7 Yn+l ’
A+ Yup B+x,
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oun, k,p € N, les parametres A, B sont des constantes strictement positifs et a, &, i, ¥,
pouri=0,1,...,k, ainsi que les valeurs initiales x_s, X_s11, . .., X0, Y=s, Y=s+1, - - - , Yo, AVeC

s = max{k, p}, sont des nombres réels positifs arbitraires.

Dans le deuxieme chapitre, nous nous intéressons a deux problémes ouverts pro-
posés par les deux mathématiciens E. Camouzis et G. Ladas dans [10], ot ils ont suggéré

lI'investigation du comportement global des deux équations non-linéaires

an"'yn

Yps1 = ———, n€N,
Oy + yn—l
et
Qn + Yn
Yoo1 = ————, n€N,
Oy + yn—Z

du seconde et troisieme ordre respectivement, avec {a,},>0 une suite périodique de
nombres réels strictement positifs de période w > 2. Ces deux équations sont des
équations aux différences non-autonomes et comme souligné dans ce qui précede, il
n’ya pas de méthodes générales a suivre pour étudier ce genre d’équations. Dans ce
chapitre, nous donnons quelques réponses a ces problemes, seulement, notre étude
sera sur des classes d’équations plus générales.

Dans une premiere partie, nous étudions I'équation

Qn + Yn

—————, n€N,
a, + yn—k

Yns1 =

avec {a, },>0 une suite périodique de nombres réels strictement positifs de période w > 1
et k > 1 un entier naturel. Il est clair que pour k = 1,2 on obtient les deux dernieres
équations.

Dans la deuxiéme partie, on généralise 1’équation d’ordre 3 précédente dans un autre

sens en passant au systeme

Pnt Yn n + Xpn
Xpp1 = —————, Yps1 = ———, NEN,
pn + yn—Z qn + Xp-2

et en prenant {p,},>0 et {guly>0 des suites périodiques de nombres réels strictement
positifs de période 2. L'idée d’étude ici est de transformer ce systéeme non-autonome en

un systéme autonome équivalent d’ordre 4 et discuter le comportement de ce dernier



Introduction générale

en commencant par la stabilité asymptotique locale, I’attractivité globale ou autrement
dit la convergence globale vers un point d’équilibre, ainsi que donner des résultats de

périodicité et d’oscillation.

Dans le dernier chapitre, on considere le systeme fonctionnel non-autonome de type
max
Xne1 = max{fi(n, xu), g1(1, yu)}
, n€N,
Ynr1 = maxifo(i, Xn), 921, Yu))

ol les valeurs initiales x, 1/ sont des nombres réels, les fonctions
figi:NXR—- 1R, pour i=1,2,

sont w-périodiques en n avec w > 1 un entier naturel et R est I'ensemble des nombres
réels. Dans un premier temps, on utilise le théoreme de point fixe de Banach pour
montrer 1'existence et 1'unicité d'une solution périodique de période w. On prouve
apres que toutes les solutions de ce systéme convergent vers cette solution périodique.

Enfin, on donne des exemples pour illustrer nos résultats obtenus.



CHAPITRE 1

Quelques préliminaires et étude de
certains systemes d’équations aux

différences autonomes

1.1 Quelques préliminaires

Cette premiére partie regroupe des notions générales des équations aux différences,
de la stabilité avec ses deux méthodes célebres : la linéarisation et la méthode directe
de Liapunov, ainsi que quelques théoremes qui nous seront utiles pour la suite de notre
thése. Pour ces éléments préliminaires, nous renvoyons aux ouvrages [10], [18], [19],

[27], [37], [41], [46] et [49].

1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1 Une équation aux différences autonome d’ordre (k + 1) est une équation de la

forme

]/n+1 = f(]/n, }/n—lz ceey ]/n—k)/ ne ]N/ (11)
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ou f M1 — T est une fonction continue, I est un sous-ensemble de R et y_i, Y_i41,...,Yo €1

sont les valeurs initiales avec k € IN.
Remarque 1.1.1 e Sila fonction f dépend aussi de n, I'équation

Ynv1 = f(n/ ]/n/ Yn-1,.-+, ]/n—k); ne INn()/ (12)

de valeurs initiales Yy, Yng-k+1,---, Yn, € 1, est appelée une équation aux différences

non-autonome, ol
N, = {no,no +1,..., ngentier naturel},

avec Ny = IN.
o [’Equation (1.2) admet une et une seule solution {V,}ysn,—r une fois fixées les (k + 1)
valeurs initiales.

o Une équation aux différences est dite linéaire d’ordre (k + 1) si elle est de la forme

Yne1 + P10 Y + p2(M) Y1 + ...+ 1 (M) Ypk = g(n), n €Ny,

ot g(n), pi(n), i = 1,2,...,k + 1, sont des fonctions réelles avec py.1(n) # 0, pour tout

n = ng.

Remarque 1.1.2 (Expression sous forme d’un systeme) L'équation aux différences (1.2)
peut se transformer en un systeme comme suit :

Si on pose Y1(1) = Yusk, Y2(1) = Yusk-1, - - -, Yke1(1) = Yy, pour tout n > ny, on obtient alors
le systeme

yin+1) = fn,y1(n), y2(n), ..., Y1 (n))

pm+1) =y(n)

Yen(n+1) = y(n)

Définition 1.1.2 (Point d’équilibre) Un point d’équilibre de (1.2) est un nombre j € I
vérifiant

y=fn9,9,...,9), pourtout n>ng—k.

En particulier, i € I est dit un point d’équilibre de (1.1) s’il vérifie I'équation
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Définition 1.1.3 (Permanence) Une solution {Y,},sn,—r de I’"Equation (1.2) est dite perma-
nente s'il existe P et Q deux constantes réelles telles que 0 < P < Q < oo, et pour toutes valeurs
initiales Yuy—k, Yug—k+1, - - - » Yny € L, il existe N > ny — k tel que
P<y,<Q, pourtout n>N.
Définition 1.1.4 (Oscillation) Une solution {y,},>n,—r del'Equation (1.2) est dite non-oscillatoire
autour du point d’équilibre i s’il existe N > ng — k tel que, soit
Yn 2 ¥, pourtout n>N,
ou
Yn < ¥, pourtout n> N.
Autrement, la solution {1, }usn,—x est dite oscillatoire autour de .
Définition 1.1.5 (Périodicité) Une solution {y,}nsn,—x de I’Equation (1.2) est dite périodique
de période w (ou w-périodique) s’il existe un entier w > 1 tel que
Yutw = Yn, pour tout n > ng—k.
Une solution {yy,}nsn,—k de I"Equation (1.2) est dite eventuellement périodique de période w s'il
existe un entier N > ng — k tel que {y,}.>n est périodique de période w, c’est-a-dire,
Yn+w = Yn, pour tout n > N.

Le lemme suivant décrit quand une solution de I'Equation (1.2) converge vers une
solution périodique. Voir [27].
Lemme 1.1.1 Soit {y,}nsn,—x une solution de I’Equation (1.2). Supposons qu’il existe des

nombres réels ly, I, . .., 1,-1, tels que
%1_1}1010 Yonsj = 1j, pour tout j=0,1,...,w -1,
et s0it {Yulnsn,—x une suite w-périodique de nombres réels telle que pour tout entier j avec
0<j<w-1,
Yansj = 1j, pour tout n > ny.
Alors, on a

— {Yubusno—k est une solution w-périodique de I’Equation (1.2),

— lim yousj =yj, pour j=0,1,...,0—1.
n—o00
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1.1.2 A propos de la stabilité

Le concept de stabilité comme celui de périodicité est au coeur de notre étude. Ce
critére est tellement important qu’il faudrait beaucoup d’attentions et connaissait une
large application dans divers domaines et pas seulement les sciences mathématiques.
Dans ce paragraphe nous allons présenter les points essentielles de cette donnée qui
vont nous servir dans la suite.

Etant donné le systeme d’équations aux différences non-autonomes
Y1 =F(n,Y,), nelN,, (1.3)

avec F: N,, X M —» M, ou M C RF et k € N, est une fonction continue par rapport au

deuxiéme argument.

Définition 1.1.6 Un point d'équilibre Y de (1.3) est dit

(i) Stable si, pour tout € > 0 et ng > 0 il existe 5 = 6(e, ny), tel que si ||Y,, — Y|l < 6 alors

Y, = Y|l <e, pourtout n > ny,

oil ||| est une norme vectorielle. Autrement, le point d'équilibre Y est dit instable.
(ii) Uniformément stable s’il est stable et 6 peut étre choisi indépendamment de n,.
(iii) Attractif s'il existe u(ng) > 0, tel que si ||Y,, — Y|| < p alors

limY, =Y.

n—->o0

(iv) Uniformément attractif s'il est attractif et u peut étre choisi indépendamment de ny.

(v) Asymptotiquement stable s’il est stable et attractif.

(vi) Uniformément asymptotiquement stable s'il est uniformément stable et uniformément
attractif.

(vii) Exponentiellement stable s'il existe 6 > 0,a > 0etn € (0,1), tels que si ||Y,, — Y| < 6
alors

1Y, = YII < allYy, = Ylin"™™.
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Remarque 1.1.3 Notons que
e Si dans les parties (iii)-(vi) yu = oo, ou dans la partie (vii) 6 = oo, la propriété de la
stabilité qui correspond est dite globale.
e SiY est exponentiellement stable alors il est uniformément asymptotiquement stable.

e Pour le systeme autonome

Y, =F(Y,), neN, (1.4)
on a les équivalences suivantes pour le point d’équilibre Y,
1. Stable < Uniformément stable.
2. Asymptotiquement stable < Uniformément asymptotiquement stable.

3. Attractif & Uniformément attractif.

Supposons de plus que la fonction F est de classe C' au voisinage de Y.

Définition 1.1.7 On appelle systeme linéaire associé au Systeme (1.4) (o systeme linéarisé)

au point d'équilibre Y le systeme
Zn+l = F]Zn/ ne N/

oit Z, = Y, =Y, Fjest la matrice Jacobienne de la fonction F calculée en ce point, et son polynome

caractéristique associé est donné par
P(A) = det(Fy — Aly),
out I est la matrice unité d’ordre k.

Le résultat suivant est un théoreme de base de la stabilité linéaire pour les équations

aux différences non-autonomes ( [19], [41]).
Théoréme 1.1.1 Considérons I'équation aux différences non-linéaire
Yo =Am)Y, +g(n,Y,), nelN,, (1.5)

oit A(n), pour tout n € IN,,, est une matrice k x k et g : N,,, x R* — R est une fonction
continue telle que g(n,0) = 0 et g(n, y) = o(llyll) uniformément quand ||y|| — 0. Alors, si la

solution nulle de I'équation linéaire
Yp1 = A(n)Yn/ ne Nn()/

10



1.1. Quelques préliminaires

est uniformément asymptotiquement stable alors la solution nulle de I'équation non-linéaire

(1.5) est exponentiellement stable.

Pour le cas des systemes autonomes on a le Théoréme (1.1.2) qui est une conséquence

du précédent.

Théoréme 1.1.2 Soit Y un point d’équilibre du Systeme (1.4). Alors, les assertions suivantes
sont vraies.
(i) Sitoutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne F; sont dans le disque unité ouvert
|| < 1, alors le point d’équilibre Y est asymptotiquement stable.
(ii) Si au moins une des valeurs propres de F; est de module supérieur a 1, alors Y est

instable.

Le Théoreme (1.1.3) est pris de [10] et il donne une condition nécessaire et suffisante

pour que les racines d’un polynéme de degré 3 soient dans le disque unité |A]| < 1.

Théoreme 1.1.3 Supposons que ay,a, et ay sont des nombres réels. Alors, une condition

nécessaire et suffisante pour que toutes les solutions de I'équation
A+ aA? + A +ay =0 (1.6)
soient a l'intérieur du disque unité est
lag +agl < 1+ay, lay—3agl <3 —ay et al +ay —apap < 1.

Rappelons maintenant un théoreme célebre de 1’analyse complexe qui nous aidera

également a I'étude de la stabilité locale des points d’équilibres au cas autonome.

Théoreme 1.1.4 (Théoréeme de Rouché, [18]) Soient D un ouvert du plan complexe C, f, g

deux fonctions holomorphes sur D et K un compact a bord contenu dans D. Si

f@)| > |9(2)

, pour tout z € JK,

alors le nombre de zéros de f + g dans K est égal au nombre de zéros de f dans K.
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1.1. Quelques préliminaires

Ensuite, on présente le concept du fonction de Lyapunov. Soit V (1, y) une fonction
définie sur IN,,, X M et qui prend des valeurs dans R, I’ensemble des nombres réels
positifs. On suppose aussi que cette fonction est continue par rapport a son deuxiéme

argument et on définit la variation de V relativement a (1.3) comme suit
AV(TZ, ]/) = V(Tl + 1,1:(7’1, ]/)) - V(n/ ]/)

et

AVin,Y,)=Vin+1,Fn,Y,)—-V(n,Y,)=Vn+1,Y,1)—-V(nY,),

la fonction V est dite de Lyapunov, et en plus, pour ces fonctions nous avons besoin

des deux définitions suivantes.

Définition 1.1.8 Une fonction V : IN,, X M — R, est dite définie positive (resp. définie
négative) s'il existe une fonction réelle ¢ continue sur [0,a), a € R, \{0}, strictement croissante

et ¢(0) = 0 telle que

P(lyll) < V(n, y) (resp. V(n, y) < =P(llyl)),

pour tout (n,y) € N,,, X M.

Définition 1.1.9 ([41]) Une fonction V : IN,, X M — IR, est dite décrescente (decrescent
function) s’il existe une fonction réelle ¢ continue sur [0,a), a € R, \{0}, strictement croissante
et ¢(0) = 0 telle que

V(n,y) < oIyl

pour tout (n,y) € IN,,, X M.

L'utilisation de ces fonctions fournit des criteres qui permettent de conclure a la
stabilité ou a la stabilité asymptotique des points d’équilibres. Dans cet axe, on cite
dans le Théoreme (1.1.5) des résultats qui concerne la stabilité uniforme de la solution
nulle pour les systemes de la forme (1.3). Pour une démonstration le lecteur pourra se

référer a [41].

Théoreme 1.1.5 Considérons le Systeme (1.3) avec F(n,0) = 0, pour tout n > ny. Alors, les

affirmations suivantes sont vraies.

12



1.1. Quelques préliminaires

e S'il existe une fonction définie positive et décrescente V, telle que AV(n,Y,) < 0, alors
Y = 0 est uniformément stable.
e S’il existe une fonction définie positive et décrescente V, telle que AV est définie négative,

alors Y = 0 est uniformément asymptotiquement stable.

1.1.3 Autres théoréemes utiles

Commengons par rappeler la version du principe de comparaison pour les équations

aux différences non-autonomes, voir [41].

Théoréme 1.1.6 Soit y > 0 un nombre réel, g(n, y) une fonction croissante par rapport a y

pour tout nombre naturel fixé n > ny, no € IN. Supposons que pour tout n > ny, les inégalités
Un1 < g(1, ty),

Vi1 = g(n,vy),

sont vérifiées. Alors,

Ung < Ung
implique que
U, < vy, pourtout n = np.

Rappelons aussi un théoréeme de convergence de [27].

Théoréme 1.1.7 Considérons I’Equation (1.1) ot f : [a,b]**! — [a, b] une fonction continue,

[a, b] un intervalle de R et k € IN. Supposons de plus que f vérifie les conditions suivantes

1. Pour tout entier i avec 1 < i < k + 1, la fonction f(z1,2y,...,2Zk+1) est monotone en z;
POUT 21,22, . .., Zic1, Zixl, - - - , Zk1 fIXES.

2. Si (m, M) est une solution du systeme
m = f(mll my,..., mk+l) et M= f(Ml/MZI ce le+1)/
alors m = M, out pour touti=1,2,...,k+1,0na

m  si f est croissante en z;,
m; =
M i f est décroissante en z;,

13



1.1. Quelques préliminaires

et

M sif est croissante en z;,
M; =
m  sif est décroissante en z;.

Alors, il existe exactement un seul point d’équilibre ij pour I’Equation (1.1) et toute solution de

cette équation converge vers i.

Le théoréme de point fixe de Banach (ou le principe de l'application contractante)

va jouer un role important dans le chapitre 3.

Théoréme 1.1.8 (Théoréeme de point fixe de Banach) Soit (X, d) un espace métrique com-
plet non vide, et soit T : X — X une application contractante, i.e., il existe une constante
0 <k <1 telle que d(T(x), T(y)) < kd(x,y), pour tout x,y € X. Alors, T admet un seul point
fixe z dans X, i.e., f(z) = z.

Le théoreme de point fixe de Brouwer apparaitra aussi dans une de nos démonstrations.

Théoreme 1.1.9 (Théoreme de point fixe de Brouwer, [9]) Toute application continue

d’une boule fermée de R" dans elle-méme admet un point fixe.
Nous aurons besoin également du théoreme suivant.

Théoreme 1.1.10 ([37]) Pouri=1,2,...,m supposons que
pi € (0,00) et kie N avec Z(pi + k) # 1.
i=1

Soit {Pj(n)}!", une suite de nombres réels strictement positifs telle que

liminf Pi(n) > p;, pouri=1,2,...,m.

n—oo

Supposons que l'inégalité aux différences linéaire

m
Znsl — Zn + Z Pi(n)z,-, <0, ne€NN,
i=1

admet une solution éventuellement positive. Alors, on a

(a) L'équation
m
/\_1+ZpiA_ki :O
i=1
a une racine strictement positive.

14



1.1. Quelques préliminaires

(b) L'équation aux différences

m
Xns1 = Xp + Z piXnt; =0, nelN,

i=1

a une solution strictement positive.
Etant donné le systéme d’équations aux différences
Y1 =(A+B,)Y, neN, (1.7)

ol Y, est un vecteur de dimension k, A € Ciu, ot Cix est I’ensemble des matrices

constantes, et B : IN — Cjy est une fonction matricielle satisfaisant
IBull > 0 quand n — oo, (1.8)

ou ||.|| désigne une norme matricielle. Donnons dans ce qui suit deux théoremes

(voir [19,46]) qui concernent 1’ordre de convergence des solutions du Systéme (1.7).

Théoreme 1.1.11 (Premier théoreme de Perron) Supposons quela condition (1.8) est vérifiée.

Si'Y, est une solution de (1.7), alors ou bien Y,, = 0 pour tout n assez grand, ou bien

= tim Mol
o Yl

(1.9)
existe et il est égal au module d"une des valeurs propres de la matrice A.

Théoréme 1.1.12 (Deuxieme théoréme de Perron) Supposons que la condition (1.8) est

vérifiée. Si Y, est une solution de (1.7), alors ou bien Y,, = 0 pour tout n assez grand, ou bien
p = lim ([Y,[)"" (1.10)
existe et il est égal au module d'une des valeurs propres de la matrice A.

Pour terminer ces rappels, donnons un résultat concernant1’équation aux différences

non-autonome du premier ordre
Yns1 = AnYn +b,, n €N (1.11)

Celui a été prouvé dans [49] et il nous servira dans le chapitre 2 pour démontrer le

Théoreme (2.2.2) et qui y sera présenté.
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1.2. Sur un modeéle Herbivore-Plante

Lemme 1.1.2 Considérons I’Equation (1.11) de valeur initiale réelle strictement positive y.
Supposons aussi que {a,},>o est une suite périodique dans (0, 1] de période w avec w > 1 un
entier naturel, {a,},>0 Z {1}, et {by}us0 est une suite de nombres réels positifs périodique de
période w. Alors, I’Equation (1.11) admet une unique solution périodique {ij,},>o0 de période w

et toute solution {y,},>o de cette équation converge vers {i,}nso.

1.2 Sur un modele Herbivore-Plante

Dans cette partie, nous nous intéressons a un modele Herbivore-Plante de la dyna-
mique des populations qui décrit I'interaction de la pyrale pomme brindille (apple twig
borer), un insecte ravageur des vignes, et les raisins dans les hautes plaines du Texas.

Ce dernier est représenté par le systeme d’équations aux différences d’ordre 1

aXy
xﬂ+1 - ﬁxn +eyn

, ne€N, (1.12)
Ynr1 = Y+ Dy,

avec a € (1,00), f € (0,00),y € (0,1) et les valeurs initiales xo, 1o sont des nombres réels
positifs. Ce modele a été développé et étudié pour la premiere fois par Allen et al.
dans [5], voir aussi [6], [7] et une bref étude dans [37]. Le Systeme (1.12) admet trois
points d’équilibres : le point (0,0) qui est instable, le deuxiéme est (“Tgl,O), et sous la
condition

p
>1+ = 1.13
a+fp = +7/ (1.13)

il possede aussi un troisieme point d’équilibre qui est (% -1, In(a +p - g)). Dans leur
étude, ces chercheurs ont pu démontrer que le point ("‘T'],O) est globalement asymp-
totiquement stable au casota + f < 1+ g, et le comportement du systeme quand la
condition (1.13) est vérifiée restait en question. Celle ci a été proposée ensuite comme
un probleme ouvert dans [40]. En fait, la difficulté dans ce dernier cas était liée au
permanence des solutions, ce qui gene 1'étude du comportement global. Notons qu'il
est trés important pour que toute solution du Systeme (1.12) soit bornée en tant que les

populations des éspéces x, et i, ne peuvent pas croitre d"une fagon infinie du fait que
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1.2. Sur un modeéle Herbivore-Plante

les ressources sont limitées. Récemment, ce probleme fut étudié dans [17] o1 I'auteur
a traité le comportement global de ce systeme apres avoir montrer que la solution est
bornée sous une hypothese un peu sévere. Ici, on donne un autre résultat sur ce sujet

que nous pensions plus meilleur.
Théoréme 1.2.1 Considérons le Systeme (1.12) avec
1
a € (1/ OO)/ ﬁ € (O/ 00)17/ € (O/ E] (114)

et les valeurs initiales xo, yo sont des nombres réels positifs. Supposons aussi que (1.13) est

vérifiée. Alors, Toute solution de ce systeme est bornée.

Preuve. Soit {(x,, ¥x)}x>0 une solution du Systeme (1.12). Evidemment, on a xy = 0 si et

seulement si x,, = 0, pour tout n > 0. De cela on obtient, lorsque xy = 0, que
0<y,=9"yo <yo, pourtout n>0,

ce qui signifie que la solution {(x,, ¥,)}s>0 est bornée. Maintenant, supposons que xy # 0.

Alors, pour toutn > 0 on a

X _ axy < axy < (44
n+l — ‘an‘f'ey” = ﬁxn = ﬁl

c’est a dire
a
Xy < E pour tout n > 1,

donc la suite {x,},>¢ est bornée. On montre a présent que {y,},>o est bornée aussi. Pour
cela, distinguons les cas suivants : lorsque la suite (x, — 1) est positive, le cas ot elle est
négative et le troisiéme cas est lorsque (x,) oscille autour de 1.

Cas 1: Supposons que x,, > 1, pour tout n > 0. On a de (1.12)
Xn1(Bxn + ") = ax,,

ceci s’écrit
ax, — Bx,x
ey" _ n ,8 nAn+l
Xn+1

alors

ax, a?
<ax, < —.

el <
Xn+1 5
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1.2. Sur un modeéle Herbivore-Plante

De (1.13) et (1.14), on a
,831+ﬁ(%—1)§a§a2,

2
Yp < ln(%), pour tout n >0,

ce qui signifie que {y,},>0 est bornée.

Cas 2 : Supposons que x,, < 1, pour tout n > 0. De (1.12) on a

Yn1 = V(X0 + Dyn < 2yy,.

Puisque y € (0,%], alors on obtient que y,+1 < Y, c’est a dire, la suite {y,},>0 est
décroissante et comme y, > 0, pour tout n > 0. Alors, la suite {y,},>0 est bornée.

Cas 3 : Supposons maintenant que la suite {x,},>o oscille autour de 1. Alors, il existe
une suite croissante {n,};>1 d’entiers positifs tels que x,, > 1, pour un certain n; > 1, et
pour tout/=1,2,...

X, <1, pour ny_1 <n<ny,
X, 21, pour ny <n < nypyg.

On a pour tout! > 1, x,,, , > 1. Donc, raisonons comme dans le premier cas

2
XXy =1 — PXny 1 —1X55,_ Xy -1 o

eYrai-1 = Mo1-1 ﬁ 211 121-1 < 1211 < Xy, 1 < ,
x”zz—l x”21—1 :B

ce qui implique que
o>
Yny -1 = ln(?)/
et par suite, on trouve
a
Ynyr = V&1 + DYy 1 < V(E + 1Yy i1

y(% + 1)1n(%2>.

IA

De plus, pour 11 <n < ny,ona

Yne1 = Y + D)y < 2yY, < Ya,
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1.3. Stabilité globale de trois systemes d’équations aux différences d’ordre supérieur

ce qui s’écrit encore

Yny+1 < Y21 < Yuy-1 < ovo < Yny 41 = y(xnzm + 1)%1214
(04

y(ﬁ + 1)]/"21—1

IA

PG+ 1n<%2>.

Maintenant, pour ny < n < ny,q, on a x, > 1. Raisonons également comme dans le

IA

premier cas, on trouve
2
a
Yn < IH(F)’ pour tout ny < n < nyy,
et par suite

a a a?
Yy = V(xn2,+1—1 + 1)y”21+1—1 < y(E + 1)y"21+1—1 < y(E + 1) ln(?)

En conclusion, prenons

¢ = max {m%z), y(% +1) 1n(%2), 7/2(% +1)2 1n(%2)},

alorsona pour tout/=1,2,...,
Yn < ¢, pourtout ny_q <n < nypy.

C’est a dire,

Yn £ ¢, pour tout n > ny.

Donc {y,}us0 est bornée dans ce cas aussi, ce qui finit la démonstration. m

1.3 Stabilité globale de trois systemes d’équations aux

différences d’ordre supérieur

Les équations aux différences non-linéaires d’ordre supérieur ont une importance
primordiale dans les applications, oti la (n + 1)*™¢ génération (ou état) d’un systéme
dépend des k générations (ou états) précédentes. Pour cette raison, elles sont trés

P &

considérables et font1’objet de plusieurs ouvrages (on peut se référer a [37], qui contient
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1.3. Stabilité globale de trois systemes d’équations aux différences d’ordre supérieur

une mine de résultats en ce sens avec applications). Dans ce qui suit, nous allons aborder
les trois systemes d’équations aux différences non-linéaires de forme exponentielle et

d’ordre supérieur

xn+1 = a + Zf:o ‘Ble_yn_l 7 yn+1 = é * Zf:o ’)/ie_xniil
A+ Yup B+x,,
a+ Y5 ey E+ YK yie
Xn+1 = = 7 Yn+1 = i=0 ) ’
A+ x, B+ yuyp
Xp+1 = ar Zf:o 'Bie_xn_i, Yn+1 = s Z;{:O %‘e_ynii,
A+ Yuy B+x:p

oun, k,p € N, les parametres A, B sont des constantes strictement positifs et a, &, i, ¥,

pouri=0,1,...,k, ainsi que les valeurs initiales x_s, X_s11, . . ., X0, Y—s, Y—s+1, - -

., Yo, avec
s = maxik, p}, sont des nombres réels positifs arbitraires. En fait, ces derniers systéemes

peuvent considérés comme des extensions pour les systémes d’ordre 2

_a+pe? _ O+ee™

Xn+1 = m, Yn1 = m,
o+ fe ¥ _O+ee™

Xn+1 = m, Yny1 = 64_—%_1,
a+pe™ _ O+ee ¥

Xn+l = m, Yn1 = £+—xn—1,

c’est a dire lorsque k = 0 et p = 1, et qui ont été étudié par Papaschinopoulos et al.
dans [45]. Cette derniére partie de ce chapitre se compose de trois paragraphes, ou
dans chacun on étudie un systéme séparément et on s’intéresse essentiellement a la
permanence des solutions, l'existence des points d’équilibres, leur stabilité asympto-
tique ainsi que 'attractivité globale. Mais pour réaliser ¢a, arrétons-nous un instant sur

un théoréme fondamental de convergence et qui nous servira dans nos démonstrations.
Théoréme 1.3.1 Considérons le systeme d’équations aux différences d’ordre supérieur

°7 ]/n—s)

Xn+1l = f(xn/ Xn-1s+++rXn-ss Yn, Yn-1,- -

(1.15)

Yny1 = g(xn/ Xn=1s++rXn-sr Yn, Yn-1,-- -, yn—s)
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1.3. Stabilité globale de trois systémes d’équations aux différences d’ordre supérieur

f . Is+1 X ]S+1 — I, g . IS+1 X ]s+l N ]

sont deux fonctions continues et I = [ay,b1], ] = [az, b2] sont deux intervalles de nombres réels

avec a1 < by et a, < by. Supposons aussi que les affirmations suivantes sont vraies,
1. f et g sont décroissantes en chacun de ses arguments.

2. Si(m, M, r,R) est une solution du systeme

m=f(MM,...,M,R,R,...,R), M= f(m,m,..., mrr1,...,71),
r=gMM,...,M,R,R,...,R), R=gmm,...,mmrr,...,71),

alorsm=Metr =R.

Alors, il existe un seul point d’équilibre pour le systeme (1.15) et toute solution de ce systéme

qui vérifie
Xngr Xng=1s -+ r Xng—s € I € Yny, Yng=1, -+, Yny—s € J, pour un certain ng € N, (1.16)
converge vers ce point d’équilibre.
Preuve. Par le théoréme de point fixe de Brouwer, la fonction
F: Fx Pt — o ptt (1.17)

définie par

F:(forflz---zfs;{]O/glz---/!]s)/

fo=f 90=9

et pour tout (i, Uy, ..., Us, Vo, 01, . ..,0s) € T x 5+,
fl(uOI Uy, ..., Us, 09,01, .. /vs) = Uy,

fZ(uOI Uy, oo, Us, 09,01, .. /vs) = U,

f;(MO/ Ui, oo, Us, 00,01, /vs) = Us
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et

gl(uO/ Uy, ..., Us,0g, 01, . /US) = Yo,

{72(”0/ Uy, ..., Us,00,01,..., Us) =01,

!]s(MO/ Ui, ..., Us,09,01,..., Us) = Us-1,

admet au moins un point fixe dans I**! X J**1. En outre, si (i, i1y, . . ., #ls, To, D1, - - -, Ts) est

un point fixe de F, c’est a dire

(1’_[0/1’_[1/'"IIZSIZ_)O/Z_)ll"'/Z_)S) = F(a()/al/"'/aS/Z_]O/ﬁl/"'/Z_)S)/

alors
I/_lo = f(ﬂo,ﬂl,. . .,ﬂs,ﬁg,ﬁl,. . .,Z_)s), 17[1 = ﬁg, 1/_12 = L_ll, ey 1/_ls = I/_ls_1
et
0o = g(ilo, i1, . .., s, 0o, 01, ...,0s), Oy = Oy, Oy =Dy, ..., U5 = Vs_q
Posons
.'lex_lo:ﬁl: :17[5,]?:50:1_)1: :Z_Js,
donc on a

.1/ = g(f/xw--;f/y/y,---/y)/
ce qui veut dire que le point (%, ) est un point d’équilibre du Systeme (1.15).
Soit {(xy, Yu)}u=—s une solution du Systeme (1.15) telle que (1.16) est vérifiée. Il suffit

de démontrer que
lim (x, yn) = (%, 7).
Prenons m° = a;, M = by, 1’ = a5, R® = b, et pour tout i > 0,
m*t = f(M,M,...,M',R,R,...,R), M = f(m',m,...,m, v+, ..r),
Pl = gM,M,...,M,R,R,...,R), R* =gm, m,.. . m7+7r, . . r).
Alors
m’ =g, < f(MO,MO,...,MO,RO,RO,...,RO) < f(mo,mo,...,mo,ro,ro,...,ro) <M’ =p,
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et
P =a,< g(MO,MO,...,MO,RO,RO,...,RO) < g(mO,mO,...,mo,rO,rO,...,rO) <R’=b,

et donc

De méme, on a
m' = fM°,M°,...,M°,R%,R°...,R) < fm',M,...,M',R'RY,...,R")
< fm',m', ... m'
< f(mo,mo,...,1110,r0,r0,...,rO):M1
et

gM, M, ..., M, R, RY,...,RY)

1,1 1,1 1 1
gm-,m,...,m,r,r,...,1)

= g(M°,M°,...,M° R, R%,...,R)

IN

IA

IN

gm®,m®,...,m°, ", ..., ") =R,
c’est a dire
m' <m*<M?*<M' et r' <r <R*<R.
Par induction il résulte que pour tout i > 0,
m=m<m<...<ml<m <M <M'l<...<M <M =b

et

am=r"<r'<. .. <r'</<R<R'T<...<R'<R =0,
De plus, pour toutn > ny—s,ona
mo=ﬂ1ﬁxnﬁb1=M0 et TOZﬂzﬁynszzRO,
d’ot, pour tout n > n,
f(MO,MO,...,MO,RO,RO,...,RO) < Xpyp < f(mo,mo,...,mo,ro,ro,...,ro)

et

g(MO,MO,...,MO,RO, R°,. ..,RO) < Ypi1 < g(mo,mo,...,mo, P, rO,...,rO),
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c’est a dire
m' < x1 <M et r' <y, <R, pourtout n>n,

ou alors

m <x, <M et r' < Yn <R}, pour tout n > ny + 1.

Ensuite, pour toutn >ny+s+1,ona

m* = fM, M,..., M R, RY, ..., RY < xpq < f(mt,mt, ... mb, et ) = MP
et

=g, M,...,M',RY,RY, ... ,RY) <y < g(m',m?,...,m', 77, ) = R?,
d’ot

m* <x, <M* et ¥ <y, <R? pourtout n>ny+s+?2.
Et par induction on obtient que
m<x, <M et ¥<y,<R, pourtout n>ng+({i—1)(s+1)+1. (1.18)

Puisque les suites {m'};50 et {r'};»o (resp. {M'};»0 et {R'};59) sont des suites croissantes (resp.

décroissantes) et bornées, alors elles sont convergentes. Soient

m =limm', M = lim M, r = lim#/, R = lim R’

i—00 —00 1—00 i—00

et

I =liminfx,, L1 = limsupx,, [, =liminfy,, L, = limsup y,.
n—oo n—o0

n—oo n—oo

Alors de (1.18), quand i — oo et par suite n — oo, on trouve
mSL1SM, TYZSHSM, TSZQSR eti’SLzﬁR.

La continuité des fonctions f et g nous permet de déduire que

m=f(MM,...,M,R,R,...,R), M= f(m,m,..., mrr1,...,71),
r=gMM,...,M,R,R,...,R), R=g(m,m,...,mrr,...71).

D’ou, par hypothese
m=M, R=r,
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et par conséquent

11:L1:5cet ZZZLZZy.

Ce qui achéve la démonstration. m

Afin de simplifier les notations, on introduit les constantes

K K a+,8 E+y
B=) Buy=) vud=—" 1= "5

i=0 i=0

1.3.1 Analyse du premier systeme

Considérons le systeme d’équations aux différences

k — k —X,_;
a+ Yiopie &t Ligyie™
=
Ay, 7" B+ Xy

. neN, (1.19)

Xn+1l =

de valeurs initiales x_g, X_s11, ..., X0, Y—s, Y=s+1, - - -, Yo € Ry, avec s = max{k,p} etk, p €

N, les parametres A, B € R, \{0} eta, &, Bi, vi € Ry, pouri=0,1,...,k.
Commencons par étudier la permanence des solutions de ce systeme.
Proposition 1.3.1 Toute solution {(x,, Yu)}n>—-s du Systéme (1.19) est permanente.

Preuve. Soit {(x,, ¥x)},>—s une solution arbitraire du Systéme (1.19). On peut facilement
voir que

x, <0 et y, <n, pouttout n>1,

et par suite, on trouve du Systeme (1.19) que
, pouttout n>s+1.
Ce qui fait la démonstration. m

On définit les fonctions f et g comme suit

a+ Y, pie
f(uo, Ui,...,Ug,09,01,.. -/Us) = Tolf,l, (120)
E+ YNy
g(uo,ul,...,us,vo,vl,...,vs) = TOMZ, (121)
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N

avec (ug, U, ..., Us, Vo, V1, ..., 0s) € [T X 5+, onn

I_oz+ﬁe"7(S 3
1— A+17’ /]1_

Nous sommes amenés a différencier deux cas afin de pouvoir calculer les dérivées

E+ye?
B+o "'

partielles de f et g.

e Sik<p,ona

Bie”"i
7
A+vy

of .
a—vi(uo,uh...,up,vo,vl,...,vp): pour 0 <i<k,

of .
a—vi(uo,ul,...,up,vo,vl,...,vp) =0, pour k<i<p,
of _atXk e
a_Z)p(uO’ U, .. ~/up/ 00,01, .- /Up) - _W/

of .
a—ui(uo,ul,...,up,vo,vl,...,vp) =0, pour 0<i<p

et

ag y»e‘”i .
a—ui(uo,ul,...,up,vo,vl,...,vp) = _é+up' pour 0 <i<k,

dg .
a—w(uo,ul,...,up,vo,vl,...,vp) =0, pour k<i<p,

9g _ STy
a_up(u()/ Ut,. .oy up/ 00,01, .- /vp) - _W/

dg .
a—vi(uo,ul,...,u,,,vo,vl,...,vp) =0, pour 0<i<p.

e Sik>p,ona

(9f ﬁ-e_”i . .
a—vi(uo,ul,...,uk,vo,vl,...,vk) = —A’Mp, pouri=0,1,...,k i#p,
of B P (A+up)ta+ Y pie i
%(uOIull'"Iukl’v()/vll"'lvk) - - (A+Z)p)2 . ’

of .
a—u’_(uo,ul,...,uk,vo,vl,...,vk) =0, pour 0<i<k

et
39 _ yie i . k .
a—ui(uo,ul,...,uk,vo,vl,...,vk) = ~ B, Pouri= 0,1,....ki#p,
g _ ype P (B+u,,)+<f+2’f:0 yie Vi
E(uO/ Ui, ..., Uk, 09,01, - -rvk) - - (B+up)2 : ’

dg .
3—vi(ug,u1,...,uk,vo,vl,...,vk) =0, pour 0 <i<k.

Voyons que dans les deux cas les fonctions f et g sont décroissantes en chacun de ses
arguments. En utilisant le Théoreme (1.3.1) et en montrant comme dans [45], on obtient

le résultat suivant.

Théoréeme 1.3.2 Supposons que

B<Bety<A. (1.22)
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Alors, le Systeme (1.19) admet un seul point d’équilibre (%, /1) et toute solution de ce systéme

tend vers ce point quand n — oo.

Preuve. Soit {(x,, ¥.)}n>—s une solution arbitraire du Systéme (1.19). Tout d’abord,
notons que d’apres la Proposition (1.3.1) on a pour toutn > s+1,x, € I et y, € Jj,
ce qui montre que la propriété (1.16) est vérifiée. Ensuite, soient m, M, r, R des nombres

positifs tels que m <M, r <R, et

o+ pe’ a+ pe R E+ye™m £+ ye™M
M= ™= AR R B T B
Alors, on a
a+pe”  a+per
M=m = A+r  A+R
@A+ aR + ABe™ + RBe™” — aA — ar — ABe R — rpe R
B A+nrnNA+R)
a(R=1)+ AB(e" — e ®) + B(Re™" — re7X)
B A+NA+R
a(R=r)+Ap(e" —e®) + B(Re”" = Re™® + Re™® —re™)
B (A+1rA+R)
a(R—r) + ABle™ —e®) + BR(e™ — e™®) + Be R(R — 1)
B A+r(A+R)
(@+Be®)R-1)+BA+R)(e"—eF)
B A+)A+R)
(a+Be®)R —7)+ B(A+ R)eR(eR — ¢
B A+)A+R) :

Par le théoreme des accroissements finis, il existe ¥ < 6 < R tel que

R —e" =eR 7).

D’ou
B a+pe ™ + (A +R) "R m + Bef~ "R
M=m = R=N=—"7"35A+R) =R=N—2
m+p
< (R—r)(A+r).

En procédant de méme,

R—r<(M—m)(r+V),

B+m

27



1.3. Stabilité globale de trois systemes d’équations aux différences d’ordre supérieur

ce qui implique que

m+p\(r+y
(1_(A+r)(B+m))(M_m)<0'

D’apres (1.22) la quantité 1 —(M) ( oL ) est strictement positive. Donc, on a nécessairement

A+r B+m

M = m et par suite R = r. Ce qui conclut la preuve par application du Théoreme (1.3.1).

Maintenant qu’on a montré I’existence d"un point d’équilibre pour le Systéme (1.19),
allons y analyser la stabilité asymptotique de ce dernier en suivant la méthode de

linéarisation. Le Systeme (1.19) est équivalent au systeme

_ arLipietnni
Xn+1 - Aty
n—p
Xn = Xy
Xn—s+1 = Xn—s+1 ’ n €N,
_ iy
yn+1 - B+Xn—p
Yn = VYn
Yn-s+1 = Yn-s+1

qui est de la forme (1.4) avec Y, = (Xp, Xp—1, -, Xn=s, Yns Yn-1,- - - yn_s)t, ot v' désigne la
transposé de v, et F est la fonction définie dans (1.17) ou f et g sont données par (1.20)

et (1.21) respectivement. Or, la matrice Jacobienne de F au point (¥;, ;) est de la forme

0O 0 ... 0 a ... as as
1 0 ... 0 0 ... 0 O
o1 . 0 0 ... 00O
o= = - (1.23)
bp by ... by 0 ... 0 O
0 O 0 1 0 0
0 O 0 O 1 0
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oupourtouti=0,1,...s,

P
a,—8—w(x1,x1,...,xl,yl,yl,...,yl), 1—a—ui(xl,xl,...,xl,yl,yl,...,yl)

et le polyndme caractéristique associé est donné par

-A 0 ... 0 a9 ... a1 as

1 -A ... 0 0 ... O 0

o 1 -0 0 ... O 0

pl(/\) = det(Fgl) - AIZS+2) = b b b 1 0 0
0 1 s T

0 O 0 1 0 0

o o ... 0 0 ... 1 -4

Apres calcul (voir 'annexe, Proposition (A.1.1)), on trouve que
Pl(/\) — A25+2 _ Z Z 6l,‘bj/\2s_i_j.
i=0 j=0
Dans le théoreme qui suit on donne une condition suffisante pour que le point d’équilibre

du Systeme (1.19) soit globalement asymptotiquement stable.

Théoréme 1.3.3 Supposons que (1.22) est vérifiée. Si

ﬁ By + B+y)e +0n| <1, (1.24)

alors, I'unique point d’équilibre (%1, 1) du Systeme (1.19) est globalement asymptotiquement

stable.

Preuve. D’apres le Théoreme (1.3.2), (¥, /1) est globalement attractif. Donc il nous
suffit juste de montrer qu’il est asymptotiquement stable, et pour ce faire on utilise le

théoréme de Rouché.

Nous allons distinguer les deux cas : k < p et k > p. Premierement, lorsque k < p

c'estadires =p,ona

k k k
Py(A) = A2P+2 — Z Z @b AP — Z(bpai + a,b) AP —a,b,,
i=0

i=0 j=0
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ou
1. = —Xl _ —]?1
p A+ yll b B+ X1
et
a; = ie_gl, b = —7/1'_ e™, pourtout i=0,1,...,k
A+ 1 B+ X1
Posons

k
o) = A2p+21 (P()\) - _ Z aib]-Az”_i_j _ Z(bpa,- + apbi)/\;’—i _ apbp,

ko k
i=0 j=0 i=0
ces fonctions sont des fonctions holomorphes sur C. De plus, pour tout A € C: |A| =1,

ona

IA

k
()] Z Z jaiby| + Z |bya; + aybi| + [a,b|
i=0 j=0 i=0
ﬁye—fl—?l N ﬁyle—?l + ')/fle_xl e} yl
A+7)B+%) A+7)B+x) (A+7)B+5x)

On sait que xe™™ < ¢! pour x > 0, alors

By pe +ye” on
POl < G GG AT G ®

< j%WV+w+yk”+6m
< 1=|p)|.

Donc, d’apres le théoreme de Rouché ¢ et P; = ¢ + ¢ ont le méme nombre de zéros
dans le disque unité |A| < 1, et puisque ¢ admet comme racine A = 0 de multiplicité
2p + 2, alors toutes les racines de P; sont dans le disque |A| < 1. Ainsi, par le Théoreme
(1.1.2) le point d’équilibre (¥;, i/1) est localement asymptotiquement stable.

Maintenant, sik > p, on a

kK k
Pl(/\) — A2k+2 _ Z Z aibj/\Zk—i—jl

i=0 j=0
ou i .
" X1+ e ity
P A+ 91 TP B+ x;
et
a; = — P —e N b = Le"_‘l, pour touti =0,1,...,k i #p.

B+ x
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Dans ce cas on prend

k k
P() = A%2, o) ==Y Y abA*,

i=0 j=0
Pourtout A e C:|A| =1,
ko ok
o] < Y Y Jaibs
i=0 j=0
k k k
= Z Z |6libj| + |apbp| + Z |bpﬂl,‘ + [Zpbi|
i=0,i#p j=0,j#p i=0,i#p
Zk" i Biye " (x1 +Bpe” yl)(]?l + Vpe_fl)
= —+ —
20Tty 20, jtp (A + yl)(B + xl) A+ 1 B+ x;
Ly (BT (B e i + e
i207Ep A+y1 B+X1 B+X1 A+y1
k k
= Biyje Y }
(A+ ]/1)(3 +X1) 1:()Zz¢p ]:()Zj';p
X1—i !
v ]/1)(B + %) {‘B’”y’”e T Bpine ™ ypEae T 4 X 3/1}
k
oY1 (17 —X1 X1 (% —1
v yl)(B 5 {éf‘ Fivppe )+ e+ By )}
= Bivi+Bpyp + Biyp + Vz‘ﬁp)}
A+ 1)(B %) {1:0 i#p j=0,j#p i=0,i%p
+ ﬁpyle + ypXie” o4 Biie” oy yiXie~ }
(A+y1)(B+x){ l;:ﬁp zOZz;bp
+ X1 i1
(A +#1)(B+x1)

ko k
= ; x1y1+ ey1+ Xie” 1+x
(A+y1)(B+x1){Z;EV ;5% Z)/ 1 1y1}
1

— —%1-71 7 o 5 X1 Y. 7
A+ B+ o) {Bye + e + yxieT + Xijh}

Donc, d’apres (1.24) on a
o] < o= [By + B+ e +0n] < 1= o).
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D’oti, par le théoreme de Rouché, toutes les racines de P; sont dans le disque unité
|A| <1, et par suite le point (¥, /1) est localement asymptotiquement stable dans ce cas

aussi, par application du Théoreme (1.1.2). D’ou1 le résultat. m

Pour confirmer ces résultats, on considére un exemple numérique.

Exemple 1.3.1 Prenonsk=1,p=3,A=48 B=53a=05£=075p,=51,y)=2et
Po = y1 = 0. Ainsi, le Systeme (1.19) prend la forme

05+51e %1 075+2e
18+ yns ™ T 53+ 1

Xn+1 =

, nelN. (1.25)

Dans cet exemple les conditions (1.22) et (1.24) sont vérifiées. Donc, en utilisant le Théoreme
(1.3.3), ce systeme admet un seul point d’équilibre (X, ) =~ (0.35,1.15) qui est globalement
assymptotiquement stable. La figure 1.1 représente le comportement de la solution du Systeme
(1.25) de valeurs initiales x_3 = 16, x_, =14, x_1 =3, % =2, y3=2, Yy, =19.6, y-1 = 0.5
et yo = 4.5.

Fic. 1.1: Comportement de la solution du Systeme (1.25)

1.3.2 Analyse du deuxieme systeme

Considérons le systéme d’équations aux différences

kK o oy k Cx
a+ Yo fie _ &+ Ligyie™
| =
A+x,, Yns B+ Yy

, neN, (1.26)

Xn+1 =

de valeurs initiales x_s, X_s11, ..., X0, Y—s, Y=s+1, - - -, Yo € Ry, avec s = max{k,p} etk, p €

N, les parametres A, B € R, \{0} eta, &, Bi, vi € Ry, pouri=0,1,...,k.

32



1.3. Stabilité globale de trois systémes d’équations aux différences d’ordre supérieur

Proposition 1.3.2 Toute solution {(x,, Yn)}ns—s du Systeme (1.26) est permanente.

Preuve. Il suffit de voir que pour toute solution {(x,, ¥»)}s>-s du Systéeme (1.26), on a

a+ Be + e
pe s e

A—-l-é_x”_ " B4y <y, <n, pourtoutn>s+1.

Dans cette partie, on définit les fonctions f et g comme suit

£ =22 Liofe (1.27)
Ug, U1, ..., Us, Vg, V1,..., V) = ————, .
A+ u,
k u
E+ Yigyie™
g(uo,ul,...,us,vo,vl,...,vs): T, (128)
Up
avec (o, U1, ..., Us, Vo, 01, . ..,0s) € LT X 5, ol
o+ Be 5 E+ye?
2= |— 2=\ .
A+6 | B+17 &
De plus, on a
e Sik<p,
of )
E(uo,ul,...,up,vo,vl,...,vp) =0, pour 0<i<p,
of _avxk e
%(uo,ul,...,up,vo,vl,...,Up) = —W,
af ﬁve’”i .
3—w(uo,u1,...,up,vo,vl,...,vp) = —A’+up, pour 0<i<k,
of .
a—vi(uo,ul,...,up,vo,vl,...,vp) =0, pour k<i<p
et
dg yie i .
a—ui(uo,ul,...,up,vo,vl,...,vp) = _B+v,,’ pour 0<i< k,
dg .
a—ui(uo,ul,...,up,vo,vl,...,vp) =0, pour k<i<p,
dg .
a—vi(uo,ul,...,up,vo,vl,...,vp) =0, pour 0<i<p,
dg _ §+Z’-‘:0 yie "
a—vp(uo,ul,...,u,,,vo,vl,...,v,,) = G
e Sik>p,

of . )
a—ui(uo,ul,...,uk,vo,vl,...,vk) =0, pour i=0,...,k i#p,

of a+Y X pievi
_(uO/ull'"IukIUOIvll"'lvk):_ =0 12 ’

o, (A+iy)

af ﬁ-g_vi .
Tw(uo,ul,...,uk,vo,vl,...,vk) = _Al+up’ pour 0<i<k
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et
dg )/
o (Mo, U1, oo, U, Vo, V1, o, V) = =5 ., pour 0< i<k,
99
3o, (Uo, U1, ..., Uk, Vo, 01,...,0) =0, pour i= Lk i#p,
_ SHXieyie
%(u()/ul/ eee Uk, 09,01, . /Uk) - _W

II est clair que les fonctions f et g sont décroissantes en chacun de ses arguments. En
considerant cette propriété importante on va utiliser le Théoréme (1.3.1) pour montrer

le résultat de convergence suivant.

Théoréeme 1.3.4 Supposons que
By < AB. (1.29)

Alors, le Systeme (1.26) admet un unique point d’équilibre (X, ij,) et toute solution de ce

systeme converge vers ce point.

Preuve. Soit {(x,, Y»)}n>-s une solution arbitraire du Systeme (1.26). D’apres la Proposi-
tion (1.3.2) on a pour toutn > s+ 1, x, € I et y, € J,. Maintenant, soient m, M, r, R des
nombres positifs tels que m < M, r < R et

a+pfe”’  a+pe®  Erye™  Etype™
A+m T A+M T B+r "7 B4R

M =
Ces équations s’écrivent encore
e’ =MA+m)—a, e =mA+M)-
ye" =R(B+r)—-&, yeM=rB+R)-E
En soustrayant la deuxiéme égalité du premiere, nous obtenons
pe’ —pet = AM—m),
et donc

M-m= g(e‘r —e R = %e‘r‘R(eR —e) = %ee‘r‘R(R —7),

ol r < 0 < R est obtenu en appliquant le théoréeme des accroissements finis.

Faisons de méme avec la troisiéme et la quatrieme égalité, on trouve

R-r=Lm—eM="Le

—m—-M V T—m—-M
¢ M — e = e MM~ m),
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oum<1t<M. Do,

M—mS%(R—r), R—rS%(M—m),
et alors
(1—%)(M—m)§0, (1—%)(R—r)§0.

D’apres I'hypothese (1.29) on déduit que
m=M et r =R,
et le résultat s’obtient en appliquant le Théoreme (1.3.1). m

Le Systeme (1.26) peut se transformer au systéme équivalent

x _ OH—Z;(:O ﬁie’yn—i
n+1 - A+xn—p
Xn = Xy
Xn—s+1 = Xp-s+1 ’ ne N/
_ e
yn+1 - B+Vn—p
Yn = VYn
Yn-s+1 = Yn-s+1

qui est de la forme (1.4) avec Y, = (X, Xn-1, - - -, Xn—s, Y Yn-1, - - -, Yn—s)' €t F est la fonction
définie dans (1.17) ol f et g sont données par (1.27) et (1.28) respectivement.

De plus, la matrice Jacobienne de F au point d’équilibre (X,, ij>) est donnée par
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e Sik<p,

e Sik>p,

F(Z) —

Co

Co

C1

C1

Ck
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ou
af Ry i/ =
= g o o B o B0 =
ag Ry J yz
dpz3_Up(xz,xz/---/x2/y2'y2""'y2)=_B+92’

et pour touti=0,1,...,k,

2 il
b = a_zj):(xbxb'"/ergZ’yz""’yZ) - _j +f2’

P e
Ci = &_Z(XZIXZI-"/XZIyZIyZ""’yZ) - _1)3/‘*' yZ.

Apres calcul (voir I'annexe, Proposition (A.2.1)), le polyndme caractéristique associé
dans les deux derniers cas est de la forme
ko k
Py(A) = AZ*2 = (g, + dp)A T 4+ gy d A2 = YN A%,
i=0 j=0

Théoreme 1.3.5 Supposons que (1.29) est vérifiée. Si
OB +nA+06n+ py < AB, (1.32)

alors, I'unique point d’équilibre (X,, iJ2) du Systéme (1.26) est globalement asymptotiquement

stable.

Preuve. D’apres le Théoreme (1.3.4), (%, i/2) est globalement attractif, donc il reste a
montrer que ce point est localement asymptotiquement stable et pour ce faire on utilise

comme précédent le théoreme de Rouché. Considérons les deux fonctions polynomiales

ko k
P(A) = A%*2, H(A) = —(a, + d,)AZ P + 0,d, A267P) — Z Z eibiA,

i=0 j=0

onapourtoutA e C:|A[=1,

k k
)| < lapl + 1, | + |a,d,| + le:b]
i=0 j=0
_ % Y2 N X212 + Zk: Zk. Biyje P
A+ Xo B + 92 (A + Xz)(B + 92) pary ey (A + fz)(B + yz)
6 n  on Py
= 2757 2B " 4B
< 1=|p0).
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Alors, d’apres le théoréme de Rouché, toutes les racines de P, sont dans le disque unité
Al < 1, et par conséquent le point (¥, i/») est localement asymptotiquement stable,

d’apres le Théoreme (1.1.2). m

Voici maintenant un exemple numérique.

Exemple 1.3.2 Sionprendk=4,p=2,A=45B=53,a0=0.6,£=07,p4=5y,=21
et Bi=vi =0, pour 0 <i< 3. Alors, le Systeme (1.26) s’écrit

0.6 + 57 Y-+ 0.7 +2.1e

Yt = , neN. 1.33
15+ 1 T B3 g, (1.33)

Xn+1 =

Les conditions (1.29) et (1.32) sont vérifiées pour ce systeme et alors d’apres le Théoreme (1.3.5),
il admet un seul point d’équilibre (X, ) = (0.5,0.1) qui est globalement assymptotiquement
stable. La figure 1.2 représente le comportement de sa solution de valeurs initiales x_4 = 2,

X3=5x,=14,x1=23,x0=17,y4=8,y3=1,1y,=96, y1 =05et y, =0.85.

10,8

0,6

0.4+

0,2

Fic. 1.2: Comportement de la solution du Systeme (1.33)

1.3.3 Analyse du troisiéme systéme

Considérons le systeme d’équations aux différences

kK o o—x koo
a+ Yo fie” _ &4 Ligyie

1.34
A+yn_p s yn+1 B+xn_p ’ nEN/ ( 3 )

de valeurs initiales x_s, X_s11, ..., X0, Y—s, Y=s+1, - - -, Yo € Ry, avec s = max{k,p} etk, p €

N, les parametres A, B € R, \{0} eta, &, Bi, vi € Ry, pouri=0,1,...,k.
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Proposition 1.3.3 Toute solution {(x,, Yn)}n=—s du Systeme (1.34) est permanente.

Preuve. Evidemment, si {(x,, »)}n>—s est une solution du Systeme (1.34), on a

€6a+ﬁe‘5 € Erye toutn>s+1
Xy 'A+’7 , Yn €11, B+ 3 , pourtoutn>s )

Pour traiter ce systéme on prend f et g comme suit

k s
_ ot Yigpie™
f(uOIull'-'IuSIUOIUll-"/vS) - TZJPI
_ &+ Zi:o )414
9(”0,141,---,MS/UO,ZH,---,US) = Tup'
avec (U, Uy, ..., Us, Vo, V1, . ..,0s) € 5T X 5, ol
a+ e E+ye
S e G e el
En outre, on a
e Sik<p,
af ﬁ-g’“i .
%(uo,ul,...,up,vo,m,...,vp) = —Alwp, pour 0<i<k,
of .
a—ui(uo,ul,...,up,vo,vl,...,vp) =0, pour k<i<p,
of .
a—vl_(uo,ul,...,up,vo,vl,...,vp) =0, pour 0<i<p,
of _ a+2k=0 Bie i
a_vp(uO/ Uy, ... /up/ 00,01, - - - /vp) - _W
et
dg .
mi(uo,ul,...,up,vo,vl,...,vp) =0, pour 0<i<p,
Bg £+ZI,C: y»e‘vi
Wp(l’l()/ Uy, ..., Up, Vo, 01, .. /vp) = _W/
9{] _ y-e_vi .
a—v’_(uo,ul,...,up,vo,vl,...,vp) = —B’+up, pour 0<i<k,
dg .
a—v’_(uo,ul,...,up,vo,vl,...,vp) =0, pour k<i<p.
e Sik>p,
af ﬁ-e_“i .
3—ui(u0,u1,...,uk,vo,vl,...,vk) = —Awp, pour 0<i<k,
of . .
Tw(uo,m,...,uk,vo,vl,...,vk) =0, pour i=0,1,...,k i #p,
of a+Y K peti
T%(Mofulf---,uk,vo,vh---,Uk) = —(A’Jr—ovpgz
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1.3. Stabilité globale de trois systémes d’équations aux différences d’ordre supérieur

et
dg . .
a—ul_(uo,ul,...,uk,vo,vl,...,vk) =0, pour i=0,1,...,k i#p,

9g _ ngZI‘;o yie i
@(uoful,---,uklvo, V1yeee, V) = o7

yie i
4
B+uy,

dg .
a—vi(uo,ul,...,uk,Uo,Ul,...,Uk):— pour 0<i<k.

Observons que les fonctions f et g sont décroissantes en chacun de ses arguments, et
celanous aidera a utiliser le Théoreme (1.3.1) pour démontrer le résultat de convergence

qui suit.

Théoréme 1.3.6 Supposons que

B<A, y<B. (1.35)

Alors, le Systeme (1.34) admet un seul point d’équilibre (X3, i/3) et toute solution de ce systeme

converge vers ce point.

Preuve. Soit {(x,, Y)},>—s une solution arbitraire du Systéme (1.34). D’apres la Proposi-
tion (1.3.3) on a pour toutn > s + 1, x, € Iz et y, € J3. Maintenant, soient m, M, r, R des
nombres positifs tels que m < M, r < R et

+ —m + -M + —r + —R
M:a e ,m:a Pe , :E ye ,r:é ye .
A+r A+ R B+m B+ M

Ces équations s’écrivent encore
Be™=MA+r)—a, pe™M=m(A+R)-a,
ye " =R(B+m)—&, yeR=r(B+M)-E&.
En soustrayant la deuxieme égalité du premiere et la quatriéme du troisieme, on obtient
Be™ —e™) = A(MM — m) + Mr — mR,
v —e™®)=B[R-r)+Rm —rM.
Sommant ensuite ces deux dernieres, on trouve
Ble™ —e™) +y(e” —e )= AM - m) +BR -r).

Ceci s’écrit

Be" MM —m) + ye® TR(R—1) = AM —m) + BR - 1),
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1.3. Stabilité globale de trois systemes d’équations aux différences d’ordre supérieur

avecm < T < Metr < 0 < R obtenus en appliquant le théoréme des accroissements

finis. Or

e MM —m) + ye" (R ~ 1) < M —m) + y(R = 1),

et alors

c’est a dire

De (1.35) on déduit que

Le résultat découle du Théoreme (1.3.1). m

Maintenant, on écrit la matrice Jacobienne F ;3) au point d’équilibre (X3, 73).

e Sik <p,alors

aop

1

a,

ax

41

m=M et r=R.

AM-m)+B(R-r) <M -m)+yR~-r),

(A= B)(M—m) + (B - )R -r) 0.

d

0 b,
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
10

(1.36)
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e Sik >p,alors

ag Ay ... @y ... Q1 G 0 oo by ... 0 0
1 0..0 .. 00 O ..0.. 00
0 0 0 1 0 0 0 0 O
P§3): 0 0 CP 0 0 do dp dk—l dk (137)
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 O 0 L0
ou
J X
bP = a—zi(f&f:s,...,%/%/%,...,%) = _A +3]731
g o _ V3
Cp = W(x?)/x?ﬂ-"/x3/y3/y3/""y3) = _B+.7Z'3,
4

et pour touti =0,1,...,k,

f pie™

a; = _(723/323/---1x3/;l73/]73/-~-/]?3) = -
8u1-

A+ ]?3’
a je_‘%
di = a_i(fs,faf---/9?3/93'?3f-"'y3) - _;/H?s'

Apres calcul (voir 'annexe, Proposition (A.3.1)), le polyndme caractéristique associé

est
k k k
P5(A) = A2 ) (g + d)AZP 7 4 ad AF7T —¢,b,, sik<p,
j pYp p
i=0 i=0 j=0
et
k k k
P3(A) = A%+ — Z(ai +d)AFH 4 aid AP — ¢, b, AP si k> p.
i=0 i=0 j=0
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1.3. Stabilité globale de trois systémes d’équations aux différences d’ordre supérieur

Théoréme 1.3.7 Supposons que (1.35) est vérifiée. Si
BB + YA + By + 6n < AB, (1.38)

alors, I'unique point d’équilibre (X3, ij3) du Systeme (1.34) est globalement asymptotiquement

stable.

Preuve. Supposons que k < p, et notons que l'autre cas se traite de la méme maniere.
Considérons les deux fonctions polynomiales

k

k
P) = A2, p(A) ==Y (@ +d)A¥ T+ Y N adi AT — b,

k
i=0 i=0 j=0

Pourtout A€ C:|A|=1,0ona

k k k k
)| < Yl + Y 1dil + la.d}| + cyby|
i=0 =0 i=0 j=0
_ pem 4 ye ”: pye X3Y3

+ +
A+y3 B+x (A+p)B+x) (A+73)B+X)

IA
|
+
|
+
|
+
|

D’apres le théoreme de Rouché on déduit que toutes les racines de P3 sont dans le disque
unité |A| < 1. Donc, le Théoréme (1.1.2) implique que le point (X3, i/3) est localement

asymptotiquement stable et ensuite le résultat découle du Théoreme (1.3.6). m

On termine par donner une simulation numérique.

Exemple 1.3.3 Prenonsk=1,p=5A=75B=6,a0=0,{ =07, =325y, =21et
Bo = yo = 0. Donc le Systeme (1.34) prend la forme

3.25¢ 1 0.7 +21e ¥t

=\ Yy = ——, , 1.
75 + yn_5’ y +1 nelN ( 39)

Xn+1
" 6+ x,_5

Il est clair que les conditions (1.35) et (1.38) sont vérifiées. Alors, d’apres le Théoreme (1.3.7), le
Systeme (1.39) admet un seul point d’équilibre (%, ) =~ (0.3, 0.7) qui est globalement assymp-

totiguement stable.
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1.3. Stabilité globale de trois systémes d’équations aux différences d’ordre supérieur

Le comportement de la solution de ce systeme de valeurs initiales x_s = 1.3, x_4 = 8§,
X3=4,x,=1,x41=165x=05ys=1,y4=11,y3=12, y», =87, y1 =0.6¢t

Yo = 0.27 est représenté dans la figure 1.3 ci-dessous.

0,84

Fic. 1.3: Comportement de la solution du Systeme (1.39)
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CHAPITRE 2

Sur deux problemes ouverts :
Comportement des solutions pour des
classes d’équations aux différences

rationnelles a coefficients périodiques

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous abordons deux probléemes ouverts proposés par E. Camou-
zis et G. Ladas dans leur célebre ouvrage [10] (Dynamics of third-order rational dif-
ference equations with open problems and conjectures, 2008), dans lequel ces deux
mathématiciens traitent le comportement asymptotique et global d"une grande famille
d’équations aux différences rationnelles d’ordre au plus trois. Outre son importance
elle-méme, I'étude de ces équations rationnelles a offert des prototypes qui ont joué
un role essentiel dans le développement de la théorie des équations aux différences

non-linéaires. Récemment, un grand intérét a été accordé a 1'étude de 1’équation aux
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2.1. Introduction

différences
a + Bxy,

Xpyl1 = ————=——
i A+an_k’

avec ses différents cas particuliers, ol1 les parametres «, 5, A, C sont des nombres réels

neN, 2.1)

strictement positifs et k un entier naturel (voir par exemple [10, 37,38, 40]). Dans [10],
les deux derniers chercheurs ont présenté des résultats obtenus dans [38] concernant
I'équation

Ynt1 = aa++—yZ:’ n € N,
ol les auteurs avaient montré que 1'unique point d’équilibre 7 = 1 de cette équation est
globalement asymptotiquement stable. Ils ont considéré et étudié également 1’équation
de troisieme ordre

Yni1 = aa:—yZ:, neN,
et ils ont proposé ensuite l'investigation du comportement global pour des extensions
des deux équations précédentes lorsque les coefficients sont périodiques, c’est a dire

les familles d’équations

Oy + Yy
Yne1 = %+—%_1, n €N, (2.2)
et
Y1 = M, neN, (2.3)
Oy + yn—Z

avec {a,},>0 une suite périodique de nombres réels strictement positifs de période w > 2.

Dans notre premier travail de ce chapitre, nous considérons I'équation générale

Ay + Yy

———, ne€N,
ay, + yn—k

Yny1 =

avec {a, },>0 une suite périodique de nombres réels strictement positifs de période w > 1
et k > 1 un entier naturel. Il est clair que pour k = 1,2 on obtient les deux derniéres
équations (2.2) et (2.3). Notre discussion commengera sur l’oscillation (Théoreme (2.2.1)),
ensuite nous nous intéresserons de savoir si les solutions sont permanentes (Théoréme
(2.2.2) et Théoreme (2.2.3) ). Nous analyserons apres la stabilité de I'équation (Théoréme

(2.2.4)) et enfin I'attractivité globale (Théoréme (2.2.5)).
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2.2. Sur la dynamique d"une équation aux différences rationnelle d’ordre supérieur a
coefficients périodiques

Dans une autre direction, on généralise 'Equation (2.3) dans la troisieme partie en

considérant le systeme

Pnt Yn qn + Xn
Xps1 = ————, Yps1 = ————, NEN,
Pn ¥ Yn-2 Gn + Xn-2

avec {puln=o et {gn}uz0 des suites périodiques de nombres réels strictement positifs de
période 2. En faisant une étude totalement différente de celle du premier travail, nous
atteindrons notre objectif qui est toujours d’avoir des résultats sur le comportement des
solutions et qui constitue essentiellement la permanence, la stabilité locale et globale
des équilibres, 1’oscillation et aussi 1’existence des solutions périodiques.

A la fin de ce chapitre, nous conclurons en donnant quelques réponses pour les

problemes ouverts proposés au départ.

2.2 Sur la dynamique d’une équation aux différences ra-

tionnelle d’ordre supérieur a coefficients périodiques

Dans cette section, nous considérons 1’équation aux différences non-autonome
d’ordre (k + 1) suivante
Ay + Yn

= I ) 2.4
St ay + yn—k nelN ( )

avec {a,},>0 une suite périodique de nombres réels strictement positifs de période w > 1,
k > 1 un entier naturel et les valeurs initiales y_, y—_x+1, ..., Yo sont des nombres réels
positifs. Généralement, la difficulté que nous sommes confrontés en premier lors de
I'étude des équations non-autonomes est de trouver les points d’équilibres, et il n'ya
pas de résultats générales qui garantient 1'existence de ces solutions idéales comme
nous l'avons vu dans le premier chapitre (Théoreme (1.3.1)) a propos des équations
autonomes, mais heureusement il n’est pas le cas pour la présente équation qui admet
évidemment un seul point d’équilibre 7 = 1 et ceci nous conduira a concentrer sur ce

point et étudier le comportement qualitatif des solutions autour de lui.
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2.2. Sur la dynamique d"une équation aux différences rationnelle d’ordre supérieur a
coefficients périodiques

2.2.1 Solutions oscillatoires

En utilisant une idée présentée dans [37], ol les auteurs ont donné des résultats
d’oscillation pour 1'Equation (2.1), nous établissons dans ce qui suit une condition
suffisante pour que les solutions de 'Equation (2.4) soient oscillatoires autour du point

d’équilibre 7 = 1. Commengons par 1'observation suivante

Lemme 2.2.1 Si {y,},>—x est une solution de I’Equation (2.4) qui n’est pas oscillatoire autour

du point d’équilibre j = 1, alors lim y,, = 7.

Preuve. Soit {1,,},>— une solution de I'Equation (2.4) qui n’est pas oscillatoire autour de

7 =1, cest a dire, il existe N > —k tel que
y, > 1, pour tout n > N, (2.5)

ou

Y, <1, pourtout n> N, (2.6)

Supposons que (2.5) est vérifiée, donc on a pour tout n > N

a
ay + Yy _y”(y_:+1)< a, + 1
- >Yn—/
a, + Yn—k ay + Yn-k a, + Yn—k

Yny1 =

d’ot,
Yn+1 < Yn, pour tout n > N +k,

ce qui veut dire que la suite {y,},>n+« est décroissante. De méme maniére, si (2.6) est

vérifiée alors pour toutn >N +k+1,ona

yn(%+1)> ay+1

> Yy >
Qp + Yk Ay + Ynk

Yny1 = = Yn,

c’est a dire, la suite {y,},>n+k+1 €st croissante. Dans les deux cas, on déduit que la
solution {y,}.>—« est convergente et on note sa limite /. Ainsi, toutes ses sous-suites

{Yon+i), 1=0,1,2,..., 0 — 1, qui vérifient

a; + Yon+i .
41 =————, pourtout i=0,1,...,0—1. 2.7
yam+1+1 a; + yam+i—k p ( )
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2.2. Sur la dynamique d"une équation aux différences rationnelle d’ordre supérieur a
coefficients périodiques

convergent aussi vers [. D’ot1, en prenant les limites des deux cotés dans I’Equation

(2.7) on trouve que
o +1 _

l 0(1'+l

1,

ce qui conclut la démonstration. m

Prenons les notations

Omax = Max @, Amin = Min a,.
0<n<w-1 0<n<w-1

Théoréme 2.2.1 Considérons I’Equation (2.4) avec

e+ K
(1 + Omax — amin)k+1 (k + 1)k+1 ‘

(2.8)

Alors, toute solution non triviale de cette équation est oscillatoire autour du point d’équilibre

=1

Preuve. Pour avoir une contradiction on suppose que I'Equation (2.4) admet une so-
lution non triviale {y,},>—x qui n’est pas oscillatoire autour de 1. En premier lieu, on
suppose que (2.5) est vérifiée et prenons le changement de variables z, = y, — 1. Alors,

ona

Qp + Yn
ay + Yn—k
Yn — Yn—k
ay + Yn-k
Yn — 1- Yn—k +1

Ay + yn—k

Zn — Zn—k

ay + yn—k’

-1

Zn+1 = Yn+1 — 1
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2.2. Sur la dynamique d"une équation aux différences rationnelle d’ordre supérieur a
coefficients périodiques

ainsi,

Zp+l —Zn = T T Zn

En posant

ay ) Pk(n) _ Yn

Pi(n) = —=2— L
1( ) Oy + Yn—k Ay + Yn—k

on obtient une équation de la forme
Zn41 — Zn + P1(n)z, + Pr(n)z, = 0. (2.9)

De plus, on a

min ]/n
P >—-, P > —.
l(n) Omax T yn—k k(n) Omax T Yn—k

Alors,
Xmin

—— =P
Qmax + 1 P

liminf Py(n) >
et

lim inf Py(n) > — 2"

n—co Omax + 1

= Pk

Par le Théoreme (1.1.10), ’équation
A=1+p+pA™ =0
a une racine strictement positive. Etant donné le polynéme de degré (k + 1)
F(A) = A%+ (p1 = DA" + py,

d’une part, F admet une racine strictement positive de ce qui précede. D’autre part,

F(1) = X7 [l ) - (= min )

1 + dmax
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2.2. Sur la dynamique d"une équation aux différences rationnelle d’ordre supérieur a
coefficients périodiques

Il est clair que F’ a deux racines réelles : A =0, A = Ay, o1 Ay = ﬁ (%) On peut

aussi confirmer facilement que la fonction F est strictement décroissante sur 'intervalle
(0, Ag] et strictement croissante sur [Ag, +o0). De plus, on a

F(0) = #

1 max

>0, lim F(A) = +o0

et

k+1 _ N _ ‘ k
F(AO) _ ( k ) (1+amax amm) _(1+amax amm)( k )

k+1 1+ max 1+ max k+1
(1 + Xmax — Xmin )k 1
+
1+ apmax 1+ amax

B k k(1+amax—amm)k+1 k 1) 1
— \k+1 1+ Ay k+1 1 4 Aax

3 [ K (1 + Amax — Xmin )k+1 N 1
(k + 1)k+t 1+ max 1+ max
(1 + Amay)" 1 + Qmax — Qmin V7 1
B [(1 + Omax — Omin )< ( 1 4 Qmax ) M Cmax

= 0,

ce qui montre que F ne peut jamais avoir une racine strictement positive, ce qui est une

contradiction.

Pour le cas ol (2.6) est vérifiée, on prend le changement z, = 1 — y,,. Donc, on a

Ay + Yy
Ay + Yn—k
Yo—k — Yn
ay + Yn—k
Yn—k — 1- Yn t 1

Ay + Yn—k
Zn — Zn—k

7
Oy + yn—k

Zn+1:1_yn+1 = 1-
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et alors
_ Zy — Zp—k
Zptl —Zn = T T Zn
Qy yn—k
1 1
= ( - 1)z, - Zn—k
Ap + Yuok Ay + Ynk
1- Qp — Yn—k 1
= - n—k
O(n + yn—k ai’l + yn—k
Zy—k — Oy 1
= - Zn—k
a, + yn—k ay + yn—k
a Z, — 1
= - R —. Zy—
ay + Yn—k ay + yn—k
dy yn
= - Zp—k-

Zy —
0(,1 + yn—k ai’l + y?’l—k
Cela veut dire que dans ce cas aussi z, vérifie I'Equation (2.9), et donc en repétant les

mémes étapes on obtient la méme contradiction. m

Remarque 2.2.1 Si Qmax — @min < k alors toute solution de I’Equation (2.4) est oscillatoire

autour de iy = 1. En effet, On a

1+amax_amin < 1'i'amax < 1"'&max
k+1 T k+1 k7

et comme Amax — Omin < k, alors

1+amax_amin <1
k+1 -

ce qui implique que
k

(1 + Omax _Ozmin)k-'—1 < (1 + Omax — amin)k < (1 +0(max)
k+1 - k+1 k '

D’ou1, (2.8) est vérifiée et le résulat découle par le Théoreme (2.2.1).
Evidemment, si {a,}n=0 C (0,1], alors toute solution de I'Equation (2.4) est oscillatoire autour

de 1.

Exemple 2.2.1 Prenons k = 3 et w = 3. Dans ce cas, I’Equation (2.4) sécrit

ap + Yy

"7 neN, (2.10)
ay + Yn-3

Yn1 =

52



2.2. Sur la dynamique d"une équation aux différences rationnelle d’ordre supérieur a
coefficients périodiques

out la suite {a,}n>0 est donnée par

a, si n = 3k,

an =4b,si n =3k +1,

¢, sin=3k+2,
aveck € N,a,b,c>0et a#+b+#c.

En prenant a = 0.7, b = 0.08, ¢ = 0.003 et les valeurs initiales y_3 = 0.05, y_, = 0.009,
y-1 = 1.8 et yo = 2, cette solution est oscillatoire autour du point d'équilibre i = 1, voir la

figure ci-dessous.

5000

4000

3000

y(n)

2000

1000

Fic. 2.1: Une solution oscillatoire pour I’Equation (2.10)

2.2.2 Permanence des solutions

Ici, on discute la permanence des solutions de I’Equation (2.4). On commence par

le résultat suivant

Théoréme 2.2.2 Considérons I’Equation (2.4) avec {a,},>0 une suite de nombres réels dans
[1, +00), périodique de période w et {a,}n=0 Z {1}. Alors, toute solution {y,}.>_x de I’Equation

(2.4) est permanente.

Preuve. Soit {1, },>—-« une solution de I'Equation (2.4). Pour tout n > 0, on a

a a, + 1
W = Iy
Oy + Yn—k Oy + Yn—k ay
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2.2. Sur la dynamique d"une équation aux différences rationnelle d’ordre supérieur a
coefficients périodiques

Considérons 1'équation aux différences
1
Zys1 = —2Z,+1, neN, (2.11)
Oy
de valeur initiale zy > . Alors, par le théoreme de comparaison (1.1.6) on a

Yn < z,, pour tout n € IN. (2.12)

De plus, en utilisant le Lemme (1.1.2), il existe des nombres réels strictement positifs

lo, 11, ..., 1,1 tels que la suite {Z,},50 out
Zonsi =1, pourtouti=0,1,...,w-1,1n>0,

est une solution de I'Equation (2.11) et si {z,},>0 est une autre solution de cette équation

alors on a
%i_r)?ozmﬂ =1, pourtouti=0,1,...,w -1
Mais, de (2.12)
Yon+i < Zonsi, pourtouti=0,1,...,0-1,1n2>0,
ainsi,

lim sup Yonti < im zgy4 =1, pourtouti=0,1,..., 0 -1
n—oo

n—-oo

Donc, pour n suffisamment grand, autrement dit, pour un certain n; € IN grand, on a
Yon+i < 1, pour tout n > n;,

pour touti=0,1,2,...,0 - 1.
Posons

N = max n; et = max I,
0<i<w-1 0<i<w-1

alors, il résulte que

Y, <1, pour tout n > N.

De plus,

a .
y, > ———, pour tout n > N +k + 1.

T max + 1

D’ot le résultat. m
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2.2. Sur la dynamique d"une équation aux différences rationnelle d’ordre supérieur a
coefficients périodiques

I1 est naturel de poser la question pour savoir si les solutions sont bornées dans les
autres cas, c’est a dire, lorsque la suite {a,},>0 a des termes dans l'intervalle (0, 1), et
quand elle est exactement la suite constante {1}. Le théoréeme suivant porte une réponse
pour cette question, en notant que ce résultat est une généralization du cas (w = 1 et

k =1,2) qui a été étudié dans [10].
Théoréme 2.2.3 Considérons I'Equation (2.4), ot {a,}u=0 est une suite de nombres réels
périodique de période w avec

w=1 ou k=zw, avec z>1 un entier naturel. (2.13)

Alors, toute solution de I’Equation (2.4) est permanente.

Preuve. Premierement, on a par induction

i k+1

k
:Z“nzn(%ﬁynk}) +H(anz+ynk1)1 (2.14)

i=1

En effet, pour toutn > 1

y _ a, + Yn
n+l - -
ay + Yn-k
o
= 1 =+ yn
ay + Yn—k a, + Yn—k
" 1 [« i k+1
n -1 -1
= + Y s | @i+ sy + ] i + yusc)
a, + Yn-k a, + Yn—k = 0 ] ] L

k+1

k
_ 1 |
= o yn ] + Z Ap—i F ((Xn -j + Yn—k- ]) + O + Yok H((Xn_l + yn—k—l)

i=1 i=2

k+1

]' -1
Qy— lH(an it Ynk- ]) L — W+ Yt H(an—i + Yn—k-i)

j=0

Ingl

=]

1=
k— i

= Qi (an]+ynk]) +ankH(anz+ynkl)l

—_

i=0 j=0 i=0
k+1
el | R AT
—_— Ap—i t Yn—k—i
an+yn—k -
=2
k-1 i

_ dp-1 + Yn—k-1
= Qi (an—j + yn—k—j) ! + (an—k + )H(an it Yn-k- l) !

Ap—k-1 + Yn-2k-1
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En ce point, 'hypothese (2.13) implique que

= T -1 ( Apk-1 t yn—k—l ) £ -1
Ype1 = i | @+ Ynk—)™ + |k + (@i + Yn-k—i)
i=0 ‘]-“:‘0‘ Ap—k-1 + Yn-2k-1 =0
k-1 i k
= Y i [ J @+ oot )+ (o) | [@ai + i)
i=0 =0 i=0
k-1 i

k
= i | [(@nnj + Yoie) ™ + H(an—i + Ypii)
i=1

i=0 =0

c’est a dire
k+1

k i
2 ' -1 -1
Yn1 = Qp—it1 | |(an—j+1 + Ynk-jr1) + | |(04n—z‘+1 + Ynkoit1) -
i=1 j:] =2

Il résulte de (2.14) que pour toutn > 1,

r .
2' | I -1 | | -1

Yn =< Qi @, + a,”;
= . .

De plus, pour toutn > 2, on a

ce qui acheve la démonstration. m

2.2.3 Stabilité uniforme
Définissons ’ensemble
D= {(yo,yl,...,yk) € [1,+oo)k+1 : ¥i < VYiy1, pour tout 1 =0, 1,...,k}.

Dans cette partie, on considere 'Equation (2.4) ot les valeurs initiales (yo, y-1,...,y-k) €

D et on discute la stabilité asymptotique uniforme du point d’équilibre = 1, mais
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d’abord, on transforme 1’Equation (2.4) en un systeme équivalent comme suit

_ aptyn
yn+1 Ap+Yy—k

Yo = VYu , ne€N.

Yn-k+1 = Yn—k+1

Ce systeme est de la forme (2.18) avec Y, = (Yu, Yu-1, - , Yn—s)' et la fonction
F: NN X RE — RE est définie par
an + Yo
Ay + Yk

Le systeme linéarisé du systeme précédent est

Fn,vo,y1,...,yx) = ( Y0, Y1, , Yee1), pour tout (Yo, y1, ..., vi) € RE.

XV[+1 = A(Tl)Xn, n e N,

ou X, = (xo(n), x1(n),...,x(n)), xi(n) = y,-i — 1, pour tout i = 0,1,...,k, et A(n) est la

matrice Jacobienne de F au point (1,1,--- , 1), et elle est de la forme

7 00 .. .0 -5
1 00.. .0 0
o 10 .. .0 0
A(n) =
0O 0 0 . 1 0
c’est a dire, on a
xon+1) = —zxo(n) — ()
x1(n+1) = x(n)

xn+1) =x(n) , nelN. (2.15)

x(n+1) =x1(n)
Lemme 2.2.2 Soit {(xo(1), x1(n), . .., Xk(1))}n=0 une solution du systeme linéaire (2.15). Alors,

pouri=0,1,...,k—1,0na

xi(n) < xi41(n), pour tout n > 0. (2.16)
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Preuve. D’abord, on peut voir facilement que
0 < x0(0) < x1(0) < ... < x4(0).

On montre (2.16) par récurrence. En effet, pour i = 0, on a de (2.15)

1
a, +1

Xo(n+1) = xo(n) — xk(n) < xo(n), pour tout n > 0.

a, +1

Donc,

xo(n) < xp(n —1) = x1(n), pour tout n >1,
et puisque xy(0) < x1(0), alors
xo(n) < x1(n), pour tout n > 0.

Supposons que i > 0 et que la propriété est vraie pour i — 1, c’est a dire, x;_1(n) < x;(n),
pour tout n > 0, et montrons pour i.

De (2.15) et I'hypothese de récurrence on a
xi(n + 1) — xi(n) = x;i-1(n) — x;(n) <0, pour tout n >0,

alors

xi(n) < x;(n — 1), pour tout n > 1,

ce qui donne

Xis1(n) = xi(n — 1) > x;(n), pour tout n > 1,
et comme x;,1(0) > x;(0), alors
xi(n) < xi41(n), pour tout ,n > 0.
|

Proposition 2.2.1 La solution nulle X = 0 du Systeme (2.15) est uniformément asymptoti-

quement stable.
Preuve. On définit la fonction V : R — R, tel que,

2, .2 2 k+1
V(xo,x1,...,X%) = x5 + X7 +... +x;, pour tout (xo,x1,...,%) € R,
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coefficients périodiques

Soit ¢(x) = (k+1)x* et v(x) = x* deux fonctions croissantes et continues sur [0, +o0) avec

$(0) = v(0) = 0. Prenons la norme max sur R¥?, qui est définie par
1(xo, X1, ..., x6)ll = max lx;l, pour tout (x, x1, ..., xx) € R
SIS
Alors, on a

GAllCro(m), x1(n), ..., xe(m)Il) = pmaxfxi(m)]) = p(xi(m)) = (k + Dx(n)

et
v(lGko(n), x1(m), .., 2m)I) = vimax i(m)l) = v(a(n)) = ().

Observons que

v(l|(xo (1), x1(n), . ..., e (M)I) < V(xo(11), x1(1), . ..., xx(11)) < P(ll(xo(n), x1(1), . .., 1 ()]

ce qui montre que V est définie positive et décrescente. Maintenant, on montre que AV

est définie négative. Pour cela, soit x(x) = (1 - )x qui est une fonction croissante

(O‘mm"'l)2

et continue sur [0, o) avec x(0) = 0.On a

AV 51 - 5(0) = T o) = i) = 200
< —(1—(1—1)2>xi<n>
S~ g0 = ~x(Ga0), 1) .. DD,

D’ot, le résultat découle par le Théoreme (1.1.5). m

Comme conséquence de la Proposition (2.2.1) et le Théoreme (1.1.1), on a

Théoreme 2.2.4 L'unique point d’équilibre §j = 1del’Equation (2.4) est uniformément asymp-

totiguement stable.
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2.24 Attractivité globale du point d’équilibre

Concernant l'attractivité globale du point d’équilibre de I’'Equation (2.4) on donne

le résultat suivant

Théoreme 2.2.5 Considérons I'Equation (2.4) ot {a,}us0 est une suite w-périodique de

nombres réels positifs. Supposons aussi que a; > 2, pour tout i = 0,1,...,w et k = zw avec

z > 1 un entier naturel. Alors, I'unique point d’équilibre de I’Equation (2.4) est globalement

attractif.

Preuve. Soit {y,},>-x une solution arbitraire de 1'Equation (2.4) et soient
A; = limsup Yon+i, Ai = liminf vy, pourtouti=0,1,...,0—1.
n—o0 n—oo
D’apres le Théoreme (2.2.3), on a

0<Ai<Ai<oo, pourtouti=0,1,...,0—-1,

et a partir de (2.4) on dérive que pour touti =0,1,..., 0w -1,

ai+/\i _ai+Ai < ai+Ai _ai+Ai

= it1 = = . 2.17
- a; + Ai—k a; + Ai’ + a; + /\i—k a; + A,‘ ( )

i+1

Posons
m;=Ai+a;, Mj=A;j+a; pourtouti=0,1,..., 0w —1.
Alors
m; M;
Miy1 = — +a;, My < — +a;,
M,; i
d’ou

m; + Ml'
m;M;

My —miy < (M; —m;),

et par induction, on a

IN

i
ms + M;
M —miq ( H W] (Mi—+1 — Mi—g41)
S S

s=i—w+1

i+w-1
mg + M,
[ H m] (Mit1 — mjy1),

5=1
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ainsi

i+w-1 o M
{1 - [ H W)} (Mjs1 —mipq) <0.

S=1

Par ailleurs, on a
Ms + M, = Ag + Ay + 20, < % + ag(As + Ay) + AN = mM,,

car as > 2, pour tout i < s <i+w — 1, et par suite

i+w—1
ﬁ ms + M, <1
s=i WlsMs .

Donc, on déduit que

Mip1 = Mjyq, pourtouti=0,1,...,0—1,

Ai=A;, pourtouti=0,1,..., 0w -1,

et de (2.17), on trouve
Ai=A; =1, pourtouti=0,1,..., 0 - 1.
ce qui implique que les sous-suites {,,+i}, 1 =0,1,..., @ — 1 sont convergentes et
%i_I)Ioloyan =1, pourtouti=0,1,..., 0w - 1.
Par conséquent,

lim y, = 1.

n—-oo

Ce qui termine la preuve. m

Du Théoreme (2.2.4) et Théoreme (2.2.5) on obtient le suivant

Théoréme 2.2.6 Considérons|’Equation (2.4) ott{a,}n=0 est une suite w-périodique de nombres
réels positifs telle que o; > 2, pour tout i = 0,1,...,w, k = zw avec z > 1 un entier naturel et
les valeurs initiales (yo, y-1,...,Y-r) € D.

Alors, I'unique point d’équilibre de I’Equation (2.4) est globalement asymptotiquement stable .
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Pour confirmer ce résultat, nous considérons un exemple numérique.

Exemple 2.2.2 Considérons le méme cas que dans I'exemple (2.2.1) et prenonsa = 2.07,b = 2,
c = 2.3 et les valeurs initiales y_3 = 11, y_, = 7.02, y_1 = 3.008 et yy = 1.5. D’apres le
Théoreme (2.2.6), le point d’équilibre iy = 1 de I’Equation (2.10) est globalement uniformément

asymptotiquement stable et ceci apparait dans la figure ci-dessous.

y(n)
0,8+

0,6

0,4+

n

Fic. 2.2: La solution {y,},>-3 de 'Equation (2.10) poura = 2.07,b =2,c =23, y_3 =11,
Y- =702,y =3.008 et yy = 1.5.

2.3 Etude d’un systeme d’équations aux différences ra-

tionnelles d’ordre trois a coefficients périodiques de

période 2
Considérons le systeme d’équations aux différences rationnelles d’ordre 3
Pnt Yn qn + Xn
= — = (S N, 218
Xn+1 pn + yn_z yn+1 qn + X, 0 n ( )

tel que {p,}n>0 et {g,}n=0 sont deux suites périodiques de nombres réels positifs de période
2, et les valeurs initiales x_;, y_; € R;, pouri=0,1,2.

Posons,

a, si n pair, Yy, sl n pair,
Pn = . et = S
B, si n impair, A, si n impair,
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oua, 5, v, A sont des nombres reéls positifs avec a # et y # A. Voyons que le Systeme

(2.18) admet un unique point d’équilibre (x,y) = (1, 1).

Lemme 2.3.1 Soit {(X,, Yn)}n=—2 une solution éventuellement constante du Systeme (2.18).

Alors, {(Xn, Yn)ln=—2 est la solution triviale
(X, yn) = (1, 1), n=-2.
On va transformer le Systéme (2.18) en un systéme autonome. Pour cela, posons
Up = Xon-1, Un = Xon, b = You-1, Wn = Y2, N EN,
alors, pour toutn > 0 on a

a+ w, Y + Uy

Ups1 = n+l =
a+wn_1' )/+?Jn_1’

ﬁ +t ﬁ)/ +)y+ ,an—l + Uy
Upy1 = =

ﬁ + tn (7/ + vn—l)(,B + tn)

et
At Aa+a+ Aw, 1 +w,

Au,  (@+w,)A+u,)

Wp+1 =

Dong, le Systeme (2.18) est équivalent au systeme

— a+wy
Upy1 = Aty
Byty+poy_1+o,
= €
On1 Gronpety -+ TEN (2.19)
" _ y+os :
n+l1 Yt
w _ Aatat+Aw,_q+wy
n+l - (a+wn—l)(/\+un)

ou les valeurs initiales sont uy = x_1, v_1 = x_p, Vg = Xo, tp = Y_1, W1 = Y et wy = Y.
Evidemment, le Systeme (2.19) admet un seul point d’équilibre E = (1,1,1,1). Pour
commenger 1’étude de ce systéme, on traite la permanence de ses solutions dans le

paragraphe qui suit.

2.3.1 Permanence des solutions

Théoreme 2.3.1 Toute solution {(uy, v, t,, wy)} du Systéme (2.19) est permanente.
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Preuve. Soit {(u,, vy, t,, w,)} une solution arbitraire du Systeme (2.19). Nous allons
déterminer des bornes supérieures et inférieures pour chaque argument de cette suite.

Premierement, on a pour toutn > 1,

Aa+a+ Aw,_1 + w,
(@ + wy-1)(A + uy)
Aa+a+ Aw,_q W,
Aa+ Aw,_1 + au, + u,w,1 * Aa+ Aw,_1 + au, + U, w,1
Ao+ a+ Aw,_q A+u,
Ao+ Aw,_1 + au, + u,w,—1 * (A +u)(Aa + Aw,—1 + auy, + u,w,—1)
Aa+a+ Aw,_q A+u,
Ao+ Aw,_q " AMAa + auy,)
a 1
—_— + —_—
Aa+ Aw,1 A«

1 1
1+—+—.
a

Wh+1

= 1+

IN

c’est a dire, pour toutn > 2,

1 1
wy <14+ -+ —,
a
et par suite
Yy = T Wn <1+1w <1+1+ 1 + 1
T tw,, - a T T a Aa Aa?
d’oti, pour toutn > 3,
1 1 1

D’autre part, pour toutn > 3, on a

Mt A A ~ A2a?
A+ u, _A+”n_/\+1+§+f—a+ﬁ N2+ A2 +Ada+a+17

Wn+1 =

c’est a dire que pour n > 4,

A2a?
Wn 2 75— 2 :
A2+ A2+ Ada+a+1

De plus, pour toutn > 3, on a

a+w, a a Aa?
> >

1,[1: = P =
T At w, T a+w, a+1+l+ L7 A2+ Aa+a+1’

ce qui implique que pour n > 4,

Aa?

U, > .
"T A+ Aa+a+1
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De méme, on obtient que

v <1+1+i ourtoutn=>2, v ‘322 our toutn >4

=TT P BRI DE RO S L B
et

t <1+l+i+ 1 ourtoutn >3, t, > ﬁyz our tout n > 4

T Yy By 57/2’13 ”_ﬁy2+,8y+y+1’p =
]

2.3.2 Stabilité linéaire

Dans cette partie, on va analyser la stabilité locale du point d’équilibre du Systeme
(2.19) en utilisant la méthode de linéarisation. Pour cela, on écrit le Systéeme (2.19)
comme suit

Zus1 = T(Z,), neN, (2.20)

avec

— t
Zn - (unz On, On-1, tn/ 7 Why wn—l)

et T: RS — RS, tel que pour tout U = (1, v1, vy, £, wy, wy) € RY,

U) = (AU), fo(U), 01, 91(U), g2(U), w1),

ou
a+ w; By +y + o+ 10y
U) = ’ uy = ’
_ryto _Aatat Aw; +w
() = y+0 g2(U) = (a +wo)(A +u)
Alors, on a
i 1 o atw
8w1( ) = a+w,’ 8_u)2(u)__(a+w2)2’
afz(u) 1 8f2(u)_ Y+ 8f2( ) = y/3+y+ﬁvz+vl
v, (y+m)B+1t) du B ()/+U (B +1t) ot (y+u)B+1)?
891 g1 _ Y+ 0
801( u) = Y+ 0, 8_7J2(u) T (o)
0 0 0
gz( ) = oz/\+oc+/\w2+w1 gZ(U): 1 g2(U):— a+ w,p

(a+w)(A+u)?2 " dun (a@+w)(A+u) Jw, (a+wy)2(A +u)
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Donc, la matrice Jacobienne de T au point d’équilibre X = (1,1,1,1,1, 1) est de la forme

1 1

0 0

0 0 a+l T ot
1 1 1
0 ooem ~oeaeD R 0 0
0 1 0 0 0 0
A= 1 1
0 A A 0 0 0
__1 0 1 _ 1
A+1 (a+1)(A+1) (a+1)(A+1)
0 0 0 0 1 0
avec le polyndme caractéristique calculé en ce point
P(X) = P1(X)P(X),
ou
1 2 1
Pi(X) = X° - 24 X —
1 B+Do+D” T E+DO+DT BHDO+D
et
1 2 1
Py(X) = X - :

G+ "0 e+ GFDa+D

Théoreme 2.3.2 (i) Le point d’équilibre du Systéme (2.19) est localement asymptotique-

ment stable si et seulement si

al+a+A>1et By+p+y>1 (2.21)

(ii) Siad +a+ A <1ou By +p+y <1,alors le point d’équilibre du Systéme (2.19) est

instable.

Preuve. (i) Evidemment, P;(X) est de la forme (1.6) aveca, = ay = eta; = —2a.

TG
Onalay +ap|l = 2a0| = a1 < 1+ ay, |a, — 3ag| = | — 2a¢| = a; et a(z) + ay, — aga, = a;. Comme
By +y +p > 1, alors a; < 1. Donc, Le Théoreme (1.1.3) implique que la condition
By +y+p > 1 est nécessaire et suffisante pour que les racines du polynéme P; (X) soient
a l'intérieur du disque d’unité. On montre de méme maniére pour P,(X).

(ii) Posons & = Donc, P; s’écrit

1
B+1(+1)”

Pi(X) = X3 —EX® +2EX - €. (2.22)
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Sipy+p+y<lalors1 <(B+1)(y+1) <2 doui<&<1Deplus,ona
P(X) = 3X* — 2EX + 2€.

On peut facilement vérifier que P} n’admet pas des racines dans R. Donc, P} (X) > 0, ce

qui implique que P; est une application croissante. En outre, on a
lim Pi(X) = —co0, lim Py(X) = +oo,
X—>—00 X—+00
par conséquent, P; admet une seule racine réelle qu’on notera X. Puisque & > 3 alors

1 ¢
g a2~V

1
p 1(5) =
et comme P;(1) = 1 > 0, on obtient que % < Xp < 1. Par suite, P; admet deux racines
complexes z et Z, z = a + ib avec a,b € R. De (i) et le Théoreme (1.1.3) on déduit que
le polyndme P; admet au moins une racine qui n’est pas a l'intérieur du disque unité
et puisque 3 < X, < 1, alors on a nécessairement Va2 + % > 1. On veut montrer que

Va? + b? > 1. Pour cela, supposons que Va? + b? = 1. Le polynéme P; peut s’écrit comme

suit

Pi(X) = (X —Xo)(X?-2Re(2)X + z2)

(X = Xo)(X* —2aX + 1)

X — (2a + Xp)X* + (2aXy + )X — X,.

En comparant avec (2.22) on trouve

20+ Xy = &
20Xp+1 = 2&
Xo = ¢

dot,a=0eté =X, = %, ce qui est absurde. Donc, on conclut que Va? + b? > 1. Ceci
montre que P; admet deux racines complexes de module supérieur strictement a 1,

d’ot1 le résultat. Pour le cas aA + a + A < 1, on traite P, de la méme maniére. m
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2.3.3 Stabilité globale

Maintenant, on s’intéresse a la stabilité globale du Systeme (2.19), mais tout d’abord,

on considére un théoréme général de convergence.

Théoreme 2.3.3 Considérons le systeme

Xn+1 = f(yn/ yn—l)/ Yny1 = g(xn/ Yn, yn—l)/ n € IN. (223)

Soient ay, ay, b1, by des nombres réels positifs tels que aq < by et a, < by. Supposons que

f i lan, bo]l X [a2, b2] = [a1,b1], g : a1, b1] X [a2, b2] X [a2, bo] — [a2, by]

sont des applications continues telles que
o f(v,w) est strictement croissante en v et strictement décroissante en w,
e g(u,v,w) est strictement croissante en v et strictement décroissante en u et w.

Supposons de plus que si (m, M, r, R) est une solution du systeme
m= f(r,R), M= f(R,r),

r=gM,r,R), R=g(m,R,7),

alorsm =Metr=R.
D’o1, il existe un seul point d’équilibre du Systeme (2.23) et toute solution de ce systeme
qui vérifie
Xny € [a1,01], Yng-1, Yn, € [a2,b2], pour un certain ny € N,

converge vers ce point d’équilibre.
Preuve. On a pour toutn > 1,
Yn1 = 9 Y, Yn-1) = G0 Ynt, Yn-2), Yns Yn1) = G(Yns Y1, Yn-2).
Considérons alors 1’équation aux différences d’ordre trois
Yni1 = G(Yns Yn1, Yn2), 1 €N, (2.24)

de valeurs initiales yo, y-1 et y—» = f(yo, y-1). On peut facilement voir que G est une

application continue de [a3, b, ]° dans [ay, by]. De plus, G(u, v, w) est strictement croissante
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en u et w et strictement décroissante en v. Soient maintenant », R deux nombres réels
positifs tels que r < R et
r=G(,R, ) =g(f(R,1),1,R),

R =G(R,n,R) =g(f(r,R),R,7).

En remplacant f(R,r) par M et f(r,R) par m, on déduit a partir des hypothéses que
r = R. D’ou, par application du Théoreme (1.1.7), I'Equation (2.24) admet un unique
point d’équilibre 7 et toute solution de cette équation tend vers . En outre, ¥ = f(¥, 7)),
et donc le fait que 7 est unique implique 'unicité de . De plus, puisque f est continue,
alors

lim x, = lim f(y, yu1) = f(lim y,, lim y,1) = f(7, §) = %,

d’ot1 le résultat. m

Ce théoreme de convergence nous aidera a établir une condition suffisante de la
stabilité globale du point d’équilibre du Systeme (2.19) et qui est 1’objectif du Théoréme
(2.3.4).

Théoréme 2.3.4 Supposons que aA > 4 et By > 4, alors le point d’équilibre du Systeme (2.19)

est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. On peut écrire le Systeme (2.19) en deux systemes séparés comme suit

_ atwy,
Up+1 = a+Wy_1

, n€N, (2.25)
_ Aata+Aw,_1+w,
wn+1 - (a+wn—l)(/\+un)
et
Y+,
tp = Y
, neN. (2.26)

v _ ,8;/+y+ﬁvn,1 +0y,
n+l = 0, 1) (B+)

On va montrer ci-apres que toute solution {(u,, w,)} du Systeme (2.25) tend vers (1,1)

et de méme toute solution {(t,,v,)} du Systeme (2.26) tend vers (1, 1). Soit

a+v Aa+a+Aw+v
f(U/w) - 7 g(u/v/w) - (OC+ZU)(/\+M) .
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f est strictement croissante en v et strictement décroissante en w, g est strictement

croissante en v et strictement décroissante en u et w. Soient (1, M, r, R) une solution du

systeme
_a+tr _a+R
- a+R’ Ca+r’
_Aat+a+AR+r  A+m _Aata+Ar+R_A+M

= = R = = .
"TRERAEM) A+ M @+nA+R)  A+m
Supposons que m < M et r < R. Alors,

M_m_a+R_0z+r_(04+R)2—(oz+r)2 _ @®+2aR+R*—a®-2ar—1?
a+r a+R  (a+n(a+R) B (@ +7)(a+R)
20(R — 1) + (R? - 1?)
(a+7r)(a+R)
20 +R +r
= RN @+
R+a)+(r+a)
(a+1r)(a+R)
1 N 1 )
a+r a+R

= (R=71)

= (R-7)

2
R —
a+r( ")

E(R —7).

IA

IA

De méme, on obtient

R-r<

2
/\+m(M—m)SX(M—m).

Par conséquent, on trouve
4
1-—)M- <0,
(1= )M = m) <

et comme Aa > 4, alors M = m et par suite R = r. D’ot1, du Théoréme (2.3.3) on déduit
que la solution {(u,, w,)} du Systéeme (2.25) converge vers (1, 1), la démonstration pour
{(ts, v,)} la solution du Systeme (2.26) est similaire et donc elle sera omise. En conclusion,
le point d’équilibre du Systeme (2.19) est globalement attractif.

En outre, par le Théoreme (2.3.2), les conditions aA > 4 et fy > 4 impliquent la sta-
bilité locale asymptotique. D’oty, le point d’équilibre du Systeme (2.19) est globalement

asymptotiquement stable. m

Voici un autre résultat qui porte sur la stabilité globale du point d’équilibre du

Systeme (2.19).
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Théoreme 2.3.5 L'unique point d’équilibre du Systeme (2.19) est globalement asymptotique-

ment stable dans les cas suivants
1. a,B,y, A>1,
2.8, v, A>leta=1,
3. a,B, A>1lety=1,
4. a,y, A>1letp=1,
S5.a,B,y>1letA=1,
6. B, A>leta=y=1,

7.a,y>letp=A=1

Preuve. Remarquons que les conditions (1)-(7) impliquent la stabilité locale asymp-
totique d’apres le Théoreme (2.3.2). Dong, il reste a prouver que le point d’équilibre
du Systeme (2.19) est globalement attractif. Prenons le Systeme (2.25) pour les cas :
a,A>1;,a=1,A>1;et;a >1,A =1. Soient {(u,, w,)} une solution de ce systeme. Si

on prend le changement de variables
tw = U, + A, pourtoutn >0, s,=w,+a, pourtoutn>-1,

alors la suite des nombres positifs {(r,, s,)} est une solution du systeme

Sn
Sn—1

, neN. (2.27)

Tuel = A+

Sue1 = Q@+

Donc, pour montrer que {(u,, w,)} tend vers (1, 1) il suffit de prouver que

limr,=A+1, lims, =a+1. (2.28)

n—-oo n—-oo

Posons

Sy =limsupr,, S, =limsups,, I =liminfr,, I, = liminfs,.
00 H—00 Nn—>00 Nn— oo

ITest clairque 0 <I; < S; < o0, pour i = 1,2. De (2.27), on trouve

S I S I
S1<A+2 L[2A+=, Ss<a+=, L>a+—

12 Sz Il Sl ’
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qui peuvent s’écrire aussi
Sllz < /\12 + Sz, 5211 > ASZ + I, 5211 <al + Sl, 5112 > (XSl + 1.

Ces relations impliquent que

aS1+ L <AL+ S, ASo+L, <al; + 54,
d’out

aSi+ L —al; -5 <AL+ S5, —AS, — I,
c’est a dire

(0( - 1)(51 - 11) < (1 - /\)(52 - Iz),

et donc

(@=1)(S1=L)+ (A =1)S, - I,) <O0. (2.29)

Il est clair de (2.29) que sia, A > 1, alors
51 = Il, 52 = 12.

Do, lim,_,e 7, et lim,_,o 5, existent. De plus, de (2.27) on peut voir que (2.28) est
vérifiée. Maintenant, si « = 1 et A > 1, alors de (2.29) on a S, = I, ce qui implique
que lim,_, s, et lim,,_,. 7, existent, et par suite (2.28) est vérifiée. De méme maniere on
déduit pourlecas:a >1etA =1.

En suivant les mémes étapes que ci-dessus, on peut avoir les mémes résultats pour

le Systeme (2.26) danslescas: B,y >1;=1,y >1;et;>1,y=1. m

Apresavoir étudié la permanence, la stabilité locale et globale du Systeme équivalent
(2.19), nous pouvons maintenant déduire pour notre systeme originale (2.18). Les

résulats sont formalisés par le Théoreme (2.3.6).

Théoreéme 2.3.6 Considérons le Systeme (2.18). Alors, les assertions suivantes sont vraies.
o Toute solution {(xX, Yn)}n=—2 du Systeme (2.18) est permanente.
o L'unique point d’équilibre (X, j) = (1, 1) du Systeme (2.18) est uniformément asymptoti-

quement stable si et seulement si

al+a+A>1et py+p+y>1
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o Siad+a+ A <1loupPy+p+y <1, alorsle point d’équilibre du Systeme (2.18) est
instable.

o Siun des cas suivants est vérifié,
1. ad > 4avec(a—1)(A—=1) <0;et; By >4avec (f—-1)(y—1) <O,
2.a,B,7,A>1,
3. B8y, A>leta=1,
4. a, B, A>T1ety=1,
5. a, 7, A>1letp=1,
6. a, B, y>letA=1,
7. A>Tleta=y=1,
8. a,y>letp=A=1,

alors, le point d’équilibre (%, ) = (1, 1) du Systéme (2.18) est globalement uniformément

asymptotiquement stable.

2.3.4 Un résultat d’oscillation

Nous présentons dans cette partie un résultat concernant le comportement oscil-
latoire des solutions du Systeme (2.18). Rappelons qu’une solution {(x,, ¥,)},>—2 du
Systeme (2.18) est dite oscillatoire autour du point d’équilibre (1, 1) si une de ses com-

posantes est oscillatoire autour de 1.

Théoreme 2.3.7 Soit {(x,, Yu)ln=—2 une solution du Systeme (2.18). Supposons qu'il existe

jo € {1, 0} tel que
(x_1 - 1)(y2]‘0 - 1) >0 ou (y—l - 1)(x2]'0 - 1) > 0.
Alors, la solution {(x,, Yu)}u=—2 est oscillatoire autour du point d’équilibre (1,1).

Preuve. Tout d’abord, notons que notre démonstration repose toujours sur le systeme
équivalent (2.19). Considérons alors le Systeme (2.25) et supposons qu’il existe j, €
{~1,0} tel que

(x1 = 1)(y2;, — 1) >0,
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c’est-a-dire,

(utp — 1)(w;, — 1) > 0. (2.30)

Dans ce qui suit on va prouver que la solution {(u,, w,)} du Systéme (2.25) oscille
autour de (1,1). De méme maniere, si on suppose qu’il existe j, € {-1,0} tel que
(¥-1 — D(x2j, — 1) > 0, ou la condition équivalente (t, — 1)(vj, — 1) > 0, on peut montrer
que la solution {(t,, v,)} du Systéme (2.26) est oscillatoire autour de (1, 1).

Pour avoir une contradiction, on suppose que {(u,, w,)} n’oscille pas autour de (1, 1),
ce qui signifie que les suites {u,} et {w,} ne sont pas oscillatoire autour de 1. Voyons
qu’on a ici quatre cas.

(a) Premiérement, supposons qu’il existe N > 0 tel que

u, >1etw,>1, pour tout n > N. (2.31)

Comme la solution {(u,, w,)} est nontriviale alors il existe N; > N tel que uy, > 1 ou

wy, > 1.D’ot, on a

A+ UN;+2
A+ Uny 4

A + UN;+2
Atung  A+una

wN1+2 =

a+wWN; +1
A a+le
= +
A+un A+un
B A N a N WN;+1
Atuna  (@+wn)A +un ) (@ +wn) A+ Uun4a)
/\+”N1+1
_ A + a + A+,
A+ uN1+1 (a + le)(/\ + uN1+1) (CY + wN1)(/\ + uN1+1)
_ A N a N 1
Atuna (@+twn)A +una) (A +un)(a+wy,)
< A N a N 1
A+1 (a+1DA+1) A+1D(a+1)
_ A N a+1
A+l (a+DA+1)
B A N 1
A+l A+1
=1
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qui est une contradiction avec (2.31).

(b) Deuxiemement, supposons qu’il existe N > 0 tel que
u, <1etw, <1, pour tout n > N. (2.32)

Dong, il existe N7 > N tel que uy, <1 ouwy, < 1. Du cas précédent, on a

A o 1
w + +
Rtz A+un (@+wn)A+uy ) (A +un)(a+wy,)
S A N o N 1
A+1 (a+1DA+1) A+D(a+1)

=1

ce qui est une contradiction avec (2.32).

(c) Supposons maintenant qu’il existe N > 0 tel que

u, <1etw,>1, pourtout n > N. (2.33)

Plus précisément, prenons N le plus petit entier naturel tel que (2.33) est vérifiée.

Voyons que pour tout n > 0,

a+ w,y, A+ W, — X — Wy, Wy — W1

gy —1= —— 1= = 2.34
* &+ Wy a+ Wy a+ Wy ( )
et
A+ Un+1 A+ Ups1 — A— Uy Ups1 — Uy
Wnsd A+u, A+u, A+u, (2:35)

On va montrer que (2.33) ne peut pas étre vraie pour toute valeur de N. Nous allons
traiter d’abord le cas N = 0. Observons que nous avons deux cas de (2.30), si (19— 1)(wo—
1) > 0, alors il est clair que (2.33) n’est pas vérifiée pour N = 0. Maintenant, supposons
que (up — 1)(w-1; — 1) > 0. On remarque qu’il y a ici deux possibilités : uy, w_; > 1 et
up,w-1 < 1. Evidemment, lorsque u, > 1 alors (2.33) n’est pas vérifiée pour N = 0.
Supposons donc que up, w_; <1 et N = 0. D'une part, on a wy > 1. D’autre part, comme
u; <1, alors (2.34) implique que wy < w_; < 1, ce qui est une contradiction. Il résulte
que (2.33) n’est pas vérifiée pour N = 0.

On considere, a présent, le cas N > 1. Selon la définition de N on a nécessairement

UN-1 > 1 ou w1 < 1. (236)
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Puisque un+1 < 1etwy > 1, alors les relations (2.34) et (2.35) implique que
wn < Wn-1 et Uy = un-1.
Comme uy < 1etwy > 1, alors
Un-1 <1 et wy_1 =1,

qui contredit (2.36). D’ou1 le résultat.

(d) Le casou u, > 1 etw, <1 estsimilaire a (c). m

2.3.5 La périodicité des solutions

La richesse des équations aux différences en périodicité nous conduit souvent a
penser de tester cette propriété lors de 1’étude de ces dernieres et surtout quand on a
des coefficients périodiques. Le fait d’avoir ou non des solutions périodiques est donc
une des questions que nous aimions beaucoup aborder pour le Systeme (2.18). Apres
un traitement numérique en utilisant 1’ordinateur, nous sommes arrivés a prédire la
possibilité d’existence des solutions périodiques quand les coefficients sont suffisament
petits, et de plus elles sont de périodes tres grandes. Mais bien sfir ceci est juste une
observation qui n’est pas facile a prouver et elle reste un probleme ouvert. Analytique-

ment, nous avons pu démontrer les résultats suivants.

Lemme 2.3.2 Le Systeme (2.18) n’a nides solutions périodiques de période deux ni des solutions

de période quatre.

Preuve. Pour la premiére affirmation la preuve est simple et elle sera omise. Pour
montrer que le Systéme (2.18) n’admet pas des solutions périodiques de période quatre
il suffit de montrer que le Systeme (2.25) ou (2.27) n’admet pas de solutions périodiques

de période deux. Supposons que
..., A),(b,B),(a,A),®bB),...
est une solution périodique du Systéme (2.27) de période deux. Donc, on a
B A a b
a—A+Z,b—/\+§,A—(X+E,B—0(+E. (237)
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En soustrayant b de a et B de A, on trouve

B A B*-A2 A+B

1h=A = "ag " ag O
a b a*-b a+b
A-B=y 0=~ = @b
Ces relations impliquent que
_(A+B)a+b)
a-b= AR (b—a),

et ainsi
(A+ B)@a+Db) B
{1 +W}(”_b) =0.

On obtient alors

a=b=A+1, A=B=a+1.

D’ot le résultat. m

Théoréme 2.3.8 Considérons le Systeme (2.18) avec une des conditions
(i) a=A,
(ii)) B=1y.

Alors, le Systeme (2.18) n’admet pas des solutions périodiques de période six.

Preuve. (i) Evidemment, si on peut montrer que le Systeme (2.27) n’admet pas des
solutions périodiques de période trois alors le Systéme (2.25) n"admet pas aussi des
solutions périodiques de période trois et donc (2.18) n’a pas des solutions périodiques
de période six. Pour cela, supposons que le Systeme (2.27) a une solution périodique
de période trois

..., (a,A),(b,B),(c,C),@a,A),DB),cCO),....

Puisque a = A, alors on a de (2.27)

C
a=a+—,b=a+

B a b c
B E,c—(x+—A—a+E,B—(x+E,C—0¢+—. (2.38)

A’ b
Ces égalités peuvent s’écrire aussi
aB=aB+C,bC=aC+A,cA=aA+B,Ac=ac+a,Ba=aa+b, Cb=ab+c.
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Alors,

aB+C=aa+b, aC+A=ab+c, aA+B=ac+a,

c’est a dire
aB—a)=b-C, a(C-b)=c—-A, a(A—c)=a-B. (2.39)

On multiplie la premiére égalité par a et on utilise la deuxieme dans (2.39) on trouve
a*B-a)=alb-C)=A-c.
Multiplions une autre fois par a et utilisons la troisieme relation de (2.39), nous obtenons
a*B-a)=a(A-c)=a-B,
il en résulte que
(@+1)(B-a)=0,
d’ou

et de (2.39) on trouve

Par suite, (2.38) se réduit a

a:a+—,b:a+£,b:a+g.
b c
Ona
a_bzk_gzbz—ac:bz—a2+a2—ac:(b+a)(b—a)+a(a—c)
a b ab ab ab ’
b_czg_gzcz—ba=cz—b2+b2—ba=(c+b)(c—b)+b(b—a)
b ¢ bc bc bc ’
C_a:g_ézaz—cb:az—c2+cz—cb:(a+c)(a—c)+c(c—b),
c a ca ca ca

ce qui implique que

(Z+b+1)(a—b):(a—c),
(%+c+1)(b—c):(b—a),
(§+a+1)(c—a):(c—b).
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Par conséquent,
a b a
(E+a+1)(5+b+1)(a—b):(E+a+1)(a—c):(b—c),
et alors
c a b c
(E+C+1)(E+a+1)(2+b+1)(a_b) = (E+C+1)(b_c) =(b-a),

donc,

{(%+c+1)(§+a+1)(g+b+1)+1}(a—b):0,
ce qui nous permet de conclure que
a=b=c=A=B=C=a+1

(ii) Ce cas se fait en utilisant les mémes arguments. m

2.3.6 L'ordre de convergence

Soit {(un, Uy, ty, w,)} une solution du Systeme (2.19) qui converge vers le point
d’équilibre E = (1,1,1,1). Nous cherchons ici a déterminer la rapidité de convergence
de {(u,,vn, ty, wy,)}, appelée « l'ordre de convergence », et pour ce faire nous allons

construire un systeme d’erreurs. On a

— Wy,— 1 1
On~ Pnt (W, —1) = ——— (W, — 1),

Uy — 1= =
" a+ W, O+ Wy a+ Wy

Y+, — (Y + 0p1) t
(7 +vn-1) (B + 1)

)4 + 0y-1+ 0, —0Uy—1 — ()/ + Un—l) tn

(y +0u-1) (B + 1)
1 1 1

Uys1 —1 =

= v, —1)— Op1—1)——(@, - 1),
Gro Gt TV oo Gy O T Y gy, B
_vn_vn—l _ 1 _ _ 1 —
tn+1 - 1 — 0(+Un_1 - 0(+"0n_1 (Un 1) o +7)n—1 (vn—l 1)
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et

a+w, — (a+w,_1)u,
(a +wy-1) (A + uy)
A+ Wy—1 + Wy — Wy—1 — (a + wn—l) Uy
(0‘ + wn—l) (A + ”n)
1 1 1

Wye1 — 1

= wy, — 1) — Wyp—1 — 1) —
@ro 0t ) Grmy e @ YT T
pour n > 0. En posant
el=u,-1,e=v,-1,e&=t, -1, ¢ =w, -1,
alors, les égalités précédentes s’écrivent
ol = 1 o 1 4
Ut w, T oatw,q Y
&, = 1 2 _ 1 ezl_Le:a
n - n’
(o) (B ) (v +0n-1) (B+tn) " p+t,
3 _ Un - Un_l _ 1 2 1 2
€1 = - €y — n-1
a+ 0,1 o+ 0,1 a + 0,1
et
4 _ L 1 4 1 4

= — + —_ .
G T T T arw, ) A ) @t wy ) A+ )
Notons que

limu, = limv, = limt¢, = limw, = 1.

n—00 n—00 n—oo n—00

Donc, on peut écrire

1 1 1

1
a+ w,_q Ta+l o), (y +001) (B + t0) B +DB+1)
1 1 1 1

:—+b , =
R I Tl
1 1 1 1

el wn S e vy wrr Sl o by S

+ bao(n),

+ b4(n)l

+ be(n),

tels que

lim bj(n) =0, pourtouti=1,2,...,6.
Alors, on obtient le systéeme
E,.1=(A+B,E, neN,
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3 4 4

2 e3¢t et ), la matrice constante A est de la forme

N R
oukE, = (e, e, e 1,€,€,€ 4

0 0 0 0 L =L
1 -1 -1
O e ooem 1 Y 0
1
A= 0 0 0 0 0
1 -1
0 ) ] 0 0 0
=L 0 0 0 1 =
A+1 (a+1)(A+1) (a+1)(A+1)
0 0 0 0 1 0
et
0 0 0 0 bi(n) —bi(n)
0 by(n) —by(n) —-bs(n) O 0
0 1 0 0 0 0
B, =
0  by(n) —by(n) O 0 0
~bs(n) 0 0 0 bs(n) —Dbe(n)
0 0 0 0 1 0

avec ||B,|| — 0 quand n — oo. Ainsi, les théoremes de Perron nous permettent de

formuler le théoréme suivant

Théoreme 2.3.9 Soient {(u,, vy, t,, w,)} une solution du Systeme (2.19). Alors, le vecteur

3 4 4

t
d’erreur E,, = (e}l,efl,efl_l,en,en en_l) pour toute solution du Systeme (2.19) satisfaisant les

deux relations asymptotiques

_ i WEwsal
T

p = lim (IE.I)"",

=v,—-1,e=t,-1,¢

ontel =u,—1,¢2 4

p = wy, — 1 et p est égale au module d"une des valeurs

propres de la matrice Jacobienne A.

2.3.7 Simulations numériques

Dans cette partie, on vérifie notre discussion théorique al’aide de quelques exemples

numériques.
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Exemple 2.3.1 Considérons le Systeme (2.18) avec les valeurs initiales x_, = 4, x_; = 11,
xo =15y, =5 y1 =02et yo = 0.8. De plus, prenons les parametres a = 0.7, A = 6,
p=20ety =0.3, c'est adire,

0.7, si n pair, 03, si n pair,

Pn = ) ) . et gu= . . .
20, si n impair, 6, si n impair.

Dans ce cas le point d’équilibre (1, 1) est globalement asymptotiquement stable car aA = 4.2 > 4

et By = 6 > 4. Les graphes de x, et y, sont présentés dans la figure 2.3.

0,94

0,84

x(n) y(n)

0,7
0,8
0,6
0,6
0,5

0.4+

0,4+

(a) Graphe de x, (b) Graphe de y,
FiG. 2.3 : Un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable

(@A >4, By >4deta,y<1)

Exemple 2.3.2 Considérons le Systeme (2.18) avec les valeurs initiales x_, = 5, x_; = 9.5,
xo=0.1,y2=3,y-1 =0.6et yo = 0.7. De plus, prenons les parametresa =2,A =1, = 2.5,
y = 1.5, c’est a dire,

2, si n pair, 1.5, si n pair,

Pn = A
2.5, si nimpair, 1, si nimpair.
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2.3. Etude d"un systeme d’équations aux différences rationnelles d’ordre trois a
coefficients périodiques de période 2

La condition (6) du Théoréme (2.3.6) est vérifiée, et alors, le point d’équilibre (1,1) est globale-
ment asymptotiquement stable. Voir les graphes (a) et (b) dans la figure 2.4.

2,54 24+

x(n) 1,57 y(n)

0,5
T

(a) Graphe de x, (b) Graphe de y,
FiG. 2.4 : Un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable

(a,B,y>1letA=1)

Exemple 2.3.3 Considérons le Systeme (2.18) avec les valeurs initiales x_, = 0.2, x_1 = 0,
xo =1, y-2 =036, y_1 = 8.6 et yy = 2.4. De plus, prenons les parametres « = 1, A = 1.8,
p=>5ety=1,c'estadire,

1, si n pair, 1, si n pair,

Pn = . L .
5, si n impair, 1.8, si n impair.

1l est clair que la condition (7) du Théoreme (2.3.6) est vérifiée. D’o11, le point d’équilibre (1,1)
est globalement asymptotiquement stable. Voir la figure 2.5.
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2.3. Etude d"un systeme d’équations aux différences rationnelles d’ordre trois a
coefficients périodiques de période 2

x(n) 087 ym) g

0,6 0.6

047 0,4

0,24

0,2

(a) Graphe de x, (b) Graphe de y,
Fic. 2.5 : Un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable

B A>leta=y=1)

Exemple 2.3.4 Considérons le Systeme (2.18) avec les valeurs initiales x_, = 3, x_; = 0.1,
xo =15y =24, y_1 = 0.13 et yo = 0.57. De plus, prenons les parametres o = 0.3, A = 0.5,
p=0.1,y =04, est adire,

0.3, si n pair, 04, si n pair,

Pn = et g, =
0.1, si n impair, 0.5, si n impair.

Danscecasonaad +a+ A =095 < let By +p+y = 0.54 < 1. Alors, le point d’équilibre

(1,1) est instable. Voir les graphes de x,, et y, dans la figure ci-dessous.
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T T T
0 50 100 150 0 50 100 150

(a) Graphe de x, (b) Graphe de y,

FiG. 2.6 : Un point d’équilibre instable (o, §,7, A < 1)

24 Quelques réponses pour les problemes ouverts

En revenant aux deux problemes ouverts proposés au départ concernant les deux
équations (2.2) et (2.3), on peut avoir des informations sur le comportement de ces
dernieres a partir de 1’étude faite dans la premiére partie de ce chapitre, en1’occurrence,
une condition suffisante d’oscillation peut s’obtenir du Théoréme (2.2.1), des résultats
de permanence sont donnés par les Théoremes (2.2.2) et (2.2.3), et d’autres indiquant
la stabilité asymptotique uniforme locale (Théoreme (2.2.4)) et celle globale (Théoreme
(2.2.5)).

Notre deuxieme étude sur le Systeme (2.18) permet de déduire des résultats plus

précises pour I’'Equation (2.3) lorsque la suite {a,},>0 est de période w = 2, c’est a dire,

a, sl n pair,
=
b, si n impair,
avec a # b, sachant que le méme cas a été étudié pour I'Equation (2.2) dans [33]. Ici,

on résume notre contribution pour cette équation en énumérant les différents points
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2.4. Quelques réponses pour les probléemes ouverts

suivants
e Toute solution {y,},>-» de 'Equation (2.3) est permanente.

e Si une des deux conditions suivantes est vérifiée

1 (max{a,b}+1)2 4
* (1+max{a,b}—min{a,b})3 277

2. Il existe jo € {~1,0}, tel que (x_; — 1)(x2j, —1) > 0.

Alors, la solution {y,},>-» de I'Equation (2.3) est oscillatoire autour de i = 1.
e L'unique point d’équilibre 7 = 1 de I'Equation (2.3) est uniformément asymptoti-

quement stable si et seulement si
ab+a+b>1.

e Siab+a+b <1, 'unique point d’équilibre de 'Equation (2.3) est instable.

e Si une des conditions suivantes est vérifiée
(i) ab>4avec(@—1)(b—-1) <0,
(ii) a>1etb>1,
(iii) a=1etb>1,
(vi) a>1letb=1.

Alors, 'unique point d’équilibre i = 1 de 'Equation (2.3) est globalement asymp-

totiquement stable.
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CHAPITRE 3

Existence et attractivité globale des
solutions périodiques pour un systeme
d’équations aux différences

non-autonomes de type max

3.1 Introduction

C’est un probleme celui de savoir s’il existe des solutions périodiques pour les
équations aux différences non-autonomes, et en particulier, ceux a coefficients périodiques.
Ce type de questions avait eu récemment une grande attention, beaucoup de mathématiciens
ont fait leurs recherches sur ce sujet et la plupart de leurs analyses ont été basées sur les
théoremes de point fixe comme le théoreme de Schauder, le théoreme de Krasnoselskii

et autres (voir par exemple [8,11,42,50,51,64-66] ).

Un autre sujet qui a été abordé beaucoup dans les derniére décennies est 1'investi-
jet q p

gation de ce qu’on appelle, les équations aux différences de type max et leurs systemes.
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3.2. Existence et unicité d"une solution périodique

Le probleme de calculer le maximum et 'utilisation de l'opérateur max sont appa-
rus dans certains modéles de la théorie de controle automatique ( [47,57]). Ensuite,
la considération et I'étude de telle équations a suscité une attention accrue et elle a
fait 1’objet d"une littérature abondante, nous nous référons a [26,36, 54-57,60]. Cepen-
dant, la majorité des travaux publiés en ce sens étaient sur des équations et systemes
d’équations aux différences de type max (et d’autres de type min) spécifiques et il n'ya

que quelques uns qui traitent des équations ou des systemes générals comme [52].

Le travail de ce chapitre est une combinaison de ces deux derniers axes de recherche
dans le domaine des équations aux différences, en 1’occurrence, on considere le systéme

fonctionnel non-autonome de type max

Xpe1 = MmMax {f](T’l, Xn), 91(% yn)}

, neN, (3.1)
Yner = max{fa(1, x,), g2(1, yu))

ou les valeurs initiales x, 1o sont des nombres réels, les fonctions
fi,gi: NXR—- 1R, pour i=1,2,
sont w-périodiques en n avec w > 1 un entier naturel.
Dans toute la suite, on note par [0,w — 1] I'ensemble {0,1,2,...,@ — 1}. Suppo-

sons aussi que les fonctions f;, g;, i = 1,2, sont contractantes, c’est-a-dire, il existe des

constantes L;, K; € [0,1),i = 1,2, telles que pour tous u,v € R, n € [0,w — 1],
Iﬁ(n,u) - fi(n, v)| < Lilu—1| et |gi(n, u) — gi(n, U)| < Kilu —|. (3.2)

Dans ce qui suit, on va montrer que sous cette condition le Systéme (3.1) admet
une unique solution périodique de période w, et en plus, toute solution de ce systéme

converge vers cette solution périodique.

3.2 Existence et unicité d’une solution périodique

Commencons par étudier I'existence des solutions périodiques du Systéme (3.1) en

utilisant le théoréme du point fixe de Banach. Pour cela, prenons X 1’ensemble de toutes
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3.2. Existence et unicité d"une solution périodique

les suites w-périodiques de IR?. On a
Lemme 3.2.1 L'ensemble X est un R-espace vectoriel de dimension w.

Preuve. On vérifie aisément que X est un sous-espace vectoriel de F(IN, R?), I'ensemble

des fonctions de IN dans R?, et que pouri =0,1,...,w — 1 la famille des suites

(1,1), sin=wk+1,
ei(n) =
(0,0), sinon,

pour n,k € IN définie une base pour X, c’est a dire, {eo, ey, ...,e,-1} sont linéairement

w-1
indépendantes et pour tout (x, y) = {(Xu, Yu)},50 € X, 0na (x,y) = Y (x;, yi)e; m
= i=0

De plus, on définit sur X la norme max suivante

0/

oyl = max |Ge y)

nel0,w—

pour tout (x, y) = {(x,, yn)},120 € X, ou |.|p désigne la norme infinie de R?, c’est-a-dire,

|(xn/ Yn)

complet, alors

0= max{|x,l, [y,|}. Comme tout espace vectoriel normé de dimension finie est

Lemme 3.2.2 (X, ||.||) est un espace de Banach.

Ensuite, on construit une application contractante T sur X, et pour faire ¢a on utilise

¢, un nombre réel tel que
1 — maxigic{Li, Ki}
2 7

ou L; K;, i = 1,2, sont donnés par (3.2). Reécrivons la premiére équation du Systéeme

0<c< (3.3)

(3.1) comme suit

Xp+1 cx, + max{fi(n,x,), g1(n, yn)} — cx,

cx, + max{fi(n, x,) — cxu, g1(n, Yu) — Xy}
et de méme

Yns1 = CYy + max{fo(n, x,) = cYu, §2(1, Y1) — Y.
On définit deux applications , T; et T», sur X telles que

(Tl(x/ }/))(”) = max{fl(n, xn) — CXy, gl(nr yn) - an}
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3.2. Existence et unicité d"une solution périodique

et
(TZ(xr y))(”) = maX{fZ(”/ xn) — CYn, 92(71/ yn) - Cyn}/

pour tous (x,y) € X, n € IN.
En prouvant comme dans [64], nous obtenons le lemme suivant qui est trés impor-

tant pour notre étude.

Lemme 3.2.3 Soit (x, y) = {(Xn, Yn)}nz0 € X. Alors, (x,y) est une solution du Systeme (3.1) si

et seulement si

w

X = (@ =17 (T ) +5-1)

s=1
et

Yo = (@ =1)7 Y (Tl ) +5 1),

s=1
pour tout n € [0, w — 1].

Preuve. Supposons que (x, v) = {(x4, Yu)}nz0 €st une solution w-périodique du systéeme
(3.1). On va faire la preuve pour la premiere égalité et la deuxieme sera démontré de la
méme maniere. On a

Xne1 = X + (Ta(x, ) (),
donc,

C_1Xn+1 — Xy = C_l(Tl(x/ y))(”)/

C_an+2 - C_lxn+1 = C_Z(Tl(xl }/))(” + 1)/

C_wxn+w - Cl_wxnﬂu—l = C_w(Tl(x/ y))(” tw-— 1)

On trouve apreés addition

w

C Xy — Xy = Z c(Th(x, y)(n+s—1),

s=1
et du fait que x,., = x,, on a le résultat. m

Etant donné l'application T définie sur X comme suit

(TCe, y))(m) = (™ =1 Z ¢ ((Tax, y))(n + s = 1), (Ta(x, y))(n +5 = 1)), (3.4)

s=1
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3.2. Existence et unicité d"une solution périodique

pour tout n € IN. Il est clair du lemme précédent qu'un point fixe de T est une solution

périodique du Systeme (3.1).
Théoreme 3.2.1 L'application T : X — X est contractante.

Preuve. D’abord, il faut noter que la périodicité des fonctions f;, g;, pour i = 1,2, nous

guarantie que
(Ti(x, y))(n + w) = (Ti(x, y))(n), pouri=1,2, n €N,
d’ot,
(TG, )+ w) = (T(x, y))(n), n €N,

autrement dit, T envoie 'espace X dans lui-méme.
Maintenant, pour montrer que T est une contraction, soient (x, ) = {(X,, Yn)}nz0, (z, 1) =

{(zn, tn)}n=0 € X. On a pour touti =1,2,

(Ti(x, y) () = (Tilz, ()| = [max{fin, x,) = cx, g1, Y) — cxs}=

max{fi(n, z,) — czn, 9i(n, t,) — cz,}

4

et ici, distinguons quatre cas

Case 1. Lorsque

max{fi(1, xa), gi(n, yu)} = fiit, )
et

max{fi(n,zu), gi(n, tn)} = fi(n, z,),

ceci implique que

Iﬁ(n, Xn) — CXn — fi(n, zy) + €2y

(Titx, ) () = (Ti(z, 1) ()|

< |fin,xa) = filn, za)| + ¢y = 24l

< (Li+ o)lxy = z4l

< gg]aé{Lj, Ki}+c ner[nagf”{lxn = Zul, [y — tal}
< |max{L; K;} +c| max |(xn,yn) = (zy, tn) 0

1<j<2 nel0,w-1]

= [max{L; K;} +c|||x, v) - =z 1)||.

1<j<2
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3.2. Existence et unicité d"une solution périodique

Case 2. S5i

max{fi(n, x.), gi(n, y)} = fi(n, x,)
et

max{fi(n,z,), gi(n, t,)} = gi(n, t,),

alors on obtient que

[(Tix, )0n) = (Tiz, )] = [fiCn, 0) = ex, = giln, ) + ez,
Dans ce cas nous distinguons aussi deux autres cas, quand
fi(n, x,) — cx, > gi(n, t,) — cz,

et lorsque
fi(n, x4) = cxu < gi(n, t) — czn.

Dong, ou bien

fi(n, xn) —CXy — gi(n/ tn) +cz,

(Ti(x, ) (1) = (Ti(z, £)(n)|

< fi(n,x,) —cx, — fi(n,z,) + cz,
< |fi(n/ xn) - fi(n/ Zn) + C|xn - Zn'
< (Li+0)lxy =zl

IA

(x, y) = (z,1)

7

(max{Lj, K} + c) |

1<j<2

ou bien

(Titx, ) () = (Ti(z, 1) ()|

gi(n, t,) — cz(n) — fi(n,x,) + cx,

< gi(n, t,) —cz(n) — gi(n, y,) + cx,
< gin, t) = gin, y)| + ey — 24l
< Kiltn_yn|+clxn_zn|

< (Ki+c¢) max {|x, —z,l, |]/n — tul}
ne[0,w—1]

IA

(maX{Lj/ K]} + C) max ! |(xn/ yn) - (Zn/ tn) 0

1<j<2 nel0,w—1

(max{L]-, K} + c) ||(x, y) —(z, t)|| .

1<j<2
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3.2. Existence et unicité d"une solution périodique

Case 3. Lorsque

max{fi(n, xu), gi(1n, yn)} = gi(1, yn)
et

max{f;(n,z.), gi(n, t.)} = fin, z,),

ona

|(Titx, )(1) = (Tilz, D)()| = |90, ya) = X0 = filn, 2,) + 24
On va examiner également deux cas ici, quand
gin, yn) = X 2 fi(n, z) = Czy

et quand
gi(n, Yu) = cxu < fi(1,z) =

Ainsi, ou bien on a

(Ti(x, ) (1) = (Tilz, )W) = gi(n, y) — cxu — fi1r, 24) + 2,

< gi(n, yn) — cx, — gi(n, t,) + cz,
< g, yu) = giln, )| + el — zal
< Kilyn - tnl + Clxn - an
< (Kz + C) ng[nag)fl]{lxn - anr |yn - tn
= ({Q%{L K} ) (x,y) -

ou bien

(Tix, y))() = (Tiz, )W) = fi(n,2,) = cza = gi(n, yu) + cx,
< ﬁ(n/ Zn) —CZy — fi(n/ xn) + CXy
< |filn,za) = filn, x0)| + ey — 24l
< (Li +0)|x, — z4]
< (max{L K} )
1<j<2
Case 4. Si

max{fi(n, x,), gi(n, y»)} = gi(n, yn)
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et
max{fi(n,z,), gi(n, t,)} = gi(n, t,),

c’est-a-dire

(Ti(x, ) (1) = (Tilz, )W) = |gin, y) — cx = giln, 1) + ez,

IA

|9:1, y) = gi(n, ta)| + el — zal

IA

Kil]/n - tnl + Clxn - an

< (Kz + C) max {lxn - anr |yn - tnl}
nel0,w-1]

IA

1<j<2

(max{L],K +C)||(x y)—(z t)“

En conclusion, ona pour touti=1,2,n € [0,w — 1],

(Ti(x, ) () = (Ti(z, t) ()| < (m]ax{L K;) +c)||<x,y>—(z,t)||.

Par suite, pour touti=1,2,n € [0,w — 1],

1)t Z c*[(Ti(x, y))(n + s — 1) = (Ti(z, t))(n +s — 1)]

S

=1
w

[ =17 Y lel
(@ -1)" (Z c )({I}?Jz({l; K} + c) H(x, y) —(z, t)||||

s=1

IN

(Ti(x, Y)(n +5 = 1) = (Ti(z, H)(n + s — 1)|

IA

(c® - 1)_1c_w —1 (max{L K} + c) ”(x, y) —(z, t)”

1-c \igj<2
maX1§j<2{L Kj}

2 o) - 2,

maxlsjsz{Lj,Kch
1-c

En prenant k = ,alorson a

TG, y) = TGz b)|| < k|| y) - @ 1)
De plus, k < 1 d’apres (3.3). D’ou1 le résultat. m

Par suite, en appliquant le théoréme de point fixe de Banach on a

Théoréme 3.2.2 Le Systeme (3.1) admet une unique solution w-périodique qu’on note {(x,, Yn)}uso-
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3.3. Attractivité globale de la solution périodique

3.3 Attractivité globale de la solution périodique

La discussion suivante concerne l'attractivité globale de la solution {(x;, ¥,)},>0 du

Systeme (3.1).

Théoreme 3.3.1 Toute solution du Systéme (3.1) converge vers son unique solution w-périodique

{(fn/ ?n)}nzo-

Preuve. Soit {(x,, 4)}»>0 une solution arbitraire du Systeme (3.1). On définit les suites
Zp = Xp _—fn/ ty = Yn _?n/ n > 0.

Evidemment, la suite {(x,, y.)}.>0 converge vers {(x,, %)}nza si et seulement si {(z,, t,)},s0

tend vers (0,0) quand n — 0. Dong, il suffit de montrer que

lim z, = lim ¢, = 0.

n—oo n—o0

La suite {(z,, tn)}ns0 Vérifie les deux équations

Zp+1 = max{fl (Tl, Zy + }‘Cdn)/ 9’1 (1’1, tn + ?n)} - max{fl (1’1, 3En)/ 91 (Tl, ?n)} (35)
et
fp1 = maX{fZ(”/ Zn + T’Cvn)/ 92(71/ by + F]Zn)} - maX{fz(Tl/ym)z 92(71/ an)} (3.6)

En ce point on va montrer que pour toutn > 0,

Zni1l < Lilzu| ou |zual < Kiltl, (3.7)
et de méme maniere on peut montrer que pour tout n > 0,

|tnial < Lolzul ou |t < Kolty]. (3.8)

De (3.5), nous distinguons quatre cas

Case 1. Quand

max{fl(n, Zy + F-fn)/ 91(”1 tn + ?Vl)} = fl(n/ Zy + 52Tn)

et

max{fi(n,%,), ;1(n, yu)} = fi(n, %),
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3.3. Attractivité globale de la solution périodique

alors, (3.2) implique que

Zutl = |fi(n, 2o + %) = fi(n,%)| < Lalzal-

Case 2. Quand
max{fi(n,z, + X), g1(n, tu + Y} = fi(n, 2, + %)
et
max{fi(n, xx), 1(1, yu)} = g1(n, yn),
c’est-a-dire
Zni1 = fi(, 2z + %) = G1(1, Yn),

etici on a aussi deux cas : z,41 > 0 et z,,.1 < 0. Premiérement, si z,,; > 0,0on a

Zpy1 = fl(nlzn +3{n) - !71(”,%) < fl(nrzn +3C~n) - fl(n/;cdn)/

Zual < [filn, 20 + %) = fi(1,%,)| < Lalzal.

Ensuite, si z,,.1 <0, alors on a

~Zui1 = 101, Yu) = f1(1, 20 + %) < g1(1, ) — g1 (1, by + i),

|Zn+1| < |gl(n/?n) - !]1(", tn + ?n) < Klltnl-

Case 3. Quand
max{fi(n, z, + xu), g1(1, tn + Yu)} = g1(n, ty + Y)
et
max{fi(n, X,), 1(1, ya)} = f(n, %),
c’est-a-dire
Zust = G1(n, b + Yn) — fi(n, X).

On a également deux cas ici: z,+1 > 0 et z,41 <0.5i z,41 > 0, alors
Zna1 = 11, by + ) — 10, X,) < g1, by + ) — 1(1, V),
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3.3. Attractivité globale de la solution périodique

et par suite

Zuetl < |g10n, b + T) = g1(n, )| < Kaltul.

Si z,.1 <0, alors

—Zp41 = fl(n/?fn) - 91(”, £y +?n) < fl(n/}'n) _fl(nrzn +§n)/

ce qui implique que

Zwsal < |fi, %) = fi(n, 24 + X,)| < Lalzal.

Case 4. Quand
max{fi(n,z, + x,), g1(n, ty + Vo)) = g1(n, £y + Vo)

et
max{ fi(n,x,), ;1(n, yu)} = 91(1, ),

on obtient que

|Zn+1| = |91(Tl/ tn + ?n) - 91(71,%) < Klltnl-

En conclusion, (3.7) est vérifiée.
Maintenant, on montre par récurrence que pour tout n € IN il existe des suites

{an}nzol {bn}nZO/ {Cn}nzol {di’l}ﬂZO/ {an}nZO/ {‘Bﬂ}ﬂZOI {Vn}nzo et {/\n}nzo de nombres naturels telles

que
a, +b,+c,+d, =a,+p,+ vy, + A, =n, pour tout n >0,
avec
|z < LOLY KK E (3.9)
et
Ital < L2LE"KI"KS" p, (3.10)

ou &, p € {zo, to}. Il est clair que le résultat est vrai pour n = 0. Maintenant, pour n > 1,
supposons que les hypotheses sont vraies jusqu’a n et montrons pour n + 1. On a de
(3.7) deux cas, ou bien

[Znial < Lalzal < L™ LyKY K,
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et en posant a,41 = a, + 1, bys1 = by, ¢p1 = by, dyi1 = by, 0ona
Ape1 + by + ey tdpp1 =a, +1+b,+c,+d, =n+1
et
an bn CVl dn
|Zn+1| S Ll +1L2 +11<1 +1I<2 +1é
comme il est désiré. Ou bien,
n '1+1 /\n
lznal < Kiltal < L"LY'KI" Ky,
et en posant a,.1 = &y, bus1 = Pu, Cur1 = Yu +1,dpe1 = Ay, 0na
Api1 + by + o +dpmr =+ P+ v +1+ A, =n+1
et pour & = p, on obtient
un bn CYl dn
|Zn+1| S Ll +1L2 +II<1 +1K2 +16.

De méme maniére on fait la preuve pour t,,; en utilisant (3.8).
Remarquons que, quand n — 400, au moins une des suite {a,},>0, {bn}nz0, {Culnz0 €t
{d,}u0 tend vers l'infinie, et au moins une des suites {a,},>0, {Br}nz0, {Vnlnz0 €t {An}us0 sa

limite est aussi +oo. Par suite, de (3.9) et (3.10) on déduit que

limz, =0, limt, =0.

n—oo n—oo

D’ot le résultat. m

3.4 Exemples

Pour illustrer les résultats obtenus dans ce chapitre, nous considérons les trois

examples suivants

Exemple 3.4.1 Considérons le systeme d’équations aux différences

— A -A
¥a = max (g, et)

, neN, (3.11)

— C,
]/n+1 = maxXx {e ann/ Dn‘:yn}
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3.4. Exemples

ot {A,} 0, {Bitus0, {Cituso, {Dntuso, {An}uso et {0, }ns0 sont des suites de nombres réels stricte-

ment positifs, périodiques de période w > 1, avec

A, C
max { —, —, g, Aye <1
nelo,w-1] | B2 D?

et les valeurs initiales xo, yo sont des nombres réels positifs. Evidemment, ce systéme est de

la forme (3.1) avec fi(n,u) = Bfﬁ, fa(n,u) = e, gy(n,u) = e et go(n,u) =
fonctions sont continues en u et on a

8f1 _ An afZ
LA A Ry e

(n,u) = —o,e”

et
8 —Anu a Cn
o= cse, B
Voyons que
If A, |9f e ‘ 99> ‘ Cn
e, u)l < Bz' 8_ n,u)‘ < oy, x(n,u) <A, %(n,u) < D_%

Alors, par le théoreme des accroissements finis on peut déduire que

|f1(n u) — fi(n, v)| max {%}Iu -1,

foln,u) = fo(n,0)| < max {o,}lu -7l
nel0,w-1]
et

(n,u) — g2(n, v)| < max {52}|u -7l

'gl(n u) —g1(n, v)| < 1[1(‘)1ax {AnHu —ol,

Do, les théoremes (3.2.2) et (3.3.1) impliquent que le Systeme (3.11) a une unique solution

w-périodique et toute solution de ce systéme converge vers cette solution périodique.

Exemple 3.4.2 Considérons le systeme d’équations aux différences

Xpe1 = maxfay, cos(xn), ﬁn Sin(yn)}
, n€N, (3.12)
Va1 = max{y,sin(x,), A, cos(y,)}
0u {autnz0, {Putnz0, {Vnlnzo et {Anlnz0 sont des suites de nombres réels positifs, périodiques de
période w > 1, avec

max {a,, Bu, Vu, <1
nel0,w-1] " ﬁn Vn }
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3.4. Exemples

et les valeurs initiales xy, yo sont des nombres réels. 1l est clair que ce systeme est de la forme
(3.1) avec f1(n,u) = a, cosu, fr(n,u) = y,sinu, g1(n,u) = p, sinu et g»(n,u) = A, cosu. On

a aussi

9f1 (n uw)| < ay, &f (n u) < Ay

< B

< Vns

892
%(”/ l/l)

g
5, (1 10)

Donc, par le théoreme des accroissements finis on a

|[fi(n,u) = fi(n,v)| < max_ {a,)lu—ol, |fo(n,u) = fo(n,0)| < max {yu}lu—7|
nel0,w-1] nel0,w-1]

et

g2(n,u) = go(n,0)| < max_ {A,}lu —ol.

|g1(n u) — g1(n, v)| < max ﬁn lu — 9|,
nel0,w-1]

nef0,w
D’ou, le Systeme (3.12) a une unique solution w-périodique et toute solution de ce systeme

converge vers cette solution périodique.
Exemple 3.4.3 Considérons le systeme d’équations aux différences
Xns1 = max{an, Bnln}
, neN, (3.13)
Yny1 = max{ynxn/ /\n}
o1t {}nz0, {Brtnz0, {Vntnz0 et {An}uso sont des suites dans [0, 1), w-périodiques avec w > 1 et

les valeurs initiales xo, yo sont des nombres réels.

Supposons de plus que
BuAn-1 < An, Yy < Ay, pour tout n > 1. (3.14)

On peut voir facilement que le Systeme (3.13) vérifie les hypotheéses des résultats principaux
de ce chapitre, ce qui nous permet de déduire que ce systeme admet une unique solution
périodique de période w. En outre, toute solution {(x,, Y)}u>0 du Systeme (3.13) converge vers
cette solution périodique.

Nous allons, a présent, écrire la forme explicite de cette solution w-périodique. Tout d’abord,

on a la propriété suivante
Lemme 3.4.1 Toute solution {(x,, Yn)}n=0 du Systeme (3.13) qui vérifie
VioXng < Angr ProYng < Oy, pour un certain ny > 0, (3.15)
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3.4. Exemples

est eventuellement périodique de période w et on a

{(xn/ yn)}n2n0+l = {(ai’l—ll /\n—l)}n2n0+1- (316)

Preuve. Montrons (3.16) par récurrence. Le cas n = ng + 1 est évident d’apres (3.13) et (3.15).

Pour n > ng + 1, supposons que (3.16) est vraie jusqu’a n. On a alors

Xp+1 = max{ay, fnyn} = maxiay,, fudi-1} = ay
et
Ynv1 = maX{ann, Anb = maX{VnOén—b Anb = Ay

D’on, (3.16) est vraie pour n + 1 et donc elle est vraie pour tout n > np+1. m

Par conséquent, la suite {(x,, Yn)}nz0, 01

Xo = &op-1,Yo = Aw-1

et

Xp = Qn-1, Yn = Ap_1, pour tout n >1,

est l'unique solution w-périodique du Systeme (3.13).

Pour confirmer ce résultat, on considere un exemple numérique. Soit w = 3, et prenons les

suites
0.6, si n=3k, 0.55, si n =3k,
a, =409, si n=3k+1, Brn=14 04, si n=3k+1,
0.8, si n=3k+2, 035, si n=3k+2,
et
0.5, si n=3k, 0.75, si n =3k,
Yn=1 062, si n=3k+1, Av=14 085 si n=3k+1,
0.85, si n=23k+2, 096, si n=3k+2,

avec n,k € IN. Voyons que
Bn<a, <1, y,<A, <1, pourtout n >0,
et par conséquent, (3.14) est vérifiée. D’ot1, I'unique solution périodique de période trois est

(@ T) o = {(0.8,0.96), (0.6,0.75), (0.9, 0.85), (0.8,0.96), (0.6,0.75), (0.9,0.85), .. .} .
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On considere maintenant deux solutions arbitraires de ce systeme comme exemples. Prenons
la solution {(x,, Yu)}nso de valeurs initiales (xo, yo) = (19.6.10°,5.10%), le tableau 1 décrit la
convergence de cette derniere vers la solution périodique {(X,, Yu)}ns0. De méme, si on prend la

solution de valeurs initiales (xo, yo) = (10,56), la convergence dans ce cas est présentée dans le

tableau 2.
n Xn — an yn - ?n
0 19599.2 4999.04
1 2749 .40 9799.25
y) 3919.10 1704.1500
3 | 595.950000 | 3331.0400 — —
n Xn — Xn yn - yn
4 | 1832.000000 | 297.6250000
0 9.2 55.04
5 | 118.4500000 | 1135.362000
1 30.20 425
6 | 396.8742000 | 100.4875000
2 1.10 18.2460
7 | 55.19612500 | 198.0871000
3 | 5.883600 0.7400
8 | 78.63484000 | 33.74359750
4 | 0.335000 2.5918000
9 | 11.30775912 | 66.64461400
5 | 0.43672000 0.
10 | 36.58253770 | 5.303879560
6 0. 0.176212000
11 | 1.521551824 | 22.20317337
7 | 0.0249166000 0.
12 | 7.268610680 | 1.098319050 ; ; ,
13 | 0.532075478 | 3.284305340 5 o- ;
14 | 0.713722136 0. ' '
10 0. 0
15 0. 0.411663816
16 | 01544150988 0. Tableau 2.
17 0. 0
18 0. 0.
19 0. 0

Tableau 1.




3.5. Les systeémes de type min et ceux mixtes analogues au Systeme (3.1)

3.5 Lessystémes de type min et ceux mixtes analogues au

Systéme (3.1)

Les démonstrations de cette partie étant presque identiques a celles de la deuxieme
et la troisieme, nous nous contentons d’énoncer les résultats avec quelques points

essentiels de leurs preuves.

Proposition 3.5.1 Considérons le systeme de type min

Xne1 = min{fi(n, x,), g1(n, y)}
, neN, (3.17)

Yn+1 = min{fZ(n/ xn)/ gZ(n/ yn)}

avec fi,gi, 1 = 1,2, sont des fonctions réelles w-périodiques en n, et les valeurs initiales x, Yo
sont des nombres réels. Supposons aussi que (3.2) est vérifiée. Alors, le Systeme (3.17) admet
une unique solution w-périodique {(X,, Yn)lnso, et de plus, toute solution {(x,, y.)}nso0 de ce

systeme converge vers {(X,, Yu)}nso-

— Quelques éléments de la démonstration.
Pour montrer l'existence et 1'unicité, il suffit d’appliquer le théoréme de Banach pour
I'application

w

(TCe, y)(m) = (™ =17 Z c(Talx, ) +5 = 1), (Tox, Y))(n +5 - 1)),

s=1

avec
(T1(x, y))(n) = min{f1(n, x,) — cxp, g1(n, Yy) — Xy}
et
(T2(x, ) () = min{f>(1, xu) = cYn, 9211, Yn) = CYnl,
pour tous (x, y) € X, n € N, qui est une application contractante en prouvant exactement
comme pour le Théoréme (3.2.1) avec des modifications simples. Pour l'attractivité, elle

découle en suivant la méme procédure de la démonstration du Théoreme (3.3.1) en

tenant compte ce qui doit étre changé.
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3.5. Les systeémes de type min et ceux mixtes analogues au Systeme (3.1)

Proposition 3.5.2 Considérons les systemes mixtes

Xue1 = min{fi(n, x,), g1(n, yu)} y Xpe1 = max{fi(n, x,), g1(n, yn)} (3.18)

Yue1 = max{fo(n, x,), g2(n, y)} Ynr1 = min{fo(n, x,), 92(n, yu)}

avec fi,gi, 1 = 1,2, sont des fonctions réelles w-périodiques en n, et les valeurs initiales x, Yo
sont des nombres réels. Supposons aussi que (3.2) est vérifiée. Alors, chacun des deux systémes
(3.18) admet une unique solution w-périodique {(X,, Yu)}nso et toute solution {(x,, Yu)}nso de ce

systéme converge vers {(x,, %)}nzo.

— Quelques éléments de la démonstration.

Ici, on prend pour tous (x,y) € X, n € N,

(T(x, y))(m) = (= 1)! Zc (Th(x, ) + s = 1), (Tox, y))(n + s — 1)),
s=1
avec
(Th(x, y))(n) = max{fi(n, x,) — cxu, g1(1, Yn) — X}
et

(T2(x, y))(n) = min{fo(n, x,) = CYn, G2(11, Yu) — Y},

ou l'inverse pour le deuxieme systéme mixte.
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Conclusion générale et perspectives

La présente these rassemble quelques études réalisées sur le comportement de
certaines classes d’équations et systemes d’équations aux différences non-linéaires.
Dans le premier chapitre, nous avons présenté des travaux que nous ayons effectué
lors de nos premiers pas dans ce domaine de recherche et qui traitent des systémes
d’équations aux différences autonomes. Apres, nous avons orienté notre recherche aux
équations non-autonomes, et plus particulierement celles a coefficients périodiques, qui
étaient 1'objectif du deuxieme et troisieme chapitres. Dans ce cadre, nous avons étudié,
motivés par deux problemes ouverts proposés dans [10], 'équation d’ordre (k + 1)

Ay + Yn
Yps1 = ———, n€N,
ay, + Yn—k

avec k > 1 un entier naturel, {a,},>0 une suite périodique de nombres réels strictement

positifs de période quelconque w > 1, et aussi le systeme d’ordre 3

Pnt Yn qn + Xn
Xps1 = ————, Ypr1 = ————, NEN,
Pn ¥ Yn-2 Gn + Xn—2

Ol {Pnlnz0 et {gu}ns0 sont des suites périodiques de nombres réels positifs de période 2.

En les regardant, ces équations peuvent sembler simples dans leurs formes, mais en fait
elles ne sont pas faciles a étudier. Nous avons essayé d’éclaircir le comportement des
solutions dans le plus possible des cas quand la période est égale a deux. En plus, nous
avons donné une série de résultats pour le cas général en espérant qu’elles pourront

motiver au futur pour faire des études de ce genre pour les équations aux différences
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non-autonomes qui ne sont pas assez abordés ces jours. Dans ce contexte, nous voulons
travailler pour avoir plus de résultats sur l’attractivité globale de 1’équation générale
précédente dans les cas restants, et méme de les généraliser pour des systémes d’ordres
supérieurs s’il est possible parceque j'usqu’a maintenent nous avons réussi d’étudier
le systéme d’ordre 2 seulement. D’autre perspectives aussi sont de généraliser ces

équations, ¢a soit par passer aux puissances en considérant des équations de la forme
a, + 1,
Ypo1 = ———, neN,
At Yk
pour r > 2 et leurs systemes, ou de prendre des coefficients différents, comme par
exemple "équation
Ap + Yn
An + Yn-k
Comme nous pouvons encore considérer les suites {a,},>0 convergentes au lieu de les

Yu+1 = s n € N.

prendre périodiques.

Le dernier chapitre mérite une attention particuliere puisqu’il traite un nouveau
systeme d’équations aux différenes non-autonomes de type max d’une fagon différente
en adaptant la méthode de point fixe pour montrer 'existence et 'unicité d"une solution
périodique et ensuite étudier I’attractivité de cette dernieére.

Basé sur notre travail actuel, S. Stevi¢ dans [59] a donné trés récemment une extension

de la forme
M _ 1 D@ )
Xpp1 = {2]‘2? {flj(n/xn JX e, Xy )}
@ _ e D) @) ®
Yoy = {g@;;{fz](n,xn A2, B, neN,
b _ 1 D @ ®)
X0 = {g&g {fk](n,xn JX e X, )}

et en utilisant la méme téchnique et en prenant une forme générale de I'opérateur (3.4)
il a prouvé que nos résultats restent encore valables pour cette généralisation.

Comme perspectives dans cette piste nous allons essayer d’étudier au futur des équations
non-autonomes de type max d’ordres supérieurs, autrement dit les équations de la
forme

Xp41 = Max {flj(n, X, xn_l,...,xn_p].)}, n € IN.
1<j<m

ainsi que leurs systemes.
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ANNEXE A

Calcul des polyndmes caractéristiques

associés aux systemes linéarisés des

Systemes (1.19), (1.26) et (1.34)

Cet annexe est dédié a calculer les polynomes caractéristiques des systemes linéaires
associés aux Systemes (1.19), (1.26) et (1.34) étudiés dans le premier chapitre. Nous
allons rappeler les résultats concernés sous forme de propositions suivies par leurs

démonstrations détaillées.

A.1 Calcul dupolynéme caractéristique associé au systéeme
linéarisé du Systéme (1.19)

Proposition A.1.1 Considérons le Systeme (1.19), F;l) est la matrice Jacobienne au point

d’équilibre (X1, ij1) donnée par (1.23). Alors, le polyndme caractéristique associé est de la forme

Pug(A) = A2*2 =" 3 g A%, (A1)

i=0 j=0

avec s = max{p, k}.
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A.1. Calcul du polynéme caractéristique associé au systéme linéarisé du Systeme
(1.19)

Preuve. Par récurrence, on va montrer que (A.1) est vraie pour tout s € IN. D’abord,
pours=p=k=0,0ona
-A ap 2
Ppg(A) = = A" —agby,
by -A
donc la propriété est vérifiée. Maintenant, supposons que (A.1) est vraie pour s et

montrons qu’elle est aussi vraie pour s + 1. Nous avons

-A 0 ... 0 a ... as asy

1 -A ... 0 O ... 0 O

o 1 - 0 0 ... 0 O
PusyN)=| = - -,

b by ... by -A ... 0 O

O 0 ... 0 1 .. 0 0

o o ... 0 0 ... 1 -=-A

en développant ce déterminant suivant les éléments de la derniére colonne, on obtient

Py se1)(A) = (=1)**°ag1Dg + (-1)**¥(=A)Dy = —a5.1Dp — AD;,

avec
1 -A 0 O 0
0 1 0 O 0 1 -A 0 0
0 1 0 O
D0: bo bl b5+1 -A ... 0 =
o o ... 0 1 "~ 0 o o0 ... 1 -=-A
! bo by ... bs b
0 O 0 O 1
s+1
— Z(_1)5+1+ibi(_/\)s+1_i
i=0
s+1
— Z(_1)5+1+i—2ibi(_/\)s+l—i
i=0
s+1

_ Z b A1

i=0
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A.1. Calcul du polynéme caractéristique associé au systéme linéarisé du Systeme
(1.19)

et

-A 0 0 ap as—1  dg
1 -A 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

D1 =

bO bl bs+1 -A 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 -A

Ensuite, en développant D; suivant les éléments de la colonne (s + 2), on trouve
Dy = (=1)*"(=A)D11 + (=1)**bs1D15 = =AD1; = bss1 D1,

ou Dy, et Dy, sont donnés par

-A 0 ... 0 a9 ... a1 a
1 -A 0 0 0 0
0 1 0 0O 0 0
D= o ' | =Pug(d)
b by ... by -A ... 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 O 1 -A
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A.2. Calcul du polyndme caractéristique associé au systeme linéarisé du Systéme
(1.26)

et
-A 0 0 ... 0 a ... asq as
1 -A 0 ... 00 ... 0 O
0 0 -1 0 0 0o 0| S
Diz=| 0 0 1 0 0 0 0 |=) (D" a(-AyT ==Y ar
0 0 0 1 -A o o 7 =
0 O 0 0 1 0 O
0 O 0 0 O 1 -A
Alors
s+1 s
Ppasni(d) = =as1 ) Did™ 7+ A2Pug(A) = Abe ) aid*
i=0 i=0
s+1
— _as+1zb/\s+1 z+/\2 /\Zs+2 Zzab AZS i—j —Abs+1 a‘/\s—i
i=0 j=0
— A25+4 Zzab /\25+2 i-j _ Z(as+lb + bs+1ﬂ )/\s+1 l_as+1bs+1
i=0 j=0
s+1 s+1
— 2(s+1)+ ab /\2(s+1) i- ]
L

D’ot1, (A.1) est vraie pour s + 1 et donc elle est vraie pour touts € IN. m

A.2 Calcul dupolynoéme caractéristique associé au systéme
linéarisé du Systéme (1.26)

Proposition A.2.1 Considérons le Systeme (1.26), P}z) est la matrice Jacobienne au point
d’équilibre (X,, ij2) donnée par (1.30) et (1.31). Alors, le polyndme caractéristique associé est de
la forme
ko k
Pos(A) = A% = (a, + d)AZ P 4 q,d A2 — Z Z cib A%, (A.2)
i=0 j=0

avec s = max{p, k}.
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A.2. Calcul du polyndme caractéristique associé au systeme linéarisé du Systéme

(1.26)

Preuve. Prouvons par récurrence que (A.2) est vraie pour tout s € IN. Evidemment,

pours=p=k=0,0ona

Elo—/\

Co

bo
do— A

= /\2 — (11() + d())A + llod() — Cob() = P{Z,O}(A)-

Supposons maintenant que cette propriété est vraie jusqu’a s et montrons qu’elle est

aussi vraie pour s + 1.

Traitons en premier le cas k < p. On a alors

-A 0
1 -A
0 1
Pppiy(A)=] 0 0
Co C1
0 O
0 O
0O O
0O O

Ck

0 ap+1 bo bk 0 0

0 0 O ... 0 ... O 0

0 O o ... 0 ... 0 0

1 -A 0 0 0 0 |,
0 0 -A 0 0 dpir
0 O 1 0 0 0

0 0 0 -A 0 0

0 0 0 1 -A 0

0 0 0 0 1 -A

développons ce déterminant suivant la colonne (p + 2), nous obtenons

Ppopey(A) = (1Y Papalo + (1) (=M = (1) a,qly — AL,

ot I et I; sont les deux déterminants suivants
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A.2. Calcul du polyndme caractéristique associé au systeme linéarisé du Systéme
(1.26)

1 -A 0 0 O 0 0 0
0 1 0 0 O 0 0 0
-A
I = 0 0 0 1 0 0 0 0
c ¢ ... G ... 0 =A " 0 ... 0 dpn
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 O -A 0 0
0 0 0 0 O 1 -A 0
0 O 0 0 O 0 1 -A
et
-A 0 0 0 by 8 0 0
1 -A 0 0 O 0 0 0
0 1 0 0 O 0 0 0
L= !
co € ... C ... 0 =A ... 0 0 dp
0 O 0 0 1 0 0 0
o o0 ... 0 ....0 O ... . =A 0 0
o o0 ... 0 ... 0 O ... ... 1 -4 0
o o ... 0 ....0 0 ...0 ... 1 -=A

Ensuite, en développant I par rapport a la derniere colonne, on trouve

Iy = (_1)3p+5dp+110,1 + (_1)4p+6(—A)10,2 = (_1)p+1dp+110,1 - Mo,z,
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A.2. Calcul du polyndme caractéristique associé au systeme linéarisé du Systéme
(1.26)

avec
1 -7 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
-A
Ippi={0 0 ... 0 ... 1 0 ... 0 ... 0]=1
0 0 0 0 1 =1 0
0 0 0 0 0 0 1 -A
0 0 0 0 0 0 1
et
1 -A 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
-A
Ipp={0 0 ... 0 ... 1 0 ... 0 ... 0 |=(@C=Ap"
c ¢ ... C ... 0 =A . 0 ... O
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 -A 0
0 0 0 0 0 1 -2

Développons aussi I; par rapport a la derniere colonne,

L = (-1)¥*dyalyy + (“D)¥*(=MN) = (1) dpaliy — ALy,
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A.2. Calcul du polyndme caractéristique associé au systeme linéarisé du Systéme

(1.26)
avec
-A 0 0 by by 0
-A 0 O 0 0
1 0 0 0 0
Ly = 0 1 -A 0 0 0 |=(-Ap
0 0O 1 -A 0 0
0 0 0 1 -A 0
0 0 O 0 1 -A
0 0 O 0O 0 1
et
-A 0 0 bo b 0
1 -A 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
L, = = Ppp(A), aveca, =d, = 0.
o € Cx -A 0 0
0 O 0 1 0 0
0 O 0 0 1 -A 0
0 O 0 0 1 -A
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A.2. Calcul du polyndme caractéristique associé au systeme linéarisé du Systéme
(1.26)

Par conséquent, Oon a
P{Z,p+l}(/\) = ap+1dp+l + (_1)P+lap+l(_/\)(_/\)p+l + (_A)(_l)P+1dp+l(_A)P+1 + Azp{zlp}(}t)

k k
ap+1dp+l - ap+1Ap+2 - dp+1/\p+2 + /\2 AZ(p+l) - Z Z C,‘bj/\Zp_l_]

i=0 j=0

ko k
AP0 — (@0 + dp)) AP + apiady i — Z Z Cib AP

i=0 j=0
et comme désiré, la propriété est vraie pour s + 1 dans ce cas.

A présent, on prouve pour lecask > p.On a

A 0 e . 0 0 bg bp bk bk+1
1 -A 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
Pojpy(A)={ 0 0 ... 0 ... 1 -A O ... 0 ... 0 O [,
Co € ... C oo C Cp1 —A ... dy ... 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 o ... 0 ... 0 0 0O ... “. =A 0 0
0 o ... 0 ... 0 0 O ... ....1T —=-A 0
0 o ... 0 ... 0 0 o ... 0 ... 1 =A

en développant ce déterminant suivant les éléments de la derniére colonne, on obtient

Pogeny(A) = (=1 Lo + (=1)**8(=A)L; = —byy1Lo — ALy,
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A.2. Calcul du polyndme caractéristique associé au systeme linéarisé du Systéme

(1.26)
avec
1 -A 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 O 0 0 0
1 -A 0 O
O 1 -A 0
0 O 0 1 -A 0 0 0
Ly = =
o €1 Cp Cr Cry1 —A dy 0
0 O 1 -A
0 O 0 0 O 1 0 0
Co O Ck  Ck+1
0 O 0 0 O 0 -A 0
0 O 0 0 O 0 1 -A
0 O 0 0O 0 0 0 1
donc
k+1 k+1
Lo = Z(_l)k+3+ici(_/\)k+1—i _ Z L
i=0 i=0
et
-A 0 ... a 0 0 b b, by
1 -A ... 0 0 0 0 0 0
o 1 .0 0 0 0 0 0
L 0 0 O 1 -A 0 0 0 0
1:
0 0 0 1 -A 0 0 0
o € ... G Cr  Cr1 —A d, 0
0 O 0 0 0 1 0 0
o 0 ... 0 0 0 0 1 -A

Ensuite, en développant L; suivant les éléments de la colonne (k + 2), on trouve

Ly = (=1)*"*(=A)Lyy + (=1)**5cp1L10 = =ALy1 — cpirLao,
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A.2. Calcul du polyndme caractéristique associé au systeme linéarisé du Systéme
(1.26)

ou Ly et L1, sont donnés par

-A 0 ... a4 ... 0 by ... by ... b
1 A ... 0 ... 0 0 ... 0 ... 0
o 1 0 ... 0 O ... 0 ... 0
Lip =] : Pootel el : : | =Ppyd)
c € ... ¢ ... g =A ... d, ... 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0O 0 O 1 -A
et
-A 0 a, 0 by b, by
1 -A 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
Lip, = 0O O 0O 1 -A 0 0 0
0 O 0 1 0 0 0
0 O 0 0O 1 -A 0 0
o o ... 0 ....0 0 O ... 1 -2

k
Z (—1)k+3+ib,'(—/\)k_i
i=0

- Zk: b AR
i=0
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A.3. Calcul du polyndme caractéristique associé au systeme linéarisé du Systéme
(1.34)

Alors
k+1 ‘ k ‘
Pora(A) = = ) | A1+ A2Ppg(A) = Acn ) | il
i=0 i=0
k+1

ko k
A2 _ (a, +d,) A2k-p43 a,d, A20-p)+2 _ Z Z‘ cib; A 2k-imj+2

i=0 j=0
k
- Z(bkﬂci + Ck+1bi)/\k+l_l — brs1Cra
i=0
k+1 k+1
220142 _ (a, +d,) A20k+D)-p+1 a,d, A20+1-p) _ Z Z cib; A2k D)=i=j
i=0 j=0

D’ou, la propriété est vraie pour s + 1 dans ce cas aussi. En conclusion, elle est vraie

pour touts € IN. m

A.3 Calcul dupolyndéme caractéristique associé au systéme
linéarisé du Systéme (1.34)

Proposition A.3.1 Considérons le Systeme (1.34), F?) est la matrice Jacobienne au point
d’équilibre (X3, ij3) donnée par (1.36) et (1.37). Alors, le polyndme caractéristique associé est de

la forme
k k k
Pop(A) = A2 =Y (@ +d)A¥ ™+ Y Y adid¥ T~ by, sik<p,  (A3)
i=0 i=0 j=0

et

k
P{B,k}(A) — A2k+2 _ Z(ai + di)AZk_iH n

kk
ad AP — e b, AP sik>p. (A4)
i=0 i=0 j=0
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A.3. Calcul du polyndme caractéristique associé au systeme linéarisé du Systéme
(1.34)

Preuve. Premierement, supposons que k < p et montrons par récurrence que (A.3) est
vraie pour toutp € N. Pourp =k =0,0ona
ag — A bo

P{g/o}(A) = = /\2 — (ll() + do)A + aodo — C()b().
Co do -A

Pourp=1etk=0,0ona

ag — A 0 0 bl

1 -4 0 ol . ,
P{3,1}(/\) = =A% - (ﬂo + d())/\ + aodo/\ - Clbl.
0 C1 do -A 0

0 0 1 -A

Supposons maintenant que la propriété est vraie jusqu’a p et montrons qu’elle est aussi

vraie pour p+1.0Ona

ao—/\ ar ... dr ... 0 0 0 o 0L 0 bp+1

1 -A ... 0 ... 0 O 0 .. 0 ... 0 0

0 0 0 1 -A 0 0 0 0

P{3,p+1}(A) = 0 0 ... 0 0 Cp+1 do—/\ dk 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0O ... 0 ... 0 O 0 ... 0 . =2 0

0 O ... 0 ... 0 O 0 . 0 .o 1T =A

En développant ce déterminant suivant les éléments de la derniere colonne, on obtient

P pi(A) = (=1)**beiHo + (-1)¥*(=A)Hy = ~bgniHy — AH,,
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A.3. Calcul du polyndme caractéristique associé au systeme linéarisé du Systéme
(1.34)

avec
1 -A 0 .0 0 0 0 0
0 O 0 1 -A 0 0 0
0 0 ... 0 ... 0c¢c 1 do—/\ dk 0
H, = - = Cp1
0 O 0 .0 0 1 0 0
0 O 0 0 O 0 0O 1 -A
0 O 0 .0 0 0 0 1
et
ag-A a ... a ... 0 O 0 ... 0 ... 0
1 -A 0 .0 0 0 0 0
0 0 0 1 -A 0 0 0
le
0 0 ... 0 ... 0 cp do—A ... d ... 0
0 o ... 0 ...0O o 1 "~ ... 0 ... 0
0 O ... 0 ... 0 O 0 ... 0 1 -=A

Ensuite, en développant H; suivant les éléments de la colonne (p + 2), on trouve

H; = (-1)**"*(=A)Hy1 + (-1)**cxHy2 = —AHy1 — cee1Huo,

120



A.3. Calcul du polyndme caractéristique associé au systeme linéarisé du Systéme

(1.34)

ou H;, et Hy, sont donnés par

et

Alors

aO—A

1 -A
0 0
0 0
0 0
Hyp =

Pz pi1y(A)

a

ay
0
0
0
0
ag — A ai
1 -A
0 0
0 0
0 0

0
0

dp— A
1

ak

—Cp+1 bp+1 + Azp{g,,p} (A)

k
—Cprabper + A2 [ A2 Y (a4 d)AF T +
i=0

k
A2+ _ Z(ai +d) A2

i=0
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i=0 j=0

0 |=Ppp(A), by=c,=0

kK k
aideZP‘l‘]
i=0 j=0

aidj/\z(p+l)_l_] - Cp+1 bp+1/



A.3. Calcul du polyndme caractéristique associé au systeme linéarisé du Systéme
(1.34)

ce qui montre que (A.3) est vraie pour p + 1 et donc elle est vraie pour tout p € IN.

A présent, on traite le cas k > p, c’est a dire on montre que que (A.4) est vraie pour

toutk € N.Pourk=1etp=0,0na

Pgy(A) =

= /\4 — (ao + d())/\3 — (111 + dl)Az + ll()doAz + (ﬂldo + aodl)A + a1d1 — C()b()/\2

= A= i(ai +d)AT Zl“ i a;d ;A7 = coboA®.
0

i= i=0 j=0

Pourk=2etp=1,0na

Pi32(A)

= Aé — (ll() + d())/\5 + (aodo — a1 — dl)A4 + (llodl + aldo —apy — dz)AS

+

(ﬂodz + Elldl + ﬂzdo — Clbl)Az + (aldz + llzdl)A + llzdz

A6 - i(ui + di)/\s_i + 22: 22: aidj)\4‘i‘j - Clbl/\z.
0

i= i=0 j=0

Supposons maintenant que la propriété est vraie pour k et montrons qu’elle est aussi

vraie pour k +1.On a
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A.3. Calcul du polyndme caractéristique associé au systeme linéarisé du Systéme
(1.34)

ag—A ar ... a ... G Ok 0 oo by ... 0 0

1 A 0 0 O 0 0 0 0

0 0 0 1 -A 0 0 0 0

Py = 0 0 ... ¢ ... 0 0 do—4A d, di  dis
0 0 0 0O 0 1 0 0 0

0 O ... 0 ... 0 O 0 ... 0 .. =2 0

0 0O ... 0 ... 0 O 0 ... 0 ... 1 =A

En bref, en développant ce déterminant par rapport a la derniére colonne et ensuite la

colonne (k + 2), on obtient

P isty = agsrdi + (=1 (=A)dksa Jo + (=1 (=A)axs1 i + A2Ppagy(A),

avec
ag—A a; ... AG_1 G
1 -A . 0 O
Jo =
0 0 -A 0
0 0 1 A

k
(a0 — A)(—A)k + Z(-l)”zai(_/\)k—i
i=1
k

(=AY + Y (=D (A

i=0
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A.3. Calcul du polyndme caractéristique associé au systeme linéarisé du Systéme
(1.34)

et
1 -A 0 0 0 0 0
0 1 -A 0 0 0 0 0
0 O 1 -4 0 0 0 0
] 0 O 0 0 1 0 0 0
1:
0 0 Cp . 0 d()—A dp dk
0 O 0 .0 1 -A 0 0
00 .. 0 ..0 0 .. 0 1 =7

On calcule J; suivant les éléments de la ligne (k + 2) on trouve que

k

Ji = (187 Juy + (=) + ) (<1 (-1,

i=0

ou
1 -A 0O 0 0 0 0 0
0 1 -A O 0 0 0 0
0 O 1 0 0 0 0 0
0 0 0 -A 0 0 0 0
Iy = S : : A : -
o o ... o o1 -AO0.. 0 ...0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 O 0O 0 0 1 -A 0 0
0 O 0O 0 0 0 1 -A O
0 O 0O o0 0 0 o 1 -4
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A.3. Calcul du polyndme caractéristique associé au systeme linéarisé du Systéme
(1.34)

Ainsi,

Kk
Piriy(A) = @xdesr + (=1 (=A)disa [(—/\)H1 + Z(—l)iﬂi(—A)k_i]

i=0

k
(=1 (A ((—A)k“ + Z(—l)idi(—/\)k‘i] + AP (M)
i=0

k
= podrsr — A A + Z:(—1)k+i+lﬂidk+1(—/\)k_iJr1 — ap AR
i=0
k k
+ Z(_1)k+z+1ak+1di(_A)k_z+1 + A2k+4 _ Z(ai + di)/\Zk—z+3
i=0 i=0
ko k
+ Z Z (Zl'd]'/\Zk_l_]+2 _ Cpbp/\Z(k—p)+2
i=0 j=0
k
= padian — (e + @) A + Z(aidkﬂ + A d) AT 4 P22
i=0
k ko k
_ Z(ai + d) AR D=L ad,; A2kt D)=i=j _ c,b, 2 2(k=p+D)
i=0 i=0 j=0
k+1 k+1 k+1
= )20kDe2 _ Z(ai + d)ARE D=L Z Z aid,; 220+ D)=i=j _ c,b, A 2k+1-p)
i=0 i=0 j=0

Alors, (A.4) est vraie pour k + 1 et donc elle est vraie pour tout k € IN. m
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