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Pourquoi les valeurs extrémes ?

Pour un profane, la statistique est associée a la notion de moyenne ou I’écart-type.
En effet dans de nombreuses applications, notamment en sciences sociales et en sciences
de la physique, les statistiques se résument généralement au calcul des moyennes et a
I’évaluation de dispersion d’une série de valeurs autour de leur moyenne.

Par définition, les événements rares sont des événements ayant une faible probabilité d’ap-
parition. Lorsque le comportement de ces événements est dit au hasard on peut étudier
leur loi. Ils sont dite extrémes quand il s’agit de valeurs beaucoup plus élevées que les
autres valeurs ou plus faibles que celles observées habituellement.

Les événements extrémes peuvent étre catastrophiques lorsque il s’agit (tremblements
de terre , inondations, accidents nucléaires,...) dominent l’actualité quotidienne par leur
caractére imprévisible compte tenu de I'importance des enjeux sociaux et scientifiques.
Aucun débat sérieux sur le hasard ne serait étre mené sans une réflexion sur les événe-
ments rares et extrémes.

"La loi des grands nombres et la distribution gaussienne, fondements de I’étude statistique
des grandeurs moyennes, échouent a rendre compte des événements rares ou extrémes.
Pour ce faire, des outils statistiques plus adaptés existent ... mais ne sont pas toujours
utilisés I"(Rama Cont-Papers-Pour La Science -Décembre 2009).

Dés lors, la question que l'on pourrait se poser est de savoir ce que peuvent les outils
statistiques face aux événements extrémes ? Autrement dit, peut-on réellement prévoir ou

quantifier le risque des événements extrémes ?

La théorie des valeurs extrémes (TVE) fournit une base mathématique et probabiliste
rigoureuse sur laquelle il est possible de construire des modéles statistiques pour prévoir
la taille et la fréquence de ces phénoménes dans les queues de distribution.

Le comportement extréme des lois appartenant aux différents domaines d’attraction maxi-
mal (DAM) est significativement différent. Les lois appartenant aux DAM de Weibull sont

bornées a droite, celles appartenant aux DAM de Gumbel et Fréchet ont un support infini



Pourquoi les valeurs extrémes ? vi

a droite. Mais les premiéres ont des queues finies alors les secondes ont des queues épaisses

et exposent donc a des situations extrémes beaucoup plus dangereuses.

Les domaines d’application sont en effet trés variés : hydrologie, météorologie, biologie,

ingénierie, gestion de I’environnement, finance, assurance, sciences sociales,...etc.

Les catastrophes naturelles sont des exemples d’événements extrémes qui conduisent a des
o : , . .

pertes financiéres importantes. Les cracks boursiers sont d’autres exemples qui conduisent

a des pertes financiéres trés importantes.

Il existe essentiellement deux approches dans la modélisation des extrémes : la méthode
des blocs de maxima et celle de dépassement des excés. L’approche des maxima uni-variés
établit qu'une famille paramétrique généralisée résume le comportement asymptotique de
la loi du maximum convenablement normalisé. Dans la seconde approche, il est établi que
seule la distribution généralisée de Pareto qui modélise la loi de la variable excédentaire

au sel d’un certain seuil fixé et assez élevé.

Ce mémoire s’organise en deux parties.
La premiére partie s’intitule « Théorie des valeurs extrémes » dont I'objectif est d’exposer
la théorie probabiliste des valeurs extrémes dans le cas uni varié. Elle se compose de trois
chapitres :
e Au cours de premier chapitre, on présente tout d’abord quelques définitions de certains
outils nécessaires dans la théorie des valeurs extrémes.
e Dans le deuxiéme chapitre, on expose la théorie probabiliste des valeurs extrémes dans
le cas uni varie. D’abord, on a commencé par le théoréme fondamental de la théorie des
valeurs extrémes (théoréme de Fisher-Tippet) qui assure que la loi limite maximum est
surement une des trois lois (Gumbel- Weibull-Fréchet). Puis on a unifié les trois lois dans
une seule représentation qui est la représentation de Von-Mise (GEV) et qui sert & estimer
I'indice de queue. Ensuite, on a défini les domaines d’attraction et les conditions pour que
chaque distribution appartienne au max-domaine d’attraction associé. Apres, on a passé
a l'estimation des paramétres des valeurs extrémes avec deux méthodes différentes. Puis,
on a estimé les quantiles extrémes afin d’arriver a le but principale qui est ’estimation de
la période de retour et le niveau de retour.
e Dans ce chapitre, nous définissons une autre approche des valeurs extrémes qui est
basée sur la distribution de Pareto généralisée , On constate que le deuxiéme théoréme
fondamental des V.E (théoréme de Balkema- Pickands-De Haan) est considéré comme le

deuxiéme théoréme fondamental des valeurs extrémes. Puis, on a estimé les paramétres de
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cette distribution mais apres la détermination du seuil , et nous estimons les quantiles et
la période de retour. Finalement, on a exposé une approximation de la période de retour

et le niveau de retour.

La deuxiéme partie est une partie d’application. Malgré les difficultés rencontrés sur
le terrain, nous avons réussi a réalisé une application dans laquelle on a fait une étude de
cas réel pour modéliser la distributions des valeurs extrémes (une fois dans la GEV et une

autre dans GPD) et on a conclut par une comparaison entre les résultats obtenus dans

les deux approches (GEV et GPD).

2017-2018 Probabilités et Statistique



Premiére partie :

Partie théorique



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Loi indéfiniment divisible

L’idée principale des lois indéfiniment divisible vient du probléme suivant : comment
peut-on déterminer toutes les lois de probabilité qui s’expriment comme limites (en loi)
d’une suite de sommes de n variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

A valeurs dans R?

Définition 1.1.

Une variable aléatoire réelle X est dite textbfindéfiniment divisible si :
Vn e N* | 3Xy, X, ..., X, telles que X 2 X+ X5 + ... + X,

avec : X1, Xo, ..., X, sont des variables aléatoires indépendante et identiquement distri-

buées a valeurs dans R.

Définition 1.2.

Soient X une variable aléatoire a valeurs dans R et ¢ : R — C la fonction caracté-

ristique de sa loi de probabilité. On a :
X est indéfiniment divisible <= ¥n € N*,3p : R — C tel que Vt € R, p(t) = [pn(t)]"

avec : p, est une fonction caractéristique d’une certaine lov de probabilité.



1.2. Lois max-stables 2

1.1.1 Propriétés des lois indéfiniment divisibles

Théoréme 1.3.

1- Si p : R — C est la fonction caractéristique d’une loi de probabilité indéfiniment
divisible, alors :

Vi eR
p(t) #0

2- 51 (Xp)nen+ est une suite de variables aléatoires réelles indéfiniment divisibles telle
que :

X, 2 x

alors : X est une variable aléatoire indéfiniment divisible.
3- 8i Xy, ..., X,, sont des variables aléatoires réelles indéfiniment divisibles alors : > " | X,

est une variable aléatoire indéfiniment divisible.

1.2 Lois max-stables

La famille des lois max-stables est une famille introduite a partir de la famille des lois

indéfiniment divisibles.

Définition 1.4.

La variable aléatoire non dégénérée X ou, la fonction de distribution F de X est dite
mazx-stable, sl existe des constantes a,, € R et b, € R telles que :
Pour tout n € N
M, 2 a,X +b,

ou Mn = InaX;<n Xz

Définition 1.5.

Soit X une variable aléatoire non dégénérée et (X;); une suite de variable aléatoire
réel de méme loi que X. On dit que X est maz-stable s’il existe des constantes a, € R
et b, € R telles que :

Vn € N*

2017-2018 Probabilités et Statistique



1.2. Lois max-stables 3

Proposition 1.6.

La variable aléatoire non dégénérer X, la fonction de distribution F de X est dite

maz-stable si et seulement si
Vn e N*, Vex e R
F"(a,x +b,) = F(x)

Proposition 1.7.

Les trois lois Gumbel, Fréchet et Weibull sont des lois mazx-stable.

En effet :

1- Considérons la loi de Fréchet du parameétre o = 1
Vz € R
exp(—z~!) siz >0

F(z) =
0 six <0

Choisissons a,, =n et b, =0

F™(anz + by) = F(z)
(
exp(—(nz)™H)" sinz >0

F™"(apz +b,) = F"(nx) =
0 sinz <0

exp(—(z)™') sizx>0

0 siz <0

Donc : Vz € R, ¥n € N* Ja,, = n et b, = 0 tel que F"(a,z +b,) = F(x)
Alors la distribution de Fréchet est max-stable.

2- Considérons la loi de Weibull

H(z) - exp(—(—x)*) six <0 as0

0 six >0
Choisissons a, = n~ " et b, = 0

H"(apz + by) = H(z)

2017-2018 Probabilités et Statistique



1.3. Statistique d’ordre 4

Donc : Vo € R, Vn € N* Ja,, = n~ /% et b, = 0 tel que H"(a,x +b,) = H(x)
Alors la distribution de Weibull est max-stable.

1.3 Statistique d’ordre

Soit X7, X, ..., X,, n variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

iid de densité commune f, et de fonction de répartition F.

1.3.1 Définitions et notations

Définition 1.8.

On appelle statistique d’ordre notées X1 ), X2n),-..s X(nn), les variables aléatoires

ordonnées :
min(Xl, XQ, ---:Xn) = X(l,n) S X(Q,n) S S X(n,n) = maX(Xl,Xg, ceny Xn)

* La statistique d’ordre de Iéchantillon (X7, ..., X,,) est le réarrangement croissant
(aléatoire) de (Xi, ..., X5,) telle que X; < Xy < ... < X,, que 'on note (X(1n),-..; X(nn))-

En particulier, on note :

X(l,n) = min (XZ)

1<i<n
et
Mn = X(n’n) = max (Xl)

1<i<n

On s’intéresse a la variable aléatoire M,,.

Proposition 1.9.

Soit M,, une variable aléatoire qui représente la plus grande valeur observée sur les n
observées. Comme les variables aléatoires sont indépendantes et identiquement distribuées,

on obtient :

2017-2018 Probabilités et Statistique



1.3. Statistique d’ordre 5)

1- La distribution du mazimum FX(M) de la statistique d’ordre extréme M, est donnée
par :

Vr e R
Fy (z) = Pr (X(n,n) < a;) = [F(x)]"
Fx o (@) = n[F(@)]" " f(2)

2- La distribution du minimum F X (1m) de la statistique d’ordre extréme X1, est donnée

(1.1)

par :
VreR

Pr(Xgn <z)=1-[1-F(z)]"
Fxo (@) =n[l = F(z)]"" f(z)

ot F(z) est la fonction de distribution des X; et f est la densité des X;.

1.3.2 Densité de la k-éme statistique d’ordre

Soit z € R fixé. Les variables aléatoires (1(x,<s),% > 1) sont des variables aléatoires
indépendantes et de méme loi de Bernoulli de paramétre Pr(X; < z) = p.
La variable aléatoire S,, = Y | Lx,<, suit donc la loi binomial de paramétre (n,p), donc

Sn(x) > k si et seulement si X,y < 2 . Ainsi il vient :
{X@m <} ={Su(z) >k}
et on a le résultat suivant

Lemme 1.10.

La loi de la variable aléatoire Xy, pour 1 < k < n est donnée par :
FX(k,m(‘T) = PI[XU%") <z|= Z C%[F(x)]j[l - F(Q:)]n_j
j=k

Sa densité est :
n!
Pom® = 21y 100 =11
Corollaire 1.11.

[F@)* 1= F(2)]" " f(2)

Soit Xy, ..., X,, n variables aléatoires (iid) de fonction de répartition F continue, alors

la densité de X 10y, X(2,n), - X(nn) €st donnée par :

n

qu,n) ..... X(nm) (iL‘l, vy .Z'n) =n! H f(xl)

=1

avec v1 < x9 < ... < xp,.
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1.4. Fonction a variations réguliére 6

1.3.3 Convergence de la fonction de répartition empirique

Théoréme 1.12.

Soit (X,)nen une suite de variable aléatoires réelles indépendantes et de méme loi F

alors

lim sup |F,,(z) — F(x)| =0 p.s

n—x z€R

1.4 Fonction a variations réguliére

Définition 1.13.

On dit qu’une fonction | est a variations lentes a l'infini si [(x) > 0 pour x assez

grand et si pour tout X >0 on a :

lim HAz)

=1
T—00 l(gj)

1.4.1 Théoréme de Karamata

Théoréme 1.14.

Toute fonction a variation lente | s’écrit sous la forme

l(z) = c(x)exp /130 @dt (1.3)

ot ¢ > 0 et € sont deux fonctions mesurables telles que :
lim ¢(x) =0 €]0,00[ et lim £(x) =0
T—00 T—00

Si la fonction c est constante, alors onn dit que | est normalisée. L’équation (1.3) implique

que si | est normalisée alors | est dérivable de dérivée I’ avec :

Vo >0
ey — Sl)
x
En particulier on a :
/
lim a:l (z) 0
T—00 l(x)

Définition 1.15.
On dit qu’une fonction G est a variations réguliéres dindice p € R a linfini st G

est positive a Uinfini c-a-d s’il existe A tel que pour tout x > A, G(x) >0 et si YA >0

lim G(A\z) _
L

p

Sip =0, G est une fonction a variation lentes a ’infini.

2017-2018 Probabilités et Statistique



1.5.

Autres définitions 7

Remarque 1.

Une fonction a variation réguliéres d’indice p peut toujours s’écrire sous la forme

xPl(x) ou l est une fonction & variations lentes a l'infini.

Lemme 1.16.

Ce lemme donne un résultat sur l'inverse d’une fonction a variation réguliéres.

*8i G est une fonction a variations régulieres d’indice p > 0 alors G™1 est une fonction

a variations réguliéres d’indice 1/p.

* Si G est une fonction a variations régulieres d’indice p < 0 alors G™1 est une fonction

a variations réguliéres d’indice —1/p.

1.5

Autres définitions

. Inverse généralisé

Soit F': R — Ja, b[ (—oo < a < b < +00) une fonction croissante.
On appelle inverse généralisé de F', ’application notée F“— définie par :
Vp € la, b|
F(p) = inf{z : F(x) = p}
avec la convention inf{()} = oo avec p € [0, 1].
L’inverse généralisé [’ coincide avec I'inverse F'~! lorsque la fonction F est stric-

tement croissante et continue.

. Fonction survie ou fonction de queue

On appelle fonction de survie ou fonction de queue de la variable aléatoire X, la
fonction :F : R — [0, 1] définie par :
VreR

F(z)=1- F(x)

. Point terminal

Le point terminal d’une distribution F' est défini par :

rp =sup{r € R; F(z) < 1} (1.4)

. Fonction de hasard

Si la variable aléatoire X est absolument continue de densité f, alors on appelle
fonction de hasard de X la fonction

VreR
(z) f(z)

@) _
F(z) 1—F(x)

h(z) =

2017-2018 Probabilités et Statistique



1.5.  Autres définitions 8
5. Quantile d’ordre P
On appelle quantile d’ordre p, le nombre x,, défini par :
z, = inf{zx € R; F(z) > p}
avec p € [0, 1].
6. Fonction quantile
On appelle fonction quantile de la variable aléatoire X la fonction () définie par :
Vp €]0;1]
Q(p) = F~ (p) = nf{z e R: F(z) = p}
7. Fonction quantile de queue
On appelle fonction quantile de queue de la variable aléatoire X la fonction U :
]1,00[ — R définie par :
Vo € |1, 00[
vw=e(1-1)=(15) @
x 1—-F
ou @ est la fonction quantile de X.
8. Fonction de Von-Mises
La fonction de répartition F' de la variable aléatoire X qui a un point terminal zp
est appelée fonction de Von-Mises s’il existe a < xp tel que
Vo € la,xp| .
F(z) =1- F(x) :cexp(—/a m)
avec ¢ > 0 et 0 est une fonction absolument continue sur |a, zr| de densité ¢’ telle
que
Vo €la,xp[, d(x) >0 et xlggrch d(x) = 0.
9. Quantile extréme
On appelle quantile extréme le quantile d’ordre (1 — p), définie par :
z, =inf{r e R: F(x) > p}
=F'(1-p)
ou p proche de zéro.
10. Lois a4 queue lourde

Une fonction F est dite & queue lourde si pour tout a > 0, b > 0

F(x) > ae™
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Chapitre 2

Distribution des valeurs extrémes

généralisées

Motivation : La distribution des valeurs extrémes généralisée est trés utile
en application de la théorie des valeurs extréme, car c’est la seule et unique
lot de probabilité qui modélise le comportement du maximum d’un échantillon.
Pour estimer ces paramétres, on utilise la méthode du "maximum par blocs"”
qut consiste a construire un échantillon de maximum a partir d’un échantillon

de données en formant des blocs de méme dimension.

2.1 Introduction

La théorie des valeurs extrémes a le but d’étudier la loi du maximum d’une suite des
variables aléatoires, cette théorie s’énonce de la fagon suivante :
soit X; une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (iid)

de fonction de répartition F' qui est définie par

F(X)=Pr(X <2z

L’étude des extrémes passe par 'analyse du maximum d’un échantillon de taille n(n assez
grand ), ordonné, noté M, = Max (X1, Xs, ..., X,,). Cette analyse est appelée analyse des

maxima par bloc. Grace a la caractérisation (iid) on aura :
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Pr(M, < z)=Pr(Xy, Xy, ..., X, <z)
=Pr(X; <z)Pr(X, <z)..Pr(X, <x)

= ﬁPr(XZ» <)
= [F(2)]" (2.1)

Généralement, Fest inconnue et la relation (2.1) n’est pas utilisable directement ; la
théorie des valeurs extrémes donne le comportement asymptotique de la variable M, A
partir de I'idée du théoréme centrale limite (7'C'L), la théorie des valeurs extrémes montre
que s’il existe des suites normalisatrices (a),~on et (b, )n>0 sont des suites de normalisation
avec a, > 0 et b, € R telle que :

M, —b
lim Pr <u < x) = lim F(a,x +b,)" =G (2.2)

n—o an n—oo
ou (G est une variable aléatoire non dégenerée.

Question : Quelle est la loi de G 7

Réponse : Le théoréme suivant répond a cette question.
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2.2 Théoréme Fisher-Tippet(1928)

Théoréme 2.1.

Sous certaines conditions de régularité sur la fonction de répartition F', s’il existe un
parametre réel o et deux suites (an)n>o0 €t (bn)n>o tels que a, > 0 et b, € R et pour tout

reR

M. —
lim Pr (n—bn < x) = lim F(a,x + b,)" = Gu(2)

n—o a n—oo

alors Go(x) est l'une des trois distributions suivantes :

Gumbel :
pour tout x € R

A(z) = exp(—exp(—z))
Fréchet :

exp(—z~%) stx >0
O, (z) = ( ) ,a>0
0 stz <0

Weibull :
exp(—(—z%)) six >0

U, (z) = ,a >0
0 stx <0

G, est appelée fonction de répartition de la loi des valeurs extrémes.

Démonstration.

Pour une démonstration de ce théoréme, on pourra se référer aux ouvrages : Hann and

Frreira ou Resnick (voir [7] ou [11]). |

Commentaires sur le théoréme :

1. On a une seule limite dans le TC'L (la loi normale) par contre dans le cas des

extrémes trois limites sont possibles (Gumbel, Fréchet et Weibull).
o(z)
Vi

3. (bn)n>1 est un parameétre de position,il représente E(z) dans le TCL.

2. (an)n>1 est le parameétre d’échelle,représente

Le paramétre o > 0 qui apparaisse dans les types de distribution de Fréchet et de Wei-

bull est appelé paramétre de forme (indice de queue).
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Plus « est petit, plus la décroissance est lente, plus des valeurs extrémes sont susceptibles
de ce produire.
Plus « est grand,plus la décroissance est forte, moins des valeurs extrémes vont se pré-

senter.

Résultat important du théoréme

Le théoréme donne un résultat trés intéressant :quelle que soit la loi limite des extrémes a
toujours la méme forme ; bien que le comportement différent, elle peuvent étre combinées
en une seul paramétrisation contenant un unique parameétre £ qui contréle la lourdeur de

la queue de loi appelé indice des valeurs extrémes ou indice de queue.

2.2.1 Propriété de queue des lois extrémes Gumbel, Fréchet et

Weibull
A. Distribution de Gumbel

Proposition 2.2.

Az) =1—A(z) =1 — exp(—e™®) ~ e quand x — oc0. c-a-d : pour les grandes
valeurs, la queue de la distribution décroit trés rapidement (de fagon exponentielle).
La queue de Gumbel est une fonction a variation rapide a l'infini d’indice —oo. Donc

c’est une lois a queue légére.

B. Distribution de Fréchet

Proposition 2.3.

Va >0, ®,(r) = 1— P, (z) = 1 —exp(—27%) ~ 2~% quand x — 0o. Pour les grandes
valeurs, la queue de cette distribution décroit d’une facon polynomiale .
La queue de ®, est une fonction a variation réguliere a l'infini d’indice —a. Donc on

déduit que la queue de Fréchet est lourde a droite.

C. Distribution de Weibull

La queue de la distribution de Weibull est finie, c-a-d ¢’est une distribution bornée a

droite, donc elle a peu d’'intérét dans 1’étude des événements extrémes.
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Décroissance exponentielle Décroissance polynomiale Densité bornée

Gumbel Fréchet "~ Weibull

05

=1

04

] =1

0

[0 -3

"
J.1

FIGURE 2.1 — queues des 3 lois extrémes

* Relation entre les trois lois

Proposition 2.4.

La relation entre les trois distributions des valeurs extrémes est donnée comme suit :
X ~ PFréchet — Y = In X ~ Gumbel.

X ~ Weibull — Y = % ~ Fréchet.
1

X ~ Weibull —= Y =1n (X) ~ Gumbel.
* Grace au travaux de Von Mises (1936) et Jenkinson(1955) on a une forme

unifiée de la fonction de répartition de la loi EVD a un facteur d’échelle et de position.

2.2.2 Représentation de Jenkinson-Von Mises(1954)

Proposition 2.5.

La représentation de Jenkinson-Von Mises de la distribution des valeurs extrémesEV D
que l’on appelle loi des valeurs extrémes généralisée notée GEV a pour fonction de répar-

tition :

—-1/¢
exp —(1+§x>) st€#0,14+&x>0

Ge = (2.3)

exp | — exp(—:z:)) si£ =0,z €R

Pour obtenir une forme plus générale de la loi GEV en introduisent les parameétres

de localisation p et d’échelle o on obtiendra :
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_ )\ V¢ _
exp —(1+5(%) >) sig¢o,1+§(%)>o
Gepo(T) = r—u
exp —exp—< . )) sié=0

A partir de cette écriture, on peut distinguer 3 cas :

Remarque 2.

& =0 correspond a la loi de Gumbel.
& > 0 correspond a la loi de Fréchet.
& <0 correspond a la loi de Weibull.

= _]

o , - - - Waioll
o | " —  Gumbel
= . Frechet
& o

l::l - 1

S

=

™ _]

-

o | -

=

FIGURE 2.2 — Densité standard de GEV

Autres question :

1. Quelle est la relation entre F et G 7
2. Comment on peut choisir les coefficients de normalisation a,, et b, 7

Réponse : La réponse de ces deux questions est dans la partie suivante.
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2.3 Domaines d’attraction et coefficients de normalisa-
tion

La classe des fonctions de distribution F' satisfaisant (2.2) appelé max-domaine d’at-
traction.
La recherche du domaine d’attraction peut étre considérée comme 1’étude réciproque de la
recherche de la distribution des valeurs extrémes associée a une distribution,étant donné

G ,quelles sont les conditions nécessaires et/ou suffisante sur la variable aléatoire X pour

que la limite lim Pr (— < x) = lim F(a,x + b,)" = G soit réalisée ?

n—00 a n—00

Définition 2.6.

On appelle domaine d’attraction G l’ensemble des lois ' pour les quelles le maximum

normalisé suit asymptotiquement la loi de G.

Définition 2.7.

On dit qu’une distribution F' appartient au max-domaine d’attraction d’une distribu-
tion des valeurs extrémes G et on note F' € MDA(G), si la distribution du mazimum
normalisé converge vers G i.e si F' est la distribution commune de v.a Xi,...,X,, (iid) de
mazimum M, , alors il existe des constantes a, > 0,b, € R telles que :

Vr e R
lim Pr(ugx) =G
n—ro0 an
Exemple 2.8.
La lot exponentielle du paramétre 1
soit X suit la loiexp(l); F(z) =1—e"
On pose a, =1 ,b, =Inn

lim Pr (Mn—_bn < x) = lim Pr (M@%lnn < a;)

n—oc a n—o

= lim F(x + lnn)n

n—x

= lim (1 - e—”l“")
n—ro<

— lim <1 _ € )
n—oc n

. T\n _
car&:nolo(l—ﬁ) —e®
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Alors la distribution exponentielle appartient au maz-domaine d’attraction de Gum-

bel.

Exemple 2.9.

On suppose que X suit la loi uniforme U([0, 1])
c-a-d :
Vr e R
0 stx<0
Flz)=qz si0<z<1
1 sixz>1

Onposean:% eth, =1

alors : Vx € R, Vn € N*

Pr (Mn—_b"<:c) :F”(l—l—f)

T n
(
0 sil+ <0
z\" .
= <1+—> si0<1+2<1
n
1 sil+2>1
\
(
0 str < —n
z\" .
:<<1~|——> st —n<x<0
n
1 stx >0
\

Donc : Ve e R
M, —b e’ six <0
lim Pr (u Sx) =
noe Qn 1 stx>0
= Uy (z)

Alors la distribution uniforme appartient au max-domaine d’attraction de Weibull.
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* Les définitions précédentes concernant le domaine d’attraction basent sur le choix
des facteurs de normalisation a,, et b,,. Mais souvent le choix n’est pas facile ; on propose

d’autre théorémes et des propositions sur le domaine d’attraction.

2.3.1 Domaine d’attraction maxima

Théoréme 2.10.

Une condition nécessaire et suffisante pour q’une fonction F appartienne au domaine
d’attraction mazimal de Go(z) est :
F7Y1—¢)— FY(1-2e¢)

li =2° 2.
<20 F1(1 — 26) — F-1(1 — 4e) (2:5)

Cela implique que

1. Sic <0 alors F(x) € MDA(V,(x))
2. Sic =0 alors F(x) € MDA(A(2))
3. Sic >0 alors F(z) € MDA(®,(x))

Application du théoréme

1. La loi uniforme

Ona Fl(a) =«

F7Y1—¢) — FY(1-2e¢) 1—¢€)—(1—2¢)

= lim (

;
B0 F1(1 — 26) — F-1(1 —4de) 50 (1 —26) — (1 — 4e)
B 1
2
=921

Donc ¢ = —1 < 0 = la loi uniforme € MDA(V,(z))
2. La loi de Cauchy
On a F~'(p) = tg((p — 3)1)

FH1—€) = F7'(1—2¢)

y i tg((%—e)ﬂ> —tg((%—%)H)
N O t9<(l _ QE)H) - tg((l _ 4e)H>

2 2

= 2!

Donc ¢= 1> 0= F(x) € MDA(®,(z))
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2.3.2 Domaine d’attraction de Fréchet, Weibull et Gumbel
A.Domaine d’attraction de Fréchet

Théoréme 2.11.

La fonction de répartition F appartient au domaine d’attraction de la distribution de
Fréchet si et seulement si :
F(x) = 27“L(x)
ot la fonction L est a variation lente.
En particulier vp = + 00 ; de plus si F(z) € DA ®,(x) avec a,=U(n)=F(1—21) alors :

La suite (a,;*M,)n>0 converge en loi vers une variable aléatoire de fonction de répartition

6.

Démonstration.
On suppose que

F(z) = 27“L(x)

et L est a variation lente = on peut 1’écrire sous la forme :

L(z) = c¢(x) exp /I k() du

u

k
F(z) ~ xacexp/ %du

On pose a,=U(n)

Si F est continue en ay,alors F (a,) =—
n

sinon,Comme F' est équivalente en + oo a une fonction continue, on déduit que

_ 1
lim F(a,) = —
n

n—x

Pour z > 0 on a donc :

_ F
lim F(a,z) = lim _(anx) =z
n—oc n—soc F(an)

—Q
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Proposition 2.12.

Si F(z) € MDA (®,(z)) alors les constantes de normalisations a, > 0 et b, € R

telles que :

Ve € R; lim F(a,x +b,)" = ®u(x)

n—x

peuvent étre choisies de la maniére suivante :
a, =U(n) et b,=0
ou U est la fonction quantile de queue de la variable aléatoire X .

Exemple 2.13. Dans ce tableau on présente quelques exemples de lois de probabilité qui

appartient au max-domaine d’attraction de Fréchet

Distribution de X coefficients de normalisation

X ~ Cauchy(0,1) a, =n/m et b, =0

X ~ Pareto(a) an =n'* et b, =0

X ~ loggaamma(a, B)(B8 > 0) || a, = ((T'(B)) "} (Inn)?~tn)Y* et b, = 0

B.Domaine d’attraction de Weibull

Théoréme 2.14.

La fonction de répartition F' appartient au domaine d’attraction de la distribution de

Weibull si et seulement si :

Tp < 400 et F(zp — 1) =a7L(z) ou la fonction L est a variation lente.

De plus; st F(z) € DA (V,(z)) avec ap=zp — U(n)=zp — F1(1 — 2) alors :
La suite (a,,' M, )n>0 converge en loi vers une variable aléatoire de fonction de répartition

.
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Proposition 2.15.

Si F(z) € (MDA V,(x)) alors les constantes de normalisations a, > 0 et b, € R

telles que :
Ve € R; nh_)rgo F(apz +b,)" = Y, (2)
peuvent étre choisies de la maniére suivante :
a,=zp—U(n) et b,=zp

ou U est la fonction quantile de queue de la variable aléatoire X et xp est le point

terminal.

Exemple 2.16. Dans ce tableau on présente quelques exemples de lois de probabilité qui

appartient au max-domaine d’attraction de Weibull

Distribution de X coefficients de normalisation

X ~U0;1] a, =1/n etb, =1

X ~ fB(a,0),(0 >0) || a, = (%n) et b, =1

C.Domaine d’attraction de Gumbel

Le domaine d’attraction de Gumbel est le plus délicat car il est difficile & énoncer du

fait qu’il n’existe pas une condition nécessaire et suffisante relativement simple.

Théoréme 2.17.

La fonction de répartition F de la variable aléatoire X avec le point terminal
Tp < +00 appartient au domaine d’attraction de la distribution de Gumbel si et seulement

sl existe a < xp tels que :

_ 0

F(z) =1— F(x) = ¢(x) exp <—/a %du)
ot ¢ et 0 sont des fonctions mesurables sur |a; xp| vérifiant :

lim ¢(x) =c>0et lim f(z) =1

T—Tp T—TF

et § est une fonction absolument continue sur |a;xp| de densité §' telle que :

Ve €la,zp[ -9 >0 etlim §'(z) =0.

T—TR
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Proposition 2.18.
Si F(z) € MDA (Ay(x)) alors :
les constantes de normalisations a, > 0 et b, € R telles que :

Vr € R
lim F(a,x + b,)" = Ao(z)

n—o0

peuvent étre choisies de la maniére suivante :

ou U est la fonction quantile de queue de la variable aléatoire X et ¢ est la fonction

définie dans le théoréme précédent.

Proposition 2.19.

St la fonction de répartition F de la variable aléatoire X est une fonction de Von-

Mises, alors F' appartient au max-domaine d’attraction de Gumbel.

Exemple 2.20.

La distribution exponentielle du parameétre X > 0, i.e :

1—e™ siz>0
H(z) = ,A>0
0 st <0
H est une fonction de Von-Mises.
en effet : on a xg = +oo et

Vr €10, o0

() =1 - H(z) = e = exp (— /O %du)

On déduit que H est une fonction de Von-Mises de fonction auziliaire 6(x) = 71,

Alors H € MDA (A)

Exemple 2.21. Dans ce tableau on présente quelques exemples de lois de probabilité qui

appartient au maz-domaine d’attraction de Gumbel

Distribution de X coefficients de normalisation
X ~ Rayleigh a, = ay/logn et b, = a/2+/logn
In(47) +Inlnn
X ~N(0,1 an = (2Inn)~"? et b, =v2Inn —
(0,1) (2Inn) | 3 rl —
—1 —Inl
X ~T(a, ) w =51 et b, = nn+ (o );nn nl(a)
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Les conditions nécessaires et suffisantes pour q’une fonction de répartition F' appar-
tienne & un domaine d’attraction d’une distribution extréme sont pas facile a vérifier.
La partie suivante on va présenter une condition suffisante condition de Von-Mises,
elle est simple & vérifier mais dans le cas ou les fonctions de répartitions ayant une densité

car cette condition est basée sur la fonction de Hasard.

Condition suffisante de Von-Mises(1936)

Théoréme 2.22.

Soit F' une fonction de répartition absolument continue de densité f et soit la fonction

de hasard
Sl
M) = T
1. Si h(z)> 0, x assez grand et s’il existe a > 0 telle que :
lim zh(z) = « alors :
T—>r00

F(z) € MDA(®,(z))

2. 81 F7Y(1) < 1 et sil existe a > 0 telles que :
li F~1(1) - =
i (P = 9)h(e) =
alors :
F(z) € MDAV, (z))
3. Sih(z) # 0 et h dérivable au voisinage de F~1 (ou bien F~' = +00) et si de plus ;
d 1
lim () = :
:]H;r_r%(l) dx <h(x)) 0 alors
F(x) € MDA(A(x))

2.3.3 Domaine d’attraction de GEV

Théoréme 2.23.

La fonction de distribution de F' de la variable aléatoire X appartient au max-domaine
d’attraction de la distribution des valeurs extrémes généralisés GEV G si et seulement

st o1l existe une fonction mesurable  telle que :

fim 2 20(0) _ (14 &)™ si&#0

(2.6)
ae F(t) e® si&=0

avec 1 +&x >0 etz € R.
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Proposition 2.24.

F € DAG; si et seulement si :

lim F(a,z +b,) = —log Ge(z)

n—x

Pour une certaine suite (an,by)n>0 0t a, >0 et b, € R; on a alors la convergence en

loi de a, (M, — by,), vers une variable aléatoire de la fonction de répartition Gy.

Démonstration.

= On suppose que I’ € DAG, alors :

lim (1 — Fapz + by))" = Ge(z) (2.7)

n—x

En prend le log de (2.7)

lim nlog(l — F(a,z +by,)) = log G¢(x)

Ona:V(l+¢&x)>0
lim F(a,x+b,)) =0

n—oo

lim nF(a,z + b,) = —log Ge¢(z)

n—oo
<= Siona:
lim F(a,x +b,) = —log G¢(x)

n—oo

alors : F' € DA(G¢)(évident)

Exemple 2.25.

Soit X v.a suit la loi de Pareto standard
F(z)=1—127 avec 0 € R%.

Ce qui implique que :

x? six>1
1—-F(x)=
1 stx >0
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On pose : a, =n'?; b, =0

alors :
L =% sixz>n/?
n[l — F(a,z + b,)] =n[l — F(nox)] =
n six <mn /e
passant a la limite
4
% six>0

lim n[l — F(a,x + b,)] =
e o0 stx <0

—Inexp(—2?) siz >0

—1In6 stz <0

=—Ind,(2)

Donc F € MDA (®,(x)).

2.3.4 Reésultats obtenus

Considérons les 2 lois suivantes :
1- La loi x-exponentielle
VA, a>0
F(x) = (1 — (1= Xx)e ™)

2- La loi exponentielle généralisée

Va > 0,VA >0

La loi x-exponentielle

On a
F(x) = (1 — (1 —Azx)e ™)
Pour trouver le domaine d’attraction maxima, on va utilisé le théoréme (2.10)
D’abord :
v = Fy) =~ (14 el ™)
ol w est la fonction de Lambert.

-1 _ _ —1 _
LG =g -G (1 —29)

_ __o—1
0 G1(1 — 2¢) — G=1(1 — 4e) 1/2=2
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2°=1/2=c¢c=-1

Donc la distribution maximum de la loi exponentielle généralisée appartient au max do-
maine d’attraction de Weibull (c<0).

On peut calculer les coefficients de normalisation a l'aide de la proposition(2.15)

La loi exponentielle généralisée

On a
y=((1-e))
Pour trouver le domaine d’attraction maxima, on va utilisé le théoréme (2.10)
D’abord :

1
z=—5 log(1 — y/®)

On applique le théoréme (2.10)

“1(1 _ o) — F-1(1 _
limF (1—¢€)— F (1 — 2¢)

=1
e—0 F=1(1 — 2¢) — F~1(1 — 4e)

2°=1=¢=0

Donc la distribution maximum de la loi exponentielle généralisée appartient au max do-
maine d’attraction de Gumbel (c¢=0).

On peut calculer les coefficients de normalisation & l'aide de la proposition (2.18)

__l B n—1 1/
o= brog (1 (")
~1

(1og (1 = (=) ~ log (1 = (£-)'"%)

n

b, =

> =

Remarque 3. La fonction de Lambert, c’est la fonction inverse de la fonction f définie
par f(x) = xe®.

Quelques propriétés de la fonction :

y=xe’ = x=w(y)

w(ze®) =x
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Remarque importante

La loi de Bernoulli de paramétre p € |0, 1] n’admet pas une convergence du maximum
normalisé.

En effet :

Soit X; une variable aléatoire de loi de Bernoulli de paramétre p € ]0, 1] alors :
Pr(X;=1)=p=1-Pr(X; =0)

On pose
T =inf{k > 1; X), = 1}

Sin > T on aura M, = 1.La loi de T est une loi géométrique de paramétre p.Donc T est
finis p.s et M,, est constante égal a 1 p.s alors,a partir d’un certain rang il n’existe pas
de suite (an, by)n>1, avec a, > 0 telle que la suite a,'(M, — b,) converge en loi vers une
limite non dégénéré.

Donc il n’existe pas une limite non dégenerée pour la limite de maximum normalisé de la
loi de Bernoulli.

De fagon analogue, on peut démontrer aussi la méme chose pour la loi géométrique et la

loi de poisson.
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2.4 Estimation des paramétres de la loi des valeurs ex-

trémes

Dans cette partie , on va donner quelques méthodes d’estimation pour estimer les
parameétres des valeurs extrémes et plus précisément pour estimer l'indice des valeurs
extrémes noté £ qui joue un role trés important et essentiel dans le comportement de la
loi des valeurs extrémes V.E.

Deux méthodes d’estimation seront discutés :

1. Estimation par des méthodes paramétriques.
2. Estimation par des méthodes semi-paramétriques.

2.4.1 Estimation par des méthodes paramétriques

Il y a deux méthodes plus fréquentes dans I’estimation paramétrique sont :
La méthode du maximum de vraisemblance et la méthode des moments.
Et aussi une autre méthode récente et donne des résultats trés important c¢’est ’estimation

par la méthode des L-moments.

A.Estimateur de Maximum de vraisemblance

Cet estimateur est le plus classique des estimateurs, donne des résultats asymptotiques
efficaces,et les estimateurs obtenus convergent vers les vraie valeurs des parameétres.
Sous I'hypothése que les X; sont (iid) i = {1, ...,n} et ayant la méme loi de la distribution
GEV avec une densité g(x)(g a 3 paramétres sont y, o, §).

La fonction de vraisemblance s’écrit comme suit :
L(1.0.€) = [ L oee o0,
i=1
Pour faciliter les calculs, on travaille avec le logarithme des vraisemblances
log L1, ,€) = log [ [ a(ee 0. &) = 3 log gl 1. 0.6)
i=1 i=1

Pour la loi GEV

- - n o ~1/¢
st (14 S ((52) £ (0(252)

=1
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Le vecteur 0= (ji, &, &) est solution du systéme suivant :

((dlog L(p,0,€)

O
0*log L(p,0.€) _

( op? -
(0log L(p, 0,§)

52100 17
og L(p, 0,§) <0
\ 002 -

=0

>
I

=0

Q>
I

et

5log L(u, 7€)
I
=\ §2log L, 0,€)

5€2

=0

<0

Il n’existe aucune solution explicite pour résoudre ces systémes, le probléme dans ce cas
devient un probléme d’optimalité numérique.
Mais a l'aide du langage R on peut estimer les paramétres de différentes lois avec le

maximum de vraisemblance.

Lemme 2.26 (Comportement des estimateurs MV dans le cas GEV).

D’apres la théorie du MV le support de la loi ne dépend pas des parameétres. Mais
dans le cas des lots EVD le support dépend des parametres sauf dans le cas particulier
ou & = 0.

L’estimateur de MV dans le cas GEV est consistant, asymptotiquement efficace et

asymptotiquement normal pour tout & > % Ce résultat était démontrer par Smith(1985).
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B.Estimation des paramétres avec la méthode des moments(PWM)

Cette méthode consiste a égaler les moments empiriques et les moments théoriques.

L’inconvénient de cette méthode ¢’

d’un échantillon sont biaisés.

est que a partir du 2™¢ ordre les moments empiriques

Pour cela on propose d’égaler les les moments empiriques pondérés d’'un échantillon aux

moments pondérés.
Soit Xl, XQ, .
On définit :

les moments pondérés d’ordre

B

avec r € N

X, un échantillon de fonction de répartition G5 ¢.

T par :

= E(X G0 (7))

Et les moments empiriques pondérés d’ordre r par :

1 & ;
o 2; Xim G e (i)

avec r = 0,1,2. En utilisant la distribution des extrémes généralisés G,,, ,¢ on obtient :

1
r+1

/Br:

telle que I'(t

= Jo =

(i1, 0, 5) est la solution du systéme

Lexp(—

2[1 — (r—1)fT(1 = ¢)]

|

x)dx et £ < 1. L’estimateur des moments pondérés 6 =

d’équation suivant :

Bo=p— %(1 —T(1-¢)) (2.8)
261 — fy = —%(1 —290(1 - ¢) (2.9)
30— B  1—-3°
260 — By 1—2 (2.10)

En inversant les formules, on obtient (u, 0, &) en fonction de fy,/51 et fo ;puis en utilise les

moments empiriques pondérés on obtiendra :

1 — .

~ 2; Xim Fy (2(im))
1 — "
d (5

1 —1

De Déquation(2.10) on obtiendra ¢.
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De l’équation (2.9)

De I’équation (2.8)

* Cet estimateur est consistant.

C.Estimation des paramétres avec la méthode des L-moments

La méthode des L-moments est équivalente a la méthode des moments de probabi-

lités.

* Les estimateurs par L-moments des paramétres du modéle GEV lorsque —1/2 < £ <

1/2 sont donnés par :

€ ~ 7.8590¢ + 2.9554¢>
lo€

T 291 +9)
Aot — &(1—§(1+é)
§
ou :
2 log 2

CZS—i-Tg_logS

et [1,ly et [3 sont respectivement les estimateurs des L-moments d’ordre 1 et 2 et du

rapport des L-moments .

Ces estimateurs peuvent étre définis a partir des moments de probabilité pondérés

fr = E(XG"(2))
Un estimateurs sans biais de 3, (r > 0) est :

1 n
bO_EZIXj

by = %zn: G-V =21

=1

(n—1)(n—-2)..(n—3)""
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Et les estimateurs des quatre premiers L-moments sont :

li =bo

lo =2by — by

l3 = 6by — 601 + by

4 = 20b3 — 30by + 12by — by

En divisant les L-moments d’ordre supérieure & 2 par la mesure de dispersion [y ; on
obtient les estimateurs des rapports des L-moments 7. = [,./ly avec r = 3, 4.
En pratique :

Le coefficient de I’asymétrie 73 peut s’écrire d’'une maniére directe de la facon suivante

X

nocr; + —
n

ou

et X est la moyenne empirique de 1’échantillon.
Remarque 4.
1. Les nombres Iy et ly correspondent respectivement a la moyenne et a [’échelle de
la distribution.

2. Le coefficient de wvariation est défini par : 7 = ly/l;.

3. Le coefficient T3 appelé le coefficient d’asymétrie(Skewness), il mesure le degré

d’asymeétrie.

4. Le coefficient T4 appelé le coefficient d’aplatissement (Kurtosis), il mesure le

degré d’écrasement de la distribution.
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2.4.2 Estimation par des méthodes semi-paramétrique
A.Estimateur de Hill

C’est le plus simple des estimateurs de queue, il a été introduit par Hill (1975), pour

estimer d’'une maniére non paramétrique le parameétre de queue.

Définition 2.27.

Soit (kn)nso une suite d’entier avec 1 < k, < n etn > 0 Uestimateur de Hill est défini
par :
~ 1 _
g}l'(fn = K —1 Zfﬁl ' log Xn—i+1,n - log X’Vl—kn-l—l,n

pour & > 0.

Construction de ’estimateur de Hill

Il y a plusieurs approches pour construire I’estimateur de Hill, on va utiliser ’approche
EMV.
e On considére une suite de variable aléatoire (iid) de loi de Pareto de paramétre a > 0,
de fonction de répartition est donnée par :F(x) =1—2"%; 2 < 1.
Donc la densité est : f(z) = az™>" 1.
On veut trouver l'estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) de «, pour cela on

donne L la fonction de vraisemblance et les dérivées du logarithme de la fonction vrai-

semblance par rapport a a.

Donc :

Slog L .
g~ _ 1 Z log x;
=1

Yol a —
5% log L n
a2 a2

L’estimateur du MV de 1/« est alors la statistique :

I 1 ¢
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Une généralisation concerne F(x) = cx=*; x > 0.

Si on pose ¢ = u® avec x > u > 0,on obtient donc 'EMYV de a.

- Xam )
= o ()
—1
= (— Z log X(in) — log u)
[

Souvent,on n’a pas l'expression de la fonction de répartition mais dans le domaine d’at-
traction maximal de Fréchet. On sait que F' suit la loi de Pareto a partir d’'un certain
seuil connu .

Soit K = card{i = 1,...,n; X;, > u} conditionnellement, & 'événement {k = n}, les es-
timateurs du maximum de vraisemblance des paramétres a et ¢ associes & un échantillon

de la loi définie par :

k

n a\n— —(a+1
f(X(l,n)a 7X(k,n)) = (n — k) (1 - Cl‘k) kckak Hmz (et
i=1

Théoréme 2.28.

Soit (kp)nso une suite d’entier telle quel < k, <n, k, — 400 et lim %” =0 alors :

n—oo
AH cyey »
{k, converge en probabilité vers §.

kn

W = 400 alors :

Si de plus ; si hm
f K, converge presque surement vers §.

De plus aussi; si autres conditions de wvariation sont vérifier avec \/kné‘(k—)—m
n
alors :

\/k_n(égn — &) converge en loi vers N'(0,&?) (Normalité asymptotique).

Quelques explications sur le théoréme

1. Cet estimateur est biaisé, ce biais est de lo’ordre de 5( ) La condition v/k,, 8( )HO
impose au biais d’étre négligeable devant I'écart type de 'estimateur qui est quand
a lui égale & k.
Une minimisation de ’erreur en moyenne quadratique peut étre utilisée comme cri-
tere. Mais cette méthode reste néanmoins inutilisable en pratique puisque ’erreur

en moyenne quadratique reste inconnue.

2. Pour établir la normalité asymptotique de ’estimateur éf}’n, on a besoin d'une hy-

pothése sur la fonction a variations lentes 1.

2017-2018 Probabilités et Statistique



2.4. Estimation des paramétres de la loi des valeurs extrémes 34

Il est en effet nécessaire d’imposer une condition qui spécifie la vitesse de conver-
gence du rapport des fonctions & variations lentes vers I (définie a la partie de
fonction a variations lentes).

Le résultat sur la normalité asymptotique de ’estimateur de Hill permet de donner

un intervalle de confiance pour cet estimateur.

B.Estimateur de Hill négatif

Cet estimateur est un complément a l’estimateur de Hill dans le cas ou £ < —1/2

Il est défini comme suit :

Définition 2.29.

Soit (ky)n>o une suite d’entier avec 1 < k,, < n lestimateur de Hill négatif est donné

par :

~

1
&g = E log(Xn,n — Xnin) —108(Xnn — Xnkn)

\\Pﬂw

Cet estimateur est consistant si £ < —1/2 et asymptotiquement normal si —1 < £ <

—1/2.

C.Estimateur de Hill adapté

Définition 2.30.

Cet estimateur est applicable pour tout £ € R.

1l est défini comme suit :

k

|

H _ - > “log(UH;) — log(UHy1)
=1

avec :
1.

UH; = X(it1,0) (—, 22:1 log X;,, — log X(i+17n)) est la fonction empirique deUH au point
i

n
r = —.
2

Théoréme 2.31.

Soit UH wune fonction a variation réguliére,on suppose que §(x) une fonction telle que

O(x) — 0 et \/Efol §(2)dt — 0 lorsque n — ~+oo alors :

. | N(0,(1+6)) 51620
VE(ERL — €) converge en loi vers N(O 1—¢1+¢+ 2§2)> sinon
5 1 — 25
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Remarque
L’estimateur de Hill estime le paramétre de queue des fonctions a queue lourd c-a-d les

fonctions appartenant au domaine d’attraction de Fréchet.

D.Estimateur de Pickands

L’estimateur de Pickands est construit en utilisent trois statistiques d’ordre. Cet
estimateur a I'avantage d’étre valable quel que soit le domaine de définition de 'indice de

queue.

Définition 2.32.

On suppose que X; i = {1,...,n} est une suite de variable aléatoire (iid) de loi F' appar-
tenant & l'un des domaines d’attractions.Soit (K,)n,>1 une suite d’entiers avec 1 < k, < n.
L’estimateur de Pickands est défini par :

1 X(nkarl,n) - X(ankn+1,n)

FP
= lo
gkn log 2 s X(n—?kn—l—l,n) - X(n—4kn+1,n)

Théoréme 2.33.

Soit (kn)n une suite d’entier telle que 1 < k,, < n ,k, — +00 et lim ’% =0 alors :

n—oo
fﬁn converge en probabilité vers &.

n

Si de plus ; st lim = 400 alors :

n—oo log log n

P
x, converge presque surement vers §.

Sous des conditions additionnelles sur la suite k, et la fonction de répartition F on

aura

\/k:_n(fﬁn — &) converge en loi vers N(O,

§2(22£+1 + 1)
4(log 2)*(2¢ — 1)2>

Remarque 5. L’estimateur de Pickands est biaisé et la normalité asymptotique permet

de donner un intervalle de confiance pour l’estimateur.

E.Estimateur de Zipf

Dans le but d’améliorer le biais asymptotique des des estimateurs, Kratz, Resnick,
Steinbach et Schultze ont indépendamment proposé d’estimer I'indice de queue par la

méthode des moindres carrés classique. Leur estimateur connu sous le nom de Zipf.
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Définition 2.34.

L’estimateur de Zipf est défini par :

41 1 kot 1/ 1
o an log J log Xy ji1n — T Zfll log i <k:_ 2521 log Xn—i+1,n>

N ke + 1) 1 — ke + 1)
— ¥ (] —({—>_" 1o
kn Z]:l ( Og ] kn Z] 1 g ]

Cet estimateur est asymptotiquement gaussien.

cZ
€, =

2.5 Estimation de quantiles extrémes et de période de

retour

Le choix de la loi pour les valeurs extrémes et ’estimation de la fonction de répartition
en déterminant I'indice de queue de distribution ne sont souvent qu'un objectif intermé-
diaire, I'objectif principal étant plutot I'estimation d’un quantile extréme ou d’un niveau

de retour ainsi que ’estimation d’une période de retour.

2.5.1 Estimation des quantiles extrémes

Nous estimerons le quantile d’ordre p; = 1 — % de I c-a-d le nombre z,, définie par
1 —F(xp,)= % Si t est grand, un tel quantile dit quantile extréme.
Pour 'estimation de ce quantile on va utiliser la méthode d’estimation des quantiles par
la méthode des blocs car cette méthode est basée sur le théoréme de Fisher-Tippet, et
en suppose que l’échantillon de maximum suit exactement une loi GEV.
Construction des blocs :

On divise I’échantillon Xy, Xy, ..., X, en k blocs de méme taille n . Soit (N = nk) le j™¢

bloc est défini par :
Mw‘ = MaxX(jfl)nJrla ey X(jfl)nJrn

avec : 1 = {1..k} et j = {1..k}
Proposition 2.35.

L’estimateur de quantile extréme obtenu par la méthode des blocs s’écrit sous la forme :

A

= [l = (~log(1—p)~¢] €#0

M Qe

(2.11)

xpt =

fi — & log(log(1 — py)) £=0

ou 1,0 eté sont estimateurs des parameétres de la loi VE.

2017-2018 Probabilités et Statistique



2.5. Estimation de quantiles extrémes et de période de retour 37

En utilisant ’estimateur de Hill

On consideére les fonctions de répartition appartenant au domaine d’attraction maximal
de Fréchet (€ > 0), alors la fonction de survie peut se mettre sous la forme F = x~¢L(z)
ou L est une fonction a variation lente.

Donc on peut écrire :

)

et on considérent que le rapport des fonctions a variation lente est proche de 1 on trouve :

n—k

F(x) ~ F(Xo_s) ( X;”_k) -

On déduit de cette expression un estimateur F'(x) pour z > X,

7 Lk _ T —1/¢8,
Flz)=1- EF(Xn_k) <Xn_k)

d’ol

H n ik
Iy = Xk E(l —p) (2.12)

2.5.2 Estimation de période de retour

Nous définissons le niveau de retour comme la valeur x; telle que nous espérons détecter

en moyenne un seul dépassement de cette quantité au bout de t périodes c’est a dire :

E ( ijl ]‘xz>1’y) =

L’estimateur d’un niveau de retour d’ordre t revient a ’estimation d’un quantile extréme

1
d’ordre p; =1 — n

Proposition 2.36.

Un estimateur d’ordre p$FV du quantile x,t pour la loi des GEV est donné par :
N
N Ty — ~
exp —<1+§(“T“) ) si &0

exp —exp(—%) sz'f:O

~GEV __
br -

~

d’ou :
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. -1
N Dy — S
A Lo ep(-(+ ) siéto
Tepv = T — i) ! L
1—exp(—exp(— ~ )) si&=0
o
alors :
~ 1 ~
Ta = VéEeR
= Gé@m)

2.5.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on donne les fondements de la théorie probabiliste des valeurs ex-
trémes. Au début, on a présenté le théoréme fondamental de la théorie des valeurs extrémes
(théoréme de Fisher-Tippet) et les différents domaines d’attraction ainsi que le coefficient
de normalisation avec des résultats obtenus dans ce cadre. Aprés on a passé a I'estimation
des parameétres des valeurs extrémes avec des méthodes paramétriques et des méthodes
semi paramétriques. Enfin on a estimé les quantiles extrémes ce qui conduit & I’estimation

de la période de retour et le niveau de retour.
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Chapitre 3

Distribution de Pareto généralisée

Motivation : L’approche basé sur la GEV a été critiqué dans la mesure ou
lutilisation d’un seul maxima conduit a une perte d’information contenue
dans les autres grandes valeurs de l’échantillon.

Pour pallier ce probléme,la méthode POT (Peaks-Over-Threshold) ou
méthode des excés au-dela d’un seuil élevé a été introduit par

Pickands(1975),basé sur la distribution de pareto généralisées GPD.

3.1 Introduction

La méthode des excés au-dela d’un seuil repose sur le comportement des données qui
dépassent un seuil donnée.Autrement dit,elle consiste & étudier le comportement non pas
du maximum des données qu’on a en main,mais toutes les données qui dépassent un seuil

élevé u.Plus précisément,les différences entre ces données et le seuil u appelées exces.

Définition 3.1.

On appelle excés de la variable aléatoire X au-dela d'un seuil uw < xp la variable

aléatoire Y qui prend ses valeurs sur |0, zp — u[ définie par :
Y=X—-ulX>u (3.1)
avec u < Tp.

Définition 3.2.

On appelle distribution des exces de la variable aléatoire X par rapport a un seuil
u < xp la loi de probabilité de la variable alétoire Y excés de X au-dela du seuil u <

xp donnée par sa fonction de distribution de répartition F,,qu’on appelle fonction de
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distribution des excés suivante :

Yy € R
.
0 y<0
1—Flu+y
F.(y) = 1—#(@) O<y<azpr—u (3.2)
1 Yy>Tp—u
\
i
e
Mz
%3 ¥3
w1 i
W l
b — — 1 _ 4 _ | _ 1 _ _ _ _____ L - ____
M
Wil o

FIGURE 3.1 — excés

3.1.1 Distribution de Pareto généralis¢(GPD)

La distribution de Pareto généralisé joue un roéle trés important a la modélisation

des excés.

Définition 3.3.

Soit £ € R,0On appelle distribution de Pareto généralisé standard toute fonction
de répartition He ou toute loi de probabilité qui a He comme fonction de répartition telle

que :Vr e R, 1+ &x >0

1— (1+&x)~ Y8 0
Hewy = { TS 67 (33)

1—e™® =0
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Définition 3.4.

Une distribution He g est dite de Pareto généralisée de parametre £ € R et f > 0
St
1= (14507 g0
Hep(x) = P
’ 1—ex ( x) £E=0
p— p _— — =
g
Cette distribution est définie pour :
x>0

(3.4)
£§>0

O<zx<—p/ £€<0

B représente le parameétre d’échelle et £ le parameéetre de forme.

1 [ T T T T T T T T T
H:I'l k=0
0.9 4,'.| k=0l 1
I'."-. k=0
Dﬂ' - III'II -
I|I II|I
0.7 F |\ .
.'l-:—'_H II| II'.
E 06+ ". .
i} ’ I| 1
] I|II '.I
o5 |\ -
-_E I|I III
E \
E 04r I'. II'. 7]
o 4\
0.3r WA 7
\
kY
0.2r 7
",
-"‘\\"'\.
0ar \\ i
0 | | i B . i i | 1
0 1 2 3 4 5 G 7

10
FIGURE 3.2 — Densité de Pareto
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3.1.2 Particularités de la GPD

1. Si ¢ > 0,la distribution H g est la loi de Pareto usuelle avec @ = % et K = %
En effet :
¢ —-1/¢
Hgﬁ(l‘) = 1 — (1 —f‘ —{L‘)
g
1 1/¢
- (
c)
1+ =22
5
1/¢
()
f+&x
é 1/¢
- (%)
3
2. Si € = 0,la distribution Hy g(x) est une distribution exponentielle d’espérance f.
¢ —1/¢
%1_1(}(1) Hepg(x) = %1_1)1(1) 1-— (1 + Bx)
x
:1—exp(—lim( b ))
£—0 14+ f_&?
g

:1—?_1>r(1)exp<—%) log <1+%x>

1og(l+§x)
()
zl—exp(_—x)

= Ho ()

3. Hep(w) € MDA(Gy); V€ € R.
En effet :
Soit ¢ > 0, on sait que si F' € MDA(G¢) alors : F(z) = 2~ Y/¢L(x) ot L(x) est une

fonction a variation réguliére (théoréme de Karamata).
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On montre que : Heg(z) = 274 L(x).

Hep(x) =1 — Hep(z)
(-5
::<L+%x>lk

- -1/¢
:x_1/£<x lg_l_g)

ey
- (6+x>
:x_l/fL(x)

oﬂ:L(x):%—l—i

On montre que L(z) est & variation réguliére.

L est a variation réguliére <= lim L{tz) =1.
z—o0 L(x)
(tr) 1 + € e
. L(tz) ( B >
:L"H)r(}( L(;L') _:Egr;( l’ilﬁ—f—f -1/
(=)
(tr)"'B+¢
' T —1/¢
- (o)
5
i (20 £>1/5
o T xilﬁ —|—€
=1

Donc L(z) est a variation réguliére ; alors He g(x) € MDA(Ge).

4. Si & = —1, elle correspond a une loi uniforme sur [0, 5].

5. Si & > 0, on retrouve la loi de Pareto décentrée.

Question : Quel est le lien entre la loi de Pareto généralisée et la distribution des exces?
Réponse : Le théoréme suivant fait le lien entre le comportement asymptotique de la

distribution des excés et la loi de Pareto généralisée.
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3.2 Théoréme de Pickands-Balkema-De Haan

Théoréme 3.5.

La fonction de distribution F de la variable aléatoire X appartient au maz-domaine
d’attraction de la distribution des valeurs extrémes généralisée standard G (£ € R) si et
seulement s’il existe une fonction strictement positive B telle que la fonction de distri-
bution des exces F, de X par rapport au seuil u < xp converge uniformément vers une

distribution de Pareto généralisée He g,y lorsque u tend vers xp.

F e MDA(G¢) <= lim sup |F,(y) — Hepuw| =0 (3.5)
U—=Tp O<y<zp—u
Démonstration.
Pour une démonstration de ce théoréme, on pourra se référer au [6]. |

Remarque 6.

* Le théoreme de Pickands-Balkema-De Haan est considéré aussi comme le deuxieme
théoreme fondamental de la théorie des valeurs extrémes,ce qui a donné une importance

a la distribution de Pareto généralisée dans cette théorie.

Dans cette approche on ne retient que les observations dépassant un seuil fixé u < zp
.On a définit 'excés Y de la variable aléatoire X au dessus du seuil u par X —u|X > u.Si
I’'on note par F,, la fonction de répartition d’un excés au dessus du seuil u,on a pour tout

y>0

1= Fu(y) =Pr(Y >y)
=Pr(X —u|X > u)
PrX >u+y, X > u)
Pr(X > u)
1-F(u+y)

Y OR (3:6)

Lorsque le seuil u est grand,on peut approcher cette quantité par la fonction de survie
d’une loi GPD.Afin d’approcher le quantile,il suffit d’utiliser le résultat de Pickands-
Balkema-De Haan qui établit ’équivalence entre la convergence en loi du maximum

vers une loi des valeurs extrémes G¢ et la convergence en loi d’'un excés vers une GPD.
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Exemple 3.6.

1. La loi exponentielle du paramétre 1 : F(x) =1—¢e™*

on prend B, =1
Fu+vy) — F(u)
1 — F(u)

e U — Uy

Fu(y)=Pr(X —u<z|X >u) =

e—u

=1—e"

Pour tout y > 0,la lot limite est la loi GPD de parameétre £ =0 et B, = 1.
Donc dans ce cas, la loi GPD n’est pas simplement la loi limite, mais il s’agit de

la loi exacte pour tout wu.

2. La loi de Pareto :F(x) =1—cx™®, (¢ > 0,a > 0)
On pose :B, = ub, b >0
Yy >0
F(u+ uby) — F(u)
1 — F(u)
cu™® — c(u + uby)

Fu(y) =

cu~¢
=1—-(1+0by)@

St on pose & = é et b=¢&, la limate est alors la loi GPD de paramétre €.

Petite synthése :(Relation entre GEV et GPD)

* Si pour une variable aléatoire X de fonction de répartition F' inconnue,l’échantillon
des maximums normalisés converge en distribution vers une loi de probabilité non dégé-
nérer,alors il est équivalent de dire que F' est dans le max-domaine d’attraction d’une
distribution GEV d’indice de queue £ € R (Théoréme de Fisher-Tippet).

Dans ce cas, il s’en déduit que la distribution des excés de X au-dela d’un seuil v converge
uniformément vers une distribution GPD,de méme indice de queue que celui de la distri-
bution GEV Jlorsque ce seuil tend vers le point terminal xr de la fonction de répartition

F (Théoréme Pickands-Balkema De Haan).
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3.3 Estimation des paramétres de la GPD

L’estimation des parameétres d’'une distribution GPD pose le probléme de la déter-
mination du seuil u,car il doit étre suffisamment grand pour que I'on puisse appliquer le
théoréme précédent,mais ne doit pas étre trop grand afin d’avoir suffisamment de données
pour obtenir des estimateurs de bonne qualité.

Donc,tout d’abord avant d’estimer les parameétre de cette distribution on doit choisir le

bon seuil.

3.3.1 Choix du seuil

Le choix du seuil reste toujours délicat mais il y’a une méthode graphique nous aide a
déterminer le bon seuil u,dans cette méthode en utilise une fonction qui est la fonction

moyenne des exces.

Définition 3.7.

On appelle fonction moyenne des excés de la variable alétoire X par rapport au
seuil u < xp, et on l’a note e(u),la fonction espérance de la variable aléatoire Y excés de
X au-dela du seuil u < xp définie par :

Yu < zp
e(u) =E(X —u|X >u) =

1 [
_ F(t)dt 3.7
i / (1 (3.7)
Définition 3.8.

Soient (X1, Xa, ..., X;,) Uéchantillon de taille n € N* de la variable aléatoire X et F,
sa fonction de répartition empirique.
On appelle fonction moyenne des excés empirique de la variable alétoire X par
rapport au seuil u < xp la fonction e,(u) définie par :

Yu < xp

en (1) = Fl( ) / Yt

- card{A )} Z (3:8)

1€A(u)
avec : Ap(u)={i =1,...,n} tel que X; > u et § =0 (conventionnellement).

Proposition 3.9.

St W est une variable aléatoire qui a comme fonction de répartition une distribution

de Pareto généralisée He g avec (£ < 1,5 > 0),alors sa fonction moyenne des excés e(u)
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au-dela d’un sewil u < wq (wy est le point terminal de He g ) est donnée par :

\V/U<U}0 6 5
+&u

e(u) =E(W —u|lW >u) = ¢

avec : 3+ &u > 0.

e On peut résumé l'idées principale pour choisir le bon seuil on utilisant la méthode

graphique comme suit :

1. Cadre théorique :
D’apres le théoréme de Pickands-Belkema-De Haan, si a partir d'un certain
seuil ug < xp 'excés de la variable aléatoire X au-dela du seuil ug suit une loi de

Pareto généralisée, c-a-d : Yuy < xp

e(ug) = E(X — ug| X > ug)
_ Bluo)
1-¢

e Si cette approximation est vraie pour le seuil ug,elle sera vraie pour un autre

seuil u tel que : Yug < u < xp

e(u) = E(X — uo| X > up)

Blug) + §u
=" > 3.10
e (3.10)

avec : (ug) + &u > 0
e Et pour déterminer le seuil u,on exploite la linéarité en u de la fonction moyenne

des exces e(u).

2. Cadre empirique :
Si on suppose que nos données z, ..., x,, (n € N) sont une réalisation de I’échantillon
(X1, ..., X,,) de la variable aléatoire X ,alors on procéde de la maniére suivante pour
déterminer le seuil u < zp :
On calcule l'estimateur é,(u) de la fonction moyenne des excés e(u) de X au-dela

du seuil u,en utilisant sa version empirique e, (u) par :

nu) = card{i;lxi > u} Z (vi = u) (3:11)

1,L; >U

avec :

min r; < u < max r;

1<i<n 1<i<n
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e On trace le graphe

Ky = [u, é,(u)); lrglglnxl < u < max (3.12)

e Une fois le graphe est tracé,on exploite la linéarité en u de la fonction moyenne
des exceés d'une distribution de Pareto-généralisée ¢ 3 au-dela du seuil choisissant
u < x ou z est le point a partir duquel le graphe k¢ g est approximativement une

droite.

3.3.2 Estimation des paramétres de la GPD

Une fois le seuil optimal choisi,on construire une nouvelle série d’observations au dessus
de ce seuil et la distribution de ces données suit approximativement une distribution GPD.
Dans cette partie,on va estimer les parameétres de la GPD on utilisons trois méthodes

différentes :
1. Méthode du maximum de vraisemblance.
2. Méthode des moments pondérés.

3. Méthode basé sur les graphes de la moyenne des excés(Mean exces
plot(MEP)).
A. Méthode du maximum de vraisemblance

La densité de la distribution GPD est :

BUEB+ex) € sig£0

Blexp(—%) sié&=0

9ge5(x) =

La fonction de vraisemblance est donnée par :

l<€7 57 Ly eeny fEn) = Hgf,ﬁ(xz>
i=1

Ce qui implique

logl(&, 8,21, . n) = Y _ gep(:)
=1

= —nlogf — (1 — %) iz:;log <1+%xi>
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On pose que 7 = %, I’annulation des dérivées partielles des logarithmes de la fonction de

vraisemblance conduit au systéme :

- 1

£ = - Silog(14+7X) =7

1 1 1 X;

Z =1+ Z no__ Tt
ST Yy

Lestimateur de MV (€, 7) est (€ = £(7),7) ou 7 est la solution de :

1 1 1 X
;:ﬁ(l—i_g)zl—l—TXi

i=1

Cette équation se résous numériquement de maniére itérative.

* Cet estimateur est asymptotiquement normale

ﬁ(é—é;g— 1) N0, MY

ol
1+¢&¢ —1
—1 2

M™7'=(1+¢)

Ce résultat a été démontrer par Hosking et Walis.

B.Méthode des moments pondérés

Rappelons que le moment pondéré d’ordre r est définie par :

1 =E(Z(Ges(2))")
avec r € N.
On prend la variable aléatoire Z suit la loi de Pareto généralisée de paramétre (&, 3). Le
moment pondéré p, est égal a :

p
r+1)(r+1-¢)

m= (3.13)

avec r = 0;1

Pourr=0;r=1

et
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On remplace pg et pp par les estimateurs des moments empiriques pondérés

1 n T o _l 1
M= 3 (T ) Yo

j=1 Ni=1

1 & i\
2 (1) o
1

j=

ou X est la j™¢ statistique d’ordre.
On trouve alors un estimateur de ¢ par cette méthode qui est donné par

1

nt (4? _ 3> o (3.14)

1

EZ] ] <2?—1)X( n)

780N
I

C.Méthode basé sur les graphes de la moyenne des excés(MEP)

Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F' et d’espérance finie,on

rappelle que la fonction de moyenne des excés est définie par :

Yu >0 N
ex(u) = B(X — u|X > u) = ﬁ/ Fly)dy

Et le MEP correspond au graphe associé aux point (u;ex(u))

Si F € MAD(G¢) alors on aura :
elog x (logu) = E(logX —logu|X > u) — &
En remplace u par X 1)
elog x (108 X(ky1,n)) = E(logX — log X(kt1,m)| X > X(k+1,n))
€log x (108 X(k41,)) est un estimateur consistant,donc on déduit que

(3.15)

~

f = 6logX(lOg X(k+l,n))
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3.3.3 Estimation des quantiles extrémes et période de retour
A.Estimation des quantiles extrémes

Dans cette approche,on va utiliser une méthode nommée Méthode POT (Peak-
Over-Threshold) pour estimer les quantiles extrémes.
Cette méthode est basée sur I'approximation de la distribution des excés pour la loi de
Pareto généralisée. De plus elle présente un avantage par rapport a la méthode des blocs,
en ce sens qu’il est plus facile d’avoir un échantillon d’exces que de max.Dans la pratique,
on remplace u par X(,_g+1,,) qui représente la K plus grande observation de I’échantillon.

Pour réaliser cette méthode,on va suivre les étapes suivantes :

1. Soit Xi, ..., X,, un échantillon,a partir d’un certain seuil u, on note N, le nombre

d’observation qui dépassent ce seuil.

2. Soit Y7, ..., Yy, un échantillon des excés au dessus du seuil u de distribution condi-

tionnelle
F(z+u)— F(u)

1— F(u)

D’aprés le théoreme de Belkema-Pickands De Haan une approximation pour

F,z)=Pr(X —u<z|X >u) =

cette distribution on peut approximer cette distribution par :
T >uetu— 00
Fy(x) ~ Hep(x) (3.16)

Et de plus :

3. La décomposition de F' peut s’écrire de la maniére suivante :

Pour z > u

F(z) =Pr(X >u)F,(x —u) + Pr(X <)
Cette distribution est estimée par :

Flz)=(1- Fo(u))Hg 5(x) + Fo(u) (3.18)

Ou F,(u) est la fonction de répartition empirique au point u, tel que

Ny

3
Donc F' est la loi GPD de paramétre £ =&, 5 = 5(1 — Fn(u))

et j1=1u— ?((1 — Fy(w) ™ - 1).
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L’estimateur pour la queue F(u + ) prend la forme :

~ N, o\ L
Flu+x) = —(1+§£)
n g
et

~1/¢
Flu+x) = 1—%(14—5%)

d’ou

o\ Ve
F(x) :%(1+5x8u)

4. On inverse la fonction F' définie dans (3.17), on trouve l'estimateur du quantile

extréme qui est donnée par :

Donc :

; ¢
#POT — u ? (Nﬁua - p)) - 1) (3.19)

B.Estimation de période de retour

On sait que I'estimation de la période de retour 7' d’un quantile x por revient a estimer
I’ordre de ce quantile pr = lA
Selon (3.19) nous estimons la période de retour pour la loi des valeurs extrémes GPD
par :

VEeERet >0

A 1
ROt L~ 3.20
p Nul _Hé,B(IP) ( )

3.4 Approximation du niveau et du temps de retour

La théorie des valeurs extrémes suppose la continuité de la loi de distribution pour
estimer le niveau et la période de retour. Elle ne semble donc pas judicieuse dans le cas
de données discretes.

Comme nous nous intéressons & des données discrétes, nous allons proposer une estimation
de bornes du niveau de retour et une estimation d’un temps de retour au lieu de les calculer
exactement.

Soit un n échantillon (Xi, Xy, ..., X,,) de n variable aléatoire discrétes positives(iid) de
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variable aléatoire générique X de fonction de répartition F'.

Problématique : Quelle valeur de niveau de retour z; choisir pour qu’au bout de t-unités

de temps,nous espérions un dépassement de z; i.e 2,7 tel que :

t
. 1
=1
1
1= Fla) = (3.22)

Vi=1,..t
A défaut de calculer explicitement Z; nous proposons d’aprés Guillou-al(2007) une borne
supérieur b; du niveau de retour tel que pour tout ¢ donné :
Vi=1,..t

Pr (XZ- > bt) =

~+ | =

< Pr(X;>1,)

3.4.1 Borne du niveau de retour

A.Borne supérieure du niveau de retour

La méthode développée par Guillou-al(2007) pour obtenir la borne supérieure repose

sur linégalité de Markov
E(h(z))
h(x)

Pour = > 0 et avec le choix de fonction h :h(x) = u(x)v(F(z)).

1— F(z) < (3.23)

telle que u et v sont deux fonctions positives et croissantes définies respectivement sur
[0, +00] et [0, 1].
Pour un quantile z; d’ordre p, = 1 — %, la fonction de survie F(#,) = % En remplagant z

par &; et F (&) par p, dans ['inégalité de Markov, on obtient :
uliy) < t6(u, v)

Y= v(pe)

avec 0(u,v) = E(u(X)v(F(X)))

d’ou :

u désignent la fonction inverse de w.
Ainsi :
2, <inf by (u,v); u et v sont deux fonctions croissantes positives.

Et pour un échantillon ordonné (X ,, ..., X, ) nous considérons l'estimateur naturel de
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0(u,v) : )
0 =5 o ()

Proposition 3.10.

Soit X la variable aléatoire positive de loi F'.
Si v(.) est une fonction Lipshitzienne d’ordre 1 sur [0,1] et u(.) une fonction telle que

les intégrales [ |u(x)|dF (x) et [v?*(F (x)dF (x) sont finies alors :
1. La variable aléatoire \/ﬁ(ﬁn(u,v) - Q(U,U)) £ N(0,0%).
2
o? = E< —v(U)v(F(U)) + 0(u;v) — fol (ly< — t)v’(t)u(F%(t)dt)>

ot U est la fonction de répartition d’une loiuniforme sur{0,1].

2. La variable aléatoire \/ﬁ(i)t(u, v) — by(u,v)) 5 N(0,9?).
, to? (. t0(u,v) 2
w2 = O ey )

vpy Upt
Proposition 3.11.
Soit X une variable aléatoire positive de loi F' telle que F'(0) = 0.
e Siv(.) est une fonction positive,strictement croissante et Lipshitzienne d’ordre 1 sur
[0,1] et u(.) est une fonction positive,continue et strictement croissante telle que
E(u3(X)) < +o0 alors :

o Sio? est nul,

lim Pr (5?1(;2;3)) <1- F(x)) =0

Sous les conditions des deux propositions,on peut remplacer 6(u,v) par é(u, v) dans
I'inégalité de Markov et estimer ba borne supérieure du niveau de retour par :
A t0 U,V
be(u,v) = u <M) (3.24)
UPt

Et un intervalle de confiance :

~

16, - Muwi%2¢wm<HYG@@ﬂ§] (3.5

Upt

ou :
o est I'estimateur de o.

q1—2 est le quantile d’ordre 1 — § de la loi normale centré réduite.
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B.Borne inférieure du niveau de retour

Une borne inférieure du niveau de retour de z; a été estimée par [ selon :

1<éwmv)—til@%uwﬂé> (3.26)

w(;)pt

i’t Z Zt<u7w7Q) =u

avec :

. 1

0*(u,v) = L 30 u(Xin)w (1 - —> . Et w est une fonction positive et décroissante définie
n

sur [0,1] et ¢ > 1.

3.4.2 Approximation du période de retour

A défaut de calculer explicitement la période de retour d’'un quantile théorique z;. On
propose une démarche pour estimer ce temps de retour 7' en deux étapes :
Etape 01 :
e Utiliser les estimateurs des deux bornes(sup et inf) pour tracer le graphe (¢, 1, b;) avec
lh <& < by
e La valeur de [, étant constante pour tout ¢,nous utiliserons la borne supérieure du niveau
de retour pour estimer approximativement le temps de retour de z;.
Etape 02 :
e Soit une nouvelle observation x;, & t,.
e On pose zy, = ZA)T.
e Nous lisons sur le graphe précédent la valeur T correspondante associe au niveau de
retour ou au quantile(inconnu) Zr avec ; < by.
D’ou :
Ty, > Tp <= 36 > 0 tel que : x4y = Ty,
Donc le temps de retour théorique (7' d;) de 'observation zy, est supérieur au temps de
retour 1" de Bt.

Alors il serait naturel de procéder de méme avec la borne inférieur I, puisque l; < z; < b;.

1 1 1
1— F(ly) 1= F(&) 1— F(b)

ou : T;, T et Ty, désignent les temps de retour associées a l;, z; et b;.
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14
1

12

10

FIGURE 3.3 — Bornes du niveau de retour

L’axe des abscisses représente les valeurs de t et ’axe des ordonnées correspond aux
bornes du niveau de retour ou du quantile. Les points rouges correspondent a la borne
supérieure du niveau de retour b , les points bleus correspondent a la borne inférieure du

niveau de retour .

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre on a exposé une autre méthode pour étudier les valeurs extrémes, la
méthode POT ( Peaks-Over-Tershold) ou méthode des excés au-dela d’un seuil.
Cette derniere est basée sur la distribution de Paréto généralisée, elle a I'avantage de
diminuer la perte d’information par rapport & la méthode précédente.

Ce chapitre souligne I'essentiel du fondement théorique de cette méthode et le théoréeme
de Pickands-Belkama-De Haan qui est considéré comme le deuxiéme théoréme fonda-
mental de la théorie des valeurs extrémes. On a estimé les paramétres avec trois méthodes
différentes mais aprés la détermination du seuil afin d’arriver au le but essentiel des va-
leurs extrémes, qui est l'estimation de niveau de retour et de la période de retour et en a

cloturé ce chapitre par une approximation de la période de retour et le niveau de retour.
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Deuxieme partie :

Partie d’application



Chapitre 4

Application en hydrologie

Dans ce chapitre, nous réalisons une étude de cas réelle pour modéliser la distribu-
tions des valeurs extrémes généralisées, les données sont obtenues suite a une collecte des
données de barrage de Beni-Haroun (Mila).

Les objectifs principaux de ce chapitre sont :
1. Déterminer la loi.
2. Estimer les paramétres.

3. Prédire des futurs observations ainsi que la période de retour et le niveau de retour.

4.1 Problématique

Les crues d’origines naturelle peuvent causent le plus de dégats en termes de vie hu-
maine,matériels.
La connaissance des débits de crue reste un axe de recherche important en hydrologie
pour la conception des aménagements des cours d’eau, le dimensionnement des ouvrages
de franchissement et la protection des zones urbaines.
Les prévisions des valeurs extrémes et des crues permettent d’élaborer un plan de préven-
tion des risques inondation.

Les hydrologues sont exposés a deux problématiques majeures :

1. Comment estimer les débits de fréquence d’apparition rares (période de retour de
plus de 100 ans) sur les sites ot on dispose d’information pluvio-hydrométrique

uniquement d’une dizaine d’années d’observation ?

2. Méme question que précédemment mais sur les bassins ot 'on ne dispose d’aucune

information 7

o7
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La législation impose aux concepteurs des ouvrages des fréquences d’apparition d’environ
100 ans pour les digues, 1000 ans pour les barrages en béton et 10000 ans pour les barrages

en remblais.

4.2 Application

D’abord on fait une simple analyse statistique descriptive, les résultats selon le langage

R sont :

Min 1 st Qu | Median | Mean | 3rd Qu | Max
-902.465 | 0.33 0.724 | 2.630 | 2.904 | 901.934

TABLE 4.1 — Stat-des des données

On remarque que la plage des variations des données est entre —902.465 (Hm?)et
901.934 (Hm?) mais la moyenne est 2.630 (Hm?3). Dans ce cas la moyenne n’est pas

représentative. Donc on parle des extrémes.

4.2.1 L’approche GEV

La distribution des valeurs extrémes généralisée modélise le comportement du maxi-
mum d’un échantillon.
Pour déterminer la loi et estimer ces paramétres, on utilise la méthode du "maximum par
blocs" qui consiste & construire un échantillon de maximum & partir d’'un échantillon de

données en formant des blocs de méme dimension.

A partir 5234 observation on a former 172 blocs chaque bloc contient un seul maximum.

La statistique descriptive du nouveau tableau est :

Min 1 st Qu | Median | Mean | 3rd Qu Max
0.1690 | 0.9272 | 3.3415 | 14.7211 | 9.7897 | 901.3400

TABLE 4.2 — stat-desc des blocs

Intervalle de confiance
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MOy 1095%
14.7211 | [4.3095, 25.1328]

TABLE 4.3 — IC de la moyenne des blocs

Estimation des paramétres on utilisons la méthode MLE

Les résultats selon le langage R sont comme suit :

location scale shape

1.746263 | 2.253963 | 1.278713

TABLE 4.4 — Est-MLE pour GEV

Estimation des paramétres on utilisons la méthode LM

Les résultats selon le langage R sont comme suit :

location scale shape

2.413073 | 3.734732 | 0.736260

TABLE 4.5 — Est-LM pour GEV

Intervalles de confiance

95% lower CI | Estimate | 95% upper CI
location 1.367772 1.746263 2.124754
scale 1.654443 2.253963 2.853482
shape 1.063660 1.278713 1.493767

TABLE 4.6 — IC des paramétres de GEV

Interprétation des résultats
On a estimer les parameétres du modéle par 2 méthodes : MLE et L-Moments.
La moyenne actuelle des affluents est 14.721 (Hm?), dans un intervalle de confiance
[4.3095; 25.1328], cette moyenne est statistiquement significatif au seuil a = 5%.
D’apres les résultats obtenus les 3 paramétres sont statistiquement significatifs au seuil
a = 5%.

1-L’estimateur du paramétre de localisation est inclue dans 'intervalle de confiance pour
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un seuil o = 5%.

La largeur de cet intervalle est L = 0.76, donc il a une petite largeur, plus I'intervalle est

petit plus qu’il est précis c-a-d il s’approche de la vraie valeur.

2-Le paramétre de dispersion (d’échelle) est inclue dans un intervalle de confiance [4.3095; 25.1328].
3- Le paramétre le plus important dans les distributions extrémes est 'indice de queue,
I’estimateur de ce parameétre é’ qu’on a trouvé est inclue dans un intervalle de confiance

a une largeur trés petite (0.43) (tend vers zéro). Et on remarque qu’il est le plus petit

intervalle par rapport aux autres estimateurs.

Choix de la distribution :
Onaé=127T>0et0¢]/ C¢ donc notre modele suit la distribution de Fréchet.

fevd(x = affluents, data = tab, type = c("GEV"))

© —— Empirical
o - - - Modeled
o
©
o
o
=
5 3
% o |
o
o |
o
o
IG_ | £ A
e | | | | |
0 200 400 600 800

N =172 Bandwidth =2.126

FIGURE 4.1 — Densité du modéle
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La représentation graphique de la densité de notre modele est adéquate avec la densité
de Fréchet. Comme notre modéle admet Fréchet comme densité alors on conclue qu’il est

a queue lourde c-a-d la queue d’une fagon polynomiale.

Remarque 7.

S1 & =0 est dans l'intervalle de confiance ! Modéle de Gumbel adapté ?

Apreés la détermination de la distribution du modéle et estimer ses parameétres on arrive
a notre but principal de I’étude du comportement des extrémes qui est : I'estimation de
la période de retour et le niveau de retour.
Période de retour et niveau de retour
Dans cette partie on va donner des prévisions a court terme et & long terme pour la

période de retour et le niveau de retour associé. Les résultats obtenus sont les suivant :

level IC

3ans | 5.575 | [4.0313,7.1178]

5ans | 11.983 | [7.7109, 16.2544]
10 ans | 31.308 | [16.1571,46.4596]
15 ans | 53.812 | [25.5008, 84.1228)

TABLE 4.7 — Niveau de retour pour GEV

Interprétation des résultats

1. A court terme (3 ans - 5 ans)
e Pour 3 ans :
On a une probabilité 1/7" = 1/3 pour avoir un niveau de crue de moyenne 5.575
(Hm?).
Ce résultat est statistiquement significatif au seuil o = 5%.
e Pour 5 ans : On a une probabilité 1/7" = 1/5 pour avoir un niveau de crue de

moyenne 11.983 (Hm?). Ce résultat est statistiquement significatif au seuil o = 5%.

2. A long terme (10 ans- 15 ans)
e Pour 10 ans :
On a une probabilité 1/7" = 1/10 pour avoir un niveau de crue de moyenne31.308
(Hm3).
Ce résultat est statistiquement significatif au seuil o = 5%.

e Pour 15 ans :
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On a une probabilité 1/7 = 1/15 pour avoir un niveau de crue de moyenne 53.812
(Hm?).

En général, ce niveau est noté dans la période (Décembre-Janvier). La crue survient
souvent apreés de fortes pluies en amont dans le bassin versant, plus rarement lors

de la fonte des neiges. Ce résultat est statistiquement significatif au seuil o = 5%.

* On remarque plus que la période s’éloigne 'intervalle de confiance s’élargit. La méme
remarque qu’on peut remarqué sur le graphe qui exprime la période de retour en fonction
du niveau de retour.

A partir de 20 ans les intervalles de confiance s’élargissent. Donc notre étude est valable
pour une durée compris entre 5 ans et 10 ans. Mais avec les méme conditions actuelles.
Critiques :

Le départ était avec 5234 observations, apreés la construction des blocs on a gardé que 172

observations, ce qui provoque une perte d’information, c¢’est I'inconvénient de la GEV.

fevd(x = affluents, data = tab, type = ¢("GEV"))
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FIGURE 4.2 — Rep.G-Modéles dans le cas GEV
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Probabilité et probabilité empirique du modéle

fevd(x = affluents, data = tab, type = c("GEV"))

Model Probabilities

| I I | I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Empirical Probabilities
FIGURE 4.3 — Probabilité et probabilité empirique (GEV)

Les points sont proches de la diagonale de I'unité.

4.2.2 L’approche GPD

Dans cette partie de ’application, on va travailler avec le tableau initial nommé "tab",
mais apres la détermination d’un seuil, car cette méthode consiste a étudier les données
qui dépassent ce dernier.

Choix du seuil

Selon le langage R le résultat est le suivant :
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© 0
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FIGURE 4.4 — Stabilité de la queue

Pour déterminer le seuil on a utilisé une méthode graphique basée sur la stabilité de pa-
ramétre indice de queue . c-a-d a partir de quel niveau & devient stable?

D’apres le résultat on remarque que & est stable entre le niveau 10 et 15 puis il se perturbe
légerement puis il devient stable & partir du niveau 18.

Nous choisissons 10.65 (Hm?*) comme un seuil.

Distribution du modéle et estimation des paramétres

scale shape

2.5691751 | 0.4527368

TABLE 4.8 — Es.Paramétres pour la méthode POT

Intervalles de confiance

95% lower CI | Estimate | 95% upper CI
scale 4.5374483 5.5691751 6.6009019
shape 0.2953281 0.4527368 0.6101455

TABLE 4.9 — IC pour les estimateurs (POT)

D’apreés ces résultats, I'estimateur d’indice de queue f =0.4527> 0.
De plus on a IC¢ = [0.3;0.61] donc 0 ¢ IC, alors notre modele suit la distribution de

Paréto .
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Remarque 8.

S1 & =0 est dans Uintervalle de confiance! Modéle de exponentiel adapté ?

Période de retour et niveau de retour

Dans cette partie on va donner des prévisions a court terme et a long terme pour la période

de retour et le niveau de retour associé. Les résultats qu’on obtenus sont les suivants :

level IC(a =5%)
3 ans 80.887 | [55.8531,105.9211]
5ans | 102.363 | [64.2729, 140.4539]
10 ans | 140.707 | [75.6392,205.7743]
15 ans | 169.392 | [81.7293,257.0538]

TABLE 4.10 — Retour-POT

D’aprés les résultats obtenu de cette étude laissent penser a la survenue des crues

d’amplitudes assez importantes.

Ce résultat peut se justifier par I’échauffement climatique et ses conséquences sur le chan-

gement de climat et la perturbation des pluies.

Return Level
|

_hoeeo—e=og =5 ——

T I T T
2 L 10 20

50

100 200 500 1000

Return Period (years)

FIGURE 4.5 — Niveau de retour (POT)

La représentation graphique de la période de retour en fonction du niveau de retour

exprime que les estimateurs de la période de retour et le niveau de retour sont inclus

dans des intervalles de confiance large, plus la période est s’éloigne plus que 'intervalle

est s’élargir.
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4.2.3 Comparaison entre GEV et GPD

e Dans la premiére partie le nombre d’observations aprés la construction des blocs
était 172 observations par contre dans la deuxiéme partie le nombre d’observation aug-
mente jusqu’a 320 observations ce qui diminue la perte d’information.

Entre GEV et POT

Dans la GEV on ne prend en compte que les max ~ Dans la méthode POT on ne prend
en compte que les dépassement de seuils.

Choix de la taille du bloc ~ Choix du seuil

compromis :

Biais (données pas assez extrémes) ~ Variance(pas assez de données).

e Le point commun qu’on a constaté c’est que l'indice de queue n’est pas changé

(€>0).

e Mais les résultats concernons la période de retour et le niveau de retour sont com-

plétement différents peut étre du a la richesse de la GPD par rapport au GEV.
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Conclusion générale

Au cour de ce travail, On a partagé le travail en deux partie, partie théorique et par-
tie d’application. La partie théorique dans laquelle on a procédé a la présentation des
fondements théoriques des valeurs extrémes des distributions uni-variées qui modélisent
les phénoménes extrémes. On a exposé deux approches différentes (GEV et GPD). On
a estimé les paramétres et les quantiles et la période de retour et le niveau de retour de
chaque approche, et on a exposé des résultats obtenus dans la premiére approche. Et on
a cloturé cet partie théorique par une approximation concernant la période de retour et
le niveau de retour. La seconde partie est une réalisation de la premiére partie c-a-d on a
appliquer les deux approches précédentes, pour analyser la variable "crue" aux données
issues de barrage de Beni Haroun. Dans ce cadre on a arrivé a 'objectif de notre appli-
cation qui est I'estimation la période de retour et le niveau de retour. On a déterminé la

période de la survenue des crus avec le niveau associé.
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Résumé

Les événements extrémes ont été étudiés par de nombreux chercheurs durant les der-
niéres décennies. Les statisticiens ont également développé des outils statistiques capables
de traiter ce type de données statistiques. Dans ce mémoire, on a réalisé une synthése
concernant les outils fondamentaux utilisés dans ’analyse des valeurs extrémes.
D’abord, on a procédé a la présentation des résultats fondamentaux des distributions uni-
variées qui modélisent les phénomeénes extrémes, leurs différents domaines d’attraction et
le coefficient de normalisation ainsi que ’estimation des parameétres par deux méthodes
différentes. Puis on a exposé la distribution généralisée de Pareto comme deuxiéme ap-
proche pour la modélisation des valeurs extrémes.

Enfin, on propose d’appliquer les deux approches précédentes, pour analyser la structure
de dépendance pour le couple de variables "cote-crue" aux données issues de barrage de
Beni Haroun. Les données proviennent de l’archive de la direction du barrage de Beni

Haroun dans la wilaya de Mila entre 2004 et début 2018.

Abstract
Extreme events have been studied by many researchers in recent decades. Statisticians
have also developed statistical tools capable of handling this type of statistical data. In
this thesis, we synthesized the fundamental tools used in the analysis of extreme values.
First, we presented the fundamental results of univariate distributions that model extreme
events, their different domains of attraction and the coefficient of normalization and the
estimation of parameters by two different methods. Then we exposed the generalized
distribution of Pareto as a second approach for modeling extreme values. Finally, it is
proposed to apply the two previous approaches, to analyze the dependency structure for
the pair of "flood-side" variables to data from the Beni Haroun dam. The data come from
the archive of the direction of the Beni Haroun dam in the wilaya of Mila between 2004

and early 2018.



