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Résumé

Le but de cette these est I'étude de quelques systémes d’équations aux différences
de type rationnels.

Le premier chapitre est consacré a 1’étude de la stabilité locale et globale des points
d’équilibre et I'existence des solutions non-bornées dun systéeme de k-équations aux
différences.

Dans chacun des trois autres chapitres, et comme généralisation de certains résultats
existants dans la littérature, nous donnons les formes explicites des solutions de trois
systemes et on se serve de ces formes pour étudier le caractere périodique et le com-

portement asymptotique des solutions.

Mots-clés : Equations aux différences, Systémes d’équations aux différences, Sta-

bilité, Périodicité.



Abstract

In this thesis we study some systems of rational differences equations.

In the first chapter, we investigate the locale and the global stability of the equi-
librium points, and the existence of unbounded solutions of a system of k difference
equations.

In the second, the third and the fourth chapters, we solve in closed form three sys-
tems of difference equations. We use the obtained formulas to study the periodicity and

the asymptotic behavior of the solutions.

Keywords : Difference equation, Systems of difference equations, Stability, Perio-

dicity.
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Introduction

Les équations aux différences est un sujet ancien et trés fréquent dans plusieurs
branches de la science. Les équations aux différences se manifestent comme outil
indispensable dans la modélisation de plusieurs phénomenes de la vie réelle, par
exemple dans 1’étude des populations. En analyse numérique, plusieurs méthodes de
discrétisation d’équations différentielles ordinaires ou a dérivées partielles, méthode

d’Euler, Crank-Nicolson, Runge-Kutta, ..., nous ramene a des équations aux différences.

Récemment, un intérét qui ne cesse d’augmenter est accordé aux équations aux
différences (non) linéaires par plusieurs chercheurs, voir par exemple les références
[1]-[44]. Principalement cette ligne de recherche va dans deux directions : la premiére
focalise sur la stabilité des solutions en utilisant la méthode de stabilité par linéarisation
(de Lyapunov) et I'autre consiste a trouver la forme fermée des solutions.

En général, résoudre une équation aux différences non linéaire est une tache tres dif-
ficile. La raison principale de cette difficulté réside dans le fait qu’il n’existe pas de
méthode systématique a suivre pour traiter ce genre d’équations. Cependant dans cen-
taines cas, et en transformant au type linéaire, voir par exemple [17]-[19]) et [27]-[33]),

plusieurs équations aux différences ont été résolues.

Dans notre these nous résolvant explicitement trois systémes d’équations aux différences



Introduction

non linéaires de type rationnel, mais aussi on étudiera la stabilité des points d’équilibre

d’un systéme a k-équations aux différences de type rationnel.

La these se compose d’une introduction et quatre chapitres.
Dans la premiére partie du premier chapitre nous donnons un bref rappel sur quelques
définitions et résultats connus utiles pour notre travail. Le comportement des solutions

des systemes d’équations aux différences

Xn y”
Xpy1 = ———— = n=0,1,..
n+1 a+cyn’ yn+1 b+dxn/ VAR

Axn By”
s Y1 = 5
1+y, 1+x,

a été étudié respectivement dans [2] et [44]. Inspiré par ces études, dans la deuxieme

n=0,1,..,

Xn+1 =

partie de ce chapitre et comme généralisation de ces systémes, on étudiera le compor-

tement des solutions du systéme de k—équations aux différences suivant, voir [16].

oy ary®
-y
bl + Cl(yn )pl bZ + CZ(yn )rJ2
(k-1) ak—lyg{_l) (k) ak]/;(qk)
Yo = r Y1 = , ne€N, k=23,

b1 + ck-1(yff))”k-1 be + ce(y )

Dans [6], les auteurs s’intéressent particulierement a la forme des solutions de I’équation

X _ XnXp-1
n+l —
X, — 1

+1, mnelN.

Motivé par cette équation, la forme, la périodicité et le comportement des solutions du

systeme d’équation aux différences suivant

axXpYn-1 bx,—1 Yn

yn_a +ﬁ/ yn+l: xn_ﬁ

Xp4l = + a, n €N,

feront 1’objet du deuxiéme chapitre, voir [17].
Dans le troisieéme chapitre, voir aussi [18], on s’intéresse a la forme explicite et a I'étude
du comportement des solutions du systeme d’équation aux différences suivant

P P

p ntl = ne€N, p, ke N
ayi_k+byn Y P

Xn+1 = ’
axl .+ Bx,
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Cette étude est une généralisation des résultats exposés dans [38].

Le dernier chapitre est consacré au systeme d’équations aux différences d’ordre
supérieur avec coefficients variables (non auténome) suivant, voir [19].
k k
H]:O yn—2] H]:O xn—2]

Yny1 =

k k ’ k k ’
ITi1 xn-j-1) (an + b, [T yn—zj) [Tiz1 Yn-cj-n) ((Xn + B ITj=0 xn—Zj)

n € IN.

Xn+1 =

Cette étude a été motivé par les travaux de Elsayed et Ibrahim [13] et Ibrahim [22].
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CHAPITRE 1

Sur le comportement des solutions d"un
systeme d’ordre 1 de k-équations aux

différences

1.1 Rappels

Dans cette partie, on rappelle quelques définitions et résultats utiles pour le reste de

la these. Pour plus de détails et de résultats nous renvoyons aux références [7, 15, 23, 24].

Définition 1.1.1 Une équation aux différences (non autonome) linéaire d’ordre k + 1, k € IN,

est une équation de la forme

Yn+1 + Po(M) Yy + P1(0) Y1 + -+ + pr(M)Yni = g(n), nelN (1.1)

oug(n),pi(n),i = 0,1, ...,k sont des fonctions réelles avec py(n) # 0, Vn € Net y_y, Y_k+1,...,Yo €

R sont les valeurs initiales.

11



Chapitre 1.Sur le comportement des solutions d"un systeme d’ordre 1 de k-équations aux
différences

Remarque 1.1.1 i) Une suite {y,}'>, est dite solution de I'équation (1.1) si elle satisfait
cette équation.
ii) Sion fixe les valeurs initiales y_y, . . ., Yo, alors 'équation aux différences (1.1) admet une
et une seule solution.

iii) Sigetp;, i=0,1,..,knedépendent pas de n, alors I'équation (1.1) est dite auténome.
Le lemme suivant sera tres utile pour la suite de la these.

Lemme 1.1.1 Soient {a,},2, et {b.};2, deux suites dans R. Considérons I'équation aux

différences linéaire du premier ordre (non auténome)
Yn+1 = GnlYn + bn/ n € IN.

Alors,

Yn = (ﬁai)wa[ﬁ ai]br.

i=0 r=0 \i=r+1

En outre, si a, et b, sont constants (c-a-d a,, = a et b, = b pour tout n € IN), et dans ce cas,

I'équation est dite autdnome, on a

Yo + bn, a=1,

Yn = , nelN.
a® -1
a”y0+(a_1)b, a+1.

Le corollaire suivant est une conséquence du lemme précédent.

Corollaire 1.1.1 Soient a,b € R, Considérons I'équation aux différences linéaire du deuxieme

ordre autonome suivante

Yus2 =aY, + b, n € IN.

Alors,
Yo + bn, a=1,
VnelN: vy, =
at -1 _
a'yo + ( o )b, sinon,

12



Chapitre 1.Sur le comportement des solutions d"un systeme d’ordre 1 de k-équations aux
différences

Y1 +bn, a=1,
VYnelN: Yops1 =

n

a'y; + ( 7 )b, sinon,

Maintenant on donne une définition plus générale d"une équation aux différences.

Soit G une partie de R, k € IN, et soit
f:NxG* —G

une fonction continue.

Définition 1.1.2 Une équation aux différences (non autdnome) d’ordre (k+1) est une équation
de la forme

Xn+l = f(]’l, Xny X1y s xn—k)l n= 0/ 11 sy (12)

avec xo, X_1, ..., X_x € G, sont les valeurs initiales.

Remarque 1.1.2 i) Si f ne dépend pas den, i.e.,
f:G*"—G
alors I'équation (1.2) est dite autonome et on écrit
Xne1 = f(Xn, X1y ooer Xn—k)-
ii) Si l'équation (1.2) prend la forme (1.1) on dit que c’est une équation aux différences

linéaire.

Définition 1.1.3 Un systeme (non autdnome) d’ordre (k + 1) de deux équations aux différences

est un systeme de la forme

Xn+1 = J\, Xy Xp=1s ooos Xn—ks Yrur Yu—1s +++r Yn—k),
1= f( 1 kr Yir Yn=1, --or Ynk) . (1.3)

]/n+1 = g(”, Xy Xn=1s coer Xn—ks }/n/ ]/n—lr eeey yn—k)/

avec k € N et

f,g: NxG*? — G

sont deux fonctions continues et Xo, X_1, ..., X_k, Yo, Y-1, -, Y-k € G, sont les valeurs initiales.

13



Chapitre 1.Sur le comportement des solutions d"un systeme d’ordre 1 de k-équations aux
différences

Remarque 1.1.3 i) Si f et g ne dépendant pas de n le systéme est dite autonome.
ii) Le systeme (1.3) est dit linéaire si f et g s’écrivent
f, X0, Xn-1, - o) Xncks Yy Yty - - 0 Ynk) = Qo(M)Xp+a1(n)x,-1+. . Aae(m)x,—+Po(n)y,+

B1(M)Yp1 + ... + Pr(M) Yy + y(n)

et

91, Xy Xt ) Xnckes Yy Yt Ynok) = Qo (1) + @1 ()Xt + - . . + &e(0)20—ic + Po(n) Y +
Br(m) Yt + ..+ Br()yni + P().
avec aj, &;, Bi, ﬁi, i =0,1,--- ,k ety ¥ sont des fonctions réels, tels que, I'une des

fonctions ax, P, &k, Pr ne s'annule pas dans IN.

Définition 1.1.4 (Périodicité) i) Une suite {x,} >, est dite éventuellement périodique de

période p, p € IN*, s’il existe ng > —k, tel que

Sing = =k, la suite {x,}'= , est dite périodique.

it) Une solution {(x,, y,)} >, du systeme (1.3) est dite éventuellement périodique (resp.
périodique) de périodep, p € IN", siles deux suites {x,}>, et {y,}'> , sont éventuellement

périodique (resp. périodique) de période p.
Maintenant nous donnons quelques éléments de la notion de stabilité par linéairisation.
Considérons le systeme d’équations aux différences non linéaire (autonome)
Xy =F(X,), n=0,1,..., (1.4)

avec

F: G— G,
ol G C R, k € IN* est une fonction continue et X, € G* ¢ R le vecteur initial.
Définition 1.1.5 Un point X € G¥ est dit point d’équilibre du systeme (1.4) si
X = F(X).

14



Chapitre 1.Sur le comportement des solutions d"un systeme d’ordre 1 de k-équations aux
différences

Remarque 1.1.4 1) Le systeme (1.4) est dit linéaire (auténome), s’il s’écrit
X1 = AX,,

avec A est une matrice constante carrée d’ordre k.

2) Si F dépend aussi de n, i.e.,
F: NxGF— G,

le systeme est dit non auténome et on écrit :
Xy =F(n,X,), n=0,1,...,
ce dernier est dit linéaire (non auténome) s’il s’écrit
X1 = Am)X,,

avec A(n) est une matrice variable carrée d’ordre k.

Supposons que la fonction F est de classe C'. Alors, le systéme linéaire associée au

systeme (1.4) autour du point d’équilibre X est donnée par :
Y1 =AY, n=0,1,...,

avec Y, € R¥ et A la matrice Jacobienne de F évaluer au point X.

Définition 1.1.6 Soient X un point d'équilibre du systeme (1.4) et || . || une norme sur R¥.

1. Le point d'équilibre X est dit stable (localement stable) si pour tout € > 0, il existe & > 0
tel que || Xo —X <6 implique || X, — X ||< € pourn > 0.
2. Le point d'équilibre X est dit asymptotiquement stable (localement asymptotiquement

stable) s'il est stable et s'il existe y > 0 tel que,|| Xo — X ||< y implique

lim X, = X.

n—-+oo

3. Le point d’équilibre X est dit globalement attractif, si pour tout X,
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différences

4. Le point d'équilibre X est dit globalement (asymptotiquement) stable s'il est localement

stable et globalement attractif.

5. Le point d’équilibre X est dit instable s'il n’est pas localement stable.

Le résultat suivant établit des conditions suffisantes pour la stabilité ou l'instabilité

d’un point d’équilibre du systéme (1.4).

Théoreme 1.1.1 1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne A sont dans le
disque unité ouvert |A| < 1, alors le point d’équilibre X du systeme (1.4) est asymptoti-

quement stable.

2. Si au moins une valeur propre de la matrice Jacobienne A a un module supérieur a un,

alors le point d’équilibre X du systeme (1.4) est instable.

1.2 Lecomportement qualitatif d"'un systéme de k-équations

aux différences d’ordre 1

Le comportement des solutions des systemes d’équations aux différences

Xn yn

n = Yn = s = O/ 1/---/
Ansd a+cyy Yni1 b+dx, "
Axn By”
Xnt1= 73/ Ynt1 = —5, HN= 0/ 11---1
1Tty St = xh

ouua, b, c,d A et Bsont des nombres réels, ont été étudié respectivement dans [2]
et [44]. Dans cette partie et comme généralisation de ces systemes, on va étudier le

comportement des solutions du systeme d’équations aux différences

a (1) a 0))
YO, = 1Yn @ = 2Yn
b a@r T b+ o)
(k=1) 5]
(k-1) _ Ak-1Yn ® AkYn _
yn+1 7 In+1 (D’ ne N/ k = 2/ 3/ Tty (15)

b+ alyPye

16



Chapitre 1.Sur le comportement des solutions d’un systeme d’ordre 1 de k-équations aux
différences

ou p1,p2, ..., px € N*, les parametres a;, b;, c;, i = 1,...,k, sont dans ]0, +oo[, les valeurs

initiales yél), y(()Z), ey y(()k) sont des nombres réels positifs.

Par le changement de variable
RN
, N\ o
x,(j)z(l—l) 13/,(;), i=1,...,k
bia

avec ¢y = cx, by = by, po = pr, le systeme (1.5) se réduit au systeme

()

; ax ,
xgllzﬁ, i=1,...,k, neN, (1.6)
1+ (x, )i
avec la convention % = x.

Soit X;, = (x,(}), ey x;k))T, alors le systéme (1.6) peut s’écrire sous la forme
Xn+1 = F(Xl’l)/ ne N/

ou F est la fonction

F : [0, oo[f— [1, co[*

tel que
E(Xy) = (fi(X), .., fuX:))', neN,

avec les fonctions (f;)iz1, _x

i : [0, 0o[F— [0, o0[

sont définies par
@
aix,
(Xy) = —————,
fi%a) 1+ (s

n

n € IN.

Remarque 1.2.1 Un point (%1, %2,..., %) € [0, oo[ est dit point d’équilibre pour le systeme
(1.6) si

_ ;X

B 1+ (fz'+1)p"’

xi:ﬁ(fl,fz,...,xk) i:1,...,k.

1l est clair que X = (%1,...,%) € [0, o[k est un point d’'équilibre du systeme (1.6) si et
seulement si

X = F(X).

17



Chapitre 1.Sur le comportement des solutions d’un systeme d’ordre 1 de k-équations aux
différences

X:= (%,%,...,%) =(0,0,...,0) := 0 est toujours point d’équilibre du systeme (1.6).

De plus, sia; > 1 pour touti =1,...,k, le systéme (1.6) admet aussi le point d’équilibre

X* = ((ak C), (a1 = D . (o — 1)ﬁ) €]0, oo,

1.2.1 Stabilité locale et globale des points d’équilibre

Dans les théoremes suivants nous examinons la stabilité locale et globale du point

d’équilibre trivial 0.

Théoreme 1.2.1 i) Sia; <1, pour tout i = 1,...,k, alors le point d’équilibre trivial est

localement asymptotiquement stable.

ii) Siil existeuniy € {1,...,k} tel que v, > 1, alors le point d’équilibre trivial est instable.
Preuve. Le systéeme d’équations aux différences linéaire associé au systéeme (1.6)
autour du point d’équilibre trivial est donné par
Y1 =Diag(ay, o, ..., a0)Y,,, n=0,1,...,

ou Y, € R et Diag(a, @, - .., ax) est la matrice diagonale avec ay, @y, ..., ax sont les

éléments de la diagonale. Ainsi, son polyndme caractéristique est donnée par
P(A) = (A = a1)(A = az) -+ (A — ay).

Alors les racines de P(A) sont les a;,i = 1,...,k. Donc par le Théoréme (1.1.1), on a les

résultats souhaités.

Théoréme 1.2.2 Supposons que a; < 1 pour tout i =1,...,k, alors le point d’équilibre trivial

est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Soit {X,,}*, une solution du systéme (1.6). Par le théoréme précédent X = 0 est

localement asymptotiquement stable, alors il suffit de prouver que le point d’équilibre

18



Chapitre 1.Sur le comportement des solutions d"un systeme d’ordre 1 de k-équations aux
différences

trivial X = 0 est globalement attractif, c’est a dire

lim X, =0,

n—00

ce qui équivalent a

limx? =0, Vi=1,...,k

n—oo

Nous avons 0
1
; ax )
0 -G 0 ok

1+ (xgﬂ))Pi -

Ainsi, par récurrence, nous obtenons

x,(f) < a?xg), Vi=1,...,k

d’ou,

limx? =0, Vi=1,...,k

n—oo

Exemple 1.2.1 Considérons le systeme (1.6) avec

k| a an as || p1 | p2 | p3

3111/212/3(3/41 4|31

Supposons que x(()l) = 45, x(oz) =18et x((f') = 22. Des figures (1.1), (1.2) et (1.3)), on voit que

lim x,(}) = lim x(nz) = lim xff) =0.

n—+o0o n—+o0o n—+oo

Définition 1.2.1 Un polyndme P(x) de degré n s’écrit sous sa forme la plus générale :

1

P(x) = ayx" + a,.1x" + -+ +ay,

out les coefficients a;, i = 0,--- ,n, sont des nombres complexes.

Remarque 1.2.2 Le polynome P(x) admet exactement n racines sur C (d’aprés le théoréme de

d’Alembert-Gauss).

19
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différences

14 T T T T T 0025

08

061

04t

0.005
02t

Fic. 1.1 — Graphique de 2 F1c. 1.2 — Graphique de X2

Fic. 1.3 — Graphique de x{’

Théoreme 1.2.3 (Formule de Viéte) Soient P un polynome défini comme ci-dessus et t;, i =

1,---,n, les n racines de P, éventuellement multiples. Alors

n

Y ri= (D

i=1 n

Dans le résultat suivant, on démontre que le point d’équilibre X* du systeme (1.6)

est instable.

Théoreme 1.2.4 Si o; > 1 pour tout i = 1,...,k. Alors, le point d'équilibre positif X* du

systeme (1.6) est instable.
Preuve. Le systeme d’équations aux différences linéaire associée au systéeme (1.6)
autour du point d’équilibre X* est
Y1 =BY,, n=01,...,

20



Chapitre 1.Sur le comportement des solutions d’un systeme d’ordre 1 de k-équations aux
différences

oY, € Rfet
1, sij=1i,

—pi%i(Xin )V
TP i, k1,

a;
b= [bij] B X (‘ )Pk—l
- X (%
L, sii=ketj=1,
Ok
0, sinon.

L’équation caractéristique de la matrice B est donnée par
(1= A+ (1) b1abas... bakbrr =0,

ainsi )
Pi(ai—l)
1-A)f - |———==o.
(1-A) H — =0
En effet

P11 (X)P T paRy ()2 !  Prafea (%) 11 (3 P

(=1)

b12b23 - - be1kbia

a1 %) 1 o
— (_1)kP1P2 e pRE)PEF)PT - - (TP
a1y ... Ak
— (_1)1(701}72 e pk(ak - 1)(0[1 — 1) v (ak—l _ 1)
a0, - - Qy .

Considérons la fonction f définie par

K
il — 1
f = - - [ POD
i=1 !

alors

f/(x) = —k(1 — x)*L.
On distingue deux cas possibles.

2
il — 1
(i) k =21, 1 € IN". Puisque f est continue dans [1, oo, f(1) = —H % <0et

i=1
lim f(x) = 400, alors il existe A; > 1 tel que f(A;) = 0.1l s’ensuit que le point d’équilibre

X* est instable.

21



Chapitre 1.Sur le comportement des solutions d’un systeme d’ordre 1 de k-équations aux
différences

(ii) k =21+ 1, I € N". Alors nous avons lim f(x) = +oo et lim f(x) = —oco0, comme f

X——00 X—+00

est strictement croissante, donc par la théoreme des valeurs intermédiaires, il existe A4,
réel unique, tel que f(A;) = 0.

21+1
i(i — 1
Examinons si [A4] > 1, comme f(1) = —H (T) < 0, alors, pour tout x €]1, +oo[

i=1 :
21+1

pile; =1) . ,
nous avons f(x) < —H — c’est-a-dire f(x) # 0, ainsi, A ¢]1, +oo[. D’autre part,
=1 i

2l+1
nous avons f(—1) = 221 — H %, d’ot, on a deux possibilités.
=1 i
2l+1 p(a _ 1)
(1). Supposons que 221 < H Z;—, alors, f(—1) < 0 cela implique que,
=1 i
Ay €] — co, —1][. Par le Théoreme 1.1.1, il s’ensuit que le point d’équilibre X* est instable.

21+1
i(ai—1
(2). Supposons que 2241 > H %, alors f(-1) > 0, d’ou, A; €] — 1,1[ si

i=1 !
21+1

(i —1
f(=1) > 0 et A; prend exactement la valeur —1 si f(-1) = 0 (i.e. 2%*! = H %).
i=1 i
D’autre part, sur C, f admet 2] + 1 racines et puisque il y a une seule racine réelle A,,
donc les 2] racines restantes de f sont complexes conjuguées (deux a deux), notons par

{/\j}glﬂ-

Considérons la fonction g définie par

21+1

. (i — 1)
o) =y - [ [ F=—
i=1 !

Sur C, g admet 2/ + 1 racines. On note ces racines par {B;}2"*!. Alors, par la formule de

Viete, nous avons
21+1

Zﬁj =0.
j=1

Evidement, on a Ai=1-p;,j=1,...,2l+ 1 (car f(1 - y) = g(y)). D’ots, nous obtenons

21+1 21+1 21+1

Y =) a-py=2d+1-) p=2+1.
j=1 j=1 j=1
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Ainsi, comme A; < 1 (la racine réelle de la fonction f), on a

2[+1
Y Ai>a
j=2
En effet
21+1 21+1
M<l = ZAj<1+Z/\j
=1 =2
2l+1
= 2l+1<1+ Z A
j=2

21+1

= 2<) A
j=2

21 sont des racines complexes conjuguées deux a deux, alors

Maintenant, comme {A} i

on peut écrire Ay; = a; +ib; et Ay, =a;—1ib;, j=1,...,1,aveca; b; € R. D'ot,

21+1 1 1 1
Z A]‘ = Z(/\z]‘ + A2j+1) = Z(ﬂ]‘ + lb] + aj— lb]) = ZZ aj.
= A P p

En utilisant le fait que Z?Sl Aj > 2I, on obtient

Zl:uj>l,

=1

dong, il existe au moinsunr € {1,...,I} tel que a, > 1. D’o1,
|A2r| = |A2r+1| = |ar + Zbrl = |ar - Zbrl > |ar| > 1/

ainsi, par le théoréme 1.1.1, le point d’équilibre X* est instable. m

1.2.2 Oscillation et existence des solutions non bornées

Ici nous étudions 1'oscillation et I’existence des solutions non bornées du systéme

(1.6).
Définition 1.2.2 (Oscillation) i) Une suite {x,}'%) est dite non oscillatoire par rapport
au point X, s'il existe un ny € IN tel que, soit
X, = X pourtout n = ny,
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ou bien

X, <X pourtout n = n.

Sinon, la suite {x,}'% est dite oscillatoire.

ii) Une solution {X,}72) = {(xﬁll), (2), . ,xﬁ,k))};j(’) du systeme (1.6) est dite non oscillatoire
autour du point X := (%, %, ..., %x), si pour tout i = 1,...,k, la suite {x (l)} est non

oscillatoire autour du point X;.
Théoréme 1.2.5 Supposons que k = 2I, a; > 1 pour tout i = 1,...,2l, soit {X,}>", =
{(x (1), ..,xﬁ,zz))}g" une solution du systéeme (1.6) telle que 'une des hypotheses suivantes est
vérifiée

HD PV <ty et P >my j=1,...1

(H.2) xgzj_l) > XZ]'—l et x(()zj) < .'Z'zj, ] =1,... ,l.

Alors, {X,,} est non-oscillatoire par rapport au point d’équilibre X*

Preuve. Soit{Xn} ={(x (1), ..,x,(fl))} , une solution du systeme (1.6), tel que I'hypotheése
(H.1) est vérifiée, alors pour tout j=1,...,/,ona
o (2j-1) =
L@ _ 2j-1%, < A2j-1X2j-1
1 1 + (x( ]))P2] 1 1 + (.‘fz]’)pzf‘l

= X2j-1,

et
ayix® Qp %o
(2]) 2j0 2jA2j

1 1T+ @Dy T4 (Taj)™

= .722]'.
Par récurrence, il est facile de voir que, pour tout n € IN*

@j-1

— 2
X, < X2j-1 et ( D

> XQ],

)

dott (x, ..., x%") est non-oscillatoire par rapport au point d’équilibre X*. De méme, si

I'hypothése (H.2) est vérifiée, nous obtenons

(2]1)>XQ]1, ()<XZ],]—1 l,nEIN*.
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Théoreme 1.2.6 Supposons que k = 2l, et a; > 1,1 =1,...,21, soit {(x,(ql),...,x,(fl))}? une

solution du systeme (1.6).

(i) Si (&, x%7D) €10, %,,[x1%aj-1, 00, Vj = 1,...,1, alors

imx =0 e limx7 V=00, j=1,...,1

(ii) Si (X, 2%y €1y, 00[X]0, Xaja[, Vj = 1,1, alors

lim x(nzj) =o0 et lim xffj_l) =0, j=1,...,L

n—-oo n—oo

Preuve. Montrons i), le cas ii) se démontre d’une maniere similaire.

Soit {(x,(ql), .., xfl))}g" une solution du systeme (1.6). Supposons
(xf)zj)/ xf)zj_l)) € ]O/ XZj[X]XZj—ll OO[, ] =1,..., l/
alors par le théoreme 1.2.5 (H.2), nous obtenons
2j-1) = )

xil >Xq et x," <Xy j=1,..., [, neN".

D’ow, pourj=1,...,I,ona

(2j-1) (2j-1)
@j-1) _ 2j-1%n Wj1Xn _ ej-1)
M Py T ()Y '
t @) @)
] ]
@) _ _ F2*n A2jXn _ @)
n+l — n

Y R
Ainsi, les suites (x,(fj_l)), j =1,...,1, sont strictement croissantes et les suites (x,(qzj))n,
j =1,...,1 sont strictement décroissantes. Alors, les suites (xﬁff'))n, j=1,...,1, sont
convergentes vers une limite disant L;, et les sous suites (xfj_l))n, j=1,...,] sont non
bornées.

En effet, supposons que la suite (x,(fj _1)) est bornée, alors elle est convergente, soit T sa
limite.

Ona ,
o 2D
@j-1) _ X2j-1%y

n+1 1 + (xgzj))ij’
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en prenant la limite dans les deux cotés de 1'égalité ci-dessus, nous obtenons

o 0(2j_1 T]'
5 1+ (L].)PZj’

de I'hypothese (i) et le fait que (x ) est strictement croissante, on a T; # 0, donc
e
Li = (a2 = 1) = 1,

ce qui encore impossible grace a 'hypothese (i) et le fait que () est stricetement

L 2j-1 ) N
décroissante, alors (x;] )) est non bornée, d’ot

(2j-1)

lim x,” 7 = +oo0.
n—o00
D’autre part,
oD
@) _ 2jn
n+l 1+ (xilzﬁ—l))PZ/H

en prenant la limite dans les deux cotés de 1’égalité ci-dessus, nous obtenons

az X L X
L] = ] (2]+1) Pt
1+ (hm X! )
n—00
(2j+1)

En utilisant le fait que lim,, .. ;" = +oo, il résulte que L; = 0. m

Exemple 1.2.2 Considérons le systeme (1.6) avec

kilag|ar|as| oy P1| P2 | P3| P4

4128|106 |17 3|2 |12

alors X* = (4,3,3,5), choisissons (x(l) (3) (4)) (5,2 5.4, %). D’aprés les Figures (1.4)
et (1.6)), on voit que
lim 2V = lim 1% = +oo,
n—-+00 n—+oo
et des Figures (1.5) et (1.7)), on voit que
lim x(2 = lim x(4) 0.
n—+oo n—+oo
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FiG. 1.4 — Graphique de o

05f

Fic. 1.6 — Graphique de )
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CHAPITRE 2

Sur les solutions du systeme d’équations

.« rrs ax
aux différences x,,, = —/1-1 il 4+ B,

Ynt1 = —x,—p T4

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude du systeme d’équations aux différences

axnyn 1 bxn—l]/n
o +B, Yne1 = po— +a,

ol les parametres a, b, , f etles valeurs initiales x_;, y_;, i = 0, 1 sont des nombres réels

Xpe1 = n €N, (2.1)

non nuls.

Dans la premiére partie, nous donnons la forme des solutions bien définies du systeme
(2.1). Dans la deuxiéme partie nous étudions le comportement asymptotique et la
périodicité des solutions du systéme (2.1) avec a = b. Nous terminons ce chapitre par

des exemples numériques. La motivation de cette étude est la référence [6].
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_ aXp Y1 _ bx,ay
Xn+1 = — +ﬁ/ yn+l - xr;,ﬁ” +a

Yn—a

2.1 La forme des solutions du systeme (2.1)

Notre objectif dans cette partie est de donner la forme explicite des solutions bien
définies du systeme (2.1).
Définition 2.1.1 Une solution du systéme (2.1) est dite bien définie si
yn_a¢0/ xn_ﬁio, I’IEN

Par exemple, si on choisit les parametres a, b, a, B et les valeurs initiales x_q, y_1 strictement po-
sitive et les valeurs initiales xo, yo vérifiant xo > et yo > a, alors les solutions correspondantes

seront bien définies.

Le Lemme suivant explique pourquoi nous avons choisit les valeurs initiales non

nuls, et montre aussi qu'une solution bien définie ne s’annule jamais.

Lemme 2.1.1 1) Si l'une des valeurs initiales x_1, Yy_1, Xo, Yo est nulle, la solution du
systeme (2.1) n’est pas définie.
2) Toute solution bien définie du systeme (2.1) vérifie

X, #0, y,#0, Vn > 1.

Preuve.
. bx_1yo . , e
1) Six_; =0, alors y; = " + a = a. Ainsi, x, n’est pas définie.
0 —
. axoly-1 .. , e
Sixp=0,alors x; = o—a + B = p. Ainsi, y, n’est pas définie.
0 —
. axoy-1 .. , s
Siy-.1=0,alors x; = o—a + B = B. Ainsi, y, n’est pas définie.
0 —
. bx-lyo .. p S
Siyo=0,alors y; = o= f + a = a. Ainsi, x, n’est pas définie.
0 —

2) Supposonsil existe unny > 1tel que x,, = 0,alors du systeme (2.1), nous obtenons

AYpy-1X
xnoﬂzu_,_ﬁ:lg.

Yng —

Ainsi, y,,+2 n'est pas définie.
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Le théoréme suivant décrit la forme des solutions du systeme (2.1).

Théoreme 2.1.1 Soit {(xy, Yn)},_, une solution bien définie du systeme (2.1). Alors pour tout

n € N,

o n-1 (%)2t+1d)x0+nz—}‘[i—1 (%)2t+1d]((%)r+1 X(;__lﬁ"'l)ﬁr

t=0 r=0 \t=r+1
n-1 ot n-1 ( n-1 ot ’
a a ay aya
= [[1(9) d) : ( @ d] (0 2 e
=0 b =0 \f=r+1 b bl yo-a

n-1 2t+1 n-1 ( n-1 2t+1 r+1
b ab b ab |[(b Yo—a
n = - — + - — || - + 118,
. t=0 (a) d ]]/O =0 (t:r+1(a) d ][(a) Y= ]ﬁ

n—1 b 2t ab n-1 ( n-1 b 2t ab b r b
rer=( 1) e Z{ LG ) E) 2250

t=0 r=0 \t=r+1
avec
ay_1(xo — B)
x-1(yo — @)

Preuve. Réecrivons le systeme (2.1) comme suit

Xn+1 — ,B _ aYna Yny1 — _ b Xn-1

Xn yn_a’ yn xn_ﬁ.

Posons
Xp— P w—
Uy = , Uy = 4 , n €N, (2.2)
Xn-1 Yn-
nous obtenons
a b
On+1 = —, Upt1 = —, ne N/ (23)
n Z)YZ
ainsi
a b
Opy2 = Evn/ Upt2 = Eun, n € IN.

D’ot, pour tout n € IN

ay" a)" b\’ b\’
O = (E) To, Uop1 = (E) 01, Uy = (2) Uy, Uopy1 = (E) Us. (2.4)
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Réorganisons (2.2) comme suit

Xp = UpXp-1 + ﬁ/ Yn = Uy

Remplagons n par 2n ( respectivement par 2n + 1) dans (2.5), nous obtenons

Xop = UppXon-1 + B, n €N,
Xont1 = U2ns1Xon + B, neN,
Yo = UpplYon-1 T 4, n €N,
Yon+1 = Up+1lYon + &, n €N,
Des relations (2.4), nous obtenons
a n
Xop = (E) VoXou-1 + B, n €N,
a n
Xop+1 = (5) U1X2n + B, n €N,
b n
Yon = (E) UoYon-1 T+ &, n €N,
b n
Yon+1 = (E) UrYon + @, n € IN.
ce qui implique que
a 2n a\"
Xop+1 = (E) UpU1X2p-1 + (E) v+ B, n €N,
a 2n+1 a n+1
Xop+2 = (E) VU1 X2, + E) P + B, n €N,
2n
b b\"
Yonsr = |~ UothYon-1 +| ) i+ a, ne€N,
b 2n+1 b n+1
Yonso = - Uol1Yon + - U + av, n € IN.
Posons,
Kn = Xon-1, Ln = Xon, Rn = Yon-1, Sn = You, ne NO-
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_ aXp Y1 bx,_1y
Xn+1 = yr;n +ﬁ yn+l - ﬁ” +a

Alors, les équations (2.6)-(2.9), deviennent des équations aux différences non ho-

mogenes linéaires du premier ordre suivantes

a 2n a\"
Kn+1 = (E) Vo1 Kn + ((E) 01 + 1)[%, ne NO
a 2n+1 a n+1l
Loy = (E) Vo1 L,+ ((E) 0p + 1)‘8, ne N()
b 2n b n
Rn+1 = (E) Uolq Rn + ((E) u + 1) a, ne No
b 2n+1 b n+1
Sp41 = (E) Uy S, + ((E) Ug + 1) a, n € INp.
Du Lemme (1.1.1), nous obtenons
n—-1 ot n-1 ( n-1 2 .
TT1 /(4 a a
% =(TT() ]KZ[ @ m]((g) o+ 1)p
t=0 r=0 \t=r+1
nol o\ ot nl(n-l 2t+1 r+1
TT/4 a a
b=\ 11(3) JL ' ) ] ((b) o 1)/3'
t=0 r=0 \t=r+1
n—-1 2t n-1 ( n-1 2t r
TT1/(0 b b
R, = 11 (E) uoul]Ro + Z [ H (E) Moul] ((E) U + 1)ﬁ,
t=0 r=0 \t=r+1
n—1 2t+1 n-1 ( n-1 2t+1 r+1
TT1/(b b b
Sn = (—) MQM]) SQ + Z [ (—) uol/ll) ((—) Ug + 1)ﬁ,
11\ a a
t=0 r=0 \t=r+1
Des relations (2.10), il s’ensuit que, pour tout n € N
n-1 n-1 a\’
Xop—1 = (—) val]x 1+ Z(H ( ) Uovl]((g) U1+ 1),8,
=0 r=0 \t=r+1
n—-1 n n—-1

T /a 2t+1 2t+1 a r+1
Xoy = 11 (E) 0001) + H U()Ul) ((E 0o + 1)

t=0

E
b
~ _n;l_ é 2t n-1 é é r .
Y =] ] p Ugly (Y1 + a Ugly p u +1)p,
t=0 r=0 \t=r+ 1
_n;lp b 2t+1 n— n— b 2t+1 b r+1
Yon = - Uol1 | Yo + = uour ||| =] uo+1|p.
11\g a a
t=0 r=0 \t=r+1

De (2.2) et (2.3), il résulte que

X0 — ;B Yo—«a ay_1 bx_1
Do = , Up = , 01 = , U = ’
X1 Y- Yo—« Xo—p
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Xn+1 = m;,in; +ﬁ/ Yny1 = b:;r::ﬁy” +a
Soit d = vyvy, donc
_ - bx._ _
PR 1(xo ,3)/ o g = Xa(yo—a) _ab
x_1(yo — @) yalx-p) d

Remplagons ces quantités dans les formules ci-dessus, nous arrivons au résultat désiré.

La forme des solutions bien définie du systeme (2.1) avec a = b est donnée dans le

corollaire suivant.

Corollaire 2.1.1 Soit {(x,, Yu)},>_, une solution du systeme (2.1) avec a = b. Alors, pour tout

n € IN, nous avons

x_1+ hifn, d=1,
Xopn-1 = ’
d"'—1 )
d"x_1 + ( T )hlﬁ, sinon.
Xo + hoﬁi’l, d= 1,
Xoy = " s
d"xg + ( T )hoﬁ, sinon.
Y1+ tian, d= azl
— n
yZn—l az n (%) -1 . ’
E Y1+ ﬁ tia, sinon.
Yo + toan, d=a?
= 2\" ’
a ﬁ ' + (d_)—_l toer, sinon
a Yo 2 _q o, .
d
avec
X0 — ay_ - bx_
]”l(): 0 ‘B+1,h1= y1+1,t0:y0 +1, t; = k]
X1 Yo—a Y1 0o— B
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Preuve. Comme a = b, d’apres le théoreme (2.1.1), on a

n-1
x —
Xoy = anO + E dn—r—l ((;—1‘8 + 1)51
r=0 B

Yo—«

n—1
Xopo1 = d"x_1 + Z g1 (ay—_l + 1)[3,
r=0

n n—-1 o\ n-r-1
_(® e\ (e
wela) e Lfs) ()

ainsi

n—1 , sid#1,
g = d-1
r=0 n, sid=1
et
2\
2)' _1
ol g oo\ (jz) , sid #a?,
[7) -} 7
r=0
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La remarque suivante fournit une observation concernant le cas unidimensionnel

du systeme (2.1).

Remarque 2.1.1 Supposons a = b et a = . Si nous choisissons les valeurs initiales tel que

x_i = Y-i, i = 0,1, alors le systéme (2.1) sera réduit a I'équation aux différences

Xpag = 2l e N (2.15)
X, —
Dans ce cas,
ay_q(xg — - _
g W= h) Yoz g
x-1(Yo — @) X-1 Xo—a
d’ou, par le Corolaire (2.1.1), nous obtenons
xX_1 + han, sia=1,
Xop—1 = " ,n €N, (216)
a'x_q + ( )hloc, sinon.
a—1
Xo + hoan, sia=1,
Xoy = _— ,n € N. (2.17)
a'xy + (a )hoa, sinon.
a—1

Dans [6], les auteurs, s’intéressent particulierement a la forme des solutions de I'équation

XnXn-1
x, —1

+1, mnelN.

Xn+1 =

Cette équation est un cas particulier de I'équation (2.15), avec a = a = 1. 1l est claire que les
formules des solutions de cette equation se déduisent de (2.16) et (2.17). En effet, pour tout

n € IN, nous avons

Xop—1 = X—1 + ]’l11’l

= x_1+( + 1)n,
Xo —
_ atx—-1n-1
= Xx_1+ el +1+(X1 ail ) )/
xo—1 xo—1
=X _ _ -1n-1
I B B S N G Bk e 1 U )’
xo—l xo_l
—1 (x_1+x0—1)(n—1)+x0x_1
B 1—.7(0 ’
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et

Xoy = Xo + hon

xo—l

xo + (

+ 1)n,

-1
x0+n_1+1+—(x0 )n,
X1
+n—-1)x_ -1
14+ (xo + 1 —1)x_1(xo m
X1
_ n(l—xp) — (n—1)x_q — x0x1

X-1

X_1

4

=1

Les formules ainsi obtenus pour (xy,) et (x2¢+1) sont exactement ceux dans [6].

2.2 Comportement asymptotique et périodicité des solu-

tions du systéme (2.1) aveca =0

Cette partie est consacré a 1’étude de la périodicité et le comportement asymptotique

des solutions bien définies du systeme (2.1) aveca = b.

Théoréme 2.2.1 Soit (x,, Yn),»_y Une solution du systeme (2.1) avec a = b. Les assertions

suivantes sont vraies.

(a) Si(d—1)xo+ hop # 0, alors

h
lim x,, = %ﬂl’ sild| <1,

n—oo d
lim |x,,| = +o0, sild] > 1.
n—oo
Sinon, si (d — 1)xo + hopp = 0 et d # 1, nous obtenons x,, = xo pour tout n € IN.

(b) Supposonsd = 1. Sixo+x_1 # B (i.e. hy # 0), alors lim |xp,| = +00. Sinon, nous obtenons
n—0oo

Xon = Xo pour tout n € IN.

(c) Si(d—1)x_1+mp #0,alors

hip
1. n— = Vi d ]-/
Lim xz-1 = =5 ld| <
lim |x5,,_1] = oo, |d| > 1.
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_ aXp Y1 _ bx,ay
Xn+1 = — +ﬁ/ yn+l - xr;,ﬁ” +a

Yn—a

Sinon, si (d — 1)x, + i = 0 et d # 1, nous obtenons xp,—1 = x_1 pour tout n € IN.
(d) Supposons d = 1. Si ay_1 + yo # a(i.e.h; # 0), alors lim |xy,_1| = +o0. Sinon, nous
n—0oo
obtenons x,,_1 = x_1 pour tout n € IN.

(e) Si (% = Dyo + toa # 0, alors
lim |yo,| = +00, |d| < az,
Nn—o00

toad
. _ 2
lim vy, = = |d| > a°.
n—oo a

d—
Sinon, si (% — 1Dy + to = 0 et d + a®,nous obtenons y,, = yo pour tout n € N.
(f) Supposons d = a*. Si yo + y-1 # a(ie.ty # 0), alors im |ya,| = +o0. Sinon, nous
n—oo
obtenons v, = yo pour tout n € IN.

(g) Si (% - 1)y_1 + tha # 0, alors
lim [yop—1| = 400,  |d| <a?,

ty ad

m, |d| > a2,

%1_1:1(-’)10 You-1 =
Sinon, si (% —1)y_1 + tha = 0 et d # a?, nous obtenons y,,—1 = y_1 pour tout n € .

(h) Supposons d = a*. Si ax_y + xo # B(i.e.t;y # 0), alors lim |y2,-1| + oo. Sinon, nous

obtenons vy,-1 = y_1 pour tout n € IN.

Preuve. Nous allons prouver les cas (a) et (b). Les autres cas se démontrent d'une

maniere similaire. Tout d’abord, on peut écrire x,, comme suit

_ (d—l)x0+hoﬁ " hO‘B
Xopy = -1 d +1_d.

Supposons que (d — 1)xo + hop # 0. Il est évident que, si |d| < 1, on a limd" = 0, et si

n—-oo

|d| > 1, ona lim |d|" = +o0. Donc, nous obtenons
n—oo

Sild| > 1,

) o |@=Dxo+hB ,  hop
Nim || = lim | ="+ 7
_ (d—l)XQ-i'h()ﬁ . " ]’loﬁ‘
_‘ i1 dmd'+ i

= +00.
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Chapitre 2. Sur les solutions du systeme d’équations aux différences
axpYn-1 _ bxy_1Yn

Xn+1:y”—,a+ﬁ, Y1 = S5 T a
Sild <1,

lim x,,, = lim

n—-oo n—oo

d-1 1-d
_ (d—l)XO-l-hOﬁ . ” ]’ZO‘B
S S S
o
1-d

((d — 1)x0 + hoﬂdn 4 hoﬁ )

D’autre part, si (d — 1)xo + hop = 0 et d # 1, nous obtenons
_ (d — 1)X0 + hO‘B " ]’loﬁ
e T B
hop
1-d
= Xp Yn € IN.

Cela prouve (a). Maintenant, prouvons (b). Pour cela, supposons qued = 1. S5i xg+x_; #
B (i.e. hy # 0), alors de (2.12) nous obtenons
Xo+X_1—
o = 30 4 (0_15) o,
X1
ainsi

Lim |xy,| = +oo.

n—+o0o
D’autre part, si xg + x_1 =  (i.e. hy = 0), alors

X()+x_1—ﬁ

xzn:x0+( )ﬁn:x0+0-ﬁn:x0, Vn € IN.

X1

Corollaire 2.2.1 Soit {(xy, Yn)},»_, une solution du systeme (2.1) avec a = b. Alors les asser-

tions suivantes sont vraies

(a) Sid = -1, nous avons pour tout n € IN.

Xan—1 = X-1,

Xan = Xo,

Xgns1 = —X_1+Mp,
Xans2 = —Xo +hop.

i.e., la suite (x,)n>_1 est périodique de période 4.
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mCnyn 1 bx, - OXn-1Yn
Ve +ﬁ yl’l+l Xu—B +a

Xn+1 =

(b) Sid = —a? nous avons pour tout n € N.

Yap—1 = Y-1,

Yan = Yo,

Yanr1 = —Y-1 +ha,
Yanro = —Yo + boar.

i.e., la suite (Y, )n=-1 est périodique de période 4.

(c) Sia=1, axy + Pyo = ax_1 + fy-1 = ap et x_1 + xo # B, nous avons pour tout n € IN.

Xop-1 = X-1,
Xon = Xo,
Y1 = Y-1,
Yon = Yo.

i.e., la solution {(x,, Yn)In=-1 est périodique de période 2.

Preuve.

(a) Puisque d = -1, nous obtenons de (2.11) et (2.12).

Xop-1 = (=1)"x1 + ( U )hl,B nelN,

- (—1)

Xop = (_1)11 X0 +( 2

)hO,B/ n € IN.

Selon la parité de 1, nous trouvons pour tout n € IN

Xan1 = (1) x4 + (1 —( 1)2n)h15 = x_4,

Xape1 = (1) xg + (ﬂ) mp = —x_1+hp,
X = (1) x+ (1_(2—_1)2]1)}10,3 = Xo,

Xane2 = (1) xo + (%1)%“) hop = —xo + hop.
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_ aXp Y1 bx,_1y
Xn+1 = yr; — + ﬁ yn+l xr;,ﬁ” +a

(b) Puisque d = —a?, alors, de (2.13) et (2.14), nous obtenons

1) -1
y2n1=(1)y1+( )2 ha, nelN,
o = (—=1)" yo+(_ )2_ tr, neN.

Selon la parité de 1, nous trouvons pour tout n € N

Yan-1 = (-1)*" Yo+ (1_(2—_1)211) Ha =y,

Yans1 = (=1)**! Yo+ (%1)2"“) ha = -y +ha
Yar = (1) yo+ (#) torx = 1Yo,

Yinsa = (-1)**! Yo + (%DZM) tha = —yo + toar.

(c) Puisque a =1 et axy + fyo = ax_1 + fy-1 = af, nous obtenons

—X_q—X X_q —
uﬁ, h = L 5+1ett0: X0

d-1=
X_1Xp Xo X-1— ,3

+1,

d’ou il résulte que (d — 1)xo + hof, (d —1)x_1 + i, (1 —=d)yo + toad et (1 —d)y_1 + tad
sont égaux a zéro. D’autre part, comme x_; + Xy # 8, nous obtenons d’aprés les

cas (a), (c), (e) et (g) du Théoreme (2.2.1) que

Xop-1 = X-1, Xon =Xo, You-1=VY-1, Yo = Yo, ¥n € IN.

Le résultat suivant est une conséquence directe du Théoreme (2.2.1) et du Corollaire

2.2.1).

Corollaire 2.2.2 Soit {(xy, Yn)},»_, une solution du systeme (2.1) avec a = b. Alors les asser-

tions suivantes sont vraies

(a) Silal =1etay_1(xo — B) = x_1(a — yo) (c-a-d , d = —1), alors la solution est périodique
de période 4.
(b) Sia=1,x1+x9=pety1+yo=a(ca-d d=1) alors la solution est périodique de

période 2.
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Chapitre 2. Sur les solutions du systeme d’équations aux différences

_ aXp Y1 _ bx,ay
Xn+1 = — +ﬁ/ yn+l - xt,—ﬁ” +a

Yn—a

(c) Sia=1,xq+xy# petaxy+ Py =ax_y + py-1 = ap, alors la solution est périodique

de période 2.

2.3 Exemples Numériques

Dans cette partie, nous donnons quelques exemples numériques qui représentent
les différents types du comportement asymptotique et de la périodicité des solutions

bien définies du systeme (2.1) aveca = b.

Exemple 2.3.1 (a) Considérons les parametres

albllal| B X-1 Xo | Y1 | Yo
111 1]1/2|-5/12|1/4|5/4|1/4

Nous avons d = =1 = —a?. Ainsi,Des cas (a) et (b) du Corollaire 2.2.1, la solution est périodique

de période 4 et prend la forme

55 11 117 1 3, ,-55 11 ,1 17 /11 3
(@99 %R @5 @ e wn @

Voir, Figure (2.1) pour le comportement de (x,) et Figure (2.2) pour le comportement de (y,,) .

051

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Fi1c. 2.1 - Fi1G.2.2 -

(b) Considérons les parametres

a|blal B | xa | xo || Y-1| Yo
1(1(1]1/2 L1 1/4 | 5/4|1/4

150
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Chapitre 2. Sur les solutions du systeme d’équations aux différences

_ 0XpYn-1 _ bxyqy
X1 = —y’;_"a +B, Yn+1 = —X';_ﬁ" + o

Nous avons choisi les mémes parametres que dans le cas (a) sauf pour x_y nous avons pris la va-
leur -2 = 2+ 5. D'apres la Figure (2.3) (comportement de (x,,)), Figure (2.4) (comportement

de (Yons+1))et Figure (2.5)(comportement de (y2,)), nous pouvons voir que

lim |x,| = lim |xp,41] = +00
n—oo n—oo

and
. toO(d 50 . t10(d 985
1 nl =02~ =—,1 ne1] = 1.33 = = —.
Lim |yan| = 0.2 = [7—1 = o0, lim [yana| = 1.33 = | -—3] = o2
Cela est justifié par le fait que |d| = 12 > 1 = a?, voir Théoreme 2.2.1.
| |
| it
| il
g o ||
II
4 |
F1G6.2.3 -

y(2n)

200 250 300 200 250 300

Fic. 2.4 - FiG. 2.5 -

(c) Considérons les parameétres

111 1]1/2 —% 1/4 | 5/4|1/4
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axnyn 1 bxn OXn-1Yn

+B, Yni1 = = +a

Xn+1 =

Nous avons choisi les mémes parametres que dans le cas (a) sauf pour x_y nous avons pris la va-

leur =2 = 22 — . D’apres la Figure (2.6)(comportement de (y,,)), Figure (2.7)(comportement

de (x2,)) et Figure (2.8) (comportement de (xp,+1)), nous pouvons voir que
%l_f){}o [y2ul = 111_I>£10|y2n+1| =00

et

hoB | 203 mp 128
I ~ 017 ~ sl
-1 = 506w Pl = 0. i—1 759

. “pe, . _ 125 _ . 2 <
Cela est justifié par le fait que |d| = 352 < 1 = a?, voir Théoreme 2.2.1.

11m |x0,] = 0.4 ~

y(n)

0 50 100 150 200 250 300

FiG. 2.6 -

x(@n+1)

200 250 300 200 250 300

Fic. 2.7 - FiG. 2.8 -

Exemple 2.3.2 Considérons les parametres

a|bila|p| x| x| y-1] Yo
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axnyn 1 bxn OXn-1Yn

+B, Yni1 = = +a

Xn+1 =

Nous avons
X_1+ X9 # B, axo + Pyo = ax_1 + py_1 = ap.

Ainsi, par le cas (c) du Corollaire 2.1.1, la solution est périodique de la période 2 et prend la

forme

{(=10,9), (10, -3),(-10,9), (10, -3), ...} .

Voir, Figures (2.9) (comportement de (x,))et Figure (2.10) (comportement de (y,)).

F16.2.9 - Fi1c. 2.10 -

Exemple 2.3.3 Considérons les parametres

a b ||a|B| x1 x| yv=1]Yo
12012211 12 1 ]3]

Nous avons } = a® < |d| = § < 1et nous pouvons voir a partir de la Figure (2.11) (comportement
de (x2,)), Figure (2.12) (comportement de (x2,+1)), Figure (2.13) (comportement de (y2,))et
Figure (2.14) (comportement de (y2,41))que les sous-suites (X2,), (X2n+1), (Y2n) €t (Yon+1) sSont

convergentes. Ceci confirme notre résultat énoncé dans le théoreme 2.2.1, c’est-a-dire

ho hy
hmen—l ﬁ|—4 hmxz,m—ld ﬁll 3,
toad tad
lim yo, = |51 =8, im a1 = |71 =6.
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_ 0XpYn-1 _ bxyqy
X1 = —y’;_"a +B, Yn+1 = —X';_ﬁ" + o

a4 32
42 31t
af- 3t
3.8} 29}
= 3
€ ¥
§ t
< S
36 > 28F
3.4t 27t
3.2 26
3 i i i i 25 i i i i
0 20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
8 6
75
550
7k
= =
€ ¥
§ t
< g
=
65
51
6H
55 i i i i 45 i i i i
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

FiG. 2.13 - Fic. 2.14 -
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CHAPITRE 3

La forme et le comportement des
solutions du systeme d’équations aux

différences d’ordre supérieur
p p

Xy = Y k171 Yyl = Yn—k+1*"
n+l — s In+l =
ayz_k+byn ozxz_k+,8xn

Dans [38], les auteurs ont donné la forme des solutions des systemes d’équations

aux différences
xn—lyn ]/ _ yn—lxn
’ n+l — s
yn—Z + yn Xp—2 £ Xy

avec les valeurs initiales x_,, x_1, X0, y—2, y-1 et yo sont des nombres réels non nuls.

n €N, (3.1)

Xn+1 =

Dans ce chapitre, nous allons généralisé les résultats exposés dans [38], pour cela,
considérons le systeme d’équations aux différences d’ordre supérieur

p p
Xk Yn Y—k1¥n

’ n+l = , T’IEN, ,kEN*. 3.2
ayZ_k+byn Y axZ_k+ﬁxn P (32)

Xn+1 =
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Chapitre 3. La forme et le comportement des solutions du systeme d’équations aux différences

p
Y ki1 Yk n

d’ordre supérieur x,.1 = =
p n+l ayﬁ_k+byn s Yn+1 axﬁ_kﬂixn

ot les parametres a, b, a, et les valeurs initiales x_;, y_;,i = 0,1, ..., k sont des nombres

réels non nuls.

La premiere partie de ce chapitre est consacrée a la forme des solutions bien définies
du systeme d’équations aux différences (3.2). Dans la deuxiéme partie nous étudions
la bornitude, la périodicité et le comportement asymptotique des solutions du systéme
(3.2) avec p = 1. Ce chapitre se termine par des exemples numériques qui représentent
les différents types du comportement asymptotique et de la périodicité des solutions

bien définies du systeme (3.2) avecp = 1.
Remarque 3.0.1 1. Une solution du systeme (3.2) est dite bien définie si
p P
(ayn_k + byn) (axn_k + ﬁxn) #0, VneN.

2. Sion choisit a, b, o, B et les valeurs initiales x_;, y_;,i = 0,1, ...,k strictement positive,

alors les solutions correspondantes seront bien définies.

3. Les solutions de I'équation aux différences
/ neN, p,keIN".

se déduit de ceux du systeme (3.2), en prenant a =a,=b, y_; =x_;,i=0,1,...,k

3.1 Laforme des solutions du systeme (3.2)

Dans cette partie, nous déterminons la forme des solutions bien définies du systeme

d’équations aux différences (3.2).

Théoreme 3.1.1 Soit {(x,, Yu)}us—k une solution du systeme (3.2). Alors :
(a) Sik =1, nous avons pour tout n € N

2n+1 2n+2

p p
-1 _ X4
Xon+1 =

2(n—i) _ 2(n—i)-1\ 7 2(n—i)+1  2(n—i) /7
n P n-1_p n p P
(Hi:o uzi ) (Hi:o u2i+1 ) Hz‘:o uz,‘ u2i+1

X

Xop =
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p
Y ki1 Yk n

d’ordre supérieur x,.1 = =
p n+l ayﬁ_k+byn s Yn+1 axi_kﬂixn

2n+1 21n+2
p p
_ Y4 _ Ya
Yon = Hn Up2(n—i) Hn_l Z]11,2(7171')71 7 Yon+1 = " pZ(ri—i)+lUp2(n—i)'
i=0 ¥2i i=0 “2i+1 i=0 “2i 2i+1
(b) Sik = 21,1 € N*, nous avons pour tout n € N
xpn+1 xanrl
2(r-1) 2(r-1)+1 _—
Xo(ner) = —————, X1 = ———, r=0,1-1,
0 poD n pod
ITizo Ui ITizo iy
pn+1 pn+1
Yoy Y-+ —
Yoner) = —————, Vonarye1 = ——————, r=0,1-1.
) n_poD
ITizo Vg1 ITiz0 Vi
(c)Sik=2I+1,1 € N*, nous avons pour tout n € N
2n+1
X _
B 2(r-1)-1 _0]
x2((2l+1)n+1’) - n pz(n_,') -1 pz(l’l—[)—l 7 r = 7ty
(Hi:O “2((21+1)i+r)) (Hi:o ”2((21+1)i+l+r)+1)
p2n+1
X _
B 2(r-1) _07-1
x2((2l+1)n+r)+1 - n pz(n_,') -1 pZ(!l—i)—l V4 r = V4 7
(Hi:O ”z((21+1)i+r)+1) (Hi:o u2((21+1)i+l+r+1))
p2n+2
X _
_ 2(r-1)-1 ~01
Xo(@l+1)n+l+r)+1 = n e 20 , =44
[Tizo Wy @11)i+r) Ho(@11 )i l4r)+1
p2n+2
_ t20 _07-1
x2((21+1)n+l+r+1) - " pZ(n—i)+1 pZ(n—i) ’ r= 0/ - 4
[Tizo Wy (@11)ier)+1 Yo (@1 1)itl4r+1)
2n+1
p
3 Ya-n-1 _ 01
Y2(@i+1)n+r) = 0 pRo) n—1_p2n=i-1 » =Y
(Hi:o UZ((21+1)1'+7)> (Hi:o vz((zl+1)i+l+r)+1>
p2n+1
_ Y 2(r-1) _ ﬁ
y2((21+1)n+r)+1 - " pZ(n—i) -1 pz(n_,')_l 7 r= 0I - 4
(Hi:o UZ((21+1)1'+7)+1) (Hi:o 02((21+1)i+l+r+1))
2n+2
p
B Yag-n-1 _57
yZ((Zl+1)n+l+r)+1 - " pz(n_[)+1 pz(ﬂ_l‘) 7 r = 7ty
Hi:o 02((Zl+1)z‘+r)vz((21+1)i+l+r)+1
2n+2
Yo
o -
Yo(@l+)ntler+1) = = pE , r=0,1-1,

[T, © v
i=0 ¥2((214+1)i+r)+1 7 2((21+1)i+1+r+1)
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d’ordre supérieur x,,1 = M Yogr
p n+l — ay k+by Vi y}’l+1 - xz_k+ﬁxn
avec
X+ (aB + b) nx
7 a = 1,
X0
Uy =
@aa)" ¥, + 9L (a8 + b) x
k Taa—1 ( ﬁ ) 0 a+ 1,
X0
ay’, + byo + (aB + b) ny,
7 ax = 1,
Yo
Udp+1 = oy
(ae)" (ay’, + byo) + S+ L(ap +b) yo
a#1,
Yo
Y+ (ab+ B) nyo
’ an =1,
Yo
Oy =
(aa)" ", + =L (ab + B) o
Yot ( 5)1/ w1
]/0
et
ax!_+ Bxo + (ab + B) nxg
’ an = 1,
X0
Oop+1 =
(ac)" (@’ + pxo) + “2=L (ab + B) xg
Y , aa # 1.
0

Preuve. Premierement, nous réorganisons le systeme (3.2) comme suit

P P P P

X Y- Y- X
nk+1:ank+b/ nk+1:ank+ﬁ.
Xn+1 Yn Yna1 Xn
Par les changements de variable
p p
X Y-
u, = =% o, 1= ¥n e,
Xn Yn
on obtient
Uy = av, + b, Ups1 = QU + P, Vn € IN.
Ainsi
Upso = Ao, +af + b, Ups2 = AV, + ab + B, Vn € IN.
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Chapitre 3. La forme et le comportement des solutions du systeme d’équations aux différences

n k1Y Yk n

d’ordre supérieur X1 = AT Yns1 = o+,

Alors, d’apres le Corollaire 1.1.1, nous obtenons

u;i+ (ap +b)n, ae =1,
VneN: uy, = ,1=0,1 (3.4)
(ac)" u; + (((‘1;) )( ap+b), aa#1,
et
vi + (ab+ B)n, aa =1,
VYneN: vy = ,i=0,1 (3.5)
(ac)" v; + (((aoc)) )( ap+b), aa#1.

A partir des équations (3.3)-(3.5), il s’ensuit que pour tout n € IN,

X+ (ap + b) nxo
, ac =1,
Xo
Uy, = (3.6)
aa)" x +(”“ a +bx
(ac) TErn
X0
ay”, + byo + (ap + b) ny,
, ao =1,
Yo
Udp+1 = n_q (3.7)
(a0)" (ay’, +byo) + G5+ (@B +b) o
, aa #1,
Yo
Y+ (ab + B)nyo
, an =1,
Yo
Oy = ()’ (38)
p aa) -1
a b+
( )yk aal(a IB)yO O(;él,
Yo
et
ax”, + Pxo + (ab + B) nxo
, ann =1,
Xo
Oon+1 = ( (3.9)
aa)" (ax’, + Bx 1L (ab + B) x
()(—k ﬁo)x 1( 5)0 a1,
0

Maintenant, en réarrangeant le systéme (3.3), nous obtenons

xP p

_ Y.
x, = =%, yn:”—k, V¥n € N.
i Uy

En remplagant n par kn + savecs = 0,1, ...,k — 1, nous trouvons

P p
X(n=1)+s Yitn-1)+s
Xkn+s = et Yin+s = ’
Ukn+s Okn+s
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p
Y ki1 Yk n

d’ordre supérieur x,,4 = —Sk— =
p n+l ayﬁ_k+byn s Yn+1 axﬁ_kﬂixn

ainsi
xpz P
k(n=2)+s Yin-2)+s
Xkn+s = P r Yknvs = D ’
Wienrs Uiy 1)4s Okn+s U1y 4s
donc s 2
P p
k(n-3)+s Yin-3)+s
Xin+s = P o ;o Yines = v 12
Ukints Uiy _1)4s Yin2)es Ukn+s Uty _1y4s Ck(n-2)+s
D’ot, par récurrence
pn+] pnﬂ
S Y A B 3.10
Xkn+s = » p(”’i)’ Yin+s = " p(”’i)’ s=U,K— L. ( . )
i=0 Yyips i=0 Vkiys
On distingue trois cas possibles
(i) : k=1 Dans ce cas, s = 0, alors le systeme (3.10) devient
n+1 n+1
A A N
Xn = n pln=i)” Yn = n pln=i) 7 ne :
[Tizo 1] [Tz
D’ot1, on obtient pour tout n € IN
2n+1 2n+2
X X
Xon = pYP RN Xon+1 = : :
n p (n—i) n—1 pz(n—f)—] n pZ(n—f)Jr] pZ(n—l)
(Hi:o ”21' Hi:o u2i+1 i=0 ”2;’ u2i+1
et p2n+1 p2n+2
_ Y _ Ya
Yon = no A -1 pR0=-1\” Yon1 = 0 pReiel 2
(Hi:o Uy, ) (Hi:o Usiq ) [Tz v Vi1
(ii) : k = 21,1 € N". Alors, le systeme (3.10) devient
pn+1 pn+1
_ x—2l+S _ y—21+5 _ O 2l 1 3 11
xZ(ln)+s - " p(n_i) 7 yZ(ln)+s - n p(n_i) 7 5= 7 - L. ( . )
i=0 Uo1jy1s i=0 Un(liy+s

En écrivant s = 2r + j, j = 0,1, dans le systeme (3.11), on obtient pour tout n € N

pn+l p»Hl
Xor-1) Yoy —
Xouen) = —— o Yanen) = —— s 1= 0,l-1,
i=0 Yoiisr) i=0 Up(1isr)
et pn+l pn+l
x y _
3 2(-1)+1 3 2r-1)+1 _07-1
Xo(unyel = —— o Yoy = ———5—, 1r=0,I-1.
i=0 Yogisn+1 i=0 Uo(litr)+1
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(iii) : k =21+ 1,1 € N". Alors, le systeme (3.10) devient

n+1

n+1

X Vi
X@l+1)n+s = » s_p(;—i) ’ Yaunes = n s_p("_—i) s=0,2l, (312)
i=0 ¥ (o141)i4s i=0 Uars1)iss
selon la parité de 1, on obtient pour tout n € N
p2n+1
X(Zl Denyes = xs—ZI—l
+1)(2n)+s — 2(n—i) _ 2(n—i)=1
n p n-1_p
(Hi:O “(21+1)(2i)+s> (Hi=0 u(21+1)(2i+1)+S)
Vs = 0,2l : (3.13)
p2n+2
_ xs—ZZ—l
X@I+1)2n+1)+s = 0 e )
i=0 Y11y +sH @) @it1)+s
et 241
p n+
Yernen+s = ot
+1)2n)+s — 2(n—i) _ 2(n—i)=1
no_p n-1_p
( i=0 U(Zl+1)(2i)+s) (Hi=0 z)(21+1)(2i+1)+5)
Vs=0,21: (3.14)
p2n+2
_ ys—Zl—l
Yoin@n+)+s = TR 200
i=0 U(2141)(2i) 45V (21+1)2i+ 1) +5

En écrivant s = 2r + j, j = 0,1, dans le systeme (3.14), on obtient
2n+1
X _
_ 2(r-1)-1 ~ 07
X2(@+1)n+r) = (Hn uPZ(n—i) )(Hn_l p2n=i-1 )’ r=\ui,
i=0 “2((21+1)i+7) i=0 "2(@I+1)i+l+r)+1
p2n+1
X
_ 2(r—1) _07-1
xZ((21+1)n+r)+l - n pz(n,,') -1 pz(ﬂ,,‘),l 7 r = VA Y
( i=0 “2((21+1)i+r)+1) (Hi:o ”2((2l+1)i+1+r+1))
p2n+2
X _
2(r-1)-1
Xo(@l+ln+ln+l = — T 20 , r=20,1
i=0 Uo(2141)ien) Yo @1 1)it147)+1
p2n+2
X
2(r—1)
xZ((Zl+1)n+l+r+1) = " pZ(n—i)+1 pZ(n—i) 7 r = O/l - ]-
i=0 U (2141)i+r)+1 ¥2(@14+1)i414+7+1)
2n+1
p
3 Yor—1y—1 _ 07
Yo@i+1yn+r) = (Hn Upz(n—i) )(Hn_l Upz(n—i)-1 >/ r=2.u,l1,
i=0 Y2((21+1)i+7) i=0 Y2((QI+1)i+l+r)+1
2n+1
Yagr-i
_
]/2((21+1)n+r)+1 = " pZ(n—i) -1 pZ(n—i)—l 7 r= Oll - 1/
( i=0 UZ((21+1)i+r)+l) (Hi:O UZ((21+1)i+l+r+1))
2n+2
p
_ yZ(r—l)—l _ m
yZ((Zl+l)n+l+r)+l - " pZ(H*i)+1 pz(n,i) 7 r= 7ty

i=0 V(@14 1)i+n) V2(141)it141)+1

52



Chapitre 3. La forme et le comportement des solutions du systeme d’équations aux différences

p
Y ki1 Yk n

d’ordre supérieur x,.1 = =
p n+l ayﬁ_k+byn s Yn+1 axﬁ_kﬂixn

et

2n+2

p

B Yo
Yo@l+)n+l+r+1) = T P20

i=0 Up((@1+1)i+r)+1V2((2+1)il+1+1)

Remarque 3.1.1 1l est facile de vérifier que la forme des solutions dans [38], s’obtient direc-
tement du Théoreme (3.1.1). En effet, pour k = 2, p = 1 et aa = 1 nous avons du Théoreme

(3.1.1)

X_» X_1 y—Z y—l

Xon = =, X1 = =5 Yon = =i Yus1 = ———, n=0,1,...
H?:o Mzi’ H?:o Ui+ ’ H?:o UZi, H?:o 02i+1 ’ T
avec
x_p + (B +b) nxg Y-+ byo + (B + b)nyo
om = ’ Udp+1 = ’
Xo Yo
et
Y-+ (b + B) nyo X_o + Bxo + (b + B) nxo
o = ’ Oopt+1 = .
Yo X0
Choisissons b = =1, alors
X_p + 21X Y2+ (1 +2n)yo
Uy = ———, Uzps1 = ’
X0 Yo
et
Y_o + 2ny, X+ (1 +2n)xg
Oy = ———, O2n+1 = ’
Yo Xo
d’onl ) )
X_2xp" xg*
Xoy = n = n ’
Ikxa+%m) Ila4+2a@
i=0 1:1
donc )
n+
Xon = %o (3.15)
2n -1 . .
(x_2 + (21 + Z)XQ)
i=0
De méme :
x_1y8+1

Xopn+1 =

H (y_z + (21 + 2)y0)
i=0
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ainsi
X_1Y,
Yot = 5 S— (3.16)
(y_z + (21 + Z)yo)
i=0
Par un raisonnement analogue, on obtient
yn+1
y2n = n_1 0 ’ (317)
(y_z + (21 + Z)yo)
i=0
et
Y-1xg
Yons1 = 0 (3.18)

—_

n—

(x_z + (21 + Z)XO)

Il
o

i
11 est clair que les formules (3.15)-(3.18) sont les mémes que ceux donné dans le théoreme 2.1

dans [38]. D"une maniere similaire, on peut obtenir les formules donnés dans les théorémes 2.2,

2.3 et 2.4 dans [38].

3.2 Le comportement des solutions du systéme (3.2) avec
p=1

Dans cette partie, on s’'intéresse a un cas particulier du systeme (3.2), qui est le cas
oup =1, c'est a dire, le systeme

Xn—k+1Yn Yn—k+1Xn

Xn+l= —————F Yni1= ————F%
aYn—i + by, Xy + PXy

nelN, ke IN". (3.19)

En particulier, nous examinons la bornitude, la périodicité et le comportement asymp-

totique des solutions du systéme (3.19).

Tout au long de cette partie, nous supposons également que les parametres a,b, a,
et les valeurs initiales x_;, y_;,i € {0,1,...,k} sont strictement positifs (pour les quelles
les solutions sont bien définies).

Nous commengcons par le théoréme suivant qui concerne la bornitude des solutions du

systeme (3.19).
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Théoreme 3.2.1 Considérons le systeme (3.19) tel que 'une des hypotheses suivantes est
satisfaite :

(H.1) min{b, B} > 1,

(H.2) minfa, a} > 1, ay_x > yo et ax_x > xo.

Alors, toute solution est bornée.

Preuve. Soit {(x, ¥u)},»_, une solution du systéme (3.19).

Sil’hypothese (H.1) est satisfaite, c’est a dire, si min{b, 5} > 1, alors il découle du

systeme (3.19) que

Xn—k+1 Yn—k+1
< Xp-ke1 €t Yn1 < 5

Donc les sous-suites {Xiy—i}n=0 €t {Yin—itnz0, 1 = 0,...,k — 1, sont décroissantes. De plus,

Xpi1 < < Yp-k+1 Ppour toutn € IN.

nous avons

i=0,k-1

X i
X, < max {—Z} et y, < max {L} pour tous 1 € IN".
b =051 \ P

Ainsi, la solution est bornée.

Si I’hypothese (H.2) est satisfaite. C’est a dire, si min{a, a} > 1, ay_; > yo et ax_x > xo,

alors il résulte du systeme (3.19) que pour n = 0, on obtient

X_k+1 —k+1X
+1Y0 <y ot < Y-k+1X0
S Xkt Y1 =
ay_i axX_y

x < < Yokt

En utilisant ces inégalité et le fait que min{a, @} > 1, nous obtenons pour n = 1

X_k+2Y1 Y-k+2X1
<X et <
ay_r+1 X _k+1

xZS

< Yoo

Par récurrence, on obtient, pourn =k -1,

XoYk-1 0Xk-1
< <xp et y< J
ay— ax_q

< yo.

Il s’ensuit par récurrence que les sous-suites {Xy,—i}n>0 €t {Vin—ilnz0, 1 = 0,...,k =1, sont

décroissantes. Ainsi, nous avons

x, < max {x_;} et y,< max{y_;} pourtousn e Nj.
i=0k—1 i=0k-1
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D’ou, la solution est également bornée. m

Dans le théoréme suivant, nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes

pour que les solutions du systeme (3.19) soient périodiques de période k.

Théoréme 3.2.2 Soit {(x,, Yn)},_, une solution du systeme (3.19). Alors,

(Xn, Yn) = (Xn—ks Yn—k), Yn € N & (x0, yo) = (x_r, y-x)eta+b=a+p =1.

Preuve. Premierement, supposons que, (X,, Y») = (Xu—, Yn—k) pour tout n € IN. En parti-

culier, nous avons (xy, o) = (x_k, Y-k) et

Yoo = 2y = IO _ g = _YkriXo
—k+1 1 a]/_k I b]/o ]/—k+1 yl ax_, + ﬁxo .
Ces égalités implique que
1

ie, a+b=a+f=1

1 —_—
a+b a+p

Inversement, supposons que, (Xo, Yo) = (X_t, y—x) eta + b = a + p = 1. Alors, du systéme

(3.19) nous obtenons

X X-k+1Y0 X1 X Y-k+1X0 Y k+1
ay_+byy a+b v N e B a+p
Encore, de ces égalités et du systeme (3.19), nous obtenons
. X_k+2Y1 Xk _ Y—k+2X1 Y—k+2
Ay +by;  a+b i Y AX g1+ Px1 a+P Yok
Ainsi, par récurrence,
XoYk-1 X0 YoXk-1 Yo
Xo, Yk = = Yo

X = = = = =
k ay-1 +byr.1  a+b ax_;+Pxr-1 a+p
D’oty, la solution est périodique du période k. m

Les résultats suivants fournissent le comportement asymptotique des solutions du

systeme (3.19).

Théoréme 3.2.3 Soit {(x,, Yn)},_, une solution du systeme (3.19), on a
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, L, . _ Z 1 Yn Yk Xn
d’ordre supérieur X1 = W’ Yns1 = m
(@) Siaa > 1, alors lim(x,, y,) = (0,0).
(b) Siaa =1, alors lim(x,, y,) = (0,0).
(¢) Siaa <1, alors
0, A>1, 0, B>1,
lim x,, = et limy, =
e +oo, A<T1. e +o0, B<1.
apg +b ab +
avec A = P et B:= ﬁ.
—aa 1—-aa

Preuve. Tout d’abord, lorsque p = 1, le systeme (3.10) devient

Xs—k Ys—k

Xknts = —5—— fnes = —o——, V¥s=0,k—-1.
e Hi:() Uki+s Yinss Hi:o Okits
ot les expressions des u, et v, sont données par
X_p + +b
o+ (ap )nxol ac =1,
Xo
Upy = ( ) . 7
a
(aa)" x_i + ) (aB +b)xo Ll
Xo
ay_x + byg + +b
Yok + byo + (@f + D)y =1,
Yo
Uzps1 = ; (@)'—1 ’
(aa)" (ay-x + byo) + —— (aﬁ +b) yo nel
Yo
«+ (ab+
yoi+ (ab+ B nyo =1,
Yo
Oy =
(a)" y_i + “=L (ab + p) yo
a #+ 1.
yo
et
ax_y + Bxg + (ab + B) nx
k + Bxo + (ab + B) 0 =1,
X0
Oop+1 =

(ac)" (ax_x + Bxo) + (”:2 11 (ab + B) xo
, aa = 1.

Xo

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Notons que du systéme (3.20), la limite de x,.+s quand n — co dépend de la limite

de uj4s quand n — oo, qui elle méme dépend de la valeur de aa. Alors, on a les trois

cas possibles suivantes
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(ac)" — 1
ac — 1
avons u, — +oo quand n — +o0. Donc, du systeme (3.20), x, — 0 quand n — +oco.

(a) Siaa > 1, alors — +oo quand n — +o0. Ainsi, de (3.21) et (3.22), nous

De la méme maniere, on montre que vy, — 0 quand n — +co.

(b) Siaa =1, alors de (3.21) et (3.22) nous obtenons

lim u,, = lim uy, = lim uy,41 = lim(ap + b)n = +oo.
n—-o0 n—00 n—-0o0

n—-oo

Ainsi, de (3.20), nous avons x, — 0 quand n — oo. De la méme maniere, nous

prouvons que Yy, — 0 quand n — co.

(c) Siaa <1, alors (aa)" — 0 quand n — oo. Ainsi, de (3.21) et (3.22), nous avons

. . . ap+b
lim u, = lim uy, = lim up,11 = =A,
n—oo n—oco n— oo 1-axa

. . ) ab+p

lim v, = lim v, = lim v,,,41 = =B
n—o0 n—oo0 n— o0 1-ax

Soits € {0,...,k— 1} fixé. Si A > 1, alors

lim Ukms = +00.
n—oo
m=0

D’ou, limxy,, = 0, ainsi, limx,, = 0. D’autre part, si A < 1, alors
n—oo

1 1
li = lim(1/u,) = — > 1.
ng{}o(ukw) lim(1/un) = & >

Par conséquent, nous avons

lim | | (1/tpper) = +00.
m=0

D’o1, %1_{2 Xin+r = 00, ainsi, limx, = +oo. De la méme maniere, nous prouvons que,

n—oo

siB>1, limy, =0etsiB <1, limy, = +0c0. Ceci termine la preuve du théoreme.
n—00 n—oo

m

Maintenant, dans ce qui suit, nous étudions le comportement des solutions du
systeme (3.19) dans le cas ot A = 1 (resp. B = 1).
Théoreme 3.2.4 Soit {(xy, Yn)},»_, une solution du systeme (3.19) aveck = 21 (1 = 1,2,...).
Supposons que ace < 1. Donc, on a les assertions suivantes
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(@) SiA=1(resp. B=1)et x_y # x (resp. y_o # o), alors, pour tout r = 0,1 -1, les

sous-suites (Xom42r) (resp. (Yams2r)) sSont convergentes.

(b) Si A =1 (resp. B =1) et x_py = xo (resp. Yy_u = Yo), alors Xopsor = Xop—o (resp.

Yomsar = Yor-21) pour tout r = 0,1 —1.

(c) SiA=1(resp. B=1)etay_y # (1 =Db)yo (resp. ax_y # (1 — P)xo), alors, pour tout

r=0,1—-1, les sous-suites (Xop42r+1) (resp. (Yams2r+1)), sont convergentes.

(d) SiA=1(resp.B =1)etay_y = (1-b)yo (resp. ax_y = (1=P)x0), alors Xopmr2r+41 = X2r—2141

(resp. Yomsar+1 = Yar-2141) pour tout r = 0,1 =1,

Preuve. Nous allons prouver ces résultats seulement pour les sous-suites (x;42,) et
(X2m+2r+41). Les résultats sur les sous-suites (Vam+2r) €t (Vams2r+1) Se démontre d'une

manieére similaire.

Tout d’abord, notons que dans le cas ot A = 1, c’est a dire, ap + b = 1 — aa, les deux

sous-suites de (u,) prennent la forme

n _ n -~ -1
P LGS k) N R (@a)'layor + (G- Dyl

Xo Yo

Aussi, dans le cas ot B = 1, c’est a dire, ab + p = 1 — aa, les deux sous-suites de (v,,)
prennent la forme

_ (aa)"(yY-21 — Yo) i1 et vy = (aa)"[ax_y + (B — 1)x0] N
Yo Xo

1.

(%27}

(a) Parle Théoreme (3.1.1), nous avons

_ Xor-21
Xo(in+r) = n .

H (1 + (ac)™" (x_ — xo))
X0

i=0

On distingue deux cas possibles.
(i) Six_py > xp: alors

Xor-21

1+ (ﬂa)lw(x—zl — Xp) .
Xo

Xo(ln+r) =

exp Zn: In
i=0
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Comme lim (aa)" = 0 et par l'utilisation d'une propriété du logarithme
n—oo
(In(1 + x) ~¢ x), nous avons

N (aa)”*’(x_zz _ xo)] N (aa)liw(x_ﬂ _ xO).

Xo Xo

In|1

Maintenant, puisque Z(aa)” est une série géométrique, et comme aa < 1,

n>0
Z X-21 — Xo (ﬂOC)li_H/
X0

i>0

alors la série

est convergente, ainsi le résultat souhaité est obtenu.

(ii) Six_o < xp: alors

S ) (B
2(ln+r) 2r-21 xO + (aa)h"'”(x_ﬂ _ xO)

i=0
- (a)"™" (xg — x_2)
= Xpr_ 1+ .
a2 H ( Xo + (aa) ™7 (x_p — xo)

- li+r _
:x2,_zzexp21n(1 + (ac)™ (xo — x_3) )

pary Xo + (aa)"™7(x_21 — Xo)

On a ‘ _
nl1+ (aa)"™ (xg — x_2) N (aa)™(xg — x_2)
xXo + (@) (x_p — x0)) " x + (a@) 7 (x_o — X0)
et ‘ '
(aa)'™(xg — x_2) (aa)™(xo — x_2)
X + (@) (x_y — xp) X0 ’
mais la série
Xg — X_ -
Z 0 21 (LZO()ZH—V
>0 X0

est convergente, d’ot le résultat souhaité est obtenu.
(b) Le résultat est immédiat puisque u,, = 1 dans ce cas.

(c) La preuve est semblable a celle de (a). Par le théoréme (3.1.1), nous avons

Xamenys1 = X2r-21+1
n+r)+1 = ; .
( " l (@)™ (ay_u + (b — 1)yo)
H 1+
=0 yO

On distingue deux cas possibles.

60



Chapitre 3. La forme et le comportement des solutions du systeme d’équations aux différences

p
Y ki1 Yk n

d’ordre supérieur x,.1 = =
p n+1 ay’_ +by.’ Yn+r1 ax_ +pxy

(i) Siay_y > (1 =Db)y,: alors

_ X2r-21+1
Xo(ln+r)+1 = .

n li+r ~ bh-1
emZ}n1+W”(WZ;( o)
i=0

On a

In ll N (ac)™ (ay_q + (b - 1)yo)l . (ac)™"(ay_q + (b - 1)y0).
Yo Yo

comme aa < 1, la série

Z ay-o + (b —1yo (ac)!*"

>0 Yo

est convergente, ainsi le résultat souhaité est obtenu.

(i) Siay_p < (1 =b)yp: alors

Xo(ln+r)+1 = X2r-2i+1 H (]/0 + (aa)li”(ﬂy—zl + (b - 1)y0)) ’

i=0

" (@)™ (—ay_y + (1 = b)yo)
= Xor—2l+ 1 i ’
Xor-21+1 LO[ ( + Yo + (@)™ (ay—o + (b — 1)yo)

) n (@)™ ((1 = b)yo — ay-a)
= Xor-21+1 €XP ; In (1 + Yo + (aoz)““(ay—zz + (b - 1)]/0) '

On a

n (1 o (@a)™((0 = b)yo — ay-) ) (@)™ = b)yo — ay—)
Yo + @)™ (ay-o+ (b =1yo)) ~ yo+ (@) (ay— + (0 - Dyo)’

et
(aa)"™"((1 = b)yo — ay-2) (aa)™"((1 = b)yo — ay-a)

o0 7

Yo + (@) * (ay_p + (b = Dyo) Yo
mais la série

Z (1 -b)yo — ay— (1)

i>0 Yo

est convergente, d’ot1 le résultat.
(d) Le résultat estimmédiat puisque 1,1 = 1 dans ce cas.
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Théoréme 3.2.5 Soit {(x,, Yn)},_, tne solution du systeme (3.19) avec k = 1. Supposons que

aa < 1. Donc, on a les assertions suivantes

(@) Si A =1 (resp. B=1), x.1 # xq (resp. y_1 # yo) et ay_1 # (1 = b)y, (resp. ax_; #

(1 = P)xo), alors, les sous-suites Xpy, Xons1 (1€SP. You, Yau+1) sont convergentes.

(b) Si A =1 (resp. B =1), x.1 = xq (resp. y_1 = yo) et ay_1 # (1 — b)yo (resp.

R

X1 #

(1 = P)xo), alors, les sous-suites Xp, Xons1 (1€SP. You, Yan+1) sont convergentes.

R

(c) SiA=1(resp. B =1), x_1 # x (resp. y_1 # yo) et ay_; = (1 = b)yo (resp. ax_4 =

(1 = B)xo), alors, les sous-suites Xa,, Xons1 (Y€SP. Yon, Yons1) sONt convergentes.

(d) Si A=1(resp. B=1), x_1 = xq (resp. y-1 = yo) et ay_1 = (1 — b)y, (resp.

R

X_1 =

(1 = B)xo), alors, X2y = Xops1 = X1 (reSP. You = Yous1 = Y-1)-

Preuve. Nous allons prouver ces résultats seulement pour la sous-suite (x;,). Les
résultats sur les sous-suites (x2,+1), (Y2n) €t (Y2q41) Se démontre d’une maniere simi-

laire.

Tout d’abord, notons que dans le cas ou A = 1, c’est a dire, af + b = 1 — aa, les deux
sous-suites de (u,) prennent la forme
"(x_1 — aa)'[ay_, +(b-1
Hpy = (aa)"(x_1 — xo) +1 et sy = (aa)"[ay -1 + ( )Yol
X0 Yo

Aussi, dans le cas ou B = 1, c’est a dire, ab + f = 1 — aa, les deux sous-suites de (v,)

+ 1.

prennent la forme

n = n _ _1
py L@@ @+ B Dx]
Yo Xo

(a) Par le théoreme (3.1.1), nous avons

X1
Xon = ) o )
1 (1 , (@) - xo>) 1 (1 , @@y + (- 1)y0))
i=0 *o i=0 Yo
On distingue quatre cas possibles.
(i) Six_qy >xgetay_1+(b—1)yo > 0: alors
X1
Xoy = 1 1' 1 .
oxp Z 1n( , (@) - xo)) N (1 @)y + (0~ )]/0))
X0 e Yo
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Y ki1 Yiks1¥n

d’ordre supérieur x,.1 = =
p n+l ayﬁ_k+byn s Ynl axﬁ_kﬂ%xn

Ona

Xo Xo

In (1 N (ac)"(x_1 — Xo)) . (ac)"(x_1 — xo)

In [1 N (ac)"(ay-1 + (b — 1)yo)l . (ac)"(ay-1 + (b — 1)]/0).
Yo Yo
Mais les deux séries

— . _ b-1 .
Z —x_lxo Daa)y et Z W+ b= Dyo (aa)

i>0 i>0 Yo

sont convergentes, d’ou1 le résultat souhaité est obtenu.

(i) Six_q > xpetay_1 + (b—1)y, <0: alors

[y

n—

Xop = X1 ( Yo )
0 (hw)f vo + (@a)(ay- + (b~ Dyo) )’
0

I
o

i= Yo
_ Xy e (1 . —(aa)i(ay_1 + (b — 1)y0) )
n (1 + (ac)(x_1 — xo)) 0 Yo + (aa)(ay— + (b —Dyo) )’
i=0 X0
n-1 i
X (aa)' (1 = b)yo — ay-1) )
= In|1 , .
exp Zn: In (1 + _(aa)i(x_l _—XO)) N i=0 1’1( ’ Yo + (@aa)(ay-1 + (b — 1yo)
i=0 X0
Ona
In (1 + (aa)"(x1 — xo)) . (ac)"(x_1 — xo)
X0 X0
et

In (1 N (aa)"(1 = b)yo — ay-1) ) N (aa)"((1 = b)yo —ay-1)
Yo + (@a) (ay— + (b—1)yo)] = yo+ (@a)y(ay-, + (b —1)yo)’

aussi
(@) (A -b)yo —ay-1)  (@a)"((1 - b)yo — ay-1)
Yo + (aa)" (ay_1 + (b= 1yo) = Yo ’
mais la série
Y (aa)"
n>0

est convergente, d’ot1 le résultat souhaité est obtenu.
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d’ordre supérieur x,.1 = Fuckn ¥ /Y
P n+1 af_ by’ Yn+1 o +fn

(iii) Six_y <xp et ay_1 + (b —1)yo > 0: alors

Xoy = X1 ﬁ( % )
n= (1 .\ (aa)'(ay_; + (b - 1)]/0)) L1 \xo + (@) (x1 - x0) )’

i=0 Yo
= X1 n (1 N (llO()i(XQ _ x—l) )
n-1 (1 .\ (aa)i(ay_l + (b - 1)y0)) pll xo + (aa)i(x_1 — x0) )’
i=0 Yo
X1 (ac)'(xp — x_1)
_ exp ”Z—}‘ In (1 N (acr)'(ay— + (b — 1)y0)) P IZ;‘ ln( xo + (aa)i(x_q — Xo))
i=0 Yo

In (1 L (30)"(x0 — x-1) )~ (aa)"(o—x1)  (a@)"(xo — x-1)

X0 + (@a) (x-1 —x0) ) 7 xo + (@a)*(x- —xp) Xo

et

1 [ (ac)"(ay—1 + (b — 1)ypo) (ac)"(ay—1 + (b — 1)ypo)
n|l+ ~ oo .
Yo Yo

mais la série

D (aa)"

n>0

est convergente, d’ot1 le résultat souhaité est obtenu.

(iiii) Six_; <xpetay_; +(b—1)yo <0: alors

" n—1

e g (xo + (aqr)i(x_y — xo)) 1:0[ (yo + (aa) (ay-1 + (b - 1)3/0))’
T (a0 (xp — x1) ’”( (MﬂG—MW—WA))
- 1:[ (1 Hpon (aa)(x_q — xo)) H T Yo + (aa)(ay-1 + (b - 1)yo))’

=X expiln(l " (aa) (xo — x_1) )GXPZIH( (a)'((1 - b)yo —ay_y) )

X + (aa)i(x_1 — xp) Yo + (aa)i(ay-1 + (b — D)yo)

n (1 N (aa)"(xo — x_1) ) N (aa)"(xo —x-1) (a@)"(xo — x-1)

xo + (@a) (x-1 —x0) ) ° xo + (@a)*(x-1 —xp) Xo
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d’ordre supérieur x,.1 = =
p n+l ayﬁ_k+byn s Yn+1 axﬁ_kﬂixn

et

In{1+

(aa)"((1 = b)yo — ay-1) ) __(@)"((@ = b)yo — ay)
Yo + (@a)y (ay_1 + (b—1)yo) ] = yo + (@a)y(ay-1 + (b — 1)yo)’

d’autre part

@)1 -b)yo—ay1)  (@a)"((1 - b)yo —ay)
Yo + (aa) (ay + (b - 1)yo) = Yo ’
mais la série
D (aa)"
n=0

est convergente, d’ot1 le résultat souhaité est obtenu.
(b) Dans ce cas uy, = 1, ainsi par le théoréme (3.1.1), nous avons

X1
Xop = ’

H (1 , (aa)(@y + (b - 1>yo>)
. Yo

i=0
le résultat découle en démontrant de la méme maniere que dans (a), et en distin-
guant les deux casay_1 + (b—1)yo > 0 etay_1 + (b — 1)y, < 0.
(c) Dans ce cas uy,41 = 1, ainsi par le théoreme (3.1.1), nous avons

X1

11 (1 , () - xo>)’
X0

i=0

Xon

le résultat découle en démontrant de la méme maniére que dans (a), et en distin-

guant les deux cas x_; > xp et x_; < xo.
(d) Le résultat estimmédiat puisque uy, = 1,41 = 1 dans ce cas.

Théoréme 3.2.6 Soit {(x, Yn)},_, unesolution du systeme (3.19) aveck = 21+1(1 =1,2,...).

Supposons que ace < 1. Donc, on a les assertions suivantes :

(@) Si A =1(resp. B=1), x_g1-1 # xo (resp. Yy_z_1 # Yo) et ay__1 # (1 — b)yo (resp.

ax_g-1 # (1 = B)xo), alors, tous les sous-suites de x, (resp. y,) sont convergentes.
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d’ordre supérieur x,.1 = =
p n+l ayﬁ_k+byn s Yn+1 axﬁ_kﬂixn

(b) Si A =1 (resp. B =1), x_5-1 = xo (resp. Y_o-1 = Yo) et ay_y—1 # (1 = b)yo (resp.
ax_g-1 # (1 = B)xo), alors, tous les sous-suites de x, (resp. y,) sont convergentes.

(c) Si A =1(resp. B =1), x_9i_1 # Xo (resp. Y_o-1 # Yo) et ay_y—1 = (1 = b)y, (resp.
ax_g-1 = (1 = B)xo), alors, tous les sous-suites de x, (resp. y,) sont convergentes.

(d) Si A =1(resp. B =1), x_9i-1 = xq (resp. Y_z-1 = Yo) et ay_y_1 = (1 = b)y, (resp.

ax_pg-1 = (1 = B)xo), alors, x,, (resp. y,,) sont périodiques de période 21 + 1.

Preuve. Nous allons prouver ces résultats seulement pour les sous-suites (xp[i+1yn+1]), 7 =

m. Les résultats sur les sous-suites (Xoj@s1)ntr1+1), ¥ = 0,1 = 1, (@iriynstan+1), 7 = m,

(or@istynster+11), ¥ = 0,1 =1, (Yorrsiynen), ¥ = 0, L (Yoq@isiynsn+1), ¥ = 0,1 = 1, (Yor@ieiynsieni+1), 7 =

0,1 et (Yo[@i+1yn+i+r+17), ¥ = 0,1 — 1 se démontre d'une maniere similaire.

Tout d’abord, notons que dans le cas ot A = 1, c’est a dire, ap + b = 1 — aa, les deux

sous-suites de (u,) prennent la forme

1y = (aaq)" (x_21-1 — Xo) t1 et iy = (aa)"[ay—z-1 + (b= 1)yo]

Xo Yo

+ 1.

Aussi, dans le cas ou B = 1, c’est a dire, ab + f = 1 — aa, les deux sous-suites de (v,)

prennent la forme

_ (aa)" (Y-21-1 — Yo) Pl et vy = (aa)"[ax_y-1 + (B — 1)x0] 1

Yo Xo

(%2}

Soit € 0, I fixé.

(a) Par le théoreme (3.1.1), nous avons

X2(r-1)-1
X2(@i+ntr) = _ n_l( ) @ D)itler
H (1 s (aa) @I (x_py_q — xo)) H (1 N (acx) (ay-o1+ (b - 1)]/0))
i=0 X0 i=0 Yo
On distingue quatre cas possibles.
(i) Six_gq1 > xpetay_g-1+ (b—1)yo > 0: alors
X2(r-1)-1
2@ = n 20+1)i n-l QI+1)i+l+r '
exp Z - (1 N ()@ Divr(y_y  — xg)) N Z n (1 .\ (aq) (ay_p-1 + (b - 1)y0))
i=0 X0 i=0 Yo
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d’ordre supérieur x,.1 = =
p n+1 ay’_ +by.’ Yn+1 ax_ +pxy

Ona ‘ _
(14 (@)@ 0 (x 5y = x0)\ (@)@ (x5 = x0)
Xo ® Xo
et
- [1 @@V ay 4 (b= 1)yo)l @y + (b= D)
Yo ” Yo '

Mais les deux séries

Z X—21-1 — Xo (aa)@+Vi+r of Z ay-z-1 + (b= Dyo (aa) @Vt
X0

i=0 =0 Yo

sont convergentes, d’ot1 le résultat souhaité est obtenu.
(i) Six_p-1 > xpetay_g-q1 + (b—1)yy <0: alors

-1
N} _ X2(r—1)-1 T Yo
2(Q+1)n+r) T ( (aoz)al +1)i+r(x_21_1 . Xo)) w0 \Yo + (lla)(2l+1)i+l+r(ay_2l_1 +(b- 1)y0) ’
1+ B

X0

i=0

Xar--1 - (1 . ~(aa)®V* @y 1 + (b~ 1)yo) )
n (1 (aa) 2D (x gy — xO)) i=D Yo + (@)@ (qy o + (b= 1)yo) )
+

X0

i=0

n-1 ;
(@) (1~ b)yo — ay 1)
) In(1 .
Xo(r-1)-1 €XP ; n( + Yo + ()@ D (qy_y 1 + (b — 1)yo)

B n Ql+1)i+r _
exp Z In (1 N (acx) (x21-1 xo))

X
i=0 0

On a

n (1 N (aa)(21+1)i+r(x_21_1 _ xo)) N (110()(21+1)i+r(X_ZZ_1 _ xO)

X0 X0
et
1+ (aa)@HVHRT((1 = by — ay—n-1) N (aa)@HVHRT((1 = by — ay—oi-1)
Yo + (aa) @V (qy o+ (b—Dyo)) * yo + (aa)@ Dy oy + (b — 1)yo)’

aussi

(aa) VR (1 = b)yy — ay_pi—1) N (aa) VR (1 = b)yy — ay_pi—1)
Yo + (aa)@+ Vit (qy o 4 + (b= 1)y) Yo ’

mais la série
2 (aa)

n>0

est convergente, d’ot1 le résultat souhaité est obtenu.
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(iif) Six_p-1 <x9 et ay_y-1 + (b —1)yo > 0: alors

X — X2(r-1)-1 I %o
2((21+1)n+r) n-1 ( (510()(21+1)i+l+r(ay_ZZ_1 + (b _ 1)y0)) 0 Xo + (510()(21+1)i+r(x_21_1 _ xO) ’
1+ -
i=0 Yo
— X2(r-1)-1 n (1 N (ﬂa)(21+1)i+r(x0 _ x—21—1) )
ﬁ (1 (ga)(21+1)i+l+7(ay_21_1 + (b _ 1)y0)) 0 Xo + (ga)(21+1)z+r(x_2l_1 _ xO) ’
+
i=0 Yo

; .
(aa)(21+1)1+r(x0 _ x—21—1)
Xo(r_N_1 €X Z In{1+ ;
2(r-1)-1 p —~ ( Xo + (aa)(21+1)1+7’(x_21_1 — xo)

n-1 QDT (g o b-1
epoln (1 N (acx) (ay—a1 + ( )yo))
i=0

Yo
On a
In (1 (@)D (xg — X _11) ) _ (ac) D (xg — x_y1) N (acr)?" D (xg — X _11)
X0 + (@)@ (x5 —x0) ) T xg + (a@) @V (x5 — xg) Xo
et
1 (@)D (qy oy + (b - 1)%)] - (@)@ D (qy oy + (b - 1)yo).
Yo Yo

mais la série

D (aa)"

n>0

est convergente, d’ot1 le résultat souhaité est obtenu.

(1111) Si X_1 < Xxget ay_j-1 + (b - 1)y0 < 0: alors

-1
S| —"
2@+ 1)n+r) =X2(r-1)-1 Xo + (aa)@ D (xy 1 — x) Yo + (aa)(21+1)i+l+r(ay_zl_1 +(b—1)v0) ’

i=0 l:O

R )
(ac) @D (xxg — x_py1)
=X2(r-1)-1 H (1 +

iy Xo + (aa) @D (x g1 — xp)

n—1 (1 . _(aa)(21+1)i+l+r(ay_21_1 + (b _ 1)y0) )
) Yo + (@)@ (qy o 4 + (b= 1)yo) )

1=

. .
(ﬂa)(ZHDW(xo — X_pi-1)
=Xo(,_)—1 €X Zln 1+ .
2(r-1)-1 €XP l_:o ( Xo + (aa)(21+l)z+r(x_21_l —xo)

n—1 i
(a) @D (1 = b)yo — ay o1.1)
In(1 ; .
P ) “( " Yo + @@ @y + (0 - Dyo)
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d’ordre supérieur x,.1 = =
p n+1 ay’_ +by.’ Yn+r1 ax_ +pxy

Ona
nl1 (aa) VT (xxg — x_p1_1) _ (aa) VT (xxg — x_p1_1) N (aa) DT (xg — x_p1_1)
Xo + (aa)@DiFr(x 51 —x0) ) T xo + (@)@ (x5 —xg) Xo

et

nl1+ (aa)@HVHRT((1 = by — ay 1) N (aa)@HDHRT((1 = by — ay—oi_1)
Yo + (aa) @V (qy o+ (b —Dyo)) * yo + (aa) @D+ (ay_o 4 + (b — 1)yo)

d’autre part

(aq)PHVHET((1 = b)yo — ay-oi-1) N (aq) @D ((1 = b)yo — ay—z11)
Yo + (aa)@ Vi (qy_y g + (b= 1)yo) Yo
mais la série
Y (@)’
n>0

est convergente, d’ot le résultat souhaité est obtenu.
(b) Dans ce cas uy, = 1, ainsi par le théoréme (3.1.1), nous avons

X2(r-1)-1

”*@+wm@mﬂwwaq+w—n%>'
Yo

Xo(@l+1)n+r) =

i=0
le résultat découle en démontrant de la méme maniere que dans (a), et en distin-

guant les deux cas ay_p-1 + (b —1)yo > 0 etay_5-1 + (b — 1)y, < 0.

(c) Dans ce cas 1,41 = 1, ainsi par le théoreme (3.1.1), nous avons

X _ X2(r-1)-1
2(RH+n+r) — T : s
21+1)i+r _
aw X_2j-1 — X
] l (1 N (acx) (x_21 o))
i=0 X0

le résultat découle en démontrant de la méme maniére que dans (a), et en distin-

guant les deux cas x_p_1 > xp et x_y_1 < Xo.

(d) Le résultat estimmédiat puisque 1y, = u,+1 = 1 dans ce cas, et

Xo(@l+1)n+r) = X2(r-1)-1 = X2(Ql+D)n+l+r)+1, V' = 0,1,

Xo(@l1)nar)+1 = Xogr—1) = Xp(@+1)nslr+1), ¥ = 0,1 =1,
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3.3 Exemples Numériques

Dans le but d’illustrer les résultats obtenus sur le systeme (3.19) avec p = 1, nous

donnons les exemples numériques suivants

Exemple 3.3.1 Considérons les parametres

ki a b a | B || x| X3 | X2 | Xq | X || Ya|Y3|Y2]|Y-1]| Yo

4(1/211/2{2/3|1/3|| 5 (20|17 |25 |5 | 8 |12 | 9 |18 | 8

Onaa+b=a+p =1, x4 =xpet y_s = Yo, ainsi, d'apres le théoréme 3.2.2, la solution

{(n, Yn)},5_q €St périodique de période 4 et prend la forme
{(5,8),(20,12),(17,9), (25,18), (5,8),(20,12),(17,9), (25,18), ...} .

Voir, Figure (3.1) pour le comportement de (x,) et Figure (3.2) pour le comportement de (y,,).

Fic. 3.1 - F1G.3.2 -

Exemple 3.3.2 (a) Considérons les parametres

ka|bla|B|xa|xs|Xo|Xa|Xo| Ya|Ys|Y2]|Y-1]|Yo

41112239 (18|49 |52 |15 67 | 36 | 63 |27 | 2

Nous avons aa > 1, ainsi, d’apres le cas (a) du Théoreme 3.2.3,

lim x, = lim y, = 0.

n—oo

Voir, Figure (3.3) pour le comportement de (x,) et Figure (3.4) pour le comportement de (y,,).
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Y ki1

ayﬁ _k+byn

Yk ™n
axz _k+ﬁxn

s yn+1 -

d’ordre supérieur X1 =

F16.3.3 - F1G. 3.4 -

(b) Considérons les parametres

kia|b| a Bl Xa| X3 | X2 |Xq|Xo || Yeal|Y3]|Y2|Y-1]|Yo

412121 1/2]1)| 9|3 |4 1218|259 | 5 |21]|2

Nous avons aa = 1, ainsi d’apres le cas (b) du Théoreme 3.2.3,

lim x, = lim y, = 0.

n—oo

Voir, Figure (3.5) pour le comportement de (x,,) et Figure (3.6) pour le comportement de (y,,).

25

Exemple 3.3.3 (a) Considérons les parametres

kil a | b | al| B ||xa|xs|X2|[Xa|X |Y-a|Y3|Y2]|Ya|Yo

4045 01/501/4(1/2) 9 | 18] 6 |12 |15 25|16 | 5 | 21| 2
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d’ordre supérieur X1 =

Nous avons aa <1, A < 1et B < 1. Ainsi, d’apres le cas (c) du Théoreme 3.2.3,
lim x, = lim y,, = +oo0.

Voir, Figure (3.7) pour le comportement de (x,) et Figure (3.8) pour le comportement de (y,,).

x10'
3

F16. 3.7 - FiG. 3.8 -

(b) Considérons les parametres

kil a |b) a | B | x4 |Xx3|X2| X |X | Y-a|Y=3]|Y2|Y=1]|Yo

41 4/5(1(1/4(1/2| 9 |18 | 6 |12 |15| 25 |16 | 5 |21 | 2

Nous avons choisi les mémes parametres que dans le cas (a) sauf pour b nous avons pris la

valeur 1. Dans ce cas, A > 1 et B < 1, ainsi d’apres le cas (c) du Théoréme 3.2.3,
lim x, =0, lim y,, = +o0.

Voir, Figure (3.9) pour le comportement de (x,,) et Figure (3.10) pour le comportement de (y,).

(c) Considérons les parametres

kil a |b| a | B |x4|X3|X2|Xq|X0 | Ya|Y=3|Y=2]|VY1]|Yo

4(4/5|2|1/4(1/2| 9 | 18| 6 |12 |15 |25 16 | 5 |21 | 2

Nous avons choisi les mémes parametres que dans le cas (a) sauf pour b nous avons pris la

valeur 2. Dans ce cas, A > 1 et B > 1, ainsi, d’apres le cas (c) du Théoreme 3.2.3,
lim x, = lim y, = 0.

Voir, Figure (3.11) pour le comportement de (x,) et Figure (3.12) pour le comportement de (y,,).
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P
4 5401 _ Nkl Yk ™n
d’ordre supérieur X1 = AT Yne1 = 5 i

Fic. 3.9 — FiG. 3.10 -

Fic. 3.11 - Fic. 3.12 -

Exemple 3.3.4 (a) Considérons les parametres

kil a | b | a | B || xa|xs| x| Xa|X| Ya|Y=3|Y2]|Y-1]|Y0

414/512/51/411/21228| 79 | 106 | 152 |65 | 75 | 86 | 48 | 27 | 2

Nous avons aac <1, A =1,B <1, x_4 > xq et ay_y > (1 = b)yo. Ainsi, d’apres le cas (c) du
Théoreme 3.2.3 et les cas (a) et (c¢) du Théoreme 3.2.4, les sous-suites Xy, ¥ = 0,...,3 sont
convergentes et

lim y, = +oo.

Voir, Figure (3.13) (le comportement de (x,)),Figure (3.14) (le comportement de (Xa,41)),Figure
(3.15) (le comportement de (x4,+2)),Figure (3.16) (le comportement de (xX4n+3)), Figure (3.17) (le

comportement de (y,)).
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Chapitre 3. La forme et le comportement des solutions du systeme d’équations aux différences

p
Y ki1 y 1= Yk n
n+l =
ayﬁ_k+byn ¢ axi_kﬂixn

d’ordre supérieur X1 =

Fic. 3.13 - Fi1c. 3.14 -

111111

1111111

1111111

Fic. 3.15 - F1c. 3.16 -

(b) Considérons les parametres

kil a | b | a| B |[xa|xs|x2|x0]| X |Y-a|Y-3|Y=2|Ya|Wo

4114/512/5|1/4|1/2 (228 | 79 | 106 | 152 | 228 | 75 | 86 | 48 | 27 | 2

Nous avons choisi les mémes parametres que dans le cas (a) sauf pour x, nous avons pris la
valeur de x_, = 228. Ainsi, d'apres le cas (c) du Théoréeme 3.2.3 et les cas (b) et (c) du Théoréme

3.2.4, la suite x,, est périodique, les sous-suites X441 et Xan13 sont convergentes et

lim y, = +oo.

n—oo

Voir, Figure (3.18) (le comportement de (Xa,41)),Figure (3.19) (le comportement de (xan+3)), Figure
(3.20) (Ie comportement de (x,,)) et Figure (3.21) (le comportement de (y,)).

(c) Considérons les parametres

k| a b a | B || xyg | X3 | X2 | Xq| Xo ||Ya|Y3|Y2]|Y-1]| Yo

4(4/5|2/5(1/4|1/2 (228 |79 |106| 152 | 228 | 75 | 86 | 48 | 27 | 2
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Chapitre 3. La forme et le comportement des solutions du systeme d’équations aux différences

p
Y ki1 e

d’ordre supérieur x,,, = —L&1— =
p 1= o by, Yn o+

L L L L
o 50 100 150 200 250 300
n

F1Gc. 3.17 -

57 T T T T T T T T T 141.506

141504

141592 -
57.505

14150

57.50
141588

1)

57.585| 141586 -

x(an
X(4n+3)

141584
57.58|

141582
57.575|
14158

5757

141578

57.565 L L L L L L L L L 141576 L L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 o 5 10 15 20 25 30 3 40 45 50

Fi1c. 3.18 - Fi1G. 3.19 -

Nous avons choisi les mémes parametres que dans le cas (b) sauf pour vy, nous avons pris la
valeur de {%5y_4 = 100. Ainsi, d’apres le cas (c) du Théoreme 3.2.3 et les cas (b) et (d) du
Théoreme 3.2.4, x, est périodique du période 4 et

lim y, = +oco.

n—oo

Voir, Figure (3.22) (le comportement de (x,)) et Figure (3.23) (le comportement de (y,)).
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Chapitre 3. La forme et le comportement des solutions du systeme d’équations aux différences

; X Yn yp X
d’ordre supérieur x,,; = 41 _ Yukn
P n+1 ﬂy]:,_k"'byn ; Yne1 “xf,_k"'ﬁx_n

220
2L
200
180 1 ol
- S
160
e
140
05
120
‘ L L I ;
0 5 10 1n5 20 25 30 0 50 100 150 200 250 300
n

2201
200 AL
180
15F
160
- S
=
140
e
1201
100
05
80
‘ 1
o 5 10 1n5 20 25 30 0 50 100 150 200 250 300
n
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CHAPITRE 4

Forme des solutions du systeme

d’équations aux différences

k
H]':() Yn-2j
H]‘:1 xn—(Zj—l)(an"‘bn H]':() yn—z]’)
HI;:Q Xn—2j
Yn+1 =

Hl]{‘:1 yn—(Zj—l)(an‘hBﬂ HI;‘:() xn—Zj)

Dans ce chapitre, et comme généralisation des résultats exposés dans [13] et [22],
nous considérons le systeme d’équations aux différences d’ordre supérieur avec des
coefficients variables (non auténome) suivant

k
H]:O yn—Z]

k k ’
H]':l Xn—2j-1) (lln + b, H]':O yn—zj)

Xn+1 =
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Chapitre 4. Forme des solutions du systeme d’équations aux différences
Hl;:[] yn—Zj y _ H];:() xn—2j
1= _
H?:] xrz—(zj—l)(ﬂil"'bn H]](':U yn—zj) 7 It H?:] %1—(2/‘—1)(0‘11‘*#})1 HI}:O xn—zj)

Xn+1 =

k
Hj:o Xn-2j
k k ’
Hj:1 Yn-j-1) (Oén + ﬂn H]':o xn—Zj)

ot k € IN, les suites (2,),cn, (bn)nens (@n)nens (Bn), oy SONE réels, et les valeurs initiales

Y1 = neN, (4.1)

X_0k, X—2k+1,-r X0, Y=2k, Y=2k+1,---, Yo SONt des nombres réels non nuls.

La premiere partie de ce chapitre est consacrée a la forme des solutions bien définies
du systéeme d’équations aux différences (4.1). Dans la deuxieéme partie, nous étudions la

périodicité des solutions du systeme (4.1) dans le cas ot1 les coefficients sont constantes.

Remarque 4.0.1 1. Une solution du systeme (4.1) est dite bien définie si

k
Xn—j-1) [ @n + by H Yu2j|#0, YR €N,
=0

k
=1

Xn—2j|#0, Vn € IN.

k
j=0

k
H yn—(Zj—l) a, + ,Bn
j=1

2. Sion choisit tous les parametres et tous les valeurs initiales strictement positive, alors les

solutions correspondantes seront bien définies.

3. Comme les valeurs initiales sont non nuls, on montre, par récurence, que si

k k
a, +b, H Ynoj || @n + P Xn2j| #0, Yn €N,
j=0 j=0

alors toute solution du systeme (4.1) satisfait
Xp Y #0,n 21,

ainsi elle est bien définie.

4.1 La forme des solutions du systeme (4.1).

Dans le résultat suivant, nous déterminons la forme des solutions bien définies du

systeme d’équations aux différences (4.1).
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Chapitre 4. Forme des solutions du systeme d’équations aux différences
Hl;:[) yn—Zj

Xn+1 =

H’/{:] xn—(zj—l)(ﬂn"'bn H];:U yn—zj)

’ yn+1 =

k
H] 0 Xn-2j

H]—1 Yn—-(2j- 1)(0‘11+ﬁn j=0 Xn— 2])

Théoreme 4.1.1 Soit {(xXy, Yu)},»_n Une solution bien définie du systeme (4.1). Alors pour tout

n=0,1,..,
n
U((k+1)j-1)+1
X@k+2n+1 =Y H T
=1 2(k+1)j+1
Up((k+1)j+i- 1)
X@k+2)n+2i = X2i-(2k+2) H —,i=1,2,.., k+1,
=0 uZ((k+1)]+z)
Up((k+1)j+i-1)+1 .
X@k+2)n+2i+1 = X2i—(2k+1) H ” ,1=1,2,..,k,
j=0 2((k+1)j+i)+1
O2((k+1)j-1)+
Yexsone1 = A H - ,
=1 2(k+1)j+1
O2((k+1) j+i- 1)
Yoke2m+2i = Y2i-(2k+2) H . =1,2,.. k+1,
=0 2((k+1)]+z)
O((k+1)j+i-1)+1 .
Ykr2n+2ie1 = Y2i-(2k+1) H - ,1=1,2,..,k
=0 2((k+1)j+i)+1
avec
k k
)= Hj:O Yoj B H]':o X_2j

et pours =0,1,

Udp+s

V2n+s

r
~.

1
=

i
AN

o

-1

j=0

(ﬂ2j+1+50¢2]'+s)

(a2j+sa2j+l+s)

Us +

Vs +

, A=
H]];l X1-2j (ﬂo + bo H?:o y—z]‘)

n—-1

=0
-1

S -,

j=0

et si les coefficients sont constantes, i.e., a,

Hl;:o Y-2j

7/:

et pours =0,1,

T
A

(A2i+1+5%2i+s)

i
Ry

T

X

-

=
|
—_

(u2i+sa2i+1+s)

H?:l Yi-2j (ao + Po H?:o x—Zj)’

(012]'+1+sﬁ2j+s + b2]'+1+s) p

<a2j+1+sb2j+s + 52j+1+s) ,

Hl;zl X1-2j (ll +b HI;:o ]/—2]')’

Udnys =

(aa)" us +

us + (ag + b)n,
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i=j+1 ]
=a,b,=b, a, = et f, =p, nous aurons
k
B [Tj=0 %2

k k ’
H]':1 Y1-2j (05 +p szo x—z;’)

(““) L (ap+b), aa#1,

ac =1,



Chapitre 4. Forme des solutions du systeme d’équations aux différences
H];:U Yn-2j H];:() Xn-2j

X = = -
n+l Hl;:] X,,,(zj,l)(ﬂn"'bn H];:U yn—Zj)/ yn+1 H};:] %1—(2}71)(0(11"'{‘})1 HI}:O Xn—Zj)
(a@)" v + “=L (ab + ), aa #1
s aa—1 ’ ’
Donys =
vs + (ab+ B)n, ac =1,
avec
1 1 1
Ww=——",/m=—"F""0=—"F",/ "= 77" —
k k k k
H]‘:o X-2j H]‘:() X1-2j H]‘:O Y-2j H]‘:O Yi-2j

Preuve. Par le changement de variable

1 1
— =—
szo Xn-2j H]':o Yn-2j

Uy, =
le systeme (4.1) devient

Up+1 = A0y + bn/ Up+1 = Ay + ﬁn/ n €N,

ainsi
Upto = Apt1QpUy + an+1ﬁn + bn+1/ n €N,
Unt2 = Qp110,0p + an+1bn + ﬁn+1/ n € N.
D’ou
Uops2 = Aop1Q2nUoy + Aops1Pon + bons1, 1 € N,
Upp+3 = Aop2Q02n+1Un1 + A2ns2Pons1 + bonsz, 1 € N,
Vo2 = Qops1@20020 + Q2ns1b2y + Ponsr, 1 € N,
V2ns3 = Q2p420204102m41 + Q2ps2bonir + Ponsa, 1 € N
Soient

Ap = a1, By = a2n+152n + b2n+1/ Wy = Uy,
Chn = 241, Dy = aonioPons1 + bons, 2o = Uy,
E, = ayp1aon, Fr = a2n+1b2n + ﬁ2n+1/ ty = Uop,

Gn = (op+202n+1, Hn = a2n+2b2n+1 + 52n+2/ Yy = 0241+,
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Chapitre 4. Forme des solutions du systeme d’équations aux différences
Hl;:[) Yn-2j y _ H] 0 Xn-2j
1=
H?:] xn—(zj—l)(ﬂn"'bn H]](':U yn—zj)/ o H]—1 Yn—-(2j- 1)(0‘11+ﬁn j=0 Xn— 2])

Xn+1 =

alors, de (4.8)-(4.11), nous obtenons les équations aux différences du premier ordre

suivantes
Wpe1 = A,w, + B, n €N, (4.12)
Zna1 = Cuzp + D, n € N, (4.13)
tyy1 = Eq t, +F,, n €N, (4.14)
Tye1 = Gy + H,, n € IN. (4.15)

de (4.12) et le Lemme 1.1.1, nous avons

n-1 n-1
A wo+Z HA (4.16)
j=0 j=0 |i=j+1
Alors, par (4.8) nous obtenons
n—1 n-11| n-1
= H (llzj+1042j) up + Z H (a2i4102:) (azj+152j + b2j+1)- (4.17)
j=0 =0 |i=jr1
De méme, de (4.9)-(4.11), (4.13)-(4.15) et le Lemme 1.1.1, on a
n—1 n-11| n-1
Uope1 = (112]‘+2042j+1) U + Z H (a2i4202i41) (112]‘+2,32j+1 + b2j+2); (4.18)
=0 =0 |i=j+1

n—l
= [ 052]+1ﬂ2] }Uo + Z {H (a2i41a2) ] (azj+1b2j + ,32j+1) , (4.19)

j=0 j=0 |i=j+1
n—1 n=1| n-1
Uops1 = H (0€2j+2612j+1) o+ Z H (@2i4202i11) (062]‘+2sz+1 + ,32]‘+2)- (4.20)
=0 =0 |i=j+1

Si les coefficients sont constantes, c-a-d, a, = a, b, = b, a, = a et B, = B, alors les

formules (4.17)-(4.20) deviennent

(aq)" ugy + (”;’; —(ap+b), aa #1,

gy = (4.21)
up + (ap +b)n, ao =1,

(aq)" uy + (aa)"~1 (aB+b), aa+1,

aa—1

Upps1 = (4.22)
uy + (ap+b)n, ac =1,
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Chapitre 4. Forme des solutions du systeme d’équations aux différences
Hl;:[) Yn-2j y _ H]; 0 Xn-2j
1=
H?:] xn—(zj—l)(ﬂn"'bn H]](':U yn—zj)/ o H]—1 Yn—-(2j- 1)(0‘11+ﬁn j=0 Xn— 2])

Xn+1 =

(aq)" vy + (m) (ab +p), aa#1,
Oy =
vo+ (ab+B)n, ac =1,

(aa)" vy + ”a) L (ab+B), aa+#1,

Uont+1 =
v1+ (ab+ B)n, ao =1,

D’autre part, de (4.2), on a

n=0,1,..,

u, v,
Xn+2 = —Xn-2ks Yn+2 =
Uni2 On+2

En remplagant n par 2k +2)n+1i,i=1,2,...,2k + 2, nous obtenons

Up((k+1)j-1)+1
XQk+2n+1 =Y H p

U2 (k+1)j+1
Uk+2)j+i-2
X@k+2)n+i = Xi-(2k+2) H —,1=2,3,...,2k+2,
U@k+2)j+i
j=0
D((k+1)j-1)+1
Yokens1 = A H - ,
=1 2(k+1)j+1
OQk+2)j+i-2
Yk+2)n+i = Yi-(2k+2) H —,i=2,3,...,2k+ 2,
O(2k+2)j+i
j=0
avec
k k
B H]‘:o Yo 1= Hj:o X_2j
7/ - ’ -

Hlle X1-2j (ﬂo +bo Hl;:o }/—2]') Hl;zl Y1-2j (ao + Po H’;:o x—Zj).

Selon la parité de i, nous avons par (4.27) et (4.29)

T U ((k+1)j+i-1)

Xk+2)n+2i = X2i—(2k+2) —i=1,2,.. k+1,
= Up((k+1) j+i)
T U2 )j+i-1)
TT +1)j+i—
Yk+2n+2i = Y2i-(2k+2) —,i=1,2,...,k+1,
=0 D2((k+1) j+i)

n

TT “Y2((k+1)j+i-1)+1

Xk+2)n+2i+1 = X2i—(2k+1) —,i=1,2,...k
=0 Up((k+1) j+i)+1

n
TT Q2((k+1)j+i-1)+1
Yok+2n+2iv1 = Y2i-(2k+1) —,i=12,.,k
=0 O2((k+1)j+i)+1
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Chapitre 4. Forme des solutions du systeme d’équations aux différences
Hl;:[] yn—Zj y _ H];:() xn—2j
1= _
H?:] xrz—(zj—l)(ﬂil"'bn H]](':U yn—zj) 7 It H?:] %1—(2/‘—1)(0‘11‘*#})1 HI}:O xn—zj)

Xn+1 =

Remarque 4.1.1 Si nous prenons o, = a,, B, = b,, n € IN, et les valeurs initiales sont tels

que x_i = Y_;, 1 =0, ..., 2k, le systeme (4.1) devient I'équation aux différences suivante

k
szo Xn-2j

k k ’
I1 j=1 Xn-(2j-1) (ﬂn +b, [1 j=0 xn—Zj)

Xn+l =

4.2 Sur la périodicité des solutions du systeme (4.1) avec

coefficients constants

Maintenant on s’intéresse a la périodicité des solutions bien définies du systéme

(4.1) dans le cas ot les coefficients sont constants, c’est a dire, le systeme

k
[Tj=0 Yn-2
Xn+l = k Kk ’
ITi=1 Xn-2j-1) (ﬂ +b]1T ]/n—zj)
Hk: Xn-2j
Yoot = — bl neN (4.30)

k 7
[Ti=1 Yn-j-n) (CY + B 11 xn—Zj)
ou k € IN, les coefficients a, b, a, p sont réels, et les valeurs initiales x_n, X_pk11,..., Xo,

Y—2k, Y—2k+1,---» Yo sont des nombres réels non nuls.

Théoreme 4.2.1 Soit {(x4, Yu)},_, une solution du systeme (4.30) avec

n>-2
(ap + b)xox_p..xor = (@b + B)yoy—2..y-x =1 —aa et (1—aa)@ap+Db)(ab+p) #0.

Alors la solution est périodique de période 2k + 2 et elle prend la forme

XoX_p2 ... X0k YoY-2...Y-2k
7
X1X-3...X2k+1 Y-1Y-3-.-Y-2%+1

{(x—Zk/ ]/—zk); (x—2k+11 y—2k+1)/ ceey (xOr yO)/ ( )/ (x—Zk/ y—Zk)/ .. } .

Preuve. Soit {(x, Yu)},»_o une solution du systeme (4.30) avec

ot _1-aa _1-aa
0X-2...X 2k = aﬁ+b' YoY-2..Y-2k = ab+ﬁ'
alors de (4.2), on a
ap+b b+
Up = P ; Oo = . P
1-aa 1—-ax
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Chapitre 4. Forme des solutions du systeme d’équations aux différences

k
Hj:g Yn-2j
I} 1) (a0 TT_ Y-
j=1 Xp-2j-1)\@n+0n H]':U Yn-2j

Xn+1 =

k
Hj:() Xn-2j

)/ yn+1 = H

k k
j=1 y1'1—(2j—1)(0‘11+ﬁ;1 H]‘:o xn—zj)

ainsi, de (4.3), nous trouvons que

ap+b
U =avg+b= =
1—-aa
donc, par récurrence
ap+b
Uy = ’
1-aa

de (4.25) et (4.31), nous obtenons

Xn+2 = Xn—2k,

ab +
=uy, vVi=aug+f= T = Dy,
Wby eN (4.31)
n = Vi E .
v 1-axa "
Yni2 = Y2k, Y €IN.

D’oty, la solution est périodique de période 2k + 2 et elle prend la forme

{(x=2k, Y—2k), (X—2ks1, Y=2k41), - - -, (X0, Y0), (X1, Y1), (X=2k, Y21, - - -} -

Calculons x; et y;.

On a
YoY-2.-.. Y2k
X1 = ’
X_1X_3... X_2k+1(a + byoy_z ... y_Zk)
_ YoY-2-..-Y-ok ab + ﬁ
X_1X-3 ... X_2k+1 a,B +b’
_ YoY-2... Y2k XoX_p...X_pk
X_1X-3...X-2k+1 YoY-2--. y—zk,
_ XoX—2 ... X_2k
XAX_3... X ksl
et
Yy = XoX_2...X_ok
Yal-3- - Y-oke1(@ + Pxox_y ... x_3)
. XoX_p...X_pp Aap+ b
Y-1Y-3... Yo ab+ B’
_ XoX_—p...X_ok YoY-2...-Y-2k
YaY-s...Y-2k+1 XoX-2 ... X2k ’
_ YoYy-2...Y-2k
YaY-sz...Y-2k+1 '
|
Remarque 4.2.1 Siaa =1 alors
ap+b=0 & ab+p=0.
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Chapitre 4. Forme des solutions du systeme d’équations aux différences
Hl;:[) yn—Zj y _ H];:() xn—2j
1= _
H?:] xn—(zj—l)(ﬂn"'bn H]](':U yn—zj) 7 It H?:] y1'1—(2/'—1)(0‘11+ﬁn HI}:O xn—zj)

Xn+1 =

Théoréme 4.2.2 Soit {(X, Yn)},5_oy Une solution du systeme (4.30) avec
ac=1,(@ap+b) =0, a+Pxoxo. X #0 et a+byy_.y_x #0.
Alors la solution est périodique de période 2k + 2 et elle prend la forme

{02k, Y=21), (X—2k41, Y=2k41), - - - » (X0, Yo), (X1, Y1), (X2, Y=22), - - -},

avec ; ;
ITj=0 Y2 [Tj=o %2

/ )-
Hl;:l X1-2j (ﬂ +Db Hl]c-:o y—Zj) Hl;:l Y1-2j (0( +p Hl;:o x—Zj)

(xll yl) = (

Preuve. Supposons que
ac=1,(@ap+b)=0, a+Pxoxo. X #0 et a+byy—o.y_x#0,
alors, de (4.21)-(4.24), nous avons
Uy = Ug, Upps1 = U1, Voy = Vg, Uppe1 = 01, Y1 € NL
De (4.25), nous obtenons
u O

n
Xn+2 = Xn-2k = Xn—2k, Yn+2 =
n+2 n+2

Yn-ok = Yn—2k, Y1 €.
D’oty, la solution est périodique de période 2k + 2 et elle prend la forme

{(x—Zk/ y—Zk), (x—2k+1/ ]/—2k+1)/ ey (x0/ yO)l (xll yl), (x—Zkl y—Zk)/ .. } ’

avec

[T} y-2j 150 %2
H?:l X1-2j (ﬂ +b Hlfzo ]/—2]‘) H?:l Y1-2j (04 +p H?:o x—2j)

(xll yl) = ( )

Remarque 4.2.2 En posant a = a, f = b, et en choisissant les valeurs initiales telles que

x_i = Y-, 1=0,..,2k, le systeme (4.30) sera réduit a I'équation aux différences suivante
k
szo Xn-2j

k k )
H]‘:l Xn—-2j-1) (a +b Hj:o xn—Zj)

(4.32)

Xn+1 =

Des cas particuliers de I'équation (4.32) ont été étudié dans [22] (k = 1,a =1,b = +1 ou
a+1,beR)et[13] (k =2,a==+1b = +£1). Il est facile de vérifier que les formules des

solutions dans [22], [13] sont des conséquences directes de nos formules.
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Chapitre 4. Forme des solutions du systeme d’équations aux différences
Hl;:[) Yn-2j y _ H];:() Xn-2j
1=
Hlle xn—(Zj—l)(ﬂn"'bn H];:U yn—zj) 7 It H?:] yn—(zj—l)(an +Bn Hlj:o Xn—zj)

Xn+1 =

Exemple 4.2.1 Sion prend

kil a |bla|B|l x4 | X3 | X2 |Xa|Xo|| Ya | Y3 |Y2|Y-1]| Yo

2011/3]1(22|1/9|25| 2 |11 |9 ||1/9] 4 3 114 |1/4

Alors,ona:
I _1—aa _1—aa
0X2X_4 = —aﬁ+b' YoY-2Y-4 = ab+ﬁ’

D’apres le théoreme (4.1.1), la solution est périodique de période 6 est prend la forme

11 101 1
{(%, 3 25,4, 2,3), (11,14), 9, 7), (= =), }

Voir, Figure (4.1) et Figure (4.2).

5
T

N
8
T

©
T

0
0

Fic. 4.1 — Comportement de x, Fi. 4.2 — Comportement de y,
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Conclusion et perspectives

Cette these est consacrée a 1’étude des solutions de quelques systémes d’équations

aux différences non linéaires.

Dans le premier chapitre nous nous sommes intéressé a I’étude de la stabilité locale

et globale des points d’équilibres du systeme d’équations aux différences

(1) (2)
y(l) _ a1Yn y(z) _ 2Yn
b a@dy T b+ o)
(k-1) (k)
(k-1) _ A-1Yy * arYy

n=20,1,..

7 In+l

= k = —1/
b1 + Ck—l(ygz ))pk’l b + Ck(}/;(q ))p"

Les chapitres deux, trois et quatres, ont été consacré a la recherche des formes expli-
cites, la périodicité et le comportement asymptotique des solutions des trois systémes

d’équations aux différences suivants

aXpYn-1 bx, 1y
Xps1 = +B, Yne1 = +a, n €N,
Yn— X, — P
p p
X y y X
n—k+1J7" n—k+1°1 "
Xn+1 p s yn+l P ’ ne N/ p/k €N ’
Y, . +by, ax,_ + Bx,
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Conclusion et perspectives

k k
Hj:o yn—Z]' H]’:O xn—Zj
Yn+1 = X p ,
H]':1 Yn-2j-1) (Oén + B H]':o xn—Zj)

Xpi1 = n €N,

k k /
H]‘:1 xn—(2j—1) (an + bn H]‘:() yn—Zj)

Comme perspective nous essayons d’élargir I'étude faite sur les systémes d’équations
aux différences (2.1), (3.2) et (4.1) au cas des systemes de T équations aux différences

(T > 3).
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