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Résumé

Le but de cette thèse est l’étude de quelques systèmes d’équations aux différences

de type rationnels.

Le premier chapitre est consacré à l’étude de la stabilité locale et globale des points

d’équilibre et l’existence des solutions non-bornées d’un système de k-équations aux

différences.

Dans chacun des trois autres chapitres, et comme généralisation de certains résultats

existants dans la littérature, nous donnons les formes explicites des solutions de trois

systèmes et on se serve de ces formes pour étudier le caractère périodique et le com-

portement asymptotique des solutions.

Mots-clés : Équations aux différences, Systèmes d’équations aux différences, Sta-

bilité, Périodicité.



Abstract

In this thesis we study some systems of rational differences equations.

In the first chapter, we investigate the locale and the global stability of the equi-

librium points, and the existence of unbounded solutions of a system of k difference

equations.

In the second, the third and the fourth chapters, we solve in closed form three sys-

tems of difference equations. We use the obtained formulas to study the periodicity and

the asymptotic behavior of the solutions.

Keywords : Difference equation, Systems of difference equations, Stability, Perio-

dicity.
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Introduction

Les équations aux différences est un sujet ancien et très fréquent dans plusieurs

branches de la science. Les équations aux différences se manifestent comme outil

indispensable dans la modélisation de plusieurs phénomènes de la vie réelle, par

exemple dans l’étude des populations. En analyse numérique, plusieurs méthodes de

discrétisation d’équations différentielles ordinaires ou à dérivées partielles, méthode

d’Euler, Crank-Nicolson, Runge-Kutta, ... , nous ramène à des équations aux différences.

Récemment, un intérêt qui ne cesse d’augmenter est accordé aux équations aux

différences (non) linéaires par plusieurs chercheurs, voir par exemple les références

[1]-[44]. Principalement cette ligne de recherche va dans deux directions : la première

focalise sur la stabilité des solutions en utilisant la méthode de stabilité par linéarisation

(de Lyapunov) et l’autre consiste à trouver la forme fermée des solutions.

En général, résoudre une équation aux différences non linéaire est une tache très dif-

ficile. La raison principale de cette difficulté réside dans le fait qu’il n’existe pas de

méthode systématique à suivre pour traiter ce genre d’équations. Cependant dans cen-

taines cas, et en transformant au type linéaire, voir par exemple [17]–[19]) et [27]–[33]),

plusieurs équations aux différences ont été résolues.

Dans notre thèse nous résolvant explicitement trois systèmes d’équations aux différences
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Introduction

non linéaires de type rationnel, mais aussi on étudiera la stabilité des points d’équilibre

d’un système à k-équations aux différences de type rationnel.

La thèse se compose d’une introduction et quatre chapitres.

Dans la première partie du premier chapitre nous donnons un bref rappel sur quelques

définitions et résultats connus utiles pour notre travail. Le comportement des solutions

des systèmes d’équations aux différences

xn+1 =
xn

a + cyn
, yn+1 =

yn

b + dxn
, n = 0, 1, ...,

xn+1 =
Axn

1 + yp
n
, yn+1 =

Byn

1 + xp
n
, n = 0, 1, ...,

a été étudié respectivement dans [2] et [44]. Inspiré par ces études, dans la deuxième

partie de ce chapitre et comme généralisation de ces systèmes, on étudiera le compor-

tement des solutions du système de k−équations aux différences suivant, voir [16].

y(1)
n+1 =

a1y(1)
n

b1 + c1(y(2)
n )p1

, y(2)
n+1 =

a2y(2)
n

b2 + c2(y(3)
n )p2

, . . . ,

y(k−1)
n+1 =

ak−1y(k−1)
n

bk−1 + ck−1(y(k)
n )pk−1

, y(k)
n+1 =

aky(k)
n

bk + ck(y(1)
n )pk

, n ∈N, k = 2, 3, · · · .

Dans [6], les auteurs s’intéressent particulièrement à la forme des solutions de l’équation

xn+1 =
xnxn−1

xn − 1
+ 1, n ∈N.

Motivé par cette équation, la forme, la périodicité et le comportement des solutions du

système d’équation aux différences suivant

xn+1 =
axnyn−1

yn − α + β, yn+1 =
bxn−1yn

xn − β + α, n ∈N,

feront l’objet du deuxième chapitre, voir [17].

Dans le troisième chapitre, voir aussi [18], on s’intéresse à la forme explicite et à l’étude

du comportement des solutions du système d’équation aux différences suivant

xn+1 =
xp

n−k+1yn

ayp
n−k + byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k + βxn

, n ∈N, p, k ∈N∗.
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Introduction

Cette étude est une généralisation des résultats exposés dans [38].

Le dernier chapitre est consacré au système d’équations aux différences d’ordre

supérieur avec coefficients variables (non autônome) suivant, voir [19].

xn+1 =

∏k
j=0 yn−2 j

∏k
j=1 xn−(2 j−1)

(
an + bn

∏k
j=0 yn−2 j

) , yn+1 =

∏k
j=0 xn−2 j

∏k
j=1 yn−(2 j−1)

(
αn + βn

∏k
j=0 xn−2 j

) , n ∈N.

Cette étude a été motivé par les travaux de Elsayed et Ibrahim [13] et Ibrahim [22].
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CHAPITRE 1

Sur le comportement des solutions d’un

système d’ordre 1 de k-équations aux

différences

1.1 Rappels

Dans cette partie, on rappelle quelques définitions et résultats utiles pour le reste de

la thèse. Pour plus de détails et de résultats nous renvoyons aux références [7, 15, 23, 24].

Définition 1.1.1 Une équation aux différences (non autônome) linéaire d’ordre k + 1, k ∈ N,

est une équation de la forme

yn+1 + p0(n)yn + p1(n)yn−1 + · · · + pk(n)yn−k = 1(n), n ∈N (1.1)

où1(n), pi(n), i = 0, 1, ..., k, sont des fonctions réelles avec pk(n) , 0, ∀n ∈N et y−k, y−k+1, . . . , y0 ∈
R sont les valeurs initiales.
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Chapitre 1.Sur le comportement des solutions d’un système d’ordre 1 de k-équations aux
différences

Remarque 1.1.1 i) Une suite {yn}+∞n=−k est dite solution de l’équation (1.1) si elle satisfait

cette équation.

ii) Si on fixe les valeurs initiales y−k, . . . , y0, alors l’équation aux différences (1.1) admet une

et une seule solution.

iii) Si 1 et pi, i = 0, 1, ..., k ne dépendent pas de n, alors l’équation (1.1) est dite autônome.

Le lemme suivant sera très utile pour la suite de la thèse.

Lemme 1.1.1 Soient {an}+∞n=n0
et {bn}+∞n=n0

deux suites dans R. Considérons l’équation aux

différences linéaire du premier ordre (non autônome)

yn+1 = anyn + bn, n ∈N.

Alors,

yn =


n−1∏

i=0

ai

 y0 +

n−1∑

r=0


n−1∏

i=r+1

ai

 br.

En outre, si an et bn sont constants (c-à-d an = a et bn = b pour tout n ∈N), et dans ce cas,

l’équation est dite autônome, on a

yn =



y0 + bn, a = 1,

any0 +
(an − 1

a − 1

)
b, a , 1.

, n ∈N.

Le corollaire suivant est une conséquence du lemme précédent.

Corollaire 1.1.1 Soient a, b ∈ R, Considérons l’équation aux différences linéaire du deuxième

ordre autônome suivante

yn+2 = ayn + b, n ∈N.

Alors,

∀n ∈N : y2n =



y0 + bn, a = 1,

any0 +
(an − 1

a − 1

)
b, sinon,
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Chapitre 1.Sur le comportement des solutions d’un système d’ordre 1 de k-équations aux
différences

∀n ∈N : y2n+1 =



y1 + bn, a = 1,

any1 +
(an − 1

a − 1

)
b, sinon,

Maintenant on donne une définition plus générale d’une équation aux différences.

Soit G une partie de R, k ∈N, et soit

f : N × Gk+1 −→ G

une fonction continue.

Définition 1.1.2 Une équation aux différences (non autônome) d’ordre (k+1) est une équation

de la forme

xn+1 = f (n, xn, xn−1, ..., xn−k), n = 0, 1, . . . , (1.2)

avec x0, x−1, ..., x−k ∈ G, sont les valeurs initiales.

Remarque 1.1.2 i) Si f ne dépend pas de n, i.e.,

f : Gk+1 −→ G

alors l’équation (1.2) est dite autônome et on écrit

xn+1 = f (xn, xn−1, ..., xn−k).

ii) Si l’équation (1.2) prend la forme (1.1) on dit que c’est une équation aux différences

linéaire.

Définition 1.1.3 Un système (non autônome) d’ordre (k+1) de deux équations aux différences

est un système de la forme


xn+1 = f (n, xn, xn−1, ..., xn−k, yn, yn−1, ..., yn−k),

yn+1 = 1(n, xn, xn−1, ..., xn−k, yn, yn−1, ..., yn−k),
n ∈N, (1.3)

avec k ∈N et

f , 1 : N × G2k+2 −→ G

sont deux fonctions continues et x0, x−1, ..., x−k, y0, y−1, ..., y−k ∈ G, sont les valeurs initiales.
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Chapitre 1.Sur le comportement des solutions d’un système d’ordre 1 de k-équations aux
différences

Remarque 1.1.3 i) Si f et 1 ne dépendant pas de n le système est dite autônome.

ii) Le système (1.3) est dit linéaire si f et 1 s’écrivent

f (n, xn, xn−1, . . . , xn−k, yn, yn−1, . . . , yn−k) = α0(n)xn+α1(n)xn−1+. . .+αk(n)xn−k+β0(n)yn+

β1(n)yn−1 + . . . + βk(n)yn−k + γ(n)

et

1(n, xn, xn−1, . . . , xn−k, yn, yn−1, yn−k) = α̂0(n)xn + α̂1(n)xn−1 + . . .+ α̂k(n)xn−k + β̂0(n)yn +

β̂1(n)yn−1 + . . . + β̂k(n)yn−k + γ̂(n).

avec αi, α̂i, βi, β̂i, i = 0, 1, · · · , k et γ, γ̂ sont des fonctions réels, tels que, l’une des

fonctions αk, βk, α̂k, β̂k ne s’annule pas dans N.

Définition 1.1.4 (Périodicité) i) Une suite {xn}+∞n=−k est dite éventuellement périodique de

période p, p ∈N∗, s’il existe n0 ≥ −k, tel que

xn+p = xn, ∀ n ≥ n0.

Si n0 = −k, la suite {xn}+∞n=−k est dite périodique.

ii) Une solution {(xn, yn)}+∞n=−k du système (1.3) est dite éventuellement périodique (resp.

périodique) de période p, p ∈N∗, si les deux suites {xn}+∞n=−k et {yn}+∞n=−k sont éventuellement

périodique (resp. périodique) de période p.

Maintenant nous donnons quelques éléments de la notion de stabilité par linéairisation.

Considérons le système d’équations aux différences non linéaire (autônome)

Xn+1 = F(Xn), n = 0, 1, . . . , (1.4)

avec

F : Gk −→ Gk,

où G ⊂ R, k ∈N∗ est une fonction continue et X0 ∈ Gk ⊂ Rk le vecteur initial.

Définition 1.1.5 Un point X ∈ Gk est dit point d’équilibre du système (1.4) si

X = F(X).

14



Chapitre 1.Sur le comportement des solutions d’un système d’ordre 1 de k-équations aux
différences

Remarque 1.1.4 1) Le système (1.4) est dit linéaire (autônome), s’il s’écrit

Xn+1 = AXn,

avec A est une matrice constante carrée d’ordre k.

2) Si F dépend aussi de n, i.e.,

F : N × Gk −→ Gk,

le système est dit non autônome et on écrit :

Xn+1 = F(n,Xn), n = 0, 1, . . . ,

ce dernier est dit linéaire (non autônome) s’il s’écrit

Xn+1 = A(n)Xn,

avec A(n) est une matrice variable carrée d’ordre k.

Supposons que la fonction F est de classe C1. Alors, le système linéaire associée au

système (1.4) autour du point d’équilibre X est donnée par :

Yn+1 = AYn, n = 0, 1, . . . ,

avec Yn ∈ Rk et A la matrice Jacobienne de F évaluer au point X.

Définition 1.1.6 Soient X un point d’équilibre du système (1.4) et ‖ . ‖ une norme sur Rk.

1. Le point d’équilibre X est dit stable (localement stable) si pour tout ε > 0, il existe δ > 0

tel que ‖ X0 − X ‖< δ implique ‖ Xn − X ‖< ε pour n ≥ 0.

2. Le point d’équilibre X est dit asymptotiquement stable (localement asymptotiquement

stable) s’il est stable et s’il existe γ > 0 tel que,‖ X0 − X ‖< γ implique

lim
n−→+∞

Xn = X.

3. Le point d’équilibre X est dit globalement attractif, si pour tout X0,

lim
n−→+∞

Xn = X.
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Chapitre 1.Sur le comportement des solutions d’un système d’ordre 1 de k-équations aux
différences

4. Le point d’équilibre X est dit globalement (asymptotiquement) stable s’il est localement

stable et globalement attractif.

5. Le point d’équilibre X est dit instable s’il n’est pas localement stable.

Le résultat suivant établit des conditions suffisantes pour la stabilité ou l’instabilité

d’un point d’équilibre du système (1.4).

Théorème 1.1.1 1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne A sont dans le

disque unité ouvert |λ| < 1, alors le point d’équilibre X du système (1.4) est asymptoti-

quement stable.

2. Si au moins une valeur propre de la matrice Jacobienne A a un module supérieur à un,

alors le point d’équilibre X du système (1.4) est instable.

1.2 Le comportement qualitatif d’un système de k-équations

aux différences d’ordre 1

Le comportement des solutions des systèmes d’équations aux différences

xn+1 =
xn

a + cyn
, yn+1 =

yn

b + dxn
, n = 0, 1, ...,

xn+1 =
Axn

1 + yp
n
, yn+1 =

Byn

1 + xp
n
, n = 0, 1, ...,

où a, b, c, d, A et B sont des nombres réels, ont été étudié respectivement dans [2]

et [44]. Dans cette partie et comme généralisation de ces systèmes, on va étudier le

comportement des solutions du système d’équations aux différences

y(1)
n+1 =

a1y(1)
n

b1 + c1(y(2)
n )p1

, y(2)
n+1 =

a2y(2)
n

b2 + c2(y(3)
n )p2

, . . . ,

y(k−1)
n+1 =

ak−1y(k−1)
n

bk−1 + ck−1(y(k)
n )pk−1

, y(k)
n+1 =

aky(k)
n

bk + ck(y(1)
n )pk

, n ∈N, k = 2, 3, · · · , (1.5)
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Chapitre 1.Sur le comportement des solutions d’un système d’ordre 1 de k-équations aux
différences

où p1, p2, . . . , pk ∈ N∗, les paramètres ai, bi, ci, i = 1, . . . , k, sont dans ]0,+∞[, les valeurs

initiales y(1)
0 , y

(2)
0 , . . . , y

(k)
0 sont des nombres réels positifs.

Par le changement de variable

x(i)
n =

( ci−1

bi−1

) 1
pi−1

y(i)
n , i = 1, . . . , k,

avec c0 = ck, b0 = bk, p0 = pk, le système (1.5) se réduit au système

x(i)
n+1 =

αix
(i)
n

1 + (x(i+1)
n )pi

, i = 1, . . . , k, n ∈N, (1.6)

avec la convention x(k+1)
n = x(1)

n .

Soit Xn = (x(1)
n , . . . , x

(k)
n )T, alors le système (1.6) peut s’écrire sous la forme

Xn+1 = F(Xn), n ∈N,

où F est la fonction

F : [0,∞[k→ [1,∞[k

tel que

F(Xn) = ( f1(Xn), . . . , fk(Xn))T, n ∈N,

avec les fonctions ( fi)i=1,...,k

fi : [0,∞[k→ [0,∞[

sont définies par

fi(Xn) =
αix

(i)
n

1 + (x(i+1)
n )pi

, n ∈N.

Remarque 1.2.1 Un point (x̄1, x̄2, . . . , x̄k) ∈ [0,∞[k est dit point d’équilibre pour le système

(1.6) si

x̄i = fi(x̄1, x̄2, . . . , x̄k) =
αix̄i

1 + (x̄i+1)pi
, i = 1, . . . , k.

Il est clair que X̄ = (x̄1, . . . , x̄k) ∈ [0,∞[k est un point d’équilibre du système (1.6) si et

seulement si

X̄ = F(X̄).
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X̄ := (x̄1, x̄2, . . . , x̄k) = (0, 0, . . . , 0) := 0 est toujours point d’équilibre du système (1.6).

De plus, si αi > 1 pour tout i = 1, . . . , k, le système (1.6) admet aussi le point d’équilibre

X̄+ :=
(
(αk − 1)

1
pk , (α1 − 1)

1
p1 , . . . , (αk−1 − 1)

1
pk−1

)
∈]0,∞[k.

1.2.1 Stabilité locale et globale des points d’équilibre

Dans les théorèmes suivants nous examinons la stabilité locale et globale du point

d’équilibre trivial 0.

Théorème 1.2.1 i) Si αi < 1, pour tout i = 1, . . . , k, alors le point d’équilibre trivial est

localement asymptotiquement stable.

ii) Si il existe un i0 ∈ {1, . . . , k} tel que αi0 > 1, alors le point d’équilibre trivial est instable.

Preuve. Le système d’équations aux différences linéaire associé au système (1.6)

autour du point d’équilibre trivial est donné par

Yn+1 = Diag(α1, α2, . . . , αk)Yn, n = 0, 1, . . . ,

où Yn ∈ Rk et Diag(α1, α2, . . . , αk) est la matrice diagonale avec α1, α2, . . . , αk sont les

éléments de la diagonale. Ainsi, son polynôme caractéristique est donnée par

P(λ) = (λ − α1)(λ − α2) · · · (λ − αk).

Alors les racines de P(λ) sont les αi, i = 1, . . . , k. Donc par le Théorème (1.1.1), on a les

résultats souhaités.

Théorème 1.2.2 Supposons que αi < 1 pour tout i = 1, . . . , k, alors le point d’équilibre trivial

est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Soit {Xn}∞n=0 une solution du système (1.6). Par le théorème précédent X̄ = 0 est

localement asymptotiquement stable, alors il suffit de prouver que le point d’équilibre
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trivial X̄ = 0 est globalement attractif, c’est à dire

lim
n→∞

Xn = 0,

ce qui équivalent à

lim
n→∞

x(i)
n = 0, ∀i = 1, . . . , k.

Nous avons

x(i)
n+1 =

αix
(i)
n

1 + (x(i+1)
n )pi

≤ αix
(i)
n , i = 1, . . . , k.

Ainsi, par récurrence, nous obtenons

x(i)
n ≤ αn

i x(i)
0 , ∀i = 1, . . . , k,

d’où,

lim
n→∞

x(i)
n = 0, ∀i = 1, . . . , k.

Exemple 1.2.1 Considérons le système (1.6) avec

k α1 α2 α3 p1 p2 p3

3 1/2 2/3 3/4 4 3 1

Supposons que x(1)
0 = 45, x(2)

0 = 18 et x(3)
0 = 22. Des figures (1.1), (1.2) et (1.3)), on voit que

lim
n→+∞

x(1)
n = lim

n→+∞
x(2)

n = lim
n→+∞

x(3)
n = 0.

Définition 1.2.1 Un polynôme P(x) de degré n s’écrit sous sa forme la plus générale :

P(x) = anxn + an−1xn−1 + · · · + a0,

où les coefficients ai, i = 0, · · · ,n, sont des nombres complexes.

Remarque 1.2.2 Le polynôme P(x) admet exactement n racines sur C (d’aprés le théorème de

d’Alembert-Gauss).
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Théorème 1.2.3 (Formule de Viète) Soient P un polynôme défini comme ci-dessus et ri, i =

1, · · · ,n, les n racines de P, éventuellement multiples. Alors
n∑

i=1

ri = (−1)
an−1

an
.

Dans le résultat suivant, on démontre que le point d’équilibre X̄+ du système (1.6)

est instable.

Théorème 1.2.4 Si αi > 1 pour tout i = 1, . . . , k. Alors, le point d’équilibre positif X̄+ du

système (1.6) est instable.

Preuve. Le système d’équations aux différences linéaire associée au système (1.6)

autour du point d’équilibre X̄+ est

Yn+1 = B Yn, n = 0, 1, . . . ,
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où Yn ∈ Rk et

B := [bi j] =



1, si j = i,

−pix̄i(x̄i+1)pi−1

αi
, si j = i + 1, i = 1, . . . , k − 1,

−pkx̄k(x̄1)pk−1

αk
, si i = k et j = 1,

0, sinon.

L’équation caractéristique de la matrice B est donnée par

(1 − λ)k + (−1)k−1b1 2b2 3 . . . bk−1 kbk 1 = 0,

ainsi

(1 − λ)k −
k∏

i=1

pi(αi − 1)
αi

= 0.

En effet

b1 2b2 3 · · · bk−1 kbk 1 = (−1)k p1x̄1(x̄2)p1−1

α1

p2x̄2(x̄3)p2−1

α2
· · · pk−1x̄k−1(x̄k)pk−1−1

αk−1

pkx̄k(x̄1)pk−1

αk

= (−1)k p1p2 · · · pk(x̄1)pk(x̄2)p1 · · · (x̄k)pk−1

α1α2 . . . αk

= (−1)k p1p2 · · · pk(αk − 1)(α1 − 1) · · · (αk−1 − 1)
α1α2 · · ·αk

.

Considérons la fonction f définie par

f (x) = (1 − x)k −
k∏

i=1

pi(αi − 1)
αi

,

alors

f ′(x) = −k(1 − x)k−1.

On distingue deux cas possibles.

(i) k = 2l, l ∈N∗. Puisque f est continue dans [1,∞[, f (1) = −
2l∏

i=1

pi(αi − 1)
αi

< 0 et

lim
x→∞

f (x) = +∞, alors il existe λ1 > 1 tel que f (λ1) = 0. Il s’ensuit que le point d’équilibre

X̄+ est instable.
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(ii) k = 2l + 1, l ∈N∗. Alors nous avons lim
x→−∞

f (x) = +∞ et lim
x→+∞

f (x) = −∞, comme f

est strictement croissante, donc par la théorème des valeurs intermédiaires, il existe λ1,

réel unique, tel que f (λ1) = 0.

Examinons si |λ1| > 1, comme f (1) = −
2l+1∏

i=1

pi(αi − 1)
αi

< 0, alors, pour tout x ∈]1,+∞[

nous avons f (x) < −
2l+1∏

i=1

pi(αi − 1)
αi

, c’est-à-dire f (x) , 0, ainsi, λ1 <]1,+∞[.D’autre part,

nous avons f (−1) = 22l+1 −
2l+1∏

i=1

pi(αi − 1)
αi

, d’où, on a deux possibilités.

(1). Supposons que 22l+1 <
2l+1∏

i=1

pi(αi − 1)
αi

, alors, f (−1) < 0 cela implique que,

λ1 ∈]−∞,−1[. Par le Théorème 1.1.1, il s’ensuit que le point d’équilibre X̄+ est instable.

(2). Supposons que 22l+1 ≥
2l+1∏

i=1

pi(αi − 1)
αi

, alors f (−1) ≥ 0, d’où, λ1 ∈] − 1, 1[ si

f (−1) > 0 et λ1 prend exactement la valeur −1 si f (−1) = 0 (i.e. 22l+1 =

2l+1∏

i=1

pi(αi − 1)
αi

).

D’autre part, sur C, f admet 2l + 1 racines et puisque il y a une seule racine réelle λ1,

donc les 2l racines restantes de f sont complexes conjuguées (deux à deux), notons par

{λ j}2l+1
2 .

Considérons la fonction 1 définie par

1(y) = y2l+1 −
2l+1∏

i=1

pi(αi − 1)
αi

.

Sur C, 1 admet 2l + 1 racines. On note ces racines par {β j}2l+1
1 . Alors, par la formule de

Viète, nous avons
2l+1∑

j=1

β j = 0.

Évidement, on a λ j = 1 − β j, j = 1, . . . , 2l + 1 (car f (1 − y) = 1(y)). D’où, nous obtenons

2l+1∑

j=1

λ j =

2l+1∑

j=1

(1 − β j) = 2l + 1 −
2l+1∑

j=1

β j = 2l + 1.
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Ainsi, comme λ1 < 1 (la racine réelle de la fonction f ), on a
2l+1∑

j=2

λ j > 2l.

En effet

λ1 < 1 ⇒
2l+1∑

j=1

λ j < 1 +

2l+1∑

j=2

λ j

⇒ 2l + 1 < 1 +

2l+1∑

j=2

λ j

⇒ 2l <
2l+1∑

j=2

λ j.

Maintenant, comme {λ j}2l+1
j=2 sont des racines complexes conjuguées deux à deux, alors

on peut écrire λ2 j = a j + ib j et λ2 j+1 = a j − ib j, j = 1, . . . , l, avec a j, b j ∈ R. D’où,

2l+1∑

j=2

λ j =

l∑

j=1

(λ2 j + λ2 j+1) =

l∑

j=1

(a j + ib j + a j − ib j) = 2
l∑

j=1

a j.

En utilisant le fait que
∑2l+1

j=2 λ j > 2l, on obtient

l∑

j=1

a j > l,

donc, il existe au moins un r ∈ {1, . . . , l} tel que ar > 1. D’où,

|λ2r| = |λ2r+1| = |ar + ibr| = |ar − ibr| > |ar| > 1,

ainsi, par le théorème 1.1.1, le point d’équilibre X̄+ est instable.

1.2.2 Oscillation et existence des solutions non bornées

Ici nous étudions l’oscillation et l’existence des solutions non bornées du système

(1.6).

Définition 1.2.2 (Oscillation) i) Une suite {xn}+∞n=0 est dite non oscillatoire par rapport

au point x̄, s’il existe un n0 ∈N tel que, soit

xn ≥ x̄ pour tout n ≥ n0,
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ou bien

xn < x̄ pour tout n ≥ n0.

Sinon, la suite {xn}+∞n=0 est dite oscillatoire.

ii) Une solution {Xn}+∞n=0 = {(x(1)
n , x

(2)
n , · · · , x(k)

n )}+∞n=0 du système (1.6) est dite non oscillatoire

autour du point X̄ := (x̄1, x̄2, . . . , x̄k), si pour tout i = 1, . . . , k, la suite {x(i)
n }+∞n=0 est non

oscillatoire autour du point x̄i.

Théorème 1.2.5 Supposons que k = 2l, αi > 1 pour tout i = 1, . . . , 2l, soit {Xn}∞n=0 =

{(x(1)
n , . . . , x

(2l)
n )}∞0 une solution du système (1.6) telle que l’une des hypothèses suivantes est

vérifiée

(H.1) x(2 j−1)
0 < x̄2 j−1 et x(2 j)

0 ≥ x̄2 j, j = 1, . . . , l,

(H.2) x(2 j−1)
0 ≥ x̄2 j−1 et x(2 j)

0 < x̄2 j, j = 1, . . . , l.

Alors, {Xn}∞0 est non-oscillatoire par rapport au point d’équilibre X̄+

Preuve. Soit {Xn}∞0 = {(x(1)
n , . . . , x

(2l)
n )}∞n=0 une solution du système (1.6), tel que l’hypothèse

(H.1) est vérifiée, alors pour tout j = 1, . . . , l, on a

x(2 j−1)
1 =

α2 j−1x(2 j−1)
0

1 + (x(2 j)
0 )p2 j−1

<
α2 j−1x̄2 j−1

1 + (x̄2 j)p2 j−1
= x̄2 j−1,

et

x(2 j)
1 =

α2 jx
(2 j)
0

1 + (x(2 j+1)
0 )p2 j

>
α2 jx̄2 j

1 + (x̄2 j+1)p2 j
= x̄2 j.

Par récurrence, il est facile de voir que, pour tout n ∈N∗

x(2 j−1)
n < x̄2 j−1 et x(2 j)

n > x̄2 j,

d’où (x(1)
n , . . . , x

(2l)
n ) est non-oscillatoire par rapport au point d’équilibre X̄+. De même, si

l’hypothèse (H.2) est vérifiée, nous obtenons

x(2 j−1)
n > x̄2 j−1, x(2 j)

n < x̄2 j, j = 1, . . . , l, n ∈N∗.
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Théorème 1.2.6 Supposons que k = 2l, et αi > 1, i = 1, . . . , 2l, soit {(x(1)
n , . . . , x

(2l)
n )}∞0 une

solution du système (1.6).

(i) Si (x(2 j)
0 , x(2 j−1)

0 ) ∈ ]0, x̄2 j[×]x̄2 j−1,∞[, ∀ j = 1, . . . , l, alors

lim
n→∞

x(2 j)
n = 0 et lim

n→∞
x(2 j−1)

n = ∞, j = 1, . . . , l.

(ii) Si (x(2 j)
0 , x(2 j−1)

0 ) ∈ ]x̄2 j,∞[×]0, x̄2 j−1[, ∀ j = 1, . . . , l, alors

lim
n→∞

x(2 j)
n = ∞ et lim

n→∞
x(2 j−1)

n = 0, j = 1, . . . , l.

Preuve. Montrons i), le cas ii) se démontre d’une manière similaire.

Soit {(x(1)
n , . . . , x

(2l)
n )}∞0 une solution du système (1.6). Supposons

(x(2 j)
0 , x(2 j−1)

0 ) ∈ ]0, x̄2 j[×]x̄2 j−1,∞[, j = 1, . . . , l,

alors par le théorème 1.2.5 (H.2), nous obtenons

x(2 j−1)
n > x̄2 j−1 et x(2 j)

n < x̄2 j, j = 1, . . . , l, n ∈N∗.

D’où, pour j = 1, . . . , l, on a

x(2 j−1)
n+1 =

α2 j−1x(2 j−1)
n

1 + (x(2 j)
n )p2 j

>
α2 j−1x(2 j−1)

n

1 + (x̄2 j)p2 j
= x(2 j−1)

n ,

et

x(2 j)
n+1 =

α2 jx
(2 j)
n

1 + (x(2 j+1)
n )p2 j+1

<
α2 jx

(2 j)
n

1 + (x̄2 j+1)p2 j+1
= x(2 j)

n .

Ainsi, les suites (x(2 j−1)
n ), j = 1, . . . , l, sont strictement croissantes et les suites (x(2 j)

n )n,

j = 1, . . . , l sont strictement décroissantes. Alors, les suites (x(2 j)
n )n, j = 1, . . . , l, sont

convergentes vers une limite disant L j, et les sous suites (x(2 j−1)
n )n, j = 1, . . . , l sont non

bornées.

En effet, supposons que la suite (x(2 j−1)
n ) est bornée, alors elle est convergente, soit T j sa

limite.

On a

x(2 j−1)
n+1 =

α2 j−1x(2 j−1)
n

1 + (x(2 j)
n )p2 j

,
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en prenant la limite dans les deux cotés de l’égalité ci-dessus, nous obtenons

T j =
α2 j−1 T j

1 + (L j)p2 j
,

de l’hypothèse (i) et le fait que (x2 j−1
n ) est strictement croissante, on a T j , 0, donc

L j =
(
α2 j−1 − 1

) 1
p2 j = x̄2 j,

ce qui encore impossible grâce à l’hypothèse (i) et le fait que (x(2 j)
n ) est stricetement

décroissante, alors (x(2 j−1)
n ) est non bornée, d’où

lim
n→∞

x(2 j−1)
n = +∞.

D’autre part,

x(2 j)
n+1 =

α2 jx
(2 j)
n

1 + (x(2 j+1)
n )p2 j+1

,

en prenant la limite dans les deux cotés de l’égalité ci-dessus, nous obtenons

L j =
α2 j L j

1 +
(
lim
n→∞

x(2 j+1)
n

)p2 j+1
.

En utilisant le fait que limn→∞ x(2 j+1)
n = +∞, il résulte que L j = 0.

Exemple 1.2.2 Considérons le système (1.6) avec

k α1 α2 α3 α4 p1 p2 p3 p4

4 28 10 6 17 3 2 1 2

alors X̄+ = (4, 3, 3, 5), choisissons (x(1)
0 , x

(2)
0 , x

(3)
0 , x

(4)
0 ) = (5, 5

2 , 4,
9
2 ). D’aprés les Figures (1.4)

et (1.6)), on voit que

lim
n→+∞

x(1)
n = lim

n→+∞
x(3)

n = +∞,

et des Figures (1.5) et (1.7)), on voit que

lim
n→+∞

x(2)
n = lim

n→+∞
x(4)

n = 0.
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CHAPITRE 2

Sur les solutions du système d’équations

aux différences xn+1 =
axnyn−1

yn−α + β,

yn+1 =
bxn−1yn

xn−β + α

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude du système d’équations aux différences

xn+1 =
axnyn−1

yn − α + β, yn+1 =
bxn−1yn

xn − β + α, n ∈N, (2.1)

où les paramètres a, b, α, β et les valeurs initiales x−i, y−i, i = 0, 1 sont des nombres réels

non nuls.

Dans la première partie, nous donnons la forme des solutions bien définies du système

(2.1). Dans la deuxième partie nous étudions le comportement asymptotique et la

périodicité des solutions du système (2.1) avec a = b. Nous terminons ce chapitre par

des exemples numériques. La motivation de cette étude est la référence [6].
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Chapitre 2. Sur les solutions du système d’équations aux différences
xn+1 =

axn yn−1

yn−α + β, yn+1 =
bxn−1 yn

xn−β + α

2.1 La forme des solutions du système (2.1)

Notre objectif dans cette partie est de donner la forme explicite des solutions bien

définies du système (2.1).

Définition 2.1.1 Une solution du système (2.1) est dite bien définie si

yn − α , 0, xn − β , 0, n ∈N.

Par exemple, si on choisit les paramètres a, b, α, β et les valeurs initiales x−1, y−1 strictement po-

sitive et les valeurs initiales x0, y0 vérifiant x0 > β et y0 > α, alors les solutions correspondantes

seront bien définies.

Le Lemme suivant explique pourquoi nous avons choisit les valeurs initiales non

nuls, et montre aussi qu’une solution bien définie ne s’annule jamais.

Lemme 2.1.1 1) Si l’une des valeurs initiales x−1, y−1, x0, y0 est nulle, la solution du

système (2.1) n’est pas définie.

2) Toute solution bien définie du système (2.1) vérifie

xn , 0, yn , 0, ∀n ≥ 1.

Preuve.

1) Si x−1 = 0, alors y1 =
bx−1y0

x0 − β + α = α. Ainsi, x2 n’est pas définie.

Si x0 = 0, alors x1 =
ax0y−1

y0 − α + β = β. Ainsi, y2 n’est pas définie.

Si y−1 = 0, alors x1 =
ax0y−1

y0 − α + β = β. Ainsi, y2 n’est pas définie.

Si y0 = 0, alors y1 =
bx−1y0

x0 − β + α = α. Ainsi, x2 n’est pas définie.

2) Supposons il existe un n0 ≥ 1 tel que xn0 = 0, alors du système (2.1), nous obtenons

xn0+1 =
ayn0−1xn0

yn0 − α
+ β = β.

Ainsi, yn0+2 n’est pas définie.
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Le théorème suivant décrit la forme des solutions du système (2.1).

Théorème 2.1.1 Soit
{
(xn, yn)

}
n≥−1 une solution bien définie du système (2.1). Alors pour tout

n ∈N,

x2n =


n−1∏

t=0

(a
b

)2t+1

d

 x0 +

n−1∑

r=0


n−1∏

t=r+1

(a
b

)2t+1

d


((a

b

)r+1 x0 − β
x−1

+ 1
)
β,

x2n−1 =


n−1∏

t=0

(a
b

)2t
d

 x−1 +

n−1∑

r=0


n−1∏

t=r+1

(a
b

)2t
d


((a

b

)r ay−1

y0 − α + 1
)
β,

y2n =


n−1∏

t=0

(
b
a

)2t+1 ab
d

 y0 +

n−1∑

r=0


n−1∏

t=r+1

(
b
a

)2t+1 ab
d



(

b
a

)r+1 y0 − α
y−1

+ 1

 β,

y2n−1 =


n−1∏

t=0

(
b
a

)2t ab
d

 y−1 +

n−1∑

r=0


n−1∏

t=r+1

(
b
a

)2t ab
d


((

b
a

)r bx−1

x0 − β + 1
)
β,

avec

d =
ay−1(x0 − β)
x−1(y0 − α)

.

Preuve. Réecrivons le système (2.1) comme suit

xn+1 − β
xn

=
a yn−1

yn − α,
yn+1 − α

yn
=

b xn−1

xn − β.

Posons

vn :=
xn − β
xn−1

, un :=
yn − α
yn−1

, n ∈N, (2.2)

nous obtenons

vn+1 =
a

un
, un+1 =

b
vn
, n ∈N, (2.3)

ainsi

vn+2 =
a
b

vn, un+2 =
b
a

un, n ∈N.

D’où, pour tout n ∈N

v2n =
(a
b

)n
v0, v2n+1 =

(a
b

)n
v1, u2n =

(
b
a

)n

u0, u2n+1 =

(
b
a

)n

u1. (2.4)
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Réorganisons (2.2) comme suit

xn = vnxn−1 + β, yn = unyn−1 + α. (2.5)

Remplaçons n par 2n ( respectivement par 2n + 1) dans (2.5), nous obtenons

x2n = v2nx2n−1 + β, n ∈N,

x2n+1 = v2n+1x2n + β, n ∈N,

y2n = u2ny2n−1 + α, n ∈N,

y2n+1 = u2n+1y2n + α, n ∈N,

Des relations (2.4), nous obtenons

x2n =
(a
b

)n
v0x2n−1 + β, n ∈N,

x2n+1 =
(a
b

)n
v1x2n + β, n ∈N,

y2n =

(
b
a

)n

u0y2n−1 + α, n ∈N,

y2n+1 =

(
b
a

)n

u1y2n + α, n ∈N.

ce qui implique que

x2n+1 =
(a
b

)2n
v0v1x2n−1 +

(a
b

)n
v1β + β, n ∈N, (2.6)

x2n+2 =
(a
b

)2n+1

v0v1x2n +
(a
b

)n+1

v0β + β, n ∈N, (2.7)

y2n+1 =

(
b
a

)2n

u0u1y2n−1 +

(
b
a

)n

u1α + α, n ∈N, (2.8)

y2n+2 =

(
b
a

)2n+1

u0u1y2n +

(
b
a

)n+1

u0α + α, n ∈N. (2.9)

Posons,

Kn = x2n−1, Ln = x2n, Rn = y2n−1, Sn = y2n, n ∈N0. (2.10)
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Alors, les équations (2.6)-(2.9), deviennent des équations aux différences non ho-

mogènes linéaires du premier ordre suivantes

Kn+1 =
(a
b

)2n
v0v1 Kn +

((a
b

)n
v1 + 1

)
β, n ∈N0

Ln+1 =
(a
b

)2n+1

v0v1 Ln +

((a
b

)n+1

v0 + 1
)
β, n ∈N0

Rn+1 =

(
b
a

)2n

u0u1 Rn +

((
b
a

)n

u1 + 1
)
α, n ∈N0

Sn+1 =

(
b
a

)2n+1

u0u1 Sn +


(

b
a

)n+1

u0 + 1

α, n ∈N0.

Du Lemme (1.1.1), nous obtenons

Kn =


n−1∏

t=0

(a
b

)2t
v0v1

 K0 +

n−1∑

r=0


n−1∏

t=r+1

(a
b

)2t
v0v1


((a

b

)r
v1 + 1

)
β,

Ln =


n−1∏

t=0

(a
b

)2t+1

v0v1

 L0 +

n−1∑

r=0


n−1∏

t=r+1

(a
b

)2t+1

v0v1


((a

b

)r+1

v0 + 1
)
β,

Rn =


n−1∏

t=0

(
b
a

)2t

u0u1

 R0 +

n−1∑

r=0


n−1∏

t=r+1

(
b
a

)2t

u0u1


((

b
a

)r

u1 + 1
)
β,

Sn =


n−1∏

t=0

(
b
a

)2t+1

u0u1

 S0 +

n−1∑

r=0


n−1∏

t=r+1

(
b
a

)2t+1

u0u1



(

b
a

)r+1

u0 + 1

 β,

Des relations (2.10), il s’ensuit que, pour tout n ∈N

x2n−1 =


n−1∏

t=0

(a
b

)2t
v0v1

 x−1 +

n−1∑

r=0


n−1∏

t=r+1

(a
b

)2t
v0v1


((a

b

)r
v1 + 1

)
β,

x2n =


n−1∏

t=0

(a
b

)2t+1

v0v1

 x0 +

n−1∑

r=0


n−1∏

t=r+1

(a
b

)2t+1

v0v1


((a

b

)r+1

v0 + 1
)
β,

y2n−1 =


n−1∏

t=0

(
b
a

)2t

u0u1

 y−1 +

n−1∑

r=0


n−1∏

t=r+1

(
b
a

)2t

u0u1


((

b
a

)r

u1 + 1
)
β,

y2n =


n−1∏

t=0

(
b
a

)2t+1

u0u1

 y0 +

n−1∑

r=0


n−1∏

t=r+1

(
b
a

)2t+1

u0u1



(

b
a

)r+1

u0 + 1

 β.

De (2.2) et (2.3), il résulte que

v0 =
x0 − β

x−1
, u0 =

y0 − α
y−1

, v1 =
ay−1

y0 − α, u1 =
bx−1

x0 − β,
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Soit d = v0v1, donc

d =
ay−1(x0 − β)
x−1(y0 − α)

, et u0u1 =
bx−1(y0 − α)
y−1(x0 − β)

=
ab
d
.

Remplaçons ces quantités dans les formules ci-dessus, nous arrivons au résultat désiré.

La forme des solutions bien définie du système (2.1) avec a = b est donnée dans le

corollaire suivant.

Corollaire 2.1.1 Soit
{
(xn, yn)

}
n≥−1 une solution du système (2.1) avec a = b. Alors, pour tout

n ∈N, nous avons

x2n−1 =



x−1 + h1βn, d = 1,

dnx−1 +

(
dn − 1
d − 1

)
h1β, sinon.

, (2.11)

x2n =



x0 + h0βn, d = 1,

dnx0 +

(
dn − 1
d − 1

)
h0β, sinon.

, (2.12)

y2n−1 =



y−1 + t1αn, d = a2,

(
a2

d

)n

y−1 +



(
a2

d

)n − 1
a2

d − 1

 t1α, sinon.
, (2.13)

y2n =



y0 + t0αn, d = a2,

(
a2

d

)n

y0 +



(
a2

d

)n − 1
a2

d − 1

 t0α, sinon.
, (2.14)

avec

h0 =
x0 − β

x−1
+ 1, h1 =

ay−1

y0 − α + 1, t0 =
y0 − α

y−1
+ 1, t1 =

bx−1

x0 − β + 1.
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Preuve. Comme a = b, d’après le théorème (2.1.1), on a

x2n = dnx0 +

n−1∑

r=0

dn−r−1

(
x0 − β

x−1
+ 1

)
β,

x2n−1 = dnx−1 +

n−1∑

r=0

dn−r−1

(
ay−1

y0 − α + 1
)
β,

y2n =

(
a2

d

)n

y0 +

n−1∑

r=0

(
a2

d

)n−r−1 ( y0 − α
y−1

+ 1
)
β,

y2n−1 =

(
a2

d

)n

y−1 +

n−1∑

r=0

(
a2

d

)n−r−1 ( bx−1

x0 − β + 1
)
β,

ainsi

x2n = dnx0 +

(
x0 − β

x−1
+ 1

)
β

n−1∑

r=0

dr,

x2n−1 = dnx−1 +

(
ay−1

y0 − α + 1
)
β

n−1∑

r=0

dr,

y2n =

(
a2

d

)n

y0 +

(
y0 − α

y−1
+ 1

)
β

n−1∑

r=0

(
a2

d

)r

,

y2n−1 =

(
a2

d

)n

y−1 +

(
bx−1

x0 − β + 1
)
β

n−1∑

r=0

(
a2

d

)r

.

Le résultat découle du fait que

n−1∑

r=0

dr =



dn − 1
d − 1

, si d , 1,

n, si d=1.

et

n−1∑

r=0

(
a2

d

)r

=



(
a2

d

)n − 1
a2

d − 1
, si d , a2,

n, si d = a2.
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La remarque suivante fournit une observation concernant le cas unidimensionnel

du système (2.1).

Remarque 2.1.1 Supposons a = b et α = β. Si nous choisissons les valeurs initiales tel que

x−i = y−i, i = 0, 1, alors le système (2.1) sera réduit à l’équation aux différences

xn+1 =
axnxn−1

xn − α + α, n ∈N. (2.15)

Dans ce cas,

d =
ay−1(x0 − β)
x−1(y0 − α)

= a, h0 =
x0 − α

x−1
+ 1, h1 =

ax−1

x0 − α + 1,

d’où, par le Corolaire (2.1.1), nous obtenons

x2n−1 =



x−1 + h1αn, si a = 1,

anx−1 +
(an − 1

a − 1

)
h1α, sinon.

,n ∈N, (2.16)

x2n =



x0 + h0αn, si a = 1,

anx0 +
(an − 1

a − 1

)
h0α, sinon.

,n ∈N. (2.17)

Dans [6], les auteurs, s’intéressent particulièrement à la forme des solutions de l’équation

xn+1 =
xnxn−1

xn − 1
+ 1, n ∈N.

Cette équation est un cas particulier de l’équation (2.15), avec a = α = 1. Il est claire que les

formules des solutions de cette equation se déduisent de (2.16) et (2.17). En effet, pour tout

n ∈N, nous avons

x2n−1 = x−1 + h1n

= x−1 + (
x−1

x0 − 1
+ 1)n,

= x−1 +
x−1

x0 − 1
+ 1 +

(x−1 + x0 − 1)(n − 1)
x0 − 1

,

= 1 +
x0x−1 − x−1 + x−1

x0 − 1
+

(x−1 + x0 − 1)(n − 1)
x0 − 1

,

= 1 − (x−1 + x0 − 1)(n − 1) + x0x−1

1 − x0
,
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et

x2n = x0 + h0n

= x0 + (
x0 − 1

x−1
+ 1)n,

= x0 + n − 1 + 1 +
(x0 − 1)n

x−1
,

= 1 +
(x0 + n − 1)x−1(x0 − 1)n

x−1
,

= 1 − n(1 − x0) − (n − 1)x−1 − x0x−1

x−1
.

Les formules ainsi obtenus pour (x2x) et (x2x+1) sont exactement ceux dans [6].

2.2 Comportement asymptotique et périodicité des solu-

tions du système (2.1) avec a = b

Cette partie est consacré à l’étude de la périodicité et le comportement asymptotique

des solutions bien définies du système (2.1) avec a = b.

Théorème 2.2.1 Soit
(
xn, yn

)
n≥−1 une solution du système (2.1) avec a = b. Les assertions

suivantes sont vraies.

(a) Si (d − 1)x0 + h0β , 0, alors


lim
n→∞

x2n =
h0β

d − 1
, si |d| < 1,

lim
n→∞
|x2n| = +∞, si |d| > 1.

Sinon, si (d − 1)x0 + h0β = 0 et d , 1, nous obtenons x2n = x0 pour tout n ∈N.

(b) Supposons d = 1. Si x0+x−1 , β (i.e. h0 , 0), alors lim
n→∞
|x2n| = +∞. Sinon, nous obtenons

x2n = x0 pour tout n ∈N.

(c) Si (d − 1)x−1 + h1β , 0, alors


lim
n→∞

x2n−1 =
h1β

d − 1
, |d| < 1,

lim
n→∞
|x2n−1| = ∞, |d| > 1.
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Sinon, si (d − 1)x1 + h1β = 0 et d , 1, nous obtenons x2n−1 = x−1 pour tout n ∈N.

(d) Supposons d = 1. Si ay−1 + y0 , α (i.e. h1 , 0), alors lim
n→∞
|x2n−1| = +∞. Sinon, nous

obtenons x2n−1 = x−1 pour tout n ∈N.

(e) Si ( a2

d − 1)y0 + t0α , 0, alors


lim
n→∞
|y2n| = +∞, |d| < a2,

lim
n→∞

y2n =
t0αd

d − a2 , |d| > a2.

Sinon, si ( a2

d − 1)y0 + t0α = 0 et d , a2,nous obtenons y2n = y0 pour tout n ∈N.

(f) Supposons d = a2. Si y0 + y−1 , α (i.e. t0 , 0), alors lim
n→∞
|y2n| = +∞. Sinon, nous

obtenons y2n = y0 pour tout n ∈N.

(g) Si ( a2

d − 1)y−1 + t1α , 0, alors


lim
n→∞
|y2n−1| = +∞, |d| < a2,

lim
n→∞

y2n−1 =
t1αd

d − a2 , |d| > a2.

Sinon, si ( a2

d − 1)y−1 + t1α = 0 et d , a2, nous obtenons y2n−1 = y−1 pour tout n ∈N.

(h) Supposons d = a2. Si ax−1 + x0 , β (i.e. t1 , 0), alors lim
n→∞
|y2n−1| + ∞. Sinon, nous

obtenons y2n−1 = y−1 pour tout n ∈N.

Preuve. Nous allons prouver les cas (a) et (b). Les autres cas se démontrent d’une

manière similaire. Tout d’abord, on peut écrire x2n comme suit

x2n =
(d − 1)x0 + h0β

d − 1
dn +

h0β

1 − d
.

Supposons que (d − 1)x0 + h0β , 0. Il est évident que, si |d| < 1, on a lim
n→∞

dn = 0, et si

|d| > 1, on a lim
n→∞
|d|n = +∞. Donc, nous obtenons

Si |d| > 1,

lim
n→∞
|x2n| = lim

n→∞

∣∣∣∣∣
(d − 1)x0 + h0β

d − 1
dn +

h0β

1 − d

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
(d − 1)x0 + h0β

d − 1
lim
n→∞

dn +
h0β

1 − d

∣∣∣∣∣
= +∞.
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Si |d| < 1,

lim
n→∞

x2n = lim
n→∞

(
(d − 1)x0 + h0β

d − 1
dn +

h0β

1 − d

)

=
(d − 1)x0 + h0β

d − 1
lim
n→∞

dn +
h0β

1 − d

=
h0β

1 − d

D’autre part, si (d − 1)x0 + h0β = 0 et d , 1, nous obtenons

x2n =
(d − 1)x0 + h0β

d − 1
dn +

h0β

1 − d

=
h0β

1 − d

= x0 ∀n ∈N.

Cela prouve (a). Maintenant, prouvons (b). Pour cela, supposons que d = 1. Si x0 +x−1 ,

β (i.e. h0 , 0), alors de (2.12) nous obtenons

x2n = x0 +

(
x0 + x−1 − β

x−1

)
βn,

ainsi

lim
n→+∞

|x2n| = +∞.

D’autre part, si x0 + x−1 = β (i.e. h0 = 0), alors

x2n = x0 +

(
x0 + x−1 − β

x−1

)
βn = x0 + 0 · βn = x0, ∀n ∈N.

Corollaire 2.2.1 Soit
{
(xn, yn)

}
n≥−1 une solution du système (2.1) avec a = b. Alors les asser-

tions suivantes sont vraies

(a) Si d = −1, nous avons pour tout n ∈N.


x4n−1 = x−1,

x4n = x0,

x4n+1 = −x−1 + h1β,

x4n+2 = −x0 + h0β.

i.e., la suite (xn)n≥−1 est périodique de période 4.

38



Chapitre 2. Sur les solutions du système d’équations aux différences
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(b) Si d = −a2, nous avons pour tout n ∈N.



y4n−1 = y−1,

y4n = y0,

y4n+1 = −y−1 + t1α,

y4n+2 = −y0 + t0α.

i.e., la suite (yn)n≥−1 est périodique de période 4.

(c) Si a = 1, αx0 + βy0 = αx−1 + βy−1 = αβ et x−1 + x0 , β, nous avons pour tout n ∈N.



x2n−1 = x−1,

x2n = x0,

y2n−1 = y−1,

y2n = y0.

i.e., la solution {(xn, yn)}n≥−1 est périodique de période 2.

Preuve.

(a) Puisque d = −1, nous obtenons de (2.11) et (2.12).

x2n−1 = (−1)n x−1 +

(
1 − (−1)n

2

)
h1β, n ∈N,

x2n = (−1)n x0 +

(
1 − (−1)n

2

)
h0β, n ∈N.

Selon la parité de n, nous trouvons pour tout n ∈N


x4n−1 = (−1)2n x−1 +

(
1 − (−1)2n

2

)
h1β = x−1,

x4n+1 = (−1)2n+1 x−1 +

(
1 − (−1)2n+1

2

)
h1β = −x−1 + h1β,

x4n = (−1)2n x0 +

(
1 − (−1)2n

2

)
h0β = x0,

x4n+2 = (−1)2n+1 x0 +

(
1 − (−1)2n+1

2

)
h0β = −x0 + h0β.
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(b) Puisque d = −a2, alors, de (2.13) et (2.14), nous obtenons

y2n−1 = (−1)ny−1 +
(−1)n − 1
−2

t1α, n ∈N,

y2n = (−1)ny0 +
(−1)n − 1
−2

t0α, n ∈N.

Selon la parité de n, nous trouvons pour tout n ∈N


y4n−1 = (−1)2n y−1 +

(
1 − (−1)2n

2

)
t1α = y−1,

y4n+1 = (−1)2n+1 y−1 +

(
1 − (−1)2n+1

2

)
t1α = −y−1 + t1α,

y4n = (−1)2n y0 +

(
1 − (−1)2n

2

)
t0α = y0,

y4n+2 = (−1)2n+1 y0 +

(
1 − (−1)2n+1

2

)
t0α = −y0 + t0α.

(c) Puisque a = 1 et αx0 + βy0 = αx−1 + βy−1 = αβ, nous obtenons

d − 1 =
β − x−1 − x0

x−1x0
β, h1 =

x−1 − β
x0

+ 1 et t0 =
x0

x−1 − β + 1,

d’où il résulte que (d−1)x0 + h0β, (d−1)x−1 + h1β, (1−d)y0 + t0αd et (1−d)y−1 + t1αd

sont égaux à zéro. D’autre part, comme x−1 + x0 , β, nous obtenons d’aprés les

cas (a), (c), (e) et (g) du Théorème (2.2.1) que

x2n−1 = x−1, x2n = x0, y2n−1 = y−1, y2n = y0, ∀n ∈N.

Le résultat suivant est une conséquence directe du Théorème (2.2.1) et du Corollaire

(2.2.1).

Corollaire 2.2.2 Soit
{
(xn, yn)

}
n≥−1 une solution du système (2.1) avec a = b. Alors les asser-

tions suivantes sont vraies

(a) Si |a| = 1 et ay−1(x0 − β) = x−1(α − y0) (c-à-d , d = −1), alors la solution est périodique

de période 4.

(b) Si a = 1, x−1 + x0 = β et y−1 + y0 = α (c-à-d, d = 1), alors la solution est périodique de

période 2.
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(c) Si a = 1, x−1 + x0 , β et αx0 + βy0 = αx−1 + βy−1 = αβ, alors la solution est périodique

de période 2.

2.3 Exemples Numériques

Dans cette partie, nous donnons quelques exemples numériques qui représentent

les différents types du comportement asymptotique et de la périodicité des solutions

bien définies du système (2.1) avec a = b.

Exemple 2.3.1 (a) Considérons les paramètres

a b α β x−1 x0 y−1 y0

1 1 1 1/2 −5/12 1/4 5/4 1/4

Nous avons d = −1 = −a2. Ainsi,Des cas (a) et (b) du Corollaire 2.2.1, la solution est périodique

de période 4 et prend la forme
{
(
−5
12
,

5
4

), (
1
4
,

1
4

), (
1

12
,

17
12

), (
11
20
,

3
20

), (
−5
12
,

5
4

), (
1
4
,

1
4

), (
1

12
,

17
12

), (
11
20
,

3
20

), ...
}
.

Voir, Figure (2.1) pour le comportement de (xn) et Figure (2.2) pour le comportement de (yn) .
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0 10 20 30 40 50
0
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n

y(
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(b) Considérons les paramètres

a b α β x−1 x0 y−1 y0

1 1 1 1/2 − 61
150 1/4 5/4 1/4
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Nous avons choisi les mêmes paramètres que dans le cas (a) sauf pour x−1 nous avons pris la va-

leur− 61
150 = −5

12 + 1
100 . D’après la Figure (2.3) (comportement de (xn)), Figure (2.4) (comportement

de (y2n+1))et Figure (2.5)(comportement de (y2n)), nous pouvons voir que

lim
n→∞
|x2n| = lim

n→∞
|x2n+1| = +∞

and

lim
n→∞
|y2n| ' 0.2 ' | t0αd

d − a2 | =
50

247
, lim

n→∞
|y2n+1| ' 1.33 ' | t1αd

d − a2 | =
985
741

.

Cela est justifié par le fait que |d| = 125
122 > 1 = a2, voir Théorème 2.2.1.
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(c) Considérons les paramètres

a b α β x−1 x0 y−1 y0

1 1 1 1/2 − 32
75 1/4 5/4 1/4
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Nous avons choisi les mêmes paramètres que dans le cas (a) sauf pour x−1 nous avons pris la va-

leur −32
75 = −5

12 − 1
100 . D’après la Figure (2.6)(comportement de (yn)), Figure (2.7)(comportement

de (x2n)) et Figure (2.8) (comportement de (x2n+1)), nous pouvons voir que

lim
n→∞
|y2n| = lim

n→∞
|y2n+1| = ∞

et

lim
n→∞
|x2n| ' 0.4 ' | h0β

d − 1
| = 203

506
, lim

n→∞
|x2n+1| ' 0.17 ' | h1β

d − 1
| = 128

759
.

Cela est justifié par le fait que |d| = 125
128 < 1 = a2, voir Théorème 2.2.1.
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Exemple 2.3.2 Considérons les paramètres

a b α β x−1 x0 y−1 y0

1 1 3 5 −10 10 9 −3
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Nous avons

x−1 + x0 , β, αx0 + βy0 = αx−1 + βy−1 = αβ.

Ainsi, par le cas (c) du Corollaire 2.1.1, la solution est périodique de la période 2 et prend la

forme

{(−10, 9), (10,−3), (−10, 9), (10,−3), ...} .

Voir, Figures (2.9) (comportement de (xn))et Figure (2.10) (comportement de (yn)).
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Exemple 2.3.3 Considérons les paramètres

a b α β x−1 x0 y−1 y0

1/2 1/2 2 1 1 2 1 3
.

Nous avons 1
4 = a2 < |d| = 1

2 < 1 et nous pouvons voir à partir de la Figure (2.11) (comportement

de (x2n)), Figure (2.12) (comportement de (x2n+1)), Figure (2.13) (comportement de (y2n))et

Figure (2.14) (comportement de (y2n+1))que les sous-suites (x2n), (x2n+1), (y2n) et (y2n+1) sont

convergentes. Ceci confirme notre résultat énoncé dans le théorème 2.2.1, c’est-à-dire

lim
n→∞

x2n = | h0β

d − 1
| = 4, lim

n→∞
x2n+1 = | h1β

d − 1
| = 3,

lim
n→∞

y2n = | t0αd
d − a2 | = 8, lim

n→∞
y2n+1 = | t1αd

d − a2 | = 6.
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CHAPITRE 3

La forme et le comportement des

solutions du système d’équations aux

différences d’ordre supérieur

xn+1 =
xp

n−k+1yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k+βxn

Dans [38], les auteurs ont donné la forme des solutions des systèmes d’équations

aux différences

xn+1 =
xn−1yn

yn−2 ± yn
, yn+1 =

yn−1xn

xn−2 ± xn
, n ∈N, (3.1)

avec les valeurs initiales x−2, x−1, x0, y−2, y−1 et y0 sont des nombres réels non nuls.

Dans ce chapitre, nous allons généralisé les résultats exposés dans [38], pour cela,

considérons le système d’équations aux différences d’ordre supérieur

xn+1 =
xp

n−k+1yn

ayp
n−k + byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k + βxn

, n ∈N, p, k ∈N∗. (3.2)
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d’ordre supérieur xn+1 =
xp

n−k+1 yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k+βxn

où, les paramètres a, b, α, β et les valeurs initiales x−i, y−i, i = 0, 1, . . . , k sont des nombres

réels non nuls.

La première partie de ce chapitre est consacrée à la forme des solutions bien définies

du système d’équations aux différences (3.2). Dans la deuxième partie nous étudions

la bornitude, la périodicité et le comportement asymptotique des solutions du système

(3.2) avec p = 1. Ce chapitre se termine par des exemples numériques qui représentent

les différents types du comportement asymptotique et de la périodicité des solutions

bien définies du système (3.2) avec p = 1.

Remarque 3.0.1 1. Une solution du système (3.2) est dite bien définie si

(
ayp

n−k + byn

) (
αxp

n−k + βxn

)
, 0, ∀n ∈N.

2. Si on choisit a, b, α, β et les valeurs initiales x−i, y−i, i = 0, 1, . . . , k strictement positive,

alors les solutions correspondantes seront bien définies.

3. Les solutions de l’équation aux différences

xn+1 =
xp

n−k+1xn

axp
n−k + bxn

, n ∈N, p, k ∈N∗.

se déduit de ceux du système (3.2), en prenant α = a, β = b, y−i = x−i, i = 0, 1, . . . , k.

3.1 La forme des solutions du système (3.2)

Dans cette partie, nous déterminons la forme des solutions bien définies du système

d’équations aux différences (3.2).

Théorème 3.1.1 Soit {(xn, yn
)}n≥−k une solution du système (3.2). Alors :

(a) Si k = 1, nous avons pour tout n ∈N

x2n =
xp2n+1

−1(∏n
i=0 up2(n−i)

2i

) (∏n−1
i=0 up2(n−i)−1

2i+1

) , x2n+1 =
xp2n+2

−1∏n
i=0 up2(n−i)+1

2i up2(n−i)

2i+1

,
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d’ordre supérieur xn+1 =
xp

n−k+1 yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k+βxn

y2n =
yp2n+1

−1(∏n
i=0 vp2(n−i)

2i

) (∏n−1
i=0 vp2(n−i)−1

2i+1

) , y2n+1 =
yp2n+2

−1∏n
i=0 vp2(n−i)+1

2i vp2(n−i)

2i+1

.

(b) Si k = 2l, l ∈N∗, nous avons pour tout n ∈N

x2(ln+r) =
xpn+1

2(r−l)
∏n

i=0 up(n−i)

2(li+r)

, x2(ln+r)+1 =
xpn+1

2(r−l)+1
∏n

i=0 up(n−i)

2(li+r)+1

, r = 0, l − 1,

y2(ln+r) =
ypn+1

2(r−l)
∏n

i=0 vp(n−i)

2(li+r)

, y2(ln+r)+1 =
ypn+1

2(r−l)+1
∏n

i=0 vp(n−i)

2(li+r)+1

, r = 0, l − 1.

(c) Si k = 2l + 1, l ∈N∗, nous avons pour tout n ∈N

x2((2l+1)n+r) =
xp2n+1

2(r−l)−1(∏n
i=0 up2(n−i)

2((2l+1)i+r)

) (∏n−1
i=0 up2(n−i)−1

2((2l+1)i+l+r)+1

) , r = 0, l,

x2((2l+1)n+r)+1 =
xp2n+1

2(r−l)(∏n
i=0 up2(n−i)

2((2l+1)i+r)+1

) (∏n−1
i=0 up2(n−i)−1

2((2l+1)i+l+r+1)

) , r = 0, l − 1,

x2((2l+1)n+l+r)+1 =
xp2n+2

2(r−l)−1
∏n

i=0 up2(n−i)+1

2((2l+1)i+r)u
p2(n−i)

2((2l+1)i+l+r)+1

, r = 0, l,

x2((2l+1)n+l+r+1) =
xp2n+2

2(r−l)
∏n

i=0 up2(n−i)+1

2((2l+1)i+r)+1up2(n−i)

2((2l+1)i+l+r+1)

, r = 0, l − 1,

y2((2l+1)n+r) =
yp2n+1

2(r−l)−1(∏n
i=0 vp2(n−i)

2((2l+1)i+r)

) (∏n−1
i=0 vp2(n−i)−1

2((2l+1)i+l+r)+1

) , r = 0, l,

y2((2l+1)n+r)+1 =
yp2n+1

2(r−l)(∏n
i=0 vp2(n−i)

2((2l+1)i+r)+1

) (∏n−1
i=0 vp2(n−i)−1

2((2l+1)i+l+r+1)

) , r = 0, l − 1,

y2((2l+1)n+l+r)+1 =
yp2n+2

2(r−l)−1
∏n

i=0 vp2(n−i)+1

2((2l+1)i+r)v
p2(n−i)

2((2l+1)i+l+r)+1

, r = 0, l,

y2((2l+1)n+l+r+1) =
yp2n+2

2(r−l)
∏n

i=0 vp2(n−i)+1

2((2l+1)i+r)+1vp2(n−i)

2((2l+1)i+l+r+1)

, r = 0, l − 1,
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d’ordre supérieur xn+1 =
xp

n−k+1 yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k+βxn

avec

u2n =



xp
−k +

(
aβ + b

)
nx0

x0
, aα = 1,

(aα)n xp
−k + (aα)n−1

aα−1

(
aβ + b

)
x0

x0
, aα , 1,

u2n+1 =



ayp
−k + by0 +

(
aβ + b

)
ny0

y0
, aα = 1,

(aα)n (ayp
−k + by0) + (aα)n−1

aα−1

(
aβ + b

)
y0

y0
, aα , 1,

v2n =



yp
−k +

(
αb + β

)
ny0

y0
, aα = 1,

(aα)n yp
−k + (aα)n−1

aα−1

(
αb + β

)
y0

y0
, aα , 1,

et

v2n+1 =



αxp
−k + βx0 +

(
αb + β

)
nx0

x0
, aα = 1,

(aα)n (αxp
−k + βx0) + (aα)n−1

aα−1

(
αb + β

)
x0

x0
, aα , 1.

Preuve. Premièrement, nous réorganisons le système (3.2) comme suit

xp
n−k+1

xn+1
= a

yp
n−k

yn
+ b,

yp
n−k+1

yn+1
= α

xp
n−k

xn
+ β.

Par les changements de variable

un :=
xp

n−k

xn
, vn :=

yp
n−k

yn
, ∀n ∈N, (3.3)

on obtient

un+1 = avn + b, vn+1 = αun + β, ∀n ∈N.

Ainsi

un+2 = aαun + aβ + b, vn+2 = aαvn + αb + β, ∀n ∈N.
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d’ordre supérieur xn+1 =
xp

n−k+1 yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k+βxn

Alors, d’après le Corollaire 1.1.1, nous obtenons

∀n ∈N : u2n+i =



ui +
(
aβ + b

)
n, aα = 1,

(aα)n ui +

(
(aα)n − 1
(aα) − 1

) (
aβ + b

)
, aα , 1,

, i = 0, 1 (3.4)

et

∀n ∈N : v2n+i =



vi +
(
αb + β

)
n, aα = 1,

(aα)n vi +

(
(aα)n − 1
(aα) − 1

) (
aβ + b

)
, aα , 1.

, i = 0, 1 (3.5)

A partir des équations (3.3)-(3.5), il s’ensuit que pour tout n ∈N,

u2n =



xp
−k +

(
aβ + b

)
nx0

x0
, aα = 1,

(aα)n xp
−k + (aα)n−1

aα−1

(
aβ + b

)
x0

x0
, aα , 1,

(3.6)

u2n+1 =



ayp
−k + by0 +

(
aβ + b

)
ny0

y0
, aα = 1,

(aα)n (ayp
−k + by0) + (aα)n−1

aα−1

(
aβ + b

)
y0

y0
, aα , 1,

(3.7)

v2n =



yp
−k +

(
αb + β

)
ny0

y0
, aα = 1,

(aα)n yp
−k + (aα)n−1

aα−1

(
αb + β

)
y0

y0
, aα , 1,

(3.8)

et

v2n+1 =



αxp
−k + βx0 +

(
αb + β

)
nx0

x0
, aα = 1,

(aα)n (αxp
−k + βx0) + (aα)n−1

aα−1

(
αb + β

)
x0

x0
, aα , 1.

(3.9)

Maintenant, en réarrangeant le système (3.3), nous obtenons

xn =
xp

n−k

un
, yn =

yp
n−k

vn
, ∀n ∈N.

En remplaçant n par kn + s avec s = 0, 1, . . . , k − 1, nous trouvons

xkn+s =
xp

k(n−1)+s

ukn+s
et ykn+s =

yp
k(n−1)+s

vkn+s
,
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d’ordre supérieur xn+1 =
xp

n−k+1 yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k+βxn

ainsi

xkn+s =
xp2

k(n−2)+s

ukn+s up
k(n−1)+s

, ykn+s =
yp2

k(n−2)+s

vkn+s vp
k(n−1)+s

,

donc

xkn+s =
xp3

k(n−3)+s

ukn+s up
k(n−1)+s up2

k(n−2)+s

, ykn+s =
yp2

k(n−3)+s

vkn+s vp
k(n−1)+s vp2

k(n−2)+s

.

D’où, par récurrence

xkn+s =
xpn+1

s−k∏n
i=0 up(n−i)

ki+s

, ykn+s =
ypn+1

s−k∏n
i=0 vp(n−i)

ki+s

, ∀s = 0, k − 1. (3.10)

On distingue trois cas possibles

(i) : k = 1 Dans ce cas, s = 0, alors le système (3.10) devient

xn =
xpn+1

−1∏n
i=0 up(n−i)

i

, yn =
ypn+1

−1∏n
i=0 vp(n−i)

i

, n ∈N.

D’où, on obtient pour tout n ∈N

x2n =
xp2n+1

−1(∏n
i=0 up2(n−i)

2i

) (∏n−1
i=0 up2(n−i)−1

2i+1

) , x2n+1 =
xp2n+2

−1∏n
i=0 up2(n−i)+1

2i up2(n−i)

2i+1

et

y2n =
yp2n+1

−1(∏n
i=0 vp2(n−i)

2i

) (∏n−1
i=0 vp2(n−i)−1

2i+1

) , y2n+1 =
yp2n+2

−1∏n
i=0 vp2(n−i)+1

2i vp2(n−i)

2i+1

.

(ii) : k = 2l, l ∈N∗. Alors, le système (3.10) devient

x2(ln)+s =
xpn+1

−2l+s∏n
i=0 up(n−i)

2(li)+s

, y2(ln)+s =
ypn+1

−2l+s∏n
i=0 vp(n−i)

2(li)+s

, s = 0, 2l − 1. (3.11)

En écrivant s = 2r + j, j = 0, 1, dans le système (3.11), on obtient pour tout n ∈N

x2(ln+r) =
xpn+1

2(r−l)
∏n

i=0 up(n−i)

2(li+r)

, y2(ln+r) =
ypn+1

2(r−l)
∏n

i=0 vp(n−i)

2(li+r)

, r = 0, l − 1,

et

x2(ln+r)+1 =
xpn+1

2(r−l)+1
∏n

i=0 up(n−i)

2(li+r)+1

, y2(ln+r)+1 =
ypn+1

2(r−l)+1
∏n

i=0 vp(n−i)

2(li+r)+1

, r = 0, l − 1.
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d’ordre supérieur xn+1 =
xp

n−k+1 yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k+βxn

(iii) : k = 2l + 1, l ∈N∗. Alors, le système (3.10) devient

x(2l+1)n+s =
xpn+1

s−2l−1∏n
i=0 up(n−i)

(2l+1)i+s

, y(2l+1)n+s =
ypn+1

s−2l−1∏n
i=0 vp(n−i)

(2l+1)i+s

, s = 0, 2l, (3.12)

selon la parité de n, on obtient pour tout n ∈N

∀s = 0, 2l :



x(2l+1)(2n)+s =
xp2n+1

s−2l−1(∏n
i=0 up2(n−i)

(2l+1)(2i)+s

) (∏n−1
i=0 up2(n−i)−1

(2l+1)(2i+1)+s

)

x(2l+1)(2n+1)+s =
xp2n+2

s−2l−1∏n
i=0 up2(n−i)+1

(2l+1)(2i)+su
p2(n−i)

(2l+1)(2i+1)+s

(3.13)

et

∀s = 0, 2l :



y(2l+1)(2n)+s =
yp2n+1

s−2l−1(∏n
i=0 vp2(n−i)

(2l+1)(2i)+s

) (∏n−1
i=0 vp2(n−i)−1

(2l+1)(2i+1)+s

)

y(2l+1)(2n+1)+s =
yp2n+2

s−2l−1∏n
i=0 vp2(n−i)+1

(2l+1)(2i)+sv
p2(n−i)

(2l+1)(2i+1)+s

. (3.14)

En écrivant s = 2r + j, j = 0, 1, dans le système (3.14), on obtient

x2((2l+1)n+r) =
xp2n+1

2(r−l)−1(∏n
i=0 up2(n−i)

2((2l+1)i+r)

) (∏n−1
i=0 up2(n−i)−1

2((2l+1)i+l+r)+1

) , r = 0, l,

x2((2l+1)n+r)+1 =
xp2n+1

2(r−l)(∏n
i=0 up2(n−i)

2((2l+1)i+r)+1

) (∏n−1
i=0 up2(n−i)−1

2((2l+1)i+l+r+1)

) , r = 0, l − 1,

x2((2l+1)n+l+r)+1 =
xp2n+2

2(r−l)−1
∏n

i=0 up2(n−i)+1

2((2l+1)i+r)u
p2(n−i)

2((2l+1)i+l+r)+1

, r = 0, l,

x2((2l+1)n+l+r+1) =
xp2n+2

2(r−l)
∏n

i=0 up2(n−i)+1

2((2l+1)i+r)+1up2(n−i)

2((2l+1)i+l+r+1)

, r = 0, l − 1

y2((2l+1)n+r) =
yp2n+1

2(r−l)−1(∏n
i=0 vp2(n−i)

2((2l+1)i+r)

) (∏n−1
i=0 vp2(n−i)−1

2((2l+1)i+l+r)+1

) , r = 0, l,

y2((2l+1)n+r)+1 =
yp2n+1

2(r−l)(∏n
i=0 vp2(n−i)

2((2l+1)i+r)+1

) (∏n−1
i=0 vp2(n−i)−1

2((2l+1)i+l+r+1)

) , r = 0, l − 1,

y2((2l+1)n+l+r)+1 =
yp2n+2

2(r−l)−1
∏n

i=0 vp2(n−i)+1

2((2l+1)i+r)v
p2(n−i)

2((2l+1)i+l+r)+1

, r = 0, l,
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d’ordre supérieur xn+1 =
xp

n−k+1 yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k+βxn

et

y2((2l+1)n+l+r+1) =
yp2n+2

2(r−l)
∏n

i=0 vp2(n−i)+1

2((2l+1)i+r)+1vp2(n−i)

2((2l+1)i+l+r+1)

, r = 0, l − 1.

Remarque 3.1.1 Il est facile de vérifier que la forme des solutions dans [38], s’obtient direc-

tement du Théorème (3.1.1). En effet, pour k = 2, p = 1 et aα = 1 nous avons du Théorème

(3.1.1)

x2n =
x−2∏n
i=0 u2i

, x2n+1 =
x−1∏n

i=0 u2i+1
, y2n =

y−2∏n
i=0 v2i

, y2n+1 =
y−1∏n

i=0 v2i+1
, n = 0, 1, ...,

avec

u2n =
x−2 +

(
β + b

)
nx0

x0
, u2n+1 =

y−2 + by0 +
(
β + b

)
ny0

y0
,

et

v2n =
y−2 +

(
b + β

)
ny0

y0
, v2n+1 =

x−2 + βx0 +
(
b + β

)
nx0

x0
.

Choisissons b = β = 1, alors

u2n =
x−2 + 2nx0

x0
, u2n+1 =

y−2 + (1 + 2n)y0

y0
,

et

v2n =
y−2 + 2ny0

y0
, v2n+1 =

x−2 + (1 + 2n)x0

x0
,

d’où

x2n =
x−2xn+1

0
n∏

i=0

(x−2 + 2ix0)

=
xn+1

0
n∏

i=1

(x−2 + 2ix0)

,

donc

x2n =
xn+1

0
n−1∏

i=0

(x−2 + (2i + 2)x0)

. (3.15)

De même :

x2n+1 =
x−1yn+1

0
n∏

i=0

(
y−2 + (2i + 2)y0

)
,
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d’ordre supérieur xn+1 =
xp

n−k+1 yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k+βxn

ainsi

x2n+1 =
x−1yn

0
n−1∏

i=0

(
y−2 + (2i + 2)y0

)
. (3.16)

Par un raisonnement analogue, on obtient

y2n =
yn+1

0
n−1∏

i=0

(
y−2 + (2i + 2)y0

)
, (3.17)

et

y2n+1 =
y−1xn

0
n−1∏

i=0

(x−2 + (2i + 2)x0)

. (3.18)

Il est clair que les formules (3.15)-(3.18) sont les mêmes que ceux donné dans le théorème 2.1

dans [38]. D’une manière similaire, on peut obtenir les formules donnés dans les théorèmes 2.2,

2.3 et 2.4 dans [38].

3.2 Le comportement des solutions du système (3.2) avec

p = 1

Dans cette partie, on s’intéresse à un cas particulier du système (3.2), qui est le cas

où p = 1, c’est à dire, le système

xn+1 =
xn−k+1yn

ayn−k + byn
, yn+1 =

yn−k+1xn

αxn−k + βxn
, n ∈N, k ∈N∗. (3.19)

En particulier, nous examinons la bornitude, la périodicité et le comportement asymp-

totique des solutions du système (3.19).

Tout au long de cette partie, nous supposons également que les paramètres a, b, α, β

et les valeurs initiales x−i, y−i, i ∈ {0, 1, . . . , k} sont strictement positifs (pour les quelles

les solutions sont bien définies).

Nous commençons par le théorème suivant qui concerne la bornitude des solutions du

système (3.19).
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d’ordre supérieur xn+1 =
xp

n−k+1 yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k+βxn

Théorème 3.2.1 Considérons le système (3.19) tel que l’une des hypothèses suivantes est

satisfaite :

(H.1) min{b, β} ≥ 1,

(H.2) min{a, α} ≥ 1, ay−k ≥ y0 et αx−k ≥ x0.

Alors, toute solution est bornée.

Preuve. Soit
{
(xn, yn)

}
n≥−k une solution du système (3.19).

Si l’hypothèse (H.1) est satisfaite, c’est à dire, si min{b, β} ≥ 1, alors il découle du

système (3.19) que

xn+1 ≤ xn−k+1

b
≤ xn−k+1 et yn+1 ≤

yn−k+1

β
≤ yn−k+1 pour tout n ∈N.

Donc les sous-suites {xkn−i}n≥0 et {ykn−i}n≥0, i = 0, . . . , k − 1, sont décroissantes. De plus,

nous avons

xn ≤ max
i=0,k−1

{x−i

b

}
et yn ≤ max

i=0,k−1

{
y−i

β

}
pour tous n ∈N∗.

Ainsi, la solution est bornée.

Si l’hypothèse (H.2) est satisfaite. C’est à dire, si min{a, α} ≥ 1, ay−k ≥ y0 et αx−k ≥ x0,

alors il résulte du système (3.19) que pour n = 0, on obtient

x1 ≤
x−k+1y0

ay−k
≤ x−k+1 et y1 ≤

y−k+1x0

αx−k
≤ y−k+1.

En utilisant ces inégalité et le fait que min{a, α} ≥ 1, nous obtenons pour n = 1

x2 ≤
x−k+2y1

ay−k+1
≤ x−k+2 et y2 ≤

y−k+2x1

αx−k+1
≤ y−k+2.

Par récurrence, on obtient, pour n = k − 1,

xk ≤
x0yk−1

ay−1
≤ x0 et yk ≤

y0xk−1

αx−1
≤ y0.

Il s’ensuit par récurrence que les sous-suites {xkn−i}n≥0 et {ykn−i}n≥0, i = 0, . . . , k − 1, sont

décroissantes. Ainsi, nous avons

xn ≤ max
i=0,k−1

{x−i} et yn ≤ max
i=0,k−1

{
y−i

}
pour tous n ∈N0.
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d’ordre supérieur xn+1 =
xp

n−k+1 yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k+βxn

D’où, la solution est également bornée.

Dans le théorème suivant, nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes

pour que les solutions du système (3.19) soient périodiques de période k.

Théorème 3.2.2 Soit
{
(xn, yn)

}
n≥−k une solution du système (3.19). Alors,

(xn, yn) = (xn−k, yn−k), ∀n ∈N⇔ (x0, y0) = (x−k, y−k) et a + b = α + β = 1.

Preuve. Premièrement, supposons que, (xn, yn) = (xn−k, yn−k) pour tout n ∈N. En parti-

culier, nous avons (x0, y0) = (x−k, y−k) et

x−k+1 = x1 =
x−k+1y0

ay−k + by0
et y−k+1 = y1 =

y−k+1x0

αx−k + βx0
.

Ces égalités implique que

1
a + b

=
1

α + β
= 1 i.e., a + b = α + β = 1

Inversement, supposons que, (x0, y0) = (x−k, y−k) et a + b = α + β = 1. Alors, du système

(3.19) nous obtenons

x1 =
x−k+1y0

ay−k + by0
=

x−k+1

a + b
= x−k+1, y1 =

y−k+1x0

αx−k + βx0
=

y−k+1

α + β
= y−k+1.

Encore, de ces égalités et du système (3.19), nous obtenons

x2 =
x−k+2y1

ay−k+1 + by1
=

x−k+2

a + b
= x−k+2, y2 =

y−k+2x1

αx−k+1 + βx1
=

y−k+2

α + β
= y−k+2.

Ainsi, par récurrence,

xk =
x0yk−1

ay−1 + byk−1
=

x0

a + b
= x0, yk =

y0xk−1

αx−1 + βxk−1
=

y0

α + β
= y0.

D’où, la solution est périodique du période k.

Les résultats suivants fournissent le comportement asymptotique des solutions du

système (3.19).

Théorème 3.2.3 Soit
{
(xn, yn)

}
n≥−k une solution du système (3.19), on a
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d’ordre supérieur xn+1 =
xp

n−k+1 yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k+βxn

(a) Si aα > 1, alors lim
n→∞

(xn, yn) = (0, 0).

(b) Si aα = 1, alors lim
n→∞

(xn, yn) = (0, 0).

(c) Si aα < 1, alors

lim
n→∞

xn =



0, A > 1,

+∞, A < 1.
et lim

n→∞
yn =



0, B > 1,

+∞, B < 1.
,

avec A :=
aβ + b
1 − aα

et B :=
αb + β

1 − aα
.

Preuve. Tout d’abord, lorsque p = 1, le système (3.10) devient

xkn+s =
xs−k∏n

i=0 uki+s
, ykn+s =

ys−k∏n
i=0 vki+s

, ∀s = 0, k − 1. (3.20)

où les expressions des un et vn sont données par

u2n =



x−k +
(
aβ + b

)
nx0

x0
, aα = 1,

(aα)n x−k + (aα)n−1
aα−1

(
aβ + b

)
x0

x0
, aα , 1.

, (3.21)

u2n+1 =



ay−k + by0 +
(
aβ + b

)
ny0

y0
, aα = 1,

(aα)n (ay−k + by0) + (aα)n−1
aα−1

(
aβ + b

)
y0

y0
, aα , 1.

, (3.22)

v2n =



y−k +
(
αb + β

)
ny0

y0
, aα = 1,

(aα)n y−k + (aα)n−1
aα−1

(
αb + β

)
y0

y0
, aα , 1.

(3.23)

et

v2n+1 =



αx−k + βx0 +
(
αb + β

)
nx0

x0
, aα = 1,

(aα)n (αx−k + βx0) + (aα)n−1
aα−1

(
αb + β

)
x0

x0
, aα , 1.

. (3.24)

Notons que du système (3.20), la limite de xkn+s quand n → ∞ dépend de la limite

de ukn+s quand n → ∞, qui elle même dépend de la valeur de aα. Alors, on a les trois

cas possibles suivantes
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d’ordre supérieur xn+1 =
xp

n−k+1 yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k+βxn

(a) Si aα > 1, alors
(aα)n − 1

aα − 1
→ +∞ quand n → +∞. Ainsi, de (3.21) et (3.22), nous

avons un → +∞ quand n→ +∞. Donc, du système (3.20), xn → 0 quand n→ +∞.

De la même manière, on montre que yn → 0 quand n→ +∞.

(b) Si aα = 1, alors de (3.21) et (3.22) nous obtenons

lim
n→∞

un = lim
n→∞

u2n = lim
n→∞

u2n+1 = lim
n→∞

(aβ + b)n = +∞.

Ainsi, de (3.20), nous avons xn → 0 quand n → ∞. De la même manière, nous

prouvons que yn → 0 quand n→∞.

(c) Si aα < 1, alors (aα)n → 0 quand n→∞. Ainsi, de (3.21) et (3.22), nous avons

lim
n→∞

un = lim
n→∞

u2n = lim
n→∞

u2n+1 =
aβ + b
1 − aα

= A,

lim
n→∞

vn = lim
n→∞

v2n = lim
n→∞

v2n+1 =
αb + β

1 − aα
= B.

Soit s ∈ {0, . . . , k − 1} fixé. Si A > 1, alors

lim
n→∞

n∏

m=0

ukm+s = +∞.

D’où , lim
n→∞

xkn+r = 0, ainsi, lim
n→∞

xn = 0. D’autre part, si A < 1, alors

lim
n→∞

(
1

ukn+r
) = lim

n→∞
(1/un) =

1
A
> 1.

Par conséquent, nous avons

lim
n→∞

n∏

m=0

(1/ukm+r) = +∞.

D’où, lim
n→∞

xkn+r = ∞, ainsi, lim
n→∞

xn = +∞. De la même manière, nous prouvons que,

si B > 1, lim
n→∞

yn = 0 et si B < 1, lim
n→∞

yn = +∞. Ceci termine la preuve du théorème.

Maintenant, dans ce qui suit, nous étudions le comportement des solutions du

système (3.19) dans le cas où A = 1 (resp. B = 1).

Théorème 3.2.4 Soit
{
(xn, yn)

}
n≥−k une solution du système (3.19) avec k = 2l (l = 1, 2, . . .).

Supposons que aα < 1. Donc, on a les assertions suivantes
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d’ordre supérieur xn+1 =
xp

n−k+1 yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k+βxn

(a) Si A = 1 (resp. B = 1) et x−2l , x0 (resp. y−2l , y0), alors, pour tout r = 0, l − 1, les

sous-suites (x2ln+2r) (resp. (y2ln+2r)) sont convergentes.

(b) Si A = 1 (resp. B = 1) et x−2l = x0 (resp. y−2l = y0), alors x2ln+2r = x2r−2l (resp.

y2ln+2r = y2r−2l) pour tout r = 0, l − 1.

(c) Si A = 1 (resp. B = 1) et ay−2l , (1 − b)y0 (resp. αx−2l , (1 − β)x0), alors, pour tout

r = 0, l − 1, les sous-suites (x2ln+2r+1) (resp. (y2ln+2r+1)), sont convergentes.

(d) Si A = 1 (resp. B = 1) et ay−2l = (1−b)y0 (resp.αx−2l = (1−β)x0), alors x2ln+2r+1 = x2r−2l+1

(resp. y2ln+2r+1 = y2r−2l+1) pour tout r = 0, l − 1.

Preuve. Nous allons prouver ces résultats seulement pour les sous-suites (x2ln+2r) et

(x2ln+2r+1). Les résultats sur les sous-suites (y2ln+2r) et (y2ln+2r+1) se démontre d’une

manière similaire.

Tout d’abord, notons que dans le cas où A = 1, c’est à dire, aβ + b = 1 − aα, les deux

sous-suites de (un) prennent la forme

u2n =
(aα)n(x−2l − x0)

x0
+ 1 et u2n+1 =

(aα)n[ay−2l + (b − 1)y0]
y0

+ 1.

Aussi, dans le cas où B = 1, c’est à dire, αb + β = 1 − aα, les deux sous-suites de (vn)

prennent la forme

v2n =
(aα)n(y−2l − y0)

y0
+ 1 et v2n+1 =

(aα)n[αx−2l + (β − 1)x0]
x0

+ 1.

(a) Par le Théorème (3.1.1), nous avons

x2(ln+r) =
x2r−2l

n∏

i=0

(
1 +

(aα)li+r(x−2l − x0)
x0

) .

On distingue deux cas possibles.

(i) Si x−2l > x0 : alors

x2(ln+r) =
x2r−2l

exp
n∑

i=0

ln
[
1 +

(aα)li+r(x−2l − x0)
x0

] .
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d’ordre supérieur xn+1 =
xp

n−k+1 yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k+βxn

Comme lim
n−→∞

(aα)n = 0 et par l’utilisation d’une propriété du logarithme

(ln(1 + x) ∼0 x), nous avons

ln
[
1 +

(aα)li+r(x−2l − x0)
x0

]
∼∞ (aα)li+r(x−2l − x0)

x0
.

Maintenant, puisque
∑

n≥0

(aα)n est une série géométrique, et comme aα < 1,

alors la série ∑

i≥0

x−2l − x0

x0
(aα)li+r

est convergente, ainsi le résultat souhaité est obtenu.

(ii) Si x−2l < x0 : alors

x2(ln+r) = x2r−2l

n∏

i=0

(
x0

x0 + (aα)li+r(x−2l − x0)

)

= x2r−2l

n∏

i=0

(
1 +

(aα)li+r(x0 − x−2l)
x0 + (aα)li+r(x−2l − x0)

)

= x2r−2l exp
n∑

i=0

ln
(
1 +

(aα)li+r(x0 − x−2l)
x0 + (aα)li+r(x−2l − x0)

)
.

On a

ln
(
1 +

(aα)li+r(x0 − x−2l)
x0 + (aα)li+r(x−2l − x0)

)
∼∞ (aα)li+r(x0 − x−2l)

x0 + (aα)li+r(x−2l − x0)
,

et
(aα)li+r(x0 − x−2l)

x0 + (aα)li+r(x−2l − x0)
∼∞ (aα)li+r(x0 − x−2l)

x0
,

mais la série ∑

i≥0

x0 − x−2l

x0
(aα)li+r

est convergente, d’où le résultat souhaité est obtenu.

(b) Le résultat est immédiat puisque u2n = 1 dans ce cas.

(c) La preuve est semblable à celle de (a). Par le théorème (3.1.1), nous avons

x2(ln+r)+1 =
x2r−2l+1

n∏

i=0

[
1 +

(aα)li+r(ay−2l + (b − 1)y0)
y0

] .

On distingue deux cas possibles.
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d’ordre supérieur xn+1 =
xp

n−k+1 yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k+βxn

(i) Si ay−2l > (1 − b)y0 : alors

x2(ln+r)+1 =
x2r−2l+1

exp
n∑

i=0

ln
[
1 +

(aα)li+r(ay−2l + (b − 1)y0)
y0

] .

On a

ln
[
1 +

(aα)li+r(ay−2l + (b − 1)y0)
y0

]
∼∞

(aα)li+r(ay−2l + (b − 1)y0)
y0

.

comme aα < 1, la série

∑

i≥0

ay−2l + (b − 1)y0

y0
(aα)li+r

est convergente, ainsi le résultat souhaité est obtenu.

(ii) Si ay−2l < (1 − b)y0 : alors

x2(ln+r)+1 = x2r−2l+1

n∏

i=0

(
y0

y0 + (aα)li+r(ay−2l + (b − 1)y0)

)
,

= x2r−2l+1

n∏

i=0

(
1 +

(aα)li+r(−ay−2l + (1 − b)y0)
y0 + (aα)li+r(ay−2l + (b − 1)y0)

)
,

= x2r−2l+1 exp
n∑

i=0

ln
(
1 +

(aα)li+r((1 − b)y0 − ay−2l)
y0 + (aα)li+r(ay−2l + (b − 1)y0)

)
.

On a

ln
(
1 +

(aα)li+r((1 − b)y0 − ay−2l)
y0 + (aα)li+r(ay−2l + (b − 1)y0)

)
∼∞

(aα)li+r((1 − b)y0 − ay−2l)
y0 + (aα)li+r(ay−2l + (b − 1)y0)

,

et
(aα)li+r((1 − b)y0 − ay−2l)

y0 + (aα)li+r(ay−2l + (b − 1)y0)
∼∞

(aα)li+r((1 − b)y0 − ay−2l)
y0

,

mais la série ∑

i≥0

(1 − b)y0 − ay−2l

y0
(aα)li+r

est convergente, d’où le résultat.

(d) Le résultat est immédiat puisque u2n+1 = 1 dans ce cas.
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d’ordre supérieur xn+1 =
xp

n−k+1 yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k+βxn

Théorème 3.2.5 Soit
{
(xn, yn)

}
n≥−k une solution du système (3.19) avec k = 1. Supposons que

aα < 1. Donc, on a les assertions suivantes

(a) Si A = 1 (resp. B = 1), x−1 , x0 (resp. y−1 , y0) et ay−1 , (1 − b)y0 (resp. αx−1 ,

(1 − β)x0), alors, les sous-suites x2n, x2n+1 (resp. y2n, y2n+1) sont convergentes.

(b) Si A = 1 (resp. B = 1), x−1 = x0 (resp. y−1 = y0) et ay−1 , (1 − b)y0 (resp. αx−1 ,

(1 − β)x0), alors, les sous-suites x2n, x2n+1 (resp. y2n, y2n+1) sont convergentes.

(c) Si A = 1 (resp. B = 1), x−1 , x0 (resp. y−1 , y0) et ay−1 = (1 − b)y0 (resp. αx−1 =

(1 − β)x0), alors, les sous-suites x2n, x2n+1 (resp. y2n, y2n+1) sont convergentes.

(d) Si A = 1 (resp. B = 1), x−1 = x0 (resp. y−1 = y0) et ay−1 = (1 − b)y0 (resp. αx−1 =

(1 − β)x0), alors, x2n = x2n+1 = x−1 (resp. y2n = y2n+1 = y−1).

Preuve. Nous allons prouver ces résultats seulement pour la sous-suite (x2n). Les

résultats sur les sous-suites (x2n+1), (y2n) et (y2n+1) se démontre d’une manière simi-

laire.

Tout d’abord, notons que dans le cas où A = 1, c’est à dire, aβ + b = 1 − aα, les deux

sous-suites de (un) prennent la forme

u2n =
(aα)n(x−1 − x0)

x0
+ 1 et u2n+1 =

(aα)n[ay−1 + (b − 1)y0]
y0

+ 1.

Aussi, dans le cas où B = 1, c’est à dire, αb + β = 1 − aα, les deux sous-suites de (vn)

prennent la forme

v2n =
(aα)n(y−1 − y0)

y0
+ 1 et v2n+1 =

(aα)n[αx−1 + (β − 1)x0]
x0

+ 1.

(a) Par le théorème (3.1.1), nous avons

x2n =
x−1

n∏

i=0

(
1 +

(aα)i(x−1 − x0)
x0

) n−1∏

i=0

(
1 +

(aα)i(ay−1 + (b − 1)y0)
y0

)

On distingue quatre cas possibles.

(i) Si x−1 > x0 et ay−1 + (b − 1)y0 > 0 : alors

x2n =
x−1

exp


n∑

i=0

ln
(
1 +

(aα)i(x−1 − x0)
x0

)
+

n−1∑

i=0

ln
(
1 +

(aα)i(ay−1 + (b − 1)y0)
y0

)

.
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d’ordre supérieur xn+1 =
xp

n−k+1 yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k+βxn

On a

ln
(
1 +

(aα)n(x−1 − x0)
x0

)
∼∞ (aα)n(x−1 − x0)

x0

et

ln
[
1 +

(aα)n(ay−1 + (b − 1)y0)
y0

]
∼∞

(aα)n(ay−1 + (b − 1)y0)
y0

.

Mais les deux séries

∑

i≥0

x−1 − x0

x0
(aα)i et

∑

i≥0

ay−1 + (b − 1)y0

y0
(aα)i

sont convergentes, d’où le résultat souhaité est obtenu.

(ii) Si x−1 > x0 et ay−1 + (b − 1)y0 < 0 : alors

x2n =
x−1

n∏

i=0

(
1 +

(aα)i(x−1 − x0)
x0

)
n−1∏

i=0

(
y0

y0 + (aα)i(ay−1 + (b − 1)y0)

)
,

=
x−1

n∏

i=0

(
1 +

(aα)i(x−1 − x0)
x0

)
n−1∏

i=0

(
1 +

−(aα)i(ay−1 + (b − 1)y0)
y0 + (aα)i(ay−1 + (b − 1)y0)

)
,

=
x−1

exp
n∑

i=0

ln
(
1 +

(aα)i(x−1 − x0)
x0

) exp
n−1∑

i=0

ln
(
1 +

(aα)i((1 − b)y0 − ay−1)
y0 + (aα)i(ay−1 + (b − 1)y0)

)
.

On a

ln
(
1 +

(aα)n(x−1 − x0)
x0

)
∼∞ (aα)n(x−1 − x0)

x0

et

ln
(
1 +

(aα)n((1 − b)y0 − ay−1)
y0 + (aα)n(ay−1 + (b − 1)y0)

)
∼∞

(aα)n((1 − b)y0 − ay−1)
y0 + (aα)n(ay−1 + (b − 1)y0)

,

aussi
(aα)n((1 − b)y0 − ay−1)

y0 + (aα)n(ay−1 + (b − 1)y0)
∼∞

(aα)n((1 − b)y0 − ay−1)
y0

,

mais la série ∑

n≥0

(aα)n

est convergente, d’où le résultat souhaité est obtenu.

63



Chapitre 3. La forme et le comportement des solutions du système d’équations aux différences

d’ordre supérieur xn+1 =
xp

n−k+1 yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k+βxn

(iii) Si x−1 < x0 et ay−1 + (b − 1)y0 > 0 : alors

x2n =
x−1

n−1∏

i=0

(
1 +

(aα)i(ay−1 + (b − 1)y0)
y0

)
n∏

i=0

(
x0

x0 + (aα)i(x−1 − x0)

)
,

=
x−1

n−1∏

i=0

(
1 +

(aα)i(ay−1 + (b − 1)y0)
y0

)
n∏

i=0

(
1 +

(aα)i(x0 − x−1)
x0 + (aα)i(x−1 − x0)

)
,

=
x−1

exp
n−1∑

i=0

ln
(
1 +

(aα)i(ay−1 + (b − 1)y0)
y0

) exp
n∑

i=0

ln
(
1 +

(aα)i(x0 − x−1)
x0 + (aα)i(x−1 − x0)

)
.

On a

ln
(
1 +

(aα)n(x0 − x−1)
x0 + (aα)n(x−1 − x0)

)
∼∞ (aα)n(x0 − x−1)

x0 + (aα)n(x−1 − x0)
∼∞ (aα)n(x0 − x−1)

x0

et

ln
[
1 +

(aα)n(ay−1 + (b − 1)y0)
y0

]
∼∞

(aα)n(ay−1 + (b − 1)y0)
y0

.

mais la série ∑

n≥0

(aα)n

est convergente, d’où le résultat souhaité est obtenu.

(iiii) Si x−1 < x0 et ay−1 + (b − 1)y0 < 0 : alors

x2n = x−1

n∏

i=0

(
x0

x0 + (aα)i(x−1 − x0)

) n−1∏

i=0

(
y0

y0 + (aα)i(ay−1 + (b − 1)y0)

)
,

= x−1

n∏

i=0

(
1 +

(aα)i(x0 − x−1)
x0 + (aα)i(x−1 − x0)

) n−1∏

i=0

(
1 +

(aα)i((1 − b)y0 − ay−1)
y0 + (aα)i(ay−1 + (b − 1)y0)

)
,

= x−1 exp
n∑

i=0

ln
(
1 +

(aα)i(x0 − x−1)
x0 + (aα)i(x−1 − x0)

)
exp

n−1∑

i=0

ln
(
1 +

(aα)i((1 − b)y0 − ay−1)
y0 + (aα)i(ay−1 + (b − 1)y0)

)
.

On a

ln
(
1 +

(aα)n(x0 − x−1)
x0 + (aα)n(x−1 − x0)

)
∼∞ (aα)n(x0 − x−1)

x0 + (aα)n(x−1 − x0)
∼∞ (aα)n(x0 − x−1)

x0
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et

ln
(
1 +

(aα)n((1 − b)y0 − ay−1)
y0 + (aα)n(ay−1 + (b − 1)y0)

)
∼∞

(aα)n((1 − b)y0 − ay−1)
y0 + (aα)n(ay−1 + (b − 1)y0)

,

d’autre part

(aα)n((1 − b)y0 − ay−1)
y0 + (aα)n(ay−1 + (b − 1)y0)

∼∞
(aα)n((1 − b)y0 − ay−1)

y0
,

mais la série ∑

n≥0

(aα)n

est convergente, d’où le résultat souhaité est obtenu.

(b) Dans ce cas u2n = 1, ainsi par le théorème (3.1.1), nous avons

x2n =
x−1

n−1∏

i=0

(
1 +

(aα)i(ay−1 + (b − 1)y0)
y0

) ,

le résultat découle en démontrant de la même manière que dans (a), et en distin-

guant les deux cas ay−1 + (b − 1)y0 > 0 et ay−1 + (b − 1)y0 < 0.

(c) Dans ce cas u2n+1 = 1, ainsi par le théorème (3.1.1), nous avons

x2n =
x−1

n∏

i=0

(
1 +

(aα)i(x−1 − x0)
x0

) ,

le résultat découle en démontrant de la même manière que dans (a), et en distin-

guant les deux cas x−1 > x0 et x−1 < x0.

(d) Le résultat est immédiat puisque u2n = u2n+1 = 1 dans ce cas.

Théorème 3.2.6 Soit
{
(xn, yn)

}
n≥−k une solution du système (3.19) avec k = 2l+1 (l = 1, 2, . . .).

Supposons que aα < 1. Donc, on a les assertions suivantes :

(a) Si A = 1 (resp. B = 1), x−2l−1 , x0 (resp. y−2l−1 , y0) et ay−2l−1 , (1 − b)y0 (resp.

αx−2l−1 , (1 − β)x0), alors, tous les sous-suites de xn (resp. yn) sont convergentes.
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(b) Si A = 1 (resp. B = 1), x−2l−1 = x0 (resp. y−2l−1 = y0) et ay−2l−1 , (1 − b)y0 (resp.

αx−2l−1 , (1 − β)x0), alors, tous les sous-suites de xn (resp. yn) sont convergentes.

(c) Si A = 1 (resp. B = 1), x−2l−1 , x0 (resp. y−2l−1 , y0) et ay−2l−1 = (1 − b)y0 (resp.

αx−2l−1 = (1 − β)x0), alors, tous les sous-suites de xn (resp. yn) sont convergentes.

(d) Si A = 1 (resp. B = 1), x−2l−1 = x0 (resp. y−2l−1 = y0) et ay−2l−1 = (1 − b)y0 (resp.

αx−2l−1 = (1 − β)x0), alors, xn (resp. yn) sont périodiques de période 2l + 1.

Preuve. Nous allons prouver ces résultats seulement pour les sous-suites (x2[(2l+1)n+r]), r =

0, l. Les résultats sur les sous-suites (x2[(2l+1)n+r]+1), r = 0, l − 1, (x2[(2l+1)n+l+r]+1), r = 0, l,

(x2[(2l+1)n+l+r+1]), r = 0, l − 1, (y2[(2l+1)n+r]), r = 0, l, (y2[(2l+1)n+r]+1), r = 0, l − 1, (y2[(2l+1)n+l+r]+1), r =

0, l et (y2[(2l+1)n+l+r+1]), r = 0, l − 1 se démontre d’une manière similaire.

Tout d’abord, notons que dans le cas où A = 1, c’est à dire, aβ + b = 1 − aα, les deux

sous-suites de (un) prennent la forme

u2n =
(aα)n(x−2l−1 − x0)

x0
+ 1 et u2n+1 =

(aα)n[ay−2l−1 + (b − 1)y0]
y0

+ 1.

Aussi, dans le cas où B = 1, c’est à dire, αb + β = 1 − aα, les deux sous-suites de (vn)

prennent la forme

v2n =
(aα)n(y−2l−1 − y0)

y0
+ 1 et v2n+1 =

(aα)n[αx−2l−1 + (β − 1)x0]
x0

+ 1.

Soit r ∈ 0, l fixé.

(a) Par le théorème (3.1.1), nous avons

x2((2l+1)n+r) =
x2(r−l)−1

n∏

i=0

(
1 +

(aα)(2l+1)i+r(x−2l−1 − x0)
x0

) n−1∏

i=0

(
1 +

(aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)
y0

)

On distingue quatre cas possibles.

(i) Si x−2l−1 > x0 et ay−2l−1 + (b − 1)y0 > 0 : alors

x2((2l+1)n+r) =
x2(r−l)−1

exp


n∑

i=0

ln
(
1 +

(aα)(2l+1)i+r(x−2l−1 − x0)
x0

)
+

n−1∑

i=0

ln
(
1 +

(aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)
y0

)

.
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On a

ln
(
1 +

(aα)(2l+1)i+r(x−2l−1 − x0)
x0

)
∼∞ (aα)(2l+1)i+r(x−2l−1 − x0)

x0

et

ln
[
1 +

(aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)
y0

]
∼∞

(aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)
y0

.

Mais les deux séries
∑

i≥0

x−2l−1 − x0

x0
(aα)(2l+1)i+r et

∑

i≥0

ay−2l−1 + (b − 1)y0

y0
(aα)(2l+1)i+l+r

sont convergentes, d’où le résultat souhaité est obtenu.

(ii) Si x−2l−1 > x0 et ay−2l−1 + (b − 1)y0 < 0 : alors

x2((2l+1)n+r) =
x2(r−l)−1

n∏

i=0

(
1 +

(aα)(2l+1)i+r(x−2l−1 − x0)
x0

)
n−1∏

i=0

(
y0

y0 + (aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)

)
,

=
x2(r−l)−1

n∏

i=0

(
1 +

(aα)(2l+1)i+r(x−2l−1 − x0)
x0

)
n−1∏

i=0

(
1 +

−(aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)
y0 + (aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)

)
,

=

x2(r−l)−1 exp
n−1∑

i=0

ln
(
1 +

(aα)(2l+1)i+l+r((1 − b)y0 − ay−2l−1)
y0 + (aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)

)

exp
n∑

i=0

ln
(
1 +

(aα)(2l+1)i+r(x2l−1 − x0)
x0

) .

On a

ln
(
1 +

(aα)(2l+1)i+r(x−2l−1 − x0)
x0

)
∼∞ (aα)(2l+1)i+r(x−2l−1 − x0)

x0

et

ln
(
1 +

(aα)(2l+1)i+l+r((1 − b)y0 − ay−2l−1)
y0 + (aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)

)
∼∞

(aα)(2l+1)i+l+r((1 − b)y0 − ay−2l−1)
y0 + (aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)

,

aussi

(aα)(2l+1)i+l+r((1 − b)y0 − ay−2l−1)
y0 + (aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)

∼∞
(aα)(2l+1)i+l+r((1 − b)y0 − ay−2l−1)

y0
,

mais la série ∑

n≥0

(aα)n

est convergente, d’où le résultat souhaité est obtenu.
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(iii) Si x−2l−1 < x0 et ay−2l−1 + (b − 1)y0 > 0 : alors

x2((2l+1)n+r) =
x2(r−l)−1

n−1∏

i=0

(
1 +

(aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)
y0

)
n∏

i=0

(
x0

x0 + (aα)(2l+1)i+r(x−2l−1 − x0)

)
,

=
x2(r−l)−1

n−1∏

i=0

(
1 +

(aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)
y0

)
n∏

i=0

(
1 +

(aα)(2l+1)i+r(x0 − x−2l−1)
x0 + (aα)(2l+1)i+r(x−2l−1 − x0)

)
,

=

x2(r−l)−1 exp
n∑

i=0

ln
(
1 +

(aα)(2l+1)i+r(x0 − x−2l−1)
x0 + (aα)(2l+1)i+r(x−2l−1 − x0)

)

exp
n−1∑

i=0

ln
(
1 +

(aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)
y0

) .

On a

ln
(
1 +

(aα)(2l+1)i+r(x0 − x−2l−1)
x0 + (aα)(2l+1)i+r(x−2l−1 − x0)

)
∼∞ (aα)(2l+1)i+r(x0 − x−2l−1)

x0 + (aα)(2l+1)i+r(x−2l−1 − x0)
∼∞ (aα)(2l+1)i+r(x0 − x−2l−1)

x0

et

ln
[
1 +

(aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)
y0

]
∼∞

(aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)
y0

.

mais la série ∑

n≥0

(aα)n

est convergente, d’où le résultat souhaité est obtenu.

(iiii) Si x−1 < x0 et ay−2l−1 + (b − 1)y0 < 0 : alors

x2((2l+1)n+r) =x2(r−l)−1

n∏

i=0

(
x0

x0 + (aα)(2l+1)i+r(x2l−1 − x0)

) n−1∏

i=0

(
y0

y0 + (aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)

)
,

=x2(r−l)−1

n∏

i=0

(
1 +

(aα)(2l+1)i+r(x0 − x−2l−1)
x0 + (aα)(2l+1)i+r(x−2l−1 − x0)

)

n−1∏

i=0

(
1 +

−(aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)
y0 + (aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)

)
,

=x2(r−l)−1 exp
n∑

i=0

ln
(
1 +

(aα)(2l+1)i+r(x0 − x−2l−1)
x0 + (aα)(2l+1)i+r(x−2l−1 − x0)

)

exp
n−1∑

i=0

ln
(
1 +

(aα)(2l+1)i+l+r((1 − b)y0 − ay−2l−1)
y0 + (aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)

)
.
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On a

ln
(
1 +

(aα)(2l+1)i+r(x0 − x−2l−1)
x0 + (aα)(2l+1)i+r(x−2l−1 − x0)

)
∼∞ (aα)(2l+1)i+r(x0 − x−2l−1)

x0 + (aα)(2l+1)i+r(x−2l−1 − x0)
∼∞ (aα)(2l+1)i+r(x0 − x−2l−1)

x0

et

ln
(
1 +

(aα)(2l+1)i+l+r((1 − b)y0 − ay−2l−1)
y0 + (aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)

)
∼∞

(aα)(2l+1)i+l+r((1 − b)y0 − ay−2l−1)
y0 + (aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)

d’autre part

(aα)(2l+1)i+l+r((1 − b)y0 − ay−2l−1)
y0 + (aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)

∼∞
(aα)(2l+1)i+l+r((1 − b)y0 − ay−2l−1)

y0

mais la série ∑

n≥0

(aα)n

est convergente, d’où le résultat souhaité est obtenu.

(b) Dans ce cas u2n = 1, ainsi par le théorème (3.1.1), nous avons

x2((2l+1)n+r) =
x2(r−l)−1

n−1∏

i=0

(
1 +

(aα)(2l+1)i+l+r(ay−2l−1 + (b − 1)y0)
y0

) ,

le résultat découle en démontrant de la même manière que dans (a), et en distin-

guant les deux cas ay−2l−1 + (b − 1)y0 > 0 et ay−2l−1 + (b − 1)y0 < 0.

(c) Dans ce cas u2n+1 = 1, ainsi par le théorème (3.1.1), nous avons

x2((2l+1)n+r) =
x2(r−l)−1

n∏

i=0

(
1 +

(aα)(2l+1)i+r(x−2l−1 − x0)
x0

) ,

le résultat découle en démontrant de la même manière que dans (a), et en distin-

guant les deux cas x−2l−1 > x0 et x−2l−1 < x0.

(d) Le résultat est immédiat puisque u2n = u2n+1 = 1 dans ce cas, et

x2((2l+1)n+r) = x2(r−l)−1 = x2((2l+1)n+l+r)+1, r = 0, l,

x2((2l+1)n+r)+1 = x2(r−l) = x2((2l+1)n+l+r+1), r = 0, l − 1,
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3.3 Exemples Numériques

Dans le but d’illustrer les résultats obtenus sur le système (3.19) avec p = 1, nous

donnons les exemples numériques suivants

Exemple 3.3.1 Considérons les paramètres

k a b α β x−4 x−3 x−2 x−1 x0 y−4 y−3 y−2 y−1 y0

4 1/2 1/2 2/3 1/3 5 20 17 25 5 8 12 9 18 8

On a a + b = α + β = 1, x−4 = x0 et y−4 = y0, ainsi, d’après le théorème 3.2.2, la solution
{
(xn, yn)

}
n≥−4 est périodique de période 4 et prend la forme

{(5, 8), (20, 12), (17, 9), (25, 18), (5, 8), (20, 12), (17, 9), (25, 18), ...} .

Voir, Figure (3.1) pour le comportement de (xn) et Figure (3.2) pour le comportement de (yn).
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Exemple 3.3.2 (a) Considérons les paramètres

k a b α β x−4 x−3 x−2 x−1 x0 y−4 y−3 y−2 y−1 y0

4 1 2 2 3 90 18 49 52 15 67 36 63 27 2

Nous avons aα > 1, ainsi, d’après le cas (a) du Théorème 3.2.3,

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = 0.

Voir, Figure (3.3) pour le comportement de (xn) et Figure (3.4) pour le comportement de (yn).

70



Chapitre 3. La forme et le comportement des solutions du système d’équations aux différences
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(b) Considérons les paramètres

k a b α β x−4 x−3 x−2 x−1 x0 y−4 y−3 y−2 y−1 y0

4 2 2 1/2 1 9 3 4 12 18 25 9 5 21 2

Nous avons aα = 1, ainsi d’après le cas (b) du Théorème 3.2.3,

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = 0.

Voir, Figure (3.5) pour le comportement de (xn) et Figure (3.6) pour le comportement de (yn).
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Exemple 3.3.3 (a) Considérons les paramètres

k a b α β x−4 x−3 x−2 x−1 x0 y−4 y−3 y−2 y−1 y0

4 4/5 1/5 1/4 1/2 9 18 6 12 15 25 16 5 21 2
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Nous avons aα < 1, A < 1 et B < 1. Ainsi, d’après le cas (c) du Théorème 3.2.3,

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = +∞.

Voir, Figure (3.7) pour le comportement de (xn) et Figure (3.8) pour le comportement de (yn).
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(b) Considérons les paramètres

k a b α β x−4 x−3 x−2 x−1 x0 y−4 y−3 y−2 y−1 y0

4 4/5 1 1/4 1/2 9 18 6 12 15 25 16 5 21 2

Nous avons choisi les mêmes paramètres que dans le cas (a) sauf pour b nous avons pris la

valeur 1. Dans ce cas, A > 1 et B < 1, ainsi d’après le cas (c) du Théorème 3.2.3,

lim
n→∞

xn = 0, lim
n→∞

yn = +∞.

Voir, Figure (3.9) pour le comportement de (xn) et Figure (3.10) pour le comportement de (yn).

(c) Considérons les paramètres

k a b α β x−4 x−3 x−2 x−1 x0 y−4 y−3 y−2 y−1 y0

4 4/5 2 1/4 1/2 9 18 6 12 15 25 16 5 21 2

Nous avons choisi les mêmes paramètres que dans le cas (a) sauf pour b nous avons pris la

valeur 2. Dans ce cas, A > 1 et B > 1, ainsi, d’après le cas (c) du Théorème 3.2.3,

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = 0.

Voir, Figure (3.11) pour le comportement de (xn) et Figure (3.12) pour le comportement de (yn).
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d’ordre supérieur xn+1 =
xp

n−k+1 yn

ayp
n−k+byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn
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Exemple 3.3.4 (a) Considérons les paramètres

k a b α β x−4 x−3 x−2 x−1 x0 y−4 y−3 y−2 y−1 y0

4 4/5 2/5 1/4 1/2 228 79 106 152 65 75 86 48 27 2

Nous avons aα < 1, A = 1, B < 1, x−4 > x0 et ay−4 > (1 − b)y0. Ainsi, d’après le cas (c) du

Théorème 3.2.3 et les cas (a) et (c) du Théorème 3.2.4, les sous-suites x4k+r, r = 0, . . . , 3 sont

convergentes et

lim
n→∞

yn = +∞.

Voir, Figure (3.13) (le comportement de (x4n)),Figure (3.14) (le comportement de (x4n+1)),Figure

(3.15) (le comportement de (x4n+2)),Figure (3.16) (le comportement de (x4n+3)), Figure (3.17) (le

comportement de (yn)).
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d’ordre supérieur xn+1 =
xp
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ayp
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(b) Considérons les paramètres

k a b α β x−4 x−3 x−2 x−1 x0 y−4 y−3 y−2 y−1 y0

4 4/5 2/5 1/4 1/2 228 79 106 152 228 75 86 48 27 2

Nous avons choisi les mêmes paramètres que dans le cas (a) sauf pour x0 nous avons pris la

valeur de x−4 = 228. Ainsi, d’après le cas (c) du Théorème 3.2.3 et les cas (b) et (c) du Théorème

3.2.4, la suite x2n est périodique, les sous-suites x4n+1 et x4n+3 sont convergentes et

lim
n→∞

yn = +∞.

Voir, Figure (3.18) (le comportement de (x4n+1)),Figure (3.19) (le comportement de (x4n+3)),Figure

(3.20) (le comportement de (x2n)) et Figure (3.21) (le comportement de (yn)).

(c) Considérons les paramètres

k a b α β x−4 x−3 x−2 x−1 x0 y−4 y−3 y−2 y−1 y0

4 4/5 2/5 1/4 1/2 228 79 106 152 228 75 86 48 27 2
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Nous avons choisi les mêmes paramètres que dans le cas (b) sauf pour y0 nous avons pris la

valeur de a
1−b y−4 = 100. Ainsi, d’après le cas (c) du Théorème 3.2.3 et les cas (b) et (d) du

Théorème 3.2.4, xn est périodique du période 4 et

lim
n→∞

yn = +∞.

Voir, Figure (3.22) (le comportement de (xn)) et Figure (3.23) (le comportement de (yn)).
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CHAPITRE 4

Forme des solutions du système

d’équations aux différences

xn+1 =

∏k
j=0 yn−2 j

∏k
j=1 xn−(2 j−1)

(
an+bn

∏k
j=0 yn−2 j

),

yn+1 =

∏k
j=0 xn−2 j

∏k
j=1 yn−(2 j−1)

(
αn+βn

∏k
j=0 xn−2 j

)

Dans ce chapitre, et comme généralisation des résultats exposés dans [13] et [22],

nous considérons le système d’équations aux différences d’ordre supérieur avec des

coefficients variables (non autônome) suivant

xn+1 =

∏k
j=0 yn−2 j

∏k
j=1 xn−(2 j−1)

(
an + bn

∏k
j=0 yn−2 j

) ,

77
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xn+1 =
∏k

j=0 yn−2 j
∏k

j=1 xn−(2 j−1)

(
an+bn

∏k
j=0 yn−2 j

) , yn+1 =
∏k

j=0 xn−2 j
∏k

j=1 yn−(2 j−1)

(
αn+βn

∏k
j=0 xn−2 j

)

yn+1 =

∏k
j=0 xn−2 j

∏k
j=1 yn−(2 j−1)

(
αn + βn

∏k
j=0 xn−2 j

) , n ∈N, (4.1)

où k ∈ N, les suites (an)n∈N, (bn)n∈N, (αn)n∈N,
(
βn

)
n∈N sont réels, et les valeurs initiales

x−2k, x−2k+1,..., x0, y−2k, y−2k+1,..., y0 sont des nombres réels non nuls.

La première partie de ce chapitre est consacrée à la forme des solutions bien définies

du système d’équations aux différences (4.1). Dans la deuxième partie, nous étudions la

périodicité des solutions du système (4.1) dans le cas où les coefficients sont constantes.

Remarque 4.0.1 1. Une solution du système (4.1) est dite bien définie si

k∏

j=1

xn−(2 j−1)

an + bn

k∏

j=0

yn−2 j

 , 0, ∀n ∈N,

et
k∏

j=1

yn−(2 j−1)

αn + βn

k∏

j=0

xn−2 j

 , 0, ∀n ∈N.

2. Si on choisit tous les paramètres et tous les valeurs initiales strictement positive, alors les

solutions correspondantes seront bien définies.

3. Comme les valeurs initiales sont non nuls, on montre, par récurence, que si
an + bn

k∏

j=0

yn−2 j



αn + βn

k∏

j=0

xn−2 j

 , 0, ∀n ∈N,

alors toute solution du système (4.1) satisfait

xn.yn , 0, n ≥ 1,

ainsi elle est bien définie.

4.1 La forme des solutions du système (4.1).

Dans le résultat suivant, nous déterminons la forme des solutions bien définies du

système d’équations aux différences (4.1).
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xn+1 =
∏k

j=0 yn−2 j
∏k

j=1 xn−(2 j−1)

(
an+bn

∏k
j=0 yn−2 j

) , yn+1 =
∏k

j=0 xn−2 j
∏k

j=1 yn−(2 j−1)

(
αn+βn

∏k
j=0 xn−2 j

)

Théorème 4.1.1 Soit
{
(xn, yn)

}
n≥−2k une solution bien définie du système (4.1). Alors pour tout

n = 0, 1, ...,

x(2k+2)n+1 = γ
n∏

j=1

u2((k+1) j−1)+1

u2(k+1) j+1
,

x(2k+2)n+2i = x2i−(2k+2)

n∏

j=0

u2((k+1) j+i−1)

u2((k+1) j+i)
, i = 1, 2, ..., k + 1,

x(2k+2)n+2i+1 = x2i−(2k+1)

n∏

j=0

u2((k+1) j+i−1)+1

u2((k+1) j+i)+1
, i = 1, 2, ..., k,

y(2k+2)n+1 = λ
n∏

j=1

v2((k+1) j−1)+1

v2(k+1) j+1
,

y(2k+2)n+2i = y2i−(2k+2)

n∏

j=0

v2((k+1) j+i−1)

v2((k+1) j+i)
, i = 1, 2, ..., k + 1,

y(2k+2)n+2i+1 = y2i−(2k+1)

n∏

j=0

v2((k+1) j+i−1)+1

v2((k+1) j+i)+1
, i = 1, 2, ..., k.

avec

γ =

∏k
j=0 y−2 j

∏k
j=1 x1−2 j

(
a0 + b0

∏k
j=0 y−2 j

) , λ =

∏k
j=0 x−2 j

∏k
j=1 y1−2 j

(
α0 + β0

∏k
j=0 x−2 j

) ,

et pour s = 0, 1,

u2n+s =


n−1∏

j=0

(
a2 j+1+sα2 j+s

)
 us +

n−1∑

j=0


n−1∏

i= j+1

(a2i+1+sα2i+s)


(
a2 j+1+sβ2 j+s + b2 j+1+s

)
,

v2n+s =


n−1∏

j=0

(
a2 j+sα2 j+1+s

)
 vs +

n−1∑

j=0


n−1∏

i= j+1

(a2i+sα2i+1+s)


(
α2 j+1+sb2 j+s + β2 j+1+s

)
,

et si les coefficients sont constantes, i.e., an = a, bn = b, αn = α et βn = β, nous aurons

γ =

∏k
j=0 y−2 j

∏k
j=1 x1−2 j

(
a + b

∏k
j=0 y−2 j

) , λ =

∏k
j=0 x−2 j

∏k
j=1 y1−2 j

(
α + β

∏k
j=0 x−2 j

) ,

et pour s = 0, 1,

u2n+s =



(aα)n us + (aα)n−1
aα−1

(
aβ + b

)
, aα , 1,

us +
(
aβ + b

)
n, aα = 1,
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xn+1 =
∏k

j=0 yn−2 j
∏k

j=1 xn−(2 j−1)

(
an+bn

∏k
j=0 yn−2 j

) , yn+1 =
∏k

j=0 xn−2 j
∏k

j=1 yn−(2 j−1)

(
αn+βn

∏k
j=0 xn−2 j

)

v2n+s =



(aα)n vs + (aα)n−1
aα−1

(
αb + β

)
, aα , 1,

vs +
(
αb + β

)
n, aα = 1,

avec

u0 =
1∏k

j=0 x−2 j

, u1 =
1∏k

j=0 x1−2 j

, v0 =
1∏k

j=0 y−2 j

, v1 =
1∏k

j=0 y1−2 j

Preuve. Par le changement de variable

un =
1∏k

j=0 xn−2 j

, vn =
1∏k

j=0 yn−2 j

, n ∈N (4.2)

le système (4.1) devient

un+1 = anvn + bn, vn+1 = αnun + βn, n ∈N, (4.3)

ainsi

un+2 = an+1αnun + an+1βn + bn+1, n ∈N,

vn+2 = αn+1anvn + αn+1bn + βn+1, n ∈N.

D’où

u2n+2 = a2n+1α2nu2n + a2n+1β2n + b2n+1, n ∈N, (4.4)

u2n+3 = a2n+2α2n+1u2n+1 + a2n+2β2n+1 + b2n+2, n ∈N, (4.5)

v2n+2 = α2n+1a2nv2n + α2n+1b2n + β2n+1, n ∈N, (4.6)

v2n+3 = α2n+2a2n+1v2n+1 + α2n+2b2n+1 + β2n+2, n ∈N. (4.7)

Soient

An = a2n+1α2n, Bn = a2n+1β2n + b2n+1, wn = u2n, (4.8)

Cn = a2n+2α2n+1, Dn = a2n+2β2n+1 + b2n+2, zn = u2n+1, (4.9)

En = α2n+1a2n, Fn = α2n+1b2n + β2n+1, tn = v2n, (4.10)

Gn = α2n+2a2n+1, Hn = α2n+2b2n+1 + β2n+2, rn = v2n+1., (4.11)
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xn+1 =
∏k

j=0 yn−2 j
∏k

j=1 xn−(2 j−1)

(
an+bn

∏k
j=0 yn−2 j

) , yn+1 =
∏k

j=0 xn−2 j
∏k

j=1 yn−(2 j−1)

(
αn+βn

∏k
j=0 xn−2 j

)

alors, de (4.8)-(4.11), nous obtenons les équations aux différences du premier ordre

suivantes

wn+1 = Anwn + Bn, n ∈N, (4.12)

zn+1 = Cnzn + Dn, n ∈N, (4.13)

tn+1 = Entn + Fn, n ∈N, (4.14)

rn+1 = Gnrn + Hn, n ∈N. (4.15)

de (4.12) et le Lemme 1.1.1, nous avons

wn =


n−1∏

j=0

A j

 w0 +

n−1∑

j=0


n−1∏

i= j+1

Ai

 B j. (4.16)

Alors, par (4.8) nous obtenons

u2n =


n−1∏

j=0

(
a2 j+1α2 j

)
 u0 +

n−1∑

j=0


n−1∏

i= j+1

(a2i+1α2i)


(
a2 j+1β2 j + b2 j+1

)
. (4.17)

De même, de (4.9)-(4.11), (4.13)-(4.15) et le Lemme 1.1.1, on a

u2n+1 =


n−1∏

j=0

(
a2 j+2α2 j+1

)
 u1 +

n−1∑

j=0


n−1∏

i= j+1

(a2i+2α2i+1)


(
a2 j+2β2 j+1 + b2 j+2

)
, (4.18)

v2n =


n−1∏

j=0

(
α2 j+1a2 j

)
 v0 +

n−1∑

j=0


n−1∏

i= j+1

(α2i+1a2i)


(
α2 j+1b2 j + β2 j+1

)
, (4.19)

v2n+1 =


n−1∏

j=0

(
α2 j+2a2 j+1

)
 v1 +

n−1∑

j=0


n−1∏

i= j+1

(α2i+2a2i+1)


(
α2 j+2b2 j+1 + β2 j+2

)
. (4.20)

Si les coefficients sont constantes, c-à-d, an = a, bn = b, αn = α et βn = β, alors les

formules (4.17)-(4.20) deviennent

u2n =



(aα)n u0 + (aα)n−1
aα−1

(
aβ + b

)
, aα , 1,

u0 +
(
aβ + b

)
n, aα = 1,

(4.21)

u2n+1 =



(aα)n u1 + (aα)n−1
aα−1

(
aβ + b

)
, aα , 1,

u1 +
(
aβ + b

)
n, aα = 1,

(4.22)
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xn+1 =
∏k

j=0 yn−2 j
∏k

j=1 xn−(2 j−1)

(
an+bn

∏k
j=0 yn−2 j

) , yn+1 =
∏k

j=0 xn−2 j
∏k

j=1 yn−(2 j−1)

(
αn+βn

∏k
j=0 xn−2 j

)

v2n =



(aα)n v0 + (aα)n−1
aα−1

(
αb + β

)
, aα , 1,

v0 +
(
αb + β

)
n, aα = 1,

(4.23)

v2n+1 =



(aα)n v1 + (aα)n−1
aα−1

(
αb + β

)
, aα , 1,

v1 +
(
αb + β

)
n, aα = 1,

(4.24)

D’autre part, de (4.2), on a

xn+2 =
un

un+2
xn−2k, yn+2 =

vn

vn+2
yn−2k, n = 0, 1, ..., (4.25)

En remplaçant n par (2k + 2)n + i, i = 1, 2, . . . , 2k + 2, nous obtenons

x(2k+2)n+1 = γ
n∏

j=1

u2((k+1) j−1)+1

u2(k+1) j+1
, (4.26)

x(2k+2)n+i = xi−(2k+2)

n∏

j=0

u(2k+2) j+i−2

u(2k+2) j+i
, i = 2, 3, ..., 2k + 2, (4.27)

y(2k+2)n+1 = λ
n∏

j=1

v2((k+1) j−1)+1

v2(k+1) j+1
, (4.28)

y(2k+2)n+i = yi−(2k+2)

n∏

j=0

v(2k+2) j+i−2

v(2k+2) j+i
, i = 2, 3, ..., 2k + 2, (4.29)

avec

γ =

∏k
j=0 y−2 j

∏k
j=1 x1−2 j

(
a0 + b0

∏k
j=0 y−2 j

) , λ =

∏k
j=0 x−2 j

∏k
j=1 y1−2 j

(
α0 + β0

∏k
j=0 x−2 j

) .

Selon la parité de i, nous avons par (4.27) et (4.29)

x(2k+2)n+2i = x2i−(2k+2)

n∏

j=0

u2((k+1) j+i−1)

u2((k+1) j+i)
, i = 1, 2, ..., k + 1,

y(2k+2)n+2i = y2i−(2k+2)

n∏

j=0

v2((k+1) j+i−1)

v2((k+1) j+i)
, i = 1, 2, ..., k + 1,

x(2k+2)n+2i+1 = x2i−(2k+1)

n∏

j=0

u2((k+1) j+i−1)+1

u2((k+1) j+i)+1
, i = 1, 2, ..., k,

y(2k+2)n+2i+1 = y2i−(2k+1)

n∏

j=0

v2((k+1) j+i−1)+1

v2((k+1) j+i)+1
, i = 1, 2, ..., k.
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Chapitre 4. Forme des solutions du système d’équations aux différences

xn+1 =
∏k

j=0 yn−2 j
∏k

j=1 xn−(2 j−1)

(
an+bn

∏k
j=0 yn−2 j

) , yn+1 =
∏k

j=0 xn−2 j
∏k

j=1 yn−(2 j−1)

(
αn+βn

∏k
j=0 xn−2 j

)

Remarque 4.1.1 Si nous prenons αn = an, βn = bn, n ∈ N, et les valeurs initiales sont tels

que x−i = y−i, i = 0, ..., 2k, le système (4.1) devient l’équation aux différences suivante

xn+1 =

∏k
j=0 xn−2 j

∏k
j=1 xn−(2 j−1)

(
an + bn

∏k
j=0 xn−2 j

) .

4.2 Sur la périodicité des solutions du système (4.1) avec

coefficients constants

Maintenant on s’intéresse à la périodicité des solutions bien définies du système

(4.1) dans le cas où les coefficients sont constants, c’est à dire, le système

xn+1 =

∏k
j=0 yn−2 j

∏k
j=1 xn−(2 j−1)

(
a + b

∏k
j=0 yn−2 j

) ,

yn+1 =

∏k
j=0 xn−2 j

∏k
j=1 yn−(2 j−1)

(
α + β

∏k
j=0 xn−2 j

) , n ∈N (4.30)

où k ∈ N, les coefficients a, b, α, β sont réels, et les valeurs initiales x−2k, x−2k+1,..., x0,

y−2k, y−2k+1,..., y0 sont des nombres réels non nuls.

Théorème 4.2.1 Soit
{
(xn, yn)

}
n≥−2k une solution du système (4.30) avec

(aβ + b)x0x−2...x−2k = (αb + β)y0y−2...y−2k = 1 − aα et (1 − aα)(aβ + b)(αb + β) , 0.

Alors la solution est périodique de période 2k + 2 et elle prend la forme
{

(x−2k, y−2k), (x−2k+1, y−2k+1), . . . , (x0, y0), (
x0x−2 . . . x−2k

x−1x−3 . . . x−2k+1
,

y0y−2 . . . y−2k

y−1y−3 . . . y−2k+1
), (x−2k, y−2k), . . .

}
.

Preuve. Soit
{
(xn, yn)

}
n≥−2k une solution du système (4.30) avec

x0x−2...x−2k =
1 − aα
aβ + b

, y0y−2...y−2k =
1 − aα
αb + β

,

alors de (4.2), on a

u0 =
aβ + b
1 − aα

, v0 =
αb + β

1 − aα
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Chapitre 4. Forme des solutions du système d’équations aux différences

xn+1 =
∏k

j=0 yn−2 j
∏k

j=1 xn−(2 j−1)

(
an+bn

∏k
j=0 yn−2 j

) , yn+1 =
∏k

j=0 xn−2 j
∏k

j=1 yn−(2 j−1)

(
αn+βn

∏k
j=0 xn−2 j

)

ainsi, de (4.3), nous trouvons que

u1 = av0 + b =
aβ + b
1 − aα

= u0, v1 = αu0 + β =
αb + β

1 − aα
= v0,

donc, par récurrence

un =
aβ + b
1 − aα

, vn =
αb + β

1 − aα
, ∀n ∈N. (4.31)

de (4.25) et (4.31), nous obtenons

xn+2 = xn−2k, yn+2 = yn−2k, ∀n ∈N.

D’où, la solution est périodique de période 2k + 2 et elle prend la forme

{
(x−2k, y−2k), (x−2k+1, y−2k+1), . . . , (x0, y0), (x1, y1), (x−2k, y−2k), . . .

}
.

Calculons x1 et y1.

On a

x1 =
y0y−2 . . . y−2k

x−1x−3 . . . x−2k+1(a + by0y−2 . . . y−2k)
,

=
y0y−2 . . . y−2k

x−1x−3 . . . x−2k+1

αb + β

aβ + b
,

=
y0y−2 . . . y−2k

x−1x−3 . . . x−2k+1

x0x−2 . . . x−2k

y0y−2 . . . y−2k
,

=
x0x−2 . . . x−2k

x−1x−3 . . . x−2k+1
,

et

y1 =
x0x−2 . . . x−2k

y−1y−3 . . . y−2k+1(α + βx0x−2 . . . x−2k)
,

=
x0x−2 . . . x−2k

y−1y−3 . . . y−2k+1

aβ + b
αb + β

,

=
x0x−2 . . . x−2k

y−1y−3 . . . y−2k+1

y0y−2 . . . y−2k

x0x−2 . . . x−2k
,

=
y0y−2 . . . y−2k

y−1y−3 . . . y−2k+1
.

Remarque 4.2.1 Si aα = 1 alors

aβ + b = 0 ⇔ αb + β = 0.
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xn+1 =
∏k

j=0 yn−2 j
∏k

j=1 xn−(2 j−1)

(
an+bn

∏k
j=0 yn−2 j

) , yn+1 =
∏k

j=0 xn−2 j
∏k

j=1 yn−(2 j−1)

(
αn+βn

∏k
j=0 xn−2 j

)

Théorème 4.2.2 Soit
{
(xn, yn)

}
n≥−2k une solution du système (4.30) avec

aα = 1, (aβ + b) = 0, α + β x0x−2...x−2k , 0 et a + by0y−2...y−2k , 0.

Alors la solution est périodique de période 2k + 2 et elle prend la forme

{
(x−2k, y−2k), (x−2k+1, y−2k+1), . . . , (x0, y0), (x1, y1), (x−2k, y−2k), . . .

}
,

avec

(x1, y1) = (

∏k
j=0 y−2 j

∏k
j=1 x1−2 j

(
a + b

∏k
j=0 y−2 j

) ,
∏k

j=0 x−2 j
∏k

j=1 y1−2 j

(
α + β

∏k
j=0 x−2 j

) ).

Preuve. Supposons que

aα = 1, (aβ + b) = 0, α + β x0x−2...x−2k , 0 et a + by0y−2...y−2k , 0,

alors, de (4.21)-(4.24), nous avons

u2n = u0, u2n+1 = u1, v2n = v0, v2n+1 = v1, ∀n ∈N.

De (4.25), nous obtenons

xn+2 =
un

un+2
xn−2k = xn−2k, yn+2 =

vn

vn+2
yn−2k = yn−2k, ∀n ∈N.

D’où, la solution est périodique de période 2k + 2 et elle prend la forme

{
(x−2k, y−2k), (x−2k+1, y−2k+1), . . . , (x0, y0), (x1, y1), (x−2k, y−2k), . . .

}
,

avec

(x1, y1) = (

∏k
j=0 y−2 j

∏k
j=1 x1−2 j

(
a + b

∏k
j=0 y−2 j

) ,
∏k

j=0 x−2 j
∏k

j=1 y1−2 j

(
α + β

∏k
j=0 x−2 j

) ).

Remarque 4.2.2 En posant α = a, β = b, et en choisissant les valeurs initiales telles que

x−i = y−i, i = 0, ..., 2k, le système (4.30) sera réduit à l’équation aux différences suivante

xn+1 =

∏k
j=0 xn−2 j

∏k
j=1 xn−(2 j−1)

(
a + b

∏k
j=0 xn−2 j

) . (4.32)

Des cas particuliers de l’équation (4.32) ont été étudié dans [22] (k = 1, a = 1, b = ±1 ou

a , 1, b ∈ R) et [13] (k = 2, a = ±1 b = ±1). Il est facile de vérifier que les formules des

solutions dans [22], [13] sont des conséquences directes de nos formules.
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Chapitre 4. Forme des solutions du système d’équations aux différences

xn+1 =
∏k

j=0 yn−2 j
∏k

j=1 xn−(2 j−1)

(
an+bn

∏k
j=0 yn−2 j

) , yn+1 =
∏k

j=0 xn−2 j
∏k

j=1 yn−(2 j−1)

(
αn+βn

∏k
j=0 xn−2 j

)

Exemple 4.2.1 Si on prend

k a b α β x−4 x−3 x−2 x−1 x0 y−4 y−3 y−2 y−1 y0

2 1/3 1 2 2 1/90 25 2 11 9 1/9 4 3 14 1/4

Alors, on a :

x0x−2x−4 =
1 − aα
aβ + b

, y0y−2y−4 =
1 − aα
αb + β

.

D’après le théorème (4.1.1), la solution est périodique de période 6 est prend la forme

{
(

1
90
,

1
9

), (25, 4), (2, 3), (11, 14), (9,
1
4

), (
1

1375
,

1
672

), . . . ,
}

Voir, Figure (4.1) et Figure (4.2).
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F. 4.1 – Comportement de xn
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F. 4.2 – Comportement de yn
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Conclusion et perspectives

Cette thèse est consacrée à l’étude des solutions de quelques systèmes d’équations

aux différences non linéaires.

Dans le premier chapitre nous nous sommes intéressé à l’étude de la stabilité locale

et globale des points d’équilibres du système d’équations aux différences

y(1)
n+1 =

a1y(1)
n

b1 + c1(y(2)
n )p1

, y(2)
n+1 =

a2y(2)
n

b2 + c2(y(3)
n )p2

, . . . ,

y(k−1)
n+1 =

ak−1y(k−1)
n

bk−1 + ck−1(y(k)
n )pk−1

, y(k)
n+1 =

aky(k)
n

bk + ck(y(1)
n )pk

, n = 0, 1, ...,

Les chapitres deux, trois et quatres, ont été consacré à la recherche des formes expli-

cites, la périodicité et le comportement asymptotique des solutions des trois systèmes

d’équations aux différences suivants

xn+1 =
axnyn−1

yn − α + β, yn+1 =
bxn−1yn

xn − β + α, n ∈N,

xn+1 =
xp

n−k+1yn

ayp
n−k + byn

, yn+1 =
yp

n−k+1xn

αxp
n−k + βxn

, n ∈N, p, k ∈N∗,
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Conclusion et perspectives

xn+1 =

∏k
j=0 yn−2 j

∏k
j=1 xn−(2 j−1)

(
an + bn

∏k
j=0 yn−2 j

) , yn+1 =

∏k
j=0 xn−2 j

∏k
j=1 yn−(2 j−1)

(
αn + βn

∏k
j=0 xn−2 j

) , n ∈N,

Comme perspective nous essayons d’élargir l’étude faite sur les systèmes d’équations

aux différences (2.1), (3.2) et (4.1) au cas des systèmes de T équations aux différences

(T ≥ 3).
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