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الحمد لله الذي علّم بالقلم، علّم الإنسان مالم يعلم، و الصلاة و السّلام  على المبعوث     
 رحمة للعالمين سيدنا محمد وعلى آله وصحبه أجمعين. 

هذا تمام إ إنجاز و أوّلا و قبل كل شيء أشكر الله العلي القدير الذي وفقني و أعانني على    
 .لا و آخرا  ولا قوة، فوو الذي له الضلل أوّ العمل من غير حول منّي 

وجودي و أنوار حياتي وسندي المتين في جميع الشكر و عظيم الإمتنان إلى سر  زيلأتقدم بج     
  حضظوما الله و رعاهما . " أ بي و أ مي "مراحلي التعليمية 

و مشرفي في  ي الضاضلستاذو التقدير إلى أ خالص الإمتنان أتقدم بجزيل الشكر و العرفان و   
ته وعلمه  الكثير و رافقني طيلة فترة وق الذي أعطاني من "بوسعيود علي  " الأستاذ هذا البحث

 .كل خير عنّي  مينة جزاه الله لقيمة ونصائحه الثّ هذا العمل بتوجيواته ا إنجاز
 موسى"كما أتوجه بجزيل الشكر إلى السادة الأساتذة أعلاء اللجنة المناقشة كل من الأستاذ   

من وقتوم الثمين من أجل الإطلاع على  اإقتطاعوم جزء على "شلغاممراد "الأستاذ " و أ حمية
 هذه المذكرة .   

و أخص  مني حرفا،كما يسرني أن أوجه أسمى آيات الشكر و العرفان لكل من علّ       
و جل أن يجعل ما  سائلة المولى عزّ  " رياضيات أ ساس ية" بالشكر و التقدير أساتذة الماستر 

 .قدموه لنا في ميزان حسناتهم
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 مقدمة   



 مقدمة 
 

  أ  
 

قام العديد من الباحثين بدراسة أعداد فيبونـاتشي و لوكـاس لفترة طويلة مما أدى إلى التوصل إلى عدة      

البحثية مثل  نظريات جوهرية. حيث تجدر الإشارة أن لهذه الأعداد تطبيقات عديدة في العديد من المجالات

 الفيزياء، الهندسة المعمارية و غيرها.

التوابع التناظرية مكانا هاما في مجال التركيبات الجبرية حيث يتم حساب بعض النتائج المتماثلة تحتل    

 في الرياضيات و الفيزياء بإستعمال نظريات التحليل التوافقي.

 القابلة على السلسلة       المؤثر تأثير بدراسة التوابع التناظرية و ذلك بإستعمالنهتم في هذه المذكرة     

 طرفعليها من  جديدة وأخرى تم الحصول  مولدة دوال و هذا بهدف الحصول على للقلب                   

 بعض الباحثين بطرق مختلفة.

 :" في مقالهIstvan Mezo" قام الباحث 2009على سبيل المثال في سنة    

« Several Generating Functions for Second-Order Recurrence Sequences » 

لوكاس و مربع و -فيبوناتشي، لوكـاس، بـال و بـالأعداد الحصول على العديد من الدوال المولدة لكل من 

( 1.4إليها في الفصل الأول )نظرية  نظريتين الأولى تم التطرق جداء هذه الأعداد كذلك، و ذلك بإستعمال

 ،حيث قام بتلخيص هذه الدوال في جدول موسع.3]  ص  [10.و الثانية تم التطرق لها في مقاله

  :" في مقالهاPaula Catarinoقامت الباحثة " 2013من جهة أخرى في سنة 

«On Some Identities and Generating Functions for k-Pell Numbers » 

بال لوكاس ثم البحث عن الدوال المولدة لها) بإستعمال الدوال المولدة -k بال و-kبالتعريف بأعداد   

 .العادية(

لهذه المذكرة أنه تم التوصل إلى كل النتائج السالفة الذكر و ذلك  تجدر الإشارة من خلال إعدادنا   

 التطبيقات على التوابع التناظرية. بإستعمال

يتناول بعض المفاهيم العامة حول السلاسل  :الفصل الأول ،تم تقسيم هذه المذكرة إلى ثلاث فصول   

 كثيرات الحدود المتعامدة. بعض الأخير تطرقنا إلى الدوال المولدة وفيات التراجعية،  النوعية، العلاق

تطرقنا إلى بعض خصائصها و في الأخير بعض  ابع التناظرية وفنا  التوعر  فالفصل الثاني في أما   

 التطبيقات على التوابع التناظرية التامة.
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 مقدمة 
 

  ب  
 

جديدة و ذلك بالإعتماد على  مولدةدوال منه هو الحصول على  هدففكان الر الأخيأما الفصل الثالث و 

 الذي يسمح لنا بالحصول علىو                  المطبق على السلسلة القابلة للقلب        المؤثر التناظري 

و فيبونـاتشي -kبـال لوكـاس و جداءات -k ،بال-kلوكـاس، -kفيبوناتشي، -kالدوال المولدة لكل من أعداد  

، بـال لفيبوناتشي،لوكـاس، بال المتوالية، إضافة إلى ذلك تم الحصول على الدوال المولدة لكثيرات الحدود

، و ذلك بإجراء تطبيقات على تشي مع كثيرات الحدود لتشيبيتشاففيبونا-kجداءات لوكـاس و كذلك  -بال

حيث مكنتنا من الحصول على بعض الدوال المولدة الجديدة و أخرى تم الحصول عليها  1.1النظرية 

  سابقا.  
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لسلاسل تعريف ل حيث نستهل الفصل بتقديم المفاهيم العامة. سنتطرق في هذا الفصل إلى بعض  

ذلك بعد  ،اسلوك بال -kو بال -kلوكاس ،-k،فيبوناشي-kالعلاقات التراجعية لأعداد، الشكلية

شي، تفيبونا ، الثانيمن النوع الأول و تشيبيتشافالمتعامدة لكل من حدود الكثيرات  تعريفنقوم ب

العادية ، ثم كيفية إيجاد الدوال  لتوابع المولدةلوكاس ، و في الأخير نقدم مفهوما ل -لوكاس ،بال و بال

 الدوال المولدة لكثيراتكذلك  و لوكاس بال-kلوكاس و-kبال، -kشي، تيبوناف-kالمولدة لأعداد

 ذكرها. لفالحدود المتعامدة السا

      الشكليةالسلاسل 1.1 

 شكليةالسلاسل ال ةقحل   1.1.1

                    تبديلي حقل كنيل

    :1.1تعريف 

 ةعناصر المجموع   
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i ،
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 :  2.1تعريف
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 . شكليتينسلسلتين  

 التالي :نعرف مجموعهما و جداءهما ب

 
0

 ,i

i i

i

u v a b x




                                                 (1.1)  

 

0 0

.   /   .
i

i

i i k i k

i k

u v c x c a b




 

                                        (1.2)   

 

 

 

u 
i0



aix
i

 

u 
i0



aix
i

 

v 
i0



bix
i

 

 ,.,A   أو   A
 



مفاهيم عامة                                                                         الفصل الأول        
 

 10  
 

 شكليةالعمليات على السلاسل ال 2.1.1

 :سلمي فيضرب ال( 1

السلسلة  
      

 السلسلة ضرب ناتجهي              
               

 .kي السلم في

 :الاشتقاق( 2

   .     لىبالنسبة إالسلسلة                  شتقاقا نتيجةهي السلسلة                        

 ( المكاملة :3

 .x بالنسبة إلى هي ناتج مكاملة السلسلة                  السلسلة                

 لقابلة للقلب السلاسل ا 3.1.1 

  :3.1تعريف 

السلسلة  نقول أن   
0

i

i

i

a x




 وجدت سلسلة فقط إذا و قابلة للقلب إذا 
0

i

i

i

b x




 حيث: 

(3.1)                                       
0 0

   1.i i

i i

i i

a x b x
 

 

  
  

  
                                          

 :مثلـــةأ

 .             قلوبهامقابلة للقلب و              السلسلة -1

 

 .              قلوبهامقابلة للقلب و                 ةلالسلس -2

 

قابلة للقلب ومقلوبها                              السلسلة -3
    
. 

 

  [8]:1.1خاصية 

0إذا كان  قابلة للقلب إذا وفقطالسلسلة الشكلية                   0a . 
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       تراجعيةالالعلاقات  1.2

 العلاقات التراجعية الخطية المتجانسة 1.2.1

هتمامنا على البحث عن الحلول للعلاقات التراجعية الخطية المتجانسة ذات إفي هذه الفقرة نركز      

 .الثابتةت المعاملا

   :1.2 تعريف  

  ذات معاملات ثابتة كل علاقة من الشكل: kمن الرتبة  متجانسة خطية نسمي علاقة تراجعية 

(2.1)                             1 1 2 2 ... 0,n n n k n ku d u d u d u                                 

    : 1 حيث أن  2, ,..., kd d d0معاملات ثابتة و عبارة عنkd . 

   ]1[ :21.نظرية 

  :بحيث (2.1) التراجعيةيوجد حل وحيد للعلاقة  

 .معطاةثوابت                   و                                         

  :1.2ة ملاحظ

0nuنأواضح من ال     الصفري )التافه(حل ال ىيسمو (2.1)حل للمعادلة هو. 

 :2.2ة ملاحظ

ذا كان إ   
n

nu  نه يحقق إف (1.2)للمعادلة  غير تافه حلا: 

1 2 1 2

1 2 1 2  .... 0 ... 0n n n n k k k k

k kd d d d d d                     

 لى التعريف التالي:إ 2.2 تقودنا الملاحظةومنه  

 (كثير الحدود المميز) :2.2 تعريف 

 الحدودكثير  ،راجعية خطية ذات معاملات ثابتةعلاقة ت                                              لتكن  

 فق لها هو:المميز المر

 (2.2)                             1 2

1 2 ....k k k

kP x x d x d x d                    

 

110 ,...,, kbbb  u0  b
0

, u1  b1 , . . . , uk1  bk1
 

un  d1un1  d2un2 . . .dkunk  0
 

A
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 :3.2ملاحظة   

تدعى هذه العلاقة بالمعادلة المميزة )المساعدة( للمعادلة التراجعية وتسمى جذورها                اـلم     

 بالجذور المميزة.

 ول مختلفة()الحل  :2.2نظرية  

1لتكن    1 2 2 0n n n k n ku d u d u d u        علاقة تراجعية خطية ذات معاملات ثابتة

1وجذورها المميزة هي: 2 3, , , , k     مختلفة عن بعضها البعض، عندئذ من أجل كل مجموعة

1من الثوابت  2 3, , , , kc c c c :  فإن 

                                 1 1 2 2 .n n n

n k ku c c c     
                          (2.3)                           

 عبارة عن حل  للعلاقة التراجعية.

 :4.2ملاحظة 

 بالحل العام للعلاقة التراجعية. (2.3)تسمى عبارة الحل    

    :3.2 تعريف

 :ية التاليةبالعلاقة التراجعشي تفيبونا -kأعداد نعرف







 

                          ,1  

N ,2   ,   

1, 0, 

   2, 1, , 

kFF

knFFkF

kk

nknknk
   .                                          (2.4) 

 

 :5.2ملاحظة 

 شي.تال العلاقة التراجعية لأعداد فيبونـنتحصل ع (2.4)في العلاقة بوضع          

   :4.2تعريف 

 :تالية وكاس بالعلاقة التراجعية الـل -kأعداد نعرف  

 (2.5                                        ) .   






 

                          ,2  

N ,2   ,   

1, 0, 

2, 1, , 

kLL

knLLkL
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nknknk
                                      

 

 :6.2 ملاحظة

 .وكاسـلنتحصل عل العلاقة التراجعية لأعداد  (2.5)في العلاقة بوضع           

 

k  1
 

k  1
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 : 5.2 تعريف

 :بالعلاقة التراجعية التالية بال -kأعداد نعرف  







 

                             ,0 

N ,2    ,       2 

1, 0, 

2, 1, , 

kPP

knkPPP

kk

nknknk
 (2.6                              )        .   

 

  :7.2ملاحظة 

 .الـبالعلاقة التراجعية لأعداد  ىنتحصل عل (2.6)في العلاقة           بوضع   

 :6.2تعريف  

 :لعلاقة التراجعية التاليةاس باـلوك الـب -kأعداد نعرف







 

                            2 ,2 

N ,2    ,      2 

1, 0, 

2, 1, , 

kk

nknknk

QQ

knkQQQ
   (2.7)                                 .     

 

 :8.2 ملاحظة

 .اسـلوك  -الـبالعلاقة التراجعية لأعداد  ىنتحصل عل (2.7)في العلاقة           بوضع    

ال ـب -kوكاس،ـل -kو شيتانـفيبو -kالحل العام للعلاقات التراجعية لأعداد  2.2.1

  اسـلوك الـب-kو

- و  شيتاـفيبون -kبأعدادالمعادلة المميزة المرفقة  -1  k تعطى بـ:لوكـاس     

  .12  kxxxp 

 :جذرين مختلفين هماالمعادلة تقبل 
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nn   يكتب على الشكل:الحل العام ومنه  xcxc 2211  

 نجد أن:   Fk,0 =1,Fk,1  =k  الابتدائيةمن الشروط ا ـلدين
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 : هو ونـاتشيفيب -kدالأعد العامومنه الحل 

                  

1 1
2 2

,  
2

1 4 4
.

2 24

n n

k n

k k k k
F
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 : أننجد   Lk,0=2, Lk,1=k الابتدائية الشروطا من ـلدينمن جهة أخرى 

1 2 1

1 1 2 2 2

2 1
.

1

c c c

c x c x k c

   
 

   
 

 :يعطى بالعلاقة التالية   لوكاس -kلأعدادومنه الحل العام 

2 2

 ,

4 4
.

2 2

n n

k n

k k k k
L

      
    
   
   

 

                                   هي: لوكـاس الـب -kو الـب -kبأعدادالمعادلة المميزة المرفقة  -2

  2 2 .p x x x k   

 المعادلة تقبل جذرين مختلفين هما:

1 21 1   ,   1 1  .x k x k      

nn: يكتب على الشكلومنه الحل العام  xcxc 2211  

 : نجد أن  Pk,0=0, Pk,1=kا من الشروط الابتدائية ـلدين

1 2 11 2

1 1 2 2 2 2 1

0
.

k

k

k

k

cc c

c x c x k c
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 :يعطى بـ بـال -kلأعدادومنه الحل العام 

   ,  1 1 1 1 .
2 1

n n

k n

k
P k k

k

       
 

 

 : نجد أن  Qk,0=2, Qk,1=2دائية لدينا من الشروط الابتمن جهة أخرى 

.


















1

1

2

2

2

1

2211

21

c

c

xcxc

cc
 

 هو: يعطى بالعلاقة التالية لوكـاس بـال -kلأعداد ومنه الحل العام

    .1111 ,

nn

nk kkQ  

  المتعامدةحدود الرات كثي  3.1

   [23]: 1.3توطئة 

 لمتتالية كثيرات الحدود علاقة تراجعية كل ( )n n
P x

 كثيرات حدود  عن من الرتبة الثانية عبارة

 . متعامدة

   : 1.3تعريف

 كثيرات الحدود لتشيبيتشاف من النوع الأول بالعلاقة التراجعية التالية: نعرف 

     

   





 

                       ,1 

 2   ,       2

10

21

xxTxT

nxTxxTxT nnn
  (3.1)                                      .   

 

  :2.3تعريف 

  بالعلاقة التراجعية التالية: الثانيدود لتشيبيتشاف من النوع كثيرات الح نعرف  

     
   






 

                      2 ,1 

 2   ,    2

10

21

xxUxU

nxUxxUxU nnn
 (3.2)                                 .  

 :3.3تعريف 

 شي بالعلاقة التراجعية التالية:تاـالحدود لفيبون اتنعرف كثير   

     

   
1 2

0 1

        ,     2 
.

 1,                        

n n nF x xF x F x n

F x F x x

 
    


 
(3.3)                                  
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   :4.3تعريف 

 :اس بالعلاقة التراجعية التاليةـالحدود للوك اتنعرف كثير 

(3.4)                                        
     

   
1 2

0 1

           ,    2 
.

2,                       

n n nL x xL x L x n

L x L x x

 
    


 
  

  :5.3تعريف 

 ال بالعلاقة التراجعية التالية:ـالحدود لب اتنعرف كثير  

     

   
1 2

0 1

2          ,     2 
.

0,  1                    

n n nP x xP x P x n

P x P x

 
    


 
(3.5                         )              

 :  6.3تعريف

 التالية: التراجعية اس بالعلاقةـلوك-الـالحدود لب اتنعرف كثير  

     

   
1 2

0 1

2          ,     2 
.

2,  2                    

n n nQ x xQ x Q x n

Q x Q x x

 
    


 
(3.6)                                     

  المولدة  دواللا  4.1

 المولدة العادية  الدوال  1.4.1

 :1.4تعريف 

 التالية: (SGO)المتتـالية السلسلة المولدة العادية نرفق بهذه   ،عدديةمتتالية           لتكن    

      .   

0

n

n

n

xuxgxuS 




  (4.1)                                     

 .           ادية المرفقة بالمتتالية الدالة المعرفة بهذه السلسلة تسم ى الدالة المولدة العـ 

  :1.4نظرية 

 قة التراجعية التالية:متتالية  معرفة بالعلا             لتكن 







 

                                        , 

      2     ,            

10

21

 uu

nqupuu nnn , 

 .     حيث              

 هي:          بالمتتالية المرفقة  الدالة المولدة

p,q,,  A
 

un n

 

un n  

un n  

un n
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(4.2)                             . 
 

21 qxpx

xp
xg








 

   :البرهان

 لدينا:    

 

 

   ,2

0

2

0

0

2

1

2

2

1

2

21

2

2

10

0

xgqxxpxgpxx

xuqxxupxx

xuqxxupxx

xuqxupx

xqupux

xuxuu

xuxg

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

n























































































 

 و منه ينتج لنا:

 
 

2
.

1

p x
g x

px qx

   


 
 

 هو المطلوب. و

  :ـائجـــنت

 :نتحصل على النتـائج التالية الثانيةوالفقرة  1.4إنطلاقا من النظرية 

 هي: فيبونـاتشي-kلأعداد  المولدة الدالة -1

.
 1

1
)(

2xxk
xg




 

 : هي لوكـاس-kلأعداد المولدة  الدالة  -2
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 .
1

2
)(

2xkx

kx
xg






 

 هي: بـال-kلأعداد الدالة المولدة  -3

 .
21

)(
2kxx

kx
xg




 

 هي: بـال لوكـاس-kلأعداد الدالة المولدة  -4

 .
21

22
)(

2kxx

x
xg






 

  [1] :2.4  ةنظري

)ذا كانت إ   )g x و           للمتتالية ةدالة مولد( )h x يكون لدينا : ، لمتتالية         دالة مولدة ل

 

1- 1 2( ) ( )c g x c h x
2بحيث                     دالة مولدة للمتتالية  1,c c .ثابتان 

2- 
( )

1

g x

x
 .                          دالة مولدة للمتتالية  

3- 
'( )xg x gحيث                دالة مولدة للمتتالية  ( )x مشتق هيg. 

4- ( ) ( )g x h xالالتفاف دالة مولدة للمتتالية                                       . 

 الدوال المولدة المرفقة بكثيرات الحدود المتعامدة2.4.1  

 :3.4نظرية 

 التراجعية التالية: بالعلاقة ةمعرف ةحدود متعامد اتكثير متتالية            كنلت  

     

   
1 2

0 1

      ,    2      
.

 ,                                

n n nP x pxP x qP x n

P x P x x 

 
    


 
 

.                   حيث 

 

 هي:الدالة المولدة المرفقة بالمتتالية              

(4.3 )                                                      . 
 

21 qzpxz

zpx
zg








 

p,q,,  A
 

 ( )n n
P x


 

 ( )n n
P x


 

ann
 

bnn
 

c1an  c2bnn
 

a0  a1 . . .ann
 

nann
 

a0bn  a1bn1 . . .anb0n
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 :برهانال

  لدينا  

   

     

    

   

   

   

   ,2

0

2

0

0

2

1

2

2

1

2

21

2

2

10

0

zgqzzpxzgxzpxz

zxPqzzxPpxzxz

zxPqzzxPpxzxz

zxPqzxPpxxz

zxqPxpxPxz

zxPzxPxP

zxPzg

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

n























































































 

 و منه ينتج لنا:

. 
 

21 qzpxz

zpx
zg








 

 و هو المطلوب.

   :نتـائج

 :نتحصل على النتـائج التالية الثالثةوالفقرة  3.4إنطلاقا من النظرية  

 اف من النوع الأول هي:ـتشيبيتشلحدود ال اتالدالة المولدة لكثير -1

  .
21

1
2zxz

xz
zg






 

 : اف من النوع الثاني هيـتشيبيتشل حدودال اتالدالة المولدة لكثير -2

  .
21

1
2zxz

zg
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 اتشي هي:ـفيبونلحدود ال اتالدالة المولدة لكثير -3

  .
1

1
2zxz

zg




 

 اس هي:ـلوكلحدود ال اتلكثير الدالة المولدة -4

  .
1

2
2zxz

xz
zg






 

 اس هي:ـلوك-الـبلحدود ال اتالدالة المولدة لكثير -5

  .
21

22
2zxz

xz
zg






 

 :1.4توطئة 

 :بـال هيلحدود ال تاالدالة المولدة لكثير  

.
221

)(
zxz

z
zg




 

 :البرهان

 لدينـا:

   

     

    

   

   

0

0 1

2

1 2

2

2

1

1 0

2

2

2

2 ,

n

n

n

n

n

n

n

n n

n

n n

n n

n n

g z P x z

P x P x z P x z

z xP x P x z

z xz P x z z P x z

z xzg z z g z
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 و منه:

.
221

)(
zxz

z
zg




 

 و هو المطلوب.

 الخاتمة:

عطاء بعض المفاهيم العامة التي سنلجأ إليها في الفصول القادمة. إبفي هذا الفصل  قمنا فإننا ختاما  

كثيرات بعض و لوكاس، بال ،فيبوناتشيk- فات الخاصة بأعدادحيث تم التطرق إلى بعض التعري

 الموّلدة المرفقة لكل منها. لدوالا اذالحدود المشهورة، وك
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سنتطرق في الفقرة حيث  ،التناظرية التوابعلنظرية  العناصر الأساسيةالفصل  نتناول في هذا    

 حول التوابعتعاريف النقدّم بعض وفي الفقرة الثانية  ،المعادلات الجبرية من الدرجة الثانية إلى الأولى

بعض مع  التناظرية التوابعبعض خصائص  الأخير نتطرق إلىفي و ،التناظرية الأولية والتامة

 .على التوابع التناظرية التامةالتطبيقات 

 الدرجة الثانية منالجبرية المعادلات  .1.2

𝑥2 ةمن الدرجة الثانيالجبرية نعتبر المعادلة     − 𝑘𝑥 − 1 =                العلاقة التالية:لدينا  ،  0

 .السالفةالمعادلة  جذرا 2و  1حيث                                            

 :كثير الحدود"المصفوفة المرافقة" ل  تسمى هذه المصفوفة ،                    المصفوفة لتكن  

                                2 det ,MP tr M M     

 :التالية لتراجعيةبالعلاقة ا 𝑛≥1(𝐹𝑘,𝑛)  فيبونـاتشي-k متتالية عليه يمكن تعريف و

(1.1)                      N,  ,1 ; 1 ,0 ,

1 ,

 ,

 ,

1 ,
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nk

nk

             
 

 :نالعلاقتين التاليتي لنا نتجت (1.1)من العلاقة 

(1.2)






 
                              

                                ,1  

N ,1     ,      

1, 0, 

         1, , 1, 

kFF

knFFkF

kk

nknknk 












































 

101

1

0 ,

1 ,

 ,

1 , kk
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F
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F
n

k

kn

nk

nk
                                 (1.3) 

 

 Mدراسة قابلية تقطير المصفوفة  1.1.1

  :تعيين القيم الذاتية - أ

 :بالعلاقة التالية Mللمصفوفة كثير الحدود المميز يعطى . Mقيمة ذاتية للمصفوفةلتكن   

PM  detM  I2   2  k  1 1.4
 

و أيضا   Mهذا الأخير ينعدم من أجل:                                ، وهما القيمتين الذاتيتين للمصفوفة

 رين للمعادلة الأولى.جذ

                                                                             

k 2121  1 و     
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2لــ  فقةشعة الذاتية المرالأ - ب 1, : 

 إذن:فقا للقيمة الذاتية     مرشعاعا ذاتيا      ليكن 

 :أي

   
1

;  1,2 ,                            1.5
1 0

i

k x x
i

y y


    
     

    
 

 منه: و

   ,                                                             1.6
      

i

i

kx y x

x y





 



 

.ينتج لنا: من المعادلتين السابقتين ix y 

2لـ   المرافقة شعة الذاتية الأذن إ 1,   على الترتيب.                    و                    : هي 

   قطرية حيث:           قابلة للقلب و مصفوفة Pومنه توجد مصفوفة قابلة للتقطير Mإذن 

2
2 2

2

4 4 4
2 2 2

4

2

0
 , و  

1 10

k k k k k k

k k

D P

     

 

   
         

 

1n :ينتج لنا  وعليه                        حيث nM PD P . 

 تعطى بالعلاقة التالية: 𝑀𝑛عليه المصفوفة و 

(1.7)                        
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  رية ـاظـنـالتوابع الت. 2.2

 :1.1تعريف 

)1نقول عن التابع  , , )nf x xذي n من أجل كل تبديلة  متغير أنه متناظر إذا كانs  من  

,1المجموعة  ,n محققة العلاقة التالية: 

                                    1 (1) ( )( , , ) ( , , ).n s s nf x x f x x 

    وليّةالتوابع التناظرية الأ 1.1.1

 مختلفة )حقيقية أو مركبة(جدور     و                 موجبينعددين صحيحين  n,kيلي  نعتبر فيما 

 .nلمعادلة من الدرجة 

 :1.1تعريف 

 بـ: التابع المعرف kولي من الرتبة التابع المتناظر الأ نعرف

     1 2

1 2

1 2 1 2

...

, ,..., ... ,                          2.1n

n

n i i i

k k n n

i i i k

e e      
   

  
          

 

 ،                          أو  0ع:ــم

1و   2( , , , )k ne    معدومة من أجل 𝑘 < 𝑘   و0 > 𝑛 .      

 : 1.1مثال 

2nجل معادلة من الدرجة الثانية )أمن      ،  :2الجذور 1,  ) : لدينا 
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 :1.1 قضية

 :ات التاليةالعلاقلدينا 
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 البرهان:

 لدينــــا: -1
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        وهو المطلوب. 

                                                                    لدينــــا: -2

ek
n  nek1

n1  ek

n1 

 nek1

n1  n1ek1
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 المطلوب. و هو

 :1.1 قضية

 :في السلسلة النشر معاملات بأنها ةوليالأ ةابع التناظريوالتنعرف 

        2.2                                          1
10

zzezE i

n

i

kn

k

k

 




 

  :البرهان
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 وهو المــــطلوب.

    التوابع التناظرية التامة 2.2.1

 :3.1تعريف 

 : بالعلاقة التاليةنعرف التوابع التناظرية التامة بالنسبة للجذور 

 3.2                     ,...),...,,( 21

21

21

...

21

)( n

n
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n

ii

kiii
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n

k hh  


 

1مع :  2, , , 0ni i i 
.و     ℎ𝑘

(𝑛)
= 0 , ∀𝑘 < 0 
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 :1.1 مثال

2n)  الثانيةجل معادلة من الدرجة أمن    ، :2الجذور 1,  :لدينا ) 
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 [17] :3.1قضية 

 لدينا العلاقات التالية:

      1)  
( 1) ( 1) ( )
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 [17] :4.1قضية 

 

 

 :معاملات النشر في السلسلةأنها ب 𝑘من الرتبة التامة  تناظريةالتوابع ال نعرف
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  التوابع التناظريةبعض خصائص  .3.1

نطلاقا من المصفوفة إ
nM  3.2ريف على التع عتماداإو (7.1)بالعلاقة الأولـى  المعطاة في الفقرة  

 الي للتوابع التناظرية.ـيمكن إعطاء التعريف الت

 :1.3تعريف 

 بـ:      المرفق بالأبجدية      المتناظر، نعرف التابع                   بجدية نعتبر الأ
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   . 𝑗 < 𝑆𝑗(𝐸)  من أجل     0 =     و 0

[6,1] :1.3تعريف 
 

 

𝑆𝑗(𝐴  نرمز بـ  )أبجديتين منتهيتين(،BوAنعتبر المجموعتين    − 𝐵)
 
 معاملات السلسلةل
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j ∀   مـــع: < 0            . 𝑆𝑗(𝐴 − 𝐵) = 0   

   :1.3 نتيجة

 نتحصل على: (3.2)العلاقة في            بوضع  

(3.3)                                                   .1
0

bzzBS
Bb

j

j

j

 






         

    ] 2[1, :1.3خاصية 
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:1.3ملاحظة 
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(3.5) 
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  تطبيقـات على التوابع التناظرية التامة4.2.

 [3]:1.4تعريف 

  𝛿𝑒1𝑒2 نعرف المؤثر التناظري
𝑚 :بالعلاقة التالية 
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:     1.4 نظرية
 

𝐸  و 𝑚   لدينا: غير معدوم طبيعيعدد  = {𝑒1, 𝑒2}  لتكن الأبجدية  
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 البرهان:

𝛿𝑒1𝑒2  بإدخال المؤثر
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  يكتب كمايلي: (4.1)الطرف الأيسر للعلاقة 
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𝛿𝑒1𝑒2  بإدخال المؤثر

𝑚          يكتب كمايلي: (4.1)الطرف الأيمن للعلاقة   ،على السلسلة
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 و منه:
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 وهو المطلوب.

 بأخذ 𝑚 =  :تنتج لنا العلاقة التالية 1.4النظرية في   1
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 بأخذ 𝑚 =  :تنتج لنا العلاقة التالية 1.4في النظرية    2

(4.3)                               
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 نجد: (4.3)و  (4.2)العلاقتين في                  بإستبدال     أولا:  
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 :نتحصل على (4.6)و  (4.5)في العلاقتين              بأخذ   -1
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 تمثل الدالة المولدة لأعداد فيبونـاتشي حيث: (4.7)العلاقة 
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  (-1) العدد المضروبة في (4.8)و جمعها مع العلاقة  3 العدد في (4.7)بضرب العلاقة 

 على الدالة المولدة التالية: نتحصل

(4.9)                          1 2 1 1 2 2
0 0

2
3 ,[ ] ,[ ] .

1

j j

j j j

j j

z
h e e h e e z L z

z z

 



 


    

 
 

                 

 .وهي عبارة عن الدالة المولدة لأعداد لوكـاس 

 :1.4نتيجة 

 لدينـا:j   كل عدد طبيعي من أجل
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  المولدة التالية:تنتج لنا الدالة ( 4.10)إنطلاقا من العلاقة 
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 وهي الدالة المولدة لأعداد بـال حيث:
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  (-2) العدد المضروبة في (4.11)وجمعها مع العلاقة  6 العدد في (4.10)بضرب العلاقة 
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 لوكـاس.-دالة المولدة لأعداد بـالوهي ال

 :1.4نتيجة 

 لدينـا:j   كل عدد طبيعي من أجل

Q
j
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 : 1.4نظرية 
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 و هو المطلوب.

 :3.4 نظرية

 الدالة المولدة لجداءات بال المتوالية تعطى بالعلاقة التالية:

(4.15 )                                      .
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 البرهان:

 لدينا:
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 و هو المطلوب.

 تكتب كمايلي: (4.2)العلاقة                               بإستبدال  ثـانيا:
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 نتحصل على الدالة المولدة التالية: (16.4)في العلاقة                بأخذ 
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 :3.4نتيجة 

 لدينـا:j   كل عدد طبيعي من أجل

     ).2,2()2,2( 21121 eexheehxT jjj  

 

 الخاتمة:

إعطاء بعض التعاريف حول التوابع التناظرية، حيث تطرقنا بخلال هذا الفصل  قمنا منختاما فإننا و  

إستنتاج الدوال المولدة التي تساعدنا على  الأولية و التامة و بعض خصائصها إلى التوابع التناظرية

التي سيتم التطرق  (.فيبونـاتشي، لوكـاس،..) وكثيرات الحدود (لوكـاس،...-k، فيبونـاتشي-k)لأعداد 

 .   إليها في الفصل اللاحق
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  المؤثرتأثير سنتطرق إلى دراسة  الفصلفي هذا    
21ee

kالقابلة للقلب على السلسلة         

-k،لوكـاس-k،فيبونــاتشي-kأعدادل على الدوال المولدة لكل من حصوبـالا لنالذي يسمح و 

و  بـال، لوكـاس، فيبونــاتشيلكل من  لكثيرات الحدود الدوال المولدة، وكذلك لوكـاس بـال-kو بـال

ددااات  ،المتوالية فيبونــاتشي-kجداءات ضاافة إلى بض  الددااات مثل بـالإ،  لوكـاس-بـال

 تينوهذا في حالة الأبدديالمقترحة أدناه  1.1 يقات على النظريةذلك بإدراا تطبو  ...،بـال

 1 2,A a a الدديدة. الحصول على بض  الدوال المولدةمن التي تمكننا  و                     و 

 اسيةـائج أسـنت .1.3

 :1.1تعريف 

 بالضلاقة التالية:        نضرف المؤثر التناظري
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e2
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  :1.1نظرية 

                                             لدينا:                         :أبدديتين مضرفتين على الترتيب بـ           لتكن 
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  :انـالبره

يكتب  (1.1)الطرف الأيسر للضلاقة ،                                  ةعلى السلسل         بإدخال المؤثر  

 :التـالي على الشكل
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 يكتب على الشكل: (1.1) الطرف الأيمن للضلاقةمن دهة أخرى  
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 :تنتج لنا المساواة ومنه
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 و هو المطلوب.
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  المولدة دوالتطبيقات على ال2. .3

                                     الحالة 1.2.3

:النتيدتين التاليتين نتحصل (1.1)في الضلاقة                إستبدالب  

 
   : 1.2 نتيجة
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 شي حيث:تفيبونـا -تمثل الدالة المولدة لأعداد    (2.3)الضلاقة 

  .
2

4
 ,][

2

2,121 ,




kk
eeeSF jjk

 

 : 1.2 ملاحظة
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  الضددالمضاروبة في  (2.4)الضلاقة  دمضها معو          في الضـدد (2.3)بضارب الضلاقة       
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 اس.لوكـ -  و هي الدالة المولدة لأعداد 
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 .البـ -   و هي الدالة المولدة لأعداد 
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 :4.2نتيجة 

 لدينـا:              من أدل
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 بـال لوكـاس. -  وهي الدالة المولدة لأعداد 
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  المضاروبة في        ندد: (2.11)و دمضها مع الضلاقة            في  (2.10)بضارب الضلاقة 
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 لوكـاس.لحدود ال اتلمولدة لكثيروهي الدالة ا
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     .][][2)( 21121

2 eexSeeSxxL jjj   

 :نتحصل على الضلاقتين التاليتين (2.2)و  (2.1)في الضلاقتين  أخذ               ب -2

   13.2                                                          ,
21

1
][

221

0 zxz
zeeS j

j

j 






 

   14.2                                                        .
21

2
][

2211

0 zxz

zx
zeeS j

j

j 








 

  نتحصل على الدالة المولدة  (2.14)الضلاقة  و دمضها مع          في (2.13)بضارب الضلاقة
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 .بـاللحدود الوهي عبارة عن الدالة المولدة لكثيرات 

 : 7.2 نتيجة
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 .لوكـاسل -حدود بـالالوهي عبارة عن الدالة المولدة لكثيرات 

 :8.2نتيجة 
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                                    الةـالح  4.2.3
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 (2.18)      
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 البرهان:

 :لدينا  
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 و هو المطلوب.

  نتحصل على النتيدتين التاليتين         بوضاع و (19.2)و  (18.2)إنطلاقا من الضلاقتين: 

 : 9.2نتيجة 

 :ضلاقة التاليةبـالتضطى  بـالأعداد  الدالة المولدة الدديدة لددااات 
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 :10.2نتيجة 
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 :11.2نتيجة 

 لدينـا:           من أدل

       .212122 , eeSaaSxFF jjjjk   

 : 2.2نظرية 

 ضلاقة التالية:بـالتضطى  فيبونــاتشيلحدود الكثيرات  فيبونــاتشي -   لدداا  الدالة المولدة

(2.23)  
 

                         . 
21 432221 ,

0 zkxzzxkkxz

xzk
zxFF j

jjk

j 









 

 البرهان:
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 و هو المطلوب.

  نتحصل على النتيدتين التاليتين:         بوضاعو  (32.2)و  (22.2)الضلاقتين إنطلاقا من 
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 : 12.2نتيجة 

 تالية:ضلاقة البـالتضطى  فيبونــاتشيكثيرات حدود  و بـالالدالة المولدة الدديدة لدداا  
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 : 13.2نتيجة 
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                                          الةـالح 5.2.3
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 ندد: (2.26)ي الضلاقة ف                                 أخذ ب 
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يتشاف من النوع تشيبلحدود الكثيرات  و فيبونــاتشي -   و التي تمثل الدالة المولدة الدديدة لدداا

 .الثاني

 :14.2نتيجة 

  لدينـا:            من أدل
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 :3.2نظرية 

ضلاقة بـالتشيبيتشاف من النوع الثاني تضطى لحدود الكثيرات  و فيبونــاتشي -  الدالة المولدة لدداا   
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 : [2]م أن  ـو نضل

 
 

               .
22421

1
43222

2

 ,

0 zzkxzkxzkx

z
zxUF j

jjk

j 






 

 و منه: 

     

 
.

22421

2

1

43222

 ,

0

2 ,

0

1 ,

0

zzkxzkxzkx

zxk

zxUFzxUF
k

zxUF j

jjk

j

j

jjk

j

j

jjk

j



















 

















 

 و هو المطلوب.

  نتحصل على النتيدتين التاليتين:        بوضاع و  (2.28)و  (2.27)الضلاقتين إنطلاقا 

 :15.2نتيجة 

 ضلاقة التالية:بـالكثيرات حدود تشيبيتشاف من النوع الثاني تضطى  و بـالالدالة المولدة الدديدة لدداا  
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 :16.2نتيجة 

 ضلاقة التالية:بـالكثيرات حدود تشيبيتشاف من النوع الثاني تضطى  و بـالالدالة المولدة لدداا  
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  :4.2نظرية 
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 :[3]و نضلم أن 
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j0



F j2a1  a2 T jxzj  2  2xz  z2

1  2xz  4x 2  3z2  2xz3  z4
 x

2e1  e2
 2  2e1z

1  2e1z  4e1
2z2

 2  2e2z

1  2e2z  4e2
2z2




2  xz  1  4x 2z2  xz3

1  2xz  4x 2  3z2  2xz3  z4
.

                             و هو المطلوب.

  :5.2نظرية 

 تضطى بالضلاقة التالية: تشيبيتشاف من النوع الأوللحدود الكثيرات  و لدداا فيبونـاتشي الدالة المولدة

(2.32)                              .
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 البرهان:

 لدينا:
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 :[11] و نضلم أن  

,
2)34(21

)21(1
)(

4322

22

0 zxzzxxz

zxxz
zxTF j

jj

j 








 

 ومنه:

.
2)34(21

21
)(

4322

322

1

0 zxzzxxz

xzzx
zxTF j

jj

j 








 

                                         الةـحال  6.2.3

 ندد: (1.1) قةالضلافي بإستبدال                                                   

     
      

    
.

41414141

442222444
2222

22122111

22

212121212121

2

21
21212

0 zeazeazeazea

zaaeezeeaaaaaaaa
zeeSaaS j

jj

j 








    (2.33) 

2e2  بـ e2 و 2e1  بـ e1 ، 2a2  بـ a2 ، 2a1  بـ a1  

E  2e1 ,2e2  ، A  2a1 ,2a2 
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 ندد( 2.33) ضلاقةفي ال                                      ع بوضا:  

(2.34)   
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 .تشيبيتشاف من النوع الثانيلحدود الكثيرات  وهي تمثل الدالة المولدة لدداا

  :17.2نتيجة 

  ا:لدين jبيضي من أدل كل عدد ط

         .2222 212122 eeSaaSyUxU jjjj   

 [14]:6.2نظرية 

 ضلاقة التالية:بـالالية تضطى تتشيبيتشاف من النوع الثاني المتلحدود الالدالة المولدة لدداا كثيرات  

(2.35)                  .   
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 [14]:7.2نظرية 

تضطى بالضلاقة  ةالمختلف الأدلةات يتشاف من النوعين ذالدالة المولدة لدداا كثيرات الحدود لتشيب

 .التالية

(2.36)                       .   
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 [14]: 8.2 نظرية

 شيبيتشاف من النوع الأول و الثاني تضطى بالضلاقة التالية:تلحدود اللدداا كثيرات  الدالة المولدة 

(2.37)                            
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 :9.2 ظريةن

 دداا كثيرات الحدود لتشيبيتشاف من النوع الأول تضطى بالضلاقة التالية:ل الدديدة الدالة المولدة

(2.38)                   
 

.
424441

)124()14(12
)()(

43222

3222222

2

0 zxyzzyxxyz

xyzzyyxzxxyx
zyTxT j

jj

j 








 

















xaa

aa

yee

ee

21

21

21

21 14
     و   

14
 



                                                              فيبونـاتشي مع كثيرات الحدود لتشيبيتشاف k -جداءاتالدوال المولدة ل        الثالثالفصل 

 55  
 

 البرهان:

 لدينا:
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 :منهو 
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 و عليه:

2.39))                    
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 وهوالمطلوب.

 :10.2نظرية 

 تضطى بالضلاقة التالية:الية تالمتالدالة المولدة لددااات كثيرات الحدود لتشيبيتشاف من النوع الأول 

(2.40)                     
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 البرهان:

 لدينا:
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 :[16]لم أن و نض
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 و عليه:
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 المطلوب.وهو

 الخاتمة

المولدة باستضمال التوابع التناظرية، وذلك باقتراح  دوالحساب البمن خلال هذا الفصل  قمناوختاما فإننا   

 بض  الباحثين من طرفتم الحصول عليها دديدة و أخرى مولدة  دوال الحصول علىبهدف  1.1النظرية 

 .بطرق مختلفة
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خاصة المؤثر  حساب التوابع المولدة بإستعمال التوابع التناظريةبمن خلال هذه المذكرة  قمناختاما    

، و ذلك بإقتراح نظرية في الفصل الثالث التي سمحت لنا بالحصول على الدوال المولدة لتناظري       ا

فيبونـاتشي مع كثيرات الحدود  kبالإضافة إلى جداء  ، لوكـاس،... -kفيبونـاتشي، -kلكل من أعداد 

 لفيبونـاتشي و تشيبيتشاف من النوعين.

لدة جديدة فإنه يمكننا الحصول على توابع مو ،و انطلاقا من النتائج المتوصل إليها من خلال هذه المذكرة

 . Eو Aالأبجديتين كلما قمنا بتوسيع عناصر
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