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Faculté des Sciences Exactes et Informatique
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Résumé

L’objectif de cette thèse est l’étude des propriétés qualitatives des solutions de

quelques équations et systèmes d’équations aux différences non linéaires.

La première partie de la thèse étudie les propriétés qualitatives des solutions de deux

équations aux différences rationnelles, la première est d’ordre trois et la deuxième est

d’ordre supérieur.

La deuxième partie de la thèse est liée dans sa première section à l’étude du com-

portement asymptotique et la périodicité des solutions d’un système d’équations aux

différences rationnelles d’ordre trois. La deuxième section de cette partie est consacrée

à l’étude du comportement asymptotique des solutions d’un système d’équations aux

différences rationnelles d’ordre deux.

La dernière partie de la thèse donne des résultats sur la périodicité et la bornitude des

solutions d’un système d’équations aux différences de type max.

Mots-clés : Equations aux différences, comportement global, oscillation, systèmes

d’équations aux différences, stabilité, périodicité.



Abstract

The aim of this thesis is the study of global asymptotic behavior of solutions of some

nonlinear difference equations and systems of nonlinear difference equations.

The first part of the thesis studies the behavior of solutions of two rational difference

equations, the first is of order three and the second is of higher order.

The second part of the thesis is devoted in its first section to the study of the asymp-

totics and the periodicity of the solutions of a system of rational three order difference

equations. The second section of this part is devoted to the asymptotics stability of the

solutions of a system of two rational difference equations of order two.

The last part of the thesis gives the periodic character and the boundedness nature of

the positive solutions of a system of max-type difference equations.

Key words : Difference equations, global behavior, oscillatory, systems of difference

equations, stability, periodicity.
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4.1 Bornitude des solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
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Introduction

Les équations aux différences (récurrentes) sont des équations qui donnent une

liaison entre au moins deux images d’une suite. L’utilisation des suites récurrentes

remonte au début de 2000 avant Jésus-Christ chez les babyloniens, pour approcher les

racines par des fractions. Phytagore aussi étudia les nombres figuratifs par les suites

récurrentes et utilisa un système d’équations aux différences linéaires pour résoudre

l’équation de Pell x2 − 2y2 = 1 et approximer
√

2.

Environ 250 av.JC, Archimède employa une équation aux différences non linéaire pour

calculer la circonférence d’un cercle. En 1202, Fibonacci formula son problème de lapin

qui conduisit à la suite de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...,puis, environ 1634, Girard Albert

donna l’expression générale de la suite de Fibonacci Fn+1 = Fn + Fn−1.

En 1769, Euler utilisa, pour la première fois, les équations aux différences linéaires pour

approximer les solutions des équations différentielles.

Les équations aux différences sont devenues un outil de valeur et ont beaucoup d’im-

portance dans plusieurs domaines et disciplines scientifiques et ceci par leurs nom-

breuses applications dans les sciences appliquées tels que l’économie, la biologie, la

théorie des probabilités, l’ecologie,...etc (voir par exemple [3, 26, 35, 46]). En effet, d’une

part elles sont utilisées pour la simulation des équations différentielles ordinaires ou

aux dérivées partielles, dans l’analyse numérique pour la résolution des équations à
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Introduction

l’aide des suites, avec la recherche de la valeur approchée de la solution par exemple le

schéma numérique d’Euler ou de Runge-Kutta. D’une autre part, elle se sont utilisées

en modélisation des phénomènes de la vie réelle, notamment en dynamique des po-

pulations. Le premier modèle est dû au économiste Britanique Thomas Malthus qui le

proposa en 1798. Ce modèle est écrit sous la forme xn+1 = (1+r)xn, où r est une constante

qui représente le taux de reproduction de la population et xn (resp. xn+1) désigne la taille

de la population étudiée à l’instant n (resp. à l’instant n + 1).

La résolution des équations aux différences non linéaires est une tache, en générale, très

difficile puisque il n’existe pas des méthodes ou des démarches générales à suivre pour

les résoudre. Ceci nous ramène à l’étude qualitative des solutions qui permet de com-

prendre le comportement asymptotique des solutions de l’équation considérée. Cette

étude fait généralement autour des points d’équilibre qui sont des solutions constantes

de l’équation étudiée. Au cours de ces dernières années, l’étude du comportement

asymptotique des solutions des équations aux différences non linéaires a attiré l’atten-

tion de plusieurs chercheurs [1, 2, 9-15, 17-24, 27, 28, 32-34, 36-45, 47, 48].

L’objectif de cette thèse est l’étude du comportement asympotique des solutions de

quelques équations et systèmes d’équations aux différences non linéaires. Cette étude

nous a permis d’obtenir des résultats concernant la stabilité locale et globale des points

d’équilibre par la méthode de linéarisation.

Cette thèse est composée de quatres chapitres.

Dans le premier chapitre, nous commençons par donner quelques notions sur les

équations aux différences linéaires. Nous présentons en suite la stabilité d’un point

d’équilibre d’une équation (resp. un système d’équations) aux différences non linéaire

par la linéarisation.

Le deuxième chapitre comporte deux parties. La première, voir [5], est consacrée à

l’étude du comportement des solutions de l’équation aux différences rationnelle d’ordre

trois suivante

xn+1 =
A + Bxn−1

C + Dxp
nxq

n−2

, n = 0, 1, ...

9



Introduction

qui est une généralisation de l’équation, lorsque p = q = 1, étudié dans [1].

Dans la deuxième partie, voir [6], on s’intéresse à l’étude du comportement des solutions

de l’équation aux différences rationnelle d’ordre supérieur

A + Bxn−2k−1

C + D
k∏

i=l
xmi

n−2i

, n = 0, 1, ...

Cette étude généralise celle de Abo-Zeid [2] lorsque mi = 1, pour tout l ≤ i ≤ k.

Dans le troisième chapitre, motivé par [11] et [34], on présente une étude du com-

portement asymptotique des solutions des deux systèmes d’équations aux différences

rationnelles suivants, voir [4]

tn+1 =
αtn−2

β + γzk
nzk

n−1zk
n−2

, zn+1 =
α′zn−2

β′ + γ′tk
ntk

n−1tk
n−2

, n = 0, 1, ...,

xn+1 =
xn + xn−1

A + yp
nyq

n−1

, yn+1 =
yn + yn−1

B + xp
nxq

n−1

, n = 0, 1, ...

Le quatrième chapitre est consacré à donner un résultat sur la périodicité et la

bornitude des solutions du système d’équations aux différences de type max suivant,

voir [7]

xn+1 =
max{A, yn}

xn−1
, yn+1 =

max{A, xn}
yn−1

, n = 0, 1, ...

Nous terminerons cette thèse par une conclusion générale récapitulant les résultats

obtenus et quelques perspectives.
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CHAPITRE 1

Définitions et résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons regrouper quelques notions de bases et des résultats

fondamentaux concernant les équations aux différences qui seront utiles dans la suite

de notre travail. Pour plus de résultats et de détails, nous renvoyons aux références

[16, 25, 30].

Dans tout ce qui suit on désignera par k un entier strictement positif et Nn0 = {n0,n0 +

1, ...} où n0 est un nombre naturel.

1.1 Équations aux différences linéaires

Définition 1.1.1 Une équation de la forme

yn+k + p1(n)yn+k−1 + · · · + pk(n)yn = 1(n), n ∈Nn0 (1.1)

avec pi(n), i = 1, k et 1(n) sont des fonctions réelles définies sur Nn0 et pk(n) , 0 pour tout

n ∈Nn0 s’appelle équation aux différences linéaire d’ordre k.
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Chapitre 1. Définitions et résultats préliminaires

Définition 1.1.2 On appelle équation homogène associée à l’équation (1.1) l’équation

yn+k + p1(n)yn+k−1 + · · · + pk(n)yn = 0, n ∈Nn0 (1.2)

Définition 1.1.3 Une suite {yn}+∞n=n0
est dite solution de l’équation (1.1) si elle satisfait cette

équation.

Observons que si nous précisions k conditions initiales pour l’équation (1.1)

yn0 = c0, yn0+1 = c1, . . . , yn0+k−1 = ck−1, (1.3)

où les ci, i = 0, k − 1 sont des constantes réelles, alors on obtient le problème suivant


yn+k + p1(n)yn+k−1 + · · · + pk(n)yn = 1(n), ∀n ∈Nn0

yn0 = c0, yn0+1 = c1, . . . , yn0+k−1 = ck−1.
(1.4)

Théorème 1.1.1 Le problème (1.4) admet une solution unique.

Définition 1.1.4 On appelle équation aux différences linéaire homogène à coefficients constants

d’ordre k toute équation de la forme

yn+k + p1yn+k−1 + · · · + pkyn = 0, n ∈Nn0 (1.5)

avec pi, i = 1, k sont des constantes réelles et pk , 0.

Définition 1.1.5 L’équation

λk + p1λ
k−1 + · · · + pk = 0. (1.6)

est appelée équation caractéristique associée à l’équation (1.5).

Le polynôme

P(λ) = λk + p1λ
k+1 + · · · + pk (1.7)

est appelé polynôme caractéristique associé à l’équation (1.5).

12



Chapitre 1. Définitions et résultats préliminaires

Lemme 1.1.1 Soit S l’ensemble des solutions de l’équation (1.5). Alors

1. S est un espace vectoriel de dimension k.

2. Si λi, i = 1, k, sont des racines distinctes du polynome P(λ) défini par (1.7), alors {λn
i }ki=1

est une base de l’espace S.

3. Si λ1, · · · , λr où r < k sont des racines du polynome P(λ) défini par (1.7), de multipicités

m1, · · · ,mr respectivement avec
r∑

i=1
mi = k, alors {λn

1 ,nλ
n
1 , · · · ,nm1−1λn

1 , λ
n
2 ,nλ

n
2 , · · · ,nm2−1λn

2 ,

· · · , λn
r ,nλn

r , · · · ,nmr−1λn
r } est une base de l’espace S.

1.2 Équations aux différences non linéaires

Dans cette section, on désigne par I une partie de R.

Définition 1.2.1 Soit f : Ik+1 −→ I une fonction continue, alors l’équation aux différences

d’ordre k + 1 suivante

xn+1 = f (xn, xn−1, ..., xn−k), n ∈N (1.8)

est dite non linéaire si elle n’est pas de la forme (1.1).

Définition 1.2.2 Une solution de l’équation (1.8) est une suite {xn}+∞n=−k qui satifait l’équation

(1.8) pour tout n ∈N.
Si nous précisions k + 1 conditions initiales

x−k, x−k+1, ..., x0 ∈ I,

alors
x1 = f (x0, x−1, ..., x−k)

x2 = f (x1, x0, ..., x1−k)
...

et la solution {xn}+∞n=−k existe et unique pour tout n ≥ −k et elle est définie par les conditions

initiales.
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Chapitre 1. Définitions et résultats préliminaires

Définition 1.2.3 On dit que x ∈ I est un point d’équilibre de l’équation (1.8) si

x = f (x, x, ..., x).

Définition 1.2.4 Soient {xn}+∞n=−k une solution de l’équation (1.8) et x un point d’équilibre de

la même équation.

On dit que {xn}+∞n=−k est non oscillatoire autour du point x si

∃n0 ∈N, xn > x, ∀n ∈Nn0

ou

∃ n0 ∈N, xn < x, ∀n ∈Nn0 ,

sinon on dit que {xn}+∞n=−k est oscillatoire autour du point x.

Définition 1.2.5 Soit x un point d’équilibre de l’équation (1.8).

1. On dit que x est localement stable 1 si ∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que si {xn}+∞n=−k est une solution

de l’équation (1.8) avec les conditions initiales x−k, x−k+1, ..., x0 ∈ I vérifiant

| x−k − x | + | x−k+1 − x | + · · ·+ | x0 − x |< δ,

alors

| x−k − x |< ε, ∀n ≥ −k.

2. On dit que x est localement asymptotiquement stable 2 si x est localement stable, et s’il

existe γ > 0 tel que si {xn}+∞n=−k est une solution de l’équation (1.8) avec les conditions

initiales x−k, x−k+1, ..., x0 ∈ I vérifiant

| x−k − x | + | x−k+1 − x | + · · ·+ | x0 − x |< γ,

alors

lim
n−→+∞

xn = x.

1Certaines réferences utilise le mot stable
2Certaines réferences utilise le mot asymptotiquement stable
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Chapitre 1. Définitions et résultats préliminaires

3. On dit que x est globalement attractif si pour toute solution {xn}+∞n=−k de l’équation (1.8)

avec les conditions initiales x−k, x−k+1, ..., x0 ∈ I, on a

lim
n−→+∞

xn = x.

4. On dit que x est globalement asymptotiquement stable si x est localement stable et

globalement attractif.

5. On dit que x est instable si x n’est pas localement stable.

Définition 1.2.6 Soit {xn}+∞n=−k une solution de l’équation (1.8) et soit p ≥ 1 un entier.

1. On dit que {xn}+∞n=−k est éventuellement périodique de période p s’il existe un entier N ≥ −k

tel que

xn+p = xn, ∀n ≥ N.

2. Si N = −k on dit que {xn}+∞n=−k est périodique de période p.

Définition 1.2.7 Soit {xn}+∞n=−k une solution de l’équation (1.8).

On dit que {xn}+∞n=−k est permanente si ∃ m,M > 0 et si ∃ N ∈N tel que

m ≤ xn ≤M, ∀n ≥ N.

Maintenant on suppose que

f : Ik+1 −→ I

(u0,u1, ..., uk) −→ f (u0,u1, ..., uk)

est une fonction différentiable dans un voisinage du point (x, x, ..., x), où x est un point

d’équilibre de l’équation (1.8). Soit pi =
∂ f
∂ui

(x, x, . . . , x) pour i = 0, 1, . . . , k les dérivées

partielles de f au point d’équilibre x par rapport à u0,u1, . . . , uk respectivement.

Définition 1.2.8 L’équation

yn+1 = p0yn + p1yn−1 + · · · + pkyn−k, n ∈N (1.9)

15



Chapitre 1. Définitions et résultats préliminaires

est appelée équation linéaire associée à l’équation (1.8) autour du point x, et l’équation

λk+1 − p0λ
k − · · · − pk−1λ − pk = 0 (1.10)

est appelée équation caractéristique de l’équation (1.9) autour du point x.

Théorème 1.2.1 (Stabilité par linéarisation)[25] Soit x un point d’équilibre de l’équation (1.8).

1. Si toutes les racines de l’équation caractéristique (1.10) sont dans le disque unité ouvert,

alors le point d’équilibre x est localement asymptotiquement stable.

2. Si au moins une racine de l’équation caractéristique (1.10) de module supérieur stricte-

ment à un, alors le point d’équilibre x est instable.

1.3 Systèmes d’équations aux différences non linéaires

Soient I et J deux intervalles de R et

f : Ik+1 × Jr+1 → I, 1 : Ik+1 × Jr+1 → J

deux fonctions de classe C1. On considère le système d’équations aux différences suivant


xn+1 = f (xn, xn−1, . . . , xn−k, yn, yn−1, . . . , yn−r),

yn+1 = 1(xn, xn−1, . . . , xn−k, yn, yn−1, . . . , yn−r),
n ∈N (1.11)

où r est un entier strictement positif. Alors, si on associe ce système avec un ensemble

des conditions initiales (xi, yi) ∈ I × J, i ∈ {−k, . . . , 0} et j ∈ {−r, . . . , 0}, le système (1.11)

admet une solution unique
{
(xn, yn)

}+∞
n=−l, où l = min(r, k).

L’écriture vectorielle du système (1.11) est

Xn+1 = F(Xn), n = 0, 1, ..., (1.12)

16



Chapitre 1. Définitions et résultats préliminaires

où

F : Ik+1 × Jr+1 → Ik+1 × Jr+1



u0

u1
...

uk

v0

v1
...

vr



7→ F





u0

u1
...

uk

v0

v1
...

vr





=



f (u0,u1, . . . , uk, v0, v1, . . . , vr)

u0
...

uk−1

1(u0,u1, . . . , uk, v0, v1, . . . , vr)

v0
...

vr−1



et

Xn =
(
xn, xn−1, . . . , xn−k, yn, yn−1, . . . , yn−r

)t .

Définition 1.3.1 Une solution
{(

xn, yn
)}+∞

n=−l du système (1.11) est éventuellement périodique

de période p ∈N si ∃ n0 ≥ −l, tel que

xn+p = xn et yn+p = yn, ∀n ∈Nn0 .

Si n0 = −l, on dit que
{(

xn, yn
)}+∞

n=−l est périodique de période p.

Définition 1.3.2 Un point (x, y) ∈ I × J est dit point d’équilibre du système (1.11) si

x = f (x, x, . . . , x, y, y, . . . , y),

et

y = 1(x, x, . . . , x, y, y, . . . , y).

Définition 1.3.3 Un vecteur X ∈ Ik+1 × Jr+1 est dit point d’équilibre du système (1.12) si

X = F(X).

Remarque 1.3.1 Il est clair que (x, y) est un point d’équilibre du système (1.11) si et seulement

si X = (x, x, · · · , x, y, · · · , y, y) est un point d’équilibre du system (1.12).
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Dans tout ce qui suit on désigne par ‖.‖ une norme quelconque sur Rk+r+2.

Définition 1.3.4 Soit X un point d’équilibre du système (1.12).

1. On dit que X est localement stable si ∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que si {Xn}+∞n=0 est une solution

du système (1.12) avec la condition initiale X0 ∈ Ik+r+2 vérifiant

‖X0 − X‖ < δ,

alors

‖Xn − X‖ < ε, ∀n ∈N.

Sinon on dit que X est instable.

2. On dit que X est localement asymptotiquement stable si X est localement stable, et s’il

existe γ > 0 tel que si {Xn}+∞n=0 est une solution du système (1.12) avec la condition initiale

X0 ∈ Ik+r+2 vérifiant

‖Xn − X‖ < γ,

alors

lim
n−→+∞

Xn = X.

3. On dit que X est globalement asymptotiquement stable si X est localement stable et si

pour toute solution {Xn}+∞n=0 du système (1.12) avec la condition initiale X0 ∈ Ik+r+2, on a

lim
n−→+∞

Xn = X.

Définition 1.3.5 Soit X un point d’équilibre du système (1.12). Supposons F ∈ C1(Ik+r+2, Ik+r+2).

On appelle système linéaire associé au système (1.12) autour du point X le système

Xn+1 = AXn, n ∈N (1.13)

où A = DF est la matrice jacobienne de F au point X.

Théorème 1.3.1 [30] Considérons le système (1.12) où F ∈ C1(Ik+r+2, Ik+r+2). Soit X un point

d’équilibre du système (1.12).
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1. Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne DF se trouvent dans le disque unité

ouvert |λ| < 1, alors le point d’équilibre X est localement asymptotiquement stable.

2. Si au moins une valeurs propres de la matrice jacobienne DF a un module supérieur

strictement à un, alors le point d’équilibre X est instable.

Définition 1.3.6 Soient
{(

xn, yn
)}+∞

n=−l une solution du système (1.11) et (x, y) un point d’équilibre

du même système.

On dit que
{(

xn, yn
)}+∞

n=−l est oscillatoire autour du point (x, y) si {xn}+∞n=−l est oscillatoire autour

de x ou
{
yn

}+∞
n=−l est oscillatoire autour de y.

Si {xn}+∞n=−l et
{
yn

}+∞
n=−l sont non oscillatoires autour de x et y respectivement on dit que

{(
xn, yn

)}+∞
n=−l est non oscillatoire autour de (x, y).

Théorème 1.3.2 (Théorème de Rouché)[8] Soient f et 1 deux fonctions holomorphes sur un

ouvert simplement connexe U du plan complexe C. Soit K un compact contenu dans U et dont

le bord Γ admet un paramétrage de classe C1 par morceaux. On suppose que

| f (ζ) − 1(ζ)| < |1(ζ)|, ∀ ζ ∈ Γ.

Alors f et 1 ont le même nombre de zéros (comptés avec multiplicité) dans K.
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CHAPITRE 2

Comportement asymptotique des

solutions de deux équations aux

différences non linéaires

Dans ce chapitre on va donner quelques résultats sur le comportement asymptotique

des solutions de deux équations aux différences non linéaires, la première est une

équation aux différences rationnelle d’ordre trois et la deuxième est une équation aux

différences rationnelle d’ordre supérieur.
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Chapitre 2. Comportement asymptotique des solutions de deux équations aux différences non
linéaires

2.1 Sur une équation aux différences rationnelle d’ordre

trois

Dans [1] les auteurs ont étudié le comportement global des solutions de l’équation

aux différences non linéaire

xn+1 =
A + Bxn−1

C + Dxnxn−2
, n = 0, 1, ..., (2.1)

où les conditions initiales x0, x−1, x−2 et les paramètres A, B sont des nombres réels

positifs et C, D sont des nombres réels strictement positifs. L’objectif de cette partie

est l’étude du comportement asymptotique de l’équation aux différences plus générale

suivante

xn+1 =
A + Bxn−1

C + Dxp
nxq

n−2

, n = 0, 1, ..., (2.2)

où les conditions initiales x0, x−1, x−2 et le paramètre B sont des nombres réels positifs,

les paramètres A, C, D sont des nombres reéls strictement positifs et p, q sont des entiers

strictement positifs fixés.

Lemme 2.1.1 L’équation (2.2) est équivalente à l’équation

yn+1 =
α + βyn−1

1 + yp
nyq

n−2

, n = 0, 1, ..., (2.3)

où α = A
C

(
D
C

) 1
p+q et β = B

C .

Preuve. On pose yn =
(

D
C

) 1
p+q xn, pour tout n ≥ −2. Alors

xn =
(C
D

) 1
p+q

yn
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et

yn+1 =
(D

C

) 1
p+q

xn+1

=
(D

C

) 1
p+q A + Bxn−1

C + Dxp
nxq

n−2

=
(D

C

) 1
p+q A + B

(
C
D

) 1
p+q yn−1

C + Cyp
nyq

n−2

=

A
C

(
D
C

) 1
p+q

+ B
C yn−1

1 + yp
nyq

n−2

=
α + βyn−1

1 + yp
nyq

n−2

.

Remarque 2.1.1

(i) Du Lemme 2.1.1, il suffit d’étudier l’équation (2.3) à la place de l’équation (2.2).

(ii) Toute solution de l’équation (2.2) est strictement positive.

2.1.1 Stabilité locale

Premièrement on détermine les points d’équilibre positifs de l’équation (2.3), puis

on discute leurs stabilité locale.

Lemme 2.1.2 On a les assertions suivantes

1. Supposons β ≥ 1. Alors l’équation (2.3) a un point d’équilibre positif unique dans](
β−1

p+q−1

) 1
p+q
,+∞

[
.

2. Supposons β < 1. Alors

(i) Si α < (p + q)
(

1−β
p+q−1

) p+q+1
p+q , alors l’équation (2.3) a un point d’équilibre positif unique

dans
]
0,

(
1−β

p+q−1

) 1
p+q

[
.

(ii) Si α > (p + q)
(

1−β
p+q−1

) p+q+1
p+q

, alors l’équation (2.3) a un point d’équilibre positif unique

dans
](

1−β
p+q−1

) 1
p+q
,+∞

[
.
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Preuve. Soit y ∈]0,+∞[ un point d’équilibre de l’équation (2.3). Alors

y =
α + βy

1 + yp+q , (2.4)

donc

y(1 + yp+q) = α + βy.

C’est à dire y est un point d’équilibre de l’équation (2.3) si et seulement si y est un zéro

de la fonction f :]0,+∞[−→ R définie par

f (x) = xp+q+1 + (1 − β)x − α. (2.5)

Maintenant on considère la fonction ci-dessus, alors

f (0) = −α < 0, lim
x→+∞

f (x) = +∞

et

f ′(x) = (p + q + 1)xp+q + 1 − β.

1. Si β ≥ 1, alors

f ′(x) = 0⇔ x =

(
β − 1

p + q + 1

) 1
p+q

.

f ′(x) < 0⇔ x <
(
β − 1

p + q + 1

) 1
p+q

.

f ′(x) > 0⇔ x >
(
β − 1

p + q + 1

) 1
p+q

.

Donc la fonction f est croissante sur
](

β−1
p+q+1

) 1
p+q
,+∞

[
. Mais

(
β − 1

p + q + 1

) 1
p+q

≤
(
β − 1

p + q − 1

) 1
p+q

et

f


(
β − 1

p + q − 1

) 1
p+q

 =

(
β − 1

p + q − 1

) p+q+1
p+q

+ (1 − β)
(
β − 1

p + q − 1

) 1
p+q

− α

= −(p + q − 2)
(
β − 1

p + q − 1

) p+q+1
p+q

− α < 0.

Donc ∃! x ∈
](

β−1
p+q−1

) 1
p+q
,+∞

[
, f (x) = 0.
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2. Supposons que β < 1. Alors f est croissante sur ]0,+∞[.

(i) Si α < (p + q)
(

1−β
p+q−1

) p+q+1
p+q

, donc

f


(

1 − β
p + q − 1

) 1
p+q

 =

(
1 − β

p + q − 1

) p+q+1
p+q

+ (1 − β)
(

1 − β
p + q − 1

) 1
p+q

− α

= (p + q)
(

1 − β
p + q − 1

) p+q+1
p+q

− α > 0

D’où ∃! x ∈
]
0,

(
1−β

p+q−1

) 1
p+q

[
, f (x) = 0.

(ii) Si α > (p + q)
(

1−β
p+q−1

) p+q+1
p+q

, alors

f


(

1 − β
p + q − 1

) 1
p+q

 = (p + q)
(

1 − β
p + q − 1

) p+q+1
p+q

− α < 0.

D’où ∃! x ∈
](

1−β
p+q−1

) 1
p+q
,+∞

[
, f (x) = 0.

Théorème 2.1.1 Soit y le point d’équilibre positif de l’équation (2.3). Alors

1. y est instable si β ≥ 1.

2. Si β < 1, alors

(i) y est localement asymptotiquement stable si α < (p + q)
(

1−β
p+q−1

) p+q+1
p+q

.

(ii) y est instable si α > (p + q)
(

1−β
p+q−1

) p+q+1
p+q

.

Preuve. Soit la fonction 1 : R3 −→ R définie par 1(u, v,w) =
α+βv

1+upwq et soit y le point

d’équilibre positif de l’équation (2.3). On a

p1 =
∂1

∂u
(u, v,w)|(y,y,y)

=
−pup−1wq(α + βv)

(1 + upwq)2 |(y,y,y)

=
−pyp+q−1(α + βy)

(1 + yp+q)2
.

En utilisant (2.4) on trouve

p1 = − pyp+q

1 + yp+q .
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p2 =
∂1

∂v
(u, v,w)|(y,y,y)

=
β

1 + upwq |(y,y,y)

=
β

1 + yp+q .

p3 =
∂1

∂w
(u, v,w)|(y,y,y)

=
−qwq−1up(α + βv)

(1 + upwq)2 |(y,y,y)

=
−qyp+q−1(α + βy)

(1 + yp+q)2
.

De (2.4) on obtient

p3 = − qyp+q

1 + yp+q .

Donc l’équation linéaire associée à l’équation (2.3) autour de y est

zn+1 = − pyp+q

1 + yp+q zn +
β

1 + yp+q zn−1 −
qyp+q

1 + yp+q zn−2, n = 0, 1, ...

L’équation caractéristique associée à cette équation est

λ3 +
pyp+q

1 + yp+qλ
2 − β

1 + yp+qλ +
qyp+q

1 + yp+q = 0.

1. Supposons que β ≥ 1 et considérons la fonction 11 définie par

11(λ) = λ3 +
pyp+q

1 + yp+qλ
2 − β

1 + yp+qλ +
qyp+q

1 + yp+q . (2.6)

On a

β + (p + q)yp+q > 1 + yp+q

car β ≥ 1 et p + q > 1, donc

11(−1) = −1 +
β + (p + q)yp+q

1 + yp+q > −1 +
1 + yp+q

1 + yp+q = 0.

Et comme

lim
λ→−∞

11(λ) = −∞,

alors la fonction 11 a un zéro λ1 dans ] − ∞,−1[ avec |λ1| > 1. Appliquons le

Théorème 1.2.1 on trouve le résultat.

25
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2. Supposons maintenant que β < 1.

(i) Soit α < (p + q)
(

1−β
p+q−1

) p+q+1
p+q

. On considère les fonctions h1, h2 :C −→ C définies

par

h1(λ) = λ3

h2(λ) =
pyp+q

1 + yp+qλ
2 − β

1 + yp+qλ +
qyp+q

1 + yp+q .

Donc

|h2(λ)| ≤
∣∣∣∣∣∣

pyp+q

1 + yp+q

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣
β

1 + yp+q

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣
qyp+q

1 + yp+q

∣∣∣∣∣∣ , ∀λ ∈ C : |λ| = 1,

et alors

|h2(λ)| ≤ (p + q)yp+q
+ β

1 + yp+q =
(p + q − 1)yp+q

+ yp+q
+ β

1 + yp+q

Mais le Lemme 2.1.2 implique y <
(

1−β
p+q−1

) 1
p+q
,

i.e.,

(p + q − 1)yp+q
+ yp+q

+ β < 1 + yp+q,

d’où

|h2(λ)| < 1 = |h1(λ)|, ∀λ ∈ C : |λ| = 1.

D’après le théorème de Rouché toutes les racines de

λ3 +
pyp+q

1 + yp+qλ
2 − β

1 + yp+qλ +
qyp+q

1 + yp+q = 0,

se situent à l’intérieur du disque unité ouvert. Une autre application du

Théorèm 1.2.1 donne le résultat.

(ii) Soit α > (p + q)
(

1−β
p+q−1

) p+q+1
p+q

. On considère la fonction 11 définie par (2.6), alors

11(−1) = −1 +
β + (p + q)yp+q

1 + yp+q = −1 +
β + yp+q

+ (p + q − 1)yp+q

1 + yp+q

D’après le Lemme 2.1.2 on a y >
(

1−β
p+q−1

) 1
p+q
, donc

yp+q(p + q − 1) > 1 − β,

d’où

β + yp+q
+ (p + q − 1)yp+q > 1 + yp+q.
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Donc 11(−1) > 0, et comme

lim
λ→−∞

11(λ) = −∞,

Alors l’équation 11(λ) = 0 a une racine λ2 dans ]−∞,−1[ avec |λ2| > 1, ce qui

implique l’instabilité du point y dans ce cas.

2.1.2 Stabilité globale et bornitude

Théorème 2.1.2 Soit y le point d’équilibre positif de l’équation (2.3) et soit {yn}+∞n=−2 une

solution de la même équation.

(a) Si y−1 < y ≤ y−2, y0, alors

y2n ≥ y et y2n+1 < y, ∀n ≥ 0.

(b) Si y−2, y0 < y ≤ y−1, alors

y2n < y et y2n+1 > y, ∀n ≥ 0.

Preuve. Soit y le point d’équilibre positif de l’équation (2.3) et soit {yn}+∞n=−2 une solution

de la même équation.

(a) On suppose que y−1 < y ≤ y0, y−2.

On a

y1 =
α + βy−1

1 + yp
0yq
−2

<
α + βy

1 + yp+q = y,

et

y2 =
α + βy0

1 + yp
1yq
−1

> y.

Par induction on trouve

y2n ≥ y et y2n+1 < y, ∀n ≥ 0.

(b) De la même manière que (a) on montre (b).
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Corollaire 2.1.1 Soit y le point d’équilibre positif de l’équation (2.3). Si l’une des conditions

ci-dessus est satisfaite, alors la solution {yn}+∞n=−2 de l’équation (2.3) est oscillatoire autour de y.

Lemme 2.1.3 Soit {yn}+∞n=−2 une solution de l’équation (2.3). Alors

y2n+1 <
n∑

k=0

αβk + βn+1y−1, ∀n ≥ 0. (2.7)

y2n <
n−1∑

k=0

αβk + βny0, ∀n ≥ 1. (2.8)

Preuve. Il suffit de montrer (2.7) par récurrence et de la même manière on peut montrer

l’estimation (2.8).

(i) n=0, on a

y1 =
α + βy−1

1 + yp
0yq
−2

< α + βy−1 =

0∑

k=0

αβk + β0+1y−1.

(ii) Supposons que

y2n+1 <
n∑

k=0

αβk + βn+1y−1

et on montre que

y2(n+1)+1 <
n+1∑

k=0

αβk + βn+2y−1.

On a

y2(n+1)+1 = y2n+2+1 =
α + βy2n+1

1 + yp
2n+2yq

2n

< α + βy2n+1

< α + β


n∑

k=0

αβk + βn+1y−1

 =

n+1∑

k=0

αβk + βn+2y−1.

De (i) et (ii) on obtient (2.7).

Lemme 2.1.4 Supposons que β < 1. Alors toute solution de l’équation (2.3) est permanente.
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Preuve. D’après le Lemme 2.1.3 on a

y2n+1 <
n∑

k=0

αβk + βn+1y−1, ∀n ≥ 0

et

y2n <
n−1∑

k=0

αβk + βny0, ∀n ≥ 1.

Donc

y2n+1 < α
1 − βn+1

1 − β + βn+1y−1, ∀n ≥ 0

et

y2n < α
1 − βn

1 − β + βny0, ∀n ≥ 1.

Mais β < 1, alors

y2n+1 <
α

1 − β + y−1, ∀n ≥ 0

et

y2n <
α

1 − β + y0, ∀n ≥ 1,

d’où

yn <
α

1 − β + c = M, ∀n ≥ 0,

avec c = max(y0, y−1).

D’autre part on a

yn+1 =
α + βyn−1

1 + yp
nyq

n−2

≥ α

1 + yp
nyq

n−2

>
α

1 + Mp+q , ∀n ≥ 2.

Donc

∃ m =
α

1 + Mp+q , yn ≥ m, ∀n ≥ 3.

et la démonstration est complète.

Lemme 2.1.5 Supposons que β < 1. Soit {yn}+∞n=−2 une solution de l’équation (2.3). Si Λ =

lim sup yn
n→+∞

et λ = lim inf yn
n→+∞

, alors Λ et λ vérifient les inégalités suivantes

α + βλ

1 + Λp+q ≤ λ ≤ Λ ≤ α + βΛ

1 + λp+q . (2.9)
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Preuve. Comme β < 1, alors la solution {yn}+∞n=−2 est bornée. Donc pour tout ε ∈ (0, λ), il

existe n0 ∈N telle que

λ − ε ≤ yn ≤ Λ + ε, ∀n ≥ n0,

donc

λ − ε ≤ yn−1 ≤ Λ + ε, ∀n ≥ n0 + 1,

λ − ε ≤ yn−2 ≤ Λ + ε, ∀n ≥ n0 + 2.

D’où

α + β(λ − ε) ≤ α + βyn−1 ≤ α + β(Λ + ε), ∀n ≥ n0 + 1,

(λ − ε)q ≤ yq
n−2 ≤ (Λ + ε)q, ∀n ≥ n0 + 2,

(λ − ε)p ≤ yp
n ≤ (Λ + ε)p, ∀n ≥ n0,

donc

1 + (λ − ε)p+q ≤ 1 + yp
nyq

n−2 ≤ 1 + (Λ + ε)p+q, ∀n ≥ n0 + 2.

Alors
α + β(λ − ε)

1 + (Λ + ε)p+q ≤ yn+1 ≤
α + β(Λ + ε)
1 + (λ − ε)p+q , ∀n ≥ n0 + 2.

En passant à la limite lorsque ε −→ +∞ on trouve (2.9).

Théorème 2.1.3 Supposons que β < 1. Si α < (p + q)
(

1−β
p+q−1

) p+q+1
p+q

, alors le point d’équilibre

y ∈
]
0,

(
1−β

p+q−1

) 1
p+q

[
est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Soit {yn}+∞n=−2 une solution de l’équation (2.3). Comme β < 1, alors la solution

{yn}∞n=−2 est bornée. Soient Λ = lim sup yn
n→+∞

et λ = lim inf yn
n→+∞

. En utilisant le Lemme 2.1.5,

on trouve
α + βλ

1 + Λp+q ≤ λ (2.10)

et

Λ ≤ α + βΛ

1 + λp+q . (2.11)

De (2.10) on trouve

α + (β − 1)λ ≤ λΛp+q. (2.12)
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En multipliant les deux membres de (2.12) par λp+q−1 on obtient

αλp+q−1 + (β − 1)λp+q ≤ λp+qΛp+q. (2.13)

De (2.11) on a

Λλp+q ≤ α + (β − 1)Λ (2.14)

En multipliant les deux membres de (2.14) par Λp+q−1 on obtient

λp+qΛp+q ≤ αΛp+q−1 + (β − 1)Λp+q. (2.15)

En combinant (2.13) et (2.15) on trouve

(1 − β)λp+q − αλp+q−1 ≥ (1 − β)Λp+q − αΛp+q−1. (2.16)

Considérons maintenant la fonction h définie sur ]0,+∞[ par

h(x) = (1 − β)xp+q − αxp+q−1.

Donc

h′(x) = (p + q)(1 − β)xp+q−1 − (p + q − 1)αxp+q−2,

d’où

h′(x) = xp+q−2 [(p + q)(1 − β)x − (p + q − 1)α
]
,

et

h′(x) = 0⇔ x = 0 ou x =
α(p + q − 1)

(p + q)(1 − β)
,

ce qui implique

h′(x) > 0⇔ x >
α(p + q − 1)

(p + q)(1 − β)
.

C’est à dire h est croissante sur
]
α(p+q−1)

(p+q)(1−β) ,+∞
[
. Comme α < (p + q)

(
1−β

p+q−1

) p+q+1
p+q

, alors le

Lemme 2.1.2 donne

y ∈
0,

(
1 − β

p + q − 1

) 1
p+q

 et f


(

1 − β
p + q − 1

) 1
p+q

 > 0
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où f est la fonction définie par (2.5).

Montrons maintenant que f
(
α(p+q−1)

(p+q)(1−β)

)
< 0.

On a

f
(
α(p + q − 1)

(p + q)(1 − β)

)
=

(
α(p + q − 1)

(p + q)(1 − β)

)p+q+1

+
α(p + q − 1)

p + q
− α

=

(
α(p + q − 1)

(p + q)(1 − β)

)p+q+1

− α
p + q

=
α

p + q


(
α

p + q

)p+q (p + q − 1
1 − β

)p+q+1

− 1

 ,

mais

α < (p + q)
(

1 − β
p + q − 1

) p+q+1
p+q

⇒
(
α

p + q

)p+q

<

(
1 − β

p + q − 1

)p+q+1

,

donc (
α

p + q

)p+q (p + q − 1
1 − β

)p+q+1

< 1,

d’où f
(
α(p+q−1)

(p+q)(1−β)

)
< 0. Alors y ∈

]
α(p+q−1)

(p+q)(1−β) ,
(

1−β
p+q−1

) 1
p+q

[
.

Supposons que Λ , λ, i.e λ < Λ. On a, par définition, λ ≤ y ≤ Λ est comme

y ∈

α(p + q − 1)

(p + q)(1 − β)
,

(
1 − β

p + q − 1

) 1
p+q

 ,

donc

λ,Λ ∈

α(p + q − 1)

(p + q)(1 − β)
,

(
1 − β

p + q − 1

) 1
p+q

 .

Alors h(λ) < h(Λ) car h est croissante sur
]
α(p+q−1)

(p+q)(1−β) ,
(

1−β
p+q−1

) 1
p+q

[
, ce qui est contradictoire

avec (2.16), d’où λ = Λ = y et y est globalement attractif.

La stabilité asymptotique globale de y est obtenue par la combinaison de la stabilité

asymptotique locale et l’attractivité globale de y lorsque α < (p + q)
(

1−β
p+q−1

) p+q+1
p+q .

Lemme 2.1.6 Supposons β > 2. Alors

1. Si x > p+q
√
β − 1 + α

p+q
√
β−1
, alors p+q

√
β − 1 > α

xp+q−β+1 .

2. Si x > p+q
√
β − 1 et y > α

xp+q−β+1 , donc y > α+βy
1+xp+q .

Preuve. Soit β > 2.
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1. Supposons x > p+q
√
β − 1 + α

p+q
√
β−1
, alors

xp+q >

 p+q
√
β − 1 +

α
p+q
√
β − 1


p+q

,

donc

xp+q >

p+q∑

k=0

Cp+q
k

(
p+q
√
β − 1

)k


α
p+q
√
β − 1


p+q−k

,

et comme
p+q∑

k=0

Cp+q
k

(
p+q
√
β − 1

)k


α
p+q
√
β − 1


p+q−k

= Cp+q
0

αp+q

β − 1
+ · · ·

+Cp+q
p+q−1

α
p+q
√
β − 1

(
p+q
√
β − 1

)p+q−1
+ Cp+q

p+q(β − 1),

alors

xp+q > Cp+q
p+q−1

α
p+q
√
β − 1

(
p+q
√
β − 1

)p+q−1
+ Cp+q

p+q(β − 1),

i.e.,

xp+q > (p + q)
α

p+q
√
β − 1

(β − 1)
p+q−1

p+q + β − 1.

Donc

xp+q − β + 1 > (p + q)
α

p+q
√
β − 1

(β − 1)
p+q−1

p+q ,

d’où

(xp+q − β + 1) p+q
√
β − 1 > (p + q)α(β − 1)

p+q−1
p+q > α

car p + q > 1 et β − 1 > 1.

Donc
p+q
√
β − 1 >

α
xp+q − β + 1

.

2. Soient x > p+q
√
β − 1 et y > α

xp+q−β+1 , alors

xp+q − β + 1 > 0 et (xp+q − β + 1)y > α,

d’où

y >
α + βy
1 + xp+q .
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Théorème 2.1.4 Supposons β > 2. Soit {yn}+∞n=−2 une solution de l’équation (2.3) avec les

conditions initiales y−2, y−1, y0 vérifient

α

yp+q
−1 − β + 1

< y0 < y−2 <
p+q
√
β − 1 (2.17)

et

y−1 >
p+q
√
β − 1 +

α
p+q
√
β − 1

. (2.18)

Alors pour tout n ≥ 1 on a

α

yp+q
2n−1 − β + 1

< y2n < y2n−2 <
p+q
√
β − 1 (2.19)

et

y2n−1 > y2n−3 >
p+q
√
β − 1 +

α
p+q
√
β − 1

. (2.20)

Preuve. (Par récurrence)

Supposons que β > 2. Soit {yn}+∞n=−2 une solution de l’équation (2.3) avec les conditions

initiales y−2, y−1, y0 vérifient (2.17) et (2.18).

1. n=1

De (2.17) on trouve

yp
0yq
−2 < β − 1,

alors

y1 =
α + βy−1

1 + yp
0yq
−2

>
α + βy−1

β
,

donc

y1 >
α

β
+ y−1, (2.21)

d’où

y1 > y−1 >
p+q
√
β − 1 +

α
p+q
√
β − 1

.

De l’inégalité précédente on trouve

yp
1yq
−1 > yp+q

−1 .

Donc

y2 =
α + βy0

1 + yp
1yq
−1

<
α + βy0

1 + yp+q
−1

.
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De (2.17) et (2.18) on a

y0 >
α

yp+q
−1 − β + 1

et y−1 >
p+q
√
β − 1.

En appliquant le Lemme 2.1.6, on trouve

α + βy0

1 + yp+q
−1

< y0,

d’où y2 < y0.

Montrons maintenant que y2 > α
yp+q

1 −β+1
.

Puisque y−1 < y1 alors

y0 >
α

yp+q
−1 − β + 1

⇒ y0 >
α

yp+q
1 − β + 1

,

donc

y0 >
α
β


1 + yp+q

1 − yp+q
1 + β − 1

yp+q
1 − β + 1

 ,

d’où

y0 >
α
β


1 + yp

1yq
−1

yp+q
1 − β + 1

− 1

 ,

ce qui implique

α + βy0 > α


1 + yp

1yq
−1

yp+q
1 − β + 1

 ,

i.e.,

y2 =
α + βy0

1 + yp
1yq
−1

>
α

yp+q
1 − β + 1

.

2. Supposons que
α

yp+q
2n−1 − β + 1

< y2n < y2n−2 <
p+q
√
β − 1

et

y2n−1 > y2n−3 >
p+q
√
β − 1 +

α
p+q
√
β − 1

et montrons que
α

yp+q
2n+1 − β + 1

< y2n+2 < y2n <
p+q
√
β − 1

et

y2n+1 > y2n−1 >
p+q
√
β − 1 +

α
p+q
√
β − 1

.
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D’après l’hypothèse, on a

yp
2nyq

2n−2 < β − 1,

donc

y2n+1 =
α + βy2n−1

1 + yp
2nyq

2n−2

>
α + βy2n−1

β
=
α
β

+ y2n−1,

d’où

y2n+1 > y2n−1 >
p+q
√
β − 1 +

α
p+q
√
β − 1

. (2.22)

De (2.22) on trouve

y2n+2 =
α + βy2n

1 + yp
2n+1yq

2n−1

<
α + βy2n

1 + yp+q
2n−1

,

Puisque

y2n−1 >
p+q
√
β − 1 et y2n >

α

yp+q
2n−1 − β + 1

,

alors le Lemme 2.1.6 implique

y2n+2 < y2n <
p+q
√
β − 1.

Pour compléter la démonstration il suffit de montrer que y2n+2 > α
yp+q

2n+1−β+1
.

De (2.22) on obtient

y2n >
α

yp+q
2n−1 − β + 1

⇒ y2n >
α

yp+q
2n+1 − β + 1

,

donc

y2n >
α
β


1 + yp+q

2n+1 − yp+q
2n+1 + β − 1

yp+q
2n+1 − β + 1

 ,

d’où

y2n >
α
β


1 + yp

2n+1yq
2n−1

yp+q
2n+1 − β + 1

− 1

 ,

alors

α + βy2n > α


1 + yp

2n+1yq
2n−1

yp+q
2n+1 − β + 1

 ,

donc

y2n+2 =
α + βy2n

1 + yp
2n+1yq

2n−1

>
α

yp+q
2n+1 − β + 1

.
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Corollaire 2.1.2 Supposons β > 2. Soit {yn}+∞n=−2 une solution de l’équation (2.3) avec les

conditions y−2, y−1, y0 vérifient (2.17) et (2.18). Alors la sous suite
{
y2n

}+∞
n=0 (resp.

{
y2n+1

}+∞
n=0),

de
{
yn

}+∞
n=−2, est décroissante (resp. est croissante).

Lemme 2.1.7 Supposons β > 2. Soit {yn}+∞n=−2 une solution de l’équation (2.3) avec les condi-

tions y−2, y−1, y0 vérifient (2.17) et (2.18). Alors pour tout n ∈N on a

y2n+2 < y0. (2.23)

y2n+1 > (n + 1)
α
β

+ y−1. (2.24)

Preuve.

– Du Corollaire (2.1.2) on trouve (2.23).

– Montrons, par récurrence, (2.24).

a) n=0, c’est (2.21).

b) Supposons que

y2n+1 > (n + 1)
α
β

+ y−1

et montrons que

y2n+3 > (n + 2)
α
β

+ y−1.

De (2.19) on trouve

y2n+3 =
α + βy2n+1

1 + yp
2n+2yq

2n

>
α
β

+ y2n+1

>
α
β

+ (n + 1)
α
β

+ y−1,

d’où (2.24).

Lemme 2.1.8 Supposons β > 2. Soit {yn}+∞n=−2 une solution de l’équation (2.3) avec les condi-

tions y−2, y−1, y0 vérifient (2.17) et (2.18). Alors

lim
n→+∞

y2n+1 = +∞ et lim
n→+∞

y2n = 0. (2.25)
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Preuve. Supposons β > 2. Soit {yn}+∞n=−2 une solution de l’équation (2.3) avec les condi-

tions initiales y−2, y−1, y0 vérifient (2.17) et (2.18).

De l’inégalité (2.24) on obtient

lim
n→+∞

y2n+1 = +∞.

De (2.23) on trouve

y2n+2 =
α + βy2n

1 + yp
2n+1yq

2n−1

<
α + βy0

1 + yp
2n+1yq

2n−1

.

En passant à la limite lorsque n −→ +∞ on obtient lim
n→+∞

y2n = 0.

Corollaire 2.1.3 Si β > 2. Alors l’équation (2.3) a des solutions non bornées.

2.2 Sur une équation aux différences rationnelle d’ordre

supérieur

Abo-Zeid [2] a discuté le comportement global et la bornitude des solutions de

l’équation aux différences

xn+1 =
A + Bxn−2k−1

C + D
k∏

i=l
xn−2i

, n = 0, 1, ..., (2.26)

où A, B sont des nombres réels positifs et C, D sont des nombres réels strictement

positifs et l, k sont des entiers positifs tel que l ≤ k.

Motivé par ce papier on va étudier dans cette section le comportement asymptotique

des solutions de l’équation aux differences suivante

A + Bxn−2k−1

C + D
k∏

i=l
xmi

n−2i

, n = 0, 1, ..., (2.27)

où les conditions initiales x−2k−1, x−2k, · · · , x−1, x0 et les paramètres C,D sont des nombres

réels strictement positifs, les paramètres A, B sont des nombres réels positifs, k, l sont

des entiers positifs fixés et mi, i = l, k sont des entiers strictement positifs fixés tel que

l ≤ k.

Dans tout ce qui suit, on pose p =
k∑

i=l
mi.
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Lemme 2.2.1 L’equation (2.27) est équivalente à l’équation

yn+1 =
α + βyn−2k−1

1 +
k∏

i=l
ymi

n−2i

, n = 0, 1, ..., (2.28)

où α = A
C

(
D
C

) 1
p et β = B

C .

Preuve. Soit xn =
(

C
D

) 1
p yn pour tout n ≥ −2k − 1, alors

yn+1 =
(D

C

) 1
p

xn+1

=
(D

C

) 1
p A + Bxn−2k−1

C + D
k∏

i=l
xmi

n−2i

=
(D

C

) 1
p A + B

(
C
D

) 1
p yn−2k−1

C + C
k∏

i=l
ymi

n−2i

=

A
C

(
D
C

) 1
p

+ B
C yn−2k−1

1 +
k∏

i=l
ymi

n−2i

=
α + βyn−2k−1

1 +
k∏

i=l
ymi

n−2i

.

Remarque 2.2.1 Du Lemme 2.2.1, il suffit d’étudier l’équation (2.28) à la place de l’équation

(2.27).

2.2.1 Cas α > 0

Tout d’abord on va étudier l’équation (2.28) dans le cas où α > 0.
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Stabilité locale

Ici on détermine les points d’équilibre de l’équation (2.28) puis on discute leurs

stabilité locale.

Lemme 2.2.2 On a les assertions suivantes

1. L’équation (2.28) a un seul point d’équilibre positif dans
](
β−1
p+1

) 1
p
,+∞

[
si β ≥ 1.

2. Supposons β < 1. Alors

(i) L’équation (2.28) a un seul point d’équilibre positif dans
]
0,

(
1−β
p−1

) 1
p
[

si α < p
(

1−β
p−1

) p+1
p
.

(ii) L’équation (2.28) a un seul point d’équilibre positif dans
](

1−β
p−1

) 1
p
,+∞

[
si α >

p
(

1−β
p−1

) p+1
p .

Preuve. Soit y un point d’équilibre de l’équation (2.28). Alors

y =
α + βy
1 + yp (2.29)

donc

y(1 + yp) = α + βy,

c’est à dire y est un point d’équilibre de l’équation (2.28) si et seulement si y est un zéro

de la fonction f :]0,+∞[−→ R définie par

f (x) = xp+1 + (1 − β)x − α. (2.30)

Maintenant on considère la fonction ci-dessus, alors

f (0) = −α < 0, et lim
x→+∞

f (x) = +∞.

De plus on a

f ′(x) = (p + 1)xp + (1 − β).

Donc
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1. Si β ≥ 1, on a

f ′(x) = 0⇔ x =

(
β − 1
p + 1

) 1
p

.

f ′(x) < 0⇔ x <
(
β − 1
p + 1

) 1
p

.

f ′(x) > 0⇔ x >
(
β − 1
p + 1

) 1
p

.

Donc la fonction f est croissante sur
](
β−1
p+1

) 1
p
,+∞

[
.

Mais

f


(
β − 1
p + 1

) 1
p
 =

(
β − 1
p + 1

) p+1
p

+ (1 − β)
(
β − 1
p + 1

) 1
p

− α

= −p
(
β − 1
p + 1

) p+1
p

− α < 0.

Donc ∃! x ∈
](
β−1
p+1

) 1
p
,+∞

[
, f (x) = 0.

2. Supposons que β < 1. Alors f est croissante sur ]0,+∞[.

(i) Soit α < p
(

1−β
p−1

) p+1
p
, donc

f


(

1 − β
p − 1

) 1
p
 =

(
1 − β
p − 1

) p+1
p

+ (1 − β)
(

1 − β
p − 1

) 1
p

− α

= p
(

1 − β
p − 1

) p+1
p

− α > 0.

D’où ∃! x ∈
]
0,

(
1−β
p−1

) 1
p
[
, f (x) = 0.

(ii) Soit α > p
(

1−β
p−1

) p+1
p
, alors

f


(

1 − β
p − 1

) 1
p
 = p

(
1 − β
p − 1

) p+1
p

− α < 0.

D’où ∃! x ∈
](

1−β
p−1

) 1
p
,+∞

[
, f (x) = 0.

Théorème 2.2.1 Soit y le point d’équilibre positif de l’équation (2.28). Alors
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1. y est instable si β ≥ 1.

2. Si β < 1, on a deux cas

(i) y est localement asymptotiquement stable si α < p
(

1−β
p−1

) p+1
p
.

(ii) y est instable si α > p
(

1−β
p−1

) p+1
p
.

Preuve. Considérons la fonction 1 : R −→ R définie par

1(u0,u1, ..., u2k+1) =
α + βu2k+1

1 +
k∏

i=l
umi

2i

et soit y le point d’équilibre positif de l’équation (2.28). Alors pour tout i ∈ 0, . . . , k on a

p2i =
∂1

∂u2i
(u0,u1, ..., u2k+1)|(y,...,y)

=

−miu
mi−1
2i

k∏
j=l,i, j

um j

2 j (α + βu2k+1)

(1 +
k∏

i=l
umi

2i )2

|(y,...,y)

=

−miy
mi−1

k∏
j=l,i, j

ym j(α + βy)

(1 +
k∏

i=l
ymi)2

=
−miy

p(α + βy)
(1 + yp)2 .

En utilisant (2.29) on trouve

p2i =
−miy

p

1 + yp , ∀ i ∈ {0, . . . , k}.

On a aussi

p2k+1 =
∂1

∂u2k+1
(u0,u1, ..., u2k+1)|(y,...,y)

=
β

1 +
k∏

i=l
umi

2i

|(y,...,y).

=
β

1 + yp .
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Donc l’équation linéaire associée à l’équation (2.28) autour du point y est

zn+1 = − yp

1 + yp

k∑

i=l

mizn−2i +
β

1 + yp zn−2k−1, n ∈N

L’équation caractéristique associée à cette équation est

λ2k+2 +
yp

1 + yp

k∑

i=l

miλ
2k−2i+1 − β

1 + yp = 0. (2.31)

1. Supposons que β ≥ 1 et considérons la fonction G définie par

G(λ) = λ2k+2 +
yp

1 + yp

k∑

i=l

miλ
2k−2i+1 − β

1 + yp . (2.32)

On a

β + pyp > 1 + yp

car β ≥ 1 et p > 1, donc

G(−1) = 1 − β + pyp

1 + yp < 1 − 1 + yp

1 + yp = 0.

Et comme

lim
λ→−∞

G(λ) = +∞. (2.33)

Alors l’équation (2.31) a une racine λ1 dans ] − ∞,−1[ avec |λ1| > 1. D’après le

Theorème 1.2.1, on déduit que le point y est instable dans ce cas.

2. Supposons β < 1. Alors

(i) Si α < p
(

1−β
p−1

) p+1
p
. On considère les fonctions h1, h2 : C −→ C défines par

h1(λ) = λ2k+2

et

h2(λ) =
yp

1 + yp

k∑

i=l

miλ
2k−2i+1 − β

1 + yp ,

donc, ∀λ ∈ C : |λ| = 1 on a

|h2(λ)| ≤ β + pyp

1 + yp =
β + (p − 1)yp

+ yp

1 + yp .
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D’autre part on a d’après le Lemme 2.2.2

y <
(

1 − β
p − 1

) 1
p

,

ce qui implique

(p − 1)yp < 1 − β,

d’où

|h2(λ)| < 1 + yp

1 + yp = 1 = |h1(λ)|

En appliquant le théorème de Rouché on trouve que toutes les racines de

(2.31) se situent à l’intérieur du disque unité ouvert. Du Théorème 1.2.1 on

trouve le résultat.

(ii) Soit α > p
(

1−β
p−1

) p+1
p
. On considère la fonction G définie par (2.32), alors

G(−1) = 1 − β + pyp

1 + yp = 1 − β + yp
+ (p − 1)yp

1 + yp (2.34)

D’après le Lemme 2.2.2 on a

y >
(

1 − β
p − 1

) 1
p

,

donc

yp(p − 1) > 1 − β,

d’où

β + yp
+ (p − 1)yp > 1 + yp. (2.35)

En combinant (2.33), (2.34) et (2.35) on trouve que la fonction G a un zéro λ2

dans ] −∞,−1[ avec |λ2| > 1 et le Théorème 1.2.1 donne le résultat.

Oscillation et bornitude des solutions

Théorème 2.2.2 Soit y le point d’équilibre positif de l’équation (2.28) et soit {yn}+∞n=−2k−1 une

solution de la même équation. Alors si l’une des deux conditions suivantes
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(a1) y−2k−1, y−2k+1, ..., y−1 < y ≤ y−2k, y−2k+2, ..., y0

(a2) y−2k, y−2k+2, ..., y0 < y ≤ y−2k−1, y−2k+1, ..., y−1

est satisfaite, la solution {yn}+∞n=−2k−1 est oscillatoire autour du point y.

Preuve. Soit y le point d’équilibre positif de l’équation (2.28) et soit {yn}+∞n=−2k−1 une

solution de la même équation.

1. Supposons que la condition (a1) est satisfaite et l’autre cas se démontre de la même

manière.

On a

y1 =
α + βy−2k−1

1 +
k∏

i=l
ymi
−2i

<
α + βy
1 + yp = y

et

y2 =
α + βy−2k

1 +
k∏

i=l
ymi

1−2i

>
α + βy
1 + yp = y.

y3 =
α + βy−2k+1

1 +
k∏

i=l
ymi
−2i+2

<
α + βy
1 + yp = y

et

y4 =
α + βy−2k+2

1 +
k∏

i=l
ymi
−2i+3

>
α + βy
1 + yp = y.

Par induction on déduit que

y2n ≥ y et y2n+1 < y, ∀n ≥ 0.

Donc {yn}+∞n=−2k−1 est oscillatoire autour du point y.

Lemme 2.2.3 Soit {yn}+∞n=−2k−1 une solution de l’équation (2.28). Alors

1.

y2(k+1)n ≤
n−1∑

j=0

αβ j + βny0, ∀n ≥ 0.
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2.

y2(k+1)n+2i ≤
n∑

j=0

αβ j + βn+1y−2k+2i−2, ∀n ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , k}.

3.

y2(k+1)n+2i+1 ≤
n∑

j=0

αβ j + βn+1y−2k+2i−1, ∀n ≥ 0, ∀i ∈ {0, . . . , k}.

Preuve. Soit {yn}+∞n=−2k−1 une solution de l’équation (2.28). Alors

yn+1 ≤ α + βyn−2k−1, n ≥ 0. (2.36)

1. Par récurrence sur n on montre la première estimation.

Pour n = 0, on a

y0 ≤ y0 =

−1∑

j=0

αβ j + β0y0.

Supposons que pour un certain n on a

y2(k+1)n ≤
n−1∑

j=0

αβ j + βny0

et montrons que

y2(k+1)(n+1) ≤
n∑

j=0

αβ j + βn+1y0.

En utilisant (2.36) on trouve

y2(k+1)(n+1) = y2(k+1)n+2k+1+1 ≤ α + βy2(k+1)n

et d’après l’hypothèse on obtient

y2(k+1)(n+1) ≤ α + β


n−1∑

j=0

αβ j + βny0

 =

n∑

j=0

αβ j + βn+1y0.

D’où l’estimation recherchée.

2. Pour i = 1, montrons par récurrence sur n que

y2(k+1)n+2 ≤
n∑

j=0

αβ j + βn+1y−2k, ∀n ≥ 0.
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On a pour n = 0, (2.36) implique

y2 ≤ α + βy−2k.

Supposons maintenant que

y2(k+1)n+2 ≤
n∑

j=0

αβ j + βn+1y−2k

et montrons que

y2(k+1)(n+1)+2 ≤
n+1∑

j=0

αβ j + βn+2y−2k.

En utilisant (2.36) on trouve

y2(k+1)(n+1)+2 = y2(k+1)n+2k+3+1 ≤ α + βy2(k+1)n+2

et d’après l’hypothèse on obtient

y2(k+1)(n+1)+2 ≤ α + β


n∑

j=0

αβ j + βn+1y−2k

 =

n+1∑

j=0

αβ j + βn+2y−2k.

Par induction sur i on peut montrer les cas i ∈ {2, ..., k}.

3. La preuve est similaire que celle de 2.

Proposition 2.2.1 Supposons que β < 1. Alors, toute solution de l’équation (2.28) est perma-

nente.

Preuve. Soit {yn}+∞n=−2k−1 une solution de l’équation (2.28). Du Lemme 2.2.3 on a

y2(k+1)n ≤ α
1 − βn

1 − β + βny0, ∀n ≥ 0.

y2(k+1)n+2i ≤ α
1 − βn+1

1 − β + βn+1y−2k+2i−2, ∀n ≥ 0, ∀i ∈ {1, ..., k}.

y2(k+1)n+2i+1 ≤ α
1 − βn+1

1 − β + βn+1y−2k+2i−1, ∀n ≥ 0, ∀i ∈ {0, ..., k}.
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Comme β < 1, alors

y2(k+1)n ≤ α
1 − β + y0, ∀n ≥ 0.

y2(k+1)n+2i ≤ α
1 − β + y−2k+2i−2, ∀n ≥ 0, ∀i ∈ {1, ..., k}.

y2(k+1)n+2i+1 ≤ α
1 − β + y−2k+2i−1, ∀ n ≥ 0, ∀i ∈ {0, ..., k}.

C’est à dire pour tout n ≥ 0 on a

y2(k+1)n ≤ α
1−β + y0.

y2(k+1)n+1 ≤ α
1−β + y−2k−1.

y2(k+1)n+2 ≤ α
1−β + y−2k.

y2(k+1)n+3 ≤ α
1−β + y−2k+1.

y2(k+1)n+4 ≤ α
1−β + y−2k+2.

...
...

y2(k+1)n+2k−2 ≤ α
1−β + y−4.

y2(k+1)n+2k−1 ≤ α
1−β + y−3.

y2(k+1)n+2k ≤ α
1−β + y−2.

y2(k+1)n+2k+1 ≤ α
1−β + y−1.

Donc

∃M > 0, yn ≤M, ∀n ≥ 0.

où

M =
α

1 − βmax
(
1 + y−2k−1, 1 + y−2k, 1 + y−2k+1, 1 + y−2k+2, . . . , 1 + y−1, 1 + y0

)
.

En utilisant cette dernière inégalité on trouve

yn+1 =
α + βyn−2k−1

1 +
k∏

i=l
ymi

n−2i

≥ α
1 + Mp = m, ∀n ≥ 2k + 1,

d’où le résultat.

Proposition 2.2.2 Supposons β < 1. Soit {yn}+∞n=−2k−1 une solution de l’équation (2.28) et soient

Λ = lim sup yn
n→+∞

et λ = lim inf yn
n→+∞

, alors Λ et λ vérifient l’estimation suivante

α + βλ

1 + Λp ≤ λ ≤ Λ ≤ α + βΛ

1 + λp . (2.37)
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Preuve. Soit β < 1 et soit {yn}+∞n=−2k−1 une solution de l’équation (2.28). D’après la Propo-

sition 2.2.1 la solution {yn}+∞n=−2k−1 est bornée. Par définition on a pour tout ε ∈ (0, λ), il

existe n0 ∈N tel que

λ − ε ≤ yn ≤ Λ + ε, ∀n ≥ n0,

donc

λ − ε ≤ yn−2k−1 ≤ Λ + ε, ∀n ≥ n0 + 2k + 1

et

1 + (λ − ε)p ≤ 1 +

k∏

i=l

ymi
n−2i ≤ 1 + (Λ + ε)p, ∀n ≥ n0 + 2k,

ce qui implique

α + β(λ − ε) ≤ α + βyn−2k−1 ≤ α + β(Λ + ε), ∀n ≥ n0 + 2k + 1

et
1

1 + (Λ + ε)p ≤
1

1 +
k∏

i=l
ymi

n−2i

≤ 1
1 + (λ + ε)p , ∀n ≥ n0 + 2k.

Alors
α + β(λ − ε)
1 + (Λ + ε)p ≤ yn+1 ≤

α + β(Λ + ε)
1 + (λ − ε)p , ∀n ≥ n0 + 2k + 1.

En passant à la limite lorsque ε −→ 0 on obtient (2.37).

Lemme 2.2.4 Supposons β > 2. Alors les assertions suivantes sont vérifiées

1. Si x > p
√
β − 1 + α

p
√
β−1
, alors p

√
β − 1 > α

xp−β+1 .

2. Si x > p
√
β − 1 et y > α

xp−β+1 , alors y > α+βy
1+xp .

Preuve.

1. Soit x > p
√
β − 1 + α

p
√
β−1
, donc

xp >

p∑

k=0

Ck
p

(
p
√
β − 1

)k


α
p
√
β − 1


p−k

.

De cette inégalité on trouve

xp >
αp

β − 1
+

(
β − 1

) p−1
p

αp
p
√
β − 1

+ β − 1,
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ce qui implique

xp >
(
β − 1

) p−1
p

αp
p
√
β − 1

+ β − 1.

D’où
p
√
β − 1(xp − β + 1) > pα

(
β − 1

) p−1
p > α,

car β > 2 et p ≥ 2.

2. Supposons que

x > p
√
β − 1 et y >

α
xp − β + 1

.

Alors

(xp − β + 1)y > α,

d’où

(xp + 1)y > α + βy.

Théorème 2.2.3 Supposons β > 2. Alors l’équation (2.28) a des solutions non bornées.

Preuve. Supposons β > 2. Soit {yn}+∞n=−2k−1 une solution de l’équation (2.28) avec les

conditions initiales y−2k−1, y−2k, y−2k+1, ..., y−2, y−1, y0 vérifient

α

yp
−2k−1 − β + 1

< y0 < y−2 < · · · < y−2k <
p
√
β − 1 (2.38)

et

y−1 > · · · > y−2k+1 > y−2k−1 >
p
√
β − 1 +

α
p
√
β − 1

. (2.39)

On considère les sous suites de {yn}+∞n=−2k−1 suivantes

{y2(k+1)n−2k+2 j−1}+∞n=0 et {y2(k+1)n−2k+2 j}+∞n=0,

où j ∈ {0, . . . , k}.
Montrons, par récurrence, que ∀n ≥ 1 on a

α

yp
2(k+1)n−2k+2 j−1 − β + 1

< y2(k+1)n−2k+2 j < y2(k+1)(n−1)−2k+2 j <
p
√
β − 1 (2.40)
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et

y2(k+1)n−2k+2 j−1 > y2(k+1)(n−1)−2k+2 j−1 >
p
√
β − 1 +

α
p
√
β − 1

. (2.41)

c’est à dire la sous suite {y2(k+1)n−2k+2 j−1}+∞n=0 (resp. {y2(k+1)n−2k+2 j}+∞n=0) est croissante (resp.

est décroissante).

a) Pour n = 1, on a par définition

y2 j+1 =
α + βy2 j−2k−1

1 +
k∏

i=l
ymi

2 j−2i

.

De (2.38) on trouve
k∏

i=l

ymi
2 j−2i < β − 1,

donc

y2 j+1 >
α
β

+ y2 j−2k−1 >
p+q
√
β − 1 +

α
p+q
√
β − 1

. (2.42)

On a aussi

y2 j+2 =
α + βy2 j−2k

1 +
k∏

i=l
ymi

2 j−2i+1

.

De (2.39) on trouve
k∏

i=l
ymi

2 j−2i+1 > yp
2 j−2k+1, alors

y2 j+2 <
α + βy2 j−2k

1 + yp
2 j−2k+1

.

D’autre part on a

y2 j−2k+1 >
p
√
β − 1 +

α
p
√
β − 1

et

y2 j−2k >
α

yp
−2k−1 − β + 1

>
α

yp
−2 j−2k+1 − β + 1

.

En appliquant le Lemme 2.2.4, on trouve

y2 j+2 < y2 j−2k <
p
√
β − 1.
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linéaires

Montrons maintenant l’inégalité suivante

y2 j+2 >
α

yp
2 j+1 − β + 1

.

De (2.38), (2.39) et (2.42) on a

y2 j−2k >
α

yp
2k−1 − β + 1

>
α

yp
2 j−2k−1 − β + 1

>
α

yp
2 j+1 − β + 1

,

donc

y2 j−2k >
α
β


β + 1 + yp

2 j+1 − yp
2 j+1 − 1

yp
2 j+1 − β + 1

 =
α
β


1 + yp

2 j+1

yp
2 j+1 − β + 1

− 1

 ,

alors

y2 j−2k >
α
β



1 +
k∏

i=l
ymi

2 j−2i+1

yp
2 j+1 − β + 1


− α
β
,

ce qui implique

y2 j+2 =
α + βy2 j−2k

1 +
k∏

i=l
ymi

2 j−2i+1

>
α

yp
2 j+1 − β + 1

.

b) Supposons maintenant qu’on a (2.40) et (2.41) et montrons les deux estimations

suivantes
p
√
β − 1 +

α
p
√
β − 1

< y2(k+1)n−2k+2 j−1 < y2(k+1)(n+1)−2k+2 j−1 (2.43)

et

α

yp
2(k+1)(n+1)−2k+2 j+1 − β + 1

< y2(k+1)(n+1)−2k+2 j < y2(k+1)n−2k+2 j <
p
√
β − 1. (2.44)

De (2.40) on trouve

k∏

i=l

ymi
2(k+1)n+2 j−2i < yp

2(k+1)n+2 j−2k < β − 1,

donc

y2(k+1)(n+1)−2k+2 j−1 =
α + βy2(k+1)n−2k+2 j−1

1 +
k∏

i=l
ymi

2(k+1)n+2 j−2i

>
α
β

+ y2(k+1)n−2k+2 j−1, (2.45)

52



Chapitre 2. Comportement asymptotique des solutions de deux équations aux différences non
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d’où (2.43).

D’autre part on a

y2(k+1)(n+1)−2k+2 j =
α + βy2(k+1)n−2k+2 j

1 +
k∏

i=l
ymi

2(k+1)n+2 j−2i+1

<
α + βy2(k+1)n−2k+2 j

1 + yp
2(k+1)n+2 j−2k+1

,

alors

y2(k+1)(n+1)−2k+2 j <
α + βy2(k+1)n−2k+2 j

1 + yp
2(k+1)n+2 j−2k−1

Comme
p
√
β − 1 +

α
p
√
β − 1

< y2(k+1)n−2k+2 j−1

et

y2(k+1)n−2k+2 j >
α

yp
−2k−1 − β + 1

>
α

yp
2(k+1)n−2k+2 j−1 − β + 1

,

alors une autre application du Lemme 2.2.4, donne

y2(k+1)(n+1)−2k+2 j < y2(k+1)n−2k+2 j.

Montrons maintenant que

y2(k+1)(n+1)−2k+2 j >
α

yp
2(k+1)(n+1)−2k+2 j−1 − β + 1

. (2.46)

De (2.40) et (2.43) on obtient

y2(k+1)n−2k+2 j >
α

yp
2(k+1)n−2k+2 j−1 − β + 1

>
α

yp
2(k+1)(n+1)−2k+2 j−1 − β + 1

,

donc

y2(k+1)n−2k+2 j >
α
β


β + 1 + yp

2(k+1)(n+1)−2k+2 j−1 − yp
2(k+1)(n+1)−2k+2 j−1 − 1

yp
2(k+1)(n+1)−2k+2 j−1 − β + 1



=
α
β


1 + yp

2(k+1)(n+1)−2k+2 j−1

yp
2(k+1)(n+1)−2k+2 j−1 − β + 1

 −
α
β
,

alors

α + βy2(k+1)n−2k+2 j > α


1 + yp

2(k+1)(n+1)−2k+2 j−1

yp
2(k+1)(n+1)−2k+2 j−1 − β + 1

 . (2.47)
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D’autre côté on a

k∏

i=l

ymi
2(k+1)n+2 j−2i+1 <

k∏

i=l

ymi
2(k+1)(n+1)+2 j−2i+1 < yp

2(k+1)(n+1)−2k+2 j−1. (2.48)

En combinant (2.47) et (2.48) on trouve l’inégalité (2.46).

Maintenant de l’inégalité (2.45), on obtient

y2(k+1)n−2k+2 j−1 >
α
β

+ y2(k+1)(n−1)−2k+2 j−1 > · · · > n
α
β

+ y−2k+2 j−1, ∀n ≥ 0.

Ce qui implique

lim
n→+∞

y2(k+1)n−2k+2 j−1 = +∞, ∀ j ∈ {0, . . . , k}

et

lim
n→+∞

y2(k+1)n−2k+2 j = 0, ∀ j ∈ {0, . . . , k}.

Stabilité globale

Le théorème suivant donne la stabilité globale du point d’équilibre positif de

l’équation (2.28) dans le cas où β < 1 et α < p
(

1−β
p−1

) p+1
p
.

Théorème 2.2.4 Supposons que β < 1. Si α < p
(

1−β
p−1

) p+1
p
, alors le point d’équilibre y ∈

]0,
(

1−β
p−1

) 1
p [ de l’équation (2.28) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Soit {yn}+∞n=−2k−1 une solution de l’équation (2.28). Comme β < 1, alors la solution

{yn}∞n=−2k−1 est bornée. Soit Λ = lim sup yn
n→+∞

et λ = lim inf yn
n→+∞

. En utilisant la Proposition

2.2.2, on obtient
α + βλ

1 + Λp ≤ λ ≤ Λ ≤ α + βΛ

1 + λp .

Donc

α + βλ ≤ λ + λΛp, (2.49)

et

Λ + λpΛ ≤ α + βΛ. (2.50)
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Multiplions (2.49) par λp−1 et (2.50) par Λp−1 on trouve

αλp−1 + βλp ≤ λp + λpΛp, (2.51)

et

Λp + λpΛp ≤ αΛp−1 + βΛp. (2.52)

De (2.52) on obtient

λpΛp ≤ αΛp−1 + (β − 1)Λp. (2.53)

En combinant (2.51) et (2.53) on trouve

αλp−1 + βλp ≤ λp + αΛp−1 + (β − 1)Λp.

D’où

(1 − β)λp − αλp−1 ≥ (1 − β)Λp − αΛp−1. (2.54)

Maintenant on considère la fonction h :]0,+∞[−→ R définie par

h(x) = (1 − β)xp − αxp−1.

Alors

h′(x) = xp−2 [p(1 − β)x − (p − 1)α
]
,

donc la fonction h est croissante sur
]
α(p−1)
p(1−β) ,+∞

[
.

On a montré dans le Lemme (2.2.2) que si β < 1 et α < p
(

1−β
p−1

) p+1
p
, alors y ∈

]
0,

(
1−β
p−1

) 1
p
[

et f
((

1−β
p−1

) 1
p
)
> 0 où f est la fonction définie par (2.30). Montrons maintenant que

f
(
α(p−1)
p(1−β)

)
< 0, c’est à dire que y ∈

]
α(p−1)
p(1−β) ,

(
1−β
p−1

) 1
p
[
.

On a

f
(
α(p − 1)
p(1 − β)

)
=

(
α(p − 1)
p(1 − β)

)p+1

+
α(p − 1)

p
− α

=

(
α(p − 1)
p(1 − β)

)p+1

− α
p

=
α
p


(
α
p

)p (p − 1
1 − β

)p+1

− 1

 ,

mais

α < p
(

1 − β
p − 1

) p+1
p

⇒
(
α
p

)p

<

(
1 − β
p − 1

)p+1

,

55



Chapitre 2. Comportement asymptotique des solutions de deux équations aux différences non
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donc (
α
p

)p (p − 1
1 − β

)p+1

< 1,

d’où f
(
α(p−1)
p(1−β)

)
< 0. Alors y ∈

]
α(p−1)
p(1−β) ,

(
1−β
p−1

) 1
p
[
.

Supposons que λ , Λ, i.e Λ < λ. On a, par définition, λ ≤ y ≤ Λ est comme

y ∈

α(p − 1)

(p)(1 − β)
,

(
1 − β
p − 1

) 1
p


donc

λ,Λ ∈

α(p − 1)
p(1 − β)

,

(
1 − β
p − 1

) 1
p
 .

Alors h(λ) < h(Λ) car h est croissante sur
]
α(p)

p(1−β) ,
(

1−β
p−1

) 1
p
[
. Ce qui est contradictoire avec

l’inégalité (2.54).

D’où, λ = Λ = y et y est globalement attractif. Et comme y est localement asymptoti-

quement stable alors il est globalement asymptotiquement stable.

2.2.2 Cas α = 0

Maintenant on va étudier l’équation (2.28) dans le cas où α = 0.

Il est clair que si α = 0, l’équation (2.28) devient

yn+1 =
βyn−2k−1

1 +
k∏

i=l
ymi

n−2i

, n = 0, 1, .... (2.55)

Lemme 2.2.5 L’équation (2.55) a deux points d’équilibre, y1 = 0 et y2 = (β − 1)
1
p si β > 1 et

un seul point d’équilibre y1 = 0 si β ≤ 1.

Preuve. Considérons la fonction

F(y) = y(yp + 1 − β). (2.56)
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Il est clair que y est un point d’équilibre de l’équation (2.55) si et seulement si y est un

zéro de la fonction définie par (2.56).

De (2.56) on a

F(y) = 0⇐⇒ y = 0 ou y = (β − 1)
1
p .

De la même manière que la démonstration du Lemme 2.2.3 on peut montrer la

proposition suivante

Proposition 2.2.3 Soit {yn}+∞n=−2k−1 une solution de l’équation (2.55). Alors

y2(k+1)n ≤ βny0, ∀n ≥ 0. (2.57)

y2(k+1)n+2i ≤ βn+1y−2k+2i−2, ∀n ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , k}. (2.58)

y2(k+1)n+2i+1 ≤ βn+1y−2k+2i−1, ∀n ≥ 0, ∀i ∈ {0, . . . , k}. (2.59)

Lemme 2.2.6 Supposons que β < 1. Soit {yn}+∞n=−2k−1 une solution de l’équation (2.55). Alors

∃M > 0, ∃ n0 ∈N, yn ≤M, ∀n ∈Nn0

Preuve. La preuve est similaire à celle de la Proposition 2.2.1.

Théorème 2.2.5 Supposons β > 1. Soit {yn}+∞n=−2k−1 une solution de l’équation (2.55) et y2 =

(β − 1)
1
p . Si l’une des conditions suivantes est vérifiée

(b1) y−2k−1, y−2k+1, ..., y−1 < y2 ≤ y−2k, y−2k+2, ..., y0

(b2) y−2k, y−2k+2, ..., y0 < y2 ≤ y−2k−1, y−2k+1, ..., y−1

alors la solution {yn}∞n=−2k−1 est oscillatoire autour du point y2.

Preuve. La preuve est similaire à celle du Théorème 2.2.2.

Théorème 2.2.6 On a les assertions suivantes

1. Le point d’équilibre y1 = 0 de l’équation (2.55) est localement asymptotiquement stable

si β < 1 et il est instable si β > 1.
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2. De plus, si β < 1 alors, y1 = 0 est globalement asymptotiquement stable.

3. Si β > 1, alors le point d’équilibre y2 = (β − 1)
1
p de l’équation (2.55) est instable.

Preuve.

1. L’équation linéaire associée à l’équation (2.55) autour du point d’équilibre y1 = 0

est

zn+1 = βzn−2k−1, n ∈N.

L’équation caractéristique associée à cette équation est

λ2k+2 − β = 0. (2.60)

Donc |λ| < 1 (resp. |λ| > 1) pour toutes les racines de (2.60) si β < 1 (resp. si β > 1).

Alors, le point y1 = 0 est localement asymptotiquement stable si β < 1 et il est

instable si β > 1.

2. La preuve est une conséquence directe de la Proposition 2.2.3.

3. L’équation linéaire associée à l’équation (2.55) autour du point d’équilibre y2 =

p
√
β − 1 est

zn+1 =
1 − β
β

k∑

i=l

mizn−2i + zn−2k−1, n ∈N.

L’équation caractéristique associée à cette équation est

λ2k+2 +
β − 1
β

k∑

i=l

miλ
2k−2i+1 − 1 = 0.

Considérons la fonction 12 définie par

12(λ) = λ2k+2 +
β − 1
β

k∑

i=l

miλ
2k−2i+1 − 1.

Donc

lim
λ→−∞

12(λ) = +∞, et 12(−1) = −β − 1
β

p < 0,

alors la fonction 12 a un zéro dans ]−∞,−1[.D’où le point y2 = p
√
β − 1 est instable.
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2.3 Exemples numériques

Exemple 2.3.1 Soit l’équation (2.3) avec α = 0.25, β = 0.5, p = 2, q = 3, y0 = 0.8, y−1 = 0.33,

y−2 = 1.5, donc l’équation (2.3) devient

yn+1 =
0.25 + 0.5yn−1

1 + y2
ny3

n−2

, n = 0, 1, ... (2.61)

On a β < 1 et α < (p + q)
(

1−β
p+q−1

) p+q+1
p+q � 0, 412346222, d’où le point d’équilibre y ∈

]0, 0.6597539553[ est globalement asymptotiquement stable. (Voir Figure 2.1)

F. 2.1 – L’attractivité globale du point d’équilibre y de l’équation (2.61).

Exemple 2.3.2 On considère l’équation (2.28) avec α = 0.35, β = 0.5, l = 2, k = 4, m2 = 2,

m3 = 3, m4 = 4, y0 = 5.85, y−1 = 0.89, y−2 = 0.35, y−3 = 4.55, y−4 = 0.65, y−5 = 3.15,

y−6 = 0.75, y−7 = 2.35, y−8 = 1.25, y−9 = 0.25, donc l’équation (2.28) devient

yn+1 =
0.35 + 0.5yn−9

1 + y2
n−4y3

n−6y4
n−8

, n = 0, 1, ... (2.62)

On a p = m2 + m3 + m4 = 9, β < 1 et α < p
(

1−β
p−1

) p+1
p � 0, 413362953, d’où le point d’équilibre

y ∈]0, 0.7348672687[ est globalement asymptotiquement stable. (Voir Figure 2.2)
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F. 2.2 – L’attractivité globale du point d’équilibre y de l’équation (2.62).

Exemple 2.3.3 On considère l’équation (2.55) avec β = 0.6, l = 3, k = 5, m3 = 1, m4 = 3,

m5 = 2, y0 = 1.25, y−1 = 0.35, y−2 = 4.75, y−3 = 2.89, y−4 = 1.35, y−5 = 4.55, y−6 = 0.65,

y−7 = 3.15, y−8 = 0.75, y−9 = 1.15, y−10 = 0.25, y−11 = 0.1, donc l’équation (2.55) devient

yn+1 =
0.6yn−11

1 + yn−6y3
n−8y2

n−10

, n = 0, 1, ... (2.63)

On a β < 1 d’où le point d’équilibre y = 0 est globalement asymptotiquement stable. (Voir

Figure 2.3).

F. 2.3 – L’attractivité globale du point d’équilibre y = 0 de l’équation (2.63).

60



CHAPITRE 3

Sur quelques systèmes d’équations aux

différences non linéaires

Ce chapitre comporte deux parties, dans la première partie on s’intéresse à l’étude

du comportement global des solutions d’un système d’équations aux différences ra-

tionnelles d’ordre trois et la deuxième partie est consacrée à l’étude de la stabilité locale

et globale des points d’équilibre d’un système d’équations aux différences rationnelles

d’ordre deux.
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3.1 Étude du comportement des solutions d’un système

d’équations aux différences non linéaires d’ordre trois

Shojaei et al. [34] ont étudié la stabilité et les propriétés des solutions de l’équation

aux différences rationnelle d’ordre trois suivante

yn+1 =
αyn−2

β + γynyn−1yn−2
, n = 0, 1, ...,

où les paramètres α, β, γ et les conditions initiales y−2, y−1, y0 sont des nombres réels

strictement positifs.

Notre objectif dans cette partie est d’établir la stabilité globale et la périodicité des

solutions du système suivant

tn+1 =
αtn−2

β + γzk
nzk

n−1zk
n−2

, zn+1 =
α′zn−2

β′ + γ′tk
ntk

n−1tk
n−2

, n = 0, 1, ..., (3.1)

où les conditions initiales t−2, t−1, t0, z−2, z−1, z0 et les paramètres α, α′ , β, β′ , γ, γ′ sont

des nombres réels strictement positifs telles que α , β et α′ , β′ et k ≥ 1 est un entier

fixé.

Remarque 3.1.1 Il est clair qu’on peut écrire (3.1) sous la forme

tn+1 =
atn−2

1 + bzk
nzk

n−1zk
n−2

, zn+1 =
a′zn−2

1 + b′tk
ntk

n−1tk
n−2

, n = 0, 1, ..., (3.2)

où a = α
β , a′ = α′

β′ , b =
γ
β , et b′ =

γ
′

β′ .

Lemme 3.1.1 Le système (3.2) est équivalent au système suivant

xn+1 =
axn−2

1 + yk
nyk

n−1yk
n−2

, yn+1 =
a′yn−2

1 + xk
nxk

n−1xk
n−2

, n = 0, 1, ... (3.3)

Preuve. On pose pour tout n ≥ −2,

(xn, yn) = (
3k√

b′tn,
3k√

bzn).
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Donc

tn+1 =
1

3k√
b′

xn+1 et zn+1 =
1

3k√
b

yn+1,

tn−2 =
1

3k√
b′

xn−2 et zn−2 =
1

3k√
b

yn−2,

b′tk
ntk

n−1tk
n−2 = xk

nxk
n−1xk

n−2 et bzk
nzk

n−1zk
n−2 = yk

nyk
n−1yk

n−2.

Substituons les formules ci-dessus dans (3.2) on trouve le système (3.3).

Remarque 3.1.2 D’après le lemme précédent, il suffit d’étudier le système (3.3) à la place du

système (3.2).

3.1.1 Comportement global

Dans ce paragraphe, on s’intéresse à donner un résultat sur la stabilité locale et

globale des points d’équilibre du système (3.3).

Lemme 3.1.2 (x1, y1) = (0, 0) est toujours un point d’équilibre du système (3.3).

Si a > 1 et a′ > 1, le système (3.3) a aussi le point d’équilibre positif (x2, y2) = ( 3k√a′ − 1, 3k√a − 1).

Preuve. Soit (x, y) un point d’équilibre du système (3.3), alors

x =
ax

1 + y3k
, et y =

a′y

1 + x3k
.

Donc

x(y3k − a + 1) = 0 et y(x3k − a′ + 1) = 0.

Comme a , 1 et a′ , 1, alors (x1, y1) = (0, 0) est toujours solution de ces deux équations

et si a > 1 et a′ > 1, on trouve la deuxième solution (x2, y2) = ( 3k√a′ − 1, 3k√a − 1).

Théorème 3.1.1 (i) Supposons que a < 1 et a′ < 1, alors le point d’équilibre (x1, y1) = (0, 0)

du système (3.3) est localement asymptotiquement stable et il est instable si a > 1 ou

a′ > 1.
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(ii) Supposons que a > 1 et a′ > 1, alors le point d’équilibre (x2, y2) = ( 3k√a′ − 1, 3k√a − 1) du

système (3.3) est instable.

Preuve. Soint (x, y) un point d’équilibre du système (3.3).

Le système linéaire associé au système (3.3) autour de (x, y) est

Xn+1 = A Xn, (3.4)

où Xn = (xn, xn−1, xn−2, yn, yn−1, yn−2)t, A est la matrice jacobienne, en (x, y), associée à la

fonction vectorielle F, et

F : R3
+ ×R3

+ −→ R3
+ ×R3

+

u0

u1

u2

v0

v1

v2



−→ F





u0

u1

u2

v0

v1

v2





=



f (u0,u1,u2, v0, v1, v2)

u0

u1

1(u0,u1,u2, v0, v1, v2)

v0

v1



f , 1 : R3
+ ×R3

+ −→ R3
+ ×R3

+(
(u0,u1,u2, v0, v1, v2)t

)
−→ f , 1

(
(u0,u1,u2, v0, v1, v2)t

)
,

où

f
(
(u0,u1,u2, v0, v1, v2)t

)
=

au2

1 + vk
0 + vk

1 + vk
2

,

et

1
(
(u0,u1,u2, v0, v1, v2)t

)
=

a′v2

1 + uk
0 + uk

1 + uk
2

.

Donc par définition, on a

A =



∂ f
∂u0

(X) ∂ f
∂u1

(X) ∂ f
∂u2

(X) ∂ f
∂v0

(X) ∂ f
∂v1

(X) ∂ f
∂v2

(X)

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0
∂1
∂u0

(X) ∂1
∂u1

(X) ∂1
∂u2

(X) ∂1
∂v0

(X) ∂1
∂v1

(X) ∂1
∂v2

(X)

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0



,
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où X = (x, x, x, y, y, y).

En utilisant les formules de f et 1 on trouve

(i) Au point (x1, y1) = (0, 0), X = (0, 0, 0, 0, 0, 0), et

A =



0 0 a 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 a′

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0



.

Donc

det(A − λI6) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 0 a 0 0 0

1 −λ 0 0 0 0

0 1 −λ 0 0 0

0 0 0 −λ 0 a′

0 0 0 1 −λ 0

0 0 0 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

d’où l’équation caractéristique du système (3.4) est

(λ3 − a)(λ3 − a′) = 0. (3.5)

Si a < 1 et a′ < 1, on trouve que toutes les racines de l’équation caractéristiqe (3.5)

sont de modules inférieur strictement à un. Donc d’après le Théorème 1.3.1, le

point d’équilibre (x1, y1) = (0, 0) est localement asymptotiquement stable.

Si a > 1 ou a′ > 1, alors il existe au moins une racine de (3.5) de module supérieur

strictement à un, et encore une fois par le Théorème 1.3.1, le point d’équilibre

(x1, y1) = (0, 0) est instable.

(ii) Au point (x2, y2) = ( 3k√a′ − 1, 3k√a − 1), on a

X = (
3k√

a′ − 1,
3k√

a′ − 1,
3k√

a′ − 1,
3k√

a − 1,
3k√

a − 1,
3k√

a − 1).
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Donc

A =



0 0 1 δ δ δ

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

σ σ σ 0 0 1

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0



,

où

δ = −k(a − 1) 3k√a′ − 1

a 3k√a − 1
, σ = −k(a′ − 1) 3k√a − 1

a′ 3k√a′ − 1
.

Le polynôme caractéristique du système (3.4) dans ce cas est

P(λ) = det(A − λI6) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 0 1 δ δ δ

1 −λ 0 0 0 0

0 1 −λ 0 0 0

σ σ σ −λ 0 1

0 0 0 1 −λ 0

0 0 0 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

d’où

P(λ) = λ6 − k2(a − 1)(a′ − 1)
aa′

λ4 − 2(1 +
k2(a − 1)(a′ − 1)

aa′
)λ3 (3.6)

−3
k2(a − 1)(a′ − 1)

aa′
λ2 − 2

k2(a − 1)(a′ − 1)
aa′

λ + 1 − k2(a − 1)(a′ − 1)
aa′

.

De (3.6) on a

P(1) = −9
k2(a − 1)(a′ − 1)

aa′
< 0, (3.7)

et

lim
λ→+∞

P(λ) = +∞

Donc P a un zéro dans ]1,+∞[. D’après le Théorème 1.3.1, le point d’équilibre

(x2, y2) = ( 3k√a′ − 1, 3k√a − 1) est instable.

Le théorème suivant confirme la stabilité globale du point d’équilibre (x1, y1) = (0, 0).
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Théorème 3.1.2 Supposons que a < 1 et a′ < 1, alors le point d’équilibre (x1, y1) = (0, 0) du

système (3.3) est globalement asymptotiquement stable.

Ce théorème est une consequence du Théorème 3.1.1 et le lemme suivant.

Lemme 3.1.3 Soit {(xn, yn)}+∞n=−2 une solution du système (3.3), alors pour tout n ≥ 0 on a

x3n ≤ anx0, y3n ≤ a′ny0. (3.8)

x3n+1 < an+1x−2, y3n+1 < a′n+1y−2. (3.9)

x3n+2 < an+1x−1, y3n+2 < a′n+1y−1. (3.10)

Preuve. Du système (3.3) on a

xn+1 < axn−2, yn+1 < a′yn−2, ∀n ≥ 0. (3.11)

Montrons, par récurrence l’estimation (3.8) et de la même manière on peut montrer

(3.9) et (3.10).

Pour n=0, évident.

Supposons maintenant qu’on a (3.8) et montrons que

x3(n+1) ≤ an+1x0, y3(n+1) ≤ a′n+1y0

De (3.11) on obtient

x3(n+1) = x3n+2+1 < ax3n

et

y3(n+1) = y3n+2+1 < ay3n.

En utilisant l’hypothèse on trouve le résultat.

Exemple 3.1.1 Soit k = 4, a = 3/5 et a′ = 5/8, x−2 = 0.25, x−1 = 0.14, x0 = 0.3, y−2 = 0.2,

y−1 = 0.6, y0 = 0.3. alors on obtient le système suivant

xn+1 =
3
5xn−2

1 + y4
ny4

n−1y4
n−2

, yn+1 =
5
8 yn−2

1 + x4
nx4

n−1x4
n−2

. (3.12)
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F. 3.1 – L’attractivité globale du point d’équilibre (x1, y1) = (0, 0) du système (3.12).

3.1.2 Périodicité des solutions

Théorème 3.1.3 Supposons a > 1 et a′ > 1, alors le système (3.3) a une solution périodique

de période trois.

Preuve. Soit

{
...,

(
p1, q1

)
,
(
p2, q2

)
,
(
p3, q3

)
,
(
p1, q1

)
,
(
p2, q2

)
,
(
p3, q3

)
, ...

}

une solution périodique de période trois du système (3.3). Alors

p1 =
ap1

1 + qk
1qk

2qk
3

, q1 =
a′q1

1 + pk
1pk

2pk
3

,

p2 =
ap2

1 + qk
1qk

2qk
3

, q2 =
a′q2

1 + pk
1pk

2pk
3

,

p3 =
ap3

1 + qk
1qk

2qk
3

, q3 =
a′q3

1 + pk
1pk

2pk
3

.

De ces équations, on trouve

p1p2p3 =
k√
a′ − 1 et q1q2q3 =

k√
a − 1,

et la solution périodique prend la forme
{(

p1, q1
)
,
(
p2, q2

)
,

( k√a′ − 1
p1p2

,
k√a − 1
q1q2

)
,
(
p1, q1

)
,
(
p2, q2

)
,

( k√a′ − 1
p1p2

,
k√a − 1
q1q2

)
, ...

}
.
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Exemple 3.1.2 Soit k = 3, a = 35
8 , a′ = 65

64 , x−2 = 2, x−1 = 4, y−2 = 5, y−1 = 3, x0 =
k√a′−1

x−2×x−1
=

1
32 , y0 =

k√a−1
y−2×y−1

= 1
10 . Alors la solution du système (3.3) est

{
(2, 5) , (4, 3) ,

( 1
32
,

1
10

)
, (2, 5) , (4, 3) ,

( 1
32
,

1
10

)
, ...

}
.

3.1.3 Oscillation et existence d’une solution non bornée

Théorème 3.1.4 Supposons a > 1 et a′ > 1. Soit
{
(xn, yn)

}+∞
n=−2 une solution du système (3.3)

tel que

(i) x−2, x−1, x0 ≥ x2 et y−2, y−1, y0 < y2

ou

(ii) x−2, x−1, x0 < x2 et y−2, y−1, y0 ≥ y2.

Alors
{
(xn, yn)

}+∞
n=−2 est non oscilatoire autour du point d’équilibre (x2, y2).

Preuve. Supposons que (i) est vérifiée, le cas (ii) se démontre de la même manière.

De (3.3), on a

x1 =
ax−2

1 + yk
0yk
−1yk

−2

>
ax2

1 + y3k
2

= x2,

y1 =
a′y−2

1 + xk
0xk
−1xk
−2

<
a′y2

1 + x3k
2

= y2,

x2 =
ax−1

1 + yk
1yk

0yk
−1

>
ax2

1 + y3k
2

= x2,

y1 =
a′y−1

1 + xk
1xk

0xk
−1

<
a′y2

1 + x3k
2

= y2.

Et par inductions on trouve le résultat.

Le théorème suivant montre l’éxistence d’une solution non bornée du système (3.3).

Théorème 3.1.5 Supposons a > 1 et a′ > 1. Soit
{
(xn, yn)

}+∞
−2 une solution du système (3.3).

Alors on a les assertions suivantes

(i) Si x−2,x−1,x0 ∈
]
0, x2

[
et y−2,y−1,y0 ∈

]
y2,+∞

[
. Alors lim xn

n→+∞
= 0 et

{
yn

}+∞
n=−2 est non bornée.
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(ii) Si x−2,x−1,x0 ∈
]
x2,+∞

[
et y−2,y−1,y0 ∈

]
0, y2

[
. Alors lim yn

n→+∞
= 0 et {xn}+∞n=−2 est non bornée.

Preuve.

(i) Du Théorème 3.1.4, on peut supposer que la solution
{
(xn, yn)

}+∞
n=−2 du système (3.3)

est vérifée

xn < x2 et yn > y2, ∀n ≥ 0.

Alors

x3n+3 =
ax3n

1 + yk
3n+2yk

3n+1yk
3n

<
ax3n

1 + y3k
2

= x3n,

x3n+4 =
ax3n+1

1 + yk
3n+3yk

3n+2yk
3n+1

<
ax3n+1

1 + y3k
2

= x3n+1,

x3n+5 =
ax3n

1 + yk
3n+4yk

3n+3yk
3n+2

<
ax3n+2

1 + y3k
2

= x3n+2,

y3n+3 =
a′y3n

1 + xk
3n+2xk

3n+1xk
3n

>
a′y3n

1 + x3k
2

= y3n,

y3n+4 =
a′y3n+1

1 + xk
3n+3xk

3n+2xk
3n+1

>
a′y3n+1

1 + x3k
2

= y3n+1,

y3n+5 =
a′y3n+2

1 + xk
3n+4xk

3n+3xk
3n+2

>
a′y3n+2

1 + x3k
2

= y3n+2,

d’où lim xn
n→+∞

= 0 et
{
yn

}+∞
n=−2 est non bornée.

La preuve de (ii) est similaire que celle de (i).

3.2 Étude du comportement des solutions d’un système

d’équations aux différences non linéaires d’ordre deux

Dans [11] l’auteur a discuté le comportement global des solutions du système

un+1 =
un + un−1

a1 + vnvn−1
, vn+1 =

vn + vn−1

a2 + unun−1
, n = 0, 1, ..., (3.13)

où les paramètres a1, a2 et les conditions initiales u−1, u0, v−1, v0 sont des nombres réels

strictement positifs. Il a utilisé les résultats obtenus pour étudier le comportement des
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solutions de l’équation aux différences floue suivante

xn+1 =
xn + xn−1

p + xnxn−1
, n = 0, 1, ..., (3.14)

où p et les conditions initiales x0, x−1 sont des nombres flous strictement positifs.

Notre objectif dans cette partie est d’étudier le comportement asymptotique du système

de deux équations aux différences rationnelles suivant

xn+1 =
xn + xn−1

A + yp
nyq

n−1

, yn+1 =
yn + yn−1

B + xp
nxq

n−1

, n = 0, 1, ..., (3.15)

où les conditions initiales x−1, x0, y−1, y0 sont des nombres réels positifs, les paramètres

A, B sont des nombres réels strictement positifs et p, q sont des entiers positifs fixés.

Remarque 3.2.1 Le système (3.13) a été aussi étudié par Q. Zhang et W. Zhang [48].

3.2.1 Stabilité locale et globale

Lemme 3.2.1 On considère le système (3.15). Alors

1. (x1, y1) = (0, 0) est toujours un point d’équilibre du système (3.15).

2. Si A < 2 et B < 2, le système (3.15) a aussi le point d’équilibre positif (x2, y2) =

( p+q√2 − B, p+q√2 − A).

Preuve. Soit (x, y) un point d’équilibre du système (3.15), alors

x =
2x

A + yp+q et y =
2y

B + xp+q .

Donc

x(yp+q
+ A − 2) = 0 et y(xp+q

+ B − 2) = 0.

Alors

1. (x1, y1) = (0, 0) est toujours solution de ces deux équations.

2. Si A < 2 et B < 2, on trouve la deuxième solution (x2, y2) = ( p+q√2 − B, p+q√2 − A).
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Théorème 3.2.1 Supposons A > 2 et B > 2. Alors le point d’équilibre (x1, y1) = (0, 0) du

système (3.15) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Montrons tout d’abord que (x1, y1) = (0, 0) est localement asymptotiquement

stable.

On a le système linéaire associé au système (3.15) autour du point d’équilibre (x1, y1) =

(0, 0) est

Xn+1 = C Xn, (3.16)

où Xn = (xn, xn−1, yn, yn−1)t, C est la matrice jacobienne, en (x1, y1) = (0, 0), associée à la

fonction vectorielle F, et

F : R2
+ ×R2

+ −→ R2
+ ×R2

+

u0

u1

v0

v1



−→ F





u0

u1

v0

v1





=



f (u0,u1, v0, v1)

u0

1(u0,u1, v0, v1)

v0



f , 1 : R2
+ ×R2

+ −→ R2
+ ×R2

+(
(u0,u1, v0, v1)t

)
−→ f , 1

(
(u0,u1, v0, v1)t

)
,

où

f
(
(u0,u1, v0, v1)t

)
=

u0 + u1

A + vp
0vq

1

,

et

1
(
(u0,u1, v0, v1)t

)
=

v0 + v1

B + up
0uq

1

.

Donc par définition, on a

C =



∂ f
∂u0

(X) ∂ f
∂u1

(X) ∂ f
∂v0

(X) ∂ f
∂v1

(X)

1 0 0 0
∂1
∂u0

(X) ∂1
∂u1

(X) ∂1
∂v0

(X) ∂1
∂v1

(X)

0 0 1 0



,
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où X = (0, 0, 0, 0).

En utilisant les formules de f et 1 on trouve

C =



1
A

1
A 0 0

1 0 0 0

0 0 1
B

1
B

0 0 1 0



.

Donc

det(C − λI4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
A − λ 1

A 0 0

1 −λ 0 0

0 1 1
B − λ 1

B

0 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Alors l’équation caractéristique du système (3.16) autour du point (x1, y1) = (0, 0) est

(λ2 − 1
A
λ − 1

A
)(λ2 − 1

B
λ − 1

B
) = 0. (3.17)

Soit

P(λ) = (λ2 − 1
A
λ − 1

A
)(λ2 − 1

B
λ − 1

B
), (3.18)

alors

P(λ) = P1(λ)P2(λ),

où

P1(λ) = λ2 − 1
A
λ − 1

A

et

P2(λ) = λ2 − 1
B
λ − 1

B
.

Comme A > 2 donc 1 − 2
A > 0, d’où

P1(0) = − 1
A
< 0, P1(−1) = 1 > 0 et P1(1) = 1 − 2

A
> 0.

Donc les deux racines de l’équation P1(λ) = 0 sont de valeurs absolues inférieur stric-

tement à un.

De la même manière on trouve que les deux racines de l’équation P2(λ) = 0 sont de

valeurs absolues inférieur strictement à un.
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Alors toutes les racines de l’équation (3.17) sont de valeurs absolues inférieur stricte-

ment à un, donc d’après le Théorème 1.3.1 on trouve la stabilité asymptotique locale

du point (x1, y1) = (0, 0).

Montrons maintenant que

lim
n→+∞

xn = 0 et lim
n−→+∞

yn = 0.

Du système (3.15) on a

xn+1 ≤ 1
A

xn +
1
A

xn−1 et yn+1 ≤ 1
B

yn +
1
B

yn−1.

Si on considère l’équation aux différences linéaire définie par

zn+1 =
1
A

zn +
1
A

zn−1, n ∈N

où z−1 = x−1 et z0 = x0, on trouve

0 < xn ≤ zn, ∀n ≥ 1. (3.19)

D’autre côté on a

zn = c1λ
n
1 + c2λ

n
2 , ∀n ≥ 1

où λ1 et λ2 sont les deux racines distinctes de l’équation

P1(λ) = λ2 − 1
A
λ − 1

A
= 0,

i.e.,

λ1 =
1 +
√

1 + 4A
2A

, λ2 =
1 −
√

1 + 4A
2A

.

Il est clair que |λ2| < 1.

Montrons que |λ1| < 1. On a

A > 2 ⇒ 4A(A − 2) > 0

⇒ 4A2 − 8A > 0

⇒ 1 + 4A2 − 4A > 1 + 4A

⇒ 2A > 1 +
√

1 + 4A,
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donc |λ1| < 1, ce qui implique lim
n→+∞

zn = 0. En utilisant (3.19) on trouve lim
n→+∞

xn = 0.

De la même manière on peut montrer que lim
n→+∞

yn = 0. Et la démonstration est complète.

Théorème 3.2.2 Supposons A < 2 et B < 2. Alors les points d’équilibre (x1, y1) = (0, 0) et

(x2, y2) = ( p+q√2 − B, p+q√2 − A) du système (3.15) sont instables.

Preuve.

(i) Les racines de l’équation caractéristique (3.17) du système (3.16) autour du point

(x1, y1) = (0, 0) sont

λ1 =
1 +
√

1 + 4A
2A

, λ2 =
1 −
√

1 + 4A
2A

λ3 =
1 +
√

1 + 4B
2A

, λ4 =
1 −
√

1 + 4B
2B

.

Il est clair que |λ1| > 1 et |λ3| > 1 si A < 2 et B < 2. Donc le point d’équilibre

(x1, y1) = (0, 0) est instable.

(ii) De la même manière que la démonstration du Théorème 3.2.1 on trouve que le

système linéaire associé au système (3.15) autour du point d’équilibre (x2, y2) =

( p+q√2 − B, p+q√2 − A) est (3.16) où

C =



1
2

1
2 −pα −qα

1 0 0 0

−pµ −qµ 1
2

1
2

0 0 1 0



.

α = 1
2(2 − A)

p+q−1
p+q (2 − B)

1
p+q et µ = 1

2 (2 − B)
p+q−1

p+q (2 − A)
1

p+q .

Donc

det(C − λI4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2 − λ 1

2 −pα −qα

1 −λ 0 0

−pµ −qµ 1
2 − λ 1

2

0 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,
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d’où l’équation caractéristique du système (3.16) dans ce cas est

λ4 − λ3 − (
3
4

+ αµp2)λ2 + (
1
2
− 2αµpq)λ +

1
4
− αµq2 = 0. (3.20)

Soit

P3(λ) = λ4 − λ3 − (
3
4

+ αµp2)λ2 + (
1
2
− 2αµpq)λ +

1
4
− αµq2.

Alors

P3(1) = −αµp2 − 2αµpq − αµq2 < 0

et

lim
λ−→+∞

P3(λ) = +∞,

d’où (3.20) a une racine λ1 dans ]1,+∞[ avec |λ1| > 1. Ce qui donne l’instabilité

du point (x2, y2) = ( p+q√2 − B, p+q√2 − A).

3.2.2 Oscillation

Théorème 3.2.3 Supposons A < 2 et B < 2. Soit
{
(xn, yn)

}+∞
n=−1 une solution du système (3.15)

tels que

(i) x−1, x0 ≥ x2 et y−1, y0 < y2

ou

(ii) x−1, x0 < x2 et y−1, y0 ≥ y2.

Alors
{
(xn, yn)

}+∞
n=−1 est non oscillatoire autour du point d’équilibre (x2, y2).

Preuve. Supposons que la condition (i) est satisfaite et l’autre cas se démontre de la

même manière.
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De (3.15), on a

x1 =
x0 + x−1

A + yp
0yq
−1

>
2x2

A + yp+q
2

= x2,

y1 =
y0 + y−1

B + xp
0xq
−1

<
2y2

B + xp+q
2

= y2,

x2 =
x1 + x0

A + yp
1yq

0

>
2x2

A + yp+q
2

= x2,

y2 =
y1 + y0

B + xp
1xq

0

<
2y2

B + xp+q
2

= y2.

Par induction on trouve le résultat.

Exemple 3.2.1 On considère le systeme (3.15) avec A = 3.2, B = 4.35, p = 1, q = 3 et les

conditions initiales x−1 = 2.73, x0 = 0.47, y−1 = 0.15, y0 = 1.18. Alors le système (3.15)

devient

xn+1 =
xn + xn−1

3.2 + yny3
n−1

, yn+1 =
yn + yn−1

4.35 + xnx3
n−1

, n = 0, 1, ... (3.21)

(Voir Figure 3.2).
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F. 3.2 – L’attractivité globale du point d’équilibre (x1, y1) = (0, 0) du système (3.21).
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CHAPITRE 4

Sur un système d’équations aux

différences de type max

Dans [29] les auteurs ont étudié le comportement global des solutions de l’équation

aux différences de type max suivante

xn+1 =
max{A, xn}

xn−1
, n = 0, 1, ..., (4.1)

où le paramètre A et les conditions initiales x−1 et x0 sont des nombres réels strictement

positifs.

Notre objectif dans ce chapitre est d’étudier la périodicité et la bornitude des solutions

du système d’équations aux différences de type max suivant

xn+1 =
max{A, yn}

xn−1
, yn+1 =

max{A, xn}
yn−1

, n = 0, 1, ..., (4.2)

où le paramètre A et les conditions initiales x−1, y−1, x0, y0 sont des nombres réels stric-

tement positifs.

78
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4.1 Bornitude des solutions

Remarque 4.1.1 Toute solution du système (4.2) est strictement positive.

Lemme 4.1.1 Soit
{(

xn, yn
)}∞

n=−1 une solution du système (4.2). Pour n ≥ 0, on pose

In = max
{
1,

1
xn−1

}
×max

{
1,

1
yn−1

}
×max

{
1,

1
xn

}
×max

{
1,

1
yn

}
×max

{
A, xn, yn−1

}

×max
{
A, yn, xn−1

}
.

Alors

In = I0, ∀n ≥ 0.

Preuve. Observons que ∀n ≥ 0, on a

In+1 = max
{
1,

1
xn

}
×max

{
1,

1
yn

}
×max

{
1,

1
xn+1

}
×max

{
1,

1
yn+1

}

×max
{
A, xn+1, yn

} ×max
{
A, yn+1, xn

}

= max
{
1,

1
xn

}
×max

{
1,

1
yn

}
×max

{
1,

xn−1

max{A, yn}

}
×max

{
1,

yn−1

max{A, xn}
}

×max
{

A, yn,
max{A, yn}

xn−1

}
×max

{
A, xn,

max{A, xn}
yn−1

}

= max
{
1,

1
xn

}
×max

{
1,

1
yn

}
max

{
max{A, yn}, xn−1

}

max{A, yn} × max
{
max{A, xn}, yn−1

}

max{A, xn}

×max
{

max{A, yn},
max{A, yn}

xn−1

}
×max

{
max{A, xn}, max{A, xn}

yn−1

}

= max
{
1,

1
xn

}
×max

{
1,

1
yn

}
× 1

max{A, yn} ×max{A, yn, xn−1}

× 1
max{A, xn} ×max{A, xn, yn−1} ×max{A, yn} ×max

{
1,

1
xn−1

}

×max{A, xn} ×max
{

1,
1

yn−1

}
.

D’où

In+1 = In, ∀n ≥ 0.

Alors

In = I0, ∀n ≥ 0.
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Théorème 4.1.1 Toute solution du système (4.2) est bornée.

De plus, on a

(xn, yn) ∈
[ 1
I0
,

1
A

I0

]
×

[ 1
I0
,

1
A

I0

]
, ∀n ≥ 1,

où

I0 = max
{
1,

1
x−1

}
×max

{
1,

1
y−1

}
×max

{
1,

1
x0

}
×max

{
1,

1
y0

}

×max
{
A, x0, y−1

} ×max{A, y0, x−1}.

Preuve. Soit
{(

xn, yn
)}+∞

n=−1 une solution du système (4.2). On a

max{A, xn} ×max
{
1,

1
xn−1

}
×max

{
1,

1
yn−1

}
×max

{
1,

1
xn

}

×max
{

1,
1
yn

}
×max

{
A, xn, yn−1

} ×max{A, yn, xn−1} ≥ yn−1, ∀n ≥ 0.

Alors
max{A, xn}

yn−1
≥ 1

In
, ∀n ≥ 0,

donc

yn+1 ≥ 1
I0
, ∀n ≥ 0.

De la même manière on trouve

xn+1 ≥ 1
I0
, ∀n ≥ 0.

D’autre part, on a pour tout n ≥ 0

A ≤ max{A, yn, xn−1} (4.3)

max{A, xn} ≤ max{A, xn, yn−1} (4.4)

1 ≤ max
{
1,

1
xn

}
(4.5)

1 ≤ max
{

1,
1
yn

}
(4.6)
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1 ≤ max
{
1,

1
xn−1

}
(4.7)

En combinant (4.3)-(4.7) on obtient

A ×max{A, xn} ≤ max{A, yn, xn−1}max{A, xn, yn−1} ×max
{
1,

1
xn

}

×max
{

1,
1
yn

}
×max

{
1,

1
xn−1

}
. (4.8)

On a aussi
1

yn−1
≤ max

{
1,

1
yn−1

}
(4.9)

De (4.8) et (4.9) on trouve

yn+1 ≤ 1
A

In, ∀n ≥ 0.

D’où

yn+1 ≤ 1
A

I0, ∀n ≥ 0.

De la même manière, on obtient

xn+1 ≤ 1
A

I0, ∀n ≥ 0.

D’où

(xn, yn) ∈ [
1
I0
,

1
A

I0], ∀n ≥ 1.

Lemme 4.1.2 Le système (4.2) a un point d’équilibre strictement positif unique (x, y).

De plus,

(x, y) =


(1, 1) si A ≤ 1

(
√

A,
√

A) si A > 1.

Preuve. Soit (x, y) un point d’équilibre du système (4.2). Alors

x =
max{A, y}

x
et y =

max{A, x}
y

,

donc

x2
= max{A, y} et y2

= max{A, x}. (4.10)
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De (4.10) on trouve

x ≥
√

A et y ≥
√

A (4.11)

et

x2 ≥ y et y2 ≥ x. (4.12)

De (4.12) on obtient

x4 ≥ x et y4 ≥ y,

ce qui implique

x ≥ 1 et y ≥ 1. (4.13)

1. Supposons A ≤ 1. De (4.10) et (4.13) on obtient

x2
= y et y2

= x,

donc

x4
= x et y4

= y,

d’où (x, y) = (1, 1).

2. Soit maintenant A > 1. De (4.11) on trouve

x > 1 et y > 1. (4.14)

D’autre part de (4.10) on a

x2
= max{A,max{

√
A,
√

x}} = A et y2
= max{A,max{

√
A,

√
y}} = A.

D’où

(x, y) = (
√

A,
√

A).

Sinon

x = 1 ou y = 1,

ce qui est contradictoire avec (4.14).
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Lemme 4.1.3 Soit
{(

xn, yn
)}+∞

n=−1 une solution du système (4.2). Supposons qu’il existe un

entier N ≥ −1, tel que
(
xn, yn

)
= (x, y), ∀n ≥ N.

Alors
(
xn, yn

)
= (x, y), ∀n ≥ −1.

Preuve.

1. Supposons A > 1. Alors

xN+1 =
max{A, yN}

xN−1
=

max{A, y}
xN−1

= x

et

yN+1 =
max{A, xN}

yN−1
=

max{A, x}
yN−1

= y,

d’où

xN−1 =
max{A, y}

x
= x =

√
A

et

yN−1 =
max{A, x}

y
= y =

√
A.

Par induction on trouve
(
xn, yn

)
= (x, y), ∀n < N.

2. De la même manière on peut montrer que
(
xn, yn

)
= (x, y), ∀n < N dans le cas où

A ≤ 1.

4.2 Périodicité des solutions

Théorème 4.2.1 Supposons A = 1. Soit
{(

xn, yn
)}+∞

n=−1 une solution du système (4.2) avec

x−1 = α, x0 = β, y−1 = γ et y0 = δ. Alors
{(

xn, yn
)}+∞

n=−1 est périodique de période p = 10 et elle

est donnée comme suit.
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Cas 1 β ≤ 1, δ ≤ 1, γ ≥ 1 et α ≥ 1.

{(
xn, yn

)}∞
n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (

1
α
,

1
γ

), (
1
β
,

1
δ

), (
α
δ
,
γ

β
), (γ, α), (δ, β), (

1
γ
,

1
α

),

(
1
δ
,

1
β

), (
γ

β
,
α
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 2 β ≤ 1, δ ≤ 1, γ ≥ 1 et α ≤ 1.

{(
xn, yn

)}∞
n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (

1
α
,

1
γ

), (
1
β
,

1
αδ

), (
1
δ
,
γ

β
), (γ, α), (δ, β), (

1
γ
,

1
α

),

(
1
αδ
,

1
β

), (
γ

β
,

1
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 3 β ≤ 1, δ ≤ 1, γ ≤ 1, et α ≥ 1.

{(
xn, yn

)}∞
n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (

1
α
,

1
γ

), (
1
γβ
,

1
δ

), (
α
δ
,

1
β

), (γ, α), (δ, β), (
1
γ
,

1
α

),

(
1
δ
,

1
γβ

), (
1
β
,
α
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 4 β ≤ 1, δ ≤ 1, γ ≤ 1 et α ≤ 1.

{(
xn, yn

)}∞
n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (

1
α
,

1
γ

), (
1
γβ
,

1
αδ

), (
1
δ
,

1
β

), (γ, α), (δ, β), (
1
γ
,

1
α

),

(
1
αδ
,

1
γβ

), (
1
β
,

1
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 5 β ≤ 1, 1 ≤ δ ≤ α et γ ≥ 1.

{(
xn, yn

)}∞
n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (

δ
α
,

1
γ

), (
1
β
,

1
δ

), (
α
δ
,
γ

β
), (γ, α), (δ, β), (

1
γ
,
δ
α

),

(
1
δ
,

1
β

), (
γ

β
,
α
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 6 β ≤ 1, 1 ≤ α ≤ δ et γ ≥ 1.

{(
xn, yn

)}∞
n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (

δ
α
,

1
γ

), (
1
β
,

1
α

), (
α
δ
,
γ

β
), (γ, α), (δ, β), (

1
γ
,
δ
α

),

(
1
α
,

1
β

), (
γ

β
,
α
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.
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Cas 7 β ≤ 1, α ≤ 1 ≤ δ et γ ≥ 1.

{(
xn, yn

)}∞
n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (

δ
α
,

1
γ

), (
1
β
,

1
α

), (
1
δ
,
γ

β
), (γ, α), (δ, β), (

1
γ
,
δ
α

),

(
1
α
,

1
β

), (
γ

β
,

1
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 8 β ≤ 1, 1 ≤ δ ≤ α et γ ≤ 1.

{(
xn, yn

)}∞
n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (

δ
α
,

1
γ

), (
1
γβ
,

1
δ

), (
α
δ
,

1
β

), (γ, α), (δ, β), (
1
γ
,
δ
α

),

(
1
δ
,

1
γβ

), (
1
β
,
α
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 9 β ≤ 1, δ ≥ 1, γ ≤ 1 et α ≤ 1.

{(
xn, yn

)}∞
n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (

δ
α
,

1
γ

), (
1
γβ
,

1
α

), (
1
δ
,

1
β

), (γ, α), (δ, β), (
1
γ
,
δ
α

),

(
1
α
,

1
γβ

), (
1
β
,

1
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 10 β ≤ 1, γ ≤ 1 et 1 ≤ α ≤ δ.
{(

xn, yn
)}∞

n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (
δ
α
,

1
γ

), (
1
γβ
,

1
α

), (
α
δ
,

1
β

), (γ, α), (δ, β), (
1
γ
,
δ
α

),

(
1
α
,

1
γβ

), (
1
β
,
α
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 11 1 ≤ β ≤ γ, δ ≤ 1 et α ≥ 1.

{(
xn, yn

)}∞
n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (

1
α
,
β

γ
), (

1
β
,

1
δ

), (
α
δ
,
γ

β
), (γ, α), (δ, β), (

β

γ
,

1
α

),

(
1
δ
,

1
β

), (
γ

β
,
α
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 12 1 ≤ γ ≤ β, δ ≤ 1 et α ≥ 1.

{(
xn, yn

)}∞
n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (

1
α
,
β

γ
), (

1
γ
,

1
δ

), (
α
δ
,
γ

β
), (γ, α), (δ, β), (

β

γ
,

1
α

),

(
1
δ
,

1
γ

), (
γ

β
,
α
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.
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Cas 13 β ≥ 1, δ ≤ 1, γ ≤ 1 et α ≥ 1.

{(
xn, yn

)}∞
n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (

1
α
,
β

γ
), (

1
γ
,

1
δ

), (
α
δ
,

1
β

), (γ, α), (δ, β), (
β

γ
,

1
α

),

(
1
δ
,

1
γ

), (
1
β
,
α
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 14 1 ≤ β ≤ γ, δ ≤ 1 et α ≤ 1.

{(
xn, yn

)}∞
n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (

1
α
,
β

γ
), (

1
β
,

1
αδ

), (
1
δ
,
γ

β
), (γ, α), (δ, β), (

β

γ
,

1
α

),

(
1
αδ
,

1
β

), (
γ

β
,

1
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 15 δ ≤ 1 ≤ β, δ ≤ 1 γ ≤ 1 et α ≤ 1.

{(
xn, yn

)}∞
n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (

1
α
,
β

γ
), (

1
γ
,

1
αδ

), (
1
δ
,

1
β

), (γ, α), (δ, β), (
β

γ
,

1
α

),

(
1
αδ
,

1
γ

), (
1
β
,

1
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 16 1 ≤ γ ≤ β, δ ≤ 1 et α ≤ 1.

{(
xn, yn

)}∞
n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (

1
α
,
β

γ
), (

1
γ
,

1
αδ

), (
1
δ
,
γ

β
), (γ, α), (δ, β), (

β

γ
,

1
α

),

(
1
αδ
,

1
γ

), (
γ

β
,

1
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 17 1 ≤ β ≤ γ et 1 ≤ δ ≤ α.
{(

xn, yn
)}∞

n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (
δ
α
,
β

γ
), (

1
β
,

1
δ

), (
α
δ
,
γ

β
), (γ, α), (δ, β), (

β

γ
,
δ
α

),

(
1
δ
,

1
β

), (
γ

β
,
α
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 18 1 ≤ β ≤ γ et 1 ≤ α ≤ δ.
{(

xn, yn
)}∞

n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (
δ
α
,
β

γ
), (

1
β
,

1
α

), (
α
δ
,
γ

β
), (γ, α), (δ, β), (

β

γ
,
δ
α

),

(
1
α
,

1
β

), (
γ

β
,
α
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.
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Cas 19 1 ≤ β ≤ γ, δ ≥ 1 et α ≤ 1.

{(
xn, yn

)}∞
n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (

δ
α
,
β

γ
), (

1
β
,

1
α

), (
1
δ
,
γ

β
), (γ, α), (δ, β), (

β

γ
,
δ
α

),

(
1
α
,

1
β

), (
γ

β
,

1
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 20 1 ≤ γ ≤ β et 1 ≤ δ ≤ α.
{(

xn, yn
)}∞

n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (
δ
α
,
β

γ
), (

1
γ
,

1
δ

), (
α
δ
,
γ

β
), (γ, α), (δ, β), (

β

γ
,
δ
α

),

(
1
δ
,

1
γ

), (
γ

β
,
α
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 21 β ≥ 1, γ ≤ 1 et 1 ≤ δ ≤ α.
{(

xn, yn
)}∞

n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (
δ
α
,
β

γ
), (

1
γ
,

1
δ

), (
α
δ
,

1
β

), (γ, α), (δ, β), (
β

γ
,
δ
α

),

(
1
δ
,

1
γ

), (
1
β
,
α
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 22 1 ≤ γ ≤ β et 1 ≤ α ≤ δ.
{(

xn, yn
)}∞

n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (
δ
α
,
β

γ
), (

1
γ
,

1
α

), (
α
δ
,
γ

β
), (γ, α), (δ, β), (

β

γ
,
δ
α

),

(
1
α
,

1
γ

), (
γ

β
,
α
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 23 β ≥ 1, γ ≤ 1 et 1 ≤ α ≤ δ.
{(

xn, yn
)}∞

n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (
δ
α
,
β

γ
), (

1
γ
,

1
α

), (
α
δ
,

1
β

), (γ, α), (δ, β), (
β

γ
,
δ
α

),

(
1
α
,

1
γ

), (
1
β
,
α
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Cas 24 1 ≤ γ ≤ β, α ≤ 1 et δ ≥ 1.

{(
xn, yn

)}∞
n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (

δ
α
,
β

γ
), (

1
γ
,

1
α

), (
1
δ
,
γ

β
), (γ, α), (δ, β), (

β

γ
,
δ
α

),

(
1
α
,

1
γ

), (
γ

β
,

1
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.
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Cas 25 β ≥ 1, δ ≥ 1, α ≤ 1 et γ ≤ 1.

{(
xn, yn

)}∞
n=−1 = {(α, γ), (β, δ), (

δ
α
,
β

γ
), (

1
γ
,

1
α

), (
1
δ
,

1
β

), (γ, α), (δ, β), (
β

γ
,
δ
α

),

(
1
α
,

1
γ

), (
1
β
,

1
δ

), (α, γ), (β, δ), ...}.

Preuve. Soit
{(

xn, yn
)}+∞

n=−1 une solution du système (4.2) et soit x−1 = α, x0 = β, y−1 = γ

et y0 = δ.

Cas 1 Supposons que β ≤ 1, δ ≤ 1, γ ≥ 1, et α ≥ 1. Alors

x1 =
max{1, y0}

x−1
=

max{1, δ}
α

=
1
α

et y1 =
max{1, x0}

y−1
=

max{1, β}
γ

=
1
γ
,

x2 =
max{1, y1}

x0
=

max
{
1, 1

γ

}

β
=

1
β

et y2 =
max{1, x1}

y0
=

max
{
1, 1

α

}

δ
=

1
δ
.

x3 =
max{1, y2}

x1
=

max
{
1, 1

δ

}

1
α

=
α
δ

et y3 =
max{1, x2}

y1
=

max
{
1, 1

β

}

1
γ

=
γ

β
.

x4 =
max{1, y3}

x2
=

max
{
1, γβ

}

1
β

= γ et y4 =
max{1, x3}

y2
=

max
{
1, αδ

}

1
δ

= α.

x5 =
max{1, y4}

x3
=

max{1, α}
α
δ

= δ et y5 =
max{1, x4}

y3
=

max{1, γ}
γ
β

= β.

x6 =
max{1, y5}

x4
=

max{1, β}
γ

=
1
γ

et y6 =
max{1, x5}

y4
=

max{1, δ}
α

=
1
α
.

x7 =
max{1, y6}

x5
=

max
{
1, 1

α

}

δ
=

1
δ

et y7 =
max{1, x6}

y5
=

max
{
1, 1

γ

}

β
=

1
β
.

x8 =
max{1, y7}

x6
=

max
{
1, 1

β

}

1
γ

=
γ

β
et y8 =

max{1, x7}
y6

=
max

{
1, 1

δ

}

1
α

=
α
δ
.

x9 =
max{1, y8}

x7
=

max
{
1, αδ

}

1
δ

= α et y9 =
max{1, x8}

y7
=

max
{
1, γβ

}

1
β

= γ.

x10 =
max{1, y9}

x8
=

max{1, γ}
γ
β

= β et y10 =
max{1, x9}

y8
=

max{1, α}
α
δ

= δ.

Par induction on trouve

xn+10 = xn et yn+10 = yn, ∀n ≥ 0.
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De la même manière on peut montrer les autres cas.

Si A > 1, on définit

D4 =
{
(u, v,w, t) ∈]0,+∞[4, 1 ≤ u, v,w, t ≤ A

}
,

CD4 =]0,+∞[4−D4,

et si 0 < A < 1, on définit

D6 =

{
(u, v,w, t) ∈

[
A,

1
A

]4

, Av ≤ w ≤ 1
A

v, Au ≤ t ≤ 1
A

u
}
,

CD6 =]0,+∞[4−D6.

Théorème 4.2.2 Supposons A > 1. Soit
{(

xn, yn
)}+∞

n=−1 une solution du système (4.2). Alors les

assertions suivantes sont vraies

1. Si (x−1, x0, y−1, y0) ∈ D4. Alors

(xn, xn+1, yn, yn+1) ∈ D4, ∀n ≥ 0.

De plus
{(

xn, yn
)}∞

n=−1 est périodique de période 4 et elle est donné par
{

(x−1, y−1), (x0, y0),
(

A
x−1

,
A

y−1

)
,

(
A
x0
,

A
y0

)
, (x−1, y−1), ...

}

2. Si (x−1, x0, y−1, y0) ∈ CD4. Alors

(xn, xn+1, yn, yn+1) ∈ CD4, ∀n ≥ 0

.

Preuve. Soit
{(

xn, yn
)}+∞

n=−1 une solution du système (4.2).

1. Supposons (x−1, x0, y−1, y0) ∈ D4. Alors

x1 =
max{A, y0}

x−1
et y1 =

max{A, x0}
y−1

.
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Mais (x−1, x0, y−1, y0) ∈ D4, donc

x−1, x0, y−1, y0 ∈ [1,A],

alors

x1 =
A

x−1
∈ [1,A] et y1 =

A
y−1
∈ [1,A].

De la même manière on obtient

x2 =
max{A, y1}

x0
=

A
x0
∈ [1,A] et y2 =

max{A, x1}
y0

=
A
y0
∈ [1,A].

x3 =
max{A, y2}

x1
= x−1 ∈ [1,A] et y3 =

max{A, x2}
y1

= y−1 ∈ [1,A].

x4 =
max{A, y3}

x2
= x0 ∈ [1,A] et y4 =

max{A, x3}
y2

= y0 ∈ [1,A].

Par induction on trouve que
{(

xn, yn
)}+∞

n=−1 est périodique de période 4 et

(xn, xn+1, yn, yn+1) ∈ D4, ∀n ≥ 0.

2. Supposons que (x−1, x0, y−1, y0) ∈ CD4. Montrons par l’absurde que

(xn, xn+1, yn, yn+1) ∈ CD4, ∀n ≥ 0.

On suppose qu’il existe un entier N ≥ 0 tel que (xN, xN+1, yN, yN+1) ∈ D4.

Alors

xN+1 =
max{A, yN}

xN−1
=

A
xN−1

et

yN+1 =
max{A, xN}

yN−1
=

A
yN−1

.

Donc

xN−1 =
A

xN+1
∈ [1,A]

et

yN−1 =
A

yN+1
∈ [1,A].

D’où

(xN−1, xN, yN−1, yN) ∈ D4.
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Par induction on trouve que

(x−1, x0, y−1, y0) ∈ D4

ce qui est une contradiction, d’où

(xn, xn+1, yn, yn+1) ∈ CD4, ∀n ≥ 0.

Théorème 4.2.3 Supposons 0 < A < 1. Soit
{(

xn, yn
)}+∞

n=−1 une solution du système (4.2). On

a

1. Si (x−1, x0, y−1, y0) ∈ D6. Alors

(xn, xn+1, yn, yn+1) ∈ D6, ∀n ≥ 0.

De plus
{(

xn, yn
)}∞

n=−1 est périodique de période 6 et elle est donnée par
{

(x−1, y−1), (x0, y0),
(

y0

x−1
,

x0

y−1

)
,

(
1

y−1
,

1
x−1

)
,

(
1
y0
,

1
x0

)
,

(
y−1

x0
,

x−1

y0

)
, (x−1, y−1), ...

}

2. Si (x−1, x0, y−1, y0) ∈ CD6. Alors

(xn, xn+1, yn, yn+1) ∈ CD6, ∀n ≥ 0.

Preuve. De la même manière que la démonstration du Théorème (4.2.2).

Remarque 4.2.1 Observons que si A > 1, alors (x, x, y, y) = (
√

A,
√

A,
√

A,
√

A) est un point

situé à l’intérieur de D4 et si 0 < A < 1, le point (x, x, y, y) = (1, 1, 1, 1) se situe à l’intérieur de

D6.

Corollaire 4.2.1 Le point d’équilibre (x, y) du système (4.2) est localement stable mais il n’est

pas localement asymptotiquement stable.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse et après un chapitre introductif qui est consacré à donner des

notions fondamentales sur les équations aux différences linéaires et non linéaires et les

systèmes d’équations aux différences non linéaires utiles pour comprendre ce travail,

on a établi des résultats de stabilité locale et globale de deux équations aux différences

rationnelles, les résultats obtenus ont fait l’objet de deux publications internationales,

voir [5, 6]. En suite on a étudié le comportement asymptotique des solutions de deux

systèmes d’équations aux différences rationnelles, l’un de ces résultats est accepté pour

publication internationale, voir [4] et l’autre est soumi.

En fin, on a donné un résultat sur la périodicité des solutions d’un système d’équations

aux différences de type max, ce résultat fait l’objet d’une publication internationale,

voir [7].

Les résultats obtenus dans cette thèse sont basés sur la méthode de linéarisation, ces

résultats offrent quelques perspectives :

Étude de l’équations aux différences rationnelle suivante

k1∑

i=l1

A + Bxn−2i−1

C + D
i∏

j=l2
xmi

n−2i

, n = 0, 1, ...
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[35] S. Stević, On a Discrete Epidemic Model. Disc. Dyn. Nat. Soc., 2007, 10 : Article ID

87519.

[36] S. Stevic, Periodicity of a class of nonautonomous max-type difference equations, Appl.

Math., Comput 217(2011), 9562-9566.

[37] S. Stevic, Solution of a max-type system of difference equations, Appl. Math. Comput.,

218(2012), 9825-9830.

[38] S. Stevic, On some periodic systems of max-type difference equations, Appl. Math.

Comput., 218(2012), 11483-11487.
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