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Résumé

L’objectif de cette theése est I'étude des propriétés qualitatives des solutions de
quelques équations et systemes d’équations aux différences non linéaires.
La premiere partie de la these étudie les propriétés qualitatives des solutions de deux
équations aux différences rationnelles, la premiére est d’ordre trois et la deuxiéme est
d’ordre supérieur.
La deuxiéme partie de la these est liée dans sa premiére section a 'étude du com-
portement asymptotique et la périodicité des solutions d"un systeme d’équations aux
différences rationnelles d’ordre trois. La deuxieéme section de cette partie est consacrée
al’étude du comportement asymptotique des solutions d"un systéme d’équations aux
différences rationnelles d’ordre deux.
La derniere partie de la thése donne des résultats sur la périodicité et la bornitude des

solutions d’un systéme d’équations aux différences de type max.

Mots-clés : Equations aux différences, comportement global, oscillation, systeémes

d’équations aux différences, stabilité, périodicité.



Abstract

The aim of this thesis is the study of global asymptotic behavior of solutions of some
nonlinear difference equations and systems of nonlinear difference equations.
The first part of the thesis studies the behavior of solutions of two rational difference
equations, the first is of order three and the second is of higher order.
The second part of the thesis is devoted in its first section to the study of the asymp-
totics and the periodicity of the solutions of a system of rational three order difference
equations. The second section of this part is devoted to the asymptotics stability of the
solutions of a system of two rational difference equations of order two.
The last part of the thesis gives the periodic character and the boundedness nature of

the positive solutions of a system of max-type difference equations.

Key words : Difference equations, global behavior, oscillatory, systems of difference

equations, stability, periodicity.



Arab



TABLE DES MATIERES

Introduction 8
1 Définitions et résultats préliminaires 11
1.1 Equations aux différences linéaires . . . . ... ... ............ 11
1.2 Equations aux différences non linéaires . . . . ... ............ 13
1.3 Systemes d’équations aux différences non linéaires . . . . . .. ... ... 16

Comportement asymptotique des solutions de deux équations aux différences

non linéaires 20
2.1 Sur une équation aux différences rationnelle d’ordre trois . . . . . . . .. 21
2.1.1 Stabilitélocale . . . . . .. ... oo 22
2.1.2 Stabilité globale et bornitude . . . . . ... ... .. ... . .... 27
2.2 Sur une équation aux différences rationnelle d’ordre supérieur . . . . . . 38
221 Casa>0. ... . . e 39
222 Casa=0. ... ... 56
2.3 Exemplesnumériques . . . ... ... ... ... . L L 59
Sur quelques systemes d’équations aux différences non linéaires 61

3.1 Ftude du comportement des solutions d’un systéeme d’équations aux

différences non linéaires d’ordre trois . . . . . . . . . . . ... .. ... .. 62



Table des matieres

311 Comportementglobal . .. ... ... ... ... ... ... .....
3.1.2 Périodicité dessolutions . . . . . . ... ... ... ... ...
3.1.3  Oscillation et existence d’une solution non bornée . . . . . .. ..
3.2 Ftude du comportement des solutions d’un systéeme d’équations aux
différences non linéaires d’'ordredeux . . . .. . ... ... ... .....
3.2.1 Stabilité localeetglobale . . . . ... .. ... ... ... . .. ...
322 Oscillation . . . . . ... .

4 Sur un systeme d’équations aux différences de type max

4.1 Bornitudedessolutions . . . . . . . . . . . .. ...

4.2 Périodicité des solutions . . . . . . . . . ...

Conclusion et perspectives

Bibliographie

78
79
83

92

93



Introduction

Les équations aux différences (récurrentes) sont des équations qui donnent une
liaison entre au moins deux images d’une suite. L'utilisation des suites récurrentes
remonte au début de 2000 avant Jésus-Christ chez les babyloniens, pour approcher les
racines par des fractions. Phytagore aussi étudia les nombres figuratifs par les suites
récurrentes et utilisa un systeme d’équations aux différences linéaires pour résoudre
I'équation de Pell x> — 212 = 1 et approximer V2.

Environ 250 av.JC, Archimede employa une équation aux différences non linéaire pour
calculer la circonférence d"un cercle. En 1202, Fibonacci formula son probleme de lapin
qui conduisit a la suite de Fibonacci 1, 1,2, 3,5, 8,13, ..., puis, environ 1634, Girard Albert
donna l'expression générale de la suite de Fibonacci F,+1 = F, + F,1.

En 1769, Euler utilisa, pour la premiere fois, les équations aux différences linéaires pour
approximer les solutions des équations différentielles.

Les équations aux différences sont devenues un outil de valeur et ont beaucoup d'im-
portance dans plusieurs domaines et disciplines scientifiques et ceci par leurs nom-
breuses applications dans les sciences appliquées tels que 1’économie, la biologie, la
théorie des probabilités, I'ecologie,...etc (voir par exemple [3, 26, 35, 46]). En effet, d"une
part elles sont utilisées pour la simulation des équations différentielles ordinaires ou

aux dérivées partielles, dans 1’analyse numérique pour la résolution des équations a
y



Introduction

'aide des suites, avec la recherche de la valeur approchée de la solution par exemple le
schéma numérique d’Euler ou de Runge-Kutta. D’une autre part, elle se sont utilisées
en modélisation des phénomenes de la vie réelle, notamment en dynamique des po-
pulations. Le premier modele est di au économiste Britanique Thomas Malthus qui le
proposa en 1798. Ce modeéle est écrit sous la forme x,,,; = (1+7)x,, ol1 ¥ est une constante
qui représente le taux de reproduction de la population et x,, (resp. x,,+1) désigne la taille
de la population étudiée a I'instant n (resp. a I'instant n + 1).

La résolution des équations aux différences non linéaires est une tache, en générale, tres
difficile puisque il n’existe pas des méthodes ou des démarches générales a suivre pour
les résoudre. Ceci nous raméne a I'étude qualitative des solutions qui permet de com-
prendre le comportement asymptotique des solutions de 1’équation considérée. Cette
étude fait généralement autour des points d’équilibre qui sont des solutions constantes
de I'équation étudiée. Au cours de ces derniéres années, 1’étude du comportement
asymptotique des solutions des équations aux différences non linéaires a attiré 1’atten-
tion de plusieurs chercheurs [1, 2, 9-15, 17-24, 27, 28, 32-34, 36-45, 47, 48].

L’objectif de cette these est I'étude du comportement asympotique des solutions de
quelques équations et systemes d’équations aux différences non linéaires. Cette étude
nous a permis d’obtenir des résultats concernant la stabilité locale et globale des points

d’équilibre par la méthode de linéarisation.

Cette these est composée de quatres chapitres.

Dans le premier chapitre, nous commencons par donner quelques notions sur les
équations aux différences linéaires. Nous présentons en suite la stabilité d’un point
d’équilibre d"une équation (resp. un systéme d’équations) aux différences non linéaire
par la linéarisation.

Le deuxieme chapitre comporte deux parties. La premiere, voir [5], est consacrée a
I"étude du comportement des solutions de I’équation aux différences rationnelle d’ordre

trois suivante
A+ Bx,_;

pa 7
C+ Dx,x, _,

n=201,..

Xn+1 =



Introduction

qui est une généralisation de I'équation, lorsque p = g = 1, étudié dans [1].
Dansla deuxieme partie, voir [6], on s'intéresse al’étude du comportement des solutions

de I’équation aux différences rationnelle d’ordre supérieur

A + Bx,_p_
&l n=0,1,..

k
C + DJ]x™
i=1

n—-2i

Cette étude généralise celle de Abo-Zeid [2] lorsque m; = 1, pour tout  <i < k.
Dans le troisieme chapitre, motivé par [11] et [34], on présente une étude du com-
portement asymptotique des solutions des deux systéemes d’équations aux différences

rationnelles suivants, voir [4]

atn_z a/zn—Z

the = Zpsl = n=0,1,..
k —k k 7 n+1 k 1k k 7 7 L 7
ﬁ + VZnZy 1%n-2 ﬁ/ + yltntn_ltn_z
Xy + Xy—1 y” + y”—l
Xnil = =5 g o+ Yn1 = 55, N= 0,1,..
A+yy, B+ x,x

Le quatrieme chapitre est consacré a donner un résultat sur la périodicité et la
bornitude des solutions du systeme d’équations aux différences de type max suivant,
voir [7]

max{A, v} max{A, x,}

Xpy1 = x—1/ Yn+1 = T, n=20,1,..
n— n—

Nous terminerons cette thése par une conclusion générale récapitulant les résultats

obtenus et quelques perspectives.

10



CHAPITRE 1

Définitions et résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons regrouper quelques notions de bases et des résultats
fondamentaux concernant les équations aux différences qui seront utiles dans la suite
de notre travail. Pour plus de résultats et de détails, nous renvoyons aux références
[16, 25, 30].

Dans tout ce qui suit on désignera par k un entier strictement positif et IN,,, = {no, o +

1, ...} o1 ng est un nombre naturel.

1.1 Equations aux différences linéaires

Définition 1.1.1 Une équation de la forme

Yusk + P10 Ynik—1 + - + pe(M)y, = g(n), n €N, (1.1)

avec p(n), i = 1,k et g(n) sont des fonctions réelles définies sur N, et py(n) # 0 pour tout

n € IN,, s’appelle équation aux différences linéaire d’ordre k.

11



Chapitre 1. Définitions et résultats préliminaires

Définition 1.1.2 On appelle équation homogene associée a I'équation (1.1) I'équation

Ynik ¥ P10 Ynak1 + -+ M)y, =0,  n €N, (1.2)

Définition 1.1.3 Une suite {y,},2,, est dite solution de I'équation (1.1) si elle satisfait cette

équation.

Observons que si nous précisions k conditions initiales pour 1"équation (1.1)

Yy = €0, Yng+1 =C1y v, Yngsk=1 = Ck—1, (1.3)

ot les ¢;, i = 0,k — 1 sont des constantes réelles, alors on obtient le probleme suivant
Ynsk + P10 Yuk-1 + -+ pr(m)y, = g(n), ¥n € Ny,
(1.4)
Yny =Cor Ynp+1 =C1, -+ y Ynp+k-1 = Ck—1.
Théoréme 1.1.1 Le probleme (1.4) admet une solution unique.

Définition 1.1.4 On appelle équation aux différences linéaire homogene a coefficients constants

d’ordre k toute équation de la forme

Yntk + P1Ynsk-1 + -+ PYn =0, n €Ny, (1.5)

avec p;, i = 1,_k sont des constantes réelles et py # 0.

Définition 1.1.5 L’équation
A+ p A4 p = 0. (1.6)

est appelée équation caractéristique associée a I'équation (1.5).
Le polynome

P(A) = AF + p AR 4y (1.7)

est appelé polyndme caractéristique associé a I'équation (1.5).

12



Chapitre 1. Définitions et résultats préliminaires

Lemme 1.1.1 Soit S I'ensemble des solutions de I'équation (1.5). Alors
1. S est un espace vectoriel de dimension k.

2. Si Aj, i=1,k, sont des racines distinctes du polynome P(A) défini par (1.7), alors {AT}_|

est une base de I'espace S.

3. SiAy,---, Aot r < ksont des racines du polynome P(A) défini par (1.7), de multipicités

.

my, - -+, m, respectivement avec Y m; = k,alors {A, nAl,- - ,n’”l‘l/\’f, AL, AL, - ,nmz‘lAg,
i=1

v A AR, o ™ IAY est une base de 'espace S.

1.2 [Equations aux différences non linéaires

Dans cette section, on désigne par I une partie de R.

Définition 1.2.1 Soit f : [*! — [ une fonction continue, alors I'équation aux différences
d’ordre k + 1 suivante

Xp+1 = f(Xn, Xn-1, ooy Xn—k), 1 €N (1.8)

est dite non linéaire si elle n’est pas de la forme (1.1).

Définition 1.2.2 Une solution de I'équation (1.8) est une suite {x,}'>  qui satifait I'équation
(1.8) pour tout n € IN.

Si nous précisions k + 1 conditions initiales
X_ky X—k+1s s X0 € I/

alors
x1 = f(Xo,X-1, e, Xk)

X2 = f(x1,X0, ceey X12k)

et la solution {x,}'>  existe et unique pour tout n > —k et elle est définie par les conditions

initiales.

13



Chapitre 1. Définitions et résultats préliminaires

Définition 1.2.3 On dit que x € 1 est un point d’équilibre de I'équation (1.8) si

X=f®@%,...,7)

Définition 1.2.4 Soient {x,}'>" une solution de I'équation (1.8) et X un point d'équilibre de

k
la méme équation.

On dit que {x,}'>, est non oscillatoire autour du point X si
dnp €N, x,>x, ¥nelN,

ou

dnyeN, x,<x, ¥neN,,

sinon on dit que {x,}'> est oscillatoire autour du point x.

Définition 1.2.5 Soit X un point d’équilibre de I'équation (1.8).

1. On dit que X est localement stable ' si Ve > 0,36 > 0 tel que si {x,}> , est une solution

de I'équation (1.8) avec les conditions initiales X_i, X_y+1, ..., Xo € I vérifiant
| X=X+ | Xp =X |+ -+ | x0—X[<9,

alors

|x_r—x|<e, VYn>-—k.

2. On dit que X est localement asymptotiquement stable * si X est localement stable, et il
existe y > 0 tel que si {x,}'>  est une solution de I'équation (1.8) avec les conditions

initiales X_i, X_g41, ..., Xo € I vérifiant
X=X+ | Xp1—X |+ -+ |x0-X[<y,

alors

lim x, = Xx.

n—+oo

LCertaines réferences utilise le mot stable
2Certaines réferences utilise le mot asymptotiquement stable

14



Chapitre 1. Définitions et résultats préliminaires

3. On dit que X est globalement attractif si pour toute solution {x,}*> de I'équation (1.8)

avec les conditions initiales X_i, X_x41,...,X0 €I, on a

lim x, = x.

n—-+oo

4. On dit que X est globalement asymptotiquement stable si X est localement stable et

globalement attractif.

5. On dit que X est instable si X n’est pas localement stable.

Définition 1.2.6 Soit {x,}*>

e, une solution de I'équation (1.8) et soit p > 1 un entier.

1. Ondit que {x,} >, est éventuellement périodique de période p s'il existe un entier N > —k
tel que

Xnsp = Xn, Y1 2> N.
2. Si N = —kon dit que {x,}'*  est périodique de période p.
Définition 1.2.7 Soit {x,}'>, une solution de I'équation (1.8).
On dit que {x,}'>, est permanente si 3m,M > O et si AN € IN tel que

m<x, <M, ¥Yn>N.

Maintenant on suppose que

f . Ik+1 — I

(o, U1, ..., ) —>  f(uo,us, ..., ug)

est une fonction différentiable dans un voisinage du point (, %, ..., X), o X est un point
d’équilibre de 1’équation (1.8). Soit p; = g—i(f, X,...,x) pouri=0,1,...,kles dérivées
partielles de f au point d’équilibre x par rapport a uo, uy, ..., ux respectivement.

Définition 1.2.8 L’équation

Y+l = PoYn + P1Yn-1+ -+ PkYnk, NE€N (1.9)

15



Chapitre 1. Définitions et résultats préliminaires

est appelée équation linéaire associée a I'équation (1.8) autour du point x, et I'équation
A oA — e A= =0 (1.10)

est appelée équation caractéristique de I'équation (1.9) autour du point X.

Théoréme 1.2.1 (Stabilité par linéarisation)[25] Soit x un point d’équilibre de I"équation (1.8).

1. Si toutes les racines de I’équation caractéristique (1.10) sont dans le disque unité ouvert,

alors le point d’équilibre x est localement asymptotiquement stable.

2. Si au moins une racine de I'équation caractéristique (1.10) de module supérieur stricte-

ment a un, alors le point d’équilibre X est instable.

1.3 Systemes d’équations aux différences non linéaires

Soient I et | deux intervalles de R et
f . Ik+1 % ]1*+1 - I, g: Ik+1 % ]r+1 - ]
deux fonctions de classe C'. On considere le systéme d’équations aux différences suivant

Xn+1 = J\ X, Xn—1,+ « s Xn—ks Yur Yu=1s « « » Yn—r),
1 = f Ot Xt b Yt Yur)r (1.11)

yn+1 = g(xn/ Xn—1s+++ s Xn—ks }/n/ yn—ll ceey ]/n—r)/
ou r est un entier strictement positif. Alors, si on associe ce systéme avec un ensemble

des conditions initiales (x;, y;) € I X J,i € {~k,...,0} et j € {-7,...,0}, le systeme (1.11)

+00
n=—1’

admet une solution unique {(x,, y»)} ou | = min(r, k).

L’écriture vectorielle du systeme (1.11) est

Xy = F(X,), n=0,1,..., (1.12)

16



Chapitre 1. Définitions et résultats préliminaires

ou

F- Ik+1 X ]r+1 N Ik+1 X ]r+1

Uy Up f(MO/ ul/"'luklv(]/v1/"'/vr)
ui ui U
Uy Uy Up—1

— F =
0o (%] g(u()/ Ui, ..., Ux,09,01,.. ~/Ur)
(%1 01 0o
(%% Oy Ur—1

et

t
Xn = (xn/ Xn—1s+++rXn-ks yn/ yn—ll ceey yn—r) .

+00
n=-I

Définition 1.3.1 Une solution {(x,, y,)} __, du systeme (1.11) est éventuellement périodique

de période p € IN si A ny > —I, tel que

Xntp = Xn €t Yuip = Yu, Y1 € IN,.

Sing = —1, on dit que {(x,, y.)} -, est périodique de période p.

Définition 1.3.2 Un point (x,y) € I X | est dit point d’équilibre du systeme (1.11) si
X=fxx....50Y,...,Y),
et
y=9xx....,5YY,...,Y).
Définition 1.3.3 Un vecteur X € I**' x J™*1 est dit point d’équilibre du systéme (1.12) si
X = F(X).
Remarque 1.3.1 Il est clair que (x,y) est un point d’équilibre du systeme (1.11) si et seulement
siX =X, ,X7Y, YY) est un point d'équilibre du system (1.12).

17



Chapitre 1. Définitions et résultats préliminaires

Dans tout ce qui suit on désigne par ||.|| une norme quelconque sur R*"+2,

Définition 1.3.4 Soit X un point d'équilibre du systeme (1.12).

1. On dit que X est localement stable si Ve > 0, 36 > 0 tel que si {Xu )25 est une solution

du systeme (1.12) avec la condition initiale Xy € I¥7"+2 vérifiant
X0 - XII <5,
alors
IX,— Xl <&, ¥neN.

Sinon on dit que X est instable.

2. On dit que X est localement asymptotiquement stable si X est localement stable, et il
existe’y > 0 tel que si {X,}'%) est une solution du systeme (1.12) avec la condition initiale

Xo € IF7+2 vérifiant

1X, — Xl <y,
alors
Iim X, =X
n—-+oo

3. On dit que X est globalement asymptotiquement stable si X est localement stable et si

pour toute solution {X,}*< du systeme (1.12) avec la condition initiale X, € I**'*?, on a

Définition 1.3.5 Soit X un point d'équilibre du systeme (1.12). Supposons F € C'(IF*7+2, [F+7+2),

On appelle systeme linéaire associé au systeme (1.12) autour du point X le systeme
X1 =AX,, nelN (1.13)

ol A = D est la matrice jacobienne de F au point X.

Théoreme 1.3.1 [30] Considérons le systeme (1.12) oit F € C'(I*"*2, I*'*2), Soit X un point

d’équilibre du systeme (1.12).

18



Chapitre 1. Définitions et résultats préliminaires

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne Dy se trouvent dans le disque unité

ouvert |A| < 1, alors le point d’équilibre X est localement asymptotiquement stable.

2. Si au moins une valeurs propres de la matrice jacobienne Dr a un module supérieur

strictement a un, alors le point d’équilibre X est instable.

Définition 1.3.6 Soient {(x,, y,)} -, unesolution du systeme (1.11) et (X, ) un point d'équilibre
du méme systeme.

+0o0

On dit que {(x,, y»)} .-, est oscillatoire autour du point (X, ) si {x,},-, est oscillatoire autour
de x ou {y,} - est oscillatoire autour de v
Si {x,}i22, et {ya} >, sont non oscillatoires autour de X et y respectivement on dit que

{(xn, yn)};f_l est non oscillatoire autour de (X, y).

Théoreme 1.3.2 (Théoreme de Rouché)[8] Soient f et g deux fonctions holomorphes sur un
ouvert simplement connexe U du plan complexe C. Soit K un compact contenu dans U et dont

le bord T admet un paramétrage de classe C* par morceaux. On suppose que

If(Q) =gl < 19(Q)l, V¥ CeT.

Alors f et g ont le méme nombre de zéros (comptés avec multiplicité) dans K.

19



CHAPITRE 2

Comportement asymptotique des
solutions de deux équations aux

différences non linéaires

Dans ce chapitre on va donner quelques résultats sur le comportement asymptotique
des solutions de deux équations aux différences non linéaires, la premiere est une
équation aux différences rationnelle d’ordre trois et la deuxiéme est une équation aux

différences rationnelle d’ordre supérieur.

20



Chapitre 2. Comportement asymptotique des solutions de deux équations aux différences non
linéaires

2.1 Sur une équation aux différences rationnelle d’ordre

trois

Dans [1] les auteurs ont étudié le comportement global des solutions de 1’équation

aux différences non linéaire

A+ Bx,_;
= —_, :O,l,..., 21
il C+ Dx,x,— " 1)

ou les conditions initiales xy, x_1, x_» et les parametres A, B sont des nombres réels
positifs et C, D sont des nombres réels strictement positifs. L'objectif de cette partie
est I’étude du comportement asymptotique de I’équation aux différences plus générale

suivante
A + Bx n—1

P A
C+ Dx,x, _,

,n=0,1,.., (2.2)

Xn+1 =

ou les conditions initiales x(, x_1, x_, et le parametre B sont des nombres réels positifs,
les parametres A, C, D sont des nombres reéls strictement positifs et p, g sont des entiers

strictement positifs fixés.

Lemme 2.1.1 L'équation (2.2) est équivalente a I'équation

Y1 = ——, 1 =0,1,.., 2.3)

1
Y v — A (D) _B
oua—c(c) et =¢.

1
Preuve. On pose y,, = (%)” " x,, pour tout n > 2. Alors

1

Xn = (B) yn
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et

Remarque 2.1.1

Yny1 =

(i) Du Lemme 2.1.1, il suffit d’étudier I'équation (2.3) a la place de I'équation (2.2).

(ii) Toute solution de I’équation (2.2) est strictement positive.

2.1.1 Stabilité locale

Premiérement on détermine les points d’équilibre positifs de I'équation (2.3), puis

on discute leurs stabilité locale.

Lemme 2.1.2 On a les assertions suivantes

1. Supposons p > 1.

Ji) e

Alors l'équation (2.3) a un point d’équilibre positif unique dans

2. Supposons B < 1. Alors

@ Sia<@+q(
dans O,(pi;f T

(i) Sia>(p+q)(

p+q-1

R

p+q-1

p+q+1
) ", alors I'équation (2.3) a un point d’équilibre positif unique

-

p+q+1

o ) ", alors I'équation (2.3) a un point d’équilibre positif unique

dans (1_ﬁ )ﬁ,+oo[.

p+g-1
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Preuve. Soit y €]0, +oo[ un point d’équilibre de I'équation (2.3). Alors

a+py
1+

7= 2.4

donc
yA+7") = a+py.
C’est a dire y est un point d’équilibre de I'équation (2.3) si et seulement si y est un zéro

de la fonction f :]0, +co[— IR définie par
flx) ="+ (1 - B)x — . (2.5)
Maintenant on considere la fonction ci-dessus, alors
f(0)=-a<0, xl_i)trnoof(x) = +o0

et
ff)y=@p+g+1x""1+1-8.

1. Sip > 1, alors

_1 \ie
f'x)=0ex= Pl .
p+q+1
1
_1 \i
f'x)<0ex< _Fol )
p+tg+1
1
—1 \r+
f'x)>0e x> il :
ptqg+1
N i
Donc la fonction f est croissante sur ]( pf;l)w Foo). Mais

B-1 \ _( B=1 |
(P+q+1) S(P+q—1)

-1\ _ (L1 )\ -1\
f«P+q—1) )"(P+q—1) +ﬂ_ﬁ%?+q—1) ¢

/-3_1 pHq
—(p+q—2)(m) -a<0.

et

1

Donc d!'x € ]( p-1 )m,+oo[,f(x) =0.

p+q-1
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2. Supposons que 8 < 1. Alors f est croissante sur 0, +oo[.
p+q+1

() Sia< (p+q)(p+q 1) ", donc

1-p 77 ~ 1-p o B 77
f{(ﬁﬂi—l) ]_ (P+q 1) (_5)(P+q 1) -

p+q+l

_ LB \™ _aso
—(p+q)(p+q_1) -—a>

Dou 3 x € ]0, (pjl)’“"[ f(x) =

(i) Sia> (p+q) (72

p+q-1

~
——
—_
=
+ | =
< | |
o>
—_
N —
3
N—
Il
N
S
2
~
—_
=
+
< | |
e
—
~————
<
e
|
Q
A
)

Doudlxe ](pi;_l)ﬁ ,+oo[, f(x) =

Théoreme 2.1.1 Soit y le point d’équilibre positif de I'équation (2.3). Alors
1. yest instable si f > 1.

2. Sip <1,alors
p+q+1

(i) y est localement asymptotiquement stable si a < (p + q) (p;f 1) e

(ii) V est instable si a > (p + q) (p+qﬁ1) e .

Preuve. Soit la fonction g : R* — R définie par g(u,v,w) = 1iuqu et soit y le point

d’équilibre positif de I’équation (2.3). On a

dyg
o= 5 0w g
—puP (o + Bo)
(1 + upwq)Z |(y,y,y)
py " (a + BY)
A+

En utilisant (2.4) on trouve
=p+q

py
1+

p1=-
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g
p2 = 5 (o wlgzy

p

To o T

p

1+

dg
ps = 5 (u, 0, WGz

(1 + yl”q )2
De (2.4) on obtient
=P+

4y
1+

Donc I’équation linéaire associée a I’équation (2.3) autour de y est

ps =

T p__ 4y
1+ " + 7 =1 + 7

Zn+1 = Zuo, n=0,1,...

L’équation caractéristique associée a cette équation est

—p+q —pt+q
PV 2 p PO A

3
g +1+y”+‘7 17 1y

1. Supposons que > 1 et considérons la fonction g; définie par

s, P9, p gy
gi(A) = A° + 1+yp+qA — 1+yp+qA+ T+ (2.6)
Ona
B+p+qy " >1+y"
carf>1letp+gq>1,donc
_ L Bty 1+y™
91(—1)——14‘ 1+yp+q >—1+1+—yp+q—0.

Et comme

lim g1(A) = —o0,

A——0c0
alors la fonction g; a un zéro A; dans ] — oo, —1[ avec |A;] > 1. Appliquons le

Théoréme 1.2.1 on trouve le résultat.
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2. Supposons maintenant que f < 1.
pHq+l

(i) Soita < (p+9) (%)W . On considere les fonctions hy, h, :C — C définies
par
hi(A) = A3
P+ —p+q
ha(A) = py—nﬂi A* = ‘B—PW qy—rﬁq'
1+y 1+y 1+y
Donc
ry —pP+q
Py p 7y iy
(DI < |7 re=o] B e Rl e VAeC: A =1,
et alors - vt e
+qy T+ +q-1y " +y "+
) < PV *B_(pra-ly ty +p

+ ypm - 1+ ypm

1-8 )Fq
p+q-1 ’

Mais le Lemme 2.1.2 implique v < (
ie.,

p+q-)7""+7 " +p<1+YM,

(M) <1 = |(A)], VA € C: A = 1.

D’apres le théoréme de Rouché toutes les racines de

—ptq —p+q

PV 2 p 14

3 _
A +1+y””’ _1+y”+q 1+y"’+‘7_

0,

se situent a l'intérieur du disque unité ouvert. Une autre application du

Théorem 1.2.1 donne le résultat.
p+q+1
) . On considere la fonction g; définie par (2.6), alors

1-p

(ii) Soita > (p +q) (

+(+ a7 H +7M v +a-1DTH
LBty ” L By +prq-Dy

g(=1) =-1 1+77 147

1
D’apres le Lemme 2.1.2 onay > (p}r;i)w , donc

¥ip+q-1)>1-8,

B+ +(p+q-1)y >1+7".
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Donc g:(=1) > 0, et comme
Alim g1(A) = =00,

Alors I’équation g;(A) = 0 a une racine A, dans ] — oo, =1[ avec |A,| > 1, ce qui

implique l'instabilité du point ¥ dans ce cas.

2.1.2 Stabilité globale et bornitude

Théoreme 2.1.2 Soit y le point d’équilibre positif de I"équation (2.3) et soit {y,}'>, une

n=-2

solution de la méme équation.

(@ Siy_.1 <y <y, Yo, alors
Yon 2 Y et You1 <Yy, Yn > 0.
(b) Siy_o,yo <Yy <y, alors

Yoo <Yet Yo >y, Yn 2 0.

Preuve. Soit i le point d’équilibre positif de 1'équation (2.3) et soit {y,}'>’ , une solution

de la méme équation.

(@) On suppose que y_1 <Y < Yo, Y-2.

On a
a+pyr  a+py  _
= < =1,
h T+yhy?, 149"
et
a-+/3y0 _
Yo=——F7>U.
1+y;17y£11

Par induction on trouve
Yon Z Y et Yoy <Y, Yn 2 0.

(b) De la méme maniere que (a) on montre (b).
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Corollaire 2.1.1 Soit y le point d’équilibre positif de I'équation (2.3). Si I'une des conditions

ci-dessus est satisfaite, alors la solution {y,}'* , de I'équation (2.3) est oscillatoire autour de'y.

Lemme 2.1.3 Soit {y,}'>" , une solution de I'équation (2.3). Alors

Yo < Y B+ By, Vi 2 0. 2.7)
k=0
n—1

Yon < Z at + B'yo, Yn > 1. (2.8)
k=0

Preuve. Il suffit de montrer (2.7) par récurrence et de la méme maniere on peut montrer
I’estimation (2.8).

(i) n=0,0n a

0""'33/1 . 0+1
= <a+fya=) ap+p"y
1+y0y2 Z(;

(ii) Supposons que
Yons1 < Z aﬁk + ,3n+1y—1
k=0

et on montre que
n+1

Yo+ < Z apt + By .
k=0

On a

a+ BYonst
Yom+1)+1 = Yo2n+2+41 = ﬁ <a+ ﬁ}/2n+1
T YonaYon

<a +ﬁ[i OK‘Bk +‘Bn+1y_1J — nZCKﬁk +ﬁn+2y_1.
k=0

k=0
De (i) et (ii) on obtient (2.7).

Lemme 2.1.4 Supposons que 3 < 1. Alors toute solution de I'équation (2.3) est permanente.
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Preuve. D’apres le Lemme 2.1.3 on a

Yone1 < Z apt + gy, VYn >0

k=0
et
n—1
Yon < Z apt + By, Yn > 1.
k=0
Donc
_ pn+l
Yoner <@ 3 + B y_1, Yn >0
et
y2n<a1—ﬁ +B"yo, Vn > 1.
Mais g < 1, alors
a
Yons1 < 1-38 iy +y-1, Yn >0
et
<ty ¥nx1
]/Zn 1 _ ﬁ ]/01 = 4
d’ou
<2 fe=MVnz0
]/n 1 —ﬁ - 4 = Yy
avec ¢ = max(Yo, Y-1)-
D’autre part on a
a+ ﬁyn—l a o
el = > > , Yn > 2.
S Lty ,  1+yy,, 1+M™ "
Donc
Am=——) y,2m, Vn23
m= T Yn2zm, Vn23.

et la démonstration est complete. m

+00

Lemme 2.1.5 Supposons que p < 1. Soit {y,}'=,

une solution de I'équation (2.3). S5i A =

limsup y, et A = liminf y,, alors A et A vérifient les inégalités suivantes

n—+oo n—+oo

a+pA a+ BA
<SA<SAL .
1+ Arta 1+ Apta

(2.9)
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Preuve. Comme 8 < 1, alors la solution {y,}’* , est bornée. Donc pour tout ¢ € (0, A), il
existe 1y € IN telle que

A—e<y, <A+eg VYn2=ny,

donc
A=—efyp1<A+e Vnzxnp+1,
A=—e<y,a<A+e Vn2ng+2.
D’ou
a+pA-¢e)<a+Pfy1 <a+p(A+e), Vn>ny+1,
(A= &) SyZ_ZS(A+€)‘7, Yn>ng+2,
(A—ef <yh < (A+e)f, Vn = ny,
donc
T+(A—ef"<1+yhy <1+ (A+ef™, Yn>ng+2.
Alors

a+p(A-e) a+B(A+e)
T+ (A+ep = V™= T (A= ey’

En passant a la limite lorsque ¢ — +00 on trouve (2.9). =

Vn > ng+ 2.

p+q+l

il )W , alors le point d'équilibre

Théoréeme 2.1.3 Supposons que p < 1. Sia < (p +q) (p o

1
ye ]0,( i )” " [ est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Soit {y,}'>”, une solution de 1’équation (2.3). Comme $ < 1, alors la solution

[ee]

{yn};”_, est bornée. Soient A = limsup y,, et A = liminf y,. En utilisant le Lemme 2.1.5,

n—+o0o n—+o0o
on trouve
atpr _ 2.10
14+ Ar+a — (2.10)
et
A< 2FAA 2.11
T 1+ APt 21D
De (2.10) on trouve
a+(B-1AL AAPH, (2.12)
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En multipliant les deux membres de (2.12) par AP*7~! on obtient
aAPTIl 4 (B — 1)APH < APHIAPH,

De (2.11) on a
AT <a+(B-1)A

En multipliant les deux membres de (2.14) par AP*7"! on obtient
APFIAPH < g APHIL 4 (B — 1) AP,
En combinant (2.13) et (2.15) on trouve
(1 = QAP — aAPTT7L > (1 = B)APHT — a NPT,
Considérons maintenant la fonction / définie sur |0, +oo[ par

h(x) = (1 = B)xP™ — axP*71,

Donc

W) = (p+ =BT = (p+ g = D™,
d’ot

H(x) = xPHI2 [((p+q)(1-B)x—(@p+q-1a],
et

a(p+q-1)
p+9pA-p)

Hx)=0&x=00ux=

ce qui implique

alp+q-1)
W) >0 x> 477
(P +q)1-p)
pHq+l
C’est a dire h est croissante sur ](:fqggl__lg), +oo[. Comme a < (p +q) (piﬁ 1) -

Lemme 2.1.2 donne

_ 1-p \m 1-§ \mi
ye]"'(m) [ f((m) J>0
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ou f est la fonction définie par (2.5).

Montrons maintenant que f ( a(prg—1) ) <0.

(p+9)(1-p)
Ona
f(a(p+q—1)) _ (a(P+q—1))p+q+l+a(p+q—1)_
(p+q9Q1-p) (p+q9Q1-p) p+q
(M)WI_L
p+q1-p) p+q
sl s
C p+ql\p+g 1-B ’
mais -
.y S a V' 1-p \*
a<(p+q)(r)+q 1) ﬁ(m) <(P+q—1) ’
donc

a p+q p+q—1 p+q+1
) (55 <

d’ot f( alptg-1) ) <0.Alorsy € ] alptq-1) ,( 1-f )#[

p+9)(1-p) (p+q)1-p)" \p+q-1
Supposons que A # A, i.e A < A. On a, par définition, A <y < A est comme

a<p+q—1> 1-8 +[

(P+q)(1—ﬁ) p+4q- 1

donc

ap+q-1) ( 1-p \™
A'AEI(PW)(l—B)'(PHI—l) I

1
Alors h(A) < h(A) car h est croissante sur ](2?5?1__1;;)/ (p;f 1)’”‘7 [, ce qui est contradictoire

avec (2.16), d’ou A = A = y et y est globalement attractif.

La stabilité asymptotique globale de y est obtenue par la combinaison de la stabilité

asymptotique locale et I’attractivité globale de y lorsque a < (p + q) (p +qﬁ 1) i .

Lemme 2.1.6 Supposons 3 > 2. Alors

1. Six> "B-1+ pﬂ&ﬁ__l, alors "Yp—1> W

. . a+py
2. Six> "p-lety> P ey doncy > 155

Preuve. Soit > 2.
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1. Supposons x > "J/f -1+ — &ﬁj' alors

x> ( mB=1+

donc
PZW N a p+q-k
xp+q > CP q p+'1 [ ] ,
P*‘Hﬁ _ 1
et comme §
o k W‘B—l 0 [3—1
p+q @ o e
+Cp+q 1 er\,]/ﬁ— ( A ﬁ - 1) Cp+q(ﬁ - 1)/
alors
P+ @ + pr-l e
P> CPW*W ( "B - 1) +Cg(B—1),
ie.,
x> (p+q) B - 1) = +ﬁ 1.
=
Donc
T —B+1>(p+q) (5_1)”;3;],
p+\q/lg—
d’ou

W =B+ 1) YF—1> (p+qa-1)77 >a
carp+g>letf—-1>1.

Donc

!
1> —
B a1 —pf+1
2. Soientx > "B —1ety > 547, alors
I —B+1>0 et W1 -B+1y>a,
d’ou

a+py
1+ xrta’

y >
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Théoreme 2.1.4 Supposons > 2. Soit {y,} >, une solution de I'équation (2.3) avec les

n=

conditions initiales y_,, y_1, Yo vérifient

a
— <yYy<yoL< "YB-1 2.17
yfi'*l'q _ ﬁ +1 Yo Y- ﬁ ( )
et
rafp o
ya> "Yp-1+ e T (2.18)
Alors pour toutn > 1ona
a
S < VYo <Yy < p+\q/ﬁ -1 (219)
Yoy =B +1
et
N a
You-1 > You3 > "NP-1+ (2.20)

-1
Preuve. (Par récurrence)
Supposons que 8 > 2. Soit {y,}7>’, une solution de I’équation (2.3) avec les conditions
initiales y_5, y_1, yo Vérifient (2.17) et (2.18).
1. n=1
De (2.17) on trouve
Yoyl, <B-1,

alors

a+ By_ a+ By_

h= 'prql > Py 1,

1+y.y?, B

donc
o
Y1 > E + Y-1, (221)

d’ou

o
- "B -1 .
BT B =

De l'inégalité précédente on trouve
P P+
VYiya > Y-

Donc
a+ Byo a+ Byo
T+, 1+

Y2 =
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De (2.17) et (2.18) on a

et Y1 > p+\q/ﬁ -1.

En appliquant le Lemme 2.1.6, on trouve

y0>+
yVii-Bg+1

-1

a+ ﬁyo

_ < ,

tryy
d’ou Y2 < Yo.
Montrons maintenant que v, > W
Puisque y_; < y; alors

R e
donc b pia
y a|ll+y; -y +p-1
B R R |
d’ou b g
Yo > 2 [ LYY }
0 - s

Bly " -B+1

ce qui implique
1+,
o+ >a
e [y’i“’ —p+1
ie.,
a+ ‘Byo o
Y2 7

= > .
Lyl y - p+1
2. Supposons que

a
————— <Y <Ymo2 < "YYPp-1
]/gﬁl -p+1

et

" o
Yon-1 > You-3 > p\/q -1+

P*“I/ﬁ — 1
et montrons que

a
<Y <Y < "YPp-1
yg;f& -p+1

r+afn _ a
Your1 > Y1 > N1+ P*{/ﬁj'

et
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D’apres I’hypothese, on a
yZnygn—Z < ‘B - 1’

donc
a+ BYo,— a + By, o
Your1 = ,‘;yzq — > Py ==t Y1,
1 + yZnyZn—Z ‘B ﬁ
d’ou
. a
Yous1 > Yonr > "NP-1+ —. (2.22)

De (2.22) on trouve

y . a+ BYon a+ BYyan
2n+2 — 7

P4 p+q

T+ Yyl 1+y5,0

Puisque

. o
Yon-1 > "B —Letyy, > T g1

2n 1 IB +1
alors le Lemme 2.1.6 implique

Yone2 < You < "A/p— 1.

Pour compléter la démonstration il suffit de montrer que 2,1, > 7

ﬁ'
De (2.22) on obtient

2n+1

o
Yon > P+’1 = Yo > p+q
Youoy =B +1 Yons ,B"‘l
donc pig pig
+ y2n+1 Yopr T p-1
Yon > E p+q 1
y2n+1 ﬁ +
d’ou ) ]
a |1+ Yy Y0, 1
Yon > E W—l I
y2n+l IB +
alors ) ]
1+y, .y
2n+1J2n-1
o+ ,ByZn > W—l
2n+1 ‘5 +
donc
a+ ﬁyZn (04
Yonio = >

I+ ygn+1ygn—1 y2n+1 IB +1
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+00
n=-2

Corollaire 2.1.2 Supposons p > 2. Soit {y,} une solution de I'équation (2.3) avec les

conditions y_, y-1, Yo vérifient (2.17) et (2.18). Alors la sous suite {yz,z};:(’) (resp. {y2n+1};:)),

de |y, )2, est décroissante (resp. est croissante).

n=-=2/

Lemme 2.1.7 Supposons > 2. Soit {y,}'*° , une solution de I'équation (2.3) avec les condi-

tions y_», y_1, yo vérifient (2.17) et (2.18). Alors pour tout n € N on a

Yons2 < Yo- (2.23)

Yone1 > (1 + 1)% + Y1 (2.24)

Preuve.
— Du Corollaire (2.1.2) on trouve (2.23).

— Montrons, par récurrence, (2.24).

a) n=0, c’est (2.21).
b) Supposons que
a
Yonse1 > (n+ 1)5 + Y1
et montrons que
a
Yon+3 > (1’1 + Z)E + Y1
De (2.19) on trouve

a+ By o«
Youts = ——— 7 > & T Yous1
1 p q
+ y2n+2y2n ﬁ

>%+(n+1)%+y_1,

d’ott (2.24).

Lemme 2.1.8 Supposons B > 2. Soit {y,}'= , une solution de I'équation (2.3) avec les condi-

tions y_p, y-1, yo vérifient (2.17) et (2.18). Alors

lim Yops1 = +ooet lim yp, = 0. (2.25)

n—+oo0 n—+oco
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Preuve. Supposons f > 2. Soit {y,}'>° , une solution de I'équation (2.3) avec les condi-
tions initiales y_», y_1, yo Vérifient (2.17) et (2.18).
De lI'inégalité (2.24) on obtient
i o = .
De (2.23) on trouve

a+ﬁy2n < 0(+ﬁy0

P P4
L+ y2n+1y2n—l L+ y2n+1y2n—l
En passant a la limite lorsque n — +oco on obtient lim 15, =0. m

n—+oo

Yons2 =

Corollaire 2.1.3 Si 5 > 2. Alors I'équation (2.3) a des solutions non bornées.

2.2 Sur une équation aux différences rationnelle d’ordre

supérieur

Abo-Zeid [2] a discuté le comportement global et la bornitude des solutions de
I'équation aux différences

A+ Bxy g1
k 7
C+ DHxn—Zi

i=l

n=0,1,.. (2.26)

Xn+l =

ou A, B sont des nombres réels positifs et C, D sont des nombres réels strictement
positifs et [, k sont des entiers positifs tel que I < k.

Motivé par ce papier on va étudier dans cette section le comportement asymptotique
des solutions de 1’équation aux differences suivante

ArBYar o4 (2.27)

k
mi
C+ Dl[[lxn_zl.
ol les conditions initiales x_px_1, X_ok, - - - , X1, X et les parametres C, D sont des nombres
réels strictement positifs, les parametres A, B sont des nombres réels positifs, k, | sont
des entiers positifs fixés et m;,i = l,_k sont des entiers strictement positifs fixés tel que
[ <k.
k
Dans tout ce qui suit, on pose p = }.m;.

i=l
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Lemme 2.2.1 L'equation (2.27) est équivalente a I'équation
a+ BYu_ok-1

P2 =01, (2.28)
1+ [[ly;nizi

Yn+1 =

1
Ta=4(R) =B
oua—c(c) et =¢.

==

Y, pour tout n > -2k — 1, alors

D\
E) Xn+1

D % A + Bx,_ox1

Preuve. Soit x,, = (%)

Y1 = (

n—2i

k
C + DJ]x™
i=1

1=

ARSI

3 (D %A"‘B(%) Yn-2k-1

k
C+CIIy"
i=l

n—2i

1
A(D\ . B
c (E) + cYn—2k-1

k
m;
1+ r[lyn—zi
i=
a + BYn—sk-1

k
m;
I+ rIZyn—Zi
=

Remarque 2.2.1 Du Lemme 2.2.1, il suffit d’étudier I'équation (2.28) a la place de I’équation
(2.27).

221 Casa>0

Tout d’abord on va étudier 1’équation (2.28) dans le cas ott @ > 0.
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Stabilité locale

Ici on détermine les points d’équilibre de I'équation (2.28) puis on discute leurs

stabilité locale.

Lemme 2.2.2 On a les assertions suivantes

\ i
1. L’équation (2.28) a un seul point d’équilibre positif dans ](%)p ,+oof sif>1.

2. Supposons B < 1. Alors

p+1

(i) L'équation (2.28) a un seul point d’équilibre positif dans ]0, (;:—f)’; sia<p (;%f)T .

(ii) L’équation (2.28) a un seul point d’équilibre positif dans ](ﬂ)’g ,+oo[ sia >

p-1
p+l
AN
A=
Preuve. Soit y un point d’équilibre de I'équation (2.28). Alors

‘”[if (2.29)
1+y

Y=

donc
y1+Y)=a+py,
c’est a dire y est un point d’équilibre de I’équation (2.28) si et seulement si y est un zéro

de la fonction f :]0, +oo[— IR définie par
fx)y=x"+(1-Bx-a. (2.30)
Maintenant on considere la fonction ci-dessus, alors
f0)=-a<0, et xgqioof(x) = +00.

De plus on a

f ) =@+ +(1-p).

Donc
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1.Sip>1,0ona

oy — e o BV
ffx)=0ex= T
, -1y
f'x)<0ex< |

_1l
f'x)>0e x> ﬁTp

+
g

1
Donc la fonction f est croissante sur ](5%)’; , [
Mais ) o )

PV (B2 aop(PE) -
f((p+1 \p+1 +a ﬁ)p+1 ¢
p-1\"
=-p (m) —a<0.

Donc 3! x € ](fj%)" ,+oo[, f(x) = 0.

2. Supposons que 8 < 1. Alors f est croissante sur 0, +oo[.

+1

(i) Soita < p(%) ", donc

! [(%)] - (%)_ +(1- ﬁ)(;%f)% —a

p+l
1-B\7
_p(pTl) —a>0.

Dot A x € ]o(}%)[ f) = 0.

pr
(ii) Soita >p (%) ", alors

p
() ot

D'oudlx € ](;%f)% ,+oo[, f(x)=0.

Théoréme 2.2.1 Soit y le point d’équilibre positif de I'équation (2.28). Alors
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1. Yy est instable si p > 1.

2. Sip <1,onadeux cas

p+l

(i) y est localement asymptotiquement stable si a < p (;%’13)7 .
prl
(ii) y est instable sia > p (;%f) "

Preuve. Considérons la fonction g : R — R définie par
a + Puors

g(uo, Uty ooy Unk1) = P
1+ [Ty,
i=l

et soit y le point d’équilibre positif de I'équation (2.28). Alors pour touti €0,...,kona

i zl()l u IAAAY4 llz + (y,...
! au 1 k y’ ,y)

k
—miy 1 1y (@ + i)
j=li#] |
- ()

k
1+ Hlugjf)z
i=

—my" " T1 7" (e + pY)

j=li%]
ko
(1+ H]y )?

—-miy’ (o + BY)
(1 +yr)?

En utilisant (2.29) on trouve

On a aussi

Pok+1 (1o, uy, ..., M2k+1)|(y,...,y)

Ag

p

— e
1+ Tuy;
=l

p
1+
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Donc I'équation linéaire associée a I'équation (2.28) autour du point y est

—p k
A2+2 Yy Z A% 1L =0. (2.31)

1. Supposons que > 1 et considérons la fonction G définie par
k

G(\) = A2k+2 y AZk—2i+l _ L 2.32
() 5 Z; 7 (232)

B+py >1+Y
carf>1letp >1,donc

B+py -1 1+7

G(-1)=1- - =
=1) 1+ 1+

Et comme

AliIP G(A) = +oo0. (2.33)

Alors I’équation (2.31) a une racine A; dans | — oo, —1[ avec |A4] > 1. D’apres le

Theoréme 1.2.1, on déduit que le point y est instable dans ce cas.
2. Supposons f§ < 1. Alors

(i) Sia<p ( ) . On considere les fonctions hy, h, : C — C défines par
hl ( /\) — A2k+2

et

V Z" p
_ 4 2k-2i+1 _
hz(/\) = 1+ — / m,/\

donc, YA eC:|A|=1o0na

prpy _Brp-VV 47
1+ 1+

h2(A)] <
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D’autre part on a d’apres le Lemme 2.2.2
1-B)’
— P
a (P - 1) ’

(p-Dy <1-8,

ce qui implique

by

() < =¥ _
? 1+7

1= |m)l

En appliquant le théoreme de Rouché on trouve que toutes les racines de
(2.31) se situent a l'intérieur du disque unité ouvert. Du Théoreme 1.2.1 on

trouve le résultat.

p+1

(ii) Soita >p (E)T . On considere la fonction G définie par (2.32), alors

oV _ BV (-1

G(-1)=1- 57 7 (2.34)
D’apres le Lemme 2.2.2 on a
1—B\r
7 (=)
donc
Yp-1)>1-8
d’otu
B+7 +(p-1Dy >1+7. (2.35)

En combinant (2.33), (2.34) et (2.35) on trouve que la fonction G a un zéro A,

dans | — oo, —1[ avec |A;| > 1 et le Théoreme 1.2.1 donne le résultat.

Oscillation et bornitude des solutions

Théoreme 2.2.2 Soit y le point d'équilibre positif de I'équation (2.28) et soit {y,}*> ,, | une

1
solution de la méme équation. Alors si 'une des deux conditions suivantes
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(A1) Y-2k=1, Y=2k+1, +-r Y=1 < Y < Y2k, Y=2k42 +--» YO
(a2) Y2k, Y242/ s Yo < Y < Y2k-1, Y2k 1/ - Y1

+00

est satisfaite, la solution {y,}*> , | est oscillatoire autour du point y.

+0o0

Preuve. Soit y le point d’équilibre positif de 1’équation (2.28) et soit {y,}'>, | une
solution de la méme équation.

1. Supposons que la condition (a;) est satisfaite et 'autre cas se démontre de la méme

maniere.
On a
a+By-ou1  a+py  _
yl = P < 1+ yp = y
1+ ]j[ly’fél
et
o+ ,By—Zk o+ ﬁy _
Yo = P > 1 +—P =Y.
mi y
I+ [[lyl—Zi
a+pByona  a+py  _
Y3 = X - < 1 —p =Yy
mi + y
I+ [[ly—ZHZ
et
a+Byor a+py  _
Ya = & - > 1 +—p =Y.
mi y
I+ Hly—2”3

Par induction on déduit que

Yon 2> y et Yon+1 < y; VYn > 0.

+00

o oy est oscillatoire autour du point y.

Donc {y,}

Lemme 2.2.3 Soit {y,}'>,, | une solution de I'équation (2.28). Alors

1.

n-1

Yoks)n < Z Ofﬁj + ﬁn]/o, VYn > 0.

j=0
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Yoks1yne2i < Z apl + B Y gpsaia, Ym >0, Viefl,... k.
=0

n
Yoleayne2iel < Z ap’ + By gpiaia, Yn >0, Vie{0,...,k}.
=0

Preuve. Soit {y,}'>’ ,, | une solution de 1'équation (2.28). Alors

k

Yne1 S @+ PYn—k-1, 1 2=0. (2.36)

1. Par récurrence sur n on montre la premiere estimation.

Pourn =0,ona

-1
Yo<Yo= Z ap’ + Byo.

j=0

Supposons que pour un certain 7 on a
n-1
Yatrn < ), B+ B"yo
j=0
et montrons que

n
Yok 1)(n+1) < Z ap’ + "y

j=0

En utilisant (2.36) on trouve

Yoke1)n+1) = Yo(ksDns2ks141 < & + BY2(ks1)n

et d’apres 'hypothése on obtient

n-1 n
Yo(k+1)(n+1) <a+ ﬁ Z aﬁj + ﬁnyo = Z aﬁ] + ﬁ”"’lyo.
j=0 =0

D’otu1 'estimation recherchée.

2. Pour i = 1, montrons par récurrence sur 7 que

n
Yokyn+2 < Z aﬁj + ﬁ”+1y_2k, Vn > 0.
=0
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On a pour n = 0, (2.36) implique
2 <a+ ﬁy—Zk-

Supposons maintenant que

n
Yogrtyne2 < Z apl + By

=0

et montrons que
n+1

Yo+ Dy(nr1)42 < Z CV,Bj + /3n+2]/—2k-

j=0

En utilisant (2.36) on trouve

Y2k+1)(n+1)42 = Yo+ Dn+2k+3+1 < @ + ,ByZ(k+1)n+2

et d’apres 'hypothése on obtient

n n+1
Vo) ns)42 S @+ B Z ap/ + By | = Z ap’ + B2y o
=0 =0

Par induction sur i on peut montrer les cas i € {2, ..., k}.

3. La preuve est similaire que celle de 2.

Proposition 2.2.1 Supposons que 5 < 1. Alors, toute solution de I'équation (2.28) est perma-

nente.

Preuve. Soit {y,}'>" ., une solution de I'équation (2.28). Du Lemme 2.2.3 on a

k

n

1-p

Yoty S @ +B"yo, ¥n>0.

1_ﬁn+1
1-p

_ pn+l

1-p

YVogsne2i S @ + B Yooksaica, Y20, Vi€ (l, .. k).

+ B Yooksaicr, Y20, Vie{0,..., k).

Yo+ n+2it1 <
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Comme g < 1, alors

Y2(e+1yn = 13 :3 + Yo, Yn=>0.

Yolestyne2i < + Yoo, V120, Vie{l, ..k}

= l3
Yo Dynr2il < 1-3 ﬁ + Yooks2ic1, ¥Yn >0, Viel0,..k}

C’est a dire pour toutn > 0 on a

Yo(k+1)n < ﬁ + Yo.
YVarynet S 775+ Yokt
Yoesr1yne2 = @ + Yook
Yos)n+s = ﬁ + Y_okr1-
Yok+ln+a = ﬁ + Y ks
Vak+yn2k—2 = ﬁ + Y_a.
Yo+ n+2k-1 < ﬁ + Y_3.
Vo yne2k = ﬁ + Yoo
Yakrtynezkrt = 75+ Y1
Donc
AM>0, y, <M, ¥n>0.
ou
a
M= - ﬁmax(l + Yoot L+ Yoo, L+ Yook, 1+ Yookro, .-, 1+ Y21, 1+ 10) .

En utilisant cette derniére inégalité on trouve

a+ —2k-1 o
ﬁyn S

Ynr1 = T 1+ M
1+Hyn 2i

=m, Yn>2k+1,

d’ot1 le résultat. m

Proposition 2.2.2 Supposons B < 1. Soit {y,}'> ,, | une solution de I'équation (2.28) et soient

—2k-1
A =limsupy, et A = liminfy,, alors A et A vérifient I’estimation suivante
n—+oo n—+oo0
a+ﬁ/\<A<A<a+‘BA 5 37
1+AP = 7 T 1+ AP (237)

48



Chapitre 2. Comportement asymptotique des solutions de deux équations aux différences non
linéaires

Preuve. Soit f < 1 et soit {y,,}'> ,, | une solution de I'équation (2.28). D’apres la Propo-

2k
sition 2.2.1 la solution {y,}'> , | est bornée. Par définition on a pour tout ¢ € (0, 1), il
existe ny € N tel que

A—e<y, <A+e Vnxny,
donc

/\—Eﬁyn_zk_1SA+€, Vn>ng+2k+1

et

k
1+(/\—e)”S1+Hyz112i$1+(A+e)”, Vi > np + 2k,
i=l
ce qui implique

a+pA-—¢e)<a+Bypoa <a+pA+e), Vn>ny+2k+1

et
1 1 1
< < , Yn> 2k.
1+(A+eyp — ko T 1+ (A +e)y =t
1+ Hynizi
Alors

a+p(A-e) Symsaz+‘6(A+e)’
1+ (A+e)yp 1+(A—¢)y

En passant a la limite lorsque ¢ — 0 on obtient (2.37). =

Yn >ny+ 2k +1.

Lemme 2.2.4 Supposons 3 > 2. Alors les assertions suivantes sont vérifiées
1 Six> {[F=T+ s alors {B 1> .

2. Six>{p-Tety> 5 alorsy > iy

Preuve.

1. Soit x > {/f —1+ ——=, donc
=
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ce qui implique
ap
-1

¥>@-1)7 FB-1.

YB=1 —p+1)>pa(B-1)7 >a,
carf >2etp > 2.
2. Supposons que
a
v[g = =
x></p—-1 et y>xl’—ﬁ+1'
Alors
=B+ 1)yy>aq,
d’ot

(" + 1)y > a + By.

Théoreme 2.2.3 Supposons p > 2. Alors I'équation (2.28) a des solutions non bornées.

+00

Preuve. Supposons 8 > 2. Soit {y,}'>,,

une solution de I'équation (2.28) avec les

conditions initiales y_s_1, Y-k, Y-2k+1, .- Y-2, Y-1, Yo Vérifient

ﬁ<y0<y—2<”.<y—2k< \p/ﬁ—l (238)
Yoy —B
et
a
Yop > > Yook > Yook > AB—1+ (/ﬁ—l (2.39)
On considere les sous suites de {y,,}'> , | suivantes
{Vats1n—2ks2j-1 50y € {V20es1)n-2k42; nys
oujelo,... k.
Montrons, par récurrence, que Yn > 1on a
o
< Yoksn—2k+2j < Yogs)n-1)-2k+2j < P —1 (2.40)

p
Yoestyn-akaajo1 ~ B+ 1
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et

Yo+ 1)n=2k+2j-1 > Y2 (k+1)(n-1)-2k+2j-1 > {/ﬁ -1+ 3

(2.41)

c’est a dire la sous suite {yygs1yn-2x2j-1} 50y (t€SP. {Voks1n-2k+2j}5)) est croissante (resp.

est décroissante).

a) Pour n =1, on a par définition

a+ BY2j-2k-1
Yoj = —————

L+ HyZ] 2i

De (2.38) on trouve

H yZ] 21

donc
a - o
Yajs1 > E +Yojok1 > N1+ ’H{/ﬁ
On a aussi
a + Byj-ok
Yojo = ——(————
L+ H]/2] 2i+1
De (2.39) on trouve Hy2] pivg > y2] ors1- lOTS
a + Byj-ok

Yajr2 < v .
L+ Yookt

D’autre part on a

o /B —1
Y2j-ok+1 > AP +(/ﬁTl
et

a

Y2j-2k >

> — :
1 7B+l Yy~ B+

En appliquant le Lemme 2.2.4, on trouve

Y2je2 < Yojk < A/p— 1.
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Montrons maintenant 1'inégalité suivante

Yajr2 >
2]+l ﬁ+ 1
De (2.38), (2.39) et (2.42) on a
a a
—h+1 ij—Zk—1_18+1 y2j+1_ﬁ+1
donc ; )
y L@ alPt1+ y2]+1 Yajur — 1 o« L+ ¥
2j-2k == -1,
p 3/2]'+1 -p+1 P y§j+1 p+1
alors
a T+ HyZ] 2i+1 a
YVoj-2x> ||~ 35
ﬁ ygjﬂ - ﬁ +1 ‘B

ce qui implique

a+ pYoi—ok o
L7

WYaj2 = v .
Vo, —p+1
L+ HyZ] 2i+1 2

b) Supposons maintenant qu’on a (2.40) et (2.41) et montrons les deux estimations

suivantes

-1+

- < Yo(ken—2k42j-1 < Y2(kt1)(n+1)-2k+2j-1 (2.43)
et

a

7 1 < Y23k 1)(n+1)-2k+2] < Y2(k+1)n—2k+2j < (/ﬁ -1 (2.44)
Yogesnyosty-2ks2je1 ~ B+

De (2.40) on trouve

p

HyZ(k+1)n+2] 2i y2 1’

(k+1)n+2j—2k <p-

donc
a+ ﬁyz(k+1)n—zk+2j—1 a
Yo(ke1)(n+1)-2k+2j-1 = > — + Yo(ks1)n—2k42j-1, (2.45)

p
1+ 1—IyZ(k+l)n+2] 2i

52



Chapitre 2. Comportement asymptotique des solutions de deux équations aux différences non
linéaires

d’ot (2.43).

D’autre part on a

a + BYo(kes1yn—2k+2; a + BYoaks1)n-2k+2;
Yo+ 1)(n+1)-2k+2j = <

k 1+ yl’ ‘ ’
m; 2(k+1)n+2j—2k+1
1+ gy2(k+l)n+2]’—2i+1 R
alors
a + BYages1yn—2k+2;
Yo+ 1)(n+1)-2k+2j < 1 v
t Yokstynr2j-2k-1
Comme
o
-1+ < Y2(k+1)n—-2k+2j-1
{/ﬁ -1
et
y > a > a
2(k+1)n—2k+2] p p 7
Yy, —B+1 Yo vn-2ks2j-1 ~ p+1
alors une autre application du Lemme 2.2.4, donne
Yo(k+1)(n+1)-2k+2] < Y2(k+1)n—2k+2;-
Montrons maintenant que
o
Y2+ 1)(n41)-2k42) > 5 T (2.46)
2(k+1)(n+1)-2k+2j-1 —p+
De (2.40) et (2.43) on obtient
y S o S o
2(k+1)l’l—2k+2] p p 7
2(k+1)n—2k+2j-1 p+1 yZ(k+1)(n+1)—2k+2j—1 —p+1
donc
B+1+y) Y -1
a Yowrymrn-2k42j-1 ~ Yoy —2k42j-1
Yo+ 1n—2k+2j > v 1
p Yok 1y —2k42j-1 ~ p+
1+ .
_ o 2(k+1)(n+1)-2k+2j-1 o
=1 — - =,
p Yosymsty-ks2j1 ~ P+ 1 p
alors )
1+y .
2(k+1)(n+1)-2k+2j—1
@ + BYo(k+1yn-2k+2j > & { - 1k (2.47)
Yagertyuety-ake2jr ~ Bt
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D’autre c6té on a

k k
mi mi P
HyZ(k+1)n+2j—2i+l < HyZ(k+l)(n+1)+2j—2i+l < Yols1)ne1)-2k42j-1° (2.48)
i=l i=[

En combinant (2.47) et (2.48) on trouve l'inégalité (2.46).

Maintenant de 'inégalité (2.45), on obtient

o o
Y2(k+1)n-2k+2j-1 > E + Yo(ke+1)(n-1)-2k+2j-1 > =+ > TZE + Yooki2j-1, Yn = 0.

Ce qui implique
ngrpooyZ(kﬂ)n—zkﬂj—l = +o0, Yje€{0,...,k}
et
nl_i)IPmyZ(k+1)n—2k+2j =0, Vje(0,... kb
[ ]
Stabilité globale

Le théoréeme suivant donne la stabilité globale du point d’équilibre positif de
p+1
1—ﬁ)7

I'équation (2.28) danslecasouf<leta <p (pTl

pr
Théoreme 2.2.4 Supposons que f < 1. Si a < p(%) ", alors le point d’équilibre y €

1
10, (;%f)” [ de I'équation (2.28) est globalement asymptotiquement stable.

(o]

= i, une solution de I'équation (2.28). Comme 8 < 1, alors la solution

Preuve. Soit {y,}

{ya}_,,_, est bornée. Soit A = limsup y, et A = liminfy,. En utilisant la Proposition

n—+0o n—+oo
2.2.2, on obtient
a+pA C A< A< a+ pA
1+A7 = =7 T 14+ A7
Donc
a+pA<A+ AN, (2.49)
et
A+ APA <a+BA. (2.50)
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Multiplions (2.49) par A7~! et (2.50) par AP~! on trouve
alP 4 BAY < AP+ APAY,
et
AP+ VPN < aNPt + BAY.

De (2.52) on obtient
APAP < aAPh+ (B = T)AP.

En combinant (2.51) et (2.53) on trouve

aAP™t+ BAP < AP + a4+ (B — 1)AY.

(1=B)AP —aAP™t > (1= B)AF — aN™.
Maintenant on considere la fonction 4 :]0, +oco[— R définie par
h(x) = (1 - B)xP — axt™".

Alors
W (x) = xP~2 [p(1-B)x—(p - 1],

a(p-1)
p(1-p)’

donc la fonction h est croissante sur +<>0[.

On a montré dans le Lemme (2.2.2) quesif < leta <p (;%lf)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

+1

" ,alorsy € ]0,(;%?)%[

1
et f ((;%f)” ) > 0 ou f est la fonction définie par (2.30). Montrons maintenant que

f (a(p—l)) <0, cestadire quey € ]a(p—l) (ﬂ)% [

p(1-p) p(1-p)” \p-1
one ap-1)\ _(ap-DY"  alp-1)
f(P(l—ﬁ)):(P(l—ﬁ)) Ty

fap -V«
‘(p(l—ﬁ)) p
L aV p_1p+l 1
-G ]

mais

1-p\7T _ (a) (1-p\"
e<r[i =) =) <G5
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donc P Pl
—1\*
(ﬁ) (p_) <1,
p) \1-B
d’otl f(w) < 0. Alors y € ]a(p_l)’ (Fl’%f)ﬁ[

p(1-p) p(1-p)
Supposons que A # A, i.e A < A. On a, par définition, A <y < A est comme

_Jaw-1 (1—5)%
PAT—p)\p-1

alp — 1)
p(1 - ﬁ)

donc

AAE€E

1
Alors h(A) < h(A) car h est croissante sur ] ap) 1 ’

(- ﬁ), [ Ce qui est contradictoire avec
I'inégalité (2.54).

D’ou, A = A =y et y est globalement attractif. Et comme ¥ est localement asymptoti-
quement stable alors il est globalement asymptotiquement stable.

222 Casa=0

Maintenant on va étudier 1’équation (2.28) dans le cas ot a = 0.

Il est clair que si @ = 0, I'équation (2.28) devient

Yol = M n=0,1,.. (2.55)

1 +Hyn 2i

Lemme 2.2.5 L’équation (2.55) a deux points d'équilibre, y, = O et y, = (f — 1)P sip>1let
un seul point d’équilibre y, = 0si p < 1.

Preuve. Considérons la fonction

F(y) = y(y" +1-p). (2.56)
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Il est clair que y est un point d’équilibre de I'équation (2.55) si et seulement si i est un
zéro de la fonction définie par (2.56).
De (2.56) on a

F(y) =0 y=0 ou y=(p-1).

De la méme maniére que la démonstration du Lemme 2.2.3 on peut montrer la

proposition suivante

Proposition 2.2.3 Soit {y,}'> , | une solution de I'équation (2.55). Alors

Yog+yn < B Yo, Y > 0. (2.57)
Yakstynrai < B Y oksaia, Y20, Vie(l,... k. (2.58)
Yok n+2i+1 < ﬁn+1y—2k+2i—1, Vn>0, Viel{0,..., k}. (2.59)

Lemme 2.2.6 Supposons que f < 1. Soit {y,}'> ,, | une solution de I'équation (2.55). Alors

AM>0, dnpeN, vy, <M, ¥nelN,

Preuve. La preuve est similaire a celle de la Proposition 2.2.1. m

Théoréme 2.2.5 Supposons f > 1. Soit {y,}'*,, | une solution de I'équation (2.55) et y, =

B- 1)%. Si l'une des conditions suivantes est vérifiée
(b1) Y-2k-1, Y241, s Y1 < Yy < Y2k Y-2k42, s Y0
(02) Yk Y=2k+2s -+ Y0 < Yy < Y2k=1, Y=2kt1, -+ Y1

alors la solution {y,}>_,, , est oscillatoire autour du point y,.

-2
Preuve. La preuve est similaire a celle du Théoréeme 2.2.2. m

Théoréme 2.2.6 On a les assertions suivantes

1. Le point d’équilibre y, = 0 de I'équation (2.55) est localement asymptotiquement stable

si p < 1et il est instable si p > 1.
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2. Deplus, si p < 1alors, y, = 0 est globalement asymptotiquement stable.

3. SiB > 1, alors le point d'équilibre y, = (f — 1)% de I'équation (2.55) est instable.

Preuve.

1. L'équation linéaire associée a I'équation (2.55) autour du point d’équilibre i, = 0
est

Zn+1 = PZu-2k-1, 1 € IN.
L’équation caractéristique associée a cette équation est

AF*2 g =0. (2.60)

Donc |A] < 1 (resp. |A] > 1) pour toutes les racines de (2.60) si p < 1 (resp.sip > 1).
Alors, le point i, = 0 est localement asymptotiquement stable si f < 1 et il est

instable si § > 1.
2. La preuve est une conséquence directe de la Proposition 2.2.3.

3. L'équation linéaire associée a 1"équation (2.55) autour du point d’équilibre y, =
{/p —1est

1-B g
Zp+1 = T Z MiZy—i + Zn-2k-1, N € IN.
i=l

L’équation caractéristique associée a cette équation est
k
p-1 .
/\2k+2 + 2 miAZk—21+1 -1=0.

Considérons la fonction g, définie par

/\Zk 2i+1

M»

g2(1) = 1% + % )

Donc

lim g2(1) = +00, et ga(-1) = —%p <0,

alors la fonction g a un zéro dans | — oo, —1[. D’ot1le point y, = {/f — 1 est instable.
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2.3 Exemples numériques

Exemple 2.3.1 Soit I'équation (2.3) aveca = 0.25, =0.5,p =2,9 =3,y0 = 0.8, y_1 = 0.33,
Y- = 1.5, donc I'équation (2.3) devient
0.25 + 0.5y,

 n=0,1,.. 2.61)
L+yiy,,

Yny1 =

p+q+1

Onaf <leta< (p+ q)(%)W = 0,412346222, d’ont le point d’équilibre y €

10,0.6597539553] est globalement asymptotiquement stable. (Voir Figure 2.1)

201
1,8—-
Lo
1,4—-
1,2—-
Lo

0,81

0,67

0,4

0,21

Fic. 2.1 - L"attractivité globale du point d’équilibre y de I"équation (2.61).

Exemple 2.3.2 On considére I'équation (2.28) avec « = 0.35, 6 =0.5,1 =2, k =4, m, = 2,
mz =3, my =4,y =585y =089 y, =035 y3 =455 y_4 = 065, y_s = 3.15,
Y6 =0.75, y_y = 2.35, y_g = 1.25, y_¢ = 0.25, donc I'équation (2.28) devient

0.35 + 0.5y,—9

 n=0,1,.. (2.62)
L+ Yo Yo oYos

Yn+1 =

pil
Onap=m+m+my=9,p<leta<p(;%)" =0,413362953, d'oi le point d'¢quilibre
y €]0,0.7348672687| est globalement asymptotiquement stable. (Voir Figure 2.2)
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2,54

0,5

T T T T T T 1
20 40 60 80 100 120

Fic. 2.2 — L'attractivité globale du point d’équilibre y de 1’équation (2.62).

Exemple 2.3.3 On considere I'équation (2.55) avec p = 0.6, =3,k =5,m3 =1, my = 3,

ms =2,y =125y =035y, =475 y_3 =289, y_4 =135, y_5 = 455, y_ = 0.65,

Y—7 =3.15,y_¢ = 0.75, y_9 = 1.15, y_1p = 0.25, y_11 = 0.1, donc I'équation (2.55) devient
0.6,-11

1+ Yu-sY-gYn10

Ona p < 1d'on le point d’équilibre y = 0 est globalement asymptotiquement stable. (Voir

Figure 2.3).

,n=0,1,.. (2.63)

Yn+1 =

2,5

0: : VL\'\ . AA/\/I\ A VAUV
40 60 80 10

Fic. 2.3 — L'attractivité globale du point d’équilibre y = 0 de I’équation (2.63).

T
0 120
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CHAPITRE 3

Sur quelques systemes d’équations aux

différences non linéaires

Ce chapitre comporte deux parties, dans la premiere partie on s'intéresse a 1'étude
du comportement global des solutions d'un systeme d’équations aux différences ra-
tionnelles d’ordre trois et la deuxieme partie est consacrée a 1’étude de la stabilité locale
et globale des points d’équilibre d"un systeme d’équations aux différences rationnelles

d’ordre deux.
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Chapitre 3. Sur quelques systemes d’équations aux différences non linéaires

3.1 Ftude du comportement des solutions d’un systéme

d’équations aux différences non linéaires d’ordre trois

Shojaei et al. [34] ont étudié la stabilité et les propriétés des solutions de "équation

aux différences rationnelle d’ordre trois suivante

ayn—Z
,B + Vynyn—lyn—Zl

Yn1 = n=20,1,..

ol les parametres a, 8, y et les conditions initiales y_», y_1, yo sont des nombres réels
strictement positifs.
Notre objectif dans cette partie est d’établir la stabilité globale et la périodicité des

solutions du systeéme suivant

at,_ 2 a’'z, o
tn+1 k 7 Z?’H—l k 1k k
‘8+')/Z nan ﬁ+7/ttnltn2

, n=0,1,.., (3.1)

ou les conditions initiales t_5, t_1, to, z_5, Z_1, Zo et les parametres a, &', B, B, , ¥’ sont
des nombres réels strictement positifs telles que a # feta’ # f etk > 1 est un entier

fixé.

Remarque 3.1.1 Il est clair qu’on peut écrire (3.1) sous la forme

at,_» a'Zy
t , Zn4l = , n=0,1,.., 3.2
T bzizk 2k T btk i (3:2)
Ng=& o/ =& -7 - V_
ona=g,a ﬁ,,b ﬁ,etb 7

Lemme 3.1.1 Le systeme (3.2) est équivalent au systéme suivant

ax,—p» ll']/n 2
Xn+1 = s Yl = T
T+ysys v, 1+ xixy_xk_,

n=0,1,.. (3.3)

Preuve. On pose pour tout n > -2,
(X, Yn) = ( th, %zn).
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Donc
the1 = —x et zy4 = L
n+1 W n+1 n+1 %yrwl/
tyo = t = !
n-2 — Wxn—?_ et Zyp = %yn—ZI
b/tﬁtﬁ—ltﬁ—z = xﬁxﬁ—lxﬁ—z et bzﬁzﬁ—lzﬁ—z = yﬁyi—lyi—z-

Substituons les formules ci-dessus dans (3.2) on trouve le systeme (3.3). m

Remarque 3.1.2 D’apres le lemme précédent, il suffit d’étudier le systeme (3.3) a la place du

systeme (3.2).

3.1.1 Comportement global

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a donner un résultat sur la stabilité locale et

globale des points d’équilibre du systéme (3.3).

Lemme 3.1.2 (x1,Y,) = (0,0) est toujours un point d’équilibre du systeme (3.3).
Sia > leta’ > 1,lesysteme (3.3) aaussile point d"équilibre positif (X5, y,) = ( Nar =1, Va-1).

Preuve. Soit (x, ) un point d’équilibre du systeme (3.3), alors

_ ax _ a'y
X = DY et

1+y K

1+%
Donc

XY —a+1)=0 et YR —a +1)=0.

Commea # 1leta’ # 1, alors (x1,y;) = (0,0) est toujours solution de ces deux équations

etsia>1eta’ > 1, on trouve la deuxiéme solution (x;, y,) = ( Vo =1, Va- 1). m

Théoréme 3.1.1 (i) Supposons que a < 1 et a’ <1, alors le point d’équilibre (x1,y,) = (0,0)
du systeme (3.3) est localement asymptotiquement stable et il est instable si a > 1 ou

a >1.
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(ii) Supposons que a > 1 et a’ > 1, alors le point d’équilibre (x,y,) = ( Vo =1, ¥a—1) du
systeme (3.3) est instable.

Preuve. Soint (x, ) un point d’équilibre du systeme (3.3).
Le systeme linéaire associé au systéme (3.3) autour de (x, y) est
X1 = A Xy, (3.4)

ott Xy = (X, Xn—1, Xu=2, Yn, Yn-1, Yn—2)", A est la matrice jacobienne, en (, y), associée a la

fonction vectorielle F, et

F-RRxR — RIxR3

Up Ug f(”o; Uy, Uz, Vo, V1, V2)
251 U Up
Uz Uj 251

—» F —
Do o !7(”0, Uy, Uy, Vo, V1, 02)
(4] (%] 0o
(%) (%) 01

f,g: RBxR} — R3xR®
t t
((uOI Uy, Uz, 0o, 01, 02) ) - f/ !] ((u()/ Uy, Uz, 0o, 01, UZ) ) ’
ou
f auy
f((u(J/ Uuq,Uus, 09,01, UZ) ) = k P i’
1405 +0; + 70,
et

a’vy

k k k'
1+u0+u1+u2

ty —
g ((uOI uy,Uy, 09,01, 02) ) -

Donc par définition, on a

z9u0 (X) (9u1 (X) (9u2 (X) (900 (X) &vl (X) 82}2 (X)
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
A= ’
(9”0( X) «9u1( X) Z(X) avo( ) avl( ) 302( )
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
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En utilisant les formules de f et g on trouve

(i) Au point (x;,7,) = (0,0), X = (0,0,0,0,0,0), et

0 0a 0O0O0
1 00000
010000
A=
000O0O0C4«A
00O01O0O0
000O0OT1TO0
Donc
-A 0 a 0 0 0
1 -A 0 0 0 0
0 1 -A 0 0 0
det(A — Alg) = p
0 0 0O -A 0 4«
0 0 0 1 A 0
0 0 0 0 1 -A

d’ot1 'équation caractéristique du systeme (3.4) est
(A3 —a)(A®*=a') = 0. (3.5)

Sia < 1leta’ <1, ontrouve que toutes les racines de I'équation caractéristige (3.5)
sont de modules inférieur strictement a un. Donc d’apres le Théoreme 1.3.1, le
point d’équilibre (x1, y;) = (0,0) est localement asymptotiquement stable.

Sia>1oua’ >1,alors il existe au moins une racine de (3.5) de module supérieur
strictement a un, et encore une fois par le Théoreme 1.3.1, le point d’équilibre

(x1,y,) = (0,0) est instable.

(ii) Aupoint (x,7,) = (Vo' =1, ¥Va—1),ona

X=(No -1, Vo =1, Vo =1, Va-1, Va—1, Va-1).
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Donc

S = O
(@)
S O -

Q
Q
a

e}
e}
e}

S =, O O O O
_ O O O O O
S O =k O O O

ou

_k(a—1)3\/ka’—1 G__k(a’—1)3\/ka—1
a3\/ka—1 ' a N -1 .

Le polyndme caractéristique du systeme (3.4) dans ce cas est

5=

-A 0 1 o o 1)
1 -A 0 O 0 0
0 1 -A 0 0 0
P(A) =det(A — Alg) = ,
o o o —-A 0 1
0 0 0 1 -A 0
0 0 0O 0 1 -A

d’ot

Py = a6 K= 2(” D s g 4 Ko 21(“ BEYPE (3.6)

_3k2(a - 1)Sa’ - 1)/4\2 ~ 2kz(a - 1)fa’ - 1)A 1 k*(a — 1)Ea’ - 1).
aa aa aa
De (3.6) on a ,
(1) = o= Z(“ —V o, (3.7)
et
lim P(A) = 40

A—+00

Donc P a un zéro dans ]1, +oo[. D’apres le Théoreme 1.3.1, le point d’équilibre

(x2,,) = ( Vo =1, Va- 1) est instable.

Le théoreme suivant confirme la stabilité globale du point d’équilibre (x;, y;) = (0, 0).
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Théoréme 3.1.2 Supposons que a < 1 et a’ <1, alors le point d’équilibre (x1,y;) = (0,0) du

systeme (3.3) est globalement asymptotiquement stable.
Ce théoréme est une consequence du Théoreme 3.1.1 et le lemme suivant.

Lemme 3.1.3 Soit {(x,, y,)}'2 , une solution du systeme (3.3), alors pour tout n > 0 on a

Xan < a"Xo,  Yan < a"Yo. (3.8)
Xaur1 < @ xg, Yane1 < a’””y_z- (3.9)
X3nt+2 < a"lx_, Yan+2 < ﬂm+1]/—1~ (3.10)
Preuve. Du systeme (3.3) on a
Xp41 < AXp—2, Yns1 <A Yn—p, Y1 >0. (3.11)

Montrons, par récurrence l'estimation (3.8) et de la méme maniere on peut montrer
(3.9) et (3.10).
Pour n=0, évident.

Supposons maintenant qu’on a (3.8) et montrons que
X3(n+1) < a"x, Yam+1) < a’”“yo
De (3.11) on obtient

X3(n+1) = X3p+2+1 < AX3y

et
Y3m+1) = Y3n+2+1 < AY3p-

En utilisant I'hypothése on trouve le résultat. m

Exemple 3.1.1 Soitk =4,a =3/5eta’ =5/8, x_, =0.25,x_; =0.14, xo = 0.3, y_, = 0.2,

y-1 = 0.6, yo = 0.3. alors on obtient le systeme suivant

3 5
=Xn—2 sYn-—2
571 8
xn+1 = 1 4.4 4 7 yn+1 = 1 4.4 4 (3.12)
+ ynyn—]yn—Z + x”xn—lxn—z
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0.4

X(n)
Y ||

0.35

X(n),Y(n)
o
o N o
) o w

o
[N
(&)

o
-

0.05F

Fic. 3.1 - L'attractivité globale du point d’équilibre (x;, y;) = (0,0) du systéme (3.12).

3.1.2 Périodicité des solutions

Théoreme 3.1.3 Supposons a > 1 et a’ > 1, alors le systeme (3.3) a une solution périodique
de période trois.
Preuve. Soit

e (P 31), (P2, 02), (P3, 93), (P1, 1), (P2, 92), (P3, G3) , -]

une solution périodique de période trois du systeme (3.3). Alors

b = ap; 0= a’'q
1 = T 7 1 11— - 1 1 17
1+ 459595 1+ pipsps

ap, a’'qy
P2 = ——F—F— 2= T——F"F =/
1+ qiq5q 1+ phphpl

aps a’'qs
p3 = s f]3: .
1+ qiq5q 1+ phphpl

De ces équations, on trouve
k k
pipeps = Vo' =1 et qugags = Va—1,

et la solution périodique prend la forme

{(Ph‘h)/ (P2, 42), (\k/;f %)/(Plz%)/ (P2, qz)/(

Vo —1 \/ka—l) }
pip: T g2 e
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Exemple 3.1.2 Soit k =3,a = %, a = 2—2, X2=2,x1=4Yy2=5Yy1=3x= xﬁl =
5 Yo = y_kz‘;_yl_l = . Alors la solution du systeme (3.3) est
1 1 1 1
{(2/ 5) ’ (4/ 3) ’ (3_2/ E)/ (21 5) ’ (41 3) 7 (3_2/ E)/ } .

3.1.3 Okscillation et existence d’une solution non bornée

+0o

Théoreme 3.1.4 Supposons a > 1 et a’ > 1. Soit {(x,, yu)} _ , une solution du systeme (3.3)

tel que

() x_p, x_1,X0 2 X2et Yo, Y1, Yo < VY,

ou
(i) x_p, x_1, X0 <Xp et Y_3, Y-1, Yo = Y,

Alors {(x,, yn)}:::’_2 est non oscilatoire autour du point d’équilibre (x2, y,).

Preuve. Supposons que (i) est vérifiée, le cas (ii) se démontre de la méme maniére.

De (3.3), on a

ax_, ax,

X1 = 1+y’5y’ily’§2 > 1+y§k = X2,
_ a'y—o a7y, =
T TT ik 2T e BE Y
B ax_q ax;
Xy = 1 y’{y’gy’il > - ygk = Xo,
"y a/_
Y1 = L < y_23k =V,

k ook ok
T+xxxl,  1+x
Et par inductions on trouve le résultat. m

Le théoreme suivant montre 1’éxistence d'une solution non bornée du systeme (3.3).

Théoréme 3.1.5 Supposons a > 1 et a’ > 1. Soit {(x,, y.)}', une solution du systeme (3.3).

Alors on a les assertions suivantes

(i) Six_p,x_1,x0 € ]0,X2[ et y_2,y-1,Y0 € ]yz, +oo[. Alorslimx, = 0et { yn};f_z est non bornée.

n—+00
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(i) Six_p,x_1,x0 € |Xp, +00[ et Y_o,y-1,Y0 € ]O, yz[. Alorslimy, = Oet {x,},>, est non bornée.

n—+oo
Preuve.

(i) Du Théoreme 3.1.4, on peut supposer que la solution {(x,, y.)} -, du systeme (3.3)
est vérifée

Xy <Xy et y,>y, Yn>0.

Alors
axX3y < axsy
X343 = = X3n,
k k k —3k
L+ 30V 147,
_ AX3n+1 AX3n+1
x3n+4 - 1 k k k < —3k - x3n+1/
T YasYana¥ann 1+,
_ X3y AX3n+2
X3n45 = Tk  Xon+2s

Kk ok
T+ YaaY33Wam2 147,

a’ Yz, a’ Y,
y31’l+3 = k k k > —3k = y3n/
L4 2x3,,005,0%,  1+%;
y _ a’y3n+1 a’y3n+1 —y
3n+4 — — Y3n+1,
kK ok ok 3k
L4+ x5, 00%,0%5,0 1+,
y a’ Yans2 a'Yanra y
3n+5 3n+2s
kK ok ok 3k
L4, 0 %5,3%,0 1+,

d’ott limx, = 0 et {y,} -, est non bornée.

n—+00

La preuve de (ii) est similaire que celle de (i). m

3.2 FEtude du comportement des solutions d’un systeme

d’équations aux différences non linéaires d’ordre deux

Dans [11] I'auteur a discuté le comportement global des solutions du systeme

Uyt Uy _ Upt Uy
Upy1 = ;o Ony1 =

 n=0,1,.., (3.13)
a; + 0,041 ay + Uyl

ou les parametres a1, a, et les conditions initiales u_1, 19, v_1, vy sont des nombres réels

strictement positifs. Il a utilisé les résultats obtenus pour étudier le comportement des
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Chapitre 3. Sur quelques systemes d’équations aux différences non linéaires

solutions de 1’équation aux différences floue suivante

Xn+ Xp—1
=~ T 01, 3.14
Xn+1 p XX n ( )

ol p et les conditions initiales xj, x_; sont des nombres flous strictement positifs.

Notre objectif dans cette partie est d’étudier le comportement asymptotique du systeme

de deux équations aux différences rationnelles suivant

X, + X, nt Yn-
Xy = Tl = M, n=0,1,.. (3.15)
P .4
A+yaY, B+x,x,

ot1 les conditions initiales x_1, xo, ¥-1, ¥y sont des nombres réels positifs, les parametres

A, B sont des nombres réels strictement positifs et p, g sont des entiers positifs fixés.

Remarque 3.2.1 Le systeme (3.13) a été aussi étudié par Q. Zhang et W. Zhang [48].

3.2.1 Stabilité locale et globale

Lemme 3.2.1 On considere le systeme (3.15). Alors
1. (x1,y,) = (0,0) est toujours un point d’équilibre du systeme (3.15).

2. Si A < 2et B < 2, le systeme (3.15) a aussi le point d’équilibre positif (X,,y,) =
("2 -B, "2 - A).

Preuve. Soit (x, ) un point d’équilibre du systeme (3.15), alors
— 2x — 2y
Donc

X +A-2)=0 et Y& +B-2)=0.
Alors

1. (x1,y,) = (0,0) est toujours solution de ces deux équations.

2. SiA <2etB <2, o0n trouve la deuxieéme solution (X, y,) = (" X2 - B, "2 - A).
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Chapitre 3. Sur quelques systemes d’équations aux différences non linéaires

Théoréme 3.2.1 Supposons A > 2 et B > 2. Alors le point d’équilibre (x1,y,) = (0,0) du

systeme (3.15) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Montrons tout d’abord que (x;,y,) = (0,0) est localement asymptotiquement
stable.
On a le systeme linéaire associé au systéme (3.15) autour du point d’équilibre (xy, ;) =
(0,0) est

Xpi1 = C Xy, (3.16)

ott X, = (X, Xu—1, Y, Yn-1)", C est la matrice jacobienne, en (x1,y,) = (0,0), associée a la

fonction vectorielle F, et

F:R2xR> — R>xR?

Up Ug f(u()/ Ui, 0o, vl)
[Z51 251 Ug

- F —
(4 () g(uo, u1,vo,v1)
01 (%] Do

f,g: RRxR> — R2xR?

((Mofulfvofvl)t) B f/g((uofulfvofvl)t>,

ou
£\ _ Uot+ g
f((uOI Uy, 0o, Ul) ) =X, pr.q’
A+ uv;
et
g((uo ul UO vl)t) - M
St B + ubu!

Donc par définition, on a

of ~ 9 i~ vy 9 v
X)) 7, (X) 7 (X) 7 (X)
c 1 0 0 0
| o s 9 90 |
e (X) FEX) (X)) 7 (X)
0 0 1 0
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ouX = (0,0,0,0).

En utilisant les formules de f et g on trouve

Lkoo
1 0 0 O
C=
00 3 3
0O 01 0
Donc
N
1 -A 0 0
det(C — Aly) =
0 1 -4 3%
0 0 1 -A

Alors I’équation caractéristique du systéme (3.16) autour du point (x;, y;) = (0,0) est

1 1 1 1
2 Ay Ay Lty A\
(B= A== 2A=2) =0, (3.17)
Soit
1 1 1 1
2 Ay oA b
P(A) = (A AA A)(/\ BA B), (3.18)
alors
P(A) = P1(A)Py(A),
ou
1 1
2ty 4
P = A=A =
et
1 1
_q2 4y
Py() = A% = ZA - =,
Comme A >2donc1 -2 >0, dou
1 2

P1(0)=—Z<0, Pi(-1)=1>0 et P1(1)=1—Z>0.

Donc les deux racines de 1'équation P1(A) = 0 sont de valeurs absolues inférieur stric-
tement a un.
De la méme maniere on trouve que les deux racines de 1’'équation P,(A) = 0 sont de

valeurs absolues inférieur strictement a un.
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Alors toutes les racines de 'équation (3.17) sont de valeurs absolues inférieur stricte-
ment a un, donc d’apres le Théoréme 1.3.1 on trouve la stabilité asymptotique locale
du point (x;, y;) = (0,0).

Montrons maintenant que

limx,=0 et lim y,=0.

n—+00 n—+00

Du systeme (3.15) on a

X < lx + lx et < l + l
n+l = A n A n—1 yn+1 = Byn Byn—l-

Si on considére 1'équation aux différences linéaire définie par

1 1
Znl = 7 Zn + 221, 1 €N

ouz_1 =x_1 et zyg = xp, on trouve
O0<x,<z, Yn>1. (3.19)
D’autre c6té on a
z, = A} + Ay, Yn>1

ol Ay et A, sont les deux racines distinctes de 1’équation

1 1
PA)=A>=-=A—-==0,
1(A) 217 0

ie.,

1+ V1+4A 1 _1-V1+4A
-, 2 = .

M 2A 2A

Il est clair que |A;] < 1.
Montrons que [A;] <1.On a
A>2 = 4AA-2)>0
= 4A*-8A >0
= 1+4A-4A>1+4A
= 2A>1+ m,
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donc |A4] < 1, ce qui implique lim z, = 0. En utilisant (3.19) on trouve lim x, = 0.
n—+oco n—+0o

De la méme maniere on peut montrer que lim y, = 0. Etla démonstration est complete.
n—+oo

Théoréme 3.2.2 Supposons A < 2 et B < 2. Alors les points d’équilibre (x1,y,) = (0,0) et
(*2,Y,) = ("N2 - B, "V2 — A) du systeme (3.15) sont instables.

Preuve.

(i) Les racines de 1’équation caractéristique (3.17) du systeéme (3.16) autour du point

®1,7,) = (0,0) sont
_1+\/1+4A 1-V1+4A

M 2A Ay = 2A
1+ V1+4B 1- V1+4B
Ns=——— M=——%p

Il est clair que |A4] > 1 et [A3] > 1si A <2 et B < 2. Donc le point d’équilibre
(x1,,) = (0,0) est instable.
(ii) De la méme maniere que la démonstration du Théoreme 3.2.1 on trouve que le

systéme linéaire associé au systéme (3.15) autour du point d’équilibre (x,y,) =

("2 - B, "2 — A) est (3.16) ot

3 3 -pa —qa
1 0 0 0
C =
I TR N
o 0 1 0

1 prg-1 1 1 prg-1 1
a=52-A)77 (2-B) et u=32-B) 7 (2-A)H.

Donc

det(C — AL) = ,
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d’ot1 I'équation caractéristique du systeme (3.16) dans ce cas est

At =A% - (2 +aup)A* + (% —2aupq)A + 411 —aug* = 0. (3.20)
Soit
4_q3_ (3 212 4 (L 1 2
P3(A) = A" =A% = ( + app)A + (5 = 2apppA + 7 —auq.
Alors
P5(1) = —aup® — 2aupq — augq* < 0
et

lim P3(A) = 400,

A—>+00
d’ot1 (3.20) a une racine A; dans ]1, +oo[ avec |A4] > 1. Ce qui donne l'instabilité

du point (x,,,) = ("V2 - B, "V2 - A).

3.2.2 Oscillation

+
n

Théoréme 3.2.3 Supposons A < 2 et B < 2. Soit {(xn, Yn)}, -, une solution du systeme (3.15)

tels que

G) x.,x02x% et ya,Yo<Yy,

ou
(ii) X_1, Xy < Ez et Y-1, Yo > yZ'

Alors {(x,, yn)}Jr"o_1 est non oscillatoire autour du point d’équilibre (x,, V,).

n=

Preuve. Supposons que la condition (i) est satisfaite et ’autre cas se démontre de la

méme maniere.
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De (3.15), on a
Y = Xo + X1 2x, _ %,
A+yyl,  A+7,
Yot ya 2y,  _
Ty xpx’ B+xh Yo
X = X1+ Xo 2%2 -7
A+yiyl - A+
1+ 2y, _
Y = Y1+ Yo < Yo' 7

p.q —p+q — J2°
B+x1x0 B+x2

Par induction on trouve le résultat. m

Exemple 3.2.1 On considere le systeme (3.15) avec A = 3.2, B =435,p =1,9 = 3 et les
conditions initiales x_y = 2.73, xo = 0.47, y_; = 0.15, yo = 1.18. Alors le systeme (3.15)

devient
Xp1 = 3;:# v = ﬁ n=0,1,.. (3.21)
n—1 -1
(Voir Figure 3.2).
1
09r
0.8
0.7
. 0.6
* 0.4r
0.3r
0.2
0.1
00 10 2‘0 ?:0 4‘0 50

F1G. 3.2 — L'attractivité globale du point d’équilibre (x3,y,) = (0,0) du systeme (3.21).
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CHAPITRE 4

Sur un systeme d’équations aux

différences de type max

Dans [29] les auteurs ont étudié le comportement global des solutions de 1'équation

aux différences de type max suivante

A, x,
Xpey = w n=0,1,.., 4.1)
n—1

ol le parametre A et les conditions initiales x_; et x; sont des nombres réels strictement
positifs.
Notre objectif dans ce chapitre est d’étudier la périodicité et la bornitude des solutions

du systeme d’équations aux différences de type max suivant

A’ A/ n
tpy = DA o madAa) o, (4.2)
Xn-1 Yna

ot le parametre A et les conditions initiales x_;, y_1, xo, Yo sont des nombres réels stric-

tement positifs.
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4.1 Bornitude des solutions

Remarque 4.1.1 Toute solution du systeme (4.2) est strictement positive.

Lemme 4.1.1 Soit {(x,, yu)} .., une solution du systeme (4.2). Pour n > 0, on pose

1 1 1 1
} X max {1, } X max {1, —} X max {1, —} x max {A, X, Yn-1}
Xn—-1 yn—l Xn y”

X max {A, Y, Xn-1} -

I, = max {1,

Alors
In = IQ, Vn > 0.

Preuve. Observons que ¥n > 0, on a

1
L. maxi{1, — >< max X max

n

bt
} X max+1,

Xn+1 yn+1
X max{A, Xy+1, Yn} Xma {A Yns1, Xn}

xmax{1, —1 Ly max {1 L}
max{A Yn} "max{A, x,}
max{A, xn}}

yn—l

) {
= max{l,— X max

max{A, y, }

Xmax{ y Yy —————— Xmax{ , Xy,

~ 1 max {max{A, y,},x,-1} max{max{A,x,}, Y,-1}
- omax {1'_} X max {1 _} max{A, y,} % maxi{A, x,}

n n

max{A, v}

X max {max{A, Yul,

} X max {max{A, Xn}, M}

yn—l

Xn—-1

1 1 1
= max {1, —} X max< 1, —} X ————— X max{A, Y, Xy-1}
Xn Yo )  max{A,y,}

! 1
Xn’laX{—Axn XmaX ,xn/yn ]} XmaX{A yn} Xmax{l ) 1}
Yn- 1}

X max{A, x,} X max {1,

Iy1 =1, Yn>0.

Alors
I, =1, Yn>0.
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Théoreme 4.1.1 Toute solution du systeme (4.2) est bornée.

De plus, on a

11 11
_— — —_ — >
(xnl ]/n) € [IOI AIO] X [IOI AIO]/ Vn = 1/

1 1 1 1
Iy = max {1, —} X max {1, —} X max {1, —} X max {1, —}
X_1 Y- X0 Yo

X max {A, xo, y-1} X max{A, yo, x_1}.

Preuve. Soit {(x,, yn)};rf_l une solution du systeme (4.2). On a

1 1 1
max{A, x,} X max {1, } X max {1, } X max {1, —}
Xn-1 yn—l Xn

1
X max {1, —} X max {A, X, Yp-1} X max{A, v, Xy-1} = yu-1, Yn > 0.

Yn
Alors
M > l’ Vn > 0’
yn—l In
donc
Yns1 2 Yn > 0.

L

De la méme maniére on trouve

1
Xpy1 = —, Yn > 0.
Io

D’autre part, on a pour tout n > 0

A < max{A, Yu, Xp-1}

max{A, x,} < max{A, x,, Yu-1}

1
1 < max {1, —}

Xn

1
1 < max {1, —}
Yn
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Chapitre 4. Sur un systeme d’équations aux différences de type max

! } (4.7)

1 < max {1,
Xn-1

En combinant (4.3)-(4.7) on obtient

1
A xmax{A, x,} < max{A, y,, x,—1} max{A, x,, y,-1} X max {1, —}

n

X max {1, l} X max {1, ! } . (4.8)
yn Xn-1
On a aussi
< max {1, 1 } (4.9)
yn—l yn—l
De (4.8) et (4.9) on trouve
1
yn+1 < Zln/ Vn > 0.
D’ou

1
Yot < <o, Vi 20.

De la méme maniere, on obtient

1
Xu+1 S ZIO, VTZ Z O.

11
(Xn, Yn) € [E’ Zlo], VYn > 1.

Lemme 4.1.2 Le systéme (4.2) a un point d’équilibre strictement positif unique (x, ).

De plus,
(1,1) si A<L1

X, Y) =
(VA, VA) si A>1.

Preuve. Soit (x, ) un point d’équilibre du systeme (4.2). Alors

_  max{A,y} _  max{A,Xx}
X=—————ce¢t y=—"
X y
donc
X =max{A, 7} et ¥ = max{A,x). (4.10)
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De (4.10) on trouve

x> VA et 7> VA (4.11)
et
) _ ) _
X >yety =>x (4.12)
De (4.12) on obtient
X >Xet Y27,
ce qui implique
x>1et y>1. (4.13)

1. Supposons A < 1. De (4.10) et (4.13) on obtient

=2
X =

et Y =7,

<

donc

=L
I
=1
]
<L
I
<l

d'ott (%,7) = (1, 1).

2. Soit maintenant A > 1. De (4.11) on trouve
x>1et y>1. (4.14)
D’autre part de (4.10) on a

X = max{A, max{ VA, \/i}} =A et yz = max{A, max{ VA, \/5}} = A.

& 7) = (VA, VA).

Sinon

x=1ou y=1,

ce qui est contradictoire avec (4.14).
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Lemme 4.1.3 Soit {(x,, y,)} - | une solution du systeme (4.2). Supposons qu’il existe un
entier N > —1, tel que

(X, yn) = (X, ), Vn>N.

Alors
(xn/ yn) = (}/y), Yn > -1.

Preuve.

1. Supposons A > 1. Alors
max{A, yn} 3 max{A, y}

XN+1 = =X
XN-1 XN-1
et
max{A,xy} max{A,x} _
YN+ = = =Y,
YN-1 Yn-1
d’ou
Ayl _
oy = DAY S
X
et

. max{yA, x} _y= VA,

Par induction on trouve (x,, y,) = (x,y), ¥Yn <N.

2. De la méme maniére on peut montrer que (x,, ¥,) = (X,y), VYn < N dans le cas oit

A<

4.2 Périodicité des solutions
Théoreme 4.2.1 Supposons A = 1. Soit {(x,, yu)} .o, une solution du systeme (4.2) avec

X1 =a, X =B, y-1 =y et yy = 0. Alors {(x,, yn)};:’_1 est périodique de période p = 10 et elle

est donnée comme suit.
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Chapitre 4. Sur un systeme d’équations aux différences de type max

Cas1l pf<1,6<1, y=>1et ax>l

(G s = (@), 6,0) (5,20, 5, G 5, 0,0, 09,5, ),

o 1 1.1 1 1 11
{(Xn, yn)}nz—l = {((X, 7/)/ (ﬁ/ 6)/ (ar ;)r (Et %)r (Sr %)/ (7/1 a)/ (6/ ﬁ)/ (;r a)r
1171
(%/ E)/ (E! S)/ (CE, y)/ (ﬁ/ 6)/ }
Cas3 pB<1,6<1, y<1, et ax>1.
. 11,11 ,al 11
{(xﬂ' yﬂ)}nz—l - {(a/ V)/ (5/ 6)/ (E/ ;)r (%/ 5)/ (5/ E)/ (y/ 0(), (5/ ﬁ)/ (;/ a)/
G (5 D), (@), (8,9, -,

5 BB
Cas4 f<1,06<1, y<let a<l
), (

(G y B = 0, 6,00, 53, (520, (55, 0, 09, 52,

1
Y yB ad” o' B
11
ad’ yp

Cas5 f<1,1<6<acet y>1

11
( )/ (E! 5)/ (Oé, V)/ (ﬁ/ 6)/}

11

(G s = (@), (6,00, 5, 9 G 2, 0,0, 09,5, D),

7 7

) (<) (@7),(B,0), ...}

| =
| -
(=
SRS

(

Cas6 <1, 1<a<dety=>l

o @ y

A5 ED, 000,68,

o 16
{(xn’ yn)}n:—l - {(OC, 7/)/ (‘3/ 6)/ (OC )/ ﬁ/ a 6 ﬁ ;/ E)/
11 7 «
(5/ E)/ (E! 5)/ (Oé, 7/)/ (,8/ 6)/ }
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Cas7 <1, a<l<dety=1

Q>
|

16
)r (7/’ CE), (6/ ﬁ)/ (;r E)r

™=

4

QI
A =

{(xn/ yn)};o:—l = {(a/ y)/ (ﬁ/ 6)/ ( )/ ( )/ (

|~

7

r

L3 @, B0

1
(E! )/(

|

Cas8 pf<1,1<6<acet py<l

. 51,1 1 al 16
{(xﬂ' yn)}nz—l - {(ar V)/ (ﬁ/ 6)/ (El ;)r (%/ 5)/ (5/ E)/ (7// 0(), (6/ ﬁ)/ (;/ a)/
1 1. 1a«a
(5/ %)/ (E! 5)/ (a/ 7/)/ (ﬁ/ 6)/ }
Cas9 p<1,62>21 y<let a<l
o o1 1 1 11 106
{(xﬂ' yﬂ)}nz—l - {(a/ V)/ (5/ 6)/ (E/ ;)r (%/ a)/ (5/ E)/ (y/ 0(), (5/ ﬁ)/ (;/ a)/
1 1. 11
(a/ )/_ﬁ), (‘El 5)/ (a/ y)/ (ﬁ/ 6)/ }
Cas10 <1, y<let 1<ax<b.
0 601, 1 1 al 16
{(xﬂ/ yn)}nz—l - {(a/ 7/)/ (ﬁ/ 6)/ (Et ;)/ (y_ﬁr E)r (5/ E)/ (7/1 a)/ (6/ ﬁ)/ (;r E)r
1 1.1«
(E/ ﬁ)/ (E! 5)/ (a/ y)/ (ﬁ/ 6)/ }
Cas1l 1<p<y, 6<let a>1l.
o 1 11 1
(G 3l = 0, 6,00 G ) (2 9.6 0 00,600, ),
11 7 «a
(5/ E ’ (E! 5)/ (a/ V)/ (ﬁ/ 6)/ }
Cas12 1<y<pB,6<let axl
o 18,11 avy B 1
{Con, y)hey = @, 7), (B, 0), (E’ ;)/ (;/ 5)1 (5, E)/ (v, @), (5,B), (;/ E)'
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Cas13 f21,0<1, y<Tlet azl

o 1 ﬁ 1 1 a 1 g1
{(xn/ yn)}n: (a )/) (ﬁ 6 a ; ; 5 5 E )/,Ck), (6/ﬁ)/ (;r E)r
1 1
(5 ; (E 5) (a,7),(B,9), ..
Cas14 1<p<y,6<let a<l
1 [3 1 1 ﬁ 1
(e, y)lesy = @, 7). (B,0), ( P ; E %)( ﬁ) (v, ), (6,B),( s a
y 1
(% E) (E 5) (a,7),(B,9), ..
Cas15 6<1<B,0<1y<let a<l
1 ,B 1 111 ﬁ 1
{(xmyn)}n-_ {(a,7),(B,06),( o ; (;/ %) (5 ,E) (v, @), (6,B),( ; E
1 1. 11
(%/?)/(E!S) ((X y)/(ﬁlé) }
Cas16 1<y<fB,06<Tet a<l.
o0 1 1 1
(G 1l = @), 60,3 5, 20, G D ) 09, E ),
1 1. 71
(%/;)/(EIS) (a y)/(ﬁlé) }
Cas17 1<p<yetl1=<d6=<a
0 p 11 ay o
{Gon, y)fey = (@, 7),(B,0), (5 y) (ﬁ 5) (%, /3) v, @),(5,pB), (y )
11 7 «a
(5 E) (E 5) (@, ), (B, 9), ..
Cas18 1<p<yetl1=<acxs
p ﬁ 5
{(on, yu) ey = (@, 7), (B,0), (E ;) (E 5) (— E) (v @), (6,B),( Y E ,
11 7/
-, =), (=, a, 0
g G 5 @) B0,
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Cas19 1<p<y,6=21et a<l

6 ﬁ 1 1, 1
{Gon y)he s = @ 7), (B,0), (5 ; E G
11
(E E) (E —) (@,7),(B,0)
Cas20 1<y<fet1<d6=<a
6 11
(G s = 1, 6,0, 55, .5 %
11 7 «a
(5, ;)/(E 5)/ (@, ), (B,0)
Cas21 =21, y<letl1<d6<a
6 11
(G 3l = @, 6,00, 00,5, 5).5

Cas22 1<y<fetl<a<d
(1l = @) 60, G 5, 0. 6 D 0m, E D,
2 G D@ B
Cas23 B>1,y<let 1<a<é.
(Gl = @) 60, G 5, 0. 6 . 0.E D,
G G @) (0,
Cas24 1<y<f a<let 6>1.
(Gl = ), 69, G. 5 .G D 0,E D,
G G5 @60,
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2 (), 0,8), (=, =),
ﬁ)(Va)(ﬁ)(y )

» 2 (@), (6, B),(

1
"B v «a

14 B o

o

Eé
B Va’
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L o.a,68,E,2,
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Cas25 21,021, a<let y<L

1 B o

o
. —)%M@ﬁﬂya

{(xn, yn)}n—_1 {(a,9),(B,0),(=,

QI»—‘

) (o =) (%

I

|
O’\Ib—\
=y

11
(5,; ﬁ 6) (@, ), (B,9), ..
Preuve. Soit {(x,, yn)} _, une solution du systeme (4.2) et soitx_1 = a, xo =, y-1 =y
et yo = 0.
Cas1 Supposonsquef <1, 6<1, y>1,eta>1. Alors

max{1,yo}  max{1,6} 1 max{1,xo} ~max{1,B} 1
xl = = = — ¢ ]/1 = = = -,
X_q o a Y V4 )4
max{1, y,} max{l,%} 1 max{1, x1) max{l,%} 1
Xy = = == et yp= = _——
Xo p p Yo o o
max{l,y,} max {1/ %} a max{l,x,} _ Max {1' %} 14
X3 = = 1 = 5 et y3 = = 1 = —.
X1 m Wi y p
max{1,ys}  Max {1' ﬁ} max{1,xs} _ Max {1' %}
X4 = = ] =y et Ys= = ] =q.
X2 B Y2 3
1, 1,
o = max{1, Y} _ maxil,oz} 5ot ys = max{1,xs} _ maxi v} _ .
X3 5 Y3 E
max{l,ys} max{l,B} 1 max{l,xs} max{1,06} 1
Xe = = = — et ]/6 = = = —.
X4 Y Y Ya a a
. _ max{1, ye) max{l, 1} 1o max{lxg) max{l, 7} 1
7= X5 B ) ) ¥ = Vs B B B
max{l,y,} _ max {1' %} 14 max{l,xs} _ "X {1, %} a
Xg = = ] = — ¢t Yg = = ] = —.
X6 y p Yo a 0
max{1,< max{l Z}
max{1, ys} { ’ 5} max{1, xg} ' B
Xg = = T =a et Yo = = ] =7.
X7 3 ]/7 E
max{1,ve}  max{1,y} max{1, x max{l, «
. w_meilyl g mellx) _ maila)
Xg B Ys B

Par induction on trouve
Xp+10 = Xn €f Ynir0 = Yn, Y 20.
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Chapitre 4. Sur un systeme d’équations aux différences de type max

De la méme maniere on peut montrer les autres cas.

]
Si A > 1, on définit
Dy = {(u, v,w,t) €]0,+oo[*, 1<u,v,w,t< A},

CD, =]0, +°°[4—D4,

etsi0 < A <1, on définit

| =

171 1
D6={(u,v,w,t)€[A,Z] , Av<w < —v, Austszu},

CDs :]O, +OO[4—D6.

+00

Théoreme 4.2.2 Supposons A > 1. Soit {(x,, yu)},__, une solution du systeme (4.2). Alors les

assertions suivantes sont vraies

1. Si(x_1,X0,Y-1,Y0) € Dy. Alors

(xn/ Xn+1, Yn, yn+1) € D4, Yn > 0.

De plus {(xn, Yn)} ., est périodique de période 4 et elle est donné par

{(x—lz ]/—1)1 (.’Xfo, yo)/ ( A ’ i) ’ (é é) , (X_l, y—l); }

- 7
X-1 Y1 Xo Yo

2. Si (x-1,X0,Y-1,Y0) € CDy4. Alors

(Xn, Xpa1, Y, Yns1) € CDy, VY >0

Preuve. Soit {(x,, yn)};rf_l une solution du systeme (4.2).

1. Supposons (x_1, X0, Y-1, Yo) € D4. Alors

max{A, yo} max{A, xo}
Xp=——"—cet Y= ——.
X_1 Y
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Chapitre 4. Sur un systeme d’équations aux différences de type max

Mais (x_1, X0, Y-1, Yo) € D4, donc

X-1,%X0, y—ll yO € [11A]/

alors

x| = i €[1,A] et y1 = i €[1,A]

X1 -1

De la méme maniére on obtient

A,
xzzwzée[lqu] ety2zwzé€[1,z4],
Xo Xo Yo Yo
A,
X3 = —max{ yZ} =X_q € [1, A] et Y3 = max{A’ xZ} =Y € [11A]
X1 n
A, 7
X4 = —maxic sl =xp €[1,A] et ys= —max;‘l %) =yo € [1,A]
2 2

Par induction on trouve que {(x,, )} -, est périodique de période 4 et
(X, Xp41, Y, Y1) € Dy, ¥ 2 0.
2. Supposons que (x_1, Xo, Y-1, Yo) € CD4. Montrons par 1’absurde que
(Xn, Xn41, Y, Yne1) € CDs, ¥ 2 0.

On suppose qu’il existe un entier N > 0 tel que (xn, Xn+1, YN, Yn+1) € Da.

Alors
max{A, yn} A
XN+1 = =
XN-1 XN-1
et
max{A, xy} A
YN = = .
YN Yn-1
Donc
XN-1 = €[1,A]
XN+1
et
YN-1 = €[1,A]
YN+
D’ou

(xN-1, XN, YN-1, YN) € Da.
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Par induction on trouve que
(-1, X0, Y-1,Yo) € Dy
ce qui est une contradiction, d’out

(xn/ Xn+1s Yns yn+1) € CDy, Vn=>0.

+00

Théoreme 4.2.3 Supposons 0 < A < 1. Soit {(x,, y)} _ , une solution du systeme (4.2). On

a

1. Si (x_1,%0,Y-1,Yo) € De. Alors

(X, Xn+1, Y, Y1) € Do, ¥ > 0.

De plus {(xy, yn)},.._, est périodique de période 6 et elle est donnée par

Yo  Xo 1 1)(1 1)(y_1 x_l) }
x—/—lxl /_I_I_I_I_I_I_I_/x—l—I"'
{( 1, Y¥-1), (X0, Yo) (x_1 y_l) (y_l o)\ o)\ % (x-1,¥-1)
2. Si (x-1,x0,Y-1,Yo0) € CD¢. Alors
(xn/ Xn+1, ]/n/ yn+1) € CD6/ Vn > 0.

Preuve. De la méme maniere que la démonstration du Théoreme (4.2.2). m

Remarque 4.2.1 Observons quesi A > 1,alors (x,X,y,y) = (\/Z, VA, VA, \/Z) est un point
situé a l'intérieur de Dy et si0 < A < 1, le point (x,X,y,y) = (1,1,1,1) se situe a I'intérieur de

Ds.

Corollaire 4.2.1 Le point d’équilibre (x,y) du systeme (4.2) est localement stable mais il n’est

pas localement asymptotiquement stable.
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Conclusion et perspectives

Dans cette these et aprés un chapitre introductif qui est consacré a donner des
notions fondamentales sur les équations aux différences linéaires et non linéaires et les
systémes d’équations aux différences non linéaires utiles pour comprendre ce travail,
on a établi des résultats de stabilité locale et globale de deux équations aux différences
rationnelles, les résultats obtenus ont fait 1’objet de deux publications internationales,
voir [5, 6]. En suite on a étudié le comportement asymptotique des solutions de deux
systémes d’équations aux différences rationnelles, 'un de ces résultats est accepté pour
publication internationale, voir [4] et ’autre est soumi.

En fin, on a donné un résultat sur la périodicité des solutions d"un systeme d’équations
aux différences de type max, ce résultat fait 1’'objet d"une publication internationale,
voir [7].

Les résultats obtenus dans cette thése sont basés sur la méthode de linéarisation, ces
résultats offrent quelques perspectives :

Etude de I'équations aux différences rationnelle suivante

ky
A + Bx,_oi_
Z#, n=01,..

1

i=h C+ D[]a™

: n—2i
j=h

92



BIBLIOGRAPHIE

[1] R. Abo-Zeid, M. A. Al-Shabi, Global behavior of a third order difference equation,
Tamk. J. Math., 3(43)(2012), 375-383.

[2] R. Abo-Zeid, Global behavior of a higher order difference equation, Math. Solvaca.,
4(64)(2014), 931-940.

[3] J.R. Beddington, C. A. Free and J. H. Lawton, Dynamic complexity in predator prey
models framed in difference equations, Nature.,255(1975), 58-60.

[4] F. Belhannache, N. Touafek, Dynamics of a third-order system of rational difference
equations, Dyn. Cont. Disc. Impu. Sys., Series A, Mathematical Analysis, to ap-

pear.

[5] F. Belhannache, N. Touafek and R. Abo-Zeid, Dynamics of a third-order rational
difference equation, Bull. Math. Soc. Sci. Math. Roumanie., 1(59)(107)(2016), 13-22.

[6] F. Belhannache, N. Touafek and R. Abo-Zeid, On a higher order rational difference
equation, J. Appl. Math. Inf., 5-6(34)(2016), 369 - 382.

[7] E. Belhannache, Periodic Character and Boundedness Nature of Positive Solutions of
a Max-Type System of Difference Equations, Elect. ]. Math. Anal. Appl., 5(2)(2017),
53-61.

93



Bibliographie

[8] H. Cartan, Théorie élémentaire des fonctions analytiques d'une ou plusieurs variables

complexes, Enseignement des sciences, Hermann, Paris, 1961.

[9] D. Clark, M. R. S. Kulenovic, A couple system of rational difference equations, Com-
put. Math. Appl., 43(2002), 849-867.

[10] D.Clark, M. R. S. Kulenovic and J. F. Selgrade, Global asymptotic behavior of a two-
dimensional difference equation modeling competition, Nonlinear Anal., 52(2003),

1765-1776.

[11] Q. Din, Asymptotic Behavior of a second-order Fuzzy Rational Difference Equation, J.
Disc. Math., vol. 2015, Article ID 524931, 7 pages, 2015.

[12] Q. Din, On a system of fourth-order rational difference equations, Acta Univ. Apu-
lensis, Math. Inform., 39(2014), 137-150.

[13] Q. Din, Asymptotic behavior of an anti-competitive system of second-order difference

equations, ]. Egypt. Math. Soc., 24(1)(2016), 37-43.

[14] E. M. Elabbasy, H. El-Metwally and E. M. Elsayed, Qualitative behavior of higher
order difference equation, Soo. J. Math.,33(2007), 861-873.

[15] E. M. Elabbasy, S. M Elaissawy, Global behavior of a higher-order rational difference
equation, Fasci. Math., 53(2014), 39-52.

[16] S. Elaydi, An Introduction to Difference Equations, 3rd ed, Springer, New York,
1999.

[17] M. M. El-Dessoky, On the solutions and periodicity of some nonlinear systems of
difference equations, J. Nonli. Sci. Appl., 9(2016), 2190-2207.

[18] E. M. Elsayed, Qualitative behavior of difference equation of order two, Math. Comp.
Model., 50(2009), 1130-1141.

[19] E. M. Elsayed, On the solutions of a rational system of difference equations, Fasci.
Math., 45(2010), 25-36.

[20] E. M. Elsayed, H. El-Metwally, On the solutions of some nonlinear systems of diffe-
rence equations, Adv. Diff. Equ., 2013(161) (2013), 14 pages.

94



Bibliographie

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

E. M. Elsayed, T. F. Ibrahim, Periodicity and solutions for some systems of nonlinear

rational difference equations, Hacet. ]. Math. Stat., 44(6) (2015), 1361-1390.

E.M. Elsayed, T. F. Ibrahim, Solutions and periodicity of a rational recursive sequences

of order five, Bull. Malay. Math. Sci. Soc., 38(2015), 95-112.

E. M. Erdogan, C. Cinar, On the dynamics of the recursive sequence X,,1 =

, Fasci. Math., 50(2013), 59-66.

TP .
By R Xk Tk %,

N. Fotiades, G. Papaschinopoulos, On a system of difference equations with maxi-

mum, Appl. Math. Comput., 221(2013) ,684-690.

E. A. Grove, G. Ladas, Periodicities in Nonlinear Difference Equations, Advances
in Discrete Mathematics and Applications , Volume 4, Chapman and Hall, CRS
Press, 2005.

E. A. Grove, G. Ladas, N. R. Prokup and R. Levis, On the global behavior of
solutions of a biological model, Commun. Appl. Nonlinear Anal., 7(2)(2000),
33-46.

B. D. Iricanin, N. Touafek, On a second order max-type system of difference equations,

Ind. J. Math., 54(2012), 119-142.

T. E. Ibrahim, On the third order rational difference equation x,,1 = %, Int.
J. Cont. Math. Sci., 4(2009), 1321-1334.

E.]. Janowski, V.L. Kocic, G. Ladas and S. W. Schultz, Global behavior of solutions
of Xpt1 = %ﬁ"q}, Proceeding of the First International Conference on Diffe-
rence Equations, May 25-28, 1994, San Antonio, Texas, USA, Gordon and Breach

Science Publishers, Basel, 1995.

V. L. Kocic, G. Ladas, Global Behavior of Nonlinear Difference Equations of Higher
order with Applications, Kluwer Academic Publishers Dordrecht, Boston, London,

Volume 256, 1993.

V. Lakshmikantham, D. Trigiante, Theory of difference equations, numerical methods

and applications, 2nd ed., Marcel Dekker, Inc., New York, 2002.

95



Bibliographie

[32] G. Papaschinopoulos, J. Schinas and V. Hatzifilippidis, Global behavior of the
solutions of a max-equation and a system of two max-equations, ]. Comput. Anal.

Appl., 5(2)(2003), 237-254.

[33] G. Stefanidou, G. Papaschinopoulos and C. ]J. Schinas, On a system of max-
difference equations, Commun. Appl. Nonl. Anal., 17(2)(2010), 1-13.

[34] M. Shojaei, R. Saadati and H. Adbi, Stability and periodic character of a rational
third order difference equation, Cha. Sol. Frac., 39(2009), 1203-1209.

[35] S. Stevi¢, On a Discrete Epidemic Model. Disc. Dyn. Nat. Soc., 2007, 10 : Article ID
87519.

[36] S. Stevic, Periodicity of a class of nonautonomous max-type difference equations, Appl.

Math., Comput 217(2011), 9562-9566.

[37] S.Stevic, Solution of a max-type system of difference equations, Appl. Math. Comput.,
218(2012), 9825-9830.

[38] S. Stevic, On some periodic systems of max-type difference equations, Appl. Math.
Comput., 218(2012), 11483-11487.

[39] S. Stevi¢, On some solvable systems of difference equations, Appl. Math. Comput.,
218(2012), 5010-5018.

[40] S. Stevi¢, On a solvable system of difference equations of kth order, Appl. Math.
Comput., 219(2013), 7765-7771.

9825-9830.

[41] N. Touafek, On a second order rational difference equation, Hacet. ]. Math. Stat., bf
41(2012), 867- 874.

[42] N. Touafek, E. M. Elsayed, On a third order rational systems of difference equations,
An. Stiint. Univ. Al. I. Cuza Iasi, Ser. Noud, Mat., 61 (2015), 367-380.

[43] L. Yang, J. Yang, Dynamics of a system of two nonlinear difference equations, Int. J.

Contemp. Math. Sci., 6(2011), 209-214.

[44] Y. Yazlik, T. D. Tollu and N. Taskara,On the solutions of difference equation systems
with Padovan numbers, Appl. Math., 4(12) (2013), 15-20.

96



Bibliographie

[45] Y. Yazlik, On the solutions and behavior of rational difference equations, J. Comput.
Anal. Appl., 17(3)(2014), 584-594.

[46] D. C. Zhang, B. Shi, Oscillation and global asymptotic stability in a discrete epidemic
model, J. Math. Anal. Appl., 278(2003), 194-202.

[47] Q. Zhang, L. Yang and J. Liu, Dynamics of a system of rational third-order difference
equation, Adv. Diff. Equ., Article ID 136(2012), 6 pages.

[48] Q. Zhang, W. Zhang, On the system of nonlinear rational difference equations, Inter-
national Journal of Mathematical, Comp. Phy. Qua. Eng., 8(2014), 688-691.

97



