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Résumé

Cette thèse est constituée de deux parties principales, dans la première nous étudions
deux résultats d’existence de solutions pour un processus de la rafle du premier ordre
gouverné par des ensembles prox-réguliers et avec deux perturbations, l’une semicontinue
supérieurement et l’autre semicontinue mixte, ceci en utilisant un théorème de coïnci-
dence entre les ensembles de solutions d’une inclusion différentielle avec contrainte et une
inclusion sans contrainte. Dans la deuxième partie, on montre deux résultats d’existence
de solutions, aussi pour un processus de la rafle du premier ordre gouverné cette fois par
des ensembles sous lisses, mais avec une seule perturbation semicontinue mixte, le premier
dépendant du temps et le second du temps et de l’état.



Abstract

This thesis consists of two main parts, in the first one we study two existence results of
solutions for a first order sweeping process governed by prox-regular sets and perturbed
by two set-valued mappings, one is upper semicontinuous and the second one is mixed
semicontinuous, this by using a coincidence theorem between the solutions set of constrai-
ned and unconstrained differential inclusion. In the second part, we give a proof of the
existence of solutions of two first order sweeping processes governed by subsmooth sets
and perturbed by a mixed semicontinuous set-valued mapping, in the first case the sets
in the sweeping process depend only on the time and in the second depends on the state
and time.
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Introduction

Dans cette thèse nous nous sommes intéressées à l’étude de plusieurs résultats sur
l’existence de solutions dans l’espace de dimension finie Rd, d’une inclusion différentielle
gouvernée par un processus de la rafle non convexe du type

(PF,G)





−u̇(t) ∈ NC(t,u(t))(u(t)) + F (t, u(t)) + G(t, u(t)), p.p.t ∈ [0, T ];

u(t) ∈ C(t, u(t)), ∀t ∈ [0, T ];

u(0) = u0,

où NS(·) est le cône normal à l’ensemble S, F : [0, T ]×Rd ⇒ Rd est une multi-application
à valeurs convexes fermées mesurable sur [0, T ] et semicontinue supérieurement sur Rd et
G : [0, T ] × Rd ⇒ Rd est une multi-application mesurable. Nous supposons aussi que G

est semicontinue mixte, c’est à dire, pour tout t ∈ [0, T ], et pour chaque x ∈ Rd tels que
G(t, x) est convexe la multi-application G(t, ·) est semicontinue supérieurement sur Rd

et à chaque fois que G(t, x) est non convexe la multi-application G(t, ·) est semicontinue
inférieurement sur un voisinage de x.
En premier lieu, le problème est considéré dans la classe des ensembles prox-réguliers, c’est
à dire les ensembles C(t, x) sont uniformément ρ-prox-réguliers (ρ > 0). En deuxième lieu
le problème sera posé dans une classe plus générale celle des ensembles sous lisses, c’est à
dire les ensembles C(t, x) sont uniformément sous lisses.
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Introduction

Le processus de la rafle a été introduit par J.J. Moreau [36] comme étant l’inclusion
différentielle





u̇(t) ∈ −NK(t)(u(t)) t ∈ [0, T ]

u(0) ∈ K(0)

et elle a été étudiée dans [36], [37], [38] sous l’hypothèse de convexité de l’ensemble K(t)

ce dernier est requis d’avoir une semivariation bornée (resp. absolument continue). Après
ce papier précurseur, plusieurs auteurs ont été intéressés par l’étude de l’existence de so-
lutions du processus de la rafle perturbé dans le cas convexe et non convexe. Le problème
du premier ordre a été étudié à fond dans plusieurs papiers, voir par exemple [8], [18],
[19], [21],[25], [28], [29], [30], [32], [43], [44], [46] et leurs références. Pour le second ordre
on peut citer [4], [9], [11], [16], [17], [34] et leurs références.
L’inclusion différentielle (PF,G) avec G ≡ 0 a été étudié dans les articles fondamentaux
[18], [21], [30] ; l’ensemble C(t, x) est convexe dans [30], dans [18], [21] il est supposé ap-
partenir à la classe des ensembles prox-réguliers et dans [32] il est dans la classe plus
générale des ensembles sous lisses.

Cette thèse est organisée en trois chapitres, au début un chapitre "Préliminaires",
Chapitre 1 qui rassemble plusieurs définitions et résultats d’ordre général qui nous ont
été nécessaires dans nos diverses démonstrations tels que la mesurabilité des fonctions
et des multi-applications, la continuité de ces dernières, des résultats de compacité dans
les espaces de fonctions, etc... puis quelques notions d’analyse non lisse et variationnelle,
comme les différents sous différentiels et cônes et nous terminons en donnant une brève
introduction aux ensembles prox-réguliers et sous lisses.

Dans le Chapitre 2 nous énonçons et démontrons deux résultats d’existence de solu-
tions du problème (PF,G) en dimension finie, où les ensembles C(t, x) sont uniformément
r-prox-réguliers, r > 0. Le premier théorème démontré à fait l’objet d’une publication,
voir [6], le but de ce résultat est de fournir une nouvelle démonstration dans le cas des
ensembles prox-réguliers, la multi-application C(·, ·) est Lipschitzienne et pour le cas plus
général de la perturbation semicontinue mixte. Dans [18], [21] les auteurs ont utilisé une
technique de discrétisation basée sur "l’algorithme de rattrapage" de Moreau, c’est à dire,
en considérant une partition appropriée de l’intervalle temps, ils ont construit une suite
d’approximations qui converge vers la solution du problème considéré. Nous nous pro-
posons une approche différente basée sur un important résultat de coïncidence entre les
ensembles de solutions de l’inclusion du premier ordre avec et sans contrainte établie dans
[29], et le théorème du point fixe de Kakutani pour les multi-applications. Cette approche
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Introduction

de réduction d’une inclusion différentielle sans contraintes nous permet également d’étu-
dier l’inclusion (PF,G) en présence de la semicontinuité mixte de la multi-application G.
Dans la seconde section de ce chapitre nous reprenons le même problème avec les mêmes
hypothèses sauf exception, la multi-application C(·, ·) est absolument continue ceci en
utilisant la même technique de démonstration.

Au Chapitre 3, nous énonçons deux résultats d’existence dans le cas où les ensembles
considérés sont sous lisses, le premier résultat qui est l’objet d’un article soumis voir [5]
et il montre l’existence de solutions du problème

(P)





−ẋ(t) ∈ NC(t)(x(t)) + F (t, x(t)), p.p. t ∈ [T0, T ];

x(t) ∈ C(t), ∀t ∈ [T0, T ];

x(T0) = x0 ∈ C(T0),

où les ensembles C(t) sont sous lisses et la multi-application F est semicontinue mixte.
Ici nous avons combiné les idées utilisées dans [6] et [32] et nous avons utilisé la même
technique de discritisation que dans [32]. Dans le second résultat que nous avons démontré
nous reprenons le problème (P) mais cette fois-ci les ensembles C(t, x) dépendent du temps
et de l’état pour tout (t, x) ∈ [T0, T ]× Rd.

11 LMPA



Notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de cette thèse.
Soient E un espace de Banach. On note par

– E′ le dual topologique de E.
– 〈·, ·〉 le produit de dualité de E et E′.
– ‖ · ‖ la norme de E.
– σ(E,E′) la topologie faible sur E.
– σ(E′,E) la topologie faible∗ sur E′.
– BE la boule unité ouverte de E.
– BE la boule unité fermée de E.
– Si A est un sous ensemble de E alors A est la fermeture de A.
– co(A) est l’enveloppe convexe de A.
– δ(·, A) la fonction indicatrice de A, définie sur E par

δ(x,A) =

{
0 si x ∈ A;

+∞ sinon.

– La fonction polaire associée à δ(·, A), appelée aussi fonction d’appui de A, est la
fonction notée δ∗(·, A) et définie sur E′ par

δ∗(x′, A) = sup
x∈A

〈x′, x〉, ∀x′ ∈ E′.

12



Notations

Notons que si A est un convexe fermé de E, alors nous avons la relation suivante

d(x,A) = sup
x′∈BE′

[〈x′, x〉 − δ∗(x′, A)], ∀x ∈ E

avec
d(x, A) = inf

a∈A
‖x− a‖

est la distance du point x à l’ensemble A.

Soit H un espace de Hilbert et soit A un sous ensemble fermé pas nécessairement convexe
de H. On note par

– ProjA(x) la projection de x ∈ H sur A.
– NA(y) le cône normal de Clarke au point y ∈ A. Nous avons

y ∈ ProjA(x) ⇔ x− y ∈ NA(y).

– χA la fonction caractéristique d’une partie A d’un ensemble donné, définie par

χA(x) =

{
1 si x ∈ A;

0 sinon.

On note aussi par
– CE([0, T ]) l’espace de Banach des applications continues u : [0, T ] → E, muni de la

topologie de la norme sup, i.e., ‖u‖C = sup
t∈[0,T ]

‖u(t)‖.
– L1

E(I) l’espace des applications Lebesgue-Bochner intégrables définies sur I = [0, T ]

à valeurs dans l’espace de Banach E, muni de la norme ‖u‖L1
E
.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre "Préliminaires" nous citons quelques définitions et résultats fon-
damentaux qui ont été utilisés dans l’élaboration des démonstrations de nos résultats de
telle sorte que la lecture de la thèse soit simplifiée et plus fluide.
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Chapitre 1 : Préliminaires

1.1 Rappels de Mesurabilité

Pour commencer, nous donnons quelques résultats sur la mesurabilité dans le cas uni-
voque ces derniers sont indispensables pour pouvoir introduire un peu plus loin ces mêmes
notions dans le cas multivoque. Pour plus de détails se référer à [3], [14], [41] ou [42]

1.1.1 Notions de mesurabilité

Définition 1.1.1 Soient X un ensemble non vide, Σ une famille de sous ensembles de
X, alors Σ est dite une tribu sur X si

1. ∅ ∈ Σ,

2. A ∈ Σ ⇒ X \ A ∈ Σ,

3. An ∈ Σ, ∀n ∈ N⇒
⋃
n

An ∈ Σ.

– Le couple (X, Σ) est appelé espace mesurable et les éléments de Σ sont appelés
ensembles mesurables.

– Si la troisième relation est vraie pour les unions finies seuleument, on dit que Σ est
une algèbre sur X.

– Dans le cas où X est un espace topologique, la plus petite tribu contenant la topologie
de X, autrement dit, la tribu engendré par la topologie de X est appelée tribu
Borélienne sur X et est notée B(X).

Définition 1.1.2 Soient (X1, Σ1), (X2, Σ2) deux espaces mesurables et g une application
définie sur X1 à valeurs dans X2. On dit que g est (Σ1, Σ2)-mesurable si pour tout A ∈ Σ2,
g−1(A) ∈ Σ1.
Si X2 est un espace topologique, une fonction (Σ,B(X))-mesurable est dite fonction Bo-
rélienne, avec Σ = Σ1 et B(X2) = Σ2.

Définition 1.1.3 Soient (X, Σ) un espace mesurable et M un espace métrique. Alors
une application g : X −→ M, est dite fortement mesurable ou Bochner mesurable si g est
(Σ,B(M))-mesurable et g(X) est séparable.

Définition 1.1.4 Soient (X, Σ) un espace mesurable et M un espace métrique, on dit
que l’application f : X −→ M est Σ-étagée (resp. dénombrablement Σ-étagée) si f est
(Σ,B(M))-mesurable et f(X) fini (resp. dénombrable).
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Chapitre 1 : Préliminaires

Lemme 1.1.1 Sous les notations de la Définition 1.1.4 nous avons équivalence entre les
caractérisations suivantes

1. f est Bochner mesurable.

2. Il existe une suite de fonctions Σ-étagées définies sur X à valeurs dans M, conver-
geant simplement vers f .

3. Il existe une suite de fonctions dénombrablement Σ-étagées définies sur X, à valeurs
dans M convergeant uniformément sur X vers f .

1.1.2 Rappels sur les mesures

Définition 1.1.5 Soit (X, Σ) un espace mesurable. Alors la fonction ν : Σ −→ R est une
mesure sur X si

1. ν(∅) = 0 ;

2. ν(
⋃
n

An) =
∑

n

ν(An) pour toute suite dénombrable d’éléments de Σ deux à deux

disjoints.

– Le triplet (X, Σ, ν) est appelé espace mesuré.
– Si ν(A) ≥ 0, pour tout A ∈ Σ. On dit que ν est une mesure positive et on note ν ≥ 0

ou que l’espace (X, Σ, ν) est positif.
– Si ν(A) < +∞ pour tout A ∈ Σ. On dit que ν est une mesure finie, ou que l’espace

(X, Σ, ν) est fini.
– Si X est un espace topologique, la mesure ν : B(X) −→ R est appelée mesure

Borélienne.

Définition 1.1.6 Soient X un espace topologique séparé et ν une mesure Borélienne.Alors
ν est dite régulière si pour tout A ∈ B(X) et tout ε > 0, il existe un ouvert C et un fermé
G de X, tels que G ⊂ A ⊂ C et ν(C \G) ≤ ε.
Une mesure finie et régulière est appelée mesure de Radon.

Définition 1.1.7 Soit (X, Σ, ν) un espace mesuré avec ν ≥ 0 et Z un sous ensemble de
X. On dit que Z est ν-négligeable s’il existe A ∈ Σ tel que Z ⊂ A et ν(A) = 0.
On dit qu’une propriété sur X est vraie ν-presque partout (ν-p.p) si l’ensemble où elle
n’est pas vérifiée est ν-négligeable.

La tribu ν-complétée de Σ notée Σν est la tribu engendrée par Σ et les ensembles ν-
négligeables, i.e. ;

Σν =
{

A ∪ Z/ A ∈ Σ et Z ensemble ν − négligeable
}

.
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La tribu Σ est dite complète si Σ = Σν , c’est à dire, si tout ensemble ν-négligeable
appartient à Σ.

Définition 1.1.8 Soit (X, Σ, ν) un espace mesuré avec ν finie, notons Σ∗ = Σν. Soit
ν∗ : Σ∗ −→ R+ définie par ν∗(A ∪ Z) = ν(A) pour tout A ∈ Σ et tout Z ν-négligeable.
Alors, (X, Σ∗, ν∗) est un espace mesuré avec ν∗ finie et complète. De plus, on a ν∗ = ν

sur Σ.
(X, Σ∗, ν∗) est appelée l’extension de Lebesgue de l’espace mesuré (X, Σ, ν).

Théorème 1.1.1 Soient X un espace topologique compact, Σ une algèbre sur X et ν :

Σ −→ R une fonction additive, régulière et bornée.
Soit Σ̃ la plus petite tribu sur X contenant Σ. Alors, il existe une mesure unique ν̃ : Σ̃ −→
R régulière, bornée et qui prolonge ν à Σ̃.

1.1.3 Mesure de Borel et de Lebesgue sur R

Soient t0 , t1 deux nombres réels tels que t0 < t1 , J = [t0, t1] et Σ la famille des sous
ensembles de J de la forme {t0} = [t0, t0], ]t′, t′′] pour tout t0 ≤ t′ ≤ t′′ ≤ t1 et les unions
finies de ces intervalles. Il est clair que Σ est une algèbre sur J .
Définissons, ν : Σ −→ R par

ν({t0}) = 0, ν(]t′, t′′]) = t′′ − t′ et ν(
k⋃

j=1

Aj) =
k∑

j=1

ν(Aj)

avec k ∈ N et Aj des intervalles disjoints de la forme considérée.
La mesure ν est une mesure additive, régulière et bornée. Par le Théorème 1.1.1 elle
admet une unique extension à Σ̃ qui est la plus petite tribu sur J contenant Σ et qui n’est
autre que la tribu Borélienne, B(J). Cette extension notée ν̃ est appelée mesure de Borel
sur J .
Soit (J, Σ∗, ν∗) l’extension de Lebesgue de (J, Σ̃, ν̃), alors les éléments de Σ∗ sont appelés
ensembles Lebesgue mesurables de J et ν∗ la mesure de Lebesgue sur J .
On notera par

– L(I) la tribu de Lebesgue sur I.
– µ ou dt la mesure de Lebesgue.
– L1

E(I) l’espace des applications Lebesgue-Bochner intégrables définies sur I à va-
leurs dans l’espace de Banach E, c’est à dire, les applications f Lebesgue-Bochner

mesurables et telles que
∫

fdµ est finie.
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Définition 1.1.9 Soient (J, Σ) un espace mesurable, X,Y deux espaces topologiques et
f : J×X → Y. On dit que f est une application de Carathéodory si f(·, x) est Σ-mesurable
pour tout x ∈ X, fixé et f(t, ·) est continue pour tout t ∈ J , fixé.

1.2 Quelques résultats de compacité

Les résultats de cette section ont été largement utilisés dans les démonstrations de nos
théorèmes et nous les avons pris des références [1], [15], [26] et [31].

1.2.1 Théorème d’Ascoli-Arzelà

Théorème 1.2.1 Soit J un espace métrique compact, Y un espace métrique complet,
et K un sous ensemble de C(J,Y), l’espace des applications continues définies sur J à
valeurs dans Y, muni de la topologie de la convergence uniforme. Alors, K est relativement
compact si et seulement si K est équicontinu et K(x) est relativement compact avec

K(x) =
{

f(x)/ f ∈ K
}

.

Le théorème qui suit est une conséquence du théorème d’Ascoli-Arzelà, Théorème 1.2.1
voir [1] et[3] pour la démonstration.

Théorème 1.2.2 Soient J un sous ensemble compact de R, E un espace de dimension
finie et soit (fn)n une suite de fonctions absolument continues définies sur J à valeurs
dans E, satisfaisant les conditions suivantes

1. ∀t ∈ J , (fn(t))n est un sous ensemble relativement compact de E.

2. Il existe une fonction à valeurs réelles positives h ∈ L1
E(J) telle que ‖ḟn(t)‖ ≤ h(t)

presque partout sur J .

Alors, il existe une sous suite de (fn)n (qu’on note aussi (fn)n) et qui converge vers une
fonction absolument continue f : J → E au sens suivant

a) (fn)n converge uniformément vers f .

b) (ḟn)n converge faiblement vers f dans L1
E(J), c’est à dire, (ḟn)n converge vers f

σ(L1
E,L∞E ).
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1.2.2 Autres théorèmes de compacité

Théorème 1.2.3 (Théorème d’Eberlein-S̃mulian)
Soit S un sous ensemble d’un espace de Banach E. Alors les deux propriétés suivantes
sont équivalentes.

i) S est faiblement (relativement) séquentiellement compact.

ii) S est faiblement (relativement) compact.

Théorème 1.2.4 (Théorème de Mazur)
Soit E un espace de Banach et A un sous ensemble compact de E. Alors, co(A) est
compacte.

Théorème 1.2.5 (Théorème de Banach-Mazur)
Soit (xn) une suite d’éléments d’un espace de Banach E convergeant faiblement vers x.
Alors, il existe une suite (zn) (où zn est une combinaison convexe des éléments xn, xn+1,...)
convergeant fortement vers x.

Lemme 1.2.1 (Lemme de Mazur)
Pour tout sous ensemble convexe d’un espace de Banach E, la fermeture forte coïncide
avec la fermeture faible.

Pour terminer cette section nous énonçons un théorème qui assure la faible compacité
d’un sous ensemble de L1. Pour plus de détails voir [26].

Définition 1.2.1 Soit (Ω, Σ, µ) un espace mesuré fini et H un espace de Hilbert de di-
mension finie. Une partie K de L1

H(Ω) est uniformément intégrable si

lim
µ(E)→0

∫

E

‖f‖dµ = 0

uniformément en f ∈ K, avec E ∈ Σ.

Théorème 1.2.6 (Théorème de Dunford théorème, IV.2.1 dans [26]).
Soit (Ω, Σ, µ) un espace mesuré fini et H un espace de Hilbert de dimension finie. Une
partie K de L1

H(Ω) est relativement faiblement compacte si

i) K est bornée,

ii) K est uniformément intégrable,

iii) pour chaque E ∈ Σ, l’ensemble
{ ∫

E

fdµ, f ∈ K
}

est relativement faiblement com-

pact.
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1.3 Multi-applications

1.3.1 Définition d’une multi-application

Définition 1.3.1 Soient X,Y deux ensembles non vides. Une multi-application (ou fonc-
tion multivoque) F définie sur X à valeurs dans Y est une application qui à chaque élément
x ∈ X associe un sous ensemble F (x) de Y. On note F : X ⇒ Y ou F : X → P(Y) (où
P(Y) est l’ensemble des parties de Y).

On note par

1. Dom(F ) le domaine d’une multi-application F : X ⇒ Y et est donné par

Dom(F ) =
{

x ∈ X / F (x) 6= ∅
}

.

2. gph(F ) le graphe de F défini par

gph(F ) =
{

(x, y) ∈ X×Y / x ∈ Dom(F ) ; y ∈ F (x)
}

.

3. Enfin, l’image de F notée Im(F ) est donnée par

Im(F ) =
⋃

x∈Dom(F )

F (x).

Définition 1.3.2 Soit F : X ⇒ Y une multi-application. On appelle sélection de F toute
application f : X → Y vérifiant f(x) ∈ F (x), ∀x ∈ X.

1.3.2 Mesurabilité d’une multi-application

Pour plus de détails sur cette partie se référer à [20].

Définition 1.3.3 Soient (J, Σ) un espace mesurable, X un espace métrique et
Γ : J ⇒ X une multi-application. On dit que Γ est (Σ,B(X))-mesurable, ou tout simple-
ment Σ-mesurable, si pour tout ouvert V de X on a

Γ−1(V ) =
{

t ∈ J / Γ(t) ∩ V 6= ∅
}
∈ Σ.
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Définition 1.3.4 Une multi-application Γ : J ⇒ X est dite intégralement bornée ou
scalairement intégrable si Γ est mesurable et la fonction t 7→ |Γ((t)| appartient à L1

R(J).
avec

|Γ((t)| = sup
x∈Γ(t)

‖x‖

Théorème 1.3.1 (Théorème d’existence de sélections mesurables)
Soient (J, Σ) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable.
Soit F : J ⇒ X une multi-application Σ-mesurable à valeurs fermées. Alors F admet au
moins une sélection mesurable.

1.3.3 Distance de Hausdorff

Définition 1.3.5 Soient A,B deux sous ensembles d’un espace métrique (X, d). L’écart
entre A et B est défini par

e(A,B) = sup
a∈A

d(a,B)

avec
d(a,B) = dB(a) = inf

b∈B
d(a, b),

et la distance de Hausdorff entre A et B est définie par

H(A,B) = max{e(A,B), e(B,A)}.

Remarque 1.3.1 Si on note par Pf (X) l’ensemble des parties fermées de X, alors Pf (X)

muni de la distance de Hausdorff est un espace métrique.

Définition 1.3.6 Soient E un espace de Banach, A une partie de E et f une fonction
définie sur E et à valeurs dans R.

1. On appelle fonction polaire associée à f et on note f ∗ la fonction définie sur E′ à
valeurs dans R par

x′ 7→ f ∗(x′) = sup
x∈E

[〈x′, x〉 − f(x)].

2. On appelle fonction d’appui de A, la fonction polaire associée à δ(·, A), et qu’on
note δ∗(·, A), elle est définie sur E′ par

δ∗(x′, A) = sup
x∈E

[〈x′, x〉 − δ(x,A)] = sup
x∈A

〈x′, x〉.

Corollaire 1.3.1 Soit E un espace de Banach. Si A est un convexe fermé de E, nous
avons la relation suivante

d(x,A) = sup
x′∈BE′

[〈x′, x〉 − δ∗(x′, A)], ∀x ∈ E.
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Corollaire 1.3.2 Soient E un espace de Banach et A, B deux parties non vides, convexes
et fermées de E. Alors,

e(A,B) = sup
x′∈BE′

[δ∗(x′, A)− δ∗(x′, B)]

et
H(A,B) = sup

x′∈BE′

∣∣δ∗(x′, A)− δ∗(x′, B)
∣∣.

Énonçons maintenant un théorème qui va nous être utile dans les démonstrations de nos
théorèmes.

Théorème 1.3.2 (Théorème de séparation)
soit K un sous ensemble non vide d’un espace de Banach E. Alors,

co(K) =
{

x ∈ E/ ∀x′ ∈ E′, 〈x, x′〉 ≤ δ∗(x′, K)
}

.

1.3.4 Continuité des multi-applications

Pour plus de détails sur les résultats de cette section voir [1], [7], [31] ou [40].

Définition 1.3.7 Soient X,Y deux espaces topologiques et F : X ⇒ Y une multi-
application. Alors F est dite semicontinue supérieurement (s.c.s) au point x̄ ∈ X, si
pour tout ouvert V de Y vérifiant F (x̄) ⊂ V il existe un ouvert U de X tel que x̄ ∈ U et
F (x) ⊂ V, ∀x ∈ U .
On dit que F est s.c.s sur X, si elle est s.c.s en tout point x ∈ X.

Définition 1.3.8 Soient X,Y deux espaces topologiques, F : X ⇒ Y une multi-application.
Alors F est dite semicontinue inférieurement (s.c.i) au point x̄ ∈ X, si pour tout ou-
vert V de Y vérifiant F (x̄) ∩ V 6= ∅, il existe un ouvert U de X tel que x̄ ∈ U et
F (x) ∩ V 6= ∅, ∀x ∈ U .
On dit que F est s.c.i sur X, si elle est s.c.i en tout point x ∈ X.

On a les propriétés suivantes

Propriétés 1.3.1 Soient X,Y deux espaces topologiques, F : X ⇒ Y une multi-application.

1. Si F est s.c.s à valeurs fermées alors, son graphe est fermé. De plus on a

lim sup
x→x̄

F (x) ⊂ F (x̄),

pour tout x̄ ∈ X.
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2. Si Y est compact, F à valeurs compactes et gph(F ) est fermé dans X×Y. Alors F

est s.c.s.

Définition 1.3.9 Soient X,Y deux espaces topologiques, F : X ⇒ Y une multi-application.
Alors F est dite semicontinue extérieurement (s.c.e) au point x̄ ∈ X si

lim sup
x→x̄

F (x) ⊂ F (x̄).

On dit que F est s.c.e sur X, si elle est s.c.e en tout point x ∈ X.

Remarque 1.3.2

1. F est s.c.e si et seulement si son graphe gph(F ) est fermé.

2. Si F est s.c.s à valeurs fermées alors, F est s.c.e.

Définition 1.3.10 Soient X,Y deux espaces métriques et F : X ⇒ Y une multi-
application. On dit que F est continue (resp. Lipschitzienne de rapport λ > 0), si pour
tout x̄ ∈ X on a,

lim
x→x̄

H(F (x̄), F (x)) = 0

(resp. pour tout x̄, x ∈ X on a,

H(F (x̄), F (x)) ≤ λdX(x̄, x)),

où H est la distance de Hausdorff et dX la distance sur X.

Définition 1.3.11 Soit E un espace topologique. On dit qu’une application f : [a, b] → E

est absolument continue si pour tout ε > 0, il existe δ > 0, tels que pour toute partition
dénombrable de [a, b] par des intervalles disjoints [ak, bk] vérifiant

∑

k

(bk − ak) < δ

on a, ∑

k

‖f(bk)− f(ak)‖ < ε.

Théorème 1.3.3 Soit E un espace topologique. Une application f : [a, b] → E est abso-
lument continue si et seulement si il existe une application intégrable v : [a, b] → E telle
que

f(b)− f(a) =

∫ b

a

v(t)dt,

dans ce cas ḟ = v p.p.
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Définition 1.3.12 Soient T > 0, Y un espace topologique et C : [0, T ] ⇒ Y une multi-
application. On dit que C est absolument continue si pour tout y ∈ Y et tout t, t′ ∈ [0, T ]

on a
|d(y, C(t))− d(y, C(t′))| ≤ |a(t)− a(t′)| (1.1)

où a : [0, T ] → R+ est une fonction absolument continue satisfaisant ȧ(t) 6= 0 p.p sur
[0, T ].

Remarques 1.3.1

1. De la relation (1.1) nous avons pour t ≥ t′

|d(y, C(t))− d(y, C(t′))| ≤
∫ t

t′
|ȧ(s)|ds.

2. On voit bien qu’une fonction (multi-application) absolument continue est continue
par contre la réciproque est fausse.

3. Une multi-application Lipschitzienne est absolument continue.

Dans ce qui suit nous énonçons un théorème de fermeture pour les multi-applications
semicontinues supérieurement que nous utiliserons dans les démonstrations de nos théo-
rèmes du Chapitre 2.

Théorème 1.3.4 (Théorème [VI-4] chap3 dans [20])
Soient E un espace de Banach séparable, X un espace topologique et Φ une multi-application
définie sur [0, T ] ×X à valeurs non vides, convexes, compactes dans E et telle que pour
tout t ∈ [0, T ] fixé, Φ(t, ·) est semicontinue supérieurement.
Soient (xn)n, x des applications définies sur [0, T ] à valeurs dans X. (yn)n, y des appli-
cations définies sur [0, T ] à valeurs dans E. Supposons que

1. lim
n→∞

xn(t) = x(t), p.p sur [0, T ] ;

2. (yn)n converge vers y, σ(L1
E,L∞E′) ;

3. yn(t) ∈ Φ(t, xn(t)) p.p sur [0, T ] et pour tout n ∈ N.
Alors, y(t) ∈ Φ(t, x(t)) p.p sur [0, T ].

Théorème 1.3.5 Soient X un espace métrique, Y un espace de Banach séparable et
F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs convexes compactes. Alors,

1. F est B(X)-mesurable si est seulement si pour chaque ξ ∈ X′ sa fonction d’appui
δ∗(ξ, F (·)) est B(X)-mesurable.
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2. F est semicontinue supérieurement si est seulement si pour chaque ξ ∈ X′ sa fonc-
tion d’appui δ∗(ξ, F (·)) est semicontinue supérieurement.

Théorème 1.3.6 (Théorème 14.13 dans [40])
Soient T un espace quelconque et X,Y deux espaces topologiques, soit F : T ⇒ X une
multi-application mesurable à valeurs fermées, et pour chaque t ∈ T considérons une
multi-application M(t, ·) : X ⇒ Y semicontinue extérieurement et supposons que la multi-
application t 7−→ gph(M(t, ·)) ⊂ X ×Y est mesurable (ce qui est vrai quand M(t, ·) est
constante pour tout t). Alors la multi-application t 7−→ M(t, F (t)) est mesurable.

1.3.5 Théorème du point fixe de Kakutani-Ky Fan

Le résultat énoncé dans cette section est un théorème du point fixe dans le cas multi-
voque. Pour la démonstration voir par exemple [31].

Théorème 1.3.7 Soient X un espace topologique séparé localement convexe, S un sous
ensemble non vide convexe compact de X et F : S ⇒ S une multi-application semicontinue
supérieurement à valeurs non vides convexes fermées. Alors F admet un point fixe dans
S, c’est à dire, il existe x ∈ S tel que x ∈ F (x).

1.4 Sous différentiels

Dans cette section nous donnons les résultats les plus importants sur les sous diffé-
rentiels au sens de Clarke, au sens de Fréchet et proximal qui nous sont nécessaires pour
donner les définitions et les caractérisations de deux classes d’ensembles non convexes à
savoir les ensembles prox-réguliers pour commencer puis sous lisses, puisque nos théo-
rèmes ont été posés sous des hypothèses de non convexité. Pour plus de détails sur les
sous différentiels au sens de Clarke, au sens de Frèchet et proximal voir [22], [23], [24],
[34] et [35].

1.4.1 Sous différentiel au sens de Clarke

Définition 1.4.1 (Dérivée directionnelle généralisée au sens de Clarke)
Soient E un espace de Banach et f : E → R une fonction localement Lipschitzienne au
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voisinage de x̄ ∈ E de rapport k > 0, i.e., il existe ε > 0 tel que |f(x)−f(x′)| ≤ k‖x−x′‖
pour tout x, x′ ∈ x̄ + εBE.
Alors, la dérivée directionnelle au sens de Clarke de f au point x̄ dans la direction v,
notée f 0(x̄; v), est définie par

f 0(x̄; v) = lim sup
x→x̄
t↘0

f(x + tv)− f(x)

t
,

où x est un vecteur de E et t un scalaire positif.

Remarque 1.4.1 Notons que cette définition ne suppose pas l’existence d’une limite mais
juste l’existence d’une limite sup.

Définition 1.4.2 (Sous différentiel au sens de Clarke)
Soient E un espace de Banach et f : E → R une fonction localement Lipschitzienne au
voisinage de x̄ ∈ E, de rapport k > 0. Le sous différentiel au sens de Clarke de la fonction
f au point x̄ noté ∂f(x̄) est le sous ensemble de E′ (dual de E) défini par

∂f(x̄) =
{

ξ ∈ E′ : f 0(x̄; v) ≥ 〈ξ, v〉, ∀v ∈ E
}

.

Notons qu’il existe une définition plus généralisée du sous différentiel au sens de Clarke
donnée dans le cas où f est une fonction semicontinue inférieurement. La voici

Définition 1.4.3 Soient E un espace de Banach et f : E → R ∪ {+∞} une fonction
semicontinue inférieurement (s.c.i) et soit x̄ un point de E où f est finie.
Le sous différentiel au sens de Clarke de f au point x̄ est défini par

∂f(x̄) =
{

ξ ∈ E′ : 〈ξ, h〉 ≤ f ↑(x̄, h) , ∀h ∈ E
}

,

où f ↑(x̄, h) est la dérivée directionnelle généralisée de Rockaffellar donnée par

f ↑(x̄, h) = lim sup
x′→f x̄
t↘0

inf
h′→h

f(x′ + th′)− f(x′)
t

,

où x′ →f x̄ veut dire x′ → x̄ et f(x′) → f(x̄).

Remarque 1.4.2 Si f : E → R ∪ {+∞} est localement Lipschitzienne au voisinage de
x̄, f ↑(x̄, h) coïncide avec la dérivée directionnelle de Clarke, f 0(x̄, h).

On note par ‖ξ‖∗ la norme de ξ ∈ E′ définie par

‖ξ‖∗ = sup
{|〈ξ, v〉|, v ∈ E et ‖v‖ ≤ 1

}
= sup

v∈BE

|〈ξ, v〉|.

La proposition suivante résume quelques importantes propriétés du sous différentiel au
sens de Clarke.
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Proposition 1.4.1 Soient E un espace de Banach et f : E → R une fonction localement
Lipschitzienne au voisinage de x̄ ∈ E, de rapport k > 0. Alors

1. ∂f(x̄) est un sous ensemble non vide, convexe, faiblement compact de E′ et ‖ξ‖∗ ≤ k,
pour tout ξ ∈ ∂f(x̄).

2. Pour tout v ∈ E, on a

f 0(x̄, v) = max
{〈ξ, v〉 : ξ ∈ ∂f(x̄)

}
.

Proposition 1.4.2 Soit E un espace de Banach et f : E → R une fonction localement
Lipschitzienne au voisinage de x̄ ∈ E, de rapport k > 0. Alors

1. ξ ∈ ∂f(x̄) si et seulement si f 0(x̄, v) ≥ 〈ξ, v〉 pour tout v ∈ E.

2. Soient (xi) et (ξi) deux suites respectivement dans E et E′ telles que ξi ∈ ∂f(xi). Sup-
posons que (xi) converge vers x̄ et que ξ est un point d’adhérence de (ξi) pour la to-
pologie faible∗. Alors on a ξ ∈ ∂f(x̄). (i.e., la multi-application ∂f(·) est faiblement∗

fermée) ;

3. On a la caractérisation suivante,

∂f(x̄) =
⋂

δ>0

⋃

y∈x̄+δBE

∂f(y).

4. Si E est de dimension finie alors, ∂f(·) est semicontinue supérieurement au point
x̄.

1.4.2 Sous différentiels proximal et au sens de Fréchet

Soient E un espace de Banach et f : E → R une fonction propre et semicontinue
inférieurement sur E.

Définition 1.4.4 (Sous différentiel proximal)
Le sous différentiel proximal au point x̄ ∈ E, ∂P f(x̄) est défini comme étant l’ensemble
de tous les ξ ∈ E′ pour les quels il existe deux nombres réels σ > 0 et δ > 0 tels que

〈ξ, x− x̄〉 ≤ f(x)− f(x̄) + σ‖x− x̄‖2

pour tout x ∈ x̄ + δBE.

Définition 1.4.5 (Sous différentiel au sens de Fréchet)
Le sous différentiel au sens de Fréchet de f au point x̄ ∈ E, ∂F f(x̄), est donné par
l’ensemble de tous les ξ ∈ E′ tels que pour tout ε > 0, il existe δ > 0 vérifiant

〈ξ, x− x̄〉 ≤ f(x)− f(x̄) + ε‖x− x̄‖
pour tout x ∈ x̄ + δBE.
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Remarquons que nous avons toujours,

∂P f(x̄) ⊂ ∂F f(x̄) ⊂ ∂f(x̄).

Par convention on pose, ∂P f(x̄) = ∂F f(x̄) = ∂f(x̄) = ∅ quand f(x̄) est infini.
Notons aussi que ∂f(x̄) et ∂F f(x̄) sont des convexes fermés, par contre ∂P f(x̄) est un
convexe pas nécessairement fermé.

1.5 Cônes tangents et normaux à des ensembles

non convexes

On ne peut définir les sous différentiels sans donner les définitions des cônes normaux
qui leurs sont associés étant donnée que leurs définitions sont étroitement liées, aussi nous
en aurons besoin pour les différentes propriétés des ensembles prox-réguliers et des en-
sembles sous lisses. De plus, on ne peut parler de processus de la rafle sans définir ce
qu’est un cône puisque ce dernier n’est rien d’autre qu’une inclusion différentielle dont le
second membre est un cône.

1.5.1 Cône tangent au sens de Clarke

On donne ici la définition du cône tangent au sens de Clarke TC
S (x̄) (où S est un sous

ensemble d’un espace de Banach E et x̄ ∈ S) qui joue un rôle important dans l’analyse
non lisse. Pour plus de détails se référer à [22].

Définition 1.5.1 Soient S un sous ensemble non vide d’un espace de Banach E et x̄ ∈ S.
Un vecteur v ∈ E est tangent à S au point x̄ si on a d0

S(x̄, v) = 0.
L’ensemble de tous les vecteurs tangents à S est noté TC

S (x̄) et est appelé cône tangent de
Clarke à S au point x̄.

Voici une caractérisation séquentielle de TC
S (x̄).

Proposition 1.5.1

TC
S (x̄) =

{
v ∈ E,∀tn ↘ 0, ∀xn →S x̄, ∃vn → v t.q xn + tnvn ∈ S ∀n ∈ N

}
.

où xn →S x̄ veut dire que xn → x̄ et xn ∈ S pour tout n.
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1.5.2 Cône normal au sens de Clarke

Il existe plusieurs manières de définir le cône normal au sens de Clarke à S au point x̄

et nous avons choisi la suivante, étant donné que nous avons déjà défini le cône tangent
au sens de Clarke TC

S (x̄).

Définition 1.5.2 Soient E un espace de Banach, S un sous ensemble non vide de E et
x̄ ∈ S. Le cône normal au sens de Clarke à S au point x̄, noté NS(x̄), est défini par

NS(x̄) =
{

ξ ∈ E′; 〈ξ, v〉 ≤ 0,∀v ∈ TC
S (x̄)

}
.

Nous avons la caractérisation de NS(x̄) en terme de sous différentiel.

Proposition 1.5.2 Soient E un espace de Banach, S un sous ensemble non vide de E

et x̄ ∈ S.
NS(x̄) = cl

{ ⋃

λ≥0

λ∂d(x̄, S)
}

où cl dénote la fermeture faible∗.
De plus, l’inclusion suivante est toujours vérifiée

∂d(x̄, S) ⊂ NS(x̄) ∩BE.

Proposition 1.5.3 Si S est un ensemble convexe, alors NS(x̄) coïncide avec le cône des
normales dans le sens de l’analyse convexe.

Maintenant donnons une autre caractérisation du sous différentiel au sens de Clarke et qui
utilise le cône normal de ce dernier. Commençons par définir l’épigraphe d’une fonction.

Définition 1.5.3 Soient E un espace de Banach, f une fonction définie de E dans R.
On appelle épigraphe de f qu’on note Epif , le sous ensemble de E× R défini par

Epif =
{
(x, r) ∈ E× R; f(x) ≤ r

}
.

Théorème 1.5.1 Soient E un espace de Banach, x̄ ∈ E et f une fonction définie de E

dans R, Lipschitzienne au voisinage de x̄. Alors l’épigraphe de f 0(x̄, .) est TC
Epif (x̄, f(x̄)).

C’est à dire, le couple (v, r) ∈ E×R est dans TC
Epif (x̄, f(x̄)) si et seulement si r ≥ f 0(x̄, v).

Corollaire 1.5.1 Soient E un espace de Banach, x̄ ∈ E et f une fonction Lipschitzienne
au voisinage de x̄. Alors un élément ξ ∈ E′ est dans ∂f(x̄) si et seulement si (ξ,−1) ∈
NEpif (x̄, f(x̄))
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1.5.3 Cône normal proximal

Pour plus de détails sur les cônes normaux proximaux se référer à [23] et [24].

Pour définir le cône normal proximal nous avons besoin de définir la projection sur un
ensemble S.

Définition 1.5.4 (Projection sur S).
Soient S un sous ensemble d’un espace de Banach E et ū 6∈ S. On définit ProjS(ū), la
projection de ū sur S (qui peut être vide) comme l’ensemble de tous les x̄ ∈ S dont la
distance à ū est minimale, c’est à dire, ‖ū− x̄‖ = d(ū, S).
D’où,

ProjS(ū) =
{

x̄ ∈ S, d(ū, S) = ‖ū− x̄‖
}

.

La caractérisation géométrique de cette définition est la suivante

x̄ ∈ ProjS(ū) ⇔





x̄ ∈ S ∩B(ū, ‖ū− x̄‖)
et
S ∩ int{B(ū, ‖ū− x̄‖)} = ∅.

Le vecteur ū−x̄ peut déterminer la direction de la normale proximale à S au point x̄. Tout
multiple non négative ξ = r(ū− x̄), r > 0 d’un tel vecteur est appelé normal proximal à
S au point x̄.
L’ensemble de tous ces vecteurs est appelé le cône normal proximal à S au point x̄ ∈ S

et est noté NP
S (x̄), i.e.,

NP
S (x̄) =

{
ξ ∈ E′ : ∃ r > 0, x̄ ∈ ProjS(x̄ + rξ)

}
,

en d’autres termes,

NP
S (x̄) =

{
ξ ∈ E′ : ∃ r > 0, d(x̄ + rξ, S) = r‖ξ‖∗

}
.

Proposition 1.5.4 Soient S un sous ensemble non vide d’un espace de Banach E et
x̄ ∈ S. On a

NP
S (x̄) =

⋃

λ≥0

λ∂P d(x̄, S)

De plus, l’égalité suivante est toujours vérifiée.

∂dP (x̄, S) = NP
S (x̄) ∩BE.
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Remarque 1.5.1 Quand x̄ 6∈ S, le cône normal proximal à S, NP
S (x̄) est indéfini.

Par contre lorsqu’on a x̄ ∈ S avec x̄ 6∈ ProjS(ū) pour tout ū 6∈ S (i.e. ; qu’il n’existe pas
de point ū extérieur à S tel que x̄ ∈ ProjS(ū) ce qui est le cas quand x̄ ∈ intS) on pose
NP

S (x̄) = {0}.

1.5.4 Cône normal au sens de Fréchet

Se référer à [34] et [35] pour plus de détails.

Définition 1.5.5 Soient S un sous ensemble non vide d’un espace de Banach E et x̄ ∈ S.
Le vecteur ξ ∈ E′ est normal à S au point x̄ au sens de Fréchet, si pour tout ε > 0 il
existe δ > 0 tel que

〈ξ, x− x̄〉 ≤ ε‖x− x̄‖
pour tout x ∈ (x̄ + δBE) ∩ S.
On notera l’ensemble de tous ces vecteurs par NF

S (x̄).

Proposition 1.5.5 Soient S un sous ensemble non vide d’un espace de Banach E et
x̄ ∈ S. On a

NF
S (x̄) =

⋃

λ≥0

λ∂F d(x̄, S)

De plus,
∂dF (x̄, S) = NF

S (x̄) ∩BE.

Proposition 1.5.6 Soient S un sous ensemble non vide d’un espace de Hilbert H et x̄

un point dans S. Alors
∂δS(x̄) = NS(x̄),

∂P δS(x̄) = NP
S (x̄),

et
∂F δS(x̄) = NF

S (x̄).

Proposition 1.5.7 Soient S un sous ensemble non vide d’un espace de Hilbert H et x̄

un point dans S. On a toujours les inclusions suivantes

NP
S (x̄) ⊂ NF

S (x̄) ⊂ NS(x̄).

On pose, NP
S (x̄) = NF

S (x̄) = NS(x̄) = ∅ si x̄ 6∈ S.

– Pour tout sous ensemble S non vide, fermé, convexe et tout point x̄ ∈ S, tous les
cônes coïncident avec NS(x̄).

– NF
S (x̄) et NS(x̄) sont des cônes fortement fermés dans H.

– NP
S (x̄) est un cône convexe dans H.
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1.5.5 Régularité des ensembles

Rappelons avant tout la définition du cône contingent KS(x̄) des tangentes à l’ensemble
S en un point x̄.

Définition 1.5.6 Soient un espace de Hilbert H, S un sous ensemble non vide de H et
x̄ ∈ S. Un vecteur v de H est dans KS(x̄) si et seulement si pour tout ε > 0, il existe
t ∈]0, ε[ et un point w dans v + εBH tels que x̄ + tw ∈ S (x̄ ∈ clS nécessairement avec cl

la fermeture faible∗).

Il vient immédiatement que TC
S (x̄) est toujours contenu dans KS(x̄), cependant ce dernier

n’est pas convexe.

Définition 1.5.7 Soient un espace de Hilbert H, S un sous ensemble non vide de H et
x̄ ∈ S. L’ensemble S est régulier en x̄, si on a TC

S (x̄) = KS(x̄).

Ensembles normalement réguliers

Définition 1.5.8 Soient S un sous ensemble non vide fermé d’un espace de Hilbert H et
soit x̄ ∈ S. On dit que S est normalement régulier au sens de Fréchet au point x̄ si on a

NF
S (x̄) = NS(x̄).

On dit que S est normalement régulier au sens de Fréchet s’il est régulier en tout point.

Remarque 1.5.2 D’après Proposition 1.5.2 et Proposition 1.5.5 on a si un ensemble
S est régulier au sens de Fréchet

∂dF (x̄, S) = NF
S (x̄) ∩BH̄ = NS(x̄) ∩BH̄ = ∂d(x̄, S), ∀x̄ ∈ H.

Définition 1.5.9 Soient S un sous ensemble non vide fermé d’un espace de Hilbert H et
soit x̄ ∈ S. On dit que S est normalement proximalement régulier au point x̄ si on a

NP
S (x̄) = NS(x̄).

On dit que S est normalement proximalement régulier s’il est normalement proximalement
régulier en tout point.

Remarque 1.5.3 D’après Proposition 1.5.2 et Proposition 1.5.4 on a si un ensemble
S est normalement proximalement régulier

∂dP (x̄, S) = NP
S (x̄) ∩BH = NS(x̄) ∩BH = ∂d(x̄, S), ∀x̄ ∈ H.
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Remarque 1.5.4 Étant donné que l’inclusion NP
S (x̄) ⊂ NF

S (x̄) est toujours vraie, on en
déduit alors que la régularité normale proximale implique toujours la régularité normale
au sens de Fréchet.
L’implication inverse n’est pas toujours vraie.

1.6 Ensembles prox-réguliers

C’est une classe d’ensembles qui est apparue récemment et pour laquelle tous les
concepts de régularité sont vérifiés (après la classe des ensembles convexes). Elle a apparue
pour la première fois sous le nom de "reached set" dans [27], ensembles atteint, puis
dans [23] où Clarke et ses co-auteurs donnèrent leurs premières caractérisations sous le
nom d’ensembles proximalement lisses.
Ce paragraphe va être consacré à l’étude des ensembles proximalement lisses, c’est à dire,
les ensembles prox-réguliers.
Commençons par les définir.

Définition 1.6.1 Soit S un sous ensemble fermé d’un espace de Hilbert H.
On dit que S est r-prox-régulier (où équivalemment proximalement lisse) s’il existe r > 0,
tel que la fonction distance d(·, S) soit continuement différentiable sur la couronne de la
forme

U(r) =
{

x ∈ H : 0 < d(x, S) < r
}

.

Proposition 1.6.1 Soient S un sous ensemble fermé d’un espace de Hilbert H et r ∈
]0, +∞]. Un ensemble S est dit r-prox-régulier si et seulement si pour tout x̄ ∈ S et tout
0 6= ξ ∈ NP

S (x̄) on a

〈 ξ

‖ξ‖ , y − x̄〉 ≤ 1

2r
‖y − x̄‖2, ∀y ∈ S.

Remarques 1.6.1

1. L’union de deux ensembles convexes n’est pas nécessairement convexe, par contre
elle est prox-régulière.

2. On fait la convention
1

r
= 0 pour r = +∞

3. Remarquons que pour r = +∞, l’uniforme r-prox-régularité de S est équivalente à
sa convexité.

Maintenant, nous énonçons quelques résultats, qui sont des conséquences immédiates de
la prox-régularité, qui nous serons utiles dans les démonstrations de nos théorèmes du
Chapitre 2. Pour plus de détails voir [23] et [39].
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Proposition 1.6.2 Soient S un sous ensemble non vide fermé d’un espace de Hilbert H

et r ∈]0, +∞]. Si S est uniformément r-prox-régulier. Alors

i) Pour tout x̄ ∈ H, vérifiant d(x̄, S) < r on a, ProjS(x̄) 6= ∅ et ProjS(·) est univoque.
ii) ∂P d(x̄, S) = ∂d(x̄, S) en tout point x̄ ∈ H satisfaisant d(x̄, S) < r.

Dans ce cas, ∂P d(x̄, S) = ∂d(x̄, S) est un sous ensemble convexe fermé de H′.

iii) Pour tout xi ∈ S et tout vi ∈ NP
S (xi) avec ‖vi‖ ≤ ρ et i = 1, 2 on a

〈v1 − v2, x1 − x2〉 ≥ −‖x1 − x2‖2.

Une conséquence de iii) est qu’on a pour les ensembles r-prox-réguliers le cône normal
proximal à S coïncide avec tous les cônes normaux qui sont contenus dans le cône normal
au sens de Clarke en tout point x̄ ∈ S, c’est à dire que

NP
S (x̄) = NS(x̄).

Proposition 1.6.3 Soient S un sous ensemble non vide fermé d’un espace de Hilbert H

et r ∈]0, +∞]. Supposons que S est uniformément r-prox-régulier. Alors





pour tout x̄ ∈ S et tout ξ ∈ ∂d(x̄, S), on a :

〈ξ, x̄− x′〉 ≤ 2

r
‖x′ − x̄‖2 + d(x̄, S)

pour tout x′ ∈ H vérifiant d(x′, S) ≤ r.

Proposition 1.6.4 Voir [13]
Soient S un sous ensemble non vide d’un espace de Hilbert H et r ∈]0, +∞]. Si S est
uniformément r-prox-régulier, alors pour tout x̄ ∈ H on a

BH ∩NS(x̄) = ∂d(x̄, S).

Soient X(r) et Y (r) les ensembles définis par

X(r) =
{

x ∈ H : d(x, S) ≤ r
}

et
Y (r) =

{
x ∈ H : d(x, S) ≥ r

}
.

Le théorème qui suit résume quelques caractérisations de la r-prox-régularité.

Théorème 1.6.1 Soient r ∈]0, +∞] et S un sous ensemble r-prox-régulier d’un espace
de Hilbert H. Les assertions suivantes sont équivalentes.
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1. d(·, S) est continuement différentiable sur U(r).

2. ProjS(x̄) 6= ∅, ∀x̄ ∈ U(r) et la dérivée au sens de Gâteaux de d(·, S) existe.

3. ProjS(x̄) 6= ∅, ∀x̄ ∈ U(r) et pour tout r′ ∈]0, r[ on a,

d(x̄, S) + d(x̄, Y (r′)) = r′, ∀x̄ ∈ U(r′).

4. ∀r′ ∈]0, r[ et x̄ ∈ H, tels que d(x̄, S) = r′ on a, NP
X(r′)(x̄) 6= ∅.

5. ∂P d(x̄, S) 6= ∅ pour tout x̄ dans U(r).

Corollaire 1.6.1 Un ensemble fermé S contenu dans un espace de Hilbert H est convexe
si et seulement si il est r-prox régulier pour tout r positif.

Théorème 1.6.2 Soit S un sous ensemble d’un espace de Hilbert H. Supposons que S

est faiblement fermé et soit r un réel positif. Alors, les assertions du Théorème 1.6.1 sont
vérifiées et sont équivalentes à

6. ProjS(x̄) est un singleton pour tout x̄ dans U(r).

1.7 Ensembles sous lisses

Introduisons maintenant la définition d’une classe d’ensembles plus générale que celle
des ensembles r-prox-réguliers et qui a été introduite par A. Danaliliis et ses co-auteurs
voir [2] pour plus de détails et résultats sur la caractérisation de ces ensembles.
Soit H un espace de Hilbert de dimension finie et soit C un sous ensemble de H.

Définition 1.7.1 L’ensemble C est dit sous-lisse au point x̄ ∈ C, si pour tout r > 0 et
tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tous x1, x2 ∈ B(x̄, δ) ∩ C et tout x∗i ∈ NC(xi) ∩
B(0, r), i ∈ {1, 2}, on a

〈x∗1 − x∗2, x1 − x2〉 ≥ −ε‖x1 − x2‖. (1.2)

L’ensemble C est dit sous lisse s’il est sous lisse en tout point x̄ ∈ C.
De plus, on dit que C est uniformément sous-lisse si pour tout r > 0 et tout ε > 0, il
existe δ > 0 tel que (1.2) soit vérifiée pour tout x1, x2 dans C satisfaisant ‖x1 − x2‖ < δ

et tout x∗i ∈ NC(xi) ∩B(0, r), i ∈ {1, 2}.

Remarquons que tout ensemble r-prox-régulier est sous lisse mais le contraire est faux.
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Définition 1.7.2 Soit I un intervalle non vide de R. On dit que la famille (C(t))t∈I

d’ensembles fermés de H est uniformément equi-sous-lisse si pour tout ε > 0, il existe
δ > 0, tel que (1.2) soit vérifiée pour chaque t ∈ I et tout x1, x2 ∈ C(t) satisfaisant
‖x1 − x2‖ < δ et tout x∗i ∈ NC(t)(xi) ∩BH, avec i ∈ {1, 2}.

Pour la démonstration du résultat suivant voir [32]

Lemme 1.7.1 Si un ensemble fermé C d’un espace de Hilbert H est sous-lisse en x̄ ∈ C,
alors

∂d(x̄, C) = ∂F d(x̄, C)

et
NC(x̄) = NF

C (x̄)

Remarque 1.7.1 Le Lemme 1.7.1 donne la régularité au sens de Fréchet des ensembles
sous lisses.

Donnons maintenant deux exemples d’ensembles sous-lisses qui ne sont pas prox réguliers
que nous avons pris dans [32]).

Exemple 1.7.1 Considérons les deux fonctions suivantes, f, g : R −→ R définies par

f(x) = −x5/3

et

g(x) =

{
−x5/3 si x ≥ 0;

∞ sinon.

Considérons l’ensemble C = Epi(f), pour x̄ = (0, 0), on a les égalités

NP
C (x̄) = {(0, 0)}

et
NF

C (x̄) = {0}×]−∞, 0],

d’où NP
C (x̄) 6= NF

C (x̄), ainsi C n’est pas prox-régulier en x̄

La non prox-régularité de l’ensemble C ′ = Epi(g) peut être constatée d’après les égalités

NP
C′(x̄) = (]−∞, 0]×]−∞, 0[) ∪ {(0, 0)}

et
NF

C′(x̄) =]−∞, 0]×]−∞, 0],

d’où NP
C (x̄) 6= NF

C (x̄) c’est à dire C ′ n’est pas prox-régulier en x̄. Mais les deux ensembles
sont sous lisses.
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Résultats d’existence de solutions
pour processus de la rafle
gouvernés par des ensembles

prox-réguliers

Dans ce chapitre nous allons étudier l’existence de solutions pour deux inclusions diffé-
rentielles gouvernées par un processus de la rafle sous des hypothèses de prox-régularité en
utilisant le théorème du point fixe de Kakutani-Ky Fan, Théorème 1.3.7 et un résultat
- Théorème 2.1.1 - qui nous garantie la coïncidence entre les ensembles de solutions de
deux inclusions différentielles l’une avec contrainte et l’autre sans contrainte et ceci via
le théorème de Tolstonogov, Théorème 2.1.2 qui nous donne l’existence de sélections
mesurables pour une multi-application semicontinue mixte.
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2.1 Introduction

La démonstration du théorème principal de ce chapitre utilise un résultat dans [29]
et [43] pour montrer la coïncidence entre les ensembles de solutions d’une inclusion dif-
férentielle du premier ordre sans contrainte et une avec contrainte. Commençons par le
rappeler.

Théorème 2.1.1 Soient T0, T deux nombres réels positifs tels que T0 < T et soit pour
tout t ∈ [T0, T ], un sous ensemble non vide C(t) d’un espace de Hilbert séparable H tel
que les assertions suivantes soient satisfaites

i) Pour un ρ fixé dans ]0, +∞] l’ensemble C(t) est ρ-prox régulier ;

ii) La multi-application C : [T0, T ] ⇒ H est absolument continue, c’est à dire, il existe
une fonction absolument continue et positive v : [T0, T ] → R telle que

|d(x,C(t))− d(y, C(s))| ≤ ‖x− y‖+ |v(t)− v(s)|

pour tous x, y ∈ H et s, t ∈ [T0, T ].

Alors, une application absolument continue u(·) est solution de l’inclusion différentielle
avec contrainte 




u̇(t) ∈ −NC(t)(u(t)) p.p. t ∈ [T0, T ];

u(t) ∈ C(t), ∀t ∈ [T0, T ];

u(T0) = u0 ∈ C(T0)

(avec la contrainte u(t) ∈ C(t) pour tout t ∈ [T0, T ]) si et seulement si elle est solution
de l’inclusion différentielle sans contrainte

{
−u̇(t) ∈ |v̇(t)|∂dC(t)(u(t)) p.p. t ∈ [T0, T ];

u(T0) = u0 ∈ C(T0).

Nous allons énoncer maintenant un deuxième résultat que nous avons utilisé dans nos
démonstrations. Il s’agit d’une conséquence d’un théorème d’existence de sélections pour
une multi-application à valeurs non convexes, démontré par Tolstonogov, Théorème 2.1
dans [45].

Théorème 2.1.2 Soit H un espace de dimension finie, et soit M : [0, T ]×H ⇒ H une
multi-application à valeurs fermées satisfaisant les hypothèses suivantes

i) M est L([0, T ])⊗ B(H))-mesurable.
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ii) Pour tout t ∈ [0, T ] et tout x ∈ H tels que M(t, x) est convexe, M(t, ·) est semi-
continue supérieurement et à chaque fois que M(t, x) est non convexe M(t, ·) est
semicontinue inférieurement sur un voisinage de x.

iii) Il existe une fonction de Carathéodory ζ : [0, T ]×H → R+ intégrablement bornée et
telle que M(t, x) ∩BH(0, ζ(t, x)) 6= ∅, pour tout (t, x) ∈ [0, T ]×H.

Alors, pour tout ε > 0 et tout compact K ⊂ CH([0, T ]), il existe une multi-application
Φ : K ⇒ L1

H([0, T ]) à valeurs non vides convexes fermées et qui admet un graphe fortement
faiblement séquentiellement fermé, telle que pour tout u ∈ K et tout ϕ ∈ Φ(u) nous avons

ϕ(t) ∈ M(t, u(t))

‖ϕ(t)‖ ≤ ζ(t, u(t)) + ε

pour presque tout t ∈ [0, T ].

Nous aurons aussi besoin du théorème suivant qui donne une importante propriété de
fermeture du sous différentiel de la fonction distance associée à une multi-application voir
[13] pour plus de détails.

Théorème 2.1.3 Soient ρ ∈]0, +∞] et Ω une partie ouverte d’un espace métrique X, et
K : Ω ⇒ H une multi-application Hausdorff-continue de Ω dans un espace de Hilbert H.
Supposons que K(z) est uniformément ρ-prox-régulier pour tout z ∈ Ω. Alors étant donné
0 < δ < ρ, ce qui suit est vérifié.
"Pour tout z ∈ Ω, x ∈ K(z) + (ρ − δ)BH, xn → x, zn → z avec zn ∈ Ω (xn pas
nécessairement dans K(zn)) et ξn ∈ ∂d(xn, K(zn)) avec ξn →σ ξ, on a ξ ∈ ∂d(x,K(z))."
Ici, →σ est la convergence pour la topologie faible dans l’espace de Hilbert H.

Remarque 2.1.1 Une conséquence directe de ce théorème est que, nous avons pour tout
ρ ∈]0, +∞], étant donné 0 < δ < ρ, et pour toute multi-application K : Ω ⇒ H à valeurs
uniformément ρ-prox-régulières, la multi-application (z, x) 7→ ∂d(x, K(z)) est semiconti-
nue supérieurement de {(z, x) ∈ Ω × H : x ∈ K(z) + (ρ − δ)BH} dans H muni de la
topologie faible. Cette dernière propriété est équivalente à la semicontinuité supérieure de
la fonction d’appui (z, x) 7→ δ∗

(
∂d(x,K(z)), p

)
sur {(z, x) ∈ Ω×H : x ∈ K(z)+(ρ−δ)},

pour chaque p ∈ H.

2.2 Théorème d’existence cas Lipschitzien

Maintenant nous sommes en mesure de donner notre résultat principal, ce résultat à
fait l’objet d’un article voir [6]
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Théorème 2.2.1 Soit T > 0.
• Soit C : [0, T ]× Rd ⇒ Rd une multi-application satisfaisant les hypothèses suivantes

(H1) Pour tout (t, x) ∈ [0, T ]×Rd, C(t, x) est un sous ensemble non vide fermé de Rd tel
que pour ρ fixé dans ]0, +∞], C(t, x) est uniformément ρ-prox-régulier.

(H2) Il existe des nombres réels α > 0 et λ ∈]0, 1[ tels que

|d(u,C(t, x))− d(v, C(s, y))| ≤ ‖u− v‖+ α|t− s|+ λ‖x− y‖
pour tous u, v, x, y ∈ Rd et tous s, t ∈ [0, T ].

• Soit F : [0, T ]×Rd ⇒ Rd une multi-application à valeurs convexes fermées, L([0, T ])⊗
B(Rd) mesurable et semicontinue supérieurement par rapport à la seconde variable dans
Rd, telle que

F (t, x) ∩ (m1 + p1‖x‖)BRd 6= ∅
pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× Rd, avec m1 et p1 deux nombres réels positifs.

• Soit G : [0, T ] × Rd ⇒ Rd une seconde multi-application satisfaisant les assertions
suivantes

i) G est L([0, T ])⊗ B(Rd)-mesurable ;

ii) pour tout t ∈ [0, T ], et tout x ∈ Rd tels que G(t, x) est convexe, G(t, ·) est semi-
continue supérieurement, et à chaque fois que G(t, x) est non convexe, G(t, ·) est
semicontinue inférieurement sur un voisinage de x ;

iii) il existe des nombres réels positifs m2 et p2 tels que

G(t, x) ∩ (m2 + p2‖x‖)BRd 6= ∅
pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× Rd.

Soit u0 ∈ Rd tel que u0 ∈ C(0, u0) et soit un réel positif T ≤ T satisfaisant

2(p1 + p2)T < 1− λ. (2.1)

Posons pour tout ε > 0

ζ :=
(

1− λ− 2(p1 + p2)T
)−1(

α + 2
[
(m1 + m2) + (p1 + p2)‖u0‖+

ε

2

] )
. (2.2)

Alors, il existe une application lipschitzienne u : [0, T ] → Rd solution de l’inclusion diffé-
rentielle 




−u̇(t) ∈ NC(t,u(t))(u(t)) + F (t, u(t)) + G(t, u(t)), p.p. t ∈ [0, T ];

u(t) ∈ C(t, u(t)), ∀t ∈ [0, T ];

u(0) = u0,

et qui satisfait
‖u(t)‖ ≤ ‖u0‖+ T ζ p.p., et ‖u̇(t)‖ ≤ ζ p.p.
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Démonstration.
Posons

M = (m1 + m2) + (p1 + p2)(‖u0‖+ ζT ) +
ε

2
,

on a alors

λζ + α + 2M = ζ. (2.3)

1ere Étape
Posons I = [0, T ] et

Mi = mi + pi(‖u0‖+ ζT ) +
ε

4
(i = 1, 2),

observons que M = M1 + M2.
Soit X l’ensemble des applications Lipschitzienne continues u : I → Rd telles que u(0) =

u0 et ‖u̇(t)‖ ≤ ζ, p.p. sur I. Il est évident que X ⊂ CRd(I).

Considérons aussi les ensembles

Ki =
{

h ∈ L1
Rd(I) : ‖h(t)‖ ≤ Mi, p.p. sur I

}
(i = 1, 2),

K =
{
h ∈ L1

Rd(I) : ‖h(t)‖ ≤ M, p.p. sur I
}
.

Il est clair que K et Ki (i = 1, 2) sont des parties convexes et faiblement compactes
(σ(L1(I),L∞(I))-compacts) de L1

Rd(I) d’après le théorème de Dunford, Théorème 1.2.6.

Montrons que X est un sous ensemble compact de CRd(I). Soit (un(·))n une suite quel-
conque de X . Alors

un(t) = u0 +

∫ t

0

u̇n(s)ds, ∀t ∈ I et ‖u̇n(s)‖ ≤ ζ, p.p. sur I.

De plus, pour tout t ∈ I on a

‖un(t)‖ ≤ ‖u0‖+ ζT,

ce qui donne que (un(t)) est une suite bornée dans l’espace de dimension finie Rd, alors
elle est relativement compacte dans Rd. D’une autre part, pour tous t, τ ∈ I, nous avons

‖un(t)− un(τ)‖ ≤
∫ t

τ

‖u̇n(s)‖ds ≤ ζ|t− τ |,

ce qui assure que la suite (un(·))n est équicontinue.
D’après le théorème d’Ascoli-Arzelà, Théorème 1.2.1, on conclut qu’elle est relativement
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compacte dans CRd(I), alors on peut lui extraire une sous suite qu’on notera aussi (un(·))n

et qui converge uniformément vers une application u(·) ∈ CRd(I).
Puisque ‖u̇n(t)‖ ≤ ζ, p.p. sur I, la faible compacité de l’ensemble

Λ := {h ∈ L1
Rd(I) : ‖h(t)‖ ≤ ζ, p.p. sur I} (2.4)

assure qu’il existe une sous suite de (u̇n(·))n (qu’on notera de la même manière) et qui
converge faiblement vers une application v(·) ∈ L1

Rd(I), avec ‖v(t)‖ ≤ ζ, p.p. sur I. Ainsi
on obtient pour tout y(·) ∈ L∞Rd(I)

lim
n→∞

〈u̇n(·), y(·)〉 = 〈v(·), y(·)〉,

ce qui équivaut à

lim
n→∞

∫ T

0

〈u̇n(s), y(s)〉ds =

∫ T

0

〈v(s), y(s)〉ds.

En particulier pour y(·) = χ[0,t](·).ej ∈ L∞Rd(I) avec t ∈ I, où (ej)j est une base de Rd et
χ[0,t](·) est la fonction caractéristique de [0, t], on obtient

lim
n→∞

∫ T

0

〈u̇n(s), χ[0,t](s).ej〉ds =

∫ T

0

〈v(s), χ[0,t](s).ej〉ds, ∀j

qui donne

〈 lim
n→∞

∫ t

0

u̇n(s)ds, ej〉 = 〈
∫ t

0

v(s)ds, ej〉, ∀j.

on conclut que

lim
n→∞

(u0 +

∫ t

0

u̇n(s)ds) = u0 +

∫ t

0

v(s)ds,

aussi

lim
n→∞

un(t) = u(t) = u0 +

∫ t

0

v(s)ds, (2.5)

alors u(·) est une application absolument continues et u̇(·) = v(·) p.p., aussi u(·) est Lip-
schitzienne puisque ‖v(t)‖ ≤ ζ p.p. Ceci montre que X est compact dans CRd(I).

D’après le Théorème de Tolstonogov, Théorème 2.1.2 il existe une multi-application
à valeurs non vides convexes fermées Φi : X ⇒ L1

Rd(I) (i = 1, 2) et qui admet un graphe
fortement faiblement séquentiellement fermé, telle que, pour tout u ∈ X et ϕ ∈ Φ1(u), on
a pour presque tout t ∈ I

ϕ(t) ∈ F (t, u(t)) et ‖ϕ(t)‖ ≤ m1 + p1‖u(t)‖+
ε

4
,

et, pour tout u ∈ X et ψ ∈ Φ2(u), on a pour presque tout t ∈ I

ψ(t) ∈ G(t, u(t)) et ‖ψ(t)‖ ≤ m2 + p2‖u(t)‖+
ε

4
.
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Puisque u ∈ X , on a ‖u̇(t)‖ ≤ ζ et donc

‖u(t)‖ = ‖u0 +

∫ t

0

u̇(s)ds‖ ≤ ‖u0‖+ Tζ,

alors
‖ϕ(t)‖ ≤ m1 + p1(‖u0‖+ Tζ) +

ε

4
= M1 (2.6)

et
‖ψ(t)‖ ≤ m2 + p2(‖u0‖+ Tζ) +

ε

4
= M2. (2.7)

Considérons maintenant la multi-application Φ : X ⇒ L1
Rd(I), où

Φ(·) = Φ1(·) + Φ2(·).

Il est évident que Φ est à valeurs non vides convexes fermées dans K.
En effet, ∀f ∈ X , on a Φ(f) = Φ1(f) + Φ2(f) et sachant que la somme de deux convexes
est convexe alors, Φ = Φ1 + Φ2 est à valeurs convexes.
Aussi, pour tout f ∈ X et tout ϕ ∈ Φ(f) on a ϕ = ϕ1 + ϕ2 avec ϕi ∈ Φi(f) (i = 1, 2), de
plus d’après (2.6) et (2.7), ‖ϕi(t)‖ ≤ Mi(t) (i = 1, 2) alors

‖ϕ(t)‖ ≤ ‖ϕ1(t)‖+ ‖ϕ2(t)‖ ≤ M1 + M2 = M, p.p. sur I.

D’où, Φ(f) = Φ1(f) + Φ2(f) ⊂ K et K est faiblement compact.
Soit (un(·))n une suite de Φ(f) ⊂ K, donc on peut lui extraire une sous suite qu’on notera
de la même manière et qui converge faiblement vers une application u(·) ∈ K. Or, pour
tout n ∈ N, on a un(·) = xn(·) + yn(·) avec xn(·) ∈ Φ1(f) et yn(·) ∈ Φ2(f). En d’autres
termes, (xn(·))n ⊂ Φ1(f) qui est faiblement compact, alors (xn(·))n converge faiblement
vers une application x(·) ∈ Φ1(f). De même pour (yn(·))n, elle converge faiblement vers
y(·) ∈ Φ2(f). Par suite un(·) = xn(·) + yn(·) converge faiblement vers x(·) + y(·) ∈
Φ1(f) + Φ2(f) = Φ(f) d’où x(·) + y(·) ∈ Φ(f) et un(·) converge faiblement vers u(·). Par
l’unicité de la limite on a u(·) = x(·) + y(·) ∈ Φ(f), il s’ensuit que Φ(f) est faiblement
fermé et comme il est convexe, on conclut qu’il est fortement fermé. C’est à dire, Φ est à
valeurs convexes fermées.
De plus, le graphe de Φ est fortement faiblement séquentiellement fermé. En effet, soit
(fn, un)n une suite de gph(Φ) convergeant vers une limite (f, u) ∈ X×K. Pour tout n ∈ N,
on a un(·) ∈ Φ(fn) = Φ1(fn) + Φ2(fn) alors, il existe deux suites (ui

n(·))n ⊂ Φi(fn) ⊂ Ki

qui convergent vers ui(·), (i = 1, 2) et un(·) = u1
n(·) + u2

n(·). Or, d’après le théorème de
Tolstonogov, Théorème 2.1.2, le graphe de Φi est fortement faiblement séquentiellement
fermé, alors, ui(·) ∈ Φi(f), par ailleurs on a un(·) = u1

n(·)+u2
n(·) converge vers u1(·)+u2(·)

d’où,
u(·) = u1(·) + u2(·) ∈ Φ1(f) + Φ2(f) = Φ(f),
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donc (f, u) est dans gph(Φ). Ainsi, le graphe de Φ est fortement faiblement séquentielle-
ment fermé

2ème Étape.
Posons β(t) = (α + λζ)t et introduisons la multi-application Ψ : X ⇒ CRd(I) définie par,

Ψ(f) =
{

u ∈ CRd(I)/ u est Lipschitzienne, u(t) = u0 +

∫ t

0

u̇(s)ds, ∀t ∈ I;

−u̇(t) ∈ (β̇(t) + M)∂d
(
f(t), C(t, f(t))

)
+ h(t), p.p. sur I, et h ∈ Φ(f)

}
.

Observons tout d’abord que pour tout f ∈ X la multi-application t 7→ C(t, f(t)) est
Lipschitzienne puisque pour tous u, v ∈ Rd et t, s ∈ I on a

|d(u,C(t, f(t)))− d(v, C(s, f(s)))| ≤ ‖u− v‖+ α|t− s|+ λ‖f(t)− f(s)‖

≤ ‖u− v‖+ α|t− s|+ λ
∣∣∣
∫ t

s

‖ḟ(τ)‖dτ
∣∣∣

≤ ‖u− v‖+ α|t− s|+ λ
∣∣∣
∫ t

s

ζ dτ
∣∣∣

= ‖u− v‖+ α|t− s|+ λ ζ|t− s|
= ‖u− v‖+ (α + λζ)|t− s|.

Comme, pour tout t ∈ I, C(t, f(t)) est ρ-prox-régulier, alors l’ensemble ∂d(f(t), C(t, f(t)))

est non vide convexe compact. D’autres parts, comme f ∈ X ⊂ CRd(I), i.e., f est continue
alors, la multi-application t 7→ ∂d(f(t), C(t, f(t))) est mesurable d’après Théorème 1.3.6.
Donc, pour tout f ∈ X et h ∈ Φ(f), la multi-application

t 7→ (β̇(t) + M)∂d(f(t), C(t, f(t))) + h(t)

est mesurable à valeurs convexes fermées.
D’après le théorème d’existence de sélection mesurable, Théorème 1.3.1, il existe une
application mesurable γ : I → Rd telle que

γ(t) ∈ −[(β̇(t) + M)∂d(f(t), C(t, f(t))) + h(t)]

pour tout t ∈ I, avec ‖γ(t)‖ ≤ β̇(t)+2M puisque ∂d(f(t), C(t, f(t))) ⊂ BRd et ‖h(t)‖ ≤ M

p.p. sur I, d’où d’après (2.3) on obtient ‖γ(t)‖ ≤ ζ p.p. sur I. Par conséquent l’application

u(·) ∈ CRd(I) définie par u(t) = u0 +

∫ t

0

γ(s)ds appartient à Ψ(f). Ceci prouve que Ψ(f)

est un ensemble non vide.
De plus, pour tout f ∈ X , Ψ(f) ⊂ X . En effet, pour tout u ∈ Ψ(f), on a

u(t) = u0 +

∫ t

0

u̇(s)ds, ∀t ∈ I
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avec
−u̇(t) ∈ (β̇(t) + M)∂d(f(t), C(t, f(t))) + h(t), p.p., et h ∈ Φ(f),

et par définition de l’application u(·) on a ‖u̇(t)‖ ≤ β̇(t) + 2M = ζ. Alors u(·) ∈ X , on
conclut que Ψ applique X dans lui même.

Montrons que Ψ est à valeurs convexes.
Soient f ∈ X , u1, u2 ∈ Ψ(f) et α ∈ [0, 1] alors,

u1(t) = u0 +

∫ t

0

u̇1(s)ds et u2(t) = u0 +

∫ t

0

u̇2(s)ds ∀t ∈ I,

avec

−u̇i(t) ∈ (β̇(t) + M)∂d(f(t), C(t, f(t))) + hi(t), p.p. sur I, hi ∈ Φ(f). (i = 1, 2) (2.8)

D’où, pour tout t ∈ I

αu1(t) + (1− α)u2(t) = α
(
u0 +

∫ t

0

u̇1(s)ds
)

+ (1− α)
(
u0 +

∫ t

0

u̇2(s)ds
)

= u0 +

∫ t

0

(
αu̇1(s) + (1− α)u̇2(s)

)
ds

D’une autre part, nous avons par (2.8)

−u̇i(t)− hi(t) ∈ (β̇(t) + M)∂d(f(t), C(t, f(t))), (i = 1, 2)

puisque le sous différentiel est convexe, nous obtenons

−
(
αu̇1(t) + (1− α)u̇2(t)

)
−

(
αh1(t) + (1− α)h2(t)

)
∈ (β̇(t) + M)∂d(f(t), C(t, f(t)))

par suite

−
(
αu̇1(t) + (1− α)u̇2(t)

)
∈ (β̇(t) + M)∂d(f(t), C(t, f(t))) +

(
αh1(t) + (1− α)h2(t)

)
.

Φ(f) étant convexe, alors l’application h(·) = αh1(·) + (1− α)h2(·) ∈ Φ(f).
Et u(t) = αu1(t) + (1− α)u2(t) nous donne u̇(t) = αu̇1(t) + (1− α)u̇2(t).
En conclusion

−u̇(t) ∈ (β̇(t) + M)∂d(f(t), C(t, f(t))) + h(t), p.p. sur I, h ∈ Φ(f).

Ceci montre que u(·) = αu1(·) + (1− α)u2(·) ∈ Ψ(f). D’où la convexité des valeurs de Ψ.

Montrons que Ψ est à valeurs compactes.
Puisque X est compact et Ψ(f) ⊂ X pour tout f ∈ X , il suffit de montrer que Ψ est à
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valeurs fermées.
Soit (un(·))n une suite d’éléments de Ψ(f) convergeant vers u(·) ∈ CRd(I). Alors pour
tout n ∈ N,

−u̇n(t) ∈ (
β̇(t) + M

)
∂d(f(t), C(t, f(t))) + hn(t), p.p. sur I avec hn ∈ Φ(f).

On a, ‖u̇n(t)‖ ≤ ζ alors, (u̇n(·))n est faiblement compacte, donc on peut lui extraire une
sous suite qu’on notera de la même manière et qui converge faiblement vers w(·) ∈ L1

Rd(I).
En utilisant les mêmes arguments que dans la démonstration de la fermeture de X , on
montre que w(·) = u̇(·).
De même (hn(·))n ⊂ Φ(f) ⊂ K qui est faiblement compact, donc on peut lui extraire
une sous suite qu’on notera aussi de la même manière et qui converge faiblement vers
une application h(·) ∈ Φ(f). D’où, la suite (u̇n(·) + hn(·))n converge faiblement vers
l’application u̇(·) + h(·) ∈ L1

Rd(I).
D’autre part, on a u̇n(t)+hn(t) ∈ −(

β̇(t)+M
)
∂d(f(t), C(t, f(t))) et comme C(t, f(t)) est

ρ-prox-régulier, alors −(
β̇(t)+M

)
∂d(f(t), C(t, f(t))) est un convexe fermé. Par le lemme

de Mazur on obtient

u̇(t) + h(t) ∈ −(
β̇(t) + M

)
∂d(f(t), C(t, f(t))), p.p. sur I.

En d’autres termes

−u̇(t) ∈ (
β̇(t) + M

)
∂d(f(t), C(t, f(t))) + h(t), p.p. sur I et h ∈ Φ(f), (2.9)

u(t) = lim
n→∞

un(t) = u0 +

∫ t

0

lim
n→∞

u̇n(s)ds

= u0 +

∫ t

0

u̇(s)ds

En conclusion on a u(t) = u0+

∫ t

0

u̇(s)ds avec u̇(t) vérifiant (2.9), c’est à dire u(·) ∈ Ψ(f),

donc Ψ(f) est fermé. Ce qui traduit la compacité de Ψ(f).

Enfin, montrons que la multi-application Ψ est semicontinue supérieurement.
Puisque Ψ est à valeurs compactes dans X , alors pour montrer qu’elle est semicontinue
supérieurement il suffit de montrer que son graphe noté gph(Ψ)

gph(Ψ) =
{
(f, u) ∈ X × X : u ∈ Ψ(f)

}

est fermé dans X × X pour X muni de la topologie de la convergence uniforme.
Soit (fn, un) une suite de gph(Ψ) convergent vers (f, u) ∈ X × X . Pour chaque n ∈ N,
nous avons un(·) ∈ Ψ(fn) donc un(t) = u0 +

∫ t

0

u̇n(s)ds pour tout t ∈ I avec

−u̇n(t) ∈ (β̇(t) + M)∂d(fn(t), C(t, fn(t))) + hn(t) p.p.,
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et hn ∈ Φ(fn).
Observons que ‖u̇n(t)‖ ≤ β̇(t) + 2M = ζ, alors la compacité faible de l’ensemble Λ défini
par (2.4) ci dessus assure l’existence d’une sous suite de (u̇n(·))n (qu’on notera de la même
manière) et qui converge pour la topologie σ(L1(I),L∞(I)) vers une application v(·) ∈ Λ,
i.e., v(·) ∈ L1

Rd(I) et ‖v(t)‖ ≤ ζ pour presque tout t ∈ I.
Répétant les arguments ci-dessus concernant l’égalité (2.5) on voit que

lim
n→∞

(u0 +

∫ t

0

u̇n(s)ds) = u0 +

∫ t

0

v(s)ds

i.e.,

lim
n→∞

un(t) = u(t) = u0 +

∫ t

0

v(s)ds = w(t),

ainsi u̇(·) = v(·) p.p., d’où (u̇n(·))n converge faiblement dans L1
Rd(I) vers u̇(·).

De plus, puisque (hn(·))n est inclus dans K car hn(·) ∈ Φ(fn) ⊂ K et puisque K est
compact pour la topologie σ(L1(I),L∞(I)), nous pouvons extraire de (hn(·))n une sous
suite (qu’on notera de la même manière) et qui converge faiblement dans L1

Rd(I) vers une
application h(·) ∈ Φ(f) puisque gph(Φ) est fortement faiblement séquentiellement fermé
comme on l’a vu précédemment.
D’une autre part

u̇n(t) + hn(t) ∈ −(β̇(t) + M)∂d(fn(t), C(t, fn(t))) p.p. t ∈ I

et (u̇n(·) + hn(·)) converge faiblement dans L1
Rd(I) vers (u̇(·) + h(·)) ∈ L1

Rd(I). D’après
le lemme de Mazur, il existe une suite (ξn(·))n qui converge fortement dans L1

Rd(I) vers
u̇(·) + h(·) avec

ξn(·) ∈ co
{

u̇i(·) + hi(·), i ≥ n
}

pour tout n ∈ N. On extrait une sous suite, on peut supposer que (ξn(t))n converge
presque partout vers u̇(t) + h(t). Par conséquent, on a pour presque tout t ∈ I,

u̇(t) + h(t) ∈
⋂
n

co
{

u̇i(t) + hi(t), i ≥ n
}

.

Fixons t dans I et µ dans Rd, alors la dernière inclusion avec le théorème de séparation,
Théorème 1.3.2, donne

〈u̇(t) + h(t), µ〉 ≤ lim sup
n→∞

δ∗(−(β̇(t) + M)∂d(fn(t), C(t, fn(t))), µ)

Or l’application (z, x) 7→ δ∗(−(β̇(t) + M)∂d(x,C(t, z)), µ) est semicontinue supérieure-
ment pour tout µ ∈ Rd, on a

lim sup
n→∞

δ∗
(
−(β̇(t)+M)∂d

(
fn(t), C(t, fn(t))

)
, µ

)
≤ δ∗

(
−(β̇(t)+M)∂d

(
f(t), C(t, f(t))

)
, µ

)
.
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Ainsi
〈u̇(t) + h(t), µ〉 ≤ δ∗

(
− (β̇(t) + M)∂d

(
f(t), C(t, f(t))

)
, µ

)
.

Sachant que ∂d(f(t), C(t, f(t))) est convexe fermé, on obtient

u̇(t) + h(t) ∈ −(β̇(t) + M)∂d
(
f(t); C(t, f(t))

)
,

ainsi

−u̇(t) ∈ (β̇(t) + M)∂d
(
f(t), C(t, f(t))

)
+ h(t), p.p. sur I avec h ∈ Φ(f).

Ceci montre que u(·) ∈ Ψ(f), i.e., le graphe de Ψ est fermé dans X × X . Puisque X
est compact dans CRd(I), il vient que Ψ est semicontinue supérieurement sur X avec des
valeurs convexes compactes dans X .

Appliquons le théorème de Kakutani, Théorème 1.3.7 à la multi-application Ψ on
obtient l’existence d’un point fixe , i.e., il existe u ∈ X telle que u ∈ Ψ(u). Alors,

u(t) = u0 +

∫ t

0

u̇(s) ds

et il existe h ∈ Φ(u) telle que

−u̇(t) ∈ (β̇(t) + M)∂d(u(t), C(t, u(t))) + h(t), p.p. (2.10)

Posons z(t) =

∫ t

0

h(s)ds, D(t) = C(t, u(t)) + z(t) et w(t) = u(t) + z(t), on voit bien que

D(t) est ρ-prox-régulier car C(t, u(t)) est ρ-prox régulier.
De plus, la multi-application D(·) est Lipschitzienne. En effet, pour tous x, y dans Rd et
s, t dans I on a

|d(x,D(t))− d(y,D(s))| = |d(x− z(t), C(t, u(t)))− d(y − z(s), C(s, u(s)))|
≤ ‖x− y‖+ ‖z(t)− z(s)‖+ α|t− s|

+ λ
∥∥∥

∫ t

0

u̇(τ)dτ −
∫ s

0

u̇(τ)dτ
∥∥∥

≤ ‖x− y‖+ ‖z(t)− z(s)‖+ α|t− s|+ λ
∣∣∣
∫ t

s

‖u̇(τ)‖dτ
∣∣∣

≤ ‖x− y‖+
∥∥∥

∫ t

s

h(τ)dτ
∥∥∥ + α|t− s|+ λζ|t− s|

≤ ‖x− y‖+ (M + α + λζ)|t− s|,

c’est à dire,
|d(x,D(t))− d(y,D(s))| ≤ ‖x− y‖+ k|t− s|
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avec k = α + λζ + M . D’autres parts, de (2.10) nous avons

−(u̇(t) + h(t)) ∈ (β̇(t) + M)∂d(u(t), C(t, u(t))) p.p. (2.11)

Puisque d(x,C(t, u(t))) = d(x+z(t), D(t)) on obtient ∂d(x+z(t), D(t)) = ∂d(x,C(t, u(t)))

et (2.11) peut être écrite d’après la définition de w(·) comme

−ẇ(t) ∈ k∂d(w(t), D(t)), p.p. sur I avec w(0) = u0 ∈ C(0, u0) = D(0).

Cette dernière équation combinée avec le Théorème 2.1.1 nous donne

−ẇ(t) ∈ ND(t)(w(t)) p.p. sur I avec w(0) = u0 ∈ D(0), (2.12)

et w(t) ∈ D(t) pour tout t ∈ [0, T ]. Mais ND(t)(w(t)) = NC(t,u(t))(u(t)), par conséquent la
relation (2.12) est équivalente à

−(u̇(t) + h(t)) ∈ NC(t,u(t))(u(t)) p.p. sur I, avec u(0) = u0,

et avec la contrainte u(t) ∈ C(t, u(t)). En d’autres termes,

−u̇(t) ∈ NC(t,u(t))(u(t)) + h(t) p.p. sur I, avec u(0) = u0.

Puisque h ∈ Φ(u), alors, h = h1 + h2 avec hi ∈ Φi(u) pour i = 1, 2, c’est à dire,
h1(t) ∈ F (t, u(t)) et h2(t) ∈ G(t, u(t)) pour presque tout t ∈ I. On conclut que





u(t) = u0 +

∫ t

0

u̇(s)ds, ∀t ∈ I;

−u̇(t) ∈ NC(t,u(t))(u(t)) + F (t, u(t)) + G(t, u(t)) p.p. sur I;

u(t) ∈ C(t, u(t)), ∀t ∈ I;

u(0) = u0 ∈ C(0, u0),

avec pour presque tout t ∈ I, ‖u̇(t)‖ ≤ α + λζ + 2M = ζ, et ‖u(t)‖ ≤ ‖u0‖ + Tζ. Alors,
le problème (PF,G) admet au moins une solution Lipschitzienne u(·) sur [0, T ]. Ce qui
termine la démonstration du théorème.

¥

Corollaire 2.2.1 Soient T > 0 et C : [0, T ]×Rd ⇒ Rd une multi-application satisfaisant
les assertions (H1) et (H2).
Soit F : [0, T ] × Rd ⇒ Rd une multi-application à valeurs convexes fermées, L([0, T ]) ⊗
B(Rd) mesurable et semicontinue supérieurement par rapport à la seconde variable dans
Rd, et telle que

F (t, x) ∩m1BRd 6= ∅
pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× Rd, avec m1 est un nombre réel positif.
Soit G : [0, T ] × Rd ⇒ Rd une seconde multi-application satisfaisant les assertions sui-
vantes
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i) G est L([0, T ])⊗ B(Rd)-mesurable ;

ii) pour tout t ∈ [0, T ], et chaque x ∈ Rd tels que G(t, x) est convexe, G(t, ·) est
semicontinue supérieurement, et à chaque fois que G(t, x) est non convexe, G(t, ·)
est semicontinue inférieurement sur un voisinage de x ;

iii) il existe un nombre réel positif m2 tel que

G(t, x) ∩m2BRd 6= ∅

pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× Rd.

Soit u0 ∈ Rd tel que u0 ∈ C(0, u0). Posons pour ε > 0,

ζ := (1− λ)−1
(
α + 2[(m1 + m2) +

ε

2
]
)
.

Alors, il existe une application Lipschitzienne u : [0, T ] → Rd solution, sur l’intervalle
[0, T ], de l’inclusion différentielle





−u̇(t) ∈ NC(t,u(t))(u(t)) + F (t, u(t)) + G(t, u(t)), p.p. t ∈ [0, T ];

u(t) ∈ C(t, u(t)), ∀t ∈ [0, T ];

u(0) = u0,

et qui satisfait
‖u(t)‖ ≤ ‖u0‖+ T ζ p.p., et ‖u̇(t)‖ ≤ ζ p.p.

Démonstration
Il est évident que les assertions du Théorème 2.2.1 sont satisfaites avec p1 = p2 = 0, et
donc T := T impliquent l’inégalité 2(p1 + p2)T < 1 − λ dans (2.1). Le corollaire découle
alors du Théorème 2.2.1.

¥

2.3 Théorème d’existence cas absolument continu

Dans cette section nous donnons la démonstration du problème (PF,G) sous les mêmes
hypothèses du Théorème 2.2.1 sauf que ici la multi-application C(·, ·) considérée est dans
le cas plus général, absolument continue.

Théorème 2.3.1 Soit T un réel strictement positif
• Soit C : [0, T ]× Rd ⇒ Rd une multi-application satisfaisant les hypothèses suivantes
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(H′
1) Pour tout (t, x) ∈ [0, T ]×Rd, C(t, x) est un sous ensemble non vide fermé dans Rd

et tel que pour un ρ fixé dans ]0, +∞] C(t, x) est uniformément ρ-prox-régulier.

(H′
2) Il existe une fonction absolument continue a : [0, T ] → R+ avec ȧ(t) > 0 pour tout

t ∈ [0, T ] et un nombre réel λ ∈]0, 1[ tels que

|d(u,C(t, x))− d(v, C(s, y))| ≤ ‖u− v‖+ |a(t)− a(s)|+ λ‖x− y‖,

pour tous u, v, x, y ∈ Rd et tous s, t ∈ [0, T ].

• Soit F : [0, T ] × Rd ⇒ Rd une multi-application à valeurs convexes fermées, Lebesgue
mesurable sur [0, T ] et semicontinue supérieurement sur Rd, telle que

F (t, x) ⊂ (m1 + p1‖x‖)BRd

pour tout (t, x) dans [0, T ]× Rd et m1, p1 deux nombres réels positifs.
• Soit G : [0, T ]× Rd ⇒ Rd une autre multi-application vérifiant

i) G est L([0, T ])⊗ B(Rd)-mesurable,

ii) pour tout t ∈ [0, T ] et tout x ∈ Rd tel que G(t, x) est convexe G(t, ·) est semicontinue
supérieurement et à chaque fois que G(t, x) est non convexe G(t, ·) est semicontinue
inférieurement sur un voisinage de x,

iii) Il existe deux nombres réels positifs m2 et p2 définies sur [0, T ] telles que

G(t, x) ⊂ (m2 + p2‖x‖)BRd

pour tout (t, x) dans [0, T ]× Rd.

Soit u0 ∈ Rd, tel que u0 ∈ C(0, u0), soit un réel T ≤ T et une fonction positive ζ(·) ∈
L1
R([0, T ]) vérifiant

ȧ(t) + 2(m1 + m2) + 2(p1 + p2)(‖u0‖+ ‖ζ‖L1
R
) +

1

2
≤ (1− λ)ζ(t), (2.13)

pour presque tout t ∈ [0, T ].
Alors, il existe une application absolument continue u : [0, T ] → Rd telle que

(P ′F,G)(I)





−u̇(t) ∈ NC(t,u(t))(u(t)) + F (t, u(t)) + G(t, u(t)), p.p. sur [0, T ],

u(t) ∈ C(t, u(t)), ∀t ∈ [0, T ],

u(0) = u0.

De plus,
‖u(t)‖ ≤ ‖u0‖+ ‖ζ‖L1

R
et ‖u̇(t)‖ ≤ ζ(t) p.p.

51 LMPA



Chapitre 2 : Résultats d’existence pour processus de la rafle prox-régulier

Démonstration
Posons

M = (m1 + m2) + (p1 + p2)
(‖u0‖+ ‖ζ‖L1

R

)
+

1

2
p.p. sur [0, T ].

donc
ȧ(t) + 2M ≤ (1− λ)ζ(t) (2.14)

1ereÉtape
Posons I = [0, T ], et soit

Mi = mi + pi

(‖u0‖+ ‖ζ‖L1
R

)
+

1

4
, (i = 1, 2)

alors, M = M1 + M2.
Considérons les ensembles suivants

X =
{

u ∈ CRd(I); u(t) = u0 +

∫ t

0

u̇(s)ds, ∀t ∈ I et ‖u̇(t)‖ ≤ ζ(t), p.p sur I
}

,

Ki =
{

h ∈ L1
Rd(I); ‖h(t)‖ ≤ Mi, p.p sur I

}
(i = 1, 2),

K =
{

h ∈ L1
Rd(I); ‖h(t)‖ ≤ M, p.p sur I

}
.

Les ensembles X , Ki, (i = 1, 2) et K sont convexes, ce qui est facile à vérifier.
Les ensembles Ki, (i = 1, 2) et K sont faiblement compacts d’après le théorème de Dun-
ford, Théorème 1.2.6
Montrons que X est compact.
Commençons par montrer que X est relativement compact
Nous avons pour tout t ∈ I,

X (t) =
{

u(t) = u0 +

∫ t

0

u̇(s)ds et ‖u̇(t)‖ ≤ ζ(t), p.p sur I
}

qu’on peut écrire aussi
X (t) =

{
u(t), u ∈ X

}

X (t) est borné parce que, pour tout t ∈ I et tout u ∈ X on a

‖u(t)‖ ≤ ‖u0‖+

∫ t

0

‖u̇(s)‖ds

≤ ‖u0‖+

∫ t

0

ζ(s)ds

≤ ‖u0‖+

∫ T

0

ζ(s)ds

= ‖u0‖+ ‖ζ‖L1
R
.
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Aussi X (t) ⊂ Rd qui est de dimension finie, alors X (t) est relativement compact.
D’une autre part X est équicontinu.
En effet, pour tout u ∈ X , et pour tout t, s ∈ I avec s ≤ t nous avons

‖u(t)− u(s)‖ = ‖u0 +

∫ t

0

u̇(τ)dτ − u0 −
∫ s

0

u̇(τ)dτ‖

= ‖
∫ t

s

u̇(τ)dτ‖

≤
∫ t

s

‖u̇(τ)‖dτ

≤
∫ t

s

ζ(τ)dτ.

Comme ζ(·) ∈ L1
R(I), alors si t tend vers s on a ‖u(t)−u(s)‖ tend vers 0. D’où l’équicon-

tinuité de X .
Ainsi d’après le théorème d’Ascoli-Arzelà, Théorème 1.2.1, on conclut que X est relati-
vement compact.

Reste à montrer que X est fermé dans CRd(I).
Soit (un(·))n ⊂ X une suite qui converge vers u(·) ∈ CRd(I).

On a ∀n ∈ N, un(t) = u0 +

∫ t

0

u̇n(s)ds, avec ‖u̇n(t)‖ ≤ ζ(t) p.p. sur I.

(u̇n(t))n est bornée dans Rd, alors d’après la conséquence du théorème d’Ascoli-Arzelà,
Théorème 1.2.2, (un(·))n admet une sous suite qu’on notera de la même manière qui
converge vers une application absolument continue u(·), dans le sens où (un(·))n converge
uniformément vers u(·) et (u̇n(·))n converge faiblement vers u̇(·) ∈ L1

Rd(I).
D’où

u(t) = lim
n→∞

un(t) = u0 + lim
n→∞

∫ t

0

u̇n(s)ds = u0 +

∫ t

0

u̇(s)ds.

Comme l’ensemble {y ∈ L1
Rd(I), ‖y(t)‖ ≤ ζ(t)} est convexe fortement fermé dans L1

Rd(I)

donc il est faiblement fermé alors ‖u̇(t)‖ ≤ ζ(t) p.p. sur I. Ainsi u(·) ∈ X , c’est à dire X
est fermé donc compact.

D’après le théorème de Tolstonogov, Théorème 2.1.2, il existe deux multi-applications
à valeurs non vides convexes fermées Φi : X ⇒ L1

Rd(I), i = 1, 2, et qui admettent des
graphes fortement faiblement séquentiellement fermés et telles que
∀u ∈ X et ϕ ∈ Φ1(u), on a pour tout t ∈ I, ϕ(t) ∈ F (t, u(t)) et

‖ϕ(t)‖ ≤ m1 + p1‖u(t)‖+
1

4

≤ m1 + p1

(
‖u0‖+ ‖ζ‖L1

R

)
+

1

4
= M1 (2.15)
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pour presque tout t ∈ I.
∀u ∈ X et ψ ∈ Φ2(u), on a pour tout t ∈ I, ψ(t) ∈ G(t, u(t)) et

‖ψ(t)‖ ≤ m2 + p2‖u(t)‖+
1

4

≤ m2 + p2

(
‖u0‖+ ‖ζ‖L1

R

)
+

1

4
= M2 (2.16)

pour presque tout t ∈ I.
Ainsi Φ1 et Φ2 sont à valeurs faiblement compactes dans L1

Rd(I).
Soit la multi-application Φ : X ⇒ L1

Rd(I) définie par

Φ(·) = Φ1(·) + Φ2(·).
On peut montrer de la même manière que dans la démonstration du Théorème 2.2.1 que
la multi-application Φ ainsi définie est à valeurs non vides convexes fermées dans K. De
plus le graphe de Φ est fortement faiblement séquentiellement fermé et pour tout u ∈ X
et tout ϕ ∈ Φ(u), d’après (2.15) et (2.16) il existe ϕi ∈ Φi(u), i = 1, 2 vérifiant pour
presque tout t ∈ I

‖ϕ(t)‖ = ‖ϕ1(t) + ϕ2(t)‖ ≤ M1 + M2 = M.

2emeÉtape
Soit maintenant la multi-application Ψ : X ⇒ CRd([0, T ]) définie par,

Ψ(f) =
{

u ∈ CRd(I); u(t) = u0 +

∫ t

0

u̇(s)ds, ∀t ∈ I;

− u̇(t) ∈ (β̇(t) + M)∂d(f(t), C(t, f(t))) + h(t), p.p. sur I, h ∈ Φ(f)
}

.

avec β(t) = a(t) + λ

∫ t

0

ζ(s) ds autrement dit β̇(t) = ȧ(t) + λ ζ(t).

Pour tout f ∈ X , la multi-application t 7−→ C(t, f(t)) est absolument continue. En effet,
pour tous u, v ∈ Rd et tous s, t ∈ I avec s < t on a

|d(u,C(t, f(t))− d(v, C(s, f(s))| ≤ ‖u− v‖+ a(t)− a(s) + λ‖f(t)− f(s)‖

≤ ‖u− v‖+ a(t)− a(s) + λ
∥∥∥

∫ t

s

ḟ(τ)dτ
∥∥∥

≤ ‖u− v‖+

∫ t

s

ȧ(τ)dτ + λ

∫ t

s

ζ(τ)dτ

= ‖u− v‖+

∫ t

s

(
ȧ(τ) + λζ(τ)

)
dτ

= ‖u− v‖+

∫ t

s

β̇(τ)dτ

= ‖u− v‖+ β(t)− β(s).

54 LMPA



Chapitre 2 : Résultats d’existence pour processus de la rafle prox-régulier

De plus, pour tout t ∈ I, C(t, f(t)) est ρ-prox-régulier alors, ∂d(f(t), C(t, f(t))) est un
convexe fermé non vide.
D’autre part, f ∈ CRd(I) c’est à dire, f est continue donc mesurable, d’où la multi-
application

t 7−→ −(β̇(t) + M)∂d(f(t), C(t, f(t))) + h(t)

est mesurable d’après Théorème 1.3.6. Ainsi d’après le théorème d’existence de sélection
mesurable, Théorème 1.3.1, il existe une application mesurable γ : I 7−→ Rd telle que

γ(t) ∈ −(β̇(t) + M)∂d(f(t), C(t, f(t))) + h(t)

avec h ∈ Φ(f) p.p. sur I, et on a ‖γ(t)‖ ≤ β̇(t) + 2M = ȧ(t) + λζ(t) + 2M < ζ(t) d’après
(2.14).

Par suite l’application u ∈ CRd(I) définie par u(t) = u0 +

∫ t

0

γ(s)ds est dans Ψ(f) donc

Ψ(f) est non vide.

Comme pour tout u ∈ Ψ(f) on a u(t) = u0 +

∫ t

0

γ(s)ds avec ‖γ‖ ≤ ζ(t) alors u ∈ X .

Donc Ψ est définie de X dans lui même.

On a Ψ(f) est convexe pour tout f ∈ X .
La démonstration se fait de la même manière que pour le Théorème 2.2.1

Montrons que Ψ(f) est compact pour tout f ∈ X .
Comme X est compact, il suffit de montrer que Ψ(f) est fermé.
Soit (un(·))n ⊂ Ψ(f) une suite convergeant uniformément vers une application u(·) ∈ X .
Alors pour tout n ∈ N, on a

un(t) = u0 +

∫ t

0

u̇n(s)ds,

‖u̇n(t)‖ ≤ ζ(t), p.p.

et

−u̇n(t) ∈ (β̇(t) + M)∂d(f(t), C(t, f(t))) + hn(t) p.p. sur I, avec hn ∈ Φ(f).

On a (u̇n(·))n est bornée par la même fonction intégrable ζ(·) donc d’après le théorème
de Dunford, Théorème 1.2.6 elle est faiblement compacte dans L1

Rd(I), alors on peut lui
extraire une sous suite qu’on notera de la même manière et qui converge faiblement vers
une fonction v(·) ∈ L1

Rd(I). Alors d’après la conséquence du théorème d’Ascoli-Arzelà,
Théorème 1.2.2, on a (un(·))n admet une sous suite (qu’on notera de la même manière)
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qui converge vers une application absolument continue u(·), avec (un(·))n converge uni-
formément vers u(·) et (u̇n(·))n converge faiblement vers v(·) = u̇(·) avec

‖u̇(t)‖ = ‖v(t)‖ ≤ ζ(t).

Aussi (hn(·))n ⊂ Φ(f) qui est faiblement compact dans L1
Rd(I), alors on peut lui extraire

une sous suite qu’on notera de la même manière et qui converge faiblement vers une ap-
plication h(·) ∈ Φ(f), d’après Théorème 1.2.6. Ainsi (u̇n(·)+hn(·))n converge faiblement
vers l’application u̇(·) + h(·) ∈ L1

Rd(I).
D’autres part on a

u̇n(t) + hn(t) ∈ −(β̇(t) + M)∂d(f(t), C(t, f(t))) p.p. sur I,

et comme C(t, f(t)) est ρ-prox-régulier alors−(β̇(t)+M)∂d(f(t), C(t, f(t))) est un convexe
fermé. D’après le lemme de Mazur on a

u̇(t) + h(t) ∈ −(β̇(t) + M)∂d(f(t), C(t, f(t))) p.p. sur I.

C’est à dire

−u̇(t) ∈ (β̇(t) + M)∂d(f(t), C(t, f(t))) + h(t) p.p. sur I avec h ∈ Φ(f). (2.17)

En conclusion on a

u(t) = u0 +

∫ t

0

u̇(s)ds

et u̇(·) satisfait (2.17), donc u(·) ∈ Ψ(f). Alors, Ψ(f) est fermé, ce qui traduit la compacité
de Ψ(f).

Montrons maintenant que la multi-application Ψ est semicontinue supérieurement.
On vient de voir que Ψ est à valeurs convexes compactes, il suffit donc de montrer que le
graphe de Ψ est fermé dans X × X .
Soit

(
(fn, un)

)
n
une suite de gph(Ψ) qui converge vers (f, u) ∈ X × X .

Pour tout n ∈ N,
un(t) = u0 +

∫ t

0

u̇n(s)ds, ∀t ∈ I,

et
‖u̇n(s)‖ ≤ ζ(s) p.p.

avec pour tout n ∈ N

−u̇n(t) ∈ (β̇(t) + M)∂d(fn(t), C(t, fn(t))) + hn(t) p.p. sur I avec hn ∈ Φ(fn). (2.18)
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On a ‖u̇n(t)‖ ≤ β̇(t) + 2M ≤ ζ(t) alors par le Théorème 1.2.6, (u̇n(·))n est faiblement
compacte dans L1

Rd(I), on peut lui extraire donc une sous suite que l’on notera de la même
manière et qui converge faiblement vers une application v(·) ∈ L1

Rd(I).
En utilisant la même démonstration que nous avons fait pour arrivée à l’inégalité (2.5)
du Théorème 2.2.1 on obtient

lim
n→∞

(
u0 +

∫ t

0

u̇n(s)ds
)

= u0 +

∫ t

0

v(s)ds,

en d’autres termes

lim
n→∞

un(t) = u(t) = u0 +

∫ t

0

v(s)ds

donc u̇(·) = v(·) presque partout sur I, et (u̇n(·))n converge faiblement dans L1
Rd(I) vers

u̇(·).

Aussi (hn(·))n ⊂ Φ(fn) ⊂ K et K est faiblement compact dans L1
Rd(I), alors on peut ex-

traire à (hn(·))n une sous suite qu’on notera de la même manière et qui converge faiblement
vers une application h(·) ∈ Φ(f) car gph(Φ) est fortement faiblement séquentiellement
fermé dans X ×K. Donc on a d’après (2.18)

(u̇n(t) + hn(t)) ∈ −(β̇(t) + M)∂d(fn(t), C(t, fn(t))) p.p. sur I,

et la suite (u̇n(·) + hn(·))n converge faiblement vers u̇(·) + h(·) ∈ L1
Rd(I).

D’après le lemme de Mazur, on a pour presque tout t ∈ I,

u̇(t) + h(t) ∈
⋂
n

co{u̇i(t) + hi(t), i ≥ n}.

Fixons t ∈ I et µ ∈ Rd, alors la dernière inclusion avec le théorème de séparation,
Théorème 1.3.2 et puisque la multi-application t −→ δ∗(−(β̇(t) + M)∂d(x,C(t, z)), µ)

est semicontinue supérieurement pour tout µ ∈ Rd, on a

〈u̇(t) + h(t), µ〉 ≤ lim sup
n→∞

δ∗(−(β̇(t) + M)∂d(fn(t), C(t, fn(t))), µ)

≤ δ∗(−(β̇(t) + M)∂d(f(t), C(t, f(t))), µ).

sachant que ∂d(f(t), C(t, f(t))) est un convexe fermé on obtient

u̇(t) + h(t) ∈ −(
β̇(t) + M

)
∂d(f(t), C(t, f(t))),

ainsi
−u̇(t) ∈ (β̇(t) + M)∂d(f(t), C(t, f(t))) + h(t), p.p. sur I et h ∈ Φ(f)
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ce qui prouve que u(·) ∈ Ψ(f) donc gph(Ψ) est fermé d’où la semicontinuité supérieure
de la multi-application Ψ.

D’après le théorème du point fixe de Kakutani, Théorème 1.3.7 appliqué à la multi-
application Ψ on a existence de u ∈ X telle que u ∈ Ψ(u), c’est à dire

u(t) = u0 +

∫ t

0

u̇(s)ds, p.p. sur I

et

−u̇(t) ∈ (β̇(t) + M)∂d(u(t), C(t, u(t))) + h(t), p.p. sur I et h ∈ Φ(u) (2.19)

Posons, z(t) =

∫ t

0

h(s)ds, D(t) = C(t, u(t)) + z(t) et w(t) = u(t) + z(t). Alors, D(t) est

ρ-prox régulier car C(t, u(t)) est ρ-prox-régulier. De plus on a d’après l’hypothèse (H′
2)

pour tous s, t ∈ I avec s ≤ t et tous x, y ∈ Rd,

|d(x,D(t))− d(y, D(s))| = |d(x,C(t, u(t)) + z(t))− d(y, C(s, u(s)) + z(s))|
= |d(x− z(t), C(t, u(t)))− d(y − z(s), C(s, u(s)))|
≤ ‖x− z(t)− y + z(s)‖+ a(t)− a(s) + λ‖u(t)− u(s)‖

≤ ‖x− y‖+ ‖z(t)− z(s)‖+ a(t)− a(s) + λ
∥∥∥

∫ t

s

u̇(τ)dτ
∥∥∥

≤ ‖x− y‖+
∥∥∥

∫ t

s

h(τ)dτ
∥∥∥ +

∫ t

s

ȧ(τ)dτ + λ

∫ t

s

‖u̇(τ)‖dτ.

Or u(·) ∈ X et h(·) ∈ K on obtient donc

|d(x,D(t))− d(y, D(s))| ≤ ‖x− y‖+

∫ t

s

‖h(τ)‖dτ +

∫ t

s

ȧ(τ)dτ + λ

∫ t

s

ζ(τ)dτ

≤ ‖x− y‖+

∫ t

s

Mdτ +

∫ t

s

ȧ(τ)dτ + λ

∫ t

s

ζ(τ)dτ

= ‖x− y‖+

∫ t

s

(
M + ȧ(τ) + λζ(τ)

)
dτ.

= ‖x− y‖+

∫ t

s

(
M + β̇(τ)

)
dτ.

Posons ψ(t) =

∫ t

0

(β̇(τ) + M)dτ , (ψ(·) est une application absolument continue) alors,

|d(x,D(t))− d(y, D(s))| ≤ ‖x− y‖+ |ψ(t)− ψ(s)|,
D’où l’absolue continuité de D(·).

D’après (2.19) on a

−(u̇(t) + h(t)) ∈ (β̇(t) + M)∂d(u(t), C(t, u(t))), p.p. sur I. (2.20)
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et d’après les définitions des applications w(·) et ψ(·) on obtient en remplaçant dans (2.20)

−ẇ(t) ∈ ψ̇(t)∂d(w(t), D(t)), p.p. sur I, (2.21)

car d(u(t), C(t, u(t)) = d(w(t), D(t)), avec w0 = u0.
D’après le théorème d’équivalence, Théorème 2.1.1 on a

−ẇ(t) ∈ ND(t)(w(t)), p.p. sur I, avec w(0) = u0 (2.22)

avec la contrainte w(t) ∈ D(t) ce qui est équivalent à u(t) ∈ C(t, u(t)).
Or ND(t)(w(t)) = NC(t,u(t))(u(t)) alors (2.22) devient

−(u̇(t) + h(t)) ∈ NC(t,u(t)(u(t)), p.p. sur I, avec u(0) = u0; (2.23)

avec u(t) ∈ C(t, u(t)) ainsi (2.23) est équivalente à

−u̇(t) ∈ NC(t,u(t)(u(t)) + h(t), p.p. sur I, avec u(0) = u0 (2.24)

par suite on a u(t) = u0 +

∫ t

0

u̇(s)ds avec





−u̇(t) ∈ NC(t,u(t))(u(t)) + h(t), p.p. sur I avec h ∈ Φ(u),

u(t) ∈ C((t, u(t)), ∀t ∈ I,

u(0) = u0.

Comme h ∈ Φ(u) avec h = h1 + h2 et hi ∈ Φi(u), i = 1, 2 alors




−u̇(t) ∈ NC(t,u(t))(u(t)) + h1(t) + h2(t), p.p. sur I,

u(t) ∈ C((t, u(t)), ∀t ∈ I,

u(0) = u0.

Aussi on a hi ∈ Φi(u), i = 1, 2, avec h1(t) ∈ F (t, u(t)) et h2(t) ∈ G(t, u(t)) pour presque
tout t ∈ I ceci donne





−u̇(t) ∈ NC(t,u(t))(u(t)) + F (t, u(t)) + G(t, u(t))), p.p. sur I,

u(t) ∈ C((t, u(t)), ∀t ∈ I,

u(0) = u0,

avec ‖u̇(t) ≤ ζ(t)‖ et ‖u(t)‖ ≤ ‖u0‖ + ‖ζ‖L1
R
. Alors il existe au moins une application

absolument continue u(·) solution du problème (P ′F,G).
La preuve du théorème est ainsi achevée.

¥
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Corollaire 2.3.1 Soit T > 0 et C : [0, T ] × Rd ⇒ Rd une multi-application satisfaisant
les hypothèses (H′

1) et (H′
2).

Soit F : [0, T ] × Rd ⇒ Rd une multi-application à valeurs convexes fermées, Lebesgue
mesurable sur [0, T ] et semicontinue supérieurement par rapport à la seconde variable
dans Rd, et telle que

F (t, x) ∩m1BRd 6= ∅
pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× Rd, avec m1 est un nombre réel positif.
Soit G : [0, T ] × Rd ⇒ Rd une seconde multi-application satisfaisant les assertions sui-
vantes

i) G est L([0, T ])⊗ B(Rd)-mesurable ;

ii) pour tout t ∈ [0, T ], et chaque x ∈ Rd tels que G(t, x) est convexe, G(t, ·) est
semicontinue supérieurement, et à chaque fois que G(t, x) est non convexe, G(t, ·)
est semicontinue inférieurement sur un voisinage de x ;

iii) il existe un nombre réel positif m2 tel que

G(t, x) ∩m2BRd 6= ∅

pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× Rd.

Soit u0 ∈ Rd tel que u0 ∈ C(0, u0). et soit une fonction positive ζ(·) ∈ L1
R([0, T ]) vérifiant

ȧ(t) + 2(m1 + m2) +
1

2
≤ (1− λ)ζ(t) p.p. sur [0, T ]. (2.25)

Alors, il existe une application absolument continue u : [0, T ] → Rd telle que

(PF,G)(I)





−u̇(t) ∈ NC(t,u(t))(u(t)) + F (t, u(t)) + G(t, u(t)), p.p.t ∈ [0, T ],

u(t) ∈ C(t, u(t)), ∀t ∈ [0, T ],

u(0) = u0.

De plus,

‖u(t)‖ ≤ ‖u0‖+

∫ T

0

ζ(s) ds p.p. et ‖u̇(t)‖ ≤ ζ(t) p.p.

Démonstration
Il est évident que les assertions du Théorème 2.3.1 sont satisfaites avec p1 = p2 = 0, et
donc T := T . Le corollaire découle alors du Théorème 2.3.1.

¥
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Chapitre 3

Résultats d’existence pour
processus de la rafle gouvernés
par des ensembles sous lisses

Ce chapitre est consacré à l’établissement de deux résultats d’existence de solutions
pour deux processus de la rafle gouvernés par des ensembles sous lisses le premier qui
dépend que du temps est l’objet d’un papier soumis, le second dépend du temps et de
l’état. Comme on le sait les ensembles sous lisses sont un cas plus général que celui des
ensembles prox-réguliers (un ensemble prox-régulier est sous lisse) est donc les deux résul-
tats montrés dans ce chapitre beaucoup plus, le Théorème 3.3.1 sont une généralisation
des résultats du Chapitre 2 avec une seule perturbation semicontinue mixte.
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3.1 Introduction

Avant d’énoncer nos théorèmes principaux, commençons par donner deux résultats qui
nous seront utiles dans la suite. Pour plus de détails voir [32].

Lemme 3.1.1 Soient X un espace métrique, H un espace de Hilbert séparable et (C(t))t∈X

une famille d’ensembles non vides fermés de H equi-uniformément sous-lisses, et soit η

un réel positif fixé. Soit Q ⊂ X et s0 ∈ Q.
Alors, ce qui suit est vérifié

(a) Pour tout (s, u) ∈ gph(C) on a η∂d(u,C(s)) ⊂ ηBH.

(b) Pour toute suite généralisée (sj)j∈J dans Q convergeant vers s0, toute suite gé-
néralisée (uj)j∈J convergent vers u ∈ C(s0) dans (H, ‖ · ‖), avec uj ∈ C(sj) et
d(y, C(sj)) →

j∈J
0, et toute suite généralisée (u∗j)j∈J convergent faiblement vers u∗

dans (H, σ(H,H) avec u∗j ∈ η∂d(uj, C(sj)), on a u∗ ∈ η∂d(u,C(s))

Proposition 3.1.1 (Conséquence du Lemme 3.1.1)

Soient I un intervalle non vide de R et H un espace de Hilbert séparable.
Soit (C(t))t∈I une famille d’ensembles non vides de H equi-uniformément sous-lisses, et
soit η un réel positif fixé.
Supposons qu’il existe une fonction croissante positive v : I −→ R+ telle que, pour tout
y ∈ H et tous s, t ∈ I avec s ≤ t

d
(
y, C(t)

) ≤ d
(
y, C(s)

)
+ v(t)− v(s).

Les assertions suivantes sont vérifiées

(a) Pour tout (s, u) ∈ gph(C) on a η∂d(u,C(s)) ⊂ ηBH.

(b) Pour toute suite (sn)n dans I convergente vers s avec sn ≤ s, toute suite (un)n

convergente vers u ∈ C(s) avec un ∈ C(sn) et pour tout u∗ ∈ H, on a

lim sup
n→∞

δ∗(u∗, η∂d
(
un, C(sn)

) ≤ δ∗(u∗, η∂d
(
u,C(s)

)
.
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3.2 Théorème d’existence pour un processus de

la rafle gouverné par des ensembles dépendants

du temps

Le théorème qui va être montré dans cette section le Théorème 3.2.1 est un résultat
qui donne l’existence de solutions d’un processus de la rafle gouverné par des ensembles
sous lisses dépendants du temps seulement et avec une perturbation semicontinue mixte.
Pour les différentes étapes de la démonstration nous nous sommes inspirées des tech-
niques utilisées par J. Noel et L. Thibault dans [32] et pour contourner le problème de
la perturbation semicontinue mixte nous avons utilisé les techniques des premières étapes
de démonstration des résultats du Chapitre 2 en utilisant le théorème de Tolstonogov,
Théorème 2.1.2 qui nous assure l’existence de sélections mesurables pour une multi-
application semicontinue mixte et à valeurs non convexes.

Théorème 3.2.1 Soient T0 et T deux nombres réels fixés avec 0 ≤ T0 < T .
Posons I = [T0, T ].
• Soit C : I ⇒ Rd une multi-application satisfaisant les assertions suivantes.

(H′
1) Pour tout t ∈ I, C(t) est un sous ensemble non vide et boule compact de Rd.

(H′
2) Il existe une fonction a : I −→ R+ croissante et absolument continue telle que pour

tout y ∈ Rd et tous s, t ∈ I avec s ≤ t on a

d(y, C(t)) ≤ d(y, C(s)) + a(t)− a(s).

(H3) La famille (C(t))t∈I est équi-uniformément sous-lisse.

• On considère aussi la multi-application F : I ×Rd ⇒ Rd à valeurs non vides et fermées
vérifiant

1. F est L(I)⊗ B(Rd)-mesurable.

2. F est semicontinue mixte, c’est à dire, pour tout t ∈ I, et tout x ∈ Rd telle que
F (t, x) est convexe, F (t, ·) est semicontinue supérieurement, et à chaque fois que
F (t, x) est non convexe, F (t, ·) est semicontinue inférieurement sur un voisinage de
x.

(H′
4) Il existe une fonction α : I −→ R+ intégrable sur I telle que la multi-application F

satisfait
F (t, x) ∩ α(t)(1 + ‖x‖)BRd 6= ∅

pour tout (t, x) ∈ I × Rd.
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Soient x0 ∈ C(T0), ζ un réel positif, et soit pour tout t ∈ I

M(t) =
(
1 + ‖x0‖+ (T − T0)ζ

)
α(t) +

1

2
,

et supposons que
2M(t) + ȧ(t) ≤ ζ. (3.1)

Alors, il existe une application absolument continue x(·) : I −→ Rd solution sur tout
l’intervalle [T0, T ] de l’inclusion différentielle

(P ′)





ẋ(t) ∈ −NC(t)(x(t)) + F (t, x(t)) p.p. t ∈ I.

x(t) ∈ C(t), ∀t ∈ I.

x(T0) = x0 ∈ C(T0),

avec
‖ẋ(t)‖ ≤ ζ et ‖x(t)‖ ≤ ‖x0‖+ (T − T0)ζ.

Démonstration.
1ere Étape
Pour tout entier n ≥ 1, considérons la partition de I définie par les points

tni = T0 + i
T − T0

2n
avec i ∈ {0, · · ·, 2n}.

Soient l’ensemble J = {0, · · ·, 2n − 1} et la fonction θn(·) : I −→ I définie par

θn(t) =

{
tni+1 si t ∈ [tni , tni+1[, ∀i ∈ J ;

T si t = T.

On a |θn(t)− t| ≤ T − T0

2n
, alors θn(t) → t quand n →∞.

2eme Étape :
Nous allons commencer par construire pour tout n ≥ 1,
une suite finie de points {xn

i , i = 0, · · ·, 2n}, une suite finie d’applications absolument
continues sur In

i , {un
i (·), i = 0, · · ·, 2n − 1}, une suite finie d’applications Lebesgue-

intégrables sur In
i , {hn

i (·), i = 0, · · ·, 2n − 1}, aussi bien qu’une suite finie d’ensembles
convexes compacts {X n

i , i = 0, · · ·, 2n− 1}, et d’ensembles convexes faiblement compacts
{Kn

i , i = 0, · · ·, 2n − 1} tels que, un
i (·) ∈ X n

i , hn
i (·) ∈ Kn

i et

hn
i (t) ∈ F (t, un

i (t)), p.p. t ∈ In
i , (3.2)

xn
i+1 ∈ ProjC(tni+1)

(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds

)
, (3.3)
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avec
‖xn

i+1 − xn
i ‖ ≤ (tni+1 − tni )ζ =

T − T0

2n
ζ, (3.4)

‖xn
i+1‖ ≤ ‖x0‖+ (T − T0)ζ. (3.5)

Nous allons procéder par récurrence.
Étape i = 0

Soit xn
0 = x0 ∈ C(T0) et considérons les ensembles

X n
0 =

{
u ∈ CRd(In

0 ); u(t) = x0 +

∫ t

T0

u̇(s)ds, ∀t ∈ In
0 , et ‖u̇(t)‖ ≤ ζ p.p. sur In

0

}
,

et
Kn

0 =
{

h ∈ L1
Rd(I

n
0 ); ‖h(t)‖ ≤ M(t) p.p. sur In

0

}
.

Les ensembles X n
0 et Kn

0 sont convexes, et d’après le théorème de Dunford, Théorème
1.2.6, il est facile de voir que l’ensemble Kn

0 est faiblement compact dans L1
Rd(I

n
0 ). De plus

on peut montrer que X n
0 est compact dans CRd(In

0 ).

Commençons par montrer que X n
0 est relativement compact.

Soit u(·) ∈ X n
0 , pour tout t ∈ In

0 on a

‖u(t)‖ =
∥∥∥x0 +

∫ t

T0

u̇(s)ds
∥∥∥

≤ ‖x0‖+

∫ t

T0

‖u̇(s)‖ds

≤ ‖x0‖+

∫ t

T0

ζds

≤ ‖x0‖+
T − T0

2n
ζ

< ‖x0‖+ (T − T0)ζ.

Ce qui prouve que X n
0 (t) est borné dans Rd qui est un espace de dimension finie alors

X n
0 (t) est relativement compact dans Rd.

Montrons maintenant que X n
0 est équicontinu.

Soit u(·) ∈ X n
0 et t, s ∈ In

0 , on a
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‖u(t)− u(s)‖ =
∥∥∥x0 +

∫ t

T0

u̇(τ)dτ − x0 +

∫ s

T0

u̇(τ)dτ
∥∥∥

=
∥∥∥

∫ t

s

u̇(τ)dτ
∥∥∥

≤
∣∣∣
∫ t

s

‖u̇(τ)‖dτ
∣∣∣

≤
∣∣∣
∫ t

s

ζdτ
∣∣∣

≤ ζ|t− s|.
En prenant pour tout ε > 0, δ = ε/ζ, on obtient, ∀ ε > 0, ∃ δ > 0 tel que ∀ t, s ∈ In

0 ;
|t− s| < δ alors ‖u(t)− u(s)‖ ≤ ε.
Donc X n

0 est équicontinu.

Enfin, d’après le théorème d’Ascoli-Arzelà, Théorème 1.2.1 X n
0 est relativement com-

pact dans CRd(In
0 ).

Pour montrer qu’il est fermé dans CRd(In
0 ), soit (uk(·))k∈N une suite dans X n

0 qui converge
uniformément vers une application u(·) ∈ CRd(In

0 ) et montrons que u(·) ∈ X n
0 .

Pour tout k ∈ N,
uk(t) = x0 +

∫ t

T0

u̇k(s)ds, ∀t ∈ In
0

avec
‖u̇k(t)‖ ≤ ζ, p.p. sur In

0 .

La suite (u̇k(·))k∈N est bornée dans L∞Rd(I
n
0 ) donc elle est σ(L∞Rd(I

n
0 ),L1

Rd(I
n
0 ))-relativement

compacte, par conséquent on peut lui extraire une sous suie, que l’on notera de la
même manière, et qui converge pour la topologie faible∗ sur L∞Rd(I

n
0 ) vers une applica-

tion v(·) ∈ L∞Rd(I
n
0 ). C’est à dire pour tout y(·) ∈ L1

Rd(I
n
0 ), 〈u̇k(·), y(·)〉 → 〈v(·), y(·)〉.

Soit z(·) ∈ L∞Rd(I
n
0 ) ⊂ L1

Rd(I
n
0 ), alors 〈u̇k(·), z(·)〉 → 〈v(·), z(·)〉. Alors (u̇k(·))k∈N converge

dans L1
Rd(I

n
0 ) pour la topologie σ(L1

Rd(I
n
0 ),L∞Rd(I

n
0 )) vers v(·).

Posons pour tout t ∈ In
0 , w(t) = x0 +

∫ t

T0

v(s) ds. Il est évident que w(·) est absolu-

ment continue et que ẇ(·) = v(·) p.p. sur In
0 avec ‖ẇ(t)‖ = ‖v(t)‖ ≤ ζ car l’ensemble

{y ∈ L1
Rd(I

n
0 ); ‖y(t)‖ ≤ ζ p.p. t ∈ In

0 } est convexe fermé dans L1
Rd(I

n
0 ) et donc faiblement

fermé.
Enfin, puisque z(·) ∈ L∞Rd(I

n
0 ) on a

lim
k→∞

〈u̇k(·), z(·)〉 = 〈v(·), z(·)〉.
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Ce qui équivaut à

lim
k→∞

∫ tn1

T0

〈u̇k(s), z(s)〉ds =

∫ tn1

T0

〈v(s), z(s)〉ds.

En particulier pour z(·) = χ[T0,t](·).ej ∈ L∞Rd(I
n
0 ) avec χ[T0,t](·) est la fonction caractéris-

tique de [T0, t] et (ej)j une base de Rd, alors

lim
k→∞

∫ tn1

T0

〈u̇k(s), χ[T0,t](s).ej〉ds =

∫ tn1

T0

〈v(s), χ[T0,t](s).ej〉ds, ∀j,

ainsi

lim
k→∞

∫ t

T0

〈u̇k(s), ej〉ds =

∫ t

T0

〈v(s), ej〉ds, ∀j,

i.e.

〈 ej, lim
k→∞

∫ t

T0

u̇k(s)ds〉 = 〈 ej,

∫ t

T0

v(s)ds〉, ∀j,

par conséquent

lim
k→∞

(x0 +

∫ t

T0

u̇k(s) ds) = x0 +

∫ t

T0

v(s) ds.

C’est à dire,

u(t) = lim
k→∞

uk(t) = x0 +

∫ t

T0

v(s) ds = w(t).

On conclut que u(·) est absolument continue avec u̇(·) = v(·) p.p., i.e., u(·) ∈ X n
0 . Par

suite, X n
0 est compact dans CRd(In

0 ).

D’après le théorème de Tolstonogov, Théorème 2.1.2, il existe une multi-application
Φn

0 : X n
0 ⇒ L1

Rd(I
n
0 ) à valeurs non vides convexes fermées et qui admet un graphe forte-

ment faiblement séquentiellement fermé telle que pour tout u ∈ X n
0 , et tout ϕ ∈ Φn

0 (u)

on a ϕ(t) ∈ F (t, u(t)) p.p. sur In
0 . Alors pour presque tout t ∈ In

0

‖ϕ(t)‖ ≤ (
1 + ‖u(t)‖)α(t) +

1

2

≤
(
1 + ‖x0‖+

∫ t

T0

‖u̇(s)‖ds
)
α(t) +

1

2

≤
(
1 + ‖x0‖+

∫ t

T0

ζds
)
α(t) +

1

2

≤
(
1 + ‖x0‖+

T − T0

2n
ζ
)
α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖x0‖+ (T − T0)ζ

)
α(t) +

1

2
.

C’est à dire pour presque tout t ∈ In
0

‖ϕ(t)‖ ≤ (
1 + ‖x0‖+ (T − T0)ζ

)
α(t) +

1

2
= M(t). (3.6)
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Considérons maintenant l’application

un
0 : In

0 −→ Rd

t 7−→ un
0 (t) = x0.

Remarquons que un
0 (·) est absolument continue avec ‖u̇n

0 (t)‖ = 0 ≤ ζ pour tout t ∈ In
0 ,

par conséquent un
0 (·) ∈ X n

0 .
Comme Φn

0 (un
0 ) est non vide, soit hn

0 ∈ Φn
0 (un

0 ), i.e., hn
0 (t) ∈ F (t, un

0 (t)) pour presque tout
t ∈ In

0 et alors d’après (3.6)

‖hn
0 (t)‖ ≤ M(t) p.p. sur In

0 ,

c’est à dire hn
0 (·) ∈ Kn

0 .
La boule compacité des ensembles C(t) pour tout t ∈ I, assure que

ProjC(tn1 )

(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds

)
6= ∅.

En effet, C(t) est boule compact pour tout t ∈ I, i.e., ∀r > 0, C(t)∩B(0, r) est compact.

Posons x = x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds, on a

ProjC(t)(x) =
{
z ∈ C(t), d(x,C(t)) = ‖x− z‖},

on a d’après (H2)

d(x,C(t)) ≤ d(x,C(s)) + a(t)− a(s)

≤ d(y, C(s)) + ‖x− y‖+ a(t)− a(s),

en particulier pour s = T0 et y = x0

d(x,C(t)) ≤ d(x0, C(T0)) + ‖x− x0‖+ a(t)− a(T0)

comme x0 ∈ C(T0) alors d(x0, C(T0)) = 0, d’où

d(x,C(t)) ≤ ‖x− x0‖+ a(t)− a(T0)

≤
∥∥∥

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds

∥∥∥ + a(t)− a(T0)

≤
∫ tn1

T0

‖hn
0 (s)‖ ds + a(t)− a(T0)

≤
∫ tn1

T0

M(s) ds +

∫ t

T0

ȧ(s) ds

≤
∫ tn1

T0

(2M(s) + ȧ(s)) ds

≤
∫ tn1

T0

ζ ds =
T − T0

2n
ζ ≤ (T − T0)ζ.
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Soit m = inf
z∈C(t)

‖x − z‖ = d(x,C(t)), donc d’après la caractérisation de l’inf on a pour

tout ε > 0, il existe zε ∈ C(t) tel que ‖x− zε‖ < m+ ε, par suite pour tout ε > 0, il existe
zε ∈ C(t) tel que ‖x− zε‖ < m + 1, ainsi

‖zε‖ ≤ ‖x− zε‖+ ‖x‖

≤ m + 1 + ‖x0‖+

∫ T

T0

M(s) ds

≤ m + 1 + ‖x0‖+ ‖M‖L1
R

= r.

Pour ε =
1

n
on trouve,

∀ε > 0, ∃zn ∈ C(t) tel que ‖x− zn‖ ≤ m +
1

n

et ‖zn‖ ≤ r. Alors, (zn)n ⊂ C(t) ∩B(0, r).
C(t) ∩B(0, r) étant compact on peut extraire à (zn)n une sous suite (znk

)k qui converge
vers un élément z̄ ∈ C(t) ∩B(0, r).

D’autres parts, on a ‖x− znk
‖ ≤ m +

1

nk

alors

lim
k→∞

‖x− znk
‖ ≤ m + lim

k→∞
1

nk

= m,

par suite ‖x− z̄‖ ≤ m comme m = inf
z∈C(t)

‖x− z‖ et z̄ ∈ C(t) alors, ‖x− z̄‖ = m, c’est à

dire, ‖x− z̄‖ = d(x,C(t)), en d’autres termes ProjC(t)

(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds

)
6= ∅.

Donc on peut choisir un point xn
1 ∈ ProjC(tn1 )

(
x0+

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds

)
. Il est clair que xn

1 ∈ C(tn1 )

avec ∥∥∥xn
1 −

(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds

)∥∥∥ = d
(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds, C(tn1 )

)
.

D’après l’hypothèse (H′
2) on a

∥∥∥xn
1 −

(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds

)∥∥∥ ≤ d
(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds, C(T0)

)
+ a(tn1 )− a(T0)

≤ d(x0, C(T0)) +
∥∥∥

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds

∥∥∥ + a(tn1 )− a(T0)

et comme x0 ∈ C(T0), on obtient
∥∥∥xn

1 −
(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds

)∥∥∥ ≤
∫ tn1

T0

‖hn
0 (s)‖ ds + a(tn1 )− a(T0)

≤
∫ tn1

T0

M(s) ds +

∫ tn1

T0

ȧ(s) ds.

=

∫ tn1

T0

(
M(s) + ȧ(s)

)
ds.
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D’autre part, on a

‖xn
1 − x0‖ −

∥∥∥
∫ tn1

T0

hn
0 (s)

∥∥∥ ≤
∥∥∥xn

1 −
(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds

)∥∥∥

D’où,

‖xn
1 − x0‖ ≤

∥∥∥xn
1 −

(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds

)∥∥∥ +
∥∥∥

∫ tn1

T0

hn
0 (s)ds

∥∥∥

≤
∫ tn1

T0

(M(s) + ȧ(s)) ds +

∫ tn1

T0

‖hn
0 (s)‖ds

≤
∫ tn1

T0

(M(s) + ȧ(s)) ds +

∫ tn1

T0

M(s)ds

≤
∫ tn1

T0

(2M(s) + ȧ(s)) ds

≤ (tn1 − T0)ζ = ζ
T − T0

2n
.

C’est à dire
‖xn

1 − x0‖ ≤ ζ
T − T0

2n
. (3.7)

Il est facile de voir que

‖xn
1‖ ≤ ‖x0‖+

T − T0

2n
ζ ≤ ‖x0‖+ (T − T0)ζ.

Étape i = 1

De la même manière, considérons les ensembles

X n
1 =

{
u ∈ CRd(In

1 ); u(t) = x0 +

∫ t

tn1

u̇(s)ds, ∀t ∈ In
1 et ‖u̇(t)‖ ≤ ζ p.p. sur In

1

}
,

et
Kn

1 =
{

h ∈ L1
Rd(I

n
1 ); ‖h(t)‖ ≤ M(t) p.p. sur In

1

}
.

En utilisant les mêmes techniques et arguments que pour X n
0 et Kn

0 on montre que l’en-
semble X n

1 est convexe compact dans CRd(In
1 ), et que Kn

1 est convexe faiblement compact
dans L1

Rd(I
n
1 ).

Aussi, d’après le théorème de Tolstonogov Théorème 2.1.2, il existe une multi-application
à valeurs non vides convexes fermées Φn

1 : X n
1 ⇒ L1

Rd(I
n
1 ) et qui admet un graphe fortement
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faiblement séquentiellement fermé telle que pour tout u ∈ X n
1 , et tout ϕ ∈ Φn

1 (u) on a
ϕ(t) ∈ F (t, u(t)) p.p. sur In

1 , avec pour presque tout t ∈ In
1

‖ϕ(t)‖ ≤ (
1 + ‖u(t)‖)α(t) +

1

2

≤
(
1 + ‖x0‖+

∫ tn2

tn1

‖u̇(s)‖ds
)
α(t) +

1

2

≤
(
1 + ‖x0‖+

∫ tn2

tn1

ζds
)
α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖x0‖+ (tn2 − tn1 )ζ

)
α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖x0‖+ (T − T0)ζ

)
α(t) +

1

2

= M(t) p.p. sur In
1 .

Considérons l’application

un
1 : In

1 −→ Rd

t 7−→ x0 +
t− tn1
tn2 − tn1

(xn
1 − x0),

nous avons, u̇n
1 (t) =

xn
1 − x0

tn2 − tn1
, par suite, d’après (3.7) on a

‖u̇n
1 (t)‖ =

∥∥∥xn
1 − x0

tn2 − tn1

∥∥∥ =
‖xn

1 − x0‖
tn2 − tn1

=
‖xn

1 − x0‖
T − T0

2n ≤ ζ
T − T0

2n

2n

T − T0

= ζ.

Par conséquent, un
1 (·) ∈ X n

1 , et observons que lim
t→tn2

un
1 (t) = xn

1 .

Soit alors, hn
1 ∈ Φn

1 (un
1 ), i.e., hn

1 (t) ∈ F (t, un
1 (t)) pour presque tout t ∈ In

1 , avec

‖hn
1 (t)‖ ≤ (

1 + ‖un
1 (t)‖)α(t) +

1

2

≤
(
1 + ‖x0‖+

t− tn1
tn2 − tn1

‖xn
1 − x0‖

)
α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖x0‖+ ‖xn

1 − x0‖
)
α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖x0‖+ (T − T0)ζ

)
α(t) +

1

2

= M(t).

i.e. hn
1 (·) ∈ Kn

1

La boule compacité des ensembles C(t) pour tout t ∈ I assure que

ProjC(tn2 )

(
xn

1 +

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds

)
6= ∅.
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Alors on peut choisir un point xn
2 ∈ ProjC(tn2 )

(
xn

1 +

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds

)
. Il est évident que

xn
2 ∈ C(tn2 ) et que

∥∥∥xn
2 −

(
xn

1 +

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds

)∥∥∥ = d
(
xn

1 +

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds, C(tn2 )

)
.

D’après l’hypothèse (H2) on obtient

∥∥∥xn
2 −

(
xn

1 +

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds

)∥∥∥ ≤ d
(
xn

1 +

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds, C(tn1 )

)
+ a(tn2 )− a(tn1 )

≤ d(xn
1 , C(tn1 )) +

∥∥∥
∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds

∥∥∥ + a(tn2 )− a(tn1 ),

comme xn
1 ∈ C(tn1 ) on a

∥∥∥xn
2 −

(
xn

1 +

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds

)∥∥∥ ≤
∫ tn2

tn1

‖hn
1 (s)‖ ds + a(tn2 )− a(tn1 )

≤
∫ tn2

tn1

M(s) ds +

∫ tn2

tn1

ȧ(s) ds

=

∫ tn2

tn1

(
M(s) + ȧ(s)

)
ds.

D’où

‖xn
2 − xn

1‖ ≤
∫ tn2

tn1

(M(s) + ȧ(s)) ds +
∥∥∥

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds

∥∥∥

≤
∫ tn2

tn1

(M(s) + ȧ(s)) ds +

∫ tn2

tn1

‖hn
1 (s)‖ ds

≤
∫ tn2

tn1

(M(s) + ȧ(s)) ds +

∫ tn2

tn1

M(s) ds

=

∫ tn2

tn1

(
2M(s) + ȧ(s)

)
ds

Alors, d’après (3.1) on a

‖xn
2 − xn

1‖ ≤
∫ tn2

tn1

ζ ds = (tn2 − tn1 )ζ =
T − T0

2n
ζ,

et
‖xn

2‖ ≤ ‖xn
1‖+

T − T0

2n
ζ ≤ ‖x0‖+

(T − T0)

2n−1
≤ ‖x0‖+ (T − T0)ζ.
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Étape i

Maintenant supposons que pour tout i ∈ J toutes les étapes 0, · · ·, i ont été réalisées, i.e.,
il existe une suite finie de points, (xn

j ), (j = 0, · · ·, i), avec xn
j ∈ C(tnj ), une suite finie

d’applications absolument continues (un
j (·)), (j = 1, · · ·, i), un

j : In
j −→ Rd définies par

un
j (t) = xn

j−1 +
t− tnj

tnj+1 − tnj
(xn

j − xn
j−1), (3.8)

et
un

0 (t) = x0,

des ensembles convexes compacts, X n
j , des ensembles convexes faiblement compactes

Kn
j , (j = 0, · · ·, i), définies comme suit

X n
0 =

{
u ∈ CRd(In

0 ); u(t) = xn
0 +

∫ t

T0

u̇(s)ds, ∀t ∈ In
0 , et ‖u̇(t)‖ ≤ ζ p.p. sur In

0

}
,

et pour tout j = 1, · · ·, i

X n
j =

{
u ∈ CRd(In

j ); u(t) = xn
j−1 +

∫ t

tnj

u̇(s)ds, ∀t ∈ In
j , et ‖u̇(t)‖ ≤ ζ p.p. sur In

j

}
,

et pour tout j = 0, · · ·, i

Kn
j =

{
h ∈ L1

Rd(I
n
j ); ‖h(t)‖ ≤ M(t) p.p. sur In

j

}
,

tels que (3.2), (3.3), (3.4) et (3.5) soient satisfaites.
Remarquons que par (3.4) et (3.8) on a

‖u̇n
i (t)‖ =

‖xn
i − xn

i−1‖
tni+1 − tni

≤ tni − tni−1

tni+1 − tni
ζ = ζ,

c’est à dire, un
i (·) ∈ X n

i .
Notons que un

i (tni ) = xn
i−1 et que lim

t→tni+1

un
i (t) = xn

i .

On prend hn
i ∈ Φn

i (un
i ), i.e., hn

i (t) ∈ F (t, un
i (t)), pour presque tout t ∈ In

i , et

‖hn
i (t)‖ ≤ (1 + ‖un

i (t)‖)α(t) +
1

2

D’où, comme i ≤ 2n − 1 on a
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‖hn
i (t)‖ ≤ (

1 + ‖xn
i−1‖+

t− tni
tni+1 − tni

‖xn
i − xn

i−1‖
)
α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖xn

i−1‖+ ‖xn
i − xn

i−1‖
)
α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖xn

i−2‖+ ‖xn
i−1 − xn

i−2‖+ ‖xn
i − xn

i−1‖
)
α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖x0‖+ ‖xn

1 − x0‖+ ‖xn
2 − xn

1‖+ · · ·+ ‖xn
i − xn

i−1‖
)
α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖x0‖+

T − T0

2n
ζ +

T − T0

2n
ζ + · · ·+ T − T0

2n
ζ
)
α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖x0‖+ i

T − T0

2n
ζ
)
α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖x0‖+

2n − 1

2n
(T − T0)ζ

)
α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖x0‖+ (T − T0)ζ

)
α(t) +

1

2
.

C’est à dire
‖hn

i (t)‖ ≤ M(t) p.p. sur In
i .

La boule compacité des ensembles C(t) pour tout t ∈ I assure que

ProjC(tni+1)

(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds

)
6= ∅.

Il existe donc un point

xn
i+1 ∈ ProjC(tni+1)

(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds

)
. (3.9)

Il est évident que xn
i+1 ∈ C(tni+1). De plus,

∥∥∥xn
i+1 −

(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds

)∥∥∥ = d
(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds, C(tni+1)

)
.

D’après l’hypothèse (H2) on a
∥∥∥xn

i+1 −
(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds

)∥∥∥ ≤ d
(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds, C(tni )

)
+ a(tni+1)− a(tni )

≤ d
(
xn

i +, C(tni )
)

+
∥∥∥

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds

∥∥∥ + a(tni+1)− a(tni ),

et comme xn
i ∈ C(tni ) on obtient

∥∥∥xn
i+1 −

(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds

)∥∥∥ ≤
∥∥∥

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds

∥∥∥ + a(tni+1)− a(tni )

≤
∫ tni+1

tni

(
M(s) + ȧ(s)

)
ds.
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Alors,

‖xn
i+1 − xn

i ‖ ≤
∥∥∥

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds

∥∥∥ +

∫ tni+1

tni

(M(s) + ȧ(s)) ds

≤
∫ tni+1

tni

‖hn
i (s)‖ ds +

∫ tni+1

tni

(M(s) + ȧ(s)) ds

≤
∫ tni+1

tni

M(s) ds +

∫ tni+1

tni

(M(s) + ȧ(s)) ds

≤
∫ tni+1

tni

(2M(s) + ȧ(s)) ds,

et d’après (3.1) on a

‖xn
i+1 − xn

i ‖ ≤
∫ tni+1

tni

ζ ds = (tni+1 − tni )ζ =
T − T0

2n
ζ.

d’autres parts,

‖xn
i+1‖ ≤ ‖xn

i+1 − xn
i ‖+ ‖xn

i − xn
i−1‖+ · · ·+ ‖xn

1 − x0‖+ ‖x0‖

≤ T − T0

2n
ζ +

T − T0

2n
ζ + · · ·+ T − T0

2n
ζ + ‖x0‖

≤ (i + 1)
T − T0

2n
ζ + ‖x0‖.

Alors, on a pour tout i ∈ J

‖xn
i+1‖ ≤ ‖x0‖+ (T − T0)ζ.

D’où toutes les conditions de la récurrence à l’étape i + 1 sont obtenues.

Définissons maintenant les ensembles

X =
{

u ∈ CRd(I); u(t) = x0 +

∫ t

T0

u̇(s)ds, ∀t ∈ I, et ‖u̇(t)‖ ≤ ζ p.p. sur I
}

,

et
K =

{
h ∈ L1

Rd(I); ‖h(t)‖ ≤ M(t) p.p. sur I
}

.

Il est clair que X est un sous ensemble convexe compact de CRd(I) et que K est un sous
ensemble convexe faiblement compact de L1

Rd(I).
Sans perte de généralités on peut prendre pour tout u(·) ∈ X ,

Φn
i (u/In

i
) = Φn

i+1(u/In
i+1

)

avec u/In
i
(·) est la restriction de u(·) à In

i . Alors, d’après le théorème de Tolstonogov,
Théorème 2.1.2, il existe une multi-application à valeurs non vides convexes fermées

75 LMPA



Chapitre 3 : Résultat d’existence pour processus de la rafle sous lisses

Φ : X ⇒ L1
Rd(I) et qui admet un graphe fortement faiblement séquentiellement fermé

définie pour tout u(·) ∈ X par

Φ(u) = Φn
i (u/In

i
) ∀i ∈ J.

Pour tout t ∈ I, soit
un(t) = un

i (t), ∀t ∈ In
i , ∀i ∈ J,

et soit hn ∈ Φ(un) tel que

hn(t) = hn
i (t), ∀t ∈ In

i , ∀i ∈ J.

Il est clair que un(·) ∈ X et que hn(t) ∈ F (t, un(t)) p.p. sur I, alors

‖hn(t)‖ ≤ M(t) p.p. sur I,

i.e. hn(·) ∈ K.

Maintenant nous définissons l’application xn : I −→ Rd par

xn(t) = xn
i +

ϑ(t)− ϑ(tni )

ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

(
xn

i+1 − xn
i −

∫ tni+1

tni

hn(s)ds
)

+

∫ t

tni

hn(s)ds,

pour tout t ∈ In
i et tout i ∈ J, avec

ϑ(t) =

∫ t

T0

(
M(s) + ȧ(s)

)
ds.

D’après ce qui précède on peut écrire

∥∥∥
(
xn

i+1 −
(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn(s)ds
)∥∥∥ ≤ ϑ(tni+1)− ϑ(tni ) (3.10)

et pour presque tout t ∈ In
i on a

ẋn(t) =
ϑ̇(t)

ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

(
xn

i+1 − xn
i −

∫ tni+1

tni

hn(s)ds
)

+ hn(t),

où,
ϑ̇(t) = M(t) + ȧ(t).

Alors,

ẋn(t)− hn(t) =
ϑ̇(t)

ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

(
xn

i+1 − xn
i −

∫ tni+1

tni

hn(s)ds
)
. (3.11)
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D’après (3.10) et (3.11)

‖ẋn(t)− hn(t)‖ =
‖ϑ̇(t)‖

ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

∥∥∥xn
i+1 − xn

i −
∫ tni+1

tni

hn
i (s)ds

∥∥∥

≤ ‖ϑ̇(t)‖
ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

(
ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

)

= ‖ϑ̇(t)‖,

c’est à dire, pour presque tout t ∈ I

‖ẋn(t)− hn(t)‖ ≤ M(t) + ȧ(t) ≤ ζ. (3.12)

L’application xn(·) est absolument continue sur I. Et pour presque tout t ∈ I on a par la
relation (3.12)

‖ẋn(t)‖ ≤ ‖hn(t)‖+ ‖ẋn(t)− hn(t)‖
≤ 2M(t) + ȧ(t).

Ce qui implique que,
‖ẋn(t)‖ ≤ ζ, p.p. t ∈ I, (3.13)

par suite, xn(·) ∈ X .
Par la relation (3.9), la définition du cône normal proximal et le fait que ce dernier est
contenu dans le cône normal au sens de Clarke on a

xn
i +

∫ tni+1

tni

hn(s)ds− xn
i+1 ∈ NC(tni+1)

(xn
i+1),

ou de manière équivalente

− ϑ̇(t)

ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

(
xn

i+1 − xn
i −

∫ tni+1

tni

hn(s)ds
)
∈ NC(tni+1)

(xn
i+1).

Utilisant (3.11), la dernière inclusion peut être réécrite comme suit

−
(
ẋn(t)− hn(t)

)
∈ NC(tni+1)

(xn
i+1).

D’après la définition de l’application θn(·) on a

ẋn(t)− hn(t) ∈ −NC(θn(t))(xn(θn(t))) a.e. t ∈ I. (3.14)

Comme (xn(·))n est une suite de points de X qui est compact on peut lui extraire une
sous suite, que l’on notera de la même manière, et qui converge uniformément vers une
application x(·) ∈ X .
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De plus, (ẋn(·))n et (hn(·))n sont des suites bornées dans L1
Rd(I) donc on peut leur ex-

traire des sous suites que l’on notera de la même manière, et qui convergent pour la
topologie σ(L1,L∞) dans L1

Rd(I) vers les applications v(·) et h(·) respectivement, ceci
d’après le théorème de Dunford, Théorème 1.2.6, et d’après le théorème d’Ascoli-Arzelà,
Théorème 1.2.1 et sa conséquence, on conclut que x(·) est absolument continue et que
v(·) = ẋ(·) p.p. sur I. De plus, on a

‖xn(θn(t))− x(t)‖ ≤
∣∣∣
∫ θn(t)

t

‖ẋn(s)‖ds
∣∣∣

≤ ζ|θn(t)− t|,

c’est à dire,
‖xn(θn(t))− x(t)‖ −→

n→∞
0, ∀t ∈ I.

D’après (H2), on a pour tout t ∈ I

d(x(t), C(t)) ≤ d
(
xn(θn(t)), C(t)

)
+ ‖xn(θn(t))− x(t)‖

≤ d
(
xn(θn(t)), C(θn(t))

)
+ a(θn(t))− a(t) + ‖xn(θn(t))− x(t)‖.

Comme xn(θn(t)) ∈ C(θn(t)), a(·) est absolument continue et ‖xn(θn(t))− x(t)‖ −→ 0 on
conclut alors par passage à la limite que d(x(t), C(t)) = 0, c’est à dire x(t) ∈ C(t) pour
tout t ∈ I car C(t) est fermé.

3eme Étape.
Il reste maintenant à montrer que x(·) est solution de (P).
Sachant que (hn(·))n et (ẋn(·))n converge faiblement dans L1

Rd(I) vers h(·) et ẋ(·) respec-
tivement.
D’après le lemme de Mazur il existe une suite (zn(·))n qui converge fortement dans L1

Rd(I)

vers ẋ(·) − h(·) avec zn(·) ∈ co{ẋk(·) − hk(·), k ≥ n} pour tout n ≥ 1. On peut extraire
de (zn(·))n une sous suite qui converge presque partout vers ẋ(·)− h(·).
Ceci implique qu’il existe un ensemble Lebesgue négligeable N ⊂ I tel que pour tout
t ∈ I \N

ẋ(t)− h(t) ∈
⋂
n

co{ẋk(t)− hk(t), k ≥ n}. (3.15)

Fixons t ∈ I \N , par (3.12) et (3.14) on a pour tout n ∈ N

ẋn(t)− hn(t) ∈ −NC(θn(t))(xn(θn(t))) ∩ ζBRd .

Alors, d’après Remarque 1.5.2 et Remarque 1.7.1 on a

ẋn(t)− hn(t) ∈ −ζ∂d
(
xn(θn(t)), C(θn(t))

)
.
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D’après (3.15) et le théorème de séparation Théorème 1.3.2 on a pour tout ξ ∈ Rd

〈ξ, ẋ(t)− h(t)〉 ≤ inf
n

sup
k≥n

〈ξ, ẋk(t)− hk(t)〉

≤ lim sup
n→∞

δ∗
(
ξ,−ζ∂d

(
xn(θn(t)), C(θn(t))

))
,

ou de manière équivalente

〈−ξ,−ẋ(t) + h(t)〉 ≤ lim sup
n→∞

δ∗
(
− ξ, ζ∂d

(
xn(θn(t)), C(θn(t))

))
. (3.16)

Comme, xn(θn(t)) −→ x(t) ∈ C(t), quand n −→ ∞, aussi ∂dC(·) est semicontinue supé-
rieurement d’après la Proposition 3.1.1, car C(t) est sous lisse pour tout t ∈ I alors (3.16)
donne

〈−ξ,−ẋ(t) + h(t)〉 ≤ δ∗
(− ξ, ζ∂d

(
x(t), C(t)

))
,

qu’on peut écrire aussi

〈ξ, ẋ(t)− h(t)〉 ≤ δ∗
(
ξ,−ζ∂d

(
x(t), C(t)

))
.

De plus, l’ensemble ∂d(x(t), C(t)) est convexe fermé pour tout t ∈ I \N , on déduit alors
que

ẋ(t)− h(t) ∈ −ζ∂d(x(t), C(t)) ⊂ −NC(t)(x(t)), ∀t ∈ I \N,

c’est à dire,
ẋ(t) ∈ −NC(t)(x(t)) + h(t). (3.17)

4eme Étape.
Puisque la suite (un(·))n ⊂ X , on peut lui extraire une sous suite, qu’on notera de la
même manière, et qui converge uniformément vers une application u(·) ∈ X .
Et comme la suite (hn(·))n converge faiblement vers h(·) dans L1

Rd(I) et hn(·) ∈ Φ(un),
pour tout n ∈ N, aussi le graphe de Φ est fortement faiblement séquentiellement fermé on
conclut alors que h(·) ∈ Φ(u).

Montrons maintenant que (xn(·))n et (un(·))n ont la même limite, c’est à dire u(·) = x(·),
en d’autres termes lim

n→∞
‖un − xn‖C = 0.

Pour tout i ∈ J et tout t ∈ In
i d’après la définition de xn(·) et un(·) on a

‖xn(t)− un(t)‖ ≤ ‖xn
i − xn

i−1‖

+
ϑ(t)− ϑ(tni )

ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

∥∥∥xn
i+1 − xn

i −
∫ tni+1

tni

hn
i (s)ds

∥∥∥ +

∫ t

tni

‖hn
i (s)‖ds

+
t− tni

tni+1 − tni
‖xn

i − xn
i−1‖.
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Et d’après (3.10) il s’ensuit que

‖xn(t)− un(t)‖ ≤ 2‖xn
i − xn

i−1‖+
ϑ(t)− ϑ(tni )

ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

(
ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

)
+

∫ t

tni

M(s)ds,

c’est à dire,

‖xn(t)− un(t)‖ ≤ 2‖xn
i − xn

i−1‖+

∫ t

tni

ϑ̇(s)ds +

∫ t

tni

M(s)ds

donc,

‖xn(t)− un(t)‖ ≤ 2‖xn
i − xn

i−1‖+

∫ tni+1

tni

(M(s) + ȧ(s))ds +

∫ tni+1

tni

M(s)ds

= 2‖xn
i − xn

i−1‖+

∫ tni+1

tni

(2M(s) + ȧ(s))ds

≤ 2‖xn
i − xn

i−1‖+

∫ tni+1

tni

ζds

≤ 2
T − T0

2n
ζ +

T − T0

2n
ζ

= 3
T − T0

2n
ζ.

On déduit que pour tout t ∈ I

‖xn(t)− un(t)‖ ≤ 3
T − T0

2n
ζ,

c’est à dire,
lim

n→∞
sup
t∈I

‖xn(t)− un(t)‖ = 0.

D’où, x(·) = u(·). On conclut que h ∈ Φ(x), alors, h(t) ∈ F (t, x(t)), p.p. t ∈ I. D’après
(3.17) on obtient

ẋ(t) ∈ −NC(t)(x(t)) + F (t, x(t)).

avec x(t) ∈ C(t), pour tout t ∈ I, et x0 = x(0), c’est à dire x(·) est solution du problème
(P). Ceci termine la démonstration du théorème.

¥
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3.3 Théorème d’existence pour un processus de

la rafle gouverné par des ensembles dépendants

du temps et de l’état

Dans cette section nous avons repris le résultat de la section précédente,Théorème 3.2.1
avec les mêmes hypothèses, sauf différence le processus de la rafle est gouverné cette fois
par des ensembles qui dépendent du temps et de l’état donc nous suivant la même idée
de démonstration que dans la section précédente.

Théorème 3.3.1 Soient T0 et T deux nombres réels fixés avec 0 ≤ T0 < T , posons
I = [T0, T ].
• Soit C : I × Rd ⇒ Rd une multi-application satisfaisant les assertions suivantes.

(H′
1) Pour tout (t, x) ∈ I × Rd, C(t, x) est un sous ensemble non vide et boule compact

de Rd.

(H′
2) Il existe une fonction a : I −→ R+ croissante et absolument continue et un réel

λ ∈ [0, 1] tels que pour tous x, y, u, v ∈ Rd et tous s, t ∈ I avec s ≤ t on a

|d(x,C(t, u))− d(y, C(s, v))| ≤ ‖x− y‖+ a(t)− a(s) + λ‖u− v‖.

(H′
3) La famille (C(t, x))(t,x)∈I×Rd est équi-uniformément sous-lisse.

• On considère aussi la multi-application F : I × Rd ⇒ Rd à valeurs non vides fermées
vérifiant

1. F est L(I)⊗ B(Rd)-mesurable

2. F est semicontinue mixte, c’est à dire, pour tout t ∈ I, et tout x ∈ Rd telle que
F (t, x) est convexe, F (t, ·) est semicontinue supérieurement, et à chaque fois que
F (t, x) est non convexe, F (t, ·) est semicontinue inférieurement sur voisinage de x.

(H′
4) Il existe une fonction α : I −→ R+ intégrable sur I telle que la multi-application F

satisfait
F (t, x) ∩ α(t)(1 + ‖x‖)BRd 6= ∅

pour tout (t, x) ∈ I × Rd.

Soient x0 ∈ C(T0, x0), ζ un réel positif, et soit pour tout t ∈ I

M(t) =
(
1 + ‖x0‖+ (T − T0)ζ

)
α(t) +

1

2
.
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Supposons que
2M(t) + ȧ(t) + λζ ≤ ζ.

Alors, il existe une application absolument continue x(·) : [T0, T ] −→ Rd solution sur tout
l’intervalle [T0, T ] de l’inclusion différentielle

(P ′)





ẋ(t) ∈ −NC(t,x(t))(x(t)) + F (t, x(t)) p.p. t ∈ [T0, T ],

x(t) ∈ C(t, x(t)), ∀t ∈ [T0, T ],

x(T0) = x0 ∈ C(T0, x0),

avec
‖ẋ(t)‖ ≤ ζ et ‖x(t)‖ ≤ ‖x0‖+ (T − T0)ζ.

Démonstration
1ere Étape
Pour tout entier n ≥ 1 considérons la partition de I définie par les points

tni = T0 + i
T − T0

2n
avec i ∈ {0, · · ·, 2n}.

Soient l’ensemble J = {0, · · ·, 2n − 1} et les fonctions θn(·) et θ̃n(·) : I −→ I définies par

θn(t) =

{
tni+1 si t ∈ [tni , tni+1[, ∀i ∈ J ;

T si t = T.

et

θ̃n(t) =

{
tni si t ∈]tni , t

n
i+1], ∀i ∈ J ;

T0 si t = T0.

On a |θn(t) − t| ≤ T − T0

2n
, et |θ̃n(t) − t| ≤ T − T0

2n
alors θn(t) → t et θ̃n(t) → t quand

n →∞.

2eme Étape Construction de la suite (xn(·))
Posons β(t) = a(t)+λζt pour tout t ∈ I et In

i = [tni , t
n
i+1[ avec i ∈ J . Alors β̇(t) = ȧ(t)+λζ

et
2M(t) + β̇(t) ≤ ζ. (3.18)

Étape i = 0

Soit xn
0 = x0 ∈ C(T0, x0) et considérons les ensembles

X n
0 =

{
u ∈ CRd(In

0 ); u(t) = x0 +

∫ t

T0

u̇(s)ds, ∀t ∈ In
0 ; et ‖u̇(t)‖ ≤ ζ p.p. sur In

0

}

et
Kn

0 =
{

h ∈ L1
Rd(I

n
0 ); ‖h(t)‖ ≤ M(t) p.p. sur In

0

}
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Nous avons déjà vu dans la démonstration du théorème 3.2.1 que les ensembles X n
0 et Kn

0

sont convexes, X n
0 est compact et Kn

0 est faiblement compact.

D’après le théorème de Tolstonogov, Théorème 2.1.2, il existe une multi-application
Φn

0 de X n
0 dans L1

Rd(I
n
0 ) à valeurs non vides fermées et convexes et qui admet un graphe

fortement faiblement séquentiellement fermé telle que ∀u ∈ X n
0 , ∀ϕ ∈ Φn

0 (u) on a ϕ(t) ∈
F (t, u(t)) p.p. sur In

0 et donc pour presque tout t ∈ In
0

‖ϕ(t)‖ ≤ (
1 + ‖u(t)‖)α(t) +

1

2

≤
(
1 + ‖x0‖+

∫ t

T0

‖u̇(s)‖ds
)
α(t) +

1

2

≤
(
1 + ‖x0‖+

∫ t

T0

ζds
)
α(t) +

1

2

≤
(
1 + ‖x0‖+

T − T0

2n
ζ
)
α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖x0‖+ (T − T0)ζ

)
α(t) +

1

2
.

C’est à dire,

‖ϕ(t)‖ ≤ (
1 + ‖x0‖+ (T − T0)ζ

)
α(t) +

1

2
= M(t). (3.19)

Soit maintenant l’application

un
0 : In

0 −→ Rd

t 7−→ un
0 (t) = x0.

un
0 (·) est une application constante donc absolument continue avec u̇n

0 (t) = 0, alors
‖u̇n

0 (t)‖ = 0 ≤ ζ pour tout t ∈ In
0 ainsi un

0 (·) ∈ X n
0 .

De plus, observons que x0 = u0(T0) et donc x0 ∈ C(T0, u0(T0)).
Soit alors hn

0 ∈ Φn
0 (un

0 ) i.e. ; hn
0 (t) ∈ F (t, un

0 (t)) p.p. sur In
0 et d’après (3.19) on a

‖hn
0 (t)‖ ≤ M(t) p.p. sur In

0 .

On voit bien que, hn
0 (·) ∈ Kn

0 .
On a C(t, x) est boule compact pour tout (t, x) ∈ I × Rd, alors,

ProjC(tn1 ,x0)

(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds

)
6= ∅.

Par suite, on peut choisir un point xn
1 ∈ ProjC(tn1 ,x0)

(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds

)
. Il est évident

que xn
1 ∈ C(tn1 , x0) avec

∥∥∥xn
1 −

(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds

)∥∥∥ = d
(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds, C(tn1 , x0)

)
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d’après l’hypothèse (H′
2) nous avons

d
(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds, C(tn1 , x0)

)
− d

(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds, C(T0, x0)

)

≤
∣∣∣d

(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds, C(tn1 , x0)

)
− d

(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds, C(T0, x0)

)∣∣∣

≤ a(tn1 )− a(T0) + λ‖x0 − x0‖
≤ a(tn1 )− a(T0).

D’où
∥∥∥xn

1 −
(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds

)∥∥∥ = d
(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds, C(tn1 , x0)

)

≤ d
(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds, C(T0, x0)

)
+ a(tn1 )− a(T0)

≤ d
(
x0, C(T0, x0)

)
+

∥∥∥
∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds

∥∥∥ + a(tn1 )− a(T0),

comme x0 ∈ C(T0, x0) on obtient
∥∥∥xn

1 −
(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds

)∥∥∥ ≤
∫ tn1

T0

‖hn
0 (s)‖ ds + a(tn1 )− a(T0)

≤
∫ tn1

T0

M(s) ds +

∫ tn1

T0

ȧ(s) ds.

≤
∫ tn1

T0

(M(s) + ȧ(s)) ds

≤
∫ tn1

T0

(M(s) + β̇(s)) ds.

D’autres parts

‖xn
1 − x0‖ −

∥∥∥
∫ tn1

T0

hn
0 (s)

∥∥∥ ≤
∥∥∥xn

1 −
(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds

)∥∥∥

Alors,

‖xn
1 − x0‖ ≤

∥∥∥xn
1 −

(
x0 +

∫ tn1

T0

hn
0 (s) ds

)∥∥∥ +
∥∥∥

∫ tn1

T0

hn
0 (s)ds

∥∥∥

≤
∫ tn1

T0

(M(s) + β̇(s)) ds +

∫ tn1

T0

‖hn
0 (s)‖ds

≤
∫ tn1

T0

(M(s) + β̇(s)) ds +

∫ tn1

T0

M(s)ds

≤
∫ tn1

T0

(2M(s) + β̇(s)) ds

≤
∫ tn1

T0

ζ ds = ζ(tn1 − T0),
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en d’autre termes,

‖xn
1 − x0‖ ≤ ζ(tn1 − T0) = ζ

T − T0

2n
. (3.20)

Remarquons que on a aussi

‖xn
1‖ ≤ ‖xn

1 − x0‖+ ‖x0‖

≤ ζ
T − T0

2n
+ ‖x0‖

≤ ζ(T − T0) + ‖x0‖.

Étape i = 1

On reprend le même procédé avec xn
1 ∈ C(tn1 , x0).

Considérons les ensembles

X n
1 =

{
u ∈ CRd(In

1 ); u(t) = x0 +

∫ t

tn1

u̇(s)ds, ∀t ∈ In
1 ; et ‖u̇(t)‖ ≤ ζ p.p. sur In

1

}

et
Kn

1 =
{

h ∈ L1
Rd(I

n
1 ); ‖h(t)‖ ≤ M(t) p.p. sur In

1

}
.

De la même manière que pour l’ensemble X n
0 on montre que X n

1 est convexe compact dans
CRd(In

1 ) et l’ensemble Kn
1 est convexe faiblement compact dans L1

Rd(I
n
1 ).

De même d’après le théorème de Tolstonogov, Théorème 2.1.2, il existe une multi-
application Φn

1 de X n
1 dans L1

Rd(I
n
1 ) à valeurs non vides fermées et convexes et qui admet

un graphe fortement faiblement séquentiellement fermé telle que ∀u ∈ X n
1 , ∀ϕ ∈ Φn

1 (u)

on a ϕ(t) ∈ F (t, u(t)) p.p. sur In
1 avec pour presque tout t ∈ In

1

‖ϕ(t)‖ ≤ (
1 + ‖u(t)‖)α(t) +

1

2

≤
(
1 + ‖x0‖+

∫ tn2

tn1

‖u̇(s)‖ds
)
α(t) +

1

2

≤
(
1 + ‖x0‖+

∫ tn2

tn1

ζds
)
α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖x0‖+ (tn2 − tn1 )ζ

)
α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖x0‖+ (T − T0)ζ

)
α(t) +

1

2

= M(t).
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Soit l’application

un
1 : In

1 −→ Rd

t 7−→ x0 +
t− tn1
tn2 − tn1

(xn
1 − x0).

D’où, u̇n
1 (t) =

xn
1 − x0

tn2 − tn1
, par suite d’après (3.20) on a

‖u̇n
1 (t)‖ =

∥∥∥xn
1 − x0

tn2 − tn1

∥∥∥ =
‖xn

1 − x0‖
tn2 − tn1

=
‖xn

1 − x0‖
T − T0

2n ≤ ζ
T − T0

2n

2n

T − T0

= ζ.

Par suite un
1 (·) ∈ X n

1 .
Remarquons que lim

t→tn1
un

0 (t) = un
1 (tn1 ) = x0 et lim

t→tn2
un

1 (t) = xn
1 , ainsi on a

xn
1 ∈ C(tn1 , x0) = C(tn1 , u

n
1 (tn1 ))

Soit alors, hn
1 ∈ Φn

1 (un
1 ), i.e. hn

1 (t) ∈ F (t, un
1 (t)) p.p. sur In

1 avec pour presque tout t ∈ In
1 ,

on a

‖hn
1 (t)‖ ≤ (

1 + ‖un
1 (t)‖)α(t) +

1

2

≤
(
1 + ‖x0‖+

t− tn1
tn2 − tn1

‖xn
1 − x0‖

)
α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖x0‖+ ‖xn

1 − x0‖
)
α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖x0‖+ (T − T0)ζ

)
α(t) +

1

2

= M(t).

i.e., hn
1 (·) ∈ Kn

1

Et on a C(t, x) est boule compact pour tout (t, x) ∈ I × Rd alors

ProjC(tn2 ,xn
1 )

(
xn

1 +

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds

)
6= ∅.

Donc, on peut choisir un point xn
2 ∈ ProjC(tn2 ,xn

1 )

(
xn

1 +

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds

)
. Il est évident que

xn
2 ∈ C(tn2 , x

n
1 ) avec

∥∥∥xn
2 −

(
xn

1 +

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds

)∥∥∥ = d
(
xn

1 +

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds, C(tn2 , x

n
1 )

)
.
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D’après l’hypothèse (H′
2) et l’inégalité (3.20) on a

d
(
xn

1 +

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds, C(tn2 , x

n
1 )

)
− d

(
xn

1 +

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds, C(tn1 , x0)

)

≤
∣∣∣d

(
xn

1 +

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds, C(tn2 , x

n
1 )

)
− d

(
xn

1 +

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds, C(tn1 , x0)

)∣∣∣

≤ a(tn2 )− a(tn1 ) + λ‖xn
1 − x0‖

≤ a(tn2 )− a(tn1 ) + λζ
T − T0

2n

= a(tn2 )− a(tn1 ) + λζ(tn2 − tn1 )

= β(tn2 )− β(tn1 ).

Ainsi on obtient
∥∥∥xn

2 −
(
xn

1 +

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds

)∥∥∥ = d
(
xn

1 +

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds, C(tn2 , x

n
1 )

)

≤ d
(
xn

1 +

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds, C(tn1 , x0)

)
+ β(tn2 )− β(tn1 )

≤ d(xn
1 , C(tn1 , x0)) +

∥∥∥
∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds

∥∥∥ + β(tn2 )− β(tn1 ),

comme xn
1 ∈ C(tn1 , x0) alors

∥∥∥xn
2 −

(
xn

1 +

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds

)∥∥∥ ≤
∫ tn2

tn1

‖hn
1 (s)‖ ds + β(tn2 )− β(tn1 )

≤
∫ tn2

tn1

M(s) ds +

∫ tn2

tn1

β̇(s) ds

≤
∫ tn2

tn1

(M(s) + β̇(s)) ds.

D’où

‖xn
2 − xn

1‖ ≤
∫ tn2

tn1

(M(s) + β̇(s)) ds +
∥∥∥

∫ tn2

tn1

hn
1 (s) ds

∥∥∥

≤
∫ tn2

tn1

(M(s) + β̇(s)) ds +

∫ tn2

tn1

‖hn
1 (s)‖ ds

≤
∫ tn2

tn1

(M(s) + β̇(s)) ds +

∫ tn2

tn1

M(s) ds.

C’est à dire,

‖xn
2 − xn

1‖ ≤
∫ tn2

tn1

(2M(s) + β̇(s)) ds ≤ T − T0

2n
ζ ≤ (T − T0)ζ. (3.21)
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De plus,

‖xn
2‖ ≤ ‖xn

2 − xn
1‖+ ‖xn

1‖
≤ ‖xn

2 − xn
1‖+ ‖xn

1 − x0‖+ ‖x0‖

≤ T − T0

2n
ζ +

T − T0

2n
ζ + ‖x0‖

≤ 2
T − T0

2n
ζ + ‖x0‖

≤ (T − T0)ζ + ‖x0‖.

Étape i = 2

On reprend encore une fois le procédé avec xn
2 ∈ C(tn2 , x

n
1 ).

Considérons les ensembles

X n
2 =

{
u ∈ CRd(In

2 ); u(t) = xn
1 +

∫ t

tn2

u̇(s)ds, ∀t ∈ In
2 ; et ‖u̇(t)‖ ≤ ζ p.p. sur In

2

}

et
Kn

2 =
{

h ∈ L1
Rd(I

n
2 ); ‖h(t)‖ ≤ M(t) p.p. sur In

2

}

De la même manière que pour l’ensemble X n
1 on montre que X n

2 est convexe compact dans
CRd(In

2 ) et on a Kn
2 est convexe faiblement compact dans L1

Rd(I
n
2 ).

De même, d’après le théorème de Tolstonogov, Théorème 2.1.2, il existe une multi-
application Φn

2 de X n
2 dans L1

Rd(I
n
2 ) à valeurs non vides fermées convexes et qui admet

un graphe fortement faiblement séquentiellement fermé telle que pour tout u ∈ X n
2 , pour

tout ϕ ∈ Φn
2 (u) on a ϕ(t) ∈ F (t, u(t)) p.p. sur In

2 , et pour presque tout t ∈ In
2

‖ϕ(t)‖ ≤ (
1 + ‖u(t)‖)α(t) +

1

2
.

Soit l’application

un
2 : In

2 −→ Rd

t 7−→ xn
1 +

t− tn2
tn3 − tn2

(xn
2 − xn

1 ).

D’où, u̇n
2 (t) =

xn
2 − xn

1

tn3 − tn2
, par suite d’après (3.21) on a

‖u̇n
2 (t)‖ =

∥∥∥xn
2 − xn

1

tn3 − tn2

∥∥∥ =
‖xn

2 − xn
1‖

tn3 − tn2
=
‖xn

2 − xn
1‖

T − T0

2n ≤ T − T0

2n

2n

T − T0

ζ = ζ.
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C’est à dire ; un
2 (·) ∈ X n

2 .
Remarquons que lim

t→tn2
un

1 (t) = un
2 (tn2 ) = xn

1 et lim
t→tn3

un
2 (t) = xn

2 . Par conséquent on a

xn
2 ∈ C(tn2 , x

n
1 ) = C(tn2 , u

n
2 (tn2 )).

Soit alors, hn
2 ∈ Φn

2 (un
2 ) i.e. hn

2 (t) ∈ F (t, un
2 (t)) p.p. sur In

2 et pour presque tout t ∈ In
2

‖hn
2 (t)‖ ≤ (

1 + ‖un
2 (t)‖)α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖xn

1‖+ ‖xn
2 − xn

1‖
)
α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖x0‖+ ‖xn

1 − x0‖+ ‖xn
2 − xn

1‖
)
α(t) +

1

2

≤
(
1 + ‖x0‖+

T − T0

2n
ζ +

T − T0

2n
ζ
)
α(t) +

1

2

=
(
1 + ‖x0‖+ 2

T − T0

2n
ζ
)
α(t) +

1

2

≤ (
1 + ‖x0‖+ (T − T0)ζ

)
α(t) +

1

2

= M(t).

i.e., hn
2 (·) ∈ Kn

2 .
Et on a C(t, x) est boule compact pour tout (t, x) ∈ I × Rd alors,

ProjC(tn3 ,xn
2 )

(
xn

2 +

∫ tn3

tn2

hn
2 (s) ds

)
6= ∅.

Alors, il existe un point xn
3 ∈ ProjC(tn3 ,xn

2 )

(
xn

2 +

∫ tn3

tn2

hn
2 (s) ds

)
. Il évident que xn

3 ∈ C(tn3 , x
n
2 )

avec ∥∥∥xn
3 −

(
xn

2 +

∫ tn3

tn2

hn
2 (s) ds

)∥∥∥ = d
(
xn

2 +

∫ tn3

tn2

hn
2 (s) ds, C(tn3 , x

n
2 )

)
.

D’après l’hypothèse (H′
2) et l’inégalité (3.21) on a

d
(
xn

2 +

∫ tn3

tn2

hn
2 (s) ds, C(tn3 , x

n
2 )

)
− d

(
xn

2 +

∫ tn3

tn2

hn
2 (s) ds, C(tn2 , x

n
1 )

)

≤
∣∣∣d

(
xn

2 +

∫ tn3

tn2

hn
2 (s) ds, C(tn3 , x

n
2 )

)
− d

(
xn

2 +

∫ tn3

tn2

hn
2 (s) ds, C(tn2 , x

n
1 )

)∣∣∣

≤ a(tn3 )− a(tn2 ) + λ‖xn
2 − xn

1‖
≤ a(tn3 )− a(tn2 ) + λζ(tn3 − tn2 )

= β(tn3 )− β(tn2 ).
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Ainsi, on obtient
∥∥∥xn

3 −
(
xn

2 +

∫ tn3

tn2

hn
2 (s) ds

)∥∥∥ ≤ d
(
xn

2 +

∫ tn3

tn2

hn
2 (s) ds, C(tn2 , x

n
1 )

)
+ β(tn3 )− β(tn2 )

≤ d(xn
2 , C(tn2 , x

n
1 )) +

∥∥∥
∫ tn3

tn2

hn
2 (s) ds

∥∥∥ + β(tn3 )− β(tn2 ),

et comme xn
2 ∈ C(tn2 , x

n
1 ) alors,

∥∥∥xn
3 −

(
xn

2 +

∫ tn3

tn2

hn
2 (s) ds

)∥∥∥ ≤
∫ tn2

tn1

‖hn
2 (s)‖ ds + β(tn3 )− β(tn2 )

≤
∫ tn3

tn2

M(s) ds +

∫ tn3

tn2

β̇(s) ds

≤
∫ tn3

tn2

(M(s) + β̇(s)) ds.

D’où,

‖xn
3 − xn

2‖ ≤
∫ tn2

tn1

‖hn
2 (s)‖ ds +

∫ tn3

tn2

(M(s) + β̇(s)) ds

≤
∫ tn3

tn2

(2M(s) + β̇(s)) ds ≤ T − T0

2n
ζ. (3.22)

et on a

‖xn
3‖ ≤ ‖xn

3 − xn
2‖+ ‖xn

2‖
≤ ‖xn

3 − xn
2‖+ ‖xn

2 − xn
1‖+ ‖xn

1 − x0‖+ ‖x0‖

≤ T − T0

2n
ζ +

T − T0

2n
ζ +

T − T0

2n
ζ + ‖x0‖

≤ 3
T − T0

2n
ζ + ‖x0‖

≤ (T − T0)ζ + ‖x0‖.

Étape i

En répétant le processus on définit à l’étape i avec i ∈ J ,
une suite finie de points (xn

j ), j = 0, · · ·, i, avec xn
j ∈ C(tnj , u

n
j (tnj )), des ensembles convexes

compacts X n
j , j = 0, · · ·, i, avec

X n
0 =

{
u ∈ CRd(In

0 ); u(t) = xn
0 +

∫ t

T0

u̇(s)ds, ∀t ∈ In
0 ; et ‖u̇(t)‖ ≤ ζ p.p. sur In

0

}

et pour tout j = 1, · · ·, i

X n
j =

{
u ∈ CRd(In

j ); u(t) = xn
j−1 +

∫ t

tnj

u̇(s)ds, ∀t ∈ In
j ; et ‖u̇(t)‖ ≤ ζ p.p. sur In

j

}
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et des ensembles convexes faiblement compacts Kn
j , j = 0, · · ·, i avec

Kn
j =

{
h ∈ L1

Rd(I
n
j ); ‖h(t)‖ ≤ M(t) p.p. sur In

j

}
.

Ainsi que des multi-applications Φn
j : X n

j ⇒ L1
Rd(I

n
j ), j = 0, · · ·, i à valeurs non vides

convexes fermées et qui admettent des graphes fortement faiblement séquentiellement
fermés telles que ∀u ∈ X n

j , ∀ϕ ∈ Φn
j (u) on a ϕ(t) ∈ F (t, u(t)) p.p. sur In

j et

‖ϕ(t)‖ ≤ (
1 + ‖u(t)‖)α(t) +

1

2
p.p. sur In

j ,

des applications,

un
0 : In

0 −→ Rd

t 7−→ x0

et un
j (·), j = 1, · · ·, i définies sur In

j et à valeurs dans Rd telles que

un
j : In

j −→ Rd

t 7−→ xn
j−1 +

t− tnj
tnj+1 − tnj

(xn
j − xn

j−1)

Supposons construit les points xn
j et les applications un

j , j = 1, · · ·, i vérifiant

xn
j ∈ ProjC(tnj ,xn

j−1)

(
xn

j−1 +

∫ tnj

tnj−1

hn
j−1(s)ds

)
,

avec
‖xn

j − xn
j−1‖ ≤

T − T0

2n
ζ ≤ (T − T0)ζ, (3.23)

et
‖xn

j ‖ ≤ (T − T0)ζ + ‖x0‖.
Aussi

un
j (t) = xn

j−1 +
t− tnj

tnj+1 − tnj
(xn

j − xn
j−1), ∀t ∈ In

j ,

avec

‖u̇n
j (t)‖ =

‖xn
j − xn

j−1‖
T − T0

2n ≤ ζ,

i.e., un
j (·) ∈ X n

j .
Remarquons aussi que u0(T0) = x0 et pour tout j = 1, · · ·, i, un

j (tnj ) = lim
t→tnj

un
j−1(t) = xn

j−1.

D’où
xn

j ∈ C(tnj , x
n
j−1) = C(tnj , u

n
j (tnj ))
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Construisons le point xn
i+1.

En effet, comme X n
i est compact, par le théorème de Tolstonogov, Théorème 2.1.2 il

existe une multi-application Φn
i : X n

i ⇒ L1
Rd(I

n
i ) à valeurs non vides fermées convexes

et qui admet un graphe fortement faiblement séquentiellement fermé telle que ∀u ∈ X n
i ,

∀ϕ ∈ Φn
i (u) on a ϕ(t) ∈ F (t, u(t)) p.p. sur In

i , et pour presque tout t ∈ In
i

‖ϕ(t)‖ ≤ (
1 + ‖u(t)‖)α(t) +

1

2
,

comme un
i ∈ X n

i on peut choisir un élément hn
i ∈ Φn

i (un
i ), i.e., hn

i (t) ∈ F (t, un
i (t)) p.p. sur

In
i et

‖hn
i (t)‖ ≤ (1 + ‖un

i (t)‖)α(t) +
1

2
.

Alors, comme i ≤ 2n − 1 on a

‖hn
i (t)‖ ≤ (1 + ‖xn

i−1‖+ ‖xn
i − xn

i−1‖)α(t) +
1

2

≤ (1 + ‖xn
i−2‖+ ‖xn

i−1 − xn
i−2‖+ ‖xn

i − xn
i−1‖)α(t) +

1

2

≤ (1 + ‖x0‖+ ‖xn
1 − x0‖+ ‖xn

2 − xn
1‖+ · · ·+ ‖xn

i − xn
i−1‖)α(t) +

1

2

≤ (1 + ‖x0‖+
T − T0

2n
ζ +

T − T0

2n
ζ + · · ·+ T − T0

2n
ζ)α(t) +

1

2

≤ (1 + ‖x0‖+ i
T − T0

2n
ζ)α(t) +

1

2

≤ (1 + ‖x0‖+
2n − 1

2n
(T − T0)ζ)α(t) +

1

2

≤ (1 + ‖x0‖+ (T − T0)ζ)α(t) +
1

2
.

C’est à dire,
‖hn

i (t)‖ ≤ M(t).

Alors, hn
i (·) ∈ Kn

i .

Et on a C(t, x) est boule compact pour tout (t, x) ∈ I × Rd alors

ProjC(tni+1,xn
i )

(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds

)
6= ∅.

i.e., on peut choisir un point xn
i+1 ∈ ProjC(tni+1,xn

i )

(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds

)
. Il est évident que

xn
i+1 ∈ C(tni+1, x

n
i ), avec

∥∥∥xn
i+1 −

(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds

)∥∥∥ = d
(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds, C(tn3 , x

n
2 )

)
.
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D’après l’hypothèse (H′
2) et l’inégalité (3.23) on a

d
(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds, C(tni+1, x

n
i )

)
− d

(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds, C(tni , x

n
i−1)

)

≤
∣∣∣d

(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds, C(tni+1, x

n
i )

)
− d

(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds, C(tni , x

n
i−1)

)∣∣∣

≤ a(tni+1)− a(tni ) + λ‖xn
i − xn

i−1‖
≤ a(tni+1)− a(tni ) + λζ(tni+1 − tni )

= β(tni+1)− β(tni ).

Ainsi, on obtient

∥∥∥xn
i+1 −

(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds

)∥∥∥ ≤ d
(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds, C(tni , xn

i−1)
)

+ β(tni+1)− β(tni )

≤ d(xn
i , C(tni , xn

i−1)) +
∥∥∥

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds

∥∥∥ + β(tni+1)− β(tni ),

et comme xn
i ∈ C(tni , x

n
i−1) alors,

∥∥∥xn
i+1 −

(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds

)∥∥∥ ≤
∫ tni

tni−1

‖hn
i (s)‖ ds + β(tni )− β(tni−1)

≤
∫ tni+1

tni

M(s) ds +

∫ tni+1

tni

β̇(s) ds

≤
∫ tni+1

tni

(M(s) + β̇(s)) ds.

De plus, ∥∥∥xn
i+1 −

(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds

)∥∥∥ ≤
∫ tni+1

tni

(M(s) + β̇(s)) ds.

On a aussi

‖xn
i+1 − xn

i ‖ −
∥∥∥

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds

∥∥∥ ≤
∥∥∥xn

i+1 −
(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds

)∥∥∥.

Alors

‖xn
i+1 − xn

i ‖ −
∥∥∥

∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds

∥∥∥ ≤
∫ tni+1

tni

(M(s) + β̇(s)) ds.
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Par suite

‖xn
i+1 − xn

i ‖ ≤ ‖
∫ tni+1

tni

hn
i (s) ds‖+

∫ tni+1

tni

(M(s) + β̇(s)) ds

≤
∫ tni+1

tni

‖hn
i (s)‖ ds +

∫ tni+1

tni

(M(s) + β̇(s)) ds

≤
∫ tni+1

tni

M(s) ds +

∫ tni+1

tni

(M(s) + β̇(s)) ds

≤
∫ tni+1

tni

(2M(s) + β̇(s)) ds

≤ T − T0

2n
ζ

et

‖xn
i+1‖ ≤ ‖xn

i+1 − xn
i ‖+ ‖xn

i − xn
i−1‖+ · · ·+ ‖xn

1 − x0‖+ ‖x0‖

≤ T − T0

2n
ζ +

T − T0

2n
ζ + · · ·+ T − T0

2n
ζ + ‖x0‖

≤ (i + 1)
T − T0

2n
ζ + ‖x0‖

≤ (T − T0)ζ + ‖x0‖.

En conclusion, on a pour tout i ∈ J

‖xn
i+1‖ ≤ (T − T0)ζ + ‖x0‖ (3.24)

et
‖hn

i (t)‖ ≤ M(t), ∀t ∈ In
i (3.25)

Remarquons aussi, que si nous considérons l’application un
i+1 : In

i+1 −→ Rd définie par

un
i+1(t) = xn

i +
t− tni+1

tni+2 − tni+1

(xn
i+1 − xn

i ),

nous obtenons un
i+1(t

n
i+1) = xn

i et lim
t→tni+2

un
i+1(t) = xn

i+1. Par conséquent

xn
i+1 ∈ C(tni+1, x

n
i ) ∈ C(tni+1, u

n
i+1(t

n
i+1))

On vient de voir que toutes les conditions de la récurrence à l’étape i + 1 sont obtenues.

Définissons maintenant les ensembles

X =
{

u ∈ CRd(I); u(t) = x0 +

∫ t

T0

u̇(s)ds, ∀t ∈ I; et ‖u̇(t)‖ ≤ ζ p.p. sur I
}
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et
K =

{
h ∈ L1

Rd(I); ‖h(t)‖ ≤ M(t)
}

Les deux ensembles X et K sont convexes, K est faiblement compact et X est compact.
La convexité des deux ensembles est évidente tandis qu’on peut montrer la faible compa-
cité de K de la même manière que pour les ensembles Kn

i , et la compacité de X se montre
de la même manière que celle des ensembles X n

i .
Remarquons tout d’abord que pour tout u ∈ X et tout s, t ∈ I tels que s < t on a

d(y, C(t, u(t)))− d(y, C(s, u(s))) ≤ |d(y, C(t, u(t)))− d(y, C(s, u(s)))|
≤ ‖x− x‖+ a(t)− a(s) + λ‖u(t)− u(s)‖

≤ a(t)− a(s) + λ

∫ t

s

‖u̇(τ)‖dτ

≤
∫ t

s

ȧ(τ)dτ + λ

∫ t

s

ζdτ

=

∫ t

s

(ȧ(τ) + λζ)dτ

= β(t)− β(s).

Par suite,
d(y, C(t, u(t))) ≤ d(y, C(s, u(s))) + β(t)− β(s). (3.26)

Sans perte de généralités on peut prendre pour tout u ∈ X ,

Φn
i (u/In

i
) = Φn

i+1(u/In
i+1

)

avec u/In
i
(·) est la restriction de u(·) à In

i . Alors, d’après le théorème de Tolstonogov,
Théorème 2.1.2, il existe une multi-application à valeurs non vides convexes fermées
Φ : X ⇒ L1

Rd(I) et qui admet un graphe fortement faiblement séquentiellement fermé
définie pour tout u ∈ X par

Φ(u) = Φn
i (u/In

i
) ∀i ∈ J.

Alors, ∀ϕ ∈ Φ(u) = Φn
i (u|In

i
) on a

ϕ(t) ∈ F (t, u|In
i
(t))

pour presque tout t ∈ I avec
‖ϕ(t)‖ ≤ M(t).

Posons pour tout t ∈ I

un(t) = un
i (t), ∀t ∈ In

i , ∀i ∈ J.
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On a alors
u̇n(t) = u̇n

i (t), ∀t ∈ In
i , ∀i ∈ J.

Comme un
i (·) ∈ X n

i ∀i ∈ J donc ‖u̇n(t)‖ = ‖u̇n
i (t‖ ≤ ζ, ∀t ∈ In

i , ∀i ∈ J . En d’autres
termes, ‖u̇n(t)‖ ≤ ζ, ∀t ∈ I. i.e., un(·) ∈ X .

Soit hn ∈ Φ(un) telle que

hn(t) = hn
i (t), ∀t ∈ In

i , ∀i ∈ J.

Il est évident que hn(t) ∈ F (t, un(t)) pour presque tout t ∈ I et que

‖hn(t)‖ ≤ M(t), p.p. sur I.

C’est à dire, hn(·) ∈ K.

Soit l’application xn : I −→ Rd définie par

xn(t) = xn
i +

ϑ(t)− ϑ(tni )

ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

(
xn

i+1−xn
i−

∫ tni+1

tni

hn
i (s)ds

)
+

∫ t

tni

hn
i (s)ds, ∀t ∈ [tni , tni+1] et ∀i ∈ J,

avec

ϑ(t) =

∫ t

T0

(
M(s) + β̇(s)

)
ds.

On a
∥∥∥(xn

i+1 −
(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s)

)∥∥∥ ≤
∫ tni+1

tni

(
M(s) + β̇(s)

)
ds

= ϑ(tni+1)− ϑ(tni ) (3.27)

et pour presque tout i ∈ J et tout t ∈ [tni , t
n
i+1] on a

ẋn(t) =
ϑ̇(t)

ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

(
xn

i+1 − xn
i −

∫ tni+1

tni

hn
i (s)ds

)
+ hn

i (t), (3.28)

avec
ϑ̇(t) = M(t) + β̇(t).

De (3.28) on a

ẋn(t)− hn
i (t) =

ϑ̇(t)

ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

(
xn

i+1 − xn
i −

∫ tni+1

tni

hn
i (s)ds

)
, (3.29)

or hn
i (t) = hn(t), pour tout t ∈ [tni , tni+1], (3.29) peut être réécrite comme

ẋn(t)− hn(t) =
ϑ̇(t)

ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

(
xn

i+1 − xn
i −

∫ tni+1

tni

hn
i (s)ds

)
. (3.30)
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Ainsi, d’après (3.27) on a

‖ẋn(t)− hn(t)‖ =
‖ϑ̇(t)‖

ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

∥∥∥xn
i+1 − xn

i −
∫ tni+1

tni

hn
i (s)ds

∥∥∥

≤ ‖ϑ̇(t)‖
ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

(
ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

)

= ‖ϑ̇(t)‖
C’est à dire

‖ẋn(t)− hn(t)‖ ≤ M(t) + β̇(t).

L’application xn(·) est absolument continue sur I.
En effet, ∀i ∈ J et ∀τ, t ∈ [tni , t

n
i+1] tels que τ < t on a

xn(t)− xn(τ) =
ϑ(t)− ϑ(τ)

ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

(
xn

i+1 − xn
i −

∫ tni+1

tni

hn
i (s)ds

)
+

∫ t

τ

hn
i (s)ds.

Par suite,

‖xn(t)− xn(τ)‖ ≤ ϑ(t)− ϑ(τ)

ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

∥∥∥xn
i+1 − xn

i −
∫ tni+1

tni

hn
i (s)ds

∥∥∥ +

∫ t

τ

‖hn
i (s)‖ds

≤
∫ t

τ

ϑ̇(s)ds +

∫ t

τ

‖hn
i (s)‖ds

≤
∫ t

τ

(M(s) + β̇(s))ds +

∫ t

τ

M(s)ds

≤
∫ t

τ

(2M(s) + β̇(s))ds

D’autre part,
‖ẋn(t)‖ − ‖hn(t)‖ ≤ ‖ẋn(t)− hn(t)‖

d’où,

‖ẋn(t)‖ ≤ ‖hn(t)‖+ ‖ẋn(t)− hn(t)‖
≤ M(t) + M(t) + β̇(t)

= 2M(t) + β̇(t)

Donc,
‖ẋn(t)‖ ≤ 2M(t) + β̇(t) ≤ ζ. (3.31)

Par conséquent, xn(·) ∈ X .

On a

xn
i+1 ∈ ProjC(tni+1,un

i+1(t
n
i+1))

(
xn

i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s)ds

)
.
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Alors, d’après la définition du cône normal proximal et le fait que ce dernier soit contenu
dans le cône normal au sens de Clarke on a

xn
i +

∫ tni+1

tni

hn
i (s)ds− xn

i+1 ∈ NC(tni+1,un
i+1(t

n
i+1))

(xn
i+1)

ce qui est équivalent à

−
(
xn

i+1 − xn
i −

∫ tni+1

tni

hn
i (s)ds

)
∈ NC(tni+1,un

i+1(t
n
i+1))

(xn
i+1) (3.32)

alors (3.32) nous donne

− ϑ̇(t)

ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

(
xn

i+1 − xn
i −

∫ tni+1

tni

hn
i (s)ds

)
∈ NC(tni+1,un

i+1(t
n
i+1))

(xn
i+1) (3.33)

D’où, d’après (3.30) on a

−(
ẋn(t)− hn(t)

) ∈ NC(tni+1,un
i+1(t

n
i+1))

(xn
i+1).

Enfin,
ẋn(t)− hn(t) ∈ −NC(tni+1,un

i+1(t
n
i+1))

(xn
i+1)

De plus, tni = θ̃n(t) et tni+1 = θn(t), ∀t ∈ [tni , tni+1], xn(tni+1) = xn
i+1 alors, xn(θn(t)) = xn

i+1,
et xn(tni ) = xn

i = un
i+1(t

n
i+1) alors, xn(θ̃n(t)) = xn

i , ce qui donne

ẋn(t)− hn(t) ∈ −NC(θn(t),xn(θ̃n(t)))(xn(θn(t))). (3.34)

On a xn(·) ∈ X , ∀n ∈ N et X est compact, alors (xn(·))n admet une sous suite qui
converge uniformément vers une application x(·) ∈ X .
Aussi, (ẋn(·))n et (hn(·))n sont deux suites bornées dans L1

Rd(I) on peut alors leurs ex-
traire des sous suites que l’on notera de la même manière et qui convergent faiblement
dans L1

Rd(I) respectivement vers deux applications v(·) et h(·) ceci en utilisant le théorème
de Dunford, Théorème 1.2.6.

D’où, d’après la conséquence du théorème d’Ascoli-Arzelà Théorème 1.2.2 on conclut
que x(·) est absolument continue avec ẋ(t) = v(t) pour presque tout t ∈ I.
D’autres parts, on a

‖xn(θn(t))− x(t)‖ ≤
∣∣∣
∫ t

θn(t)

‖ẋn(s)‖ds
∣∣∣

≤ ζ|θn(t)− t|,
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et

‖xn(θ̃n(t))− x(t)‖ ≤
∣∣∣
∫ t

θ̃n(t)

‖ẋn(s)‖ds
∣∣∣

≤ ζ|θ̃n(t)− t|,

c’est à dire,

‖xn(θn(t))− x(t)‖ −→
n→∞

0, et ‖xn(θ̃n(t))− x(t)‖ −→
n→∞

0 ∀t ∈ I

D’après (H′
2), on a pour tout t ∈ I

d(x(t), C(t, x(t)))− d(xn(θn(t)), C(θn(t), xn(θ̃n(t)))

≤ ‖x(t)− xn(θn(t)‖+ a(t)− a(θn(t)) + λ‖x(t)− xn(θ̃n(t)‖

aussi, on a xn
i+1 ∈ C(tni+1, u

n
i+1(t

n
i+1)) alors, xn(θn(t)) ∈ C(θn(t), xn(θ̃n(t))), et comme a(·)

est absolument continue, ‖xn(θn(t))− x(t)‖ −→ 0 et ‖xn(θ̃n(t))− x(t)‖ −→ 0 on conclut
par passage à la limite que d(x(t), C(t, x(t))) = 0 c’est à dire, x(t) ∈ C(t, x(t)) puisque
l’ensemble C(t, x(t)) est fermé.

3eme Étape
Il reste à montrer que x(·) est solution de (P).
Sachant que (hn(·))n et (ẋn(·))n convergent faiblement dans L1

Rd(I) vers h(·) et ẋ(·) res-
pectivement, donc d’après le lemme de Mazur il existe une suite (zn(·))n qui converge
fortement vers ẋ(·)− h(·) avec zn ∈ co{ẋk(·)− hk(·), k ≥ n} pour tout n ≥ 1.
On peut extraire une sous suite de (zn(·))n qu’on notera de la même manière et qui
converge presque partout vers ẋ(·)− h(·) dans L1

Rd(I).
Ce ci implique qu’il existe un ensemble N Lebesgue négligeable N ⊂ I tel que ∀t ∈ I \N

on ait (ẋn(t)− hn(t))n converge vers ẋ(t)− h(t). D’où

ẋ(t)− h(t) ∈
⋂
n

co{ẋk(t)− hk(t), k ≥ n}. (3.35)

Fixons t ∈ I \N et ∀n ∈ N.
On a

‖ẋn(t)− hn(t)‖ ≤ M(t) + β̇(t) ≤ 2M(t) + β̇(t) ≤ ζ

Donc, d’après (3.34) on a

ẋn(t)− hn(t) ∈ −NC(θn(t),xn(θ̃n(t)))(xn(θn(t))) ∩ ζBRd .

Ce qui implique d’après Remarque 1.5.2 et Remarque 1.7.1

ẋn(t)− hn(t) ∈ −ζ∂d(xn(θn(t)), C(θn(t), xn(θ̃n(t)))).
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D’après (3.35) et le théorème de séparation Théorème 1.3.2 on a pour tout ξ ∈ Rd

〈ξ, ẋ(t)− h(t)〉 ≤ sup
k≥n

〈ξ, ẋk(t)− hk(t)〉

≤ sup
k≥n

δ∗(ξ,−ζ∂d(xn(θn(t))), C(θn(t), xn(θ̃n(t))))

≤ lim
n→∞

sup
k≥n

δ∗(ξ,−ζ∂d(xn(θn(t))), C(θn(t), xn(θ̃n(t))))

D’où,
〈ξ, ẋ(t)− h(t)〉 ≤ lim sup

n→∞
δ∗(ξ,−ζ∂d(xn(θn(t))), C(θn(t), xn(θ̃n(t)))))

ou bien

〈−ξ,−ẋ(t) + h(t)〉 ≤ lim sup
n→∞

δ∗(−ξ, ζ∂d(xn(θn(t))), C(θn(t), xn(θ̃n(t))))) (3.36)

Comme xn(θn(t)) ∈ C(θn(t), xn(θ̃n(t))), avec θn(t) −→ t et θ̃n(t) −→ t et que xn(θn(t)) et
xn(θ̃n(t)) −→ x(t) ∈ C(t, x(t)), quand n −→ ∞, Aussi d’après (3.26) et car C est sous
lisse, la Proposition 3.1.1 nous assure que la multi-application ∂dC(·) est semicontinue
supérieurement, alors (3.36) donne

〈−ξ,−ẋ(t) + h(t)〉 ≤ δ∗(−ξ, ζ∂d(x(t), C(t, x(t)))).

Ce qu’on peut écrire aussi

〈ξ, ẋ(t)− h(t)〉 ≤ δ∗(ξ,−ζ∂d(x(t), C(t, x(t)))).

De plus, on sait que ∂d(x(t), C(t, x(t)) est un convexe fermé pour tout t ∈ I \N on peut
déduire donc

ẋ(t)− h(t) ∈ −ζ∂d(x(t), C(t, x(t)))) ⊂ −NC(t,x(t))(x(t)). (3.37)

Enfin,
ẋ(t) ∈ −NC(t,x(t))(x(t)) + h(t). (3.38)

4eme Étape
La suite (un(·))n ⊂ X et X est compact, alors on peut lui extraire une sous suite que l’on
notera de la même manière et qui converge uniformément vers une application u(·) ∈ X .

Aussi la suite (hn(·))n converge faiblement vers h(·) dans L1
Rd(I) on sait aussi que hn(·) ∈

Φ(un), ∀n ∈ N et que le graphe de Φ est fortement faiblement séquentiellement fermé
alors h(·) ∈ Φ(u).
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Chapitre 3 : Résultat d’existence pour processus de la rafle sous lisses

Montrons que (xn(·))n et (un(·))n ont la même limite. C’est à dire u(·) = x(·).
Il faut montrer que lim

n→∞
‖un − xn‖C = 0.

( En d’autres termes (un − xn)n converge uniformément vers la fonction nulle.)
On a pour tout i ∈ J et tout t ∈ In

i , d’après les définitions des applications xn(·) et un(·)

xn(t)− un(t) = xn
i − xn

i−1

+
ϑ(t)− ϑ(tni )

ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

(
xn

i+1 − xn
i −

∫ tni+1

tni

hn
i (s)ds

)
+

∫ t

tni

hn
i (s)ds,

− t− tni
tni+1 − tni

(xn
i − xn

i−1).

Ainsi,

‖xn(t)− un(t)‖ ≤ ‖xn
i − xn

i−1‖

+
ϑ(t)− ϑ(tni )

ϑ(tni+1)− ϑ(tni )

∥∥∥xn
i+1 − xn

i −
∫ tni+1

tni

hn
i (s)ds

∥∥∥ +

∫ t

tni

‖hn
i (s)‖ds,

+
t− tni

tni+1 − tni
‖xn

i − xn
i−1‖.

Par suite comme
t− tni

tni+1 − tni
≤ 1, alors d’après (3.27)

‖xn(t)− un(t)‖ ≤ 2‖xn
i − xn

i−1‖+
ϑ(t)− ϑ(tni )

ϑ(tni+1)− ϑ(tni )
(ϑ(tni+1)− ϑ(tni )) +

∫ t

tni

M(s)ds.

C’est à dire,

‖xn(t)− un(t)‖ ≤ 2‖xn
i − xn

i−1‖+

∫ t

tni

ϑ̇(s)ds +

∫ t

tni

M(s)ds.

D’où,

‖xn(t)− un(t)‖ ≤ 2‖xn
i − xn

i−1‖+

∫ t

tni

(M(s) + β̇(s))ds +

∫ tni+1

tni

M(s)ds

≤ 2‖xn
i − xn

i−1‖+

∫ tni+1

tni

(2M(s) + β̇(s))ds

≤ 2‖xn
i − xn

i−1‖+

∫ tni+1

tni

ζds

≤ 2
T − T0

2n
ζ +

T − T0

2n
ζ

= 3
T − T0

2n
ζ.
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Chapitre 3 : Résultat d’existence pour processus de la rafle sous lisses

On en déduit que pour tout n ∈ N et tout i ∈ J on a

sup
t∈In

i

‖xn(t)− un(t)‖ ≤ 3
T − T0

2n
ζ.

Ainsi, ∀n ∈ N on a

sup
t∈I

‖xn(t)− un(t)‖ ≤ 3
T − T0

2n
ζ.

Par suite,
lim

n→∞
sup
t∈I

‖xn(t)− un(t)‖ = 0

D’où, la suite (xn(·))n converge uniformément vers la suite (un(·))n, alors

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

un =⇒ x(·) = u(·).

On conclut alors que h ∈ Φ(x) et h(t) ∈ F (t, x(t)). Enfin d’après (3.38) on a

ẋ(t) ∈ −NC(t,x(t))(x(t)) + F (t, x(t)).

C’est à dire x(·) est solution du problème (P ′).
La preuve est ainsi achevée.

¥
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Conclusion et perspectives

En conclusion, dans cette thèse nous avons établi plusieurs résultats d’existence pour
des processus de la rafles du premier ordre gouvernés par des ensembles non convexes
et perturbés par des multi-applications semicontinues mixtes en commençant par des en-
sembles r-prox-réguliers puis en passant au cas plus général des ensembles sous lisses et à
chaque fois nous avons utilisé le théorème de Tolstonogov [45] qui nous assure l’existence
de sélection pour des multi-applications semicontinue mixtes et à valeurs non convexes,
en signalant que dans le cas r-prox-régulier nous avons utilisé le théorème du point fixe
de Kakutani-Ky Fan et un résultat d’équivalence entre les ensembles de solutions de deux
inclusions différentielles la première avec contrainte et la deuxième sans contrainte éta-
blis par Thibault dans [29] et [43]. Dans le cas sous lisse nous avons utilisé une méthode
complètement différente celle de discrétisation de l’intervalle temps, à savoir l’algorithme
de rattrapage de Moreau.

Comme perspectives nous allons passer à autre chose, toujours le processus de la rafle
non convexe mais cette fois il sera avec des perturbations stochastiques, on va essayer aussi
de nous intéresser aux problèmes de Skorohod multivoque. Ce sont ici juste quelques idées
que nos avons à l’esprit en ce moment.

103



Bibliographie

[1] J. P. Aubin and A. Cellina, Differential inclusions Set-Valued maps and Viability
theory. Springer-Verlag, Berlin (1984). - Cité c© 3 fois : pages 1.2, 1.2.1 et 1.3.4 -

[2] D. Aussel, A. Daniilidis and L. Thibault, Subsmooth sets : functional cha-
racterization and related concepts. Trans. Amer. Math. Soc 375 (2005), 1275-1301.

- Cité c© 1 fois : page 1.7 -

[3] D. Azzam-Laouir, Polycopié, cours d’analyse multivoque. Laboratoire de Mathéma-
tiques Pures et Appliquées, Université Mohamed Seddik Ben Yahia. De Jijel (2008).

- Cité c© 2 fois : pages 1.1 et 1.2.1 -

[4] D. Azzam-Laouir and S. Izza, Existence of solutions for second-order pertur-
bed nonconvex sweeping process. Computers and Mathematics with applications 62
(2011), 1736-1744. - Cité c© 1 fois : page (document) -

[5] D. Azzam-Laouir and S. Izza, Existence result for a perturbed nonconvex sweeping
process. Article soumis pour publication - Cité c© 1 fois : page (document) -

[6] D. Azzam-Laouir, S. Izza and L. Thibault, Mixed Semicontinuous Perturbation
of Nonconvex State-Dependent Sweeping Process. Set-Valued Var. Anal. 22 (2014),
271-283. - Cité c© 2 fois : pages (document) et 2.2 -

104



Bibliographie

[7] G. Beer, Topologies on closed and closed convex sets. Kluwer Academic Publishers
(1993). - Cité c© 1 fois : page 1.3.4 -

[8] M. Bounkhel, Existence results of nonconvex differential inclusions. Port. Math. 59
(2002), 283-309. - Cité c© 1 fois : page (document) -

[9] M. Bounkhel, General existence results for second order nonconvex swee-
ping process with unbounded perturbations. Port. Math. 60 (2003), 269-304.

- Cité c© 1 fois : page (document) -

[10] M. Bounkhel, Regularity concepts in nonsmooth analysis, Theory and applications.
Springer Science + Business Media(2012). - Pas de citations -

[11] M. Bounkhel and D. Laouir-Azzam, Existence results on the second-order non-
convex sweeping process with perturbations. Set-Valued Var. Anal. 12 (2004), 291-318.

- Cité c© 1 fois : page (document) -

[12] M. Bounkhel and L. Thibault, On various notions of regularity of
sets in nonsmooth analysis. Nonlinear Analysis. Vol. 48, (2002) pp. 223-246.

- Cité c© 2 fois : pages 1.6.4 et 2.1 -

[13] M. Bounkhel and L. Thibault, Nonconvex sweeping process and prox-
regurality in Hilbert spaces, J. Nonlinear Convex Anal. 6 (2005), 359-374.

- Cité c© 2 fois : pages 1.6.4 et 2.1 -

[14] A. Bouzid et J. Calbux, Théorie de la mesure et de l’intégration. Publication de
l’université de Rouen, (1993). - Cité c© 1 fois : page 1.1 -

[15] H. Brezis, Analyse fonctionnelle, théorie et applications. Masson, (1983).
- Cité c© 1 fois : page 1.2 -

[16] C. Castaing, Quelques problèmes d’évolution du second ordre. Seminaire Analyse
Convexe Montpellier (1998), Exposé No. 5. - Cité c© 1 fois : page (document) -

[17] C. Castaing, T. X. Duc Ha and M. Valadier, Evolution equations go-
verned by the sweeping process. Set-Valued Var. Anal., 1 (1993), 109-139.

- Cité c© 1 fois : page (document) -

[18] C. Castaing, A. G. Ibrahim and M. Yarou, Some contributions to non-
convex sweeping process. J. Nonliear and Convex Analysis 10 (2009), 1-20.

- Cité c© 1 fois : page (document) -

105 LMPA



Bibliographie

[19] C. Castaing, A. Salvadori and L. Thibault, Functional evolution equations go-
varned by nonconvex sweeping process. J. Nonlinear and Convex Analysis 2 (2001),
217-241. - Cité c© 1 fois : page (document) -

[20] C. Castaing and M. Valadier, Convex analysis and measurable multi-
functions. Lectures Notes in Mathematics 580, Springer-Verlag, Berlin (1977).

- Cité c© 2 fois : pages 1.3.2 et 1.3.4 -

[21] N. Chemetov and M.D.P. Monteiro Marques, Nonconvex quasi-
variational differential inclusions. Set-Valued Var. Anal. 15 (2007), 209-221.

- Cité c© 1 fois : page (document) -

[22] F. H. Clarke, Optimization and nonsmooth analysis. Wiley-intersience, Wiley and
sons. New York (1983). - Cité c© 2 fois : pages 1.4 et 1.5.1 -

[23] F. H. Clarke, R. J. Sterne and P. R. Wolenski, Proximal smoothness and
the lower-C2 properties. J. Convex Analysis. Vol 2 (1995) No1/2, pp. 117-144.

- Cité c© 4 fois : pages 1.4, 1.5.3, 1.6 et 1.6 -

[24] F. H. Clarke and al, Nonsmooth analysis and control theory. Springer-Verlag Nex
York, Inc. Wiley and sons. New York (1998) - Cité c© 2 fois : pages 1.4 et 1.5.3 -

[25] G. Colombo and V. Goncharov, The sweeping process without convexity. Set-
Valued Var. Anal. 7 (1999), 357-374. - Cité c© 1 fois : page (document) -

[26] J. Diestel and J.J. Uhl, Vector measures, Mathematical Surveys and Monographs,
No 5, AMS. (1977). - Cité c© 3 fois : pages 1.2, 1.2.2 et 1.2.6 -

[27] H. Federer, Curvature measures, Transactions of American Mathematical Society
93 (1959), 418-491. - Cité c© 1 fois : page 1.6 -

[28] T. Haddad, A. Jourani and L. Thibault,. Reduction of sweeping process to
unconstrained differential inclusion. Pacific Journal of Optimization 4 (2008), 493-
512. - Cité c© 1 fois : page (document) -

[29] T. Haddad and L. Thibault, Mixed semicontinuous perturbation of noncon-
vex sweeping process. Mathematical Programming, ser. B 123 (2010), 225-240.

- Cité c© 3 fois : pages (document), 2.1 et 3.3 -

[30] M. Kunze and M.D.P. Monteiro Marques, On parabolic quasi-variational in-
equalities and state-dependent sweeping process, Topolological Methods in Nonlinear
Analysis 12 (1998), 179-191. - Cité c© 1 fois : page (document) -

106 LMPA



Bibliographie

[31] M. Kisielewicz, Differential inclusions and optimal control. Kluwer Academic Pu-
blishers, (1991). - Cité c© 3 fois : pages 1.2, 1.3.4 et 1.3.5 -

[32] J. Noel, Inclusions différentielles d’évolution associées à des en-
sembles sous-lisses, Thèse de doctorat, Université Montpellier II (2013).

- Cité c© 5 fois : pages (document), 1.7, 1.7, 3.1 et 3.2 -

[33] M.D.P. Monteiro Marques, Differential inclusions in nonsmooth mechanical pro-
blem, shoks and dry friction. Birkauser, (1995). - Cité c© 3 fois : pages (document), 1.4 et 1.5.4 -

[34] B.S.Mordukhovich, Variational Analysis and generalized Differen-
tiation I, Basic Theory. Springer-Verlag Berlin Heidelberg. (2006).

- Cité c© 3 fois : pages (document), 1.4 et 1.5.4 -

[35] B.S. Mordukhovich, Y. Shao, Nonsmooth sequential analysis in Asplund spaces.
Trans. Amer. Math. Soc. 4 (1996), 1235-1279. - Cité c© 2 fois : pages 1.4 et 1.5.4 -

[36] J.J. Moreau, Rafle par un convexe variable I, Séminaire Analyse Convexe Mont-
pellier (1971), Exposé 15. - Cité c© 1 fois : page (document) -

[37] J.J. Moreau, Rafle par un convexe variable II, Séminaire Analyse Convexe Mont-
pellier (1972), Exposé 3. - Cité c© 1 fois : page (document) -

[38] J.J. Moreau, Evolution problem associated with a moving set in a Hilbert space.
Journal of Differential Equations 26 (1977), 347-374. - Cité c© 1 fois : page (document) -

[39] R. A. Poliquin, R. T. Rockafellar and L. Thibault, Local differentiability of
distance functions. Trans. Amer. math. soc. Vol 352 (2000) No 11, pp. 5232-5249.

- Cité c© 1 fois : page 1.6 -

[40] R.T. Rockafellar and R.J-B. Wets, Variational analysis, Springer-Verlag, Berlin
(1998). - Cité c© 2 fois : pages 1.3.4 et 1.3.6 -

[41] W. Rudin, Analyse réelle et complexe. Hermann, Paris, (1997). - Cité c© 1 fois : page 1.1 -

[42] L. Schwartz, Analyse III. Hermann, Paris, (1998). - Cité c© 1 fois : page 1.1 -

[43] L. Thibault, Sweeping process with regular and nonregular sets. Journal of Diffe-
rential Equations 193 (2003), 1-26. - Cité c© 3 fois : pages (document), 2.1 et 3.3 -

[44] L. Thibault, Regularisation of nonconvex sweeping process in Hilbert space. Set-
Valued Analysis 16 (2008), 319-333. - Cité c© 1 fois : page (document) -

107 LMPA



Bibliographie

[45] A. A. Tolstonogov, Solutions of a diferential inclusion with unbouded right-hand
side. (Russian) Sibirsk. Mat. Zh. 29 (1998), 212-225, 241 ; translation in Seberian
Mathematical Journal 29 (1988), 857-868. - Cité c© 2 fois : pages 2.1 et 3.3 -

[46] M. Valadier, Quelques problèmes d’entrainement unilatéral en dimension finie. Sé-
minaire Analyse Convexe Montpellier (1988), Exposé 8. - Cité c© 1 fois : page (document) -

108 LMPA



Résumé
Cette thèse est constituée de deux parties principales, dans la première nous étudions deux
résultats d’existence de solutions pour un processus de la rafle du premier ordre gouverné
par des ensembles prox-réguliers et avec deux perturbations l’une semicontinue supérieu-
rement et l’autre semicontinue mixte, ceci en utilisant un théorème de coïncidence entre
les ensembles de solutions d’une inclusion différentielle avec contrainte et une inclusion
sans contrainte. Dans la seconde partie, on montre deux résultats d’existence de solutions
aussi pour un processus de la rafle du premier ordre gouverné cette fois par des ensembles
sous lisses mais avec une seule perturbation semicontinue mixte, le premier dépendant du
temps et le second du temps et de l’état.

Abstract
This thesis consists of two main parts, in the first one we study two existence results of
solutions for a first order sweeping process governed by prox-regular sets and perturbed
by two set-valued mappings, one is upper semicontinuous and the second one is mixed
semicontinuous, this by using a coincidence theorem between the solutions set of constrai-
ned and unconstrained differential inclusion. In the second part, we give a proof of the
existence of solutions of two first order sweeping processes governed by subsmooth sets
and perturbed by a mixed semicontinuous set-valued mapping, in the first case the sets
in the sweeping process depend only on the time and in the second depends on the state
and time.


