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Introduction Générale

Un theéme trés important dans la théorie des nombres est de trouver les solutions
rationnelles des équations diophantiennes telles que y? = 2% — 7, 2% + > + 23 = 4,... etc.
Ce qui nous conduit & étudier la caractérisation des nombres rationnels et des nombres
non-rationnels (irrationnels), telles que : I'algébricité, la transcendance et la complexité
du développement.

Un nombre réel ou p-adique est dit "algébrique" s’il est racine d’un polynoéme a

coefficients rationnels (ou entiers relatifs). Ainsi /2 est algébrique de degré 2 car c’est
0
racine du polynome b.X —a. Un nombre qui n’est pas algébrique est dit "transcendant".

une racine de X? — 2. Naturellement, les nombres rationnels sont algébriques; car % est

La facon dont les nombres algébriques irrationnels peuvent étre approchés par des
nombres rationnels est une question centrale en analyse diophantienne. Cette probléma-
tique est bien str intimement liée au développement en fraction continue des nombres
algébriques irrationnels.

On sait, par exemple, que le développement en fraction continue d’un nombre réel
irrationnel «a est ultimement périodique si, et seulement si, o est quadratique, i.e. racine
d’un polyndéme de degré 2. En revanche, on ne dispose que de trés peu d’informations sur
la taille des quotients partiels des nombres algébriques de degré supérieur ou égal a 3.
Formellement, on conjecture, par exemple que la suite formée par leurs quotients partiels
n’est pas bornée. Il s’agit d’un probléme important suggéré par Khintchine [38].

Plus modestement, on peut penser que si la suite des quotients partiels d’un nombre
irrationnel est suffisamment "simple", alors ce dernier est soit quadratique, soit transcen-
dant. Cette alternative séduisante se doit d’étre formalisée, le terme "simple" pouvant
conduire a des interprétations différentes. Il peut désigner aussi bien des nombres réels
ou p-adiques dont le développement en fraction continue peut étre produit par un algo-
rithme simple (par exemple par une machine de Turing comme les automates finis), que
provenant d’un systéme dynamique simple.

De nos jours, existence de nombres réels transcendants est facile a montrer. Pour
chaque degré n > 1 il n’y a qu’un nombre dénombrable de polynomes de degré n & coef-
ficients rationnels, donc un nombre dénombrable de nombres algébriques de degré fixé, et
donc un nombre dénombrable de nombres algébriques. Puisque R n’est pas dénombrable
cela prouve qu’il existe des nombres réels transcendants. Cette preuve, due a Cantor, n'a

été donnée que trés tardivement, a la charniére des deux siécles.” Texte inspiré du papier



de Waldscmidt "Un Demi-siecle de Transcendance" [64], on trouve plus de détails sur
I’histoire des nombres transcendants dans ce survol.

Ce théme a en fait une longue histoire. Le premier résultat de ce type remonte aux
travaux de Liouville [42], puis son théoréme d’approximation a connu des raffinements,
améliorations et généralisations, qui culminent avec le théoréme du sous-espace de Schmidt
et sa version pour les nombres p-adiques.

Plusieurs auteurs avaient traité la caractérisation algébrique des nombres réels, en uti-
lisant le développement en base entiére (décimal, par exemple) engendré par un automate
fini et/ou une fraction continue réel, voir par exemple les travaux : [1], [2], [3, [4], [5], [7],
8], [10], [28], [30], [35], [43], [51]. Cette étude conduit a l’analyse des propriétés diophan-
tiennes : transcendance, mesures d’irrationalité, indépendance algébrique, périodicité et
complexité du développement. Ces propriétés sont utiles dans des applications en théo-
rie des nombres (approximation diophantienne), en systémes dynamiques, en géométrie
discrete, ou en informatique théorique et méme en physique.

Par contre, la caractérisation des nombres p-adiques, n’a pas bien était étudié, il y
avait peu d’articles qui traite les propriétés des fractions continues p-adiques, en citant :
[17], [22], [25], [27], [31], [41], [49], [66].

L’analogue p-adiques des fractions continues réelles a été étudié pour la premiére
fois par Mahler en 1934 [47] et en 1940 [46]. L’algorithme p-adique qui reproduit mieux
I’algorithme classique réel en utilisant les parties entieres a été mentionné dans les premiers
articles sur le sujet, mais cet algorithme n’a pas été poursuivi parce qu’il ne donne pas
de trés bonnes approximations. Les fractions continues basées sur cet algorithme, ont été
développés par Ruban [55, 1970], qui a montré que ces fractions continues fait avoir de
belles propriétés ergodiques. Avant Ruban, il y avait Schneider [59, 1968] qui a laissé une
trace dans ce domaine, c’est la définition qui porte son nom.

Les fractions continues p-adique de Ruban et celles de Schneider [59] sont basé sur la
difficulté qu’il y a des nombres rationnels possédant des fractions continues infinies, ainsi,
Schneider dans son article [59] a essayé de traiter le probléme de la caractérisation des
nombres rationnels en termes de leurs fractions continues p-adiques. Bundschuh [27] en
1977 avait aussi participé a la caractérisation des fractions continues p-adiques de Schnei-
der d’un nombre rationnel, il avait démontré que suivant cette définition, le développement
des rationnels est fini ou stationnaire a partir d’'un certain rang. Nous avons également
Laohakosol [41, 1985] qui s’est basé sur le travail de Bundschuh pour caractériser les frac-
tions continues p-adiques de Ruban. Enfin, n’oublions pas de citer les fameux travaux de
Browkin dans deux articles [25, 1978] et [26, 2000], dont il avait donné d’autres méthodes
pour définir les fractions continues p-adiques, ainsi il a caractérisé le développement d’un

nombre quadratique.



Trouver un analogue du théoréme de Lagrange dans le cas p-adique est I'un des
aspects les plus étudiés pour les fractions continues p-adiques. Généralement, il est facile
de montrer qu’une fraction continue périodique représente un nombre rationnel ou un
nombre irrationnel quadratique.

L’objectif de notre travail est de donner une caractérisation algébrique et arithmétique
d’un nombre p-adique, en utilisant son développement de Hensel et /ou son développement
en fraction continue p-adique. On va démontrer des théorémes de transcendance et de
complexité dans le cas p-adique, qui sont similaire a des théorémes dans le cas réel.

On a réparti cette thése sur une introduction générale, trois chapitres et deux annexes,
ainsi que les notations et une liste des références.

Dans le premier chapitre, on va décrire les méthodes de construction du corps des
nombres p-adiques, ainsi que I’anneau des entiers p-adiques, ensuite on définit le dévelop-
pement de Hensel, on donne quelques propriétés analytiques et arithmétiques du corps
des nombres p-adiques telle que le fameux lemme dite de Hensel.

Dans le deuxiéme chapitre, on a présenté les définitions et les propriétés essentielles des
automates finis et des fractions continues réelles et p-adiques, en expliquant les différents
théorémes concernant la transcendance du développement décimal et du développement
de Hensel engendré par un automate fini. Les résultats de cette partie reposent la plupart
sur un outil diophantien puissant : le théoréme du sous-espace de Schmidt, qu’on va
donner son énoncé, ainsi que sa version p-adique démontré par Schlickewei.

Dans le troisieme chapitre, qui occupe une place centrale dans cette thése, on a
étudié dans la premiére section, la complexité du développement en fraction continue
d’un nombre rationnel, autrement dit la version p-adique du théoréme du Lamé connu
dans le cas réel. Dans la deuxiéme section, on présente nos résultats principaux sur la
complexité du développement de Hensel et en fraction continue d’un nombre rationnel,
ainsi que la transcendance d’un nombre p-adique dont son développement en fraction
continue est un mot du Thue-Morse, qui vérifie des propriétés de combinatoires.

Nous terminons cette thése par deux annexes et quelques références sur le sujet étu-
dier. La premiére annexe est sur les corps normés, la deuxiéme est sur le théoréme de la

complétion d’'un corps ultramétrique non complet.



Notation

p un nombre premier, p = 2,3,5,7,...,2011,2017, ... .
PGCD (a,p) le plus grand commun diviseur de a et p.
N I’ensemble des nombres naturels.

Z l'ensemble des nombres entiers réels.

Q I'ensemble des nombres rationnels.

R I’ensemble des nombres réels.

Z,, 'ensemble des entiers p-adiques.

Q, I'ensemble des nombres p-adiques.

Z/nZ V'ensemble de division de Z sur nZ.

K[X] ensemble des polynémes a coefficients dans K.
.|, = |.| 1a valeur absolue usuel.

.|, la valeur absolue p-adique.

v,(.) la valuation p-adique.

[z] la partie entiére réel de z.

z]

[

» la partie entiére p-adique de x.

(z), la partie fractionnaire p-adique de z.
In(.) le logarithme népérien (de base e).
mod p modulo un nombre p.

C* coefficients binomiaux (combinaison de k parmi n).



Chapitre 1

Préliminaires sur les nombres

p-adiques

Les définitions et les théorémes de ce chapitre apparaissent dans plusieurs livres clas-
siques sur les nombres p-adiques, comme : [12], [36],[37], [40], [53], [56].

Les corps des nombres p-adiques ont été introduits par le mathématicien allemand
Kurt Hensel & la fin du 19™¢ siécle (1897). Hensel a commencé avec la question suivante :

Est-il possible de définir un nombre rationnel x € Q par une série de puissance de la

forme

T = Zoznp”, avec «, € {0,1,....p—1} et k €Z (1.1)

n>k

Hensel savait, par exemple, que
4 2n
3= g 2 (1.2)

4
Il a étudié la possibilité d’élargir z = - dans une série a 1’égard de puissances positives
de p=2

4 X _
3= ZQRZ", avec a, = 0,1 (1.3)
n=0

Ces manipulations avec les nombres rationnels et les séries, généré 1'idée qu’il existe
une certaine structure algébrique similaire au systéme des nombres réels R. En fait, les
corps des nombres p-adiques étaient les premiers exemples de corps infinis différents de
Q, R, C.

La construction de nouveaux corps Q, induit un intérét vif dans la théorie des nombres

et l'algebre. Pratiquement cent années avant, les nombres p-adiques ont été intensivement
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utilisé que dans les mathématiques pures, principalement dans la théorie des nombres,
voir, par exemple, le livre classique de Borevich et Schafarevich [24]. En particulier, les
nombres p-adiques sont utiles dans de certains problémes théoriques dans le corps des

nombres rationnels Q.

1.1 Valuations et normes p-adiques

1.1.1 Valuations p-adiques

Définition 1.1.1 On définit la valuation p-adique d’un entier naturel non nul a, on la
note vy(a), par

vp(a) =max {r € N/ p" divise a} (1.4)
Ainsi, on peut écrire

a = g'pvp(a)

avec £ € Z et PGCD(&,p) = 1. Par convention on écrit v,(0) = +00.

Définition 1.1.2 Soit un nombre rationnel x = %, ol a et b sont des entiers réels non

nul. On appelle valuation p-adique de x le nombre

vp(2) = vp(a) — vp(D) (1.5)

On peut écrire dans ce cas * = A\.p”»@, avec A € Q et PGCD(\,p) = 1.

Remarque 1.1.3 L’application

v() + Q—N (1.6)
. — up(x)

/

a
est bien défini. En effet, si x = —

it on a vy(zr) = vy(a) — v,(b) = vy(a') — v,(b').

Proposition 1.1.4 L’application v,(.) satisfait les trois conditions suivantes, Va,y € Q :
1) vp(z.y) = vp(x) + vp(y)

2) vp(x +y) > min(v,(z), v,(y))

3) vp(x +y) = min(v,(z), v,(y)), st vy(x) # vy(y)

[

Preuve. 1) Soit © = %.p”P(‘”), Yy = E.p”P(y), avec a, b, c, d sont des entiers réels premiers



avec p, on a
vp(x)+v ac
Up(x_y) = Up (p p()+ p(y).@)
= vp(x) + vp(y)

puisque PGCD(ac,p) =1 et PGCD(bd, p) = 1.

2) Supposons que 7 = v,(x) et s = v,(y), avec s > r, on a

s = oo S) =l [Fed)

., a ... cC ad + p*~"cb
= Up(p)‘i‘vp(E‘i‘p E>:T+UP<T)

vu que PGCD(bd,p) =1, donc

d+p~eb
%<9;%%—3)>0 (1.7)

alors v,(z +y) > r.

3) Si s # r, on suppose que s > r, alors

ad + p°~"cb

d’oll

vp(® +y) =1 = min(vy(z), v,(y))

1.1.2 Normes p-adiques

Définition 1.1.5 Soit x € Q. On considére la fonction |.|, définie par

-1, Q — R* (1.9)

) A0
T — ‘x’pf B
0 ) =0

Proposition 1.1.6 L’application |.|p est une norme ultramétrique sur le corps Q, appelée

norme p-adique.

Preuve. Pour la premiére et la deuxiéme propriété de la norme (voir I’annexel),

une petite vérification est facile.



On va démontrer I'inégalité ultramétrique, on suppose que z, y et x + y ne sont pas
nuls, et Supposons aussi que |z[, > |y|,, d’ot v,(x) < v,(y), donc d’apres la deuxieme

propriété de la valuation p-adique, on a

[z +yl, = p @) < pmmin{up(@)unW)}k — g)mue(@) — ], (1.10)

d’ou
[+, < max {Jal,,. |y, }
|

Remarque 1.1.7 L’application v — \:U]p est une valeur absolue définie sur le corps Q

(voir l’annezel).

Remarque 1.1.8 Une propriété importante de l'application v —— |a:|p c’est que l'image

de Q est un ensemble discret définie par

1
@uzﬂnu{ﬁ/kez}:{mga,QLpﬁm{m} (1.11)

SR

Remarque 1.1.9 On peut définir sur le corps des nombres rationnels Q trois types de
valeurs absolues :

1) Valeur absolue triviale :

1, x#0
x|, = 1.12
2l {Q rr (1.12)

2) Valeur absolue naturelle (ordinaire) :

x, six>0
Tl = |z = max(x, —x) = ’ - 1.13
o] = e g = max(z, ~2) {_x}%x<0 (113)
3) Valeur absolue p-adique :
—vp(x)
p~r, £ 0
Muz{ 0 0 (1.14)

Le théoréme d’Ostrowski nous montre que ce sont les seules valeurs absolues sur Q.
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Remarque 1.1.10 1] est connu que l’ensemble des entiers relatifs Z. est un ensemble non
borné pour la valeur absolue usuelle |.|, . . Par contre, tout entier z s’écrit sous la forme

m.p" our € N et m € Z premier avec p, donc
V2eZ, |2],=p" <1 (1.15)
ce qui veut dire que l’ensemble 7 est borné pour la valeur absolue p-adique |.| "

Théoréme 1.1.11 (Théoréme d’Ostrowski)
Toute valeur absolue non triviale ||.| sur Q est équivalente & la valeur absolue archimé-

dienne (usuel) |.|,, ou a une valeur absolue p-adique |.|,.

Preuve. On suppose que ||.|| est une valeur absolue archimédienne, c¢’est-a-dire qu’il
existe k € N* tel que ||k|| > 1. Comme ||z.1|| = ||z||.||1]| il vient que ||1|| = 1, et d’aprés

I'inégalité triangulaire on a

k=1+1+..4+1=||k||< |1+ ...+ 1| =1+1+...+1=F
S——— N S———
k fois k fois k fois

et de plus, il existe a € ]0, 1] tel que l'on ait ||k|| = k*.
Soit m € N, on peut écrire m en base k sous la forme
m = Zaiki avec a; € {0,1,....k — 1} et a, #0
i=0

de telle sorte que 'on am > k™. Comme ||a;|| < a; < k—1,¥i = 0, n et [|k]| = ||k|| = k™,

on obtient la majoration

< i k—1 n+1)a
Iml] < (k=1 k* = m(k( e 1)
=0

k—1
< [k~ KM < Om®
= ( ko — 1) =
. (k-1 . : o
ol la constante C' = ko‘m est indépendante de m. On peut appliquer cette inégalité

a m™, ce qui nous donne [|m|" < Cm"* , prenant la racine n — iéme de cette inégalité et

passant a la limite, on trouve ||m|| < m®. On a donc

log [[m|| _ log ||k

A N. 1.16
— S — , Vm e (1.16)

Par symétrie, on en déduit le fait que si |[m|| > 1, alors cette inégalité est une égalité.
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Dans le cas général, il existe n € N tel que l'on ait ||k"m|| > 1, ce qui montre que 1'on a

égalité Vm € N, puis en utilisant la multiplicativité de la norme et le fait que ||—1|| = 1,
que ||z]] = [|z]|% quel que soit z € Q. On a donc montré que s'il existe k € N tel que
|k|| > 1, alors ||.|| est équivalente & la norme usuelle.

Dans le cas contraire, on a ||I|| < 1 pour tout nombre premier /. Comme on a supposé
|||l non trivial, il existe au moins un nombre premier p tel que ||p|| < 1. S’il existe un
autre ¢, alors d’apres le théoreme de Bezout, on peut trouver u,, v, € Z telle que I'on ait

Upp" +v,q" = 1. On obtient donc

L = |1 = lunp™ + vag"||
<l 12"+ [Jonl lg"]
< "I + ll¢"|| .

Ce qui est impossible pour n assez grand, Il existe donc un seul nombre premier p tel que

|Ip|| < 1 et ||.|| est équivalente a la norme p-adique. Ce qui termine la démonstration. m
Corollaire 1.1.12 Deuz normes |.|, et |.|,, sont équivalentes si et seulement si py = p,.

Preuve. Il suffit de considérer la suite (p7),. Cette suite converge vers 0 pour |.|,
n . m . .
car |p} ’m =n" 0 , mais elle ne converge pas vers 0 pour sz si p1 # po, car
T R
|p1’p2 =1 7é0 u
Le lemme suivant nous donne une facon d’approximer un nombre rationnel par un

entier naturel, cette propriété sera utile dans la suite :

Lemme 1.1.13 Soit x € Q avec |z], < 1, alors

1
Jae{0,..,p—1}:|z—al, < -
p

et de plus
1
Vn € N,Ja, € {0,...,p— 1} i [z — ], < —

Y2

Preuve. On va démontrer le résultat pour |z|, = 1, puis pour [z|, < 1.
i) Soit z = ¢ € Q, tel que a € Z,b € Z*. On suppose que |z|, = 1, c-a-d que v,(x) = 0,
autrement dit PGCD(a,p) = PGCD(b,p) = 1. On a

PGCD(b,p) =1 =>3\;, s € Z: Ab+ Ao.p = 1.

a(1—X1b)

On en déduit que x — aX; = =—;

et que

a 1
m—aMb:Lﬂ?u—Amugu—Ambzuwugg. (1.17)
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Par division euclidienne, on a aA; = kp+ « , avec a € {0, ...,p — 1} et PGCD(k,p) =1,
alors

jaX = al, = [kp, <

SR

D’ou

|z —al,= |z —ar\ +a\ —al, < max{|x —aMi|,,|ar — a|p} < (1.18)

D=

Pour démontrer la deuxiéme inégalité, nous avons

PGCD(p,b) = 1— PGCD(p",b) =1,¥n € N
= s py € L pyb A+ prpp” = 1.

On fait les mémes étapes, on trouve Vn € N, Ja,, = apy — kp" € {0,...,p — 1} tel que
< L

p — pm’

ii) Maintenant, soit |y[, < 1, c’est-a-dire que |y|, < %. Si on met x = p»®.y, on aura

|z — |

2], = 1, et Compte tenu de ce qui précede

1
Jae{0,..,p—1}:|z—al, < - (1.19)
p
donc
y—al,=ly—z+z-al, <max{lyal,.|lz o, }

d’autre part, on a

ly —al, = |y — "Wyl =1yl,. |1 —p"@| < (1.20)

iR

alors d’apres (1.19) et (1.20) on trouve

1
ly—af, < -
P=p

1.2 Construction du corps des nombres p-adiques

Dans cette section, Nous allons construire le corps des nombres p-adiques Q, en
utilisant la méthode topologique (analytique) basé sur le théoréme de complétion. Tandis
qu’il y a une autre méthode dite algébrique dont on passe par 'anneau des entiers p-

adiques Z, en considérant son corps des fractions. Cependant, la construction importe

13



peu, les deux méthodes sont équivalentes. On peut trouver les démonstrations dans les
livres de : Bachman [12], Robert [53] et Schikhof [56].

On remarque que QQ n’est pas complet pour la norme p-adique. En effet, soit pour
ac€Qetl<a<p-—1lasuite de terme générale u,, = a?", puisque d’apres le théoréme
de Fermat-Euler on a a?"®~Y — 1 = 0mod p”, d’ou

|Un+1 _ un|p < |apn (apn(P—l) _ 1) ’p < p—n (121)
donc
Uy, — un|p = |um — Up—1 + Up—1 — Up—2 + . T Upq1 — un|p
< max([um — Um—1l, s oy [Ungr — unl,) <p7"
ce qui donne
lim |uy, —u,|, =0
n—-+00 p

alors cette suite est de Cauchy dans Q muni de la norme |.[ .

Supposons qu’elle converge vers u € Q, il vient que

v = lim w, = lim u,4
n—-4oo n—-+o0o

= lim (u,)’ =u”
n—-+o0o

cela signifie que u est une (p — 1) iéme racine de 'unité dans Q, donc égale 1.
D’autre part, on a

n T
lu—al, = |u—a”" +d" —d
P P
T T T
< max{‘u—ap‘ ,|ap —a} }:|ap —a}
p p p

< | -] <1

donc p~vr(*=9) < 1, c’est-a dire vp(u —a) > 1, alors p divise u — a, ce qui veut dire u = a.

Alors, si a # 1 on aura une contradiction. Donc u ¢ Q.

Définition 1.2.1 Le corps des nombres p-adiques Q, est défini comme le complété de
lespace normé (Q, |.|,) en appliquant le théoréme de complétion. On prolonge la valeur

absolue p-adique Hp définie sur Q a tout le corps Q, de la maniére suivante : soit v € Q,

et (xn)n une suite de Cauchy de nombres rationnels représentant x. La suite <]a:n] p> est
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une suite de Cauchy dans Rt car

|$n|p - |xm|p < |z, — $m|p

donc elle converge vers une limite ¢ dans R*. Cette limite est appelée la valeur absolue

p-adique de x, c’est une norme non-archimédienne, et on a

|x’p = HETOO ’$n|p
On peut également, étendre la valuation p-adique au Q, : vy(z) = lm v,(x,)

n—-+0o00

Proposition 1.2.2 Q, muni de la norme |.| p €st un corps complet ultramétrique.
Preuve. Application du théoréme de complétion (voir I’annexe2). m

Définition 1.2.3 On définit [’ensemble des entiers p-adiques, on le note Z,,, comme étant

le disque de ['unité de rayon 1 et de centre 0, en outre terme
Zp:{xe(@p:\:dpgl}

Remarque 1.2.4 L’autre méthode algébrique pour construire les nombres p-adiques consiste

a défini le corps Q, comme l’ensemble des fractions de Z,

Q, = {% (a,b) € Zy x T, — {0}} (1.22)

Lemme 1.2.5 Soient v € Q,, k € Z, alors
{y cQ,: |y—x|p §pk} =r+p "7,
Preuve. Nous avons

c+p*Z, = {a+pF2: 2€Z,}
= {a:+u: |u|p§pk}

= {yGQp:\y—x\pSPk}
| |

Définition 1.2.6 On définit [’ensemble des nombres p-adiques inversibles, on le note par

Ly, par

p

Z*:{aezpz|a|p:1}
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La proposition suivante donne la relation entre les trois ensembles Z,, Z; et Q,

Proposition 1.2.7 On peut écrire tout nombre p-adique x d’une facon unique sous la
forme
r=p" A avec N€Z,n€el

Preuve. Si = € Z,, alors 3 (z,),, C Q de Cauchy, tel que z = lim x,. Tandis que

n—-+00
chaque terme x,, s’écrit sous une forme unique (d’apres la définition (1.1.2))

T, = gn.pvp(rn), avec fn €Q et Up(£n> =0 (123)
donc

Tr = ]_lm xn — ]_lm 5 'anTwUp(x7l) — fpvp(m)
avec

vp(€) = lim v,(€,) =0

n—+o0o
c’est-a-dire que [§|, =1, d’ot § € Z;,.

Maintenant, si € Q,. Par la définition algébrique de Q,,, x s’écrit sous la forme

Tr =

, (a,b) € Z, x Z, — {0}

d’autre part a = a.p’@ et b = B.p"*®) avec (o, 8) € (Z;';)2 . Donc

o
x = — . pr@=u®) — ) yn (1.24)
s
avec
a
n=uvy,(a) —v,(b) €Z et )\:EEZ;
Il reste & démontrer I'unicité de la représentation : Supposons que x admet deux repré-
sentations ,
x=\Npm", XEZ;, m' €7
et
z=Np", NeZ , m'el
donc

NN == — oy NN =m! —m (1.25)

or que v,(N.\"71) =0 (car N.\"7! € Z}), ce qui implique m’ = m”. =
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1.3 Propriétés du corps Q,

Nous présentons dans cette section les propriétés du corps Q,, a savoir, le développe-
ment de Hensel qui est une autre facon de représenter un nombre p-adique. Nous traitons
aussi quelques propriétés analytiques de ce corps et nous discutons le lemme de Hensel,

qui est un résultat fondamental et certainement I'un des plus importants.

1.3.1 Développement de Hensel

Définition 1.3.1 Soit x € Z,, il existe une suite de Cauchy (x,), C Z qui s’appelle
représentant canonique de x, et une suite (ov,), d’éléments de {0,1,...,p — 1}, telle que :

x = lim x, selon la norme |.| , et
n—-+00 p

Ty = Qg+ 1P+ a2p2 + o + a,p

Dans ce cas, on a

n . +o0o
r= lm Y ap' = > a,p" (1.26)
n—+00,— n=0
+oo
La série > a,p" s’appelle "développement de Hensel" de ’entier p-adique x, et les
n=0

coefficients v, s’appellent les chiffres p-adiques.

Dans le théoréme suivant on va démontrer I'existence de la suite (x,,), et qu’elle vérifie

certaines conditions :

Théoréme 1.3.2 Soitx € Q, avec |z|, <1, alors il existe une suite de Cauchy (x,), C Z

représente la classe d’équivalence x, telle que

r, €{0,1,...,p" — 1}
et

Tni1 = Tn mOdanrl

Preuve. D’apreés le lemme (1.1.13)

1
Jag €{0,1,....,p— 1} : |z — g, < . <1 (1.27)
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1
et comme la norme du nombre (z — ag) est inférieure & —, alors 0T < 1, en
p p
appliquant de nouveau le lemme (1.1.13)
oy — 1 1
01 € 01, wp = 1122 | =[] o= (ao e, <
p p p p

donc

[z — (a0 + aap)], <
Ainsi, on obtient par récurrence une suite d’entiers relatifs «,, € {0,1,...,p — 1} telle que
|z — (g + aap + ... +app")], <p™" (1.28)

on met x, = o + 1P + P + oo + app”, on a donc |z — x,[, <p".

Nous pouvons vérifier facilement que (z,), est une suite de Cauchy et qu’elle satisfait
(2, €7, x,€{0,1,....p"—1}

Tpy1 = T, mod p™ Tl

\ nEToox” = x (selon la norme |[.[,)

d’ol ce qu’on voulait démontrer. [ ]

Remarque 1.3.3 Sily|, > 1, i.e. Im € Z7 : |y|, = p™. Pour se ramener au cas ||, <1,

on pose x = p™.y, donc |z, =1 <1. En appliquant le théoréme (1.3.2) on a

+00 +00 +00

T = Zanpn = y=p v = Zanpn_m = Z ak+mpk
n=0 n=0 k=—m

Cela signifie que tout nombre p-adique a € Q, admet un développement p-adique sous

forme d’une série

+o0o
a= > Bup* , avec B,€{0,1,2,...p—1}, mecZ*

k=—m

et dans ce cas on a m = v,(a).

Remarque 1.3.4 On peut écrir les nombres p-adiques en utilisant se qu’on appel la vir-
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gule (le point) p-adique :

—+o00
T € Zy=1= Y a,p" =0 qai....0y.......

n=0

a € QP = a= —i):o 6kpk = Bfmﬂferl'uB,l : 6061 ....... ﬁn .......

n=—m

Exemple 1.3.5 i) x = 0-31104444444.... = 3.5° + 1.5 + 1.52 + 4.53 +4.5% + 4.5% + ...,

m=0,p=>.

i) a=1221-21=1324+2314232+131+23°+1.3'+0.32+ 03>+ ..., m= —4

, p=3.
i) y = 00634 = 0.79 + 0.7 + 6.7 + 373 4+ 474 + 075 + 0.7+ .. ,m=2,p="T.

Proposition 1.3.6 Le développement de Hensel est unique.

Preuve. Soit  un nombre p-adique développable en deux séries de Hensel

400
=Y app" =ag+ap+ ... + app” + ...
n=0
et
“+00
r= Y apt=a,+ P+ ... +alp"+ ...
n=0

et soit m le premier indice tel que «, # o, on suppose que ., < o/.. On a

1<, —an<p-—1 (1.29)

soit

Tm = Qo+ aip+........ + amp™

T, = Qp+oip+ ... +a! p™
alors

Thy — T = (O, — Q)p™ = |2, — xm|p =p "
d’autre part on a
/ /
xm—xm\p = |:z:m—a:+x—mm|p

< max {|x;n — x|, |z — a:m]p}

—m

D

A\
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Contradiction. =

Remarque 1.3.7 Le développement p-adique est analogue au développement décimal d’un
+o00

nombre réel x = > 107, avec ay, € {0,1,2,...,10 — 1} = {0,1,2,...,9}.

k=—m

Remarque 1.3.8 On peut utiliser le développement de Hensel pour donner une autre
définition de l’ensemble des entiers p-adiques Z,, : Ce sont les nombres p-adiques dont son

développement de Hensel ne contient que les puissances positives de p, c’est-a-dire
+oo
L, = {:L‘ €Q 2= Zanp”} (1.30)
n=0

Ainsi, 'autre définition de l’ensemble des nombres inversibles

+o00o
L, = {x €Qp:z= 7Oanp”, tel que ap # 0} :

Exemple 1.3.9 Le développement de Hensel de x = —1 est donné par

-1 = p-1-p=p-D+(-Dp
= (p-D+@-1-pp=@-D+@-1)p—p°

= p-D+@-Vp+(Dr=@-D+@-Dp+@-1-p)p°
= (p-D+@-Dp+@-1)p*—p...
—+o00
= Y -1r
k=0
on aboutit a
oy (131)
- = p .
p—1 =
donc p — 1 est inversible et son inverse est Zﬁ =—1.

Définition 1.3.10 On définit la partie entiere p-adique de v € Q,, on la note par [:L“]p

—+00

2], = S app® = arp 4+ agp® + ...
k=1

et On définit la partie fractionnaire p-adique de x € Q,, on la note par <a:>p

k Q_m, O _m1 a1
xT) = agp’ = + + + — 4« 1.32
)y _mggo : pm o pmt p ’ (1.52)

Dans ce cas nous avons x = [z], + (x),,.
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Remarque 1.3.11 Siz € Z, on a[z], =2 —ag et (z), = ap.

p

1.3.2 Propriétés analytiques

L’espace des nombres p-adiques est analogue a ’espace des nombres réels. Par ailleurs,
le corps Q, possede des propriétés plus larges que celles dans le cas réel et d’autres
propriétés n’existent pas dans R.

Le point le plus intéressant dans cette partie c’est la convergence des suites et des
séries dans I'espace normé (Qy,|[.[,), dont I'analogue des résultats donnés n’est pas vrai

dans R, ou bien il est vrai partiellement.

Théoréme 1.3.12 Soit (a,), une suite dans Q,, alors (a,), est de Cauchy si et seule-
ment si

W ner =y =0

Preuve. Voir 'annexel. =m

Proposition 1.3.13 Soit (a,), une suite dans Q,, si lir}rl a, =a # 0 dans Q,, alors
IN € N,Vn > N :|ayl, = |al,

Preuve. Tant que (a,), est convergente, elle est donc une suite de Cauchy dans Q,,
autrement dit
Ve >0,3ng € N:Vm >n>ng = la, —a,|, <¢ (1.33)

alors

|l = lanl,| < |am — anl, <€

donc (|an|,), est de Cauchy dans R d’ou elle est convergente dans R, et soit £ sa limite.
On a

nl—1>I—|I—100|an|p - |a’p =t

Drautre part a # 0 = |a|, # 0 i.e. |a[, > 0 , alors

¢ ¢
IN; € N,Vn > N : | Janl, —E) <5 =5 <laml, <5+ (1.34)

2 2

ce qui veut dire

14
ElNl € N,VTL > Ny |6Ln|p > 5

Prenons ¢ = £, dans (1.33), on aura

1
IN, € N:Vm,n > No = |ay, — ap|, < 5 < |anl, (1.35)
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donc pour N = max(Ny, Ny) et n,m > N3, on obtient

|am|p = |am—an—|—an|p
= max(|a,, — an|p , |an|p)

= |a/n|p
d’ou ce qu’on cherche. m

Proposition 1.3.14 Soit g a, une série dans Q,, alors cette série converge dans Q, si
n>0
est seulement si la suite (a,), converge vers 0 dans Q,, de plus on a

>

n>0

gmax{|an|p,n€N} (1.36)

p

Preuve. On sait que la série E a, converge si et seulement si la suite de sommes
n>0
partielles S,, = ag+a1p+ .evve... + a,p" converge. Donc, d’aprés les résultats précédents,

il vient que

lim ‘Sn - Sn—l|p =0

n—-4o0o
¢’est-a-dire que lir}rl ]an]p = 0 (puisque S, — S,,—1 = a,) d’ou (a,), converge vers 0. Et
n—-00
vice versa, si (a,,), converge vers 0 on démontre que la série E a, converge.

n>0
Pour démontrer I'inégalité (1.36), nous avons d’aprés la propriété ultramétrique de la

norme p-adique

n
D

k=0

§max{|ak\p,0§k§n} (1.37)
P

On obtient donc, le résultat par passage a la limite quand n — +o00. =

Exemple 1.3.15 La série

Zp":1+p+p2+p3+ ......
n>0

converge Vp > 2 dans Q, vers le nombre 1%;;' En effet, on a

_ pn+1

- 1
k __
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d’autre part lim p"™! =0 au sens de la norme p-adique, d’ot
n—-+00

) p n+1 1
Zp" = lim Zp lim = (1.38)

>0 n—>+oo n—+oo 1 — P 1-—- P

On s’inspire de cette série, pour obtenir les développements suivants

1
dans Q3 —5223"=1+3+32+33+ ......
n>0
1
dans Qs —1225"=1+5+52+53+ ......
n>0
1
dans Q; —6:27":1+7+72+73+ ......
n>0

Exemple 1.3.16 La série

ZpQ":1+p2—|—p4+p6+ ......

n>0
converge dans Q,,Vp vers le nombre . En effet, on a
2n 2\ 1
S =Y ) =
n>0 n>0

On peut donc calculer certains développements a l'aide de cette série, on a pour p > 5

T = 24+3p+pP+3pP+pt + 30+ +
= 24 3p(L+p? +p*+ ... )+ PP+ PP +p 4+ ...
= 2+ (3p+p*) (L+p*+p" +...)
= 24+ (3p+p°) > _p™

n>0
3 2
— g4 PEP
l=p
Par exemple
1 2 3, x4 5
dans Qs §:2+3.5+5 +3.5°+5"+3.5" + ... (1.39)
13
dans Q; =24 37+ T 4+3 7P +7+3.7° 4+ ...

24
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Remarque 1.3.17 Les définitions et les propriétés des fonctions sur R restent vrais sur

Qp, ainsi les polynomes sont continues et dérivables sur Q.

1.3.3 Lemme de Hensel

Nous donnons ici un résultat important due a Hensel, permet de caractériser un type
des nombres p-adiques algébriques, ce sont les racines des équations polynoémiales dans
Qp, comme ceux qui sont racines de I'unité.

La proposition suivante (Pour les polynoémes a coefficients entiers) est utile pour la
démonstration du lemme de Hensel, cette proposition est une dérivée de la méthode de

Newton en analyse numérique :

Proposition 1.3.18 Soit F'(z) € Z[z] ,et ap € Z une racine de F(x) modulo p, i.e.

F(ap) = 0mod p et supposons que F'(ag) admet un inverse modulo p, i.e.
JueZ (u=F""(ag)) : uF(ap) = 1 modp

Donc la suite définie par
Uns1 = a, — F'"Yag)F(ay,)

est de Cauchy au sens de la norme |.|, , et elle converge vers une racine de F(z) dans

Qp.
Maintenant, voila I’énoncé du lemme de Hensel :
Théoréme 1.3.19 (Lemme de Hensel) Soient F' € Z,[z] , i.e.
F(z)=ay+ a1z + ... +a,z", tel que a; € Z,,Vi € N

et a € 7, tels que

F(a)=0modp e [F(a)], < pt (1.40)
St on a
F'(a) #0modp ie [F'(a)l,=1 (1.41)
Alors il existe un entier p-adique unique b = a — 5/((‘;)) tels que :

b=amodp e F(b)=0
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Preuve. Nous avons d’apres (1.40)
[Fa)l, <p™ = |F(a)], <1

On a aussi @ € Z, , donc d’apres la définition du développement du Hensel, on peut

trouver une suite de Cauchy (a,,) dans Z converge vers a. Et de plus

meN
1
am —al, < — ;VmeN (1.42)
pm
Soit par exemple m = 0 on a |ag — al , < 1. On va montrer que

F(ag) =0modp et F'(ag) = 1modp

En effet
|F(ao)l, = |F(ao) — F(a) + F(a)],
< max{|F(a) = Fla)l,;|F(a)l, }
donc
Flag) — F(a) = ai(ag—a)+as(af —a®) + ... + oy, (ag — a™)
= (ap— a)lal + asy (ag — a) + l = (ap —a).B
Bez,
alors
|F(ag) — F(a)|, = |ao —al,|B|, < |B[, <1 (1.43)
c’est & dire que |F(ao)l, < 1.
D’autre part
[F'(ao)l, = |F'(a0) = F'(a) + F'(a)],

< max{|F(a0) = F'(a)l,;|F'(a)], }
de la méme facon, F’ s’écrit

F'(z) = a1 + 2092 + ... + na,z™ (1.44)
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donc

F'(ag) — F'(a) = 2as(ap—a) + 3as (a — a®) + ... + nay, (af " —a")
= (ap—a)[2as + 3as (ap —a) + l =(ap—a).C

-~

Ccez,

il vient que
|F"(ao) — F'(a)l, = lao — al,,|C|, <1 =[F'(a)],

d’ou
| (ao)], = max { |F'(ao) = F'(a),; |F'(a)], } = 1
Les conditions de la proposition précédente sont vérifiées. Alors la suite définie par

Q(n+1)0 = Q(n)0 — F'_l(ag)F(a(n)o) (145)

est de Cauchy, et sa limite est une racine du polynéome F' dans Q,. On refait cette

procédure pour a;, on va trouver une suite

A(n+1)1 = Q(n)1 — F’_l(al)F(a(n)l)

On continue le processus jusqu’a ’ordre m, on trouvera encore une suite de Cauchy définit

par
Q(n+1)ym = Qn)m — F'_l(am)F(a(n)m) (146)
Donc pour n =10
doym 3@

et pour n=1

D’autre part, on a

atym = a©ym — F' " am) F(ao)m)

En passe a la limite quand m — +o00 on aboutit a
ay =a— F'(a)F(a)

Pour n =2, 0n a
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et
ag = ay; — F''(a)F(a;)

De cette maniére on a défini une suite (a,), telle que

a(o)o a(g)la(o)g...(l(o)m m—:)-oo apg = a (147)
Ao AaNAW2-Aym 2 a1 = Q- F'"Ya)F(a)
a(2)0 a(g)la(g)g...a(g)m m—:)-oo s = a1 — F'*l(a)F(al)

Ao Am1a(2--Awym | > Gl =y = F'"Ya)F(ay)

donc
Uni1 = an — F"Y(a)F(a,) Yn €N

de la méme fagon qu’on a fait pour (ag,) on montre que la suite (@ ),y st de

meN
Cauchy Vn € N, donc elle converge vers un nombre dans Z, c’est a dire que a,, € Z,

,vn € N.

Maintenant ; en montre I'inégalité suivante
1
]F(an)|p < }; ,vn € N. (1.48)
En effet, on remarque que
F(anm) = 0modp™ ,Vn,m € N. (1.49)

tel que (Gpm),,cy €t une suite de Cauchy définit dans (1.46), elle converge vers a,, quand

m — 400 , d’ou
. 1
[Flan)], = lm [Fanm)], < —.

P m—too pn

Donc, d’apres la proposition précédente la suite (@) tend vers une racine b, de F'

neN
dans Q, ; i.e.

F < lim anm) =0
n—+o0o

Passons a la limite quand m — +o00 on obtient (F est un polynéme, donc continue sur
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F( lim an) = F( lim < lim anm))
n—-4o0o n—-+o0o \ m—-+oo
= lim {F( lim anm)} =0
m—-+00 n—-+00
c’est-a-dire
F()=0

D’ott ce qu’on voulait démontrer. m
On donne maintenant deux applications du lemme de Hensel pour caractériser un type
des nombres algébriques. Ce sont les racines n“™¢ de I'unité, appelé souvent représentant

de Taichmiiller, et les racines carrés d’'un nombre p-adique :

Représentant de Taichmiiller

Considérons le polynéme F'(z) = XP~1 — 1, on a

Vs=1,p—1: F(s)=0modp

et
F'(s) = 1mod p
En effet, nous avons

1 < s<p-1=|s[,=]1,=1

-1
= s, =11, =1

donc

st —1 » < max(}spfllp , \1\]3)

—1
= max(|s[;,[1],) =1

ce qui implque

{Spfl — 1| <l= |5p*1 — 1‘ <
p p

e~

puisque
Va € Qp; lal, € {p™,m € Z} U {0}.
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D’autre part

Flz)=(p-1XP?2-1 (1.50)
d’ou
F'(s)l, = [p-1s"? =1 = |ps"* =52~ 1|
-2 -2
< max(lpl, |2 || ,[1],)
1
= max(—,1)=1
D
tandis que

- 1
72, =, =1 > = Ipl I,

donc F'(s) = 1 mod p.
En appliquant le lemme de Hensel pour les nombres s = 1,...,p — 1, on trouve p — 1
racines de F' dans Z,, on les note wy, ..., w,_1, telles que : F(ws) =0 et w, = smodp.
Nous avons, évidement, w; = 1, et on pose aussi wyg = 0; donc on peut caractériser

les représentant de Taichmiiller ainsi :

Proposition 1.3.20 I existe une unique famille

(wi);—op=1 € (Zp)"

appelée ” famille des représentants de Teichmiiller” tel que pour tout s € {1,...,p—

1}

ws =smodp et w! = ws. (1.51)

Par ailleurs; on a wg =0 et wy = 1.

Les racines carrées dans Q,

Proposition 1.3.21 Soit a = \.p*® € Q; ,

a admet une racine carrée si et seulement si les deux conditions suivantes soient vérifiées

avec X = g+ ai1p+asp® + ....... € Zy,. Alors

i) vy(a) est pair
et
. { Sip=2: vy(\) >3 (i.e. \ = 1mod8)

)
Sip>2: ay € Z admet une racine carrée dans Q,.
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Preuve. Soit a = \.p*r(® ¢ Qy; A € Z;,. 11 s’écrit sous la forme
a=p*D(ag + ar1p + agp® + ... )=pP @\ | avecag#0, A€ Z, (1.52)
Supposons que a est un carré dans Q , il existe donc

z = p (x4 z1p + T2p® + ... ) =p=r@ e Q, ,aveczo#0, peZ,

tel que 22 = a, d’ou

2vp (2)

p MZ — pvp(a))\ — Up(a) = 21}17(37) et [12 =A

donc v,(a) est un nombre pair.
Pour démontrer ii) on distingue les deux cas suivant :
1) Sip=2,onamxy#0eta #0,donc xg = agp = 1. D’autre part 2? — a; = Omod p,

on obtient
pro= (T4 a2+ 122 + .03
= 1+4+2,2°+ 3:%22 + 2923+
T + 22

= 14 ()2

Or que
4 22
7 5 7 + 29 € {0,1}
pour z1,xs € {0, 1}, donc
2 1 + o} 3 2
prt =<1+ + a0 | 27+ . =14+ a2+ a2" + ... (1.53)

Ce qui donne a; = ay = 0, d’ol

A= 1+a323+a424+ .......
= 1+23.(a3+a424+ ..... )

Alors A = 1 mod 8.

2) Si p > 2, alors 3 — ag = O0mod p. On applique le lemme de Hensel sur le polynome
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F(y) =y* —aqg , tels que

( F(u) =X —ag=0modp

et

[ F'(n) =20, [F'(wo)l, = |220], = 1

donc il existe un entier p-adique unique b tels que F(b) = b*> — ag = 0, ce qui veut dire

que ag admet une racine carrée dans Q,. =

Remarque 1.3.22 D’aprés cette proposition le nombre p-adique x = +/a est algébrique
de degré 2, i.e. quadratique.

Exemple 1.3.23 Comme nous avons —1 # 1 mod 8 donc le nombre 2-adique y = —1 n’a

pas de racine carrée dans Q.

Exemple 1.3.24 Dans Q5 le nombre a = 7 n’admet pas une racine carrée. En effet, soit
r=x9+ 1.5+ ... +2,.5" 4+ ... € Qs

on a

=a= (2o+ 1.5+ ... +2,.5" + )2 =7=2+1.3

donc
72 =2mod5 avec zy € {0,1,2,3,4}

alors xg n’existe pas. C’est-a-dire que ’équation x* = a n’a pas de solution x.
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Chapitre 2

Automates finis et fractions

continues

2.1 Automates finis

Les automates finis constituent I'un des modeéles de calcul les plus basiques. Ils forment
toutefois une classe remarquable de machines de Turing, qui est un modele abstrait (al-
gorithmique) du fonctionnement des appareils mécaniques de calcul, tel un ordinateur
et sa mémoire. Un autre aspect important de I'utilisation des automates finis en théorie
des nombres vient du fait qu’ils peuvent étre utilisés comme des machines permettant
de reconnaitre des ensembles de nombres intéressants. Nous rappelons dans cette partie
quelques définitions relatifs a cette notion.

Intuitivement, une suite a = (a,), > 0 est dite k-automatique si a,, est une fonction
assez simple de l’écriture de l'entier n en base k (fonction a états finis). Cela signifie qu’il
existe un automate fini qui, lorsqu’on lui donne en entrée ’écriture en base k de 'entier
n, produit en sortie le symbole a,,. Ces suites ont une structure tres riche et jouissent de
nombreuses propriétés. L’ouvrage d’Allouche et Shallit [11] est une excellente référence
sur ce sujet, et les définitions et les théorémes de cette section apparaissent, la plus part,

dans ce livre.

2.1.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.1 e On appelle alphabet tout ensemble fini, on le note A. un élément w
de l’alphabet est appelé lettre.

e Un mot W est la concaténation des lettres de A, on écrit

W = wiwows...w,, avec w; € A,Vi=1,n
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e La longueur de W est le nombre des lettres que contient W, on le note |W|. D’ot on
aura

|[W| = |wywaws...wy,| =n

e Le miroir de W est le mot W défini par W = ,,...2511. D0t on a |W| = ‘W} =n.
Par exemple : W = 2015 donc W = 5102. Notons que WX = X W.
e On dit que le mot W est un palindrome si W = W.
Par exemple : W = sos , W =le sel on a W = W.
e On dit que le mot W est un quasi-palindrome s’il est de la forme W = XY ZY X ot
X.Y,Z sont des mots, dans ce cas on a W = XYZY X.
Par exemple : W = 1034214301, on a W = 1034124301.
e On note par |W|,, le nombre d’occurrences de la lettre w dans le mot W.
Par exemple
|W|, = [110010001|, = 4

e Un carré est un mot du type X =WW = W2,
Par exemple : W = aab et X =aabaab.
e Le mot vide ¢ est le mot de longueur zéro.

e On définit les ensembles suivants :

(A ={WeA [W|=n},

A® = {e}, par convention,

At =JA"
n>0
A= [JA"=AT[JA".
\ n>0

e On appelle langage sur un alphabet A tout sous ensemble de A*, on le note L.

Exemple 2.1.2 Soit lalphabet A = {a,b,c}, le mot W = ab est de longueur 2, i.e
|W| = 2. Pour le mot y = cbb on a

lyl=3 et |y[,=2

On peut définir un langage sur cet alphabet par
L={WeA*) [W|=10et |W|,=5}.
c’est-a-dire [’ensemble des mots de longueur 10 tel que la lettre a apparait 5 fois.

Exemple 2.1.3 Soit l’alphabet A = {0,1}. Le mot W = 0101101110 est de longueur 10,
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i.e |W| =10, et de plus |W|, = 4. Voici un langage défini sur cet alphabet
L={WeA"/ |W|<25}.
Donnons & présent une définition plus formelle de la notion d’automate fini :

Définition 2.1.4 Un automate fini est un 5-uplet (quintuplet) F = (A, Q, E, G, 0) telle
que :

A est un alphabet.

Q@ est un ensemble fini, appelé ensemble des états de l'automate.

E C Q l'ensemble des états initiaux de l'automate.

G C Q Uensemble des états finaux (terminauz, acceptants) de l'automate.

0:Q X A — @ une application de transition.

On dit aussi que F est un k-automate fini.

Définition 2.1.5 On dit qu’un mot W est reconnu par un automate fint F s’il y a une
suite de transitions (qo, q1, .-, qn), partant d’un état initial aboutissant & un état final, et

dont la suite des étiquettes est W'.

Définition 2.1.6 Le langage reconnu par l'automate F est l’ensemble de tous les mots

reconnus par cet automate, on le note L(F).

Exemple 2.1.7 Soit l'automate fini F= (A, Q, E,G,0), ou

A ={a,b}, Q={q q. ¢}, E={w}, G={¢}

d:Q x{a,b} — Q Uapplication de transition définie par :

6((]07 a) = q1 ’ 5<q0a b) = {qo
5(611; a) = ¢ , 5(611, b) = Q2
5(Q2> a) = 1 , 5(Q2, b) = qo

Les mots suivants sont reconnaissables par cet automate : v = aab, y = aaab, z = aabaaab.

1l y a une autre représentation de cet automate, c’est la représentation graphique :
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Fig.1. Automate fini a trois états.

Définition 2.1.8 Un automate fini F= (A,Q, E,G,J) est dit déterministe (AFD),
sl admet un seul état initial, et a partir de chaque état il y a au plus une transition ;
autrement dit :

o cardll = 1.

e card{q € Q/ §(q,w) =q¢} <1 ,VYq€Q ,Vw € A.

Dans le cas contraire on dit automate non déterministe (AFND).

Théoréme 2.1.9 Tout automate non déterministe peut étre transformé en un automate
déterministe (AFD).

Remarque 2.1.10 Dans les applications en théorie des nombres, on utilise que les au-

tomates finis déterministes pour assurer l'unicité des mots engendrés.

2.1.2 Nombres et suites automatiques

Une suite (ay),,~, & valeurs dans un alphabet fini d’entiers naturels {0, 1,2, ...,k — 1},
peut étre considérée comme le développement en base k£ d’un nombre réel ou d’un nombre
p-adique si k est premier ; on peut également lui associer le nombre dont le développement
en fraction continue est donné par la suite (1 + a,,),~, , et dans tous les cas, étudier, par
des méthodes d’approximation, la nature algébriqu; de ce nombre en relation avec la
nature combinatoire de la suite initiale.

Si 'on se donne une suite de 0 et de 1, on peut lui associer aisément un nombre réel
en mettant une virgule, disons aprés le premier terme, et en considérant le nombre réel
dont cette expression est le développement en base 2. Par exemple, en partant de la suite
de Thue-Morse

011010011001011010010110.. ..
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on obtient le nombre (écrit en base 2)
0,11010011001011010010110. ..

On peut démontrer que ce nombre est transcendant.

Plus généralement, il se produit le phénomeéne suivant : si on prend une suite engendrée
par un automate comme ci-dessus, ou bien cette suite est ultimement périodique, c’est-
a~dire périodique & partir d’'un certain rang, et le nombre (réel ou p-adique) associé est
rationnel, ou bien elle n’est pas ultimement périodique et ce nombre est transcendant. Ceci
est un résultat dit a Loxton et van der Poorten [43], dont la preuve proposée repose sur
une méthode introduite par Mahler, voir [15] et [64]. On peut aussi énoncer la contraposée
du résultat de Loxton et van der Poorten : les chiffres d’'un nombre algébrique irrationnel

ne peuvent pas étre engendrés par un automate fini. Comme le nombre v/2 :

Chiffres Décimales
V2 = 1.41421356237309504880168872420969807856967187537694807317667973
799073247846210703885038753432764157273501384623091229702492483
605585073721264412149709993583141322266592750559275579995050115
278206057147010955997160597027453459686201472851741864088919860
Chiffres binaires
V2 = 1.011010100000100111100110011001111111001110111100110010010000
10001011001011111011000100110110011011101010100101010111110100
11111000111010110111101100000101110101000100100111011101010000
10011001110110100010111101011001000010110000011001100111001100

Définition 2.1.11 Soient k € N*—{1} et (ay),~, une suite a valeurs dans A = {0,1,2, ...,k — 1}.
On dit que la suite (ay,),~, est k-automatique ; s'il existe un automate fini F= (A, Q, E,G,0)
et une application B

v:Q—{0,1,2,....k — 1}

telle que ¢(q) = a, ou q est l’état atteint par l'automate pour l’entrée n en base k.
Autrement dit, une suite est k-automatique si son n-iéme terme, Yn € N, est engendré

par une machine o états finis, lisant en entrée le développement de n en base k.

Définition 2.1.12 On identifie la suite (otn)n20 d’éléments de A avec le mot infini apay...a,...
dans A*.
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Exemple 2.1.13 Soit la suite (ay),, définie par :

) :{ 1 sin=0[3.

0 sinon.

Et soit 'automate fini F= (A, Q, E,G,¢), donné par :
Ualphabet A = {0, 1,2}, les ensembles des états

Q=1991,9,0,91, 9,9} . E ={q},G ={q1,¢5,q1. g6} ,

lapplication de transitions :

0(q0,0) = a1,0(q0,1) = ¢4,0(q0,2) = @
6(¢:,J) = @1 , i=14 ,5=0,1,2
6(¢:,0) = ¢:,0(¢5,7) = Giy1 , 1=2,5 ,j=1,2
0(¢;,0) = @qi-1,0(q5,j) =q; , 1=3,6 ,j=1,2

Il est clair que, sin = 0[3] alors son écriture en base 3 commence par 0, donc l’automate

atteint les états q1 et q3 pour ’entrée n en base 3, d’ot
an =¢(@)=1 , 1=13

Dans ['autre cas, ’écriture en base 3 de n commence par 1 ou 2, ainsi que l’automate

atteint les états q4 et qg ; d’otu
ap, =p(q;) =0 , i=4,6.
Nous avons démontré que la suite (an)nzo est 3-automatique.

La suite de Thue-Morse, également appelée suite de Prouhet-Thue-Morse, est proba-
blement I'’exemple le plus célébre de suite automatique. Cette suite a été utilisée pour la
premiere fois de facon implicite par le mathématicien francais Eugéne Prouhet en 1851,
pour donner une solution a un probléme de théorie des nombres appelé depuis le pro-

bléeme de Prouhet-Tarry-Escott. Le mathématicien norvégien Axel Thue I’a découverte et
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'utilisée dans Darticle [63] publié en 1912 qui, avec un autre article datant de 1906, est
I’article fondateur de la combinatoire des mots. La suite a été redécouverte par Marston
Morse en 1921. Morse I’a utilisée dans son article [48] pour donner un exemple d’une suite
récurrente non périodique.

Il y a plusieurs maniéres équivalentes de définir la suite de Thue-Morse, on donne ici

deux définitions :

Définition 2.1.14 Soit la suite (t,),,>, définie par

s 0 st le nombre des 1 dans [’écriture binaire de n est paire.
" 1 sinon.

cette suite est 2-automatique.

En effet, il existe un automate fini définie par l'alphabet A = {0,1}, l’ensembles des
états Q = {qo, 1}, F = {q} , G = {q1}, Uapplication de transitions : 6(qo,0) = qo ,
q0,1) = q1 , 0(q1,0) = q1 , 0(q1,1) = qo, et une application ¢ : Q — {0,1} définie par
©(q) =0, o(q1) =1, tels que :

Si le nombre des 1 dans l’écriture binaire de n est paire on a t, = p(q) = 0; et si le
nombre des 1 dans l’écriture binaire de n est impaire on a t, = p(q1) =1 .

La suite (tn)nzo est appelé suite de Thue-Morse, de sorte qu’elle calcule le nombre de

1 modulo 2 dans la représentation de n en base 2

n 01 2 3 4 ) 6 7 8
(n), 0 1 10 11 100 101 110 111 1000
ln 01 1 0 1 0 0 1 1

Le mot de Thue-Morse (infini) qui correspond est donné par
W =0110100110010110100101100110100110010110011010010110100110010110.. ..
La figure suivante nous donne un aper¢u sur cette suite

1
0
@ 0 )
1
Fig.1. Automate fini engendrant la suite de Thue-Morse.
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Dans le chapitre 3 on va utiliser la définition suivante :

Définition 2.1.15 Soient a et B deux entiers naturels différents. La suite de Thue-Morse
(tn),>o @ valeurs dans l'ensemble A = {«, B} est définie par t, = o (resp.3) si Uécriture

binaire de n contient un nombre paire (resp. impair) du chiffre 1. Autrement dit

(2.1)

y a st Uécriture binaire de n contient un nombre paire de 1.
n — .
I} sinon.

La suite de Thue-Morse a de nombreuses propriétés. Dans ce qui suit, on a besoin des

théorémes suivants :
Théoréme 2.1.16 On peut définir la suite de Thue-Morse par les relations de récurrence
suivantes :
to - O
th:tn 5 t2n+1:1—tn s VTLZO
Preuve. Voir [11]. =

Théoréme 2.1.17 Le mot fini défini par les lettres de la suite de Thue-Morse
W = totl...t4k,1,v1€ Z 1
est un palindrome , i.e. W = W, et les deux lettres de Ualphabet A ont le méme nombre
d’occurrences.
Preuve. Voir [11]. =
Définition 2.1.18 Soit A = ) a,p" € Z,; on dit que A est k-automatique, pour 2 <
n>0

k <p—1, sila suite des chiffres (a,),~, est k-automatique.

Définition 2.1.19 Soit 5 = > a,p" € Q,; pour n > —N on pose b,yn = a, , on

n>—N
trouve que
B= D buanp” = ) bup"™ "
n>—N m>0

On dit que [ est k-automatique si la suite des chiffres (by,), <, est k-automatique.

Exemple 2.1.20 Soit l’entier 2-adique

A = 222”:1+22+24+26+28+...

n>0
= 10101010101010101010101010101010...
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la suite des chiffres (ay),~, est définie par :

1 st n est pair.
Ap = . . .
0 st m est impair.

C’est une suite 2-automatique. En effet, on a Uautomate fini F= (A, Q, E,F,§) , ou :

A= {07 1}-Q = {CJO>Q1,C]2}-E = {QO}-G = {Q1,CZ2}-

0:Q x A — Q Uapplication de transition définie par :

6(90,0) = q1,6(q0, 1) = ¢2,0(¢1,0) = ¢1,(q1,1) = q1,6(q2,0) = q2,0(q2, 1) = @o.

Et DUapplication
¢:Q—{0,1}

définie par o(q1) =1, p(g2) = 0.
Sin est pair, alors son écriture binaire commence par 0, donc l’état atteint par l’automate

est qp , d’ot on a
Qp = (P<Q1) = 1.

Et si n est impair, donc son écriture binaire commence par 1, et l’état atteint par l'auto-

mate est g3 , d’ou on a

an = ¢(q2) = 0.

Alors le nombre \ est 2-automatique.

Exemple 2.1.21 Soit l’entier p-adique

Y= anp"

n>0

avec (an>nzo est une suite de Thue-Morse; Il est clair que ce nombre est 2-automatique,

et nous avons :

vo= 2422420 42T 428 4oty développement p-adique

= (01101001100101101001011 ... mot de Thue-Morse correspond
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2.2 Fractions continues

Pour les définitions et les théorémes de cette section on pourra consulter : [24, 34, 38|
pour le cas réel, et 25, 26, 27,59] pour le cas p-adique.

L’un des outils privilégiés pour étudier I’approximation d’un nombre réel ou p-adique
par des nombres rationnels est d’utiliser le développement en fraction continue.

Dans le cas réel, la méthode pour construire les fractions continues est clair, puisque
pour tout nombre réel x, il y a au plus deux valeurs d'un nombre entier o tel que 0 <
|z —a| < 1. Dans le cas p-adique, il existe une infinité d’entiers o € Z tel que 0 <
|z — «af » < 1. Cependant, il est difficile de trouver une méthode analogue au cas réel pour
définir les fractions continues p-adique. Dans la suite, on va décrire la défintion commune

pour les deux cas, puis on distingue le cas p-adique dans la section suivante.

2.2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.2.1 Dans un corps k = R ou Q,, nous définissons les fractions continues
par une suite de fonctions homographique : (i.e. sous la forme d’un quotient de deux fonc-
tions affines)

o] =at 1
T
1
[ao; aq, ] = [ao; [ar, 2]] = ao + i
aq + -
x
L [ao; a1, a9, ..., an, x| = [ag; a1, az, ..., Gp_1, [an, T]|

avec a; € Q , Vi > 0 . On appelle (a;)ien la suite des quotients partiels, et on appelle

lag; ay, as, ..., a;] la i réduite de ce développement, on la note &
4;

Remarque 2.2.2 Si le développement est infini (on écrit [ag; ai, az, ..., ap, ...] ), et s’il est

périodique o partir de ay, on écrit [ag; ai, az, ..., x| -

Il y a des critéres de convergence pour les fractions continues réelles infinies dans
plusieurs références citées avant. On donne dans la section 2.2.2 des criteres de convergence
pour les fractions continues p-adiques.

On va utiliser les matrices pour décrire I'expression explicite de — :
4i
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1
Définition 2.2.3 La matrice de la fonction homographique a;, + — est donnée par
z

()

donc la matrice de la fonction homographique [ag; a1, as, ..., ax, z] est donnée par

o) (e h)-( s )

1l en résulte une matrice 2 X 2, on la note

Pk DPk—1

qr  qk—1
Pk Pr-1 | _ [ o 1 ap 1 ap 1
qr  qk-1 1 0 1 0/ 1 0

C’est-a-dire qu’on aura

d’ot, on a

T PrT + Pr—1Y
ap + I = |G0; 01,02, ..., Ay —| = ————————
a4 vl @+ aray

1 1
as + ...

ak—i——
X

avec les relations de récurrences pour i € N :

¢

p-1=1,po = ao,
Dit+1 = Qit1Di + Di—1
et
q-1=0,90 = 1,
L Git1 = Qiy1Gi t i1,

et pour k € N on a :

1 Pk
ap + 1 = [aO;@l,a27 "'7a/€*1’ak] -
qk

a; +

(2.2)
1
a9 + e

ag

Cette définition exige que g n’est pas nul, on remarque aussi que p; et ¢; ne sont pas
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des entiers. Nous aurons donc besoin d’introduire ces nombres en fractions de nombres

entiers :

Définition 2.2.4 Soit a; = z—l avec b; € Z* et ¢; € N*, on définit des nouveaux réduites

par :
j=n j=n
P, = <H cj> pn et ), = (H cj) In (2.3)
=0 =0

Il est facile de prouver par induction que p.,, q/, € Z* ; ¥n € N .

Proposition 2.2.5 La suite des réduites vérifie l’équation :

Prdk—1 — qkPk—1 = (—1)’”17 vk € N.

Preuve. On va démontrer la relation par récurrence :

Pour £ =0 : Poqd—1 — GopP—-1 = aO.O —1.1= (—1)0+1.
Supposons que le relation est vrai pour k, i.e. prqr_1 — qrpr_1 = (—1)L.
nous avons pour k + 1 :
Pkl = Qgpr1Dk T Pk—1 €6 Qry1 = Qr1Qr + Q1 (2.4)
d’ou
Pr+1Qk — 1Pk =  (Qrr1Pr@r + Pe—1Gk) — (Qrt1GkPr + Qr—1Pk)

= — (Pe@r—1 — @wpr—1) = — (1) = (=1)F?
ce qu’il faut démontrer. m

Les deux questions naturelles suivantes ont connu des réponses en considérant Q
comme un sous ensemble de R ou de Q, :

Question 1 : Etant donné une suite (a;)ien & valeurs dans Q*, Est-ce que la suite
des réduites ([ag; a1, az, ..., a;]),cy admet une limite dans R? dans Q, 7

Question 2 : Etant donné un nombre réel ou p-adique «, est-ce qu’on peut trouver
une suite (a;);en & valeurs dans Q* tel que la suite ([ag; a1, ag, ..., a;]),cy converge vers o
dans R? dans Q, 7

Afin d’¢tudier la convergence de la suite ([ag; a1, as, ..., a;]),cy , nous considérons la

série ZZj <% — Z;j) ; d’aprés la proposition (2.2.5), on trouve

k .
-1 i+1
Pr _ Do, y =)™ (2.5)
4 90 = 4di%i-1
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On note [ag; ay, ..., a;, ...| la limite de [ag; ay, as, ..., a;] si elle existe. La propriété sui-

vante est connue dans le cas réel :

Théoréme 2.2.6 Si la suite des quotients partiels (a,)nen Satisfait
Min{a,,n € N} >0,

alors la suite des réduites ([ao; a1, ag, ..., ax) ey admet une limite dans R et on a de plus

|4n [a0; a1, @z, .. @k, -] = o] < : (2.6)
|Qn+1|
Preuve. Notons que ¢,q,.1 est croissant. En effet, on a Vn € N :
An41 > 0,¢, > 0= an+1qn > 0
- An+19n + n—1 > Qn-1
== Gn+1 > Gn—1 = QnQn+1 > Gn—19n
Soit maintenant £ = Min{a;;i € N}. On aura les deux cas suivants :
i) Si ¢ > 1, on démontre par récurrence l'inégalité :
VneN:qg, >&" (2.7)

Nous avons : go =1=¢", ¢ = a1 > &', on suppose ¢, > ", on a

Qi1 = Qps1Qr + Qro1 > EMT1 77 > ¢ntd

donc la relations est vraie Vn € N.

A partir de l'inégalité (2.7), on aboutit a

1
< 21

‘ (_1)1‘4—1
qiqi—1

Cela signifie, d’apres (2.5), que la série

+oo (_1)i+1
= didi-1

converge (elle est bornée par la série géométrique convergente ZZZFOO 52%1 , avec % <1).

d’ou la suite des réduites (f;—:) converge quand k — +00.
k

ii) Si 1 > ¢ > 0, on démontre par récurrence :
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(2.8)

£+m>”_l
2

‘v’nGN:qn2£<

En effet, pour n =0,onagy=1> L S
Y 3 qdo _£+\/m

Supposons que la relation est vraie Vk = 0, n, nous avons :

dn+1 = an+1qn+Qn—l
5 n—1 5 n—2
. §2<§+\/2W> +§<§+\/2W>
N §<§+\/§2+4>n %, 4
B 2 E++/E+4 (§+\/§2+4)2
N §<5+\/§2ﬁ>” 26% + 26/E T4 +4
N 2 i (§+\/§2+4>2

5(&@)"
2

)
#>1'

Pour démontrer I'inégalité (2.6), il suffit de passer a la limite quand k& — 400 dans la

On revient au premier cas (2.7), en remarquant que £’ =

relation suivante :

i=k :
DPn -1 ol
[ag; ax, as, .., ax] — —| = ( ' )
qn i=n+1 qiqi—1
1
|ann+1|

D’otut ce qu’on voulait démontrer. m
Dans les démonstrations de la transcendance du troisiéme chapitre, nous avons besoin

d’une majoration de p; et ¢;, comme suit :

Lemme 2.2.7 On Suppose que a; € Q' et que l’ensemble {a;;i € N} est bornée. Soit
E=Max{a;;i € N}, alors

<

n >

n n+1
<:+m> . <(5+¢Em)
2 "= 2 '

Preuve. On démontre par récurrence l'inégalité de ¢, :
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Pour n =0 : C’est évident. Pour n =1

E+VE 14

=g < =<
q1 152 5

Supposons que la relation est vrai pour n, i.e.

<5+¢m)”
2

Gn <

nous avons pour 7 + 1

n+1 = Qp+1Qn + Q-1

n n—1
:<E+¢m> +<a+¢am>
2 2

IN

—

2= 4

— +
E+VE+L (2421 4d)]

n+1
. <E+ m)
- 2

(1]

n+1
B < + m)
N 2

Par la méme procédure on démontre par récurrence l'inégalité de p,, :

< E+vVE2+4

- 2

Pour n =0

po=ap <=
et pour n =1
P =ajag < 2 <

2
(E +VEE 4)
2

_ — n—+1
Supposons que la relation est vraie pour n, i.e. p, < (:*TM)

Nous avons pour n + 1

Pntl = Qui1Pn + Pt
n+1 n
B :(E+\/E2+4) +<E+\/EQ+4>
- 7 2 2

—_
— 4
=

+
StVE L (2vEia)

n+2
- (E +VEE 4)
- 2

n+1
B (E + JE27+4)
- 2
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ce qu’il falait démontrer. m
L’algorithme suivant est la méthode la plus simple pour calculer les fractions continues
d’un nombre rationnel dans R :

1

T — Qo

Algorithme 2.2.8 Soit r € Q, On pose ag = [r] , r1 = , puis en met a; = [rq] ,

Ty = , et ainsi de suite, tant que r; n’est pas un entier.
T —ag

On trouve deux suites récurrentes définies par

1
Tnt1 =
Tn — Qp
an = [Tp]
Donc les fractions continues de r sont les termes de la suite (5—”) définie par
"/ neN

Ph=a , Pr=apa;+1

Q=1 , Q=
Pn:anpn71+Pn72

Qn - anQn—l + Qn—Q

5
Exemple 2.2.9 On va appliquer cet algorithme dans Q,. Soitp=7,r=—, On a

21
5  34-7 4 1
20 37 7 3
4 9 3
— ?+2+2.7—|—2.7 +2.7° + ...

la partie fractionnaire de v est donnée par ag = (r), = % +2 = 1—78, donc

1 -3 4
7"1 = :—:——1

r— ag 7 7
4
= ?+6+6.7+6.72+6.73+...

’["2 = = —
M —ap 7

6
= ?+6+6.7+6.72+6.73+...
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c’est & dire que ay = (o), = g +6 =2 alors

on aboutit 4

as = <T3>7 = <7“2>7 = G2

Ainsi, les suites (ar), oy €t (Tn),en SONt stationnaires, donc infinis. Cela signifie que l'algo-
rithme classique pour calculer le développement en fraction continue d’un nombre rationnel

n’est pas fini dans le cas p-adique.

On donne ici, les énoncés des trois théorémes les plus célebres dans le cas réel, qui
caractérisent le développement d’un nombre rationnel en fraction continue, et celui d’un

nombre quadratique :

Théoréme 2.2.10 Le nombre réel r est un rationnel si et seulement st la suite des quo-

tients partiels (a,), oy est finie.

Théoréme 2.2.11 (Lamé) Le nombre de termes du développement en fraction continue
a
d’un rationnel — est inférieur a cing fois le nombre de chiffres servant a écrire le plus

petit des deux entiers a et b.

Théoréme 2.2.12 (Lagrange) La suite (a,),.y est ultimement périodique si et seule-

ment si r est algébrique de degré deuz (i.e. quadratique).

2.2.2 Fractions continues p-adiques

Afin d’obtenir une réponse positive, avec une solution unique, a la Question 2 : Est-ce
qu’on peut trouver une suite (a;)ieny a valeurs dans Q* tel que la suite ([ag; a1, ag, ..., a;]);cy
converge vers un nombre o dans Q, 7

Plusieurs algorithmes a la Fuclide ont été pris en considération. Il existe deux défini-
tions différentes du développement en fraction continue d’un nombre p-adique, la premiére
est celle de Schneider [59, 1968], et la deuxiéme est due & Ruban [55, 1970], cette derniére
a été modifiée par Browkin [25, 1978], et elle est redécouverte par Wang [66, 67, 68, 1985].
Schneider semble étre le premier qui a défini un algorithme des fractions p-adiques d’une
maniére naturelle, pourtant avant lui, il y avait Mahler [46] qui a donné une représen-
tation géométrique des fractions continues d’un entier p-adique, mais cette construction
n’était pas d’une maniére naturelle, dans le sens qu’elle n’a pas eu lieu en choisissant les

quotients partiels et en construisant les restes itérativement.
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Nous mentionnons que Ruban a considéré les quotients partiels a; dans ’ensemble

z H 10, p| avec

1 1 1 !
Y/ |i]—91 = {ao—l—al; + ... —i—akﬁ/ao,al,...,ak,k € N} = {E/ Oé,k' S Z} (29)

1
Tandis que Browkin a considéré les a,, dans Z {—} N ]—g,g[ telles que |a0|p = 1et

p
|| , > 1 pour tout n dans N*. Dans qui suit, on va décrire les trois définitions, ainsi que

leurs algorithmes de calcul :

Définition 2.2.13 (Schneider) Soit x € Z, un entier p-adique, avec p > 3, le déve-
loppement en fraction continue de Schneider (on l'abrége FCS) de x est donné par la

formule
no

p

p

by +
by +

CL':bo—f—

2

b
by + ...
avecng € N, by € {0,1,2,...,p—1} et n; e N*, b; € {1,2,...,p — 1} Vj e N*.
On écrit

T = (2.11)
bg; bl, bg, bg, ......

Algorithme 2.2.14 (Schneider) Nous présentons ici, l’algorithme permettant de déve-

lopper un nombre p-adique quelconque x en FCS :
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étape 0 : On met xo = x.
étape 0": On choisit by = 0,p — 1 tel que v,(xg — by) > 0,

a ce stade on aura ng = v,(xo — by).
p" p"

étape 1 : On met vy = ———, donc x = xg = bg + —.
Zo — Og 1

étape 1’ : On choisit by = 1,p — 1 tel que vy(x1 — by) > 0,

a ce stade on aura ny = vy(x; — by).

1 ]

étape 2 : On met xo = , donc x = by + P -
p

by +—

X2

étape 2": On choisit by = 1,p — 1 tel que v,(xg — bg) > 0,

l’l—bl

a ce stade on aura ny = v,(x2 — by).

pnm—l pnO
étape m : On met v,, = ——— , donc v = by + T
Tm—1 — bmfl bl + p

Nm—1
bm— 1+ u

T

étape m': On choisit b, = 1,p — 1 tel que v,(z,, — by,) > 0,

a ce stade on aura Ny, = Vy(Tm — by,).

...etc

Remarque 2.2.15 Si z,, = b,, l'algorithme s’arréte, et b,, c’est le dernier terme du

développement en fraction continue de Schneider.

Remarque 2.2.16 Avec la définition de Schneider, les nombres rationnels n’admettent
pas tous un développement fini en fraction continue. Dans le chapitre 3 on donne un
théoréeme de Bundschuh qui caractérise les nombres rationnels qui ont un développement
fini en FCS. Bundschuh a également démontré que les fractions continues de Schneider du
nombre quadratique /m € Q,,, avec m € N, ne sont pas toujours périodiques. Le théoréme

de Lagrange n’est pas valide au cas des fractions continues de Schneider.

1
Exemple 2.2.17 Soitp =3, r = —3 : D’aprés algorithme de Schneider on a
1
étape 0/ On met xy = —3
1
étape 0°/ On choisit by € {0, 1,2} tel que vp(—§ —by) >0, dot by =0, on aura ng = 0.
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0
étape 1/ On met x, = =-2=1+23+23%+23%+ ...

1
=k 0
étape 1°/ On choisit by € {1,2} tel que v,(—2 —by) >0, d’ot by =1, on aura ny = 1.
31
étape 2/ On met xo = 51 = —1=x.

étape 2°/ Donc by =b; =2 et ng =ny = 1.

étape m/ On met x,, = Tp1 = ...=x1 = —1.
étape m’/ Donc b, =by,—1 =2 et ny, =np_q = 1.

I 30
- o
1+ 51
2+ 51
2+
24+ ..
qui s’écrit aussi
30, 3t 3L, 3t ...
1 — ) Y ) Y
5=
L2, 2, 2 2 ...
1
On voit bien que le développement en FCS de x = —3 dans Q3 est stationnaire, donc il

est infini.

Définition 2.2.18 (Ruban) Le développement en fraction continue de Ruban (on l’abrége
FCR) de x € Q, avec p > 3, est défini par

x = by + : (2.12)
bt ——7—

b
2+b3+...

1
tels que b; € Z [—] N0,p[ VjeN, |b|, >1 et |bj],>1 Vj €N
p
On écrit
xr = bo, bl, bg, bg, ...... (213)

Algorithme 2.2.19 (Ruban) Nous présentons ici, l’algorithme permettant de dévelop-

per un nombre p-adique quelconque v en FCR :
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+o00
étape 0 : On met 1y = x, avec son développement de Hensel > aypF.

k=—m
étape 0': On choisit by = (xo), = % + % + ..+ % + .
étape 0": Si (x0), = w0, d'ou [z], =0, alors Ualgorithme s’arréte, ce qui veut
dire que le développement est fini et x est un nombre rationnel.

Sinon on passe a l’étape suivant

1
To — bo .
étape 1’ : On choisit by = (1), .

étape 1 : On met 1 =

étape 1”: Si <x1>p = x1,d’ou [xl]p =0, alors l'algorithme s’arréte, ce qui veut
dire que le développement est fini et x est un nombre rationnel.
Sinon on passe a [’étape suivant

1 1
étape m : On met v,, = ——— , donc x = by +

Tm—1 — bmfl

by +

1
b1+ —
m
étape m': On choisit by, = (Tm), -
étape m”: Si (mm>p = Ty, d'oU [T , = 0, alors Ualgorithme s’arréte, ce qui veut
dire que le développement est fini et x est un nombre rationnel.

Sinon on passe a l’étape suivant

...etc

1
Exemple 2.2.20 On prend le méme nombre x = ——= dans Q3. D’aprés ’algorithme de

Ruban nous avons les étapes suivantes :

1
étape 0/ On met xg = —5 ona —1=2+423+232+23+ ..,

—1 +oo
d’ot -5 = S13F=14+13+1.3>+1.3%+ ...

étape 0°/ 6:77? choisit by = (xo), = 1.

étape 1/ On met x; = 11 :—g:%+2+2.3+2.32+2.33—|—...
-3 1

(puisque —2 =1+2.3+2.32 +2.3% + ...).

étape 1’/ On choisit by = <x1>p = é +2= g

52



étape 2/ On met 1y = % = —% = ; +2+4+234+2324+233+ ...
3 3 2 g

étape 2°/ On choisit by = (1), = 3t 2= 3

étape 2/ On met x3 = 1;8 = —% = Ty.
3 3

étape 2’/ On choisit by = (3), = (72), = ba.

étape m/ On met x,, = Tpp—y. Ym >3
étape m’/ On choisit b,, = by,—1. Ym >3
1
le développement en FCR de x = —3 dans Qs est stationnaire, donc il est infini.

On voit que

-1 78888
2 |7333°33"
1
= 1+
T4 1
3 1
3+ s 1
84
3778
3t
Avant de définir les fractions continues de Browkin, on donne une définition concer-
—1 -1
nant une autre écriture des nombres p-adiques avec des coefficients dans {_p g d 5 },

pour plus de détail on peut consulter [60], [25], [37] :

Définition 2.2.21 Soit p > 3, tout élément ¢ € Q,, admet un développement unique

sous la forme

+oo
| 1 1
(= Z cip’  oucj € {—pT, ..— 1,0, 1...,pT} Vi >—m (2.14)

j=-m

Dans ce cas, la partie fractionnaire est donnée par

Com  Comyl c_1 1 P
() =—+ +...+—+00€Z{—}ﬁ]——,
P pm pm—l P D 2

N3

|

Définition 2.2.22 (Browkin) Pour le développement en fraction continue de Browkin

(on l'abrége FCB), Browkin a pris la méme définition et le méme algorithme de Ruban
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en utilisant Uécriture (2.14), donc il a changé la condition sur les b;, par celle-ci

1 p
bjeZHm}—E,

Algorithme 2.2.23 On utilise le méme algorithme de Ruban. On donne ici un pro-

N3

[ vj e N.

gramme de calcul des FCB :

[Step 1] i = 0. Let xg = = and by = (x0>p = O;;—mm + ap;,?_ﬁl + ..+ % + ap
[Step 2| if x; = b;. then x;41 and b1 are undefined.
If this is the case, quit the algorithm

[Step 3] if i =1+ 1. Let x; = (x;—1 — bi,l)_l and b; = <xi)p . Go to Step 2.

Pour les fractions continues de Ruban et Browkin, nous avons le critére de convergence

suivant, qui est donné par Browkin lui méme [25] :

Théoréme 2.2.24 (Critére de convergence) Si la suite des quotients partiels (a)gen
satisfait v, (ax) < —1, Yk € N*, alors la suite des réduites ([ag; a1, ag, ..., ax)), ey admet

une limite dans Q, .

Ce théoréme est une conséquence des deux lemmes suivants :

Lemme 2.2.25 Sous [’hypothése du critére de convergence précédent, on a
|qn’p = |a1a2--'an|p et ’pn‘p = |a0a1~-an|p ,Vn € N*

Preuve. Une simple récurrence sur n. En effet, pour la norme de ¢,, on a
pour n =1

G1 = a1go + q-1 = a1 = |Q1|p = |a1|p

On suppose que |qn|p = |a1a2...an|p et on démontre que \qn+1|p = |a1a2...an+1|p, on a
Git1 = Qip1Gi + Gim1 = |qns1l, < maX{|an+1|p Nnl, , |qn—1|p} (2.15)
tandis que v, (a) < —1 entrain que |ag|, > p > 1, d'ot

|an+1|p : |qn|p = |a1a2”'an—lanan+1|p > |arag...an—1 P

alors

|C]n+1|p = |a1ag...an41 p
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Maintenant pour la norme de p,, on a
pour n =1
p1=a1po +p-1 = aiag + 1= |p1|p < max {|a1ao|p ) 1}

tandis que |ail, . |ag|, > 1, d’ou

p1], = laoa],
On suppose que |py |, = |agai...a,|, et on démontre que [pni1], = [aoas...an 11, on a
Pi+1 = Qix1Pi + Pi-1 = |Ppy1], < max {|an+1|p 1Pl |Pn—1|p}
tandis que |ag|, > 1, d’ou
|ant1l, - Pul, = laoar...an—1anani1|, > laraz...an-1l, (2.16)

alors

‘pn+1|p = ‘aoal-'-an+1’p

donc la propriété est vraie Vn € N*. m
11 en résulte que d’apres la formule (2.5) et sous ’hypothése du critére de convergence

En )it
(2.2.24), la série de somme partielle Z % converge vers (;i)f;: dans Q,.
i=k+1 1T

Lemme 2.2.26 Sous [’hypothése du critére de convergence, on a, Vk € N

1 1
|Qk [ao;alaaQa“'7an7"'] _pk’p: =
’ka!p !&k+1|p !a1a2---akak+1!p
Preuve. Soit £ < n, on a
Pn_ Pri _ 1
G Qkl, lafa3...afagial,

Par passage a la limite quand n tend vers 'infini, on obtient

1

- |afa3...afanal,

]_@

[ao; A1y eeey Apy -ne
Ak

p

d’ou le résultat. m
Nous avons le lemme suivant, qui est un autre critére de convergence de Browkin
donné dans [26] :
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Lemme 2.2.27 Soit (bj)j une suite telles que

1
bj €Z [—] VjeN
p
Up (bgj) =0 \V/j e N*
Up (bgj_H) <0 Vj eN
Alors, la suite des réduites | — du développement en fraction continue définie par
J/ jeN
les <bj)jeN converge vers un nombre p-adique 6.

2.3 Théorémes dans le cas réel

2.3.1 Questions de transcendance

Dans le cas réel, on trouve plusieurs travaux qui s’intéressent a la transcendance des
nombres irrationnels définis par leur développement en base entiére (écriture décimal, par
exemple) ou en fraction continue. une liste non exhaustive de ces résultats apparait dans
les références : [1], [2], [3], [4], [10], [28], [35], [51], [43].

Historiquement, en deux notes de 1844 aux comptes rendus a I’Académie des Sciences,
Joseph Liouville établit I'existence des nombres transcendants, qui portent son nom.

Liouville donne deux preuves de 'existence de tels nombres; toutes deux s’appuient
sur la théorie des fractions continues pour établir le résultat fondamental suivant :

e Liouville (1844) : si o est un nombre algébrique de degré d, alors pour tout

a
nombre rationnel 7 # «, il existe C' («) une constante dépends de « :

C (a)
bd

’04 - ’ > (2.17)

a
b

Apreés Liouville, des gens travaillent sur le raffinement du théoréme de Liouville,
comme :

C C

e Thue (1909) : remplace b(‘?) par (boli’ 2

e Siegel (1921) : k =2Vd +«.

e Gelfond (1947) : k = v2d + <.

e Roth (1954) : k =2 +e¢.

D’aprés Waldscmidt dans son survol [64] : "Il est surprenant qu’il soit difficile de

d
oﬁk:§+1+5.

démontrer qu’un nombre réel est irrationnel. On dispose pourtant de plusieurs arguments.
Ainsi, un nombre réel est rationnel si et seulement si, dans une base donnée, son déve-

loppement est ultimement périodique, cette propriété ne dépend pas de la base. Un autre
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critére porte sur le développement en fraction continue : un nombre réel est rationnel si
et seulement si son développement en fraction continue est fini.

Le probleme c’est que, pour les nombres réels « intéressants », ceur qui apparaissent
comme des constantes de l’analyse faisant intervenir des limites (suites, séries, intégrales,
produits infinis), nous ne connaissons, la plupart du temps, rien sur ces développements.
1l y a cependant un petit nombre d’exceptions : ainsi, L. Fuler a donné quelques dévelop-

pements en fraction continue, le plus célébre étant celui du nombre e = 2, 7T18281...

1
e =ap+
0 aq + 1 1
as + —1
an + —
avec la suite des quotients partiels
lag, ai,ag,...;a,...] =1[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,....,1,2™ 1,..] (2.18)

ce qui donne lirrationalité du nombre e. Mais ces exemples restent trés limités, et, de
fagon générale, il semble préférable de trouver une autre voie pour démontrer des énoncés
dirrationalité.

On dispose d’un puissant critére d’irrationalité en terme d’approximation ration-
nelle : un nombre réel est irrationnel si et seulement s’il posséde une suite
de bonnes approximations rationnelles. Un nombre rationnel est trés mal approché
par les nombres rationnels autres que lui-méme : si % et c% sont deux nombres rationnels

distincts, on a

a ¢ 1

>
b dl — bd
a Dopposé, si un mombre est irrationnel, il posséde de trés bonnes approrimations

(2.19)

rationnelles. De fagon plus précise :
Critére d’irrationalité. Soit ¥ un nombre réel. Alors :
0 est irrationnel <= Ve >0, 3(p,q) € Z* avec q¢ > 0 tel que :

0<|q¥—p|<e.

Maintenant, nous introduisons deux conditions de combinatoires, souvent appelé "ex-
posant diophantien". Elles sont particulierement intéressantes, car elles jouent un roéle
essentiel dans les théorémes décrits dans le cas réel, pour I’étude des propriétés dio-
phantiennes de nombres réels définis via leur développement dans une base entiére. Ces

conditions sont formellement introduites dans les articles [3], [4], [7].
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Condition 2.3.1 ((x),) Soit w > 1 un nombre rationnel. Soit le mot a = (a;),, on dit

que a vérifie la condition (%), s’il n’est pas ultimement périodique, et s’il existe deux suites
de mots finis (U,),~, et (Vy,),, telles que Vn >1 :

1- U, V,,U, est le dgbut de a. B

2- V| <w Uy -

3- |Un| < |Un+1| :

Condition 2.3.2 ((%)y,.) Soit w,w’ > 1 deux nombres rationnels. Soit le mot a = (a;),
, on dit que a vérifie la condition (%), . s’il N'est pas ultimement périodique, et s’il existe
trois suites de mots finis (Uy), 1 » (Va),>1 €t (Dn),~; telles que ¥Vn > 1 :

1- DUV, U, est le début de a. ) )

2- V| <w Uy -
3- |Un| > ' |Dn| .
4' ’Un| S ‘Un+1’ .

Ferenczi et Mauduit ont démontré dans [35] la transcendance d’un nombre réel dont
le début de son développement décimal satisfait la condition (), pour w > 2, puis
Adamczewski et Bugeaud dans [3] ont fait la généralisation pour w > 1, et pour les
nombres p-adiques. Ils ont démontré également dans [4] la transcendance d’un nombre
réel dont le début de son développement en fraction continue réel est un palindrome
arbitrairement long, et de maniére plus générale si le début de la suite des quotients

partiels satisfait les condition de combinatoire (%), et (%)yu :

Théoréme 2.3.3 (A&B1) §'il existe un nombre réel w > 1 tel que la suite a = (ay,);>,

a
satisfait a la condition (%), alors le nombre réel o = Zb—llz est transcendant.

k>1
Théoréme 2.3.4 (A&B2) Soit a = (am),,>, une suite d’entiers naturels. S’il existe
w e Q7 tel que a satisfait la condition (x),, alors le nombre réel o = [0; a1, as, ..., Ay, -..]

est transcendant.

Théoréme 2.3.5 (A&B3) Soita = (an,),,~, une suite d’entiers naturels, Soit un nombre
réel o définie par son développement en fraction continue [0;ay,as, ..., ap, ...], Supposons

1 1 1
que la suite (Q,’;) est bornée, et M = limsupQ; et m = lligm inf@Qg. Soit w et w' deux
k>1 k—+00 —+00

nombres mtz’onnels})ositifs tels que

,  2logM

w > 1

logm
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Si la suite des quotients partiels (a;); satisfait la condition (), ., alors o est transcendant.

Dans le théoréme suivant soient : A = {0,2,...,p — 1} un alphabet, a = (ax),_,, une
+oo
suite de 'alphabet A n’est pas ultimement périodique, o = Z a;p® un nombre p-adique.
k=—m
Théoréme 2.3.6 (A&B4) S'il existe un réel w > 1 tel que la suite a = (ax),, satisfait

@ la condition (x),, alors le nombre p-adique o est transcendant.

Avant de terminer, on donne le théoréme d’Adamczewski et Bugeaud [3] concernant

les automates finis, il s’applique également pour les nombres p-adique :

Théoréme 2.3.7 (A&B5) Le développement dans une base entiére b > 2 d’un nombre

algébrique irrationnel ne peut pas étre engendré par un automate fini.

Avant de terminer cette section on présente le théoréme intéressant de Martine Quef-
félec [51], qui a démontré en 1998 la transcendance d’un nombre réel donné par son dé-
veloppement en fraction continues de Thue-Morse, dans I'un de nos résultats nous avons

démontré un résultat similaire :

Théoréme 2.3.8 (Queffélec) Soient o et § deuz entiers naturels déstingue et (ty)r>0
une suite de Thue-Morse sur l'alphabet {«, 5}. Alors le nombre réel [to; t1,ta, ..., g, ...] est

transcendant.

2.3.2 Théoréme du sous-espace

On rappelle ici I’énoncé du théoréme du sous-espace. Ce résultat obtenu par W.M.
Schmidt [58] en 1970 est réellement un outil trés puissant. Il intervient (ainsi que sa
version p-adique) dans les démonstrations de transcendance dont il est question dans cette
section (Théoremes d’Adamczewski et Bugeaud) et dans le troisieme chapitre (Théorémes
de Belhadef, Esbelin et Zerzaihi). On montrera comment un outil diophantien puissant,
qui est le théoreme du sous-espace de Schmidt, a été utilisé afin d’obtenir de nouveaux

résultats sur la transcendance des nombres réels et des nombres p-adiques.

Théoréme 2.3.9 (Schmidt) Soient m > 2 un entier relatif, et 6 > 0 un nombre réel.
Considérons L, ..., L,, des formes linéaires en les variables X1, ...,X,,, & coefficients algé-

briques réels et linéairement indépendantes sur Q. On pose

X = (X1,X2,...,Xp) € Z™ {0}

Il = max (px|, i=1,m)
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Alors, ’ensemble des solutions x de l’inégalité

10 oo < 11 (2.20)

—s

=1

est contenu dans une union finie de sous-espaces vectoriels propres de Q™.

Pour mieux comprendre le théoréme du sous-espace, on va expliquer comment le théo-
réeme de Roth [54] (connu aussi sous le nom Thue-Siegel-Roth) et le théoréme de Ridout
[52] se déduisent facilement du théoréme du sous-espace, cela donne une petite idée de la

puissance de ce résultat :

Théoréme 2.3.10 (Roth) Soit o un nombre algébrique et 6 > 0. Alors linégalité

o= Z < 572
S

. . . r
ne posséde qu’un nombre fini de solutions rationnelles — € Q.
s

Preuve. Prenons dans le théoréme du sous-espace de Schmidt : m = 2, et
Li(x1,X2) = X1, La(x1,%2) = ax1 — X3

Ces deux formes linéaires de deux variables sont linéairement indépendantes sur R et leurs
coefficients sont des nombres algébriques.
L’inégalité de Schmidt

| Li(x) La(x)] < x| (2.21)

correspond & s|sa — 7| < 570 pour x = (s,7) m

Le théoréme de Schmidt a été généralisé par H.P. Schlickewei, il considere plusieurs
valeurs absolues (alors que Schmidt ne considére qu’'une seule valeur absolue archimé-
dienne). Schlickewei a obtenu une version p-adique trés utile du théoréme du sous-espace.

Nous donnons ici une version simple de ce résultat, extraite de [57] :

Théoréme 2.3.11 (Schlickewei) Soientv > 2 un entier, S un ensemble fini de nombres
premiers, 0 > 0 un nombre réel. Soient, L1 o, ..., Ly oo des formes linéaires en les variables
X1,...,X,, O coefficients algébriques réels et linéairement indépendantes sur Q. Pour tout
p €S, sotent Ly, ..., L, , des formes linéaires en les variables X, ...,X,, & coefficients p-
adiques algébriques et linéairement indépendantes sur Q. Alors, ’ensemble des solutions
x de l'inégalité

14

I1 <I|Lz,oo(><)|loo I;LHLi,p(X)Hp) < Ixlle (2.22)

=1
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avec

X = (x1,...,%,) € Z\ {0}

= max (|x;|, i=1,v)

= max <|xi|1!27 i= l,y)
est contenu dans une union finie de sous-espaces vectoriels propres de Q.

Notons que, de méme que le théoréme du sous-espace implique facilement le théoréme
de Roth, le théoréme de Ridout découle du résultat de Schlickewei.

Théoréme 2.3.12 (Ridout) Pour tout nombre algébrique o, pour tout § > 0, l’ensemble

r . . . r .
des — € Q avec s = 2% qui satisfaisant | — —| < s717° est fini.
s s

Preuve. Dans la version p-adique du théoréme du sous-espace de Schmidt, on prend

v=2,p=2,

Ll,oo(X1>X2) = X1, L27oo(X1,X2)=04X1—X2

Lyo(x1,X2) = X1 , Loa(x1,%X2) =X
donc, pour x = (s,7)

LX) = s [Lae(X)] = |sa =7

[Lia(x)|, = s, |Lep(x)|,=1r], <1

Le théoréeme du sous-espace nous donne

2

g (ILioo ()] - [Lip(x)]y) = |sa = 7] |r], < 57° (2.23)

d’ou

o — 2| < g7
S
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Chapitre 3

Etudes de la complexité et de la

transcendance

Dans la premiére section de ce chapitre, on s’intéresse a I’étude de la version p-adique
du théoréme du Lamé connu dans le cas réel, ce théoréme porte sur la complexité du
développement en fraction continue d’un nombre rationnel.

Dans la deuxiéme section, on présente notre résultat principal sur la transcendance
du développement en fraction continue p-adique de Thue-Morse d’'un nombre p-adique,
avec des conditions de combinatoire sur les coefficients du développement, pour cela on

va utiliser la méthode de Ruban pour définir les fractions continues p-adiques.

3.1 Complexité des développements d’un nombre ra-

tionnel

Trois propriétés importantes caractérisant un nombre rationnel, c’est que son dévelop-
pement décimal et p-adique est ultimement périodique, et son développement en fraction
continue réel est fini. Un théme treés important dans la théorie des nombres est de trouver
la longueur de la partie périodique et de la partie finie. C’est ce qu’on désigne par le mot

"complexité".

3.1.1 Caractérisation d’un nombre rationnel

Un théoréme important concernant la caractérisation d’'un nombre rationnel par son
développement de Hensel, est connu par I’énoncé suivant :
+00
Théoréme 3.1.1 [12] Soit v € Q, donné par son développement de Hensel Y a,p".

n=—j
Alors, x € Q si et seulement si la suite de coefficients (o), est ultimement périodique.
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Preuve. Supposons que («,), est périodique de longueur de période égale m, d’ou

+o00
=Y anp" =g+ ap+ .+ Qo™+ agp™ + ™t ™+

n=0

Le nombre y = ag + a1p + ... + a1 p™ ! est un entier naturel, et on peut écrire :

r=y(1+p"+p"" +..)=y. (3.1)

1—pm

Donc x est nombre rationnel (le cas ultimement périodique peut en étre déduit facilement).
+o0

Maintenant, supposons que z = 3 = > app™ est un nombre rationnel, et démontrons
n=0

que la suite de coefficients (), est ultimement périodique.
On peut considérer, sans perte de généralité, que PGCD (a,b) = PGCD (p,b) = 1. Soit

I'entier naturel v = ag + a1p + ... + ap_1p* 1, il est clair que
0<yr<p'-—1

a 'aide de la division Euclidienne, on peut écrire

a KTk
p = Uk +D b
avec 13 est un entier relatif. Alors
k
a— (p¥—1)b a — yb a
( : )b, _ AP (3.2)
p p p

donc, pour k assez grand, on a —b < r, <0, i.e.
re € ZN [—b, 0]

cela signifie que ’ensemble de valeurs de 7 est fini pour k assez grand.

D’autre part, on peut réécrire x sous la forme suivante

k1 Tk+1

b

k+1Tk+1

=y +app” +p b

T="Yp41+P

d’ou
k+1Tk+1

Tk
yk+Pk€=yk+akPk+p b

on aboutit &
Tk:()ékb+ka+1 s \V//{ZZO
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On a dlv € N: p¥ = 1 mod b, donc % € Z, ce qui veut dire que a = M €.
D’autre part :

Y —1
-b < Tk§0:>0§—r—k§1:>0§_M§l
b b(pr —1)
1 —p¥
= Sp,,y_lﬁl = 0<y<p’'—-1 , avecy:—rk(bp)
alors y = yo + y1p + ... + y»_1p” ' Ce qui donne :
Tk = y = v—1 v 2v
b 1_py—(yo+y1p+-.-+yu71p (14" + .+ + )

= Yo+ yip+ Y yop” o Y™

- T . . . e 1
Donc % est périodique, ainsi que x = 5 est ultimement périodique.
et tant que r, prend un nombre fini de valeurs, c’est-a-dire qu’a partir d’un certain

rang m, il existe un entier v tel que
Yn>m:rp, =T,
Alors
Yn > m:apb+ progr = Quab + procsi (3.3)

donc

(an - an+l/) b=p (Tn+u+1 - 7’n+1>

nous avons PGCD (b,p) = 1, alors p divise (a,, — @pyy). Or que «o; € {0,1,...,p — 1},
donc

Qp — Qpay = 0,Yn > m

ce qui veut dire que la suite de coefficients («,), est périodique & partir du rang m. =

Remarque 3.1.2 Cette propriété est vraie méme pour le développement décimal, donc

elle est indépendante du choix de la base dans laquelle on fait le développement.

Exemple 3.1.3 Soit x € Q5, donné par le développement
r=2+435+15"+35"+15"+35"+ ...

ce développement 5-adique de x est périodique o partir du deuxieme terme, donc x € Q .

On sait d’apres la formule (1.39) que x = %
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Exemple 3.1.4 Dans Q, , on sait que

~1=p-D+@-Dp+{p-1)p*+... (3.4)
Par exemple, dans Qs nous avons

—1 = 2+423+23%+...
= 0-2222222222222222929999992

d’ot

—= = 14343 +3%+ ..
= 0-111111111111111111111111

c’est un nombre rationnel et son développement est purement périodique.

En utilisant la méthode de Browkin, le développement en fraction continues p-adiques
d’un nombre rationnel est fini, comme dans le cas réel. Nous donnons ici la version p-adique
du théoréme de Lamé (2.2.11), c’est-a-dire une borne de la longueur de ce développement,
ainsi on va donner aussi la longueur de la partie non stationnaire du développement en
fraction continue de Schneider .

Browkin dans son article [25] a posé deux questions liés au développement en fraction

continue d’un nombre p-adique :

Questionl. Est-ce que le développement en fraction continue d’un nombre rationnel est
fini? Si la réponse est non, peut-on déterminer les fractions continues infinies qui

correspondent & des nombres rationnels 7

Question2. Est-ce que le développement en fraction continue d’un nombre p-adique qua-

dratique est ultimement périodique (Théoréme de Lagrange) 7

La réponse de la deuxiéme question est "INon" dans le cas général, "Oui" pour des
cas particuliers, voir par exemple : [17, 18, 19, 20], [25], [27], [29], [31], [32], [41], [46], [61],
[66].

La réponse de la premiére question est "Oui" pour la définition de Browkin, "Non"
pour les autres définitions. On donne dans la suite I’énoncé de trois théorémes qui carac-
térise les développements en fractions continues d’un nombre rationnel :

Le premier théoréme dit & Bundschuh, qui a démontré dans [27] le résultat suivant, en
utilisant les FCS :

Théoréme 3.1.5 (Bundschuh) Soit » € Q, alors le développement de r en FCS est

65



stationnaire, d’ow il est ultimement périodique. Plus précisément

djo >0,V >jo: nj=1 e bj=p—1
i.€.
p", p™, .. pho, P
T =
bo; bl, bjm p—l
0
= b0+ ppnl
by + o
po
...bj0+ p
p—1+
p—1+4..

Le deuxiéme théoréme di a Laohakosol [41], c’était bien le premier qui a caractérisé
les nombres rationnels avec leurs FCR :
Théoréme 3.1.6 (Laohakosol) Soit r € Q, alors le développement de r en FCR est

fini ou périodique de la forme

r = bo;bl,bg,...,bjo,(p—l) (1+p_1)

= by +
by + ! I
bjy :
P—DA+p )+ - 1
=D ) 1

Le troixiéme da a Browkin [25], dont il a prouvé le résultat suivant, en utilisant les

FCB :
Théoréme 3.1.7 (Browkin) Soit r € Q, alors le développement de r en FCB est fini.

r = lag; a1, az, ..., 4]
9 N 1 7 7 1 h/ N 7 /d . bl\
D’aprés les énoncés et les théorémes précédents, on aura trois problémes ouverts

suivants :
Problémel Comment définir des développements en fractions continues p-adiques tels

que la suite des quotients partiels (ay), oy soit finie pour tout rationnel ?
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Probléme2 Pour calculer les fractions continues p-adiques, on utilise le développement
de Hensel qui est infini, donc on ne peut pas faire un algorithme fini. Comment
définir un algorithme "fini" du développement en fraction continue p-adique d’'un
nombre rationnel 7

Probléme3 (Sur la complexité du développement, ou version p-adique du théoréme de
Lamé)

Quel est le cardinal de I’ensemble

{n eN/a, = (rn),,a0 = <7“>p}

pour r € Q; i.e. quelle est la longueur de la suite des quotients partiels (ay),, oy ?

Afin d’obtenir des réponses & ces problémes, on va définir des algorithmes pour un
nombre rationnel donné r € Q, ces algorithmes vont nous aider a calculer les coefficients
du développement de Hensel de ce nombre, et les quotients partiels du développement en

fraction continue.

3.1.2 Complexité du développement de Hensel

c
Définition 3.1.8 Soit r = p € Q" , avecce N, deN*, etc,d, psont premiers entre
euz. On définit une suite (53;),cy par

[ @ = B,d"'modp

Proposition 3.1.9 [21] La suite (), donnée par la formule (3.5) détermine bien les

coefficients du développement de Hensel de 7

Preuve. On démontre par récurrence. On suppose que le développement de Hensel
c
de p est connu, et est donné par

= o9+ op+ a2p2 + ...+ aipi + ...

e {0,1,..p—1} VieN

c
d
avec
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Commencons par le premier terme, on a

¢ i—1
E = ao—l—p(ozl—f—agp—i—...qLozip —|—)
= «agmodp
donc
oo = cd ' modp = Byd ' mod p (3.6)

Pour le deuxiéme terme, on a

c _ 2 i2
< = aoFap+p(mtapt o tapT + o)
= (ag + ayp) mod p?
d’ou ;
B, = . = ajdmod p
p
Enfin
oy = f;d ' mod p (3.7)
On fait la méme chose pour les autres termes, on suppose que a; = (,d 'modp et
B — aud
Bis1=——.0Ona
+1 »
Q; = ﬁid_l ITlOdp = Q1P+ o; = Bid_l modp

— aipap = (B;d! — a;) modp

= Q1 = (W) d 'modp = BH—ld_l mod p

donc Vi > 0 : o = 3;,d"" mod p.
Supposons maintenant qu’on ne connait pas les coefficients du développement de Hensel
de <. Pour calculer ces coefficients, on commence par la division Euclidienne de § sur p,

on aura

A
Jap € {0,1,.,p— 11,3\ € Z tel que Cfl - E°p+ a (3.8)
il vient que
c= \op + apd
On met y
B =X = C_pao € Z
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On refait la division Euclidienne pour %1 sur p, on aura

A
doy €4{0,1,..,p—1},3N\; € Z tel que % = jp%—al
il vient que
B1=Ap+ard

On met

By = =izl g (3.9)

p
il est clair que

a1 = B,d ' mod p

Ainsi, nous avons construit deux suites (o) (B;);en définies par

iEN >
)
Bo=c

/Bi — a;d

Bi1 = ,Vie N

| & = B;d" ' modp,Vi e N

et de plus on a défini le développement de Hensel de §

c ,
7= o+ oup+ aop? + .+ apt + ..

avec o; € {0,1,..,p—1} VieN m
Lemme 3.1.10 [21] Avec les donnés de la définition (3.1.8), on a

i-1
c=d (Zaw") + 800, VieN (3.10)
n=0

Preuve. On démontre ce lemme aussi par récurrence.

Pour i = 1 c’est évident

0
— agd
d (Z%P”) + B1p = dow + (C pao )p =c
n=0

Supposons que la relation est vraie pour i. D’aprés (3.5), on a 3; = aud + 5, 1D
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Alors
1—1
¢ = d|Y awp" |+ 82
n=0

i—1
= d Zanp” + (Bipap + ud) P’
n=0

= d Zanp” +Biap™
n=0

Donc la relation est vrai Vn > 0. m
Pour démontrer que ’algorithme de calcul des coefficients s’arréte au bout d’un certain

rang, il suffit de montrer que la suite (|3,]),, est bornée ou décroissante.

Proposition 3.1.11 (Belhadef et Esbelin [21]) La suite (3;),.y donné dans (3.5) vé-
rifie les deux cas suivants :
Casl : Sic<d (i.e. 0 < 5 < 1), alors

0< |8, <d , VieN
Cas2 : Sic>d (i.e. §>1), alors pour

(")

log p

m =

on a
d<|B;]<c  pour 0<i<m+1

0< |8l <d  pour m+1<i
Preuve. Casl : On utilise la démonstration par récurrence. Pour ¢ = 0 c’est trivial.
Supposons qu’on a ;| < d , on va montrer que ‘Biﬂ‘ < d . En effet, on a

}6i+1| =

— ad 1 1
\—@ < 218+ = Joud]
p p p

1 1
< Zd+P2"2g—u
p p
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Cas2 : On peut facilement démontrer par récurrence que |5, < ¢, Vi € N. On va

démontrer par I’absurde que
d<|B;] pourtous0<i<m+1

En effet, supposons qu'il existe 0 < k < m + 1 tel que |B,| < d, c’est-a-dire que —d <
B < d. D’apres le lemme (3.1.10) on aboutit a

k—1 k—1
d (Zanp"> —dpt <ec<d <Zanp”) + dp”
n=0 n=0

d’ou

c < dlp+pp+.. +ppFtap)e=c<dp(l+p+.. .+ +p"
k

d
= c<dp<p —0—pk1)<:>0<—p1(2pk—pkl—1)
p_

p—1
ka:—Hd
— c<
p—1
donc .
log c(p—1)
2dp i
log p
alors ( )
c(p —
log (—Qd )
ma1— P +1<k (3.11)
log p

supposons que m + 1 = k , on trouve que ¢(p — 1) = 2dp*. Cela signifie que p divise c,

contradiction. Donc k£ > m + 2 , qui est lui méme contradiction. Donc
Vi=0m+1:d<|3,] <c
Pour la deuxiéme partie, supposons qu’il existe k > m + 2 tel que |5,| > d, i.e.
Br=>d ou B, <—d

d’apres le lemme (3.1.10), on a

k—1
c>d (Zanp”) + dp® > dp* (3.12)
n=0
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d’ou

2dp 2 =P
donc .
log (C(p - ))
2dp ) o 19
log p -
alors ( )
c(p —
log ( 5 )
m4+2= p L2k
log p

supposons que m + 2 = k , on trouve que c(p — 1) = 2dp*~1. Cest-a-dire que p divise c,
et c’est une contradiction. D’ott m + 2 > k , qui est aussi une contradiction. Ce qui veut
dire que d < |B;,| < c,pourtous0<i<m+1 m

3.1.3 Complexité du développement en FCB

Maintenant, on donne un algorithme de calcul des quotients partiels du développe-
ment en fraction continue p-adique de Browkin (FCB) d’un nombre rationnel, puis on

détermine la complexité du développement :

a
Définition 3.1.12 Soit r = 7 € Q, on peut ’écrire sous la forme r = avec k € N

Q

Bpko’
Q@

eta e N, g eN* eta, 5, p sont premiers entre eux. Soit le développement de B donné

par (2.14)

«
— =ug+up+ u2p2 + ...+ ukopko + ukOHpkO*l =+ ...

B
on met
= 2 ko 1 pp
Tog = Ug + ULP + U2D +...—|—’U,k0p cZ ]—9 N —5,5 (313)
d’ot
r = @ + —U1 —|— —|— U +u +u 2 +
N pkO pko—l ko ko+1P ko+2D
alors
_ Uo Uy @ B Cx
<T>p ]% + pkO_l + ...+ Uko — pkO et ag = <7">p — pk;o (314)
d’autre part on a
ko+1 a— xof3
a—20f = 0modp™" <= = Omod p
p
a—x a—x
kOBEZ, ¢ kOB—ﬁlpkl
pro pho



avec pABy =1,k =, <Oé;Tf(JB) e N*.

On calcul

( o 1 _ 1 _ 154
r— ap o To B.ph
ﬂpko pko
x1
w= i, = 2L
1

71 = BT  mod p'** | avec x1 € Z [—] m]_z_)’ 1_?[

. D 22

Puis on cherche ky = vy, <5o 5151)
p

on calcul 9

1 -
re = = 61k2 , avec [y = Bo — 215 m klfl (3.15)
ri—ar Bop php
Alors, les formes générales sont les suivantes
( By — @l
= = — fn-1 “nin
60 - ﬁ7ﬁ—1 =« et ﬁn-&—l - pknpkn+1
1
T, = B, B modp | avec x, € Z {—} N } —]—), 2—)[
P 22
/anl T,
Ty = 5 et a, = (rn>p = e

L o (Bn—l B xnﬂn)
n+1 = Up T

Pour démontrer le théoréme (3.1.14), on a besoin du lemme suivant :

\

Lemme 3.1.13 Soit (0;),.y une suite récurrente linéaire définie par

1 1
0iy1 = 501‘ + Pei_l, 0o = |ﬂo| , 01 = |B1| .

Ik, _
Si |z, < b , alors la suite (0;),.y vérifie les deux assertions suivantes :
NYi>2: |5, <0;.
2) lim 6; =0.
i——+00
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Preuve. 1) On démontre par récurrence. Nous avons

p1+k}n _ 1 p1+kn

n| < <
ol < = 2

donc
1 1

1

pour : =2 on a
1 1
18] < E Bl + 5 1B1] < 02

Supposons que |3;| < 6;, et on démontre que |Bi+1| <6;41,0n a

1 1 1 1
|Bpia| < = 81| + B 18,1 < Eei—l + §9¢ =041

donc la propriété |5;| < 0; est vrai Vi > 2.

2) Le polynoéme caractéristique de la suite (6;),. est donné par
22 X2 —p’X —2=0 (3.17)

ce polyndéme admet deux racines réelles

PO s VP?+16 ot ) p—+/p*+16
1= 2=

4p 4p

Y

le terme général de la suite s’écrit

1Bl = A2Bol Y s 181 + A [Bol \ (i
= (P (PR (315)

-1
donc lim 60; =0 puisque 0 < \; < 1, - <A <0 m

i——+00

14+kn _

P , alors l’ensemble

Proposition 3.1.14 (Belhadef et Esbelin [21]) Si|z,| <

Tn

{n € N/a, = (rp), = —}

phn

est fini, et son cardinal est majoré par la partie entiére réel du nombre

1 1 216,
log = — log [ =21 1
oz, (og 5~ log </\1 e B0l (3.19)
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avec \; et Ay sont les racines du polynome 2p*X? — p?X — 2 = 0.

Preuve. Nous avons d’aprés le lemme précédent [lim 6, =0 , donc

11— +00

1
3NeN:i>N:>]6i|<6i<§ (3.20)
Mais on sait que (|5;]); est une suite de nombres naturels, donc |5, =0, Vi > N.

Ce qui démontre, que 'algorithme de calcul des (ay,),,oy s’arréte au bout d'un certain rang

N ; donc 'ensemble {n €eN/a, = (), = $_kn} est fini.
p n

On va démontrer que

1 218
- log 5 —log (% + \50\)
card{neN/an:<r1>p:—n}§ L2

phn log A\

D’apres toujours le lemme précédent, nous avons

EINeN:i>N:6’i<%
D’autre part on a
i |51|+>\1 |60| i |51|+)‘1 |60|
A M= |\| | ———— AN ————— 21
| 2|< 1 } 2‘ < /\1—A2 < 1 )\1_>\2 (3 )

donc

_ 181 = A2 [Bol \ s A Bol + 1811 s
= ‘( = )TN )

181 = A2 [Bol \ i | (1Bl + A1 1Bol Y 4
(b (R

Al — Ao
(2154
AZ
< 1()\1_)\2+|ﬁ0|

1
C’est-a-dire, pour que 6; < 37 il suffit que

) 2 1
log ()\Zl (% + \@0|)) < 10g§

[0}



encore que
2184

1
log§ — log (m + |50|>

> 22
' log Ay (3:22)

On prend donc

1 2|84
log = — log [ =1
0g 3 og<A1_A2+\Bo\
log A\

N =

3.1.4 Complexité du développement en FCS

Pour le développement en fraction continue p-adique de Schneider (FCS) d’un nombre
rationnel, on donne ici un algorithme de calcul des quotients partiels de ce développement,

puis on détermine la complexité de la partie non stationnaire :

Définition 3.1.15 Soit r = % €Q, aveca € Z ,be N*, eta , b, p sont premiers entre

eur. On définit une suite (yn,),, par la relation de récurrence suivante :

Yy1=a , yOZb

(3.23)

Y = Ym—1 e 7
Tm

C’est-a-dire qu’on a
Ym 1 o Tm—1 — bmfl

Ym—1 Tm prm-t
On peut aussi calculer les termes de la suite (y,,),, par la méthode suivante :
Algorithme 3.1.16 On cherche by € {0,1,2,....,p — 1} et ag € N tel que

a — bob
pee

nh =

est un entier premier avec b et p. Puis, on cherche by € {1,2,...,p — 1} et a; € N* tel que

_ Yo — biyr

Y2 P

est un entier premier avec b et p.
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Ainsi, on définit la suite récurrente (yn,),, par

Ym—1 = bmy
Ymal = % (3.24)
AQUEC P Ym—1, Ym, Ymsr1 Sont premiers entre eux, et b, € {1,2,....p — 1} et a,, € N*.

On peut retirer la formule suivante a partir de la précédente

Ym—1 _ bm+pamym+1 _ bm+ };
Ym Ym m
Ym+1
D’ot, on aura
a o
= =bo+ b o (3.25)
bt ——@
by + T
Ym+1

En utilisant [’écriture matricielle des fractions continues, donné dans la section 2 du

deuxiéme chapitre, on obtient la formule
<a> o by p*™ by p* bm D™ < Ym )
b) \ 1 0 1 0o )°\1 o Ym+1
Notons par M, la matrice
b Q0 Q2 m m m .
M, = o P by p ) bm p _ U, Vi
1 0 1 0 1 0 Wi Zm
Ce qui implique la relation de récurrence suivante
bm m Um_ Vm— bm Xm,
M, = M,,_, P = ! ! b (3.26)
1 0 W1 Zm-a 1 0
avec les condition initiales

1 a0
M—l = ; s MO = bo b
01 1 0

donc, on aboutit au systéme suivant

Um = mem—l + Vm—l ’ Vm - pam m—1
Wm = bme—l + Zm—l s Zm - pam m—1
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e
Un = by Up— Am=1{,_
{ 1+p 2 (3.27)

Wm = bme,1 + pamilefQ

Bundschuh a démontré que le développement d’un nombre rationnel en FCS est sta-
tionnaire, i.e.
Jk>0,Vij>k:nj=1 et bj=p—1

Dans la proposition suivante, on va calculer la valeur de k. Autrement dit, la longueur de

la partie non stationnaire :

Proposition 3.1.17 (Belhadef et Esbelin [21]) Soient p > 3, et r = % € Q, donné
par son développement en FCS qui est stationnaire (d’aprés Bundschuh). Donc la longueur

de la partie non stationnaire est égale a

In |6|
15

T

L —

In

(T —p) (a+ 36 (VP FI-1))
(T2 —p) (a— 30 (VIp+1+1))

et Ty, Ty sont les racines de léquation T> — T —p =0. Avecb; =1, a; =1Vj <k

0:

Preuve. Dans le cas stationnaire des FCS d’un rationnel, il existe k& € N* tels que

VYm>k:|yn|=1,bpn=p—1, apy1 =1.Dou
(a> B by po by p¥ by po* (il)
b) 1 0 1 o /) \1 0 Fl1
_m <j:1> _ U, Vi (il)
+1 Wi Zy F1

Donc pour b; =1, a; = 1Vj < k, ce qui donne

() =)= (0 %) () -

{ a=Up =V, =Up —pUr

Alors, on trouve

(3.29)
b=Wy,—Zy =Wy, —pWi_1

78



Et le systeme (3.27) devient

Un = Unfl + pUn72
Wn = anl +an72

donc (U,),, et (W,),, sont deux suites récurrentes linéaires, dont les formes générales sont

les suivantes
1 1

1 1
Up=|=4+——x—= |TF s
(2 * 2\/4p +‘1> 2 (2 2v/4p +‘1) !
1
W, =|——
(\/4p+ 1
avec les premiers termes : Uy =1, Uy = 1, Wy =0, W, = 1. Et T3, T} sont les racines de

I'équation caractéristique : 12 — T — p = 0, ils sont données par

e 1—viap+1
1:—
2
T 14+ v4p+1 (3.30)
=1 V-
2

Revenons a la formule (3.29), on obtient

20Ap+1 )2 VP 2v/Ap + 1
1

\/ﬁ) (T3 (Iy — p) = T (Th — p))
On fait la division des deux nombres

o (VBTN T (G- p) + (V1= 1) T (T - p)

b 2(Ty Ty — p) = Ty (Th — p))

G:Uk—PUk1:< )Tﬁl(Tl—p)

b=W,—pWi_1 = (

alors

T (T, — p) <a—%b( 4p+1+1>) — TEL(T) — p) <a+%b(m—1>)

donc
' (Ti-p)(at+30(VIp+TI-1)) (3.31)
le_l (T2—P)(a_%b(\/4p+1+1)) |
d’ou
() - |monles i)
T, (T, —p) (a_%b(\/m—i_l))
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Enfin
In |0|

k= +1 (3.32)

(i = p) (o + I (VFI- 1))
(To — p) (a — %b (\/4p+ 1+ 1))

il est clair que |T3| > |T}], donc il faut que |f] > 1, pour que k soit bien définir. Or que

In

avec

9:

nous avons les deu>1( cas suivants :
Sib>1leta> ib(\/4p+1+1), alors 6 > 1.
)YSib< —leta>0b(l—p),alorsf >1. m

3.2 Etude de la transcendance

Dans cette section, on va donner des conditions suffisantes pour qu’un nombre p-
adique défini par son développement en fraction continue soit rationnel, irrationnel qua-
dratique ou transcendant, en utilisant la version p-adique du théoréme de sous-espace de
Schmidt due a Schlickewei.

3.2.1 Transcendance d’un développement en FCB

Dans son deuxiéme article [26], Browkin a donné un autre algorithme pour que le
développement en FCB d’un nombre p-adique quadratique soit périodique. Nous nous
sommes appuyé sur cette propriété pour donner une démonstration qui semble incom-
plete de la rationalité ou la transcendance d’un nombre p-adique dont le début de son

développement en FCB vérifie les conditions de la proposition de Browkin :

Proposition 3.2.1 ([26]) Soit a,b,c € Z, p > 3, V) = PGCD(b,2) tels que : p ne divise
pas abc et b.b divise c + 2a et be+ 2p divise ¢ — 2a.
Alors :

1) Le nombre
5 2a(bc+p)+pc
b (bc + 2p)

m=a

est un entier, i.e., m € Z.
2) Le développement de o« = /m en fraction continue p-adique de Brwokin (lemme

(2.2.27) ), est périodique et est donné par

b b b b b b
o= [a;{—,c,—,ZaH = [a;—,c,—,Qa,—,c,—,Qa,... (3.33)
p p p p p p
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Exemple 3.2.2 Soitp >3, on prenda=p+1,b=c=1, donc
1 .1 1.1 1 .1
o = p+17 _717_72p+2 = p+1;_717_72p+27_717_72p+27"'
p p p P p P

dans ce cas, on a

m=2p"+4p+1=a=+2p2+4p+1

Par exemple p = 11, on aura

11 11
a=|12;—,1,—,24, — 1,— 24, ..
oo

d’otm = 287 = oo = /287

Théoréme 3.2.3 (Belhadef, Esbelin et Zerzaihi [23]) Soit 0 un nombre p-adique dé-

fini par son développement en FCB qui commence par

b b
o= (a; -, c, —,2a>
p D

avec a, b, c,p définis comme dans la proposition précédente et de plus a,b,c € N.

Alors 6 est transcendant ou rationnel.

Preuve. On va utiliser la démonstration par I’absurde. Supposons que 6 est algébrique
irrationnel.

Soit le nombre « défini par le développement en FCB donné dans (3.33)

a= {a; {é,c, 9,2@}}
p p

b b
0= [a;—,c,—,2a,65,96797,...] (3.34)
p p

on a

alors, d’apres les propriétés des fractions continues p-adiques, et le lemme (2.2.27)

’9 P, 1 U1
A = 2 2
Q” D ‘Qn‘p ‘9n+1’p ’Qn’p
et
P, 1 1 1
o — — = 5 = = 5
Qn p |Qn|p|an+1|p |Q |2 9 |Qn|p
nlp
pp
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P, X
avec n = bk — 1, =" c’est la n®™¢ réduite de 6 et  (la derniére réduite commune, n = 4

dans (3.34).
d’ou,
P, P,
0—a| < |[0—="—a+—"
o=, ‘ 2. “Ta.l,
B (‘9 P, P, ) 1
max - Ja——=—| | =—
Qn P Qn p |QTL|]23

Pour x = (X1, X2, X3, X4) €Q?, soit les formes linéaires a coefficients algébriques p-adiques

Lm,(X) =X; 1= 1,4

Nous avons la majoration suivante, pour x'= (Q4, Py, Qn, Py,)

[Lip(x)], = [Qdf, <1 (3.35)
[Lop(x)], = [Paf, <1
[Lsp(X)], = |Qul, <1
|Lap(xX)], = [P, <1

Maintenant, voyons a comme un nombre réel définie par son développement en fraction

continue réel

a=a-+ pp
b+ 1
c+ i
b+ D
2a + D
b+ D
c+ 7
b+
2a + ...
Un petit calcul donne
o —m ot Py b(be+2p) (2m' — ap (be + p)) (3.36)

Qs "mi.(2ab (be + 2p) + p (be + p))

avec m’ = a®b (be + 2p) + 2ap (be + p) + cp?.
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Pour x = (x1, X3, X3, X4) €Q*, soit les formes linéaires & coefficients algébriques réel

) m'. (a (b%c + 2bp) + p (bc + p))

L - .
1(x) BTy (be + 2p) (2m! — ap (be + p)) X2 X

Ly(x) = ax;— X

Lg(X) = X3 — X4

Ly(x) = x4

Nous avons les inégalités suivantes pour x'= (Qq4, Py, Qn, Py) :

L1 (X)| = |Qa0® — Qum + Qu| = Q4] (3.37)
|La(x')| = |Qacx — Py| < Q| ™"
|L3(X/)| = |Qna - Pn| S |Qn|_1
| La(x')] = Q4]

Donc, on combine les deux systémes (3.35), (3.37), on peut trouver € > 0 tel que

4

I (1LG01 1Ly (), ) < 104l 1@nl ™ < 1Qul ™ (3.39)

i=1

A ce stade, on applique la version p-adique du théoréme du sous-espace de Schmidt (due a
Schlickewei), ’ensemble des solutions de l'inégalité (3.38) est inclus dans une union finie de
sous-espaces propres de Q*. C’est-a-dire qu’il existe quatre entiers non nuls x,, x5, T3, 74,

tel que pour n > 4 on a
11Qs + 22 Py + 23Q, + x4 P, =0 (3.39)

1) Sizy #0:
On divise I'égalité (3.39) par @, il vient que

1 Py
@ ($1Q4 + $2P4> + T3 + ZLL@ =0

Passons a la limite quand n tends vers +oo, nous trouvons

B (21Q4 + 22 Py) + 3 + 2460 = 0 (3.40)
. 1 . o
avec 3 = hr+n Q_ € Q, donc 0 est rationnel. Contradiction.
2)Sizy=0: !
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On divise I'égalité (3.39) par F,, il vient

1 n
Fn (ZE1Q4 + £L’2P4) + I‘g% =0

Passons a la limite quand n tends vers +o00, nous trouvons

x
B (21Qa + 22P2) + 5 = 0 (3.41)
) .1 : -
avec f = lim — € Q, donc 6 est rationnel. Contradiction.

n—+o0 [7,
Dans les deux cas, on a trouvé une contradiction, donc # est un nombre rationnel ou

transcendant. m

Remarque 3.2.4 Un travail de futur est d’ajouter des conditions sur le nombre 6 pour

compléter la démonstration.

3.2.2 Transcandence des fractions continues p-adique de Thue-

Morse

Adamczewski et Bugeaud ont démontré dans [3] la transcendance d’un nombre p-
adique dont le début de son développement de Hensel satisfait la condition (%), pour
w > 1. Mais ils n’ont pas fait le méme résultat pour les fractions continues p-adiques,
comme pour les fractions continues réelles. Cela est di au manque des définitions et
propriétés du développement en fraction continue p-adique par rapport a celle dans R
(d’aprés une conversation avec le deuxiéme auteur Alain Bugeaud). Cependant, nous
avons démontré dans notre article [22], la transcendance d’un nombre p-adique donné par
son développement en fraction continue p-adique dont il est un mot du Thue-Morse, et

vérifie des conditions sur ’alphabet.

Théoréme 3.2.5 (Belhadef, Esbelin et Zerzaihi [22]) Soientp > 3, a = 2L et 8 =

g—; deux nombres rationnel appartient a 7 [ﬂ N (0;p) tels que

Up(Oél) = vp(51):0
et

vp(aa) > wp(By) 21

On note = = Max{a,p}. Soit 0 € Q, défini comme limite de la fraction continue
0; a1, a9, ...,ax, ...] ot a; € {a,[},Vi > 1. On suppose que la suite des quotients partiels
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(a;)i>1 est de Thue-Morse. Si on a

5’”;0(52);”?(“2) = =+ v/ EQ + 4

p > Maz{ay; By} x — 5

alors 0 est transcendant ou quadratique.

(3.42)

Preuve. Supposons que 6 est algébrique de degré supérieur strictement a 2. On note

_Up(a) + vp(83) .

Nous Considérons les formes linéaires en la variable x = (x1, X2, X3)

Lio(x) = %, 1<i<3
Liy(x) = 0°x3—x;

Ly, (x) = 60x35— X2
L;,(x) = x3

On va les évaluer pour le triple x’ = (c4kp;tk71,pilk, qflk) avec k € N*, on a

|Lioo(x)| = x| , 1<i<3
|L1p ()], = [0 — cartlye_y |,
Loy ()], = |0 — vl

)|
p
Loy ()], = |,

En appliquant les lemmes (2.2.25) et le théoréme (2.1.17), on trouve

1 1
L ! == H 0 — _—
| 2,p (X )|p | |p | qyk Pax |p ‘Q4k ’p ’G4k+1|p p4kv0 | |p
et
ky
L, ()], = [T], |qas], = p" ™ [T1],
4k
avec Il = ch.
j=1

Pour évaluer L, ,(x’) nous avons pour n = 4"

n Mn— n— n _1 s
g2 nl 1=(9+p 1)(9—]9—)+—( "y
n Gn—1 Gn—1 an Gndn—1
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d’ou

Gn n—-1

p

B N -1 n+1
<9+p" 1) (0—70—) +¢9
qn—-1 dn Gndn—1 ,

n— n 1
< max ‘0+p Ll g In 101,
dn-1 D an D Gndn—-1 p
]_ n— n n
< —5max ‘Q—i—p Ll g In 101, a
|Qn|p An—11, dn |p 4n-11,

d’autre part, on a d’aprés le théoreme (2.1.17) : a; = a,,—;41 €t ap = 0, alors p, = ¢p—_1.

Alors, on obtient I'estimation suivante

Pn—1
’92%1 _pnfl}p = ‘Qn‘p 92 -
|,
Pn Pn—1
= [gal, |0° — ——
dn—-1 4n p
< max ‘9 4 Pomth 101, fn
|Qn|p Gn—1 D dn—1 p
donc il existe une constante C' tel que
/ 2 1 / 2 Cy
|Lq ,(x )\p = ‘6 Qpr — c4kp4k_1‘p = |H|p ‘9 o —p4k,1}p < p_4’“vo |H\p (3.45)
On fait maintenant le produit des trois formes
3 Ci 43
1T (120 6, < i 1 (3.46)

Pour les formes linéaires réelles, nous avons l'inégalité suivante, en appliquant le lemme

(2.2.7)

3 k
[T ([Lico ()1) =TT il = |car iy | 1Pl e | < APCH TP

i=1
ZE+VZE24+4
avec A = % On aura donc pour § € R%.
1 2 1 1
> 3.47
‘XI|611;[1 <|Lz,oo (X,)|> A(3+5)(1+4k) |H‘3+5 ( )
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D’apres l'inégalité (3.42) du théoréme, on peut choisir 0 tel que pour k assez grand, on

combine les inégalités (3.46) et (3.47), pour aboutir a

I (1 GO 11 G6),) < (3.4

A ce stade, la version p-adique du théoréme du sous-espace de Schmidt (due & Schlickewei),

nous confirme 'existence des entiers non nuls y1, y2, y3, tel que

Y1CarDlps 1 + Yolpr + Yy = 0

i.e
ylmk_1 + yzlﬂ +y3 =20 (3.49)
G4k G4k
donc
L B PR =0
qak—1 QK qyk
d’ou
Paeoy Dar ) DAL =0 (3.50)
qak—1 qqk G4k

n

d’autre part on sait que la suite de réduites (5—") tend vers § dans Q,. Donc par passage
n

a la limite dans 1’équation (3.50) quand k& — 400, on trouve
116 + 420 + y3 = 0

Contradiction avec la supposition que 6 est algébrique de degré supérieur strictement &

2. Alors 6 est quadratique ou transcendant. m
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Annexe A

Corps normés

Pour plus de détails sur les corps normés voir les livres d’Alain Robert [53], de Fer-
nando Gouvéa [36] et de Wim Schikhof [56].

Définition A.0.6 Soit K un corps. Une norme sur K (qui dite valeur absolue) est une
application |.| définie sur K a valeurs dans R™ et vérifiant pour x,y dans K les trois

conditions suivantes :

I- |z =0 <=2 =0,
2 oyl =[] [yl,
3- |z +y| < l|z| + |y| (inégalité triangulaire).

On dit dans ce cas que K est un corps valué ou normé.

Définition A.0.7 On appelle distance induite sur K par |.|, la distance d) sur K définie
par
Vr,y € K,dj(z,y) = |z —y|. (AL.1)

les propriétés de la norme |.| assurent que d|| est une distance sur K et donc elle définit

une topologie sur K.

Proposition A.0.8 Pour tous (x,y) € K? muni de la norme |.|, on a :
)N =|-1=1

2) || = |—xl.

3) |z =yl < |z +yl.

4)|n| <n VnéeN.

Preuve. 1) On a
1 =11 (FD)] = [F1)°
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donc |£1]| = 1.
2) Nous avons
2] = |(=1). (=) = [=1] . |=2| =[] (A1)
3) D’apres 'inégalité triangulaire et 2)
[z =yl <o+ (=) < [a] + [—yl = x| + [y].
4) D’apres l'inégalité triangulaire et 1)

In|=1+1+..+1 <|1|+[]1]|+...+1|=14+14+..+1=n.
N e’ N e’

n fois n fois

Définition A.0.9 Une valeur absolue est dite non-archimédienne si la distance associée
est ultramétrique, c’est-a-dire si on avons, pour tout (x,y) € K2, linégalité triangulaire

forte suivante

|+ y| < max(|z], [y]) (A1.2)

qui est plus forte que la condition (3).
Lemme A.0.10 Sila norme |.| est ultramétrique et |x| # |y|, alors |z+y| = max(|z|, |y|).
Preuve. Supposons que |z| < |y, i.e. max(|z|, |y|) = |y|. Nous avons
[z +yl < [yl =z +y — 2 < max(lz +yl, |2])
d'ou |z| < |y| < max(|z + y|,|z|), donc
max(|z +y|, |z]) = |z +y| (A.2)

alors

|z +y| < |yl < max(|z + yl, |z]) = [z + ¥

qui nous donne

|z +y| = [y| = max(|z|, |y])
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Proposition A.0.11 Pour que le corps valué (K, |.|) soit ultramétrique il faut et il suffit

que l’ensemble N soit borné par rapport a |.|, i.e.
VneN:|n| <1 (A.3)

Preuve. Supposons que (K, |.|) est ultramétrique. On va démontrer 'inégalité (A.3)
par récurrence :
Pourn=0o0na |0]=0<1; pour n =1, on a d’apres la proposition (A.0.8) |1| =1 < 1.
On suppose que Vk € {0,....,n — 1} : |k| < 1; on montre que |n| < 1. En effet, on a

nf = |n =1+ 1] < max(|n — 1], [1]) = 1

Maintenant, supposons que Vn € N : |n| < 1. On démontre que la norme de K est

non-archimédienne

v +y" <|(z+y)"|

ch n—k

n
<2 1G] [2*] Jy"™|
k=0
D’autre part, la condition |n| < 1, implique |C%| <1 (car C¥ est un entier), alors

n k n—k n
o+ yl" <Yl " < (04 1) [max(|a], [y])]

Donc Vn € N
|z +y| < (n+ 1) max(|z], [y|) (A4)

Par passage a la limite quand n — 400, dans I'inégalité (A.4), on aura

|+ y| < max(|z], |y])
|

Proposition A.0.12 Voici des belles propriétés d’un espace muni d’une norme ultramé-
trique :

(i) Tout triangle est isocéle.

(i) Tout point d’une boule en est “le” centre.

(#ii) Deux boules sont soit disjointes soit 'une est contenue dans l’autre.

(iv) Les boules sont a la fois ouvertes et fermées.

(v) La topologie est totalement discontinue.
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Remarque A.0.13 Lorsque L est un sous-corps de K, alors une norme sur K induite

une norme sur L.

Définition A.0.14 Soit K un corps, une valuation v sur K est une application de K
dans RU {400} vérifiant les trois conditions suivantes :
1) v(z) = 400 <=z =0,
2) v(z.y) = v(z) +o(y),
3) v(z +y) = min(v(z), v(y)).
Définition A.0.15 Deux normes sur un corps K sont équivalentes si elles définissent la
méme topologie.
Proposition A.0.16 Deuzx normes |.|; et |.|, sont équivalentes si et seulement s’il existe
a € R* tel que lon ait |z|, = |z|y quel que soit v € K*.

On termine cette section par un résultat concernant les suites de Cauchy dans un

espace normé ultramétrique

Théoréme A.0.17 Soit (a,), une suite dans le corps ultramétrique (K, |.| ), alors (an)n

est une suite de Cauchy si et seulement si
lirf a1 — anly =0 (A.5)
Preuve. Supposons que (a,,), est de Cauchy, en d’autre terme

Ve >0,AN e N:m,n > N = |ap, — ap| < ¢

En particulier, si m = n + 1,on obtient lirf |ant1 — anl, = 0.
o0

n—

Réciproquement ; on suppose que hrf |1 — anlx =0, e
Ve >0,IN e N:n>N = |aps1 —anlp <€ (A.6)

Soit m >n > N, on a

lam — anly = |@m — Q1 + Q1 — Qe+ oo+ A1 — Qg
< max(|@m — Q1| s ooos |Ons1 — ) < €
d’ou
Ve >0,AN e N:m,n > N = |a, — ap|, < ¢ (A7)

donc la suite (a,,), est de Cauchy. m
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Annexe B

Théoréme de complétion

Les définitions et les théorémes de cette annexe apparaissent dans les livres : (Voir
[12], [37], [56].

Soit (F, ||.||r) un corps normé n’est pas complet par rapport a ||.|| . On va construire
un autre corps F contenant F, et I'associe par une norme induite de la norme de F, de
facon que F soit un corps complet. Le role principal dans cette opération sera joué par
les suites de Cauchy : Ce sont les classes d’équivalence des suites de Cauchy de F' qu’est
sera déclaré comme éléments du corps F. Ainsi, on va commencer par une discussion sur
les suites de Cauchy dans un corps normé arbitraire.

On note par SC(F') ’ensemble des suites de Cauchy définies dans l'espace (F, ||.||r),

i.e. I'ensemble des suites {an}, .y C F telle que
Ve>0,IN e N/Vn>m >N :|la, —anllr <e¢ (B.1)

L’ensemble SC(F) est un anneau commutative, les opérations +, — , X sont interne,

on les définit comme suit

{an}neN + {bn}neN = {an + bn}neN

{an}neN X {bn}neN = {a, X bn}neN

Ainsi, I'élément neutre par rapport & I’addition c’est la suite nulle {0}, . = {0,0,.....}
et I'élément neutre par rapport a la multiplication c’est la suite {1}, = {1,1,.....}.
L’ensemble SC(F') n’est pas un corps, puisqu’il contient un zéro diviseur : {1,0,.....} X
{0,1,.....} = {0}, oy -

Soit pour tout a € F la suite constante {a}, .y = {a,a,.....} elle est de Cauchy, d’ou
SC(F) contient un ensemble isomorphe a F, ce qui revient a regarder tout élément de F

comme un ¢lément de SC(F') en convenant que a = {a}, .y = {a,qa,.....}.
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Maintenant, on note par NUL(F') ’ensemble des suites d’éléments de F' tendant vers
0, c’est-a-dire lir+n |lan||F = 0 on les appelle suites négligeables, il est facile de voir que

NUL(F) C SC(F) de faite que NUL(F) est un idéal de SC(F), i.e. le sous-anneau pour
lequel, si 7 € NUL(F) et y € SC(F) nous avons T x §y € NUL(F'). En effet, si {a,},y
et {bn},cn sont deux suites négligeables ; donc {a, & b, }, .y est une suite négligeable ; et
si {an},eny € NUL(F) et {b,}, oy est bornée (en particulier si elle est de Cauchy) alors
{anbn}, o est dans NUL(F).

On note la classe d’équivalence de SC(F') sur NUL(F') par

F = SC(F) /NUL(F) (B.2)

Ainsi, deux suites de Cauchy sont équivalentes si la soustraction des deux suites tends

vers 0. Notons par (a,) la classe d’équivalence qui représente la suite {a,} et par

neN?

(a) la classe d’équivalence qui représente la suite constante {a} et nous identifions

neN?’
a € F avec (a) € F, de sorte que nous considérons F' comme un sous-ensemble de F' par
I'injection suivante

v: F— F

a— (a)

Théoréme B.0.18 L’ensemble F est un corps.

Preuve. On définit sur F les deux opérations internes suivantes, pour (a,), (b,) € F

(an + by) (B.3)
ay.by)

(an) + (bn
(an)-(bn

S~—
I

N~—
I
—~

Il est facile de vérifier que (F, +, ) est un anneau commutative, son élément neutre

par rapport a 'addition (resp. a la multiplication) c’est la classe d’équivalence de la suite

nulle {0}, .y noté (0) (resp. la classe d’équivalence de la suite {1}, noté (1)). Les deux
opérations sont indépendantes du choix des représentants des classes d’équivalences.

Il reste & démontrer que chaque élément non nul de F est inversible, c’est-a-dire
VAeF, 3A e F: AA =1 (B.4)

En effet, soit A € F tel que A #0 € NUL(F), et soit {a,},y une suite de Cauchy de

A, tant qu’elle n’est pas négligeable, alors

de > 0,3dN € N: ||a,||r > €, Vn > N.
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En effet, on suppose le contraire, c’est-a-dire
Ve >0,VN €N, In> N : |a,||r <e¢
tandis que {a,},y est une suite de Cauchy, i.e.
Ve >0,IN' €N, Vn,m > N : ||apm — an||r < €
d’ou
Ve > 0,dN' € N, Vn,m > N : |lanllr < ||anllr + ||am — an||r < 2 (B.5)

ce qui veut dire que {a,}, .\ est négligeable, contradiction.

Définissons une autre suite {r,}, . par

0 , si n<N
r, =
" L si n>N

Qn

cette suite {r,}, .y est de Cauchy, en effet si n,m > N on a

a1 1 _ Nlam — anllr
= rallr = | = - = Lo Gl

—2
= <e ary — G B.6
T Tanlanle <€ Nam = anlle (B.6)

Notons la classe d’équivalence de (), .y par A’, on a le produit

(bn)neN = (a’n)neN X (rn>n€N - 0, 0, ceey 0 ; 1, 1,
(N—1)terme

donc

(bn)pen — (Dpey = 4 —1,—1,...,—-1,0,0,... » € NUL(F)
—_———
(N-1)terme

alors (by,),,cy € (1) d’ott (b,) = (1). Alors A A" = (1) ; ce qui preuve que les éléments non
nuls de F' admettent des inverses, ainsi F' est un corps. m

Définition B.0.19 Pour tout A = (a,,) € F on définit 'application suivante

l.lz : F—R*t (B.7)

A — [[Alp= lim [[an]r
n—-+00
On va démontrer que cette application est une norme sur F et elle est non-archimédienne
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si la norme de F' est aussi; on utilise le lemme suivant :

Lemme B.0.20 Soit (K, ||.|x) un corps ultramétrique, et soient b € K et une suite de

Cauchy (ay),cny C K tels que b # lim a,. Alors la suite de nombres réels (||a, — bl k)

n—+o0o neN

est stationnaire. En particulier; si (ay), oy n'est pas une suite négligeable, alors la suite

(llanllx) ey €st stationnaire.

Preuve. Soit (a,), .y une suite de Cauchy d’éléments de K, en d’autre terme
Ve >0,3ng >0/ m,n>ng = |lan, — anllx <&
d’autre part, on a pour m,n > ng
llam = bl = llan = bllx| < llam — anllx <€

alors la suite de nombres réels (||a, — b||x),cn €st de Cauchy, donc elle converge dans R ;

soit ¢ sa limite. D’apres les données du lemme, on a

la, —bllk >0,VneN et b# lim a,| = ¢>0. (B.8)

n—-+o0o

D’otl on peut mettre € = é dans la définition des limites, on trouve

/
ElnlEN/n7m>n1:>Ham—anHK<§

et
4
EInQEN/n>n2:>Han—bHK>§.

Cela signifie que

lan = bllx # llam — anl|x
Prenons N = max (nq,ny), donc pour n,m > N
|am = bllx = llan —b+ am — anllx

= max{[lan = bl|k, [lam — anl|x}

= llan = bllk

d’ot la suite (||a, — b||x),cn st stationnaire a partir du rang N. Pour le cas particulier,
il suffit de prendre b =0. =

Proposition B.0.21 L’application ||.|| est une norme sur F ; elle est non-archimédienne

st la norme de F' est aussi.
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Preuve. Montrons d’abord que cette application est bien définie. On a

llamlle = llanllp| < llam = anlle (B.9)

donc la suite de nombres réels {||a,| r}nen est de Cauchy, alors elle converge vert une
limite ¢ (puisque R est complet).

Soit une autre suite {a;,}, .y € 4, on a
0< lim |[flanllr = llayllp| < lim [lan —a,[[F =0
n—-+00 n—-+0o0o

alors

lim [la,|p = lim |a [
n—-4oo n—-+o0o

d’ou ||.|| est bien définie.
Maintenant, on va vérifier les trois propriétés de la norme :

1/ La premiére propriété : Soit A = (a,) € F, on a

A = (a,) =04 {a,},y est une suite négligeable
= lim el =0 Al =0

2/ La deuxiéme propriété : Soit A = (a,) € F, B = (b,) € F, on a

||A.B||F = lim |la,.b,]z

n—-+o0o

= tm Jlanllp - 10allz = 1A - [1BI] (B.10)

3/ La troixiéme propriété (I'inégalité triangulaire) : Soit A = (a,) € F, B = (b,) € F, on
a

|A+Bl, = lm [lan+bp

IA

i (fanllp+ 1] )

IN

Jm lanllp + Hm bl

JAIL_+ 1Bl

donc I'application ||| est une norme sur F.
Il reste & montrer que si la norme H I F est non—archimédienne alors ||.||# est aussi. Pour
cela, soit (a,), (b,) € F tel que : = H
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Si I'une des deux normes est nulle, 'une des deux suites est négligeable, alors le
résultat serait effectivement trivial. Supposons alors que les deux suites ne sont pas né-
gligeables.

D’apres le lemme précédent (B.0.20) on a

M’ € N / Vn > M = ||Cln||F = HCLM/HF (Bll)
IM" € N /Nn>M" = b= lbwlp

donc
M€ N/vn>M = (@] = lim flallr = ),
M€ NN n>M = |G = tim e = 5l
Prenons

M = max (Mla Mg)

alors on a, Vn > M

lan +nllr = max (|lan|lr, 1bn]|F)
- (‘ (an) 7’ (b) F)
d’ou
(an) + (ba) Fooax (H@ 7’ () F)
d’ou ce qu’on voulait montrer. m
Théoréme B.0.22 F muni de la norme | .|| est complet, et F est un sous-ensemble

dense de F.

Preuve. Montrons d’abords la densité de F . Soit A = (a,) € F , pour tout entier
positif fixé m nous considérons la suite constante A = {a,,, apm, ...}, d’ou la suite {a, —
m Ymen Teprésente la classe A — X, et tant que {ay }nen est de Cauchy, on peut écrire

lim [|[A—-M|z= lim |la, —anlr=0 (B.12)
n—-+00 n—-+o0o
donc F est dense de F.

Soit, maintenant ; {A, },en une suite de Cauchy dans F, on va démontrer que F est

complet, i.e.

JAeF: |A = An|lz =0

lim
n—-+o00
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En effet, d’aprés la densité de F' dans F, pour tout A, il existe une suite (ain); ey € I tel
que
[An = ainlly < + (B.13)
n
donc {A, — (@i,)}nen est une suite négligeable, d’ott elle est de Cauchy dans F (a;,
coincide avec son représentant @, ,, donc on le considére comme un élément de F). Nous

avons

{ai,n}neN = {An}nen — {An — (m)}neN-

Alors {(@;,)}nen est une suite de Cauchy dans F, or que les éléments de cette suite
appartiennent a F', alors {a;,}nen est lul méme de Cauchy dans F', on note sa classe
d’équivalence par A. De (B.12) et (B.13) il vient que {A — (Gin) tnen €t {A, — (Gin) bnen

sont des suites négligeables dans F. Donc sa différence

{A = Antnen = {A = (@n) tnen = {An = (@in) Fnen

est une suite négligeable dans F, ce qui implique que

hI}_l |A—A,l#7=0 (B.14)
¢a veut dire
A= lim A,
n—-+0o00
alors toute suite de Cauchy dans F' est converge, d’on F' muni de la norme || .|| est

complet. m

Remarque B.0.23 Les opérations dans F sont prolongées de ceux de F' par continuité ;

1.€.

si A= lim (@,), B= lim (b,); alors A+ B = lim (@,+b,) ; AB= lim (@,.b,).

n—-—+o00 n—-+o0o n—-+00 n—-+0o

Exemple B.0.24 Le corps des nombres réels R (muni de la valeur absolue usuelle) est le
complété du corps des nombres rationnels Q. On peut donc définir un nombre réel comme

étant une classe d’équivalence d’une suite de Cauchy des nombres rationnels.
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RESUME

L'objectif de cette thése est d’étudie des caractéristiques algébriques et arithmétiques d'un
nombre p-adique, en utilisant son développement en fractions continues et les automates finis:
= On a définit un algorithme de calcul des fractions continues, et on a démontré que cet
algorithme s'arréte au bout d'un certain rang.
= On a utilisé la version p-adigue du théoréme du sous-espace de Schmidt due a
Schlickewei, pour donner des conditions suffisantes pour qu’'un nombre p-adique dont
son développement en fractions continues est une suite de Thue-Morse, soit quadratique
ou transcendant.
Mots cles : nombre p-adique, fractions continues, automates finis, sous-espace de Schmidt,
suite de Thue-Morse, transcendence.

ABSTRACT

The objective of this thesis is to study algebraic and arithmetic characteristics of a p-adic

number, using its development of continued fractions, and finite automata:

e We defines a calculation algorithm of continued fractions, and it was shown that this
algorithm stops after a certain rank.

e We used the p-adic version of Schmidt subspace theorem due to Schlickewei, to give
sufficient conditions for a p-adic number which its continued fraction is a sequence of
Thue-Morse, is quadratic or transcendent.

Keywords : p-adic number, continued fractions, finite automata, Schmidt subspace, sequence
of Thue-Morse, transcendent.



