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Introduction Générale

Un thème très important dans la théorie des nombres est de trouver les solutions

rationnelles des équations diophantiennes telles que y2 = x3 � 7, x3 + y3 + z3 = 4,... etc.

Ce qui nous conduit à étudier la caractérisation des nombres rationnels et des nombres

non-rationnels (irrationnels), telles que : l�algébricité, la transcendance et la complexité

du développement.

Un nombre réel ou p-adique est dit "algébrique" s�il est racine d�un polynôme à
coe¢ cients rationnels (ou entiers relatifs). Ainsi

p
2 est algébrique de degré 2 car c�est

une racine de X2 � 2. Naturellement, les nombres rationnels sont algébriques ; car a
b
est

racine du polynôme bX�a. Un nombre qui n�est pas algébrique est dit "transcendant".
La façon dont les nombres algébriques irrationnels peuvent être approchés par des

nombres rationnels est une question centrale en analyse diophantienne. Cette probléma-

tique est bien sûr intimement liée au développement en fraction continue des nombres

algébriques irrationnels.

On sait, par exemple, que le développement en fraction continue d�un nombre réel

irrationnel � est ultimement périodique si, et seulement si, � est quadratique, i.e. racine

d�un polynôme de degré 2. En revanche, on ne dispose que de très peu d�informations sur

la taille des quotients partiels des nombres algébriques de degré supérieur ou égal à 3.

Formellement, on conjecture, par exemple que la suite formée par leurs quotients partiels

n�est pas bornée. Il s�agit d�un problème important suggéré par Khintchine [38].

Plus modestement, on peut penser que si la suite des quotients partiels d�un nombre

irrationnel est su¢ samment "simple", alors ce dernier est soit quadratique, soit transcen-

dant. Cette alternative séduisante se doit d�être formalisée, le terme "simple" pouvant

conduire à des interprétations di¤érentes. Il peut désigner aussi bien des nombres réels

ou p-adiques dont le développement en fraction continue peut être produit par un algo-

rithme simple (par exemple par une machine de Turing comme les automates �nis), que

provenant d�un système dynamique simple.

De nos jours, l�existence de nombres réels transcendants est facile à montrer. Pour

chaque degré n � 1 il n�y a qu�un nombre dénombrable de polynômes de degré n à coef-
�cients rationnels, donc un nombre dénombrable de nombres algébriques de degré �xé, et

donc un nombre dénombrable de nombres algébriques. Puisque R n�est pas dénombrable

cela prouve qu�il existe des nombres réels transcendants. Cette preuve, due à Cantor, n�a

été donnée que très tardivement, à la charnière des deux siècles." Texte inspiré du papier
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de Waldscmidt "Un Demi-siècle de Transcendance" [64], on trouve plus de détails sur

l�histoire des nombres transcendants dans ce survol.

Ce thème a en fait une longue histoire. Le premier résultat de ce type remonte aux

travaux de Liouville [42], puis son théorème d�approximation a connu des ra¢ nements,

améliorations et généralisations, qui culminent avec le théorème du sous-espace de Schmidt

et sa version pour les nombres p-adiques.

Plusieurs auteurs avaient traité la caractérisation algébrique des nombres réels, en uti-

lisant le développement en base entière (décimal, par exemple) engendré par un automate

�ni et/ou une fraction continue réel, voir par exemple les travaux : [1], [2], [3, [4], [5], [7],

[8], [10], [28], [30], [35], [43], [51]. Cette étude conduit à l�analyse des propriétés diophan-

tiennes : transcendance, mesures d�irrationalité, indépendance algébrique, périodicité et

complexité du développement. Ces propriétés sont utiles dans des applications en théo-

rie des nombres (approximation diophantienne), en systèmes dynamiques, en géométrie

discrète, ou en informatique théorique et même en physique.

Par contre, la caractérisation des nombres p-adiques, n�a pas bien était étudié, il y

avait peu d�articles qui traite les propriétés des fractions continues p-adiques, en citant :

[17], [22], [25], [27], [31], [41], [49], [66].

L�analogue p-adiques des fractions continues réelles a été étudié pour la première

fois par Mahler en 1934 [47] et en 1940 [46]. L�algorithme p-adique qui reproduit mieux

l�algorithme classique réel en utilisant les parties entières a été mentionné dans les premiers

articles sur le sujet, mais cet algorithme n�a pas été poursuivi parce qu�il ne donne pas

de très bonnes approximations. Les fractions continues basées sur cet algorithme, ont été

développés par Ruban [55, 1970], qui a montré que ces fractions continues fait avoir de

belles propriétés ergodiques. Avant Ruban, il y avait Schneider [59, 1968] qui a laissé une

trace dans ce domaine, c�est la dé�nition qui porte son nom.

Les fractions continues p-adique de Ruban et celles de Schneider [59] sont basé sur la

di¢ culté qu�il y a des nombres rationnels possédant des fractions continues in�nies, ainsi,

Schneider dans son article [59] a essayé de traiter le problème de la caractérisation des

nombres rationnels en termes de leurs fractions continues p-adiques. Bundschuh [27] en

1977 avait aussi participé à la caractérisation des fractions continues p-adiques de Schnei-

der d�un nombre rationnel, il avait démontré que suivant cette dé�nition, le développement

des rationnels est �ni ou stationnaire à partir d�un certain rang. Nous avons également

Laohakosol [41, 1985] qui s�est basé sur le travail de Bundschuh pour caractériser les frac-

tions continues p-adiques de Ruban. En�n, n�oublions pas de citer les fameux travaux de

Browkin dans deux articles [25, 1978] et [26, 2000], dont il avait donné d�autres méthodes

pour dé�nir les fractions continues p-adiques, ainsi il a caractérisé le développement d�un

nombre quadratique.
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Trouver un analogue du théorème de Lagrange dans le cas p-adique est l�un des

aspects les plus étudiés pour les fractions continues p-adiques. Généralement, il est facile

de montrer qu�une fraction continue périodique représente un nombre rationnel ou un

nombre irrationnel quadratique.

L�objectif de notre travail est de donner une caractérisation algébrique et arithmétique

d�un nombre p-adique, en utilisant son développement de Hensel et/ou son développement

en fraction continue p-adique. On va démontrer des théorèmes de transcendance et de

complexité dans le cas p-adique, qui sont similaire à des théorèmes dans le cas réel.

On a réparti cette thèse sur une introduction générale, trois chapitres et deux annexes,

ainsi que les notations et une liste des références.

Dans le premier chapitre, on va décrire les méthodes de construction du corps des

nombres p-adiques, ainsi que l�anneau des entiers p-adiques, ensuite on dé�nit le dévelop-

pement de Hensel, on donne quelques propriétés analytiques et arithmétiques du corps

des nombres p-adiques telle que le fameux lemme dite de Hensel.

Dans le deuxième chapitre, on a présenté les dé�nitions et les propriétés essentielles des

automates �nis et des fractions continues réelles et p-adiques, en expliquant les di¤érents

théorèmes concernant la transcendance du développement décimal et du développement

de Hensel engendré par un automate �ni. Les résultats de cette partie reposent la plupart

sur un outil diophantien puissant : le théorème du sous-espace de Schmidt, qu�on va

donner son énoncé, ainsi que sa version p-adique démontré par Schlickewei.

Dans le troisième chapitre, qui occupe une place centrale dans cette thèse, on a

étudié dans la première section, la complexité du développement en fraction continue

d�un nombre rationnel, autrement dit la version p-adique du théorème du Lamé connu

dans le cas réel. Dans la deuxième section, on présente nos résultats principaux sur la

complexité du développement de Hensel et en fraction continue d�un nombre rationnel,

ainsi que la transcendance d�un nombre p-adique dont son développement en fraction

continue est un mot du Thue-Morse, qui véri�e des propriétés de combinatoires.

Nous terminons cette thèse par deux annexes et quelques références sur le sujet étu-

dier. La première annexe est sur les corps normés, la deuxième est sur le théorème de la

complétion d�un corps ultramétrique non complet.
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Notation

p un nombre premier, p = 2; 3; 5; 7; :::; 2011; 2017; ::: .

PGCD (a; p) le plus grand commun diviseur de a et p.

N l�ensemble des nombres naturels.
Z l�ensemble des nombres entiers réels.
Q l�ensemble des nombres rationnels.
R l�ensemble des nombres réels.
Zp l�ensemble des entiers p-adiques.
Qp l�ensemble des nombres p-adiques.
Z=nZ l�ensemble de division de Z sur nZ:
K[X] l�ensemble des polynômes à coe¢ cients dans K:

j:j1 = j:j la valeur absolue usuel.
j:jp la valeur absolue p-adique.
vp(:) la valuation p-adique.

[x] la partie entière réel de x:

[x]p la partie entière p-adique de x:

hxip la partie fractionnaire p-adique de x.
ln(:) le logarithme népérien (de base e).

mod p modulo un nombre p.

Ckn coe¢ cients binomiaux (combinaison de k parmi n).
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Chapitre 1

Préliminaires sur les nombres
p-adiques

Les dé�nitions et les théorèmes de ce chapitre apparaissent dans plusieurs livres clas-

siques sur les nombres p-adiques, comme : [12], [36],[37], [40], [53], [56].

Les corps des nombres p-adiques ont été introduits par le mathématicien allemand

Kurt Hensel à la �n du 19�eme siècle (1897). Hensel a commencé avec la question suivante :

Est-il possible de dé�nir un nombre rationnel x 2 Q par une série de puissance de la
forme

x =
X
n�k

�np
n, avec �n 2 f0; 1; :::; p� 1g et k 2 Z (1.1)

Hensel savait, par exemple, que

4

3
=

n=0X
n=�1

22n (1.2)

Il a étudié la possibilité d�élargir x =
4

3
dans une série à l�égard de puissances positives

de p = 2
4

3
=

+1X
n=0

�n2
n, avec �n = 0; 1 (1.3)

Ces manipulations avec les nombres rationnels et les séries, généré l�idée qu�il existe

une certaine structure algébrique similaire au système des nombres réels R. En fait, les
corps des nombres p-adiques étaient les premiers exemples de corps in�nis di¤érents de

Q, R, C.
La construction de nouveaux corpsQp induit un intérêt vif dans la théorie des nombres

et l�algèbre. Pratiquement cent années avant, les nombres p-adiques ont été intensivement
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utilisé que dans les mathématiques pures, principalement dans la théorie des nombres,

voir, par exemple, le livre classique de Borevich et Schafarevich [24]. En particulier, les

nombres p-adiques sont utiles dans de certains problèmes théoriques dans le corps des

nombres rationnels Q.

1.1 Valuations et normes p-adiques

1.1.1 Valuations p-adiques

Dé�nition 1.1.1 On dé�nit la valuation p-adique d�un entier naturel non nul a, on la
note vp(a), par

vp(a) = max fr 2 N= pr divise ag (1.4)

Ainsi, on peut écrire

a = �:pvp(a)

avec � 2 Z et PGCD(�; p) = 1. Par convention on écrit vp(0) = +1:

Dé�nition 1.1.2 Soit un nombre rationnel x =
a

b
, où a et b sont des entiers réels non

nul. On appelle valuation p-adique de x le nombre

vp(x) = vp(a)� vp(b) (1.5)

On peut écrire dans ce cas x = �:pvp(x); avec � 2 Q et PGCD(�; p) = 1:

Remarque 1.1.3 L�application

vp(:) : Q �! N (1.6)

x �! vp(x)

est bien dé�ni. En e¤et, si x =
a

b
=
a0

b0
, on a vp(x) = vp(a)� vp(b) = vp(a

0)� vp(b
0).

Proposition 1.1.4 L�application vp(:) satisfait les trois conditions suivantes, 8x; y 2 Q :
1) vp(x:y) = vp(x) + vp(y)

2) vp(x+ y) � min(vp(x); vp(y))
3) vp(x+ y) = min(vp(x); vp(y)); si vp(x) 6= vp(y)

Preuve. 1) Soit x = a
b
:pvp(x); y = c

d
:pvp(y); avec a; b; c; d sont des entiers réels premiers

8



avec p, on a

vp(x:y) = vp

�
pvp(x)+vp(y):

ac

bd

�
= vp(x) + vp(y)

puisque PGCD(ac; p) = 1 et PGCD(bd; p) = 1:

2) Supposons que r = vp(x) et s = vp(y); avec s � r, on a

vp (x+ y) = vp

�
pr:
a

b
+ ps:

c

d

�
= vp

�
pr
ha
b
+ ps�r:

c

d

i�
= vp (p

r) + vp

�a
b
+ ps�r:

c

d

�
= r + vp

�
ad+ ps�rcb

bd

�
vu que PGCD(bd; p) = 1, donc

vp

�
ad+ ps�rcb

bd

�
� 0 (1.7)

alors vp(x+ y) � r:

3) Si s 6= r; on suppose que s > r, alors

vp

�
ad+ ps�rcb

bd

�
= 0 (1.8)

d�où

vp(x+ y) = r = min(vp(x); vp(y))

1.1.2 Normes p-adiques

Dé�nition 1.1.5 Soit x 2 Q. On considère la fonction j:jp dé�nie par

j:jp : Q �! R+ (1.9)

x 7�! jxjp =
(

p�vp(x) ; x 6= 0
0 ; x = 0

Proposition 1.1.6 L�application j:jp est une norme ultramétrique sur le corps Q, appelée
norme p-adique.

Preuve. Pour la première et la deuxième propriété de la norme (voir l�annexe1),
une petite véri�cation est facile.
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On va démontrer l�inégalité ultramétrique, on suppose que x, y et x + y ne sont pas

nuls, et Supposons aussi que jxjp � jyjp, d�où vp(x) � vp(y), donc d�après la deuxième

propriété de la valuation p-adique, on a

jx+ yjp = p�vp(x+y) � p�minfvp(x);vp(y)g = p�vp(x) = jxjp (1.10)

d�où

jx+ yjp � max
n
jxjp ; jyjp

o

Remarque 1.1.7 L�application x 7�! jxjp est une valeur absolue dé�nie sur le corps Q
(voir l�annexe1).

Remarque 1.1.8 Une propriété importante de l�application x 7�! jxjp c�est que l�image
de Q est un ensemble discret dé�nie par

jQjp = f0g [
�
pk = k 2 Z

	
=

�
:::;

1

p2
;
1

p
; 0; 1; p; p2; p3; :::

�
(1.11)

Remarque 1.1.9 On peut dé�nir sur le corps des nombres rationnels Q trois types de

valeurs absolues :

1) Valeur absolue triviale :

jxjt =
(
1; x 6= 0
0; x = 0

(1.12)

2) Valeur absolue naturelle (ordinaire) :

jxj = jxj+1 = max(x;�x) =
(

x , si x � 0
�x , si x < 0

(1.13)

3) Valeur absolue p-adique :

jxjp =
(
p�vp(x); x 6= 0
0; x = 0

(1.14)

Le théorème d�Ostrowski nous montre que ce sont les seules valeurs absolues sur Q.
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Remarque 1.1.10 Il est connu que l�ensemble des entiers relatifs Z est un ensemble non
borné pour la valeur absolue usuelle j:j+1. Par contre, tout entier z s�écrit sous la forme
m:pr où r 2 N et m 2 Z premier avec p, donc

8z 2 Z; jzjp = p�r 6 1 (1.15)

ce qui veut dire que l�ensemble Z est borné pour la valeur absolue p-adique j:jp.

Théorème 1.1.11 (Théorème d�Ostrowski)
Toute valeur absolue non triviale k:k sur Q est équivalente à la valeur absolue archimé-

dienne (usuel) j:j+1 ou à une valeur absolue p-adique j:jp.

Preuve. On suppose que k:k est une valeur absolue archimédienne, c�est-à-dire qu�il
existe k 2 N� tel que jjkjj > 1: Comme jjx:1jj = jjxjj : jj1jj il vient que jj1jj = 1, et d�après
l�inégalité triangulaire on a

k = 1 + 1 + :::+ 1| {z }
k fois

=) jjkjj � k1k+ :::+ k1k| {z }
k fois

= 1 + 1 + :::+ 1| {z }
k fois

= k

et de plus, il existe � 2 ]0; 1] tel que l�on ait jjkjj = k�:

Soit m 2 N, on peut écrire m en base k sous la forme

m =
nX
i=0

aik
i avec ai 2 f0; 1; :::; k � 1g et an 6= 0

de telle sorte que l�on am � kn: Comme jjaijj � ai � k�1; 8i = 0; n et jjkijj = jjkjji = ki�,

on obtient la majoration

jjmjj � (k � 1)
nX
i=0

ki� =
k � 1
k� � 1(k

(n+1)� � 1)

�
�
k�:

k � 1
k� � 1

�
:kn� � Cm�;

où la constante C = k�
(k � 1)
k� � 1 est indépendante de m: On peut appliquer cette inégalité

à mn, ce qui nous donne kmkn � Cmn� , prenant la racine n� i�eme de cette inégalité et
passant à la limite, on trouve kmk � m�. On a donc

log kmk
m

� log kkk
k

, 8m 2 N: (1.16)

Par symétrie, on en déduit le fait que si kmk > 1, alors cette inégalité est une égalité.
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Dans le cas général, il existe n 2 N tel que l�on ait kknmk > 1, ce qui montre que l�on a
égalité 8m 2 N, puis en utilisant la multiplicativité de la norme et le fait que k�1k = 1,
que kxk = kxk�+1 quel que soit x 2 Q. On a donc montré que s�il existe k 2 N tel que
kkk > 1, alors k:k est équivalente à la norme usuelle.

Dans le cas contraire, on a klk � 1 pour tout nombre premier l. Comme on a supposé
k:k non trivial, il existe au moins un nombre premier p tel que kpk < 1: S�il existe un

autre q, alors d�après le théorème de Bezout, on peut trouver un; vn 2 Z telle que l�on ait
unp

n +vnq
n = 1: On obtient donc

1 = k1k = kunpn + vnq
nk

� kunk kpnk+ kvnk kqnk
� kpnk+ kqnk ;

Ce qui est impossible pour n assez grand, Il existe donc un seul nombre premier p tel que

kpk < 1 et k:k est équivalente à la norme p-adique. Ce qui termine la démonstration.

Corollaire 1.1.12 Deux normes j:jp1 et j:jp2 sont équivalentes si et seulement si p1 = p2:

Preuve. Il su¢ t de considérer la suite (pn1 )n. Cette suite converge vers 0 pour j:jp1
car jpn1 jp1 = p�n1 �!

n!+1
0 , mais elle ne converge pas vers 0 pour j:jp2 si p1 6= p2, car

jpn1 jp2 = 1 6= 0.
Le lemme suivant nous donne une façon d�approximer un nombre rationnel par un

entier naturel, cette propriété sera utile dans la suite :

Lemme 1.1.13 Soit x 2 Q avec jxjp � 1, alors

9� 2 f0; :::; p� 1g : jx� �jp �
1

p

et de plus

8n 2 N;9�n 2 f0; :::; p� 1g : jx� �njp �
1

pn

Preuve. On va démontrer le résultat pour jxjp = 1, puis pour jxjp < 1.
i) Soit x = a

b
2 Q, tel que a 2 Z; b 2 Z�. On suppose que jxjp = 1, c-à-d que vp(x) = 0,

autrement dit PGCD(a; p) = PGCD(b; p) = 1. On a

PGCD(b; p) = 1 =) 9�1; �2 2 Z : �1b+ �2:p = 1:

On en déduit que x� a�1 =
a(1��1b)

b
et que

jx� a�1jp =
���a
b

���
p
: j1� �1bjp � j1� �1bjp = j�2pjp �

1

p
: (1.17)
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Par division euclidienne, on a a�1 = kp+ � , avec � 2 f0; :::; p� 1g et PGCD(k; p) = 1,
alors

ja�1 � �jp = jkpjp �
1

p
:

D�où

jx� �jp = jx� a�1 + a�1 � �jp � max
n
jx� a�1jp ; ja�1 � �jp

o
� 1

p
(1.18)

Pour démontrer la deuxième inégalité, nous avons

PGCD(p; b) = 1 =) PGCD(pn; b) = 1;8n 2 N
=) 9�1; �2 2 Z : �1b+ �2:p

n = 1:

On fait les mêmes étapes, on trouve 8n 2 N;9�n = a�1 � kpn 2 f0; :::; p� 1g tel que
jx� �njp � 1

pn
.

ii) Maintenant, soit jyjp < 1, c�est-à-dire que jyjp � 1
p
. Si on met x = pvp(y):y, on aura

jxjp = 1, et Compte tenu de ce qui précède

9� 2 f0; :::; p� 1g : jx� �jp �
1

p
(1.19)

donc

jy � �jp = jy � x+ x� �jp � max
n
jy � xjp ; jx� �jp

o
d�autre part, on a

jy � xjp =
��y � pvp(y):y

��
p
= jyjp :

��1� pvp(y)
��
p
� 1

p
(1.20)

alors d�après (1.19) et (1.20) on trouve

jy � �jp �
1

p

1.2 Construction du corps des nombres p-adiques

Dans cette section, Nous allons construire le corps des nombres p-adiques Qp en
utilisant la méthode topologique (analytique) basé sur le théorème de complétion. Tandis

qu�il y a une autre méthode dite algébrique dont on passe par l�anneau des entiers p-

adiques Zp en considérant son corps des fractions. Cependant, la construction importe
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peu, les deux méthodes sont équivalentes. On peut trouver les démonstrations dans les

livres de : Bachman [12], Robert [53] et Schikhof [56].

On remarque que Q n�est pas complet pour la norme p-adique. En e¤et, soit pour

a 2 Q et 1 � a � p� 1 la suite de terme générale un = ap
n
, puisque d�après le théorème

de Fermat-Euler on a ap
n(p�1) � 1 = 0mod pn, d�où

jun+1 � unjp �
��apn �apn(p�1) � 1���

p
� p�n (1.21)

donc

jum � unjp = jum � um�1 + um�1 � um�2 + ::::+ un+1 � unjp
� max(jum � um�1jp ; ::::; jun+1 � unjp) � p�n

ce qui donne

lim
n!+1

jum � unjp = 0

alors cette suite est de Cauchy dans Q muni de la norme j:jp.
Supposons qu�elle converge vers u 2 Q, il vient que

u = lim
n!+1

un = lim
n!+1

un+1

= lim
n!+1

(un)
p = up

cela signi�e que u est une (p� 1) ième racine de l�unité dans Q, donc égale 1.
D�autre part, on a

ju� ajp =
��u� ap

n

+ ap
n � a

��
p

� max
n��u� ap

n��
p
;
��apn � a

��
p

o
=
��apn � a

��
p

�
��apn�1 � 1��

p
< 1

donc p�vp(u�a) < 1, c�est-à dire vp(u� a) � 1, alors p divise u� a, ce qui veut dire u = a.

Alors, si a 6= 1 on aura une contradiction. Donc u =2 Q:

Dé�nition 1.2.1 Le corps des nombres p-adiques Qp est dé�ni comme le complété de
l�espace normé (Q; j:jp) en appliquant le théorème de complétion. On prolonge la valeur
absolue p-adique j:jp dé�nie sur Q à tout le corps Qp de la manière suivante : soit x 2 Qp
et (xn)n une suite de Cauchy de nombres rationnels représentant x. La suite

�
jxnjp

�
n
est

14



une suite de Cauchy dans R+ car���jxnjp � jxmjp��� � jxn � xmjp

donc elle converge vers une limite ` dans R+. Cette limite est appelée la valeur absolue
p-adique de x, c�est une norme non-archimédienne, et on a

jxjp = lim
n!+1

jxnjp

On peut également, étendre la valuation p-adique au Qp : vp(x) = lim
n!+1

vp(xn)

Proposition 1.2.2 Qp muni de la norme j:jp est un corps complet ultramétrique.

Preuve. Application du théorème de complétion (voir l�annexe2).

Dé�nition 1.2.3 On dé�nit l�ensemble des entiers p-adiques, on le note Zp, comme étant
le disque de l�unité de rayon 1 et de centre 0, en outre terme

Zp =
n
x 2 Qp : jxjp � 1

o
Remarque 1.2.4 L�autre méthode algébrique pour construire les nombres p-adiques consiste
a dé�ni le corps Qp comme l�ensemble des fractions de Zp

Qp =
na
b
: (a; b) 2 Zp � Zp � f0g

o
(1.22)

Lemme 1.2.5 Soient x 2 Qp, k 2 Z, alorsn
y 2 Qp : jy � xjp � pk

o
= x+ p�k:Zp

Preuve. Nous avons

x+ p�k:Zp =
�
x+ p�kz : z 2 Zp

	
=

n
x+ u : jujp � pk

o
=

n
y 2 Qp : jy � xjp � pk

o

Dé�nition 1.2.6 On dé�nit l�ensemble des nombres p-adiques inversibles, on le note par
Z�p, par

Z�p =
n
� 2 Zp : j�jp = 1

o
15



La proposition suivante donne la relation entre les trois ensembles Zp;Z�p et Qp

Proposition 1.2.7 On peut écrire tout nombre p-adique x d�une façon unique sous la
forme

x = pn:� avec � 2 Z�p; n 2 Z

Preuve. Si x 2 Zp, alors 9 (xn)n � Q de Cauchy, tel que x = lim
n!+1

xn. Tandis que

chaque terme xn s�écrit sous une forme unique (d�après la dé�nition (1.1.2))

xn = �n:p
vp(xn), avec �n 2 Q et vp(�n) = 0 (1.23)

donc

x = lim
n!+1

xn = lim
n!+1

�n:p
lim

n!+1
vp(xn)

= �:pvp(x)

avec

vp(�) = lim
n!+1

vp(�n) = 0

c�est-à-dire que j�jp = 1, d�où � 2 Z�p:
Maintenant, si x 2 Qp. Par la dé�nition algébrique de Qp, x s�écrit sous la forme

x =
a

b
, (a; b) 2 Zp � Zp � f0g

d�autre part a = �:pvp(a) et b = �:pvp(b) avec (�; �) 2 (Z�p)2 . Donc

x =
�

�
:pvp(a)�vp(b) = �:pn (1.24)

avec

n = vp(a)� vp(b) 2 Z et � =
�

�
2 Z�p

Il reste à démontrer l�unicité de la représentation : Supposons que x admet deux repré-

sentations 8><>:
x = �0:pm

0
, �0 2 Z�p, m0 2 Z
et

x = �00:pm
00
, �00 2 Z�p , m00 2 Z

donc

�0:�00�1 = pm
0�m00

=) vp(�
0:�00�1) = m0 �m00 (1.25)

or que vp(�
0:�00�1) = 0 (car �0:�00�1 2 Z�p), ce qui implique m0 = m00.
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1.3 Propriétés du corps Qp

Nous présentons dans cette section les propriétés du corps Qp, à savoir, le développe-
ment de Hensel qui est une autre façon de représenter un nombre p-adique. Nous traitons

aussi quelques propriétés analytiques de ce corps et nous discutons le lemme de Hensel,

qui est un résultat fondamental et certainement l�un des plus importants.

1.3.1 Développement de Hensel

Dé�nition 1.3.1 Soit x 2 Zp, il existe une suite de Cauchy (xn)n � Z qui s�appelle
représentant canonique de x, et une suite (�n)n d�éléments de f0; 1; :::; p� 1g, telle que :
x = lim

n!+1
xn selon la norme j:jp, et

xn = �0 + �1p+ �2p
2 + :::::::::::+ �np

n

Dans ce cas, on a

x = lim
n!+1

nP
i=0

�ip
i =

+1P
n=0

�np
n (1.26)

La série
+1P
n=0

�np
n s�appelle "développement de Hensel" de l�entier p-adique x, et les

coe¢ cients �n s�appellent les chi¤res p-adiques.

Dans le théorème suivant on va démontrer l�existence de la suite (xn)n et qu�elle véri�e

certaines conditions :

Théorème 1.3.2 Soit x 2 Qp avec jxjp � 1, alors il existe une suite de Cauchy (xn)n � Z
représente la classe d�équivalence x, telle que8><>:

xn 2 f0; 1; :::; pn � 1g
et

xn+1 = xnmod p
n+1

Preuve. D�après le lemme (1.1.13)

9�0 2 f0; 1; :::; p� 1g : jx� �0jp �
1

p
< 1 (1.27)

17



et comme la norme du nombre (x � �0) est inférieure à
1

p
, alors

�����0 � x

p

����
p

� 1; en

appliquant de nouveau le lemme (1.1.13)

9�1 2 f0; 1; :::; p� 1g :
�����0 � x

p
� �1

����
p

=

����1p
����
p

: jx� (�0 + �1p)jp �
1

p

donc

jx� (�0 + �1p)jp �
1

p2

Ainsi, on obtient par récurrence une suite d�entiers relatifs �n 2 f0; 1; :::; p� 1g telle que

jx� (�0 + �1p+ ::::::::+ �np
n)jp � p�n (1.28)

on met xn = �0 + �1p+ �2p
2 + :::::::::::+ �np

n, on a donc jx� xnjp � p�n:

Nous pouvons véri�er facilement que (xn)n est une suite de Cauchy et qu�elle satisfait8>>>>>><>>>>>>:

xn 2 Z; xn 2 f0; 1; :::; pn � 1g

xn+1 = xnmod p
n+1

lim
n!+1

xn = x (selon la norme j:jp )

d�où ce qu�on voulait démontrer.

Remarque 1.3.3 Si jyjp > 1, i.e. 9m 2 Z+ : jyjp = pm. Pour se ramener au cas jxjp � 1,
on pose x = pm:y, donc jxjp = 1 � 1. En appliquant le théorème (1.3.2) on a

x =
+1P
n=0

�np
n =) y = p�mx =

+1P
n=0

�np
n�m =

+1P
k=�m

�k+mp
k

Cela signi�e que tout nombre p-adique a 2 Qp admet un développement p-adique sous
forme d�une série

a =
+1P
k=�m

�kp
k ; avec �k 2 f0; 1; 2; :::; p� 1g ; m 2 Z+

et dans ce cas on a m = vp(a):

Remarque 1.3.4 On peut écrir les nombres p-adiques en utilisant se qu�on appel la vir-
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gule (le point) p-adique :

x 2 Zp =) x =
+1P
n=0

�np
n = 0 � �0�1::::::�n:::::::

a 2 Qp =) a =
+1P
n=�m

�kp
k = ��m��m+1:::��1 � �0�1:::::::�n:::::::

Exemple 1.3.5 i) x = 0 � 31104444444:::: = 3:50 + 1:51 + 1:52 + 4:53 + 4:53 + 4:53 + :::,

m = 0 , p = 5:

ii) a = 1221 � 21 = 1:3�2 + 2:3�1 + 2:3�2 + 1:3�1 + 2:30 + 1:31 + 0:32 + 0:33 + :::, m = �4
, p = 3:

iii) y = �00634 = 0:70 + 0:71 + 6:72 + 3:73 + 4:74 + 0:75 + 0:76 + ::: , m = 2 , p = 7:

Proposition 1.3.6 Le développement de Hensel est unique.

Preuve. Soit x un nombre p-adique développable en deux séries de Hensel8>>>><>>>>:
x =

+1P
n=0

�np
n = �0 + �1p+ ::::::::+ �np

n + ::::

et

x =
+1P
n=0

�0np
n = �00 + �01p+ :::::::::+ �0np

n + ::::

et soit m le premier indice tel que �m 6= �0m, on suppose que �m < �0m. On a

1 � �0m � �m � p� 1 (1.29)

soit

xm = �0 + �1p+ ::::::::+ �mp
m

x0m = �00 + �01p+ :::::::::+ �0mp
m

alors

x0m � xm = (�
0
m � �m)p

m =) jx0m � xmjp = p�m

d�autre part on a

jx0m � xmjp = jx0m � x+ x� xmjp
� max

n
jx0m � xjp ; jx� xmjp

o
< p�m
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Contradiction.

Remarque 1.3.7 Le développement p-adique est analogue au développement décimal d�un

nombre réel x =
+1P
k=�m

�k10
�k, avec �k 2 f0; 1; 2; :::; 10� 1g = f0; 1; 2; :::; 9g.

Remarque 1.3.8 On peut utiliser le développement de Hensel pour donner une autre
dé�nition de l�ensemble des entiers p-adiques Zp : Ce sont les nombres p-adiques dont son
développement de Hensel ne contient que les puissances positives de p, c�est-à-dire

Zp =
�
x 2 Qp : x =

+1P
n=0

�np
n

�
(1.30)

Ainsi, l�autre dé�nition de l�ensemble des nombres inversibles

Z�p =
�
x 2 Qp : x =

+1P
n=0

�np
n; tel que �0 6= 0

�
:

Exemple 1.3.9 Le développement de Hensel de x = �1 est donné par

�1 = p� 1� p = (p� 1) + (�1) p
= (p� 1) + (p� 1� p) p = (p� 1) + (p� 1) p� p2

= (p� 1) + (p� 1) p+ (�1) p2 = (p� 1) + (p� 1) p+ (p� 1� p) p2

= (p� 1) + (p� 1) p+ (p� 1) p2 � p3::::::

=
+1P
k=0

(p� 1) pk

on aboutit à
�1
p� 1 =

+1P
k=0

pk (1.31)

donc p� 1 est inversible et son inverse est 1
p�1 = �1:

Dé�nition 1.3.10 On dé�nit la partie entière p-adique de x 2 Qp, on la note par [x]p

[x]p =
+1P
k=1

�kp
k = �1p+ �2p

2 + ::::::

et On dé�nit la partie fractionnaire p-adique de x 2 Qp, on la note par hxip

hxip =
P

�m�k�0
�kp

k =
��m
pm

+
��m+1
pm�1

+ ::::::+
��1
p
+ �0 (1.32)

Dans ce cas nous avons x = [x]p + hxip.
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Remarque 1.3.11 Si x 2 Zp on a [x]p = x� �0 et hxip = �0:

1.3.2 Propriétés analytiques

L�espace des nombres p-adiques est analogue a l�espace des nombres réels. Par ailleurs,

le corps Qp possède des propriétés plus larges que celles dans le cas réel et d�autres
propriétés n�existent pas dans R.

Le point le plus intéressant dans cette partie c�est la convergence des suites et des

séries dans l�espace normé (Qp; j:jp), dont l�analogue des résultats donnés n�est pas vrai
dans R, ou bien il est vrai partiellement.

Théorème 1.3.12 Soit (an)n une suite dans Qp, alors (an)n est de Cauchy si et seule-
ment si

lim
n!+1

jan+1 � anjp = 0

Preuve. Voir l�annexe1.

Proposition 1.3.13 Soit (an)n une suite dans Qp, si lim
n!+1

an = a 6= 0 dans Qp, alors

9N 2 N;8n � N : janjp = jajp

Preuve. Tant que (an)n est convergente, elle est donc une suite de Cauchy dans Qp,
autrement dit

8" > 0;9n0 2 N : 8m > n > n0 =) jam � anjp < " (1.33)

alors ���jamjp � janjp��� � jam � anjp < "

donc (janjp)n est de Cauchy dans R d�où elle est convergente dans R, et soit ` sa limite.
On a

lim
n!+1

janjp = jajp = `

D�autre part a 6= 0 =) jajp 6= 0 i.e. jajp > 0 , alors

9N1 2 N;8n � N1 :
��� janjp � `

��� < `

2
=) `

2
< janjp <

`

2
+ ` (1.34)

ce qui veut dire

9N1 2 N;8n � N1 : janjp >
`

2

Prenons " = `
2
, dans (1.33), on aura

9N2 2 N : 8m;n � N2 =) jam � anjp <
`

2
< janjp (1.35)
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donc pour N = max(N1; N2) et n;m � N3, on obtient

jamjp = jam � an + anjp
= max(jam � anjp ; janjp)
= janjp

d�où ce qu�on cherche.

Proposition 1.3.14 Soit
X
n�0

an une série dans Qp, alors cette série converge dans Qp si

est seulement si la suite (an)n converge vers 0 dans Qp, de plus on a�����X
n�0

an

�����
p

� max
n
janjp ; n 2 N

o
(1.36)

Preuve. On sait que la série
X
n�0

an converge si et seulement si la suite de sommes

partielles Sn = a0+ a1p+ :::::::::::+ anp
n converge. Donc, d�après les résultats précédents,

il vient que

lim
n!+1

jSn � Sn�1jp = 0

c�est-à-dire que lim
n!+1

janjp = 0 (puisque Sn � Sn�1 = an) d�où (an)n converge vers 0. Et

vice versa, si (an)n converge vers 0 on démontre que la série
X
n�0

an converge.

Pour démontrer l�inégalité (1.36), nous avons d�après la propriété ultramétrique de la

norme p-adique �����
nX
k=0

ak

�����
p

� max
n
jakjp ; 0 � k � n

o
(1.37)

On obtient donc, le résultat par passage à la limite quand n! +1.

Exemple 1.3.15 La série X
n�0

pn = 1 + p+ p2 + p3 + ::::::

converge 8p � 2 dans Qp vers le nombre 1
1�p : En e¤et, on a

nX
k=0

pk =
1� pn+1

1� p
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d�autre part lim
n!+1

pn+1 = 0 au sens de la norme p-adique, d�où

X
n�0

pn = lim
n!+1

nX
k=0

pk = lim
n!+1

1� pn+1

1� p
=

1

1� p
(1.38)

On s�inspire de cette série, pour obtenir les développements suivants

dans Q3 : �1
2
=
X
n�0
3n = 1 + 3 + 32 + 33 + ::::::

dans Q5 : �1
4
=
X
n�0
5n = 1 + 5 + 52 + 53 + ::::::

dans Q7 : �1
6
=
X
n�0
7n = 1 + 7 + 72 + 73 + ::::::

Exemple 1.3.16 La série X
n�0

p2n = 1 + p2 + p4 + p6 + ::::::

converge dans Qp;8p vers le nombre 1
1�p2 : En e¤et, on aX

n�0
p2n =

X
n�0

�
p2
�n
=

1

1� p2

On peut donc calculer certains développements à l�aide de cette série, on a pour p � 5

x = 2 + 3p+ p2 + 3p3 + p4 + 3p5 + p6 + ::::::

= 2 + 3p(1 + p2 + p4 + ::::::) + p2(1 + p2 + p4 + ::::::)

= 2 +
�
3p+ p2

�
(1 + p2 + p4 + :::)

= 2 +
�
3p+ p2

�X
n�0

p2n

= 2 +
3p+ p2

1� p2

Par exemple

dans Q5 :
1

3
= 2 + 3:5 + 52 + 3:53 + 54 + 3:55 + :::::: (1.39)

dans Q7 :
13

24
= 2 + 3:7 + 72 + 3:73 + 74 + 3:75 + ::::::
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Remarque 1.3.17 Les dé�nitions et les propriétés des fonctions sur R restent vrais sur
Qp, ainsi les polynômes sont continues et dérivables sur Qp.

1.3.3 Lemme de Hensel

Nous donnons ici un résultat important due à Hensel, permet de caractériser un type

des nombres p-adiques algébriques, ce sont les racines des équations polynômiales dans

Qp, comme ceux qui sont racines de l�unité.
La proposition suivante (Pour les polynômes à coe¢ cients entiers) est utile pour la

démonstration du lemme de Hensel, cette proposition est une dérivée de la méthode de

Newton en analyse numérique :

Proposition 1.3.18 Soit F (x) 2 Z[x] ;et a0 2 Z une racine de F (x) modulo p, i.e.

F (a0) = 0mod p et supposons que F 0(a0) admet un inverse modulo p, i.e.

9u 2 Z
�
u = F 0�1(a0)

�
: uF (a0) = 1mod p

Donc la suite dé�nie par

an+1 = an � F 0�1(a0)F (an)

est de Cauchy au sens de la norme j:jp , et elle converge vers une racine de F (x) dans
Qp:

Maintenant, voila l�énoncé du lemme de Hensel :

Théorème 1.3.19 (Lemme de Hensel) Soient F 2 Zp[x] , i.e.

F (x) = �0 + �1x+ :::+ �nx
n, tel que �i 2 Zp;8i 2 N

et a 2 Zp tels que
F (a) = 0mod p i.e. jF (a)jp � p�1 (1.40)

Si on a

F 0(a) 6= 0mod p i.e. jF 0(a)jp = 1 (1.41)

Alors il existe un entier p-adique unique b = a� F (a)
F 0(a) tels que :

b = amod p et F (b) = 0

24



Preuve. Nous avons d�après (1.40)

jF (a)jp � p�1 =) jF (a)jp < 1

On a aussi a 2 Zp , donc d�après la dé�nition du développement du Hensel, on peut
trouver une suite de Cauchy (am)m2N dans Z converge vers a. Et de plus

jam � ajp <
1

pm
;8m 2 N (1.42)

Soit par exemple m = 0 on a ja0 � ajp < 1. On va montrer que

F (a0) = 0mod p et F 0(a0) = 1mod p

En e¤et

jF (a0)jp = jF (a0)� F (a) + F (a)jp
� max

n
jF (a0)� F (a)jp ; jF (a)jp

o
donc

F (a0)� F (a) = �1 (a0 � a) + �2
�
a20 � a2

�
+ :::+ �n (a

n
0 � an)

= (a0 � a) [�1 + �2 (a0 � a) + :::]| {z }
B2Zp

= (a0 � a) :B

alors

jF (a0)� F (a)jp = ja0 � ajp jBjp < jBjp < 1 (1.43)

c�est à dire que jF (a0)jp < 1:
D�autre part

jF 0(a0)jp = jF 0(a0)� F 0(a) + F 0(a)jp
� max

n
jF 0(a0)� F 0(a)jp ; jF 0(a)jp

o
de la même façon, F 0 s�écrit

F 0(x) = �1 + 2�2x+ :::+ n�nx
n�1 (1.44)
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donc

F 0(a0)� F 0(a) = 2�2 (a0 � a) + 3�3
�
a20 � a2

�
+ :::+ n�n

�
an�10 � an�1

�
= (a0 � a) [2�2 + 3�3 (a0 � a) + :::]| {z }

C2Zp

= (a0 � a) :C

il vient que

jF 0(a0)� F 0(a)jp = ja0 � ajp jCjp < 1 = jF 0(a)jp

d�où

jF 0(a0)jp = max
n
jF 0(a0)� F 0(a)jp ; jF 0(a)jp

o
= 1

Les conditions de la proposition précédente sont véri�ées. Alors la suite dé�nie par

a(n+1)0 = a(n)0 � F 0�1(a0)F (a(n)0) (1.45)

est de Cauchy, et sa limite est une racine du polynôme F dans Qp. On refait cette
procédure pour a1, on va trouver une suite

a(n+1)1 = a(n)1 � F 0�1(a1)F (a(n)1)

On continue le processus jusqu�à l�ordrem, on trouvera encore une suite de Cauchy dé�nit

par

a(n+1)m = a(n)m � F 0�1(am)F (a(n)m) (1.46)

Donc pour n = 0

a(0)m !
m!+1

a

et pour n = 1

a(1)m !
m!+1

a1

D�autre part, on a

a(1)m = a(0)m � F 0�1(am)F (a(0)m)

En passe a la limite quand m! +1 on aboutit à

a1 = a� F 0�1(a)F (a)

Pour n = 2, on a

a(2)m !
m!+1

a2
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et

a2 = a1 � F 0�1(a)F (a1)

De cette manière on a dé�ni une suite (an)n telle que

a(0)0 a(0)1a(0)2:::a(0)m !
m!+1

a0 = a (1.47)

a(1)0 a(1)1a(1)2:::a(1)m !
m!+1

a1 = a� F 0�1(a)F (a)

a(2)0 a(2)1a(2)2:::a(2)m !
m!+1

a2 = a1 � F 0�1(a)F (a1)

:::::

a(n)0 a(n)1a(n)2:::a(n)m !
m!+1

an+1 = an � F 0�1(a)F (an)

donc

an+1 = an � F 0�1(a)F (an) 8n 2 N

de la même façon qu�on a fait pour (a0m)m2N , on montre que la suite (anm)m2N est de

Cauchy 8n 2 N , donc elle converge vers un nombre dans Zp c�est à dire que an 2 Zp
,8n 2 N:
Maintenant ; en montre l�inégalité suivante

jF (an)jp <
1

pn
;8n 2 N: (1.48)

En e¤et, on remarque que

F (anm) = 0mod p
n ;8n;m 2 N: (1.49)

tel que (anm)m2N est une suite de Cauchy dé�nit dans (1.46), elle converge vers an quand

m! +1 , d�où

jF (an)jp = lim
m!+1

jF (anm)jp <
1

pn
:

Donc, d�après la proposition précédente la suite (anm)n2N tend vers une racine bm de F

dans Qp ; i.e.

F

�
lim

n!+1
anm

�
= 0

Passons à la limite quand m ! +1 on obtient (F est un polynôme, donc continue sur
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Zp)

F

�
lim

n!+1
an

�
= F

�
lim

n!+1

�
lim

m!+1
anm

��
= lim

m!+1

�
F

�
lim

n!+1
anm

��
= 0

c�est-à-dire

F (b) = 0

D�où ce qu�on voulait démontrer.

On donne maintenant deux applications du lemme de Hensel pour caractériser un type

des nombres algébriques. Ce sont les racines n�eme de l�unité, appelé souvent représentant

de Taichmüller, et les racines carrés d�un nombre p-adique :

Représentant de Taichmüller

Considérons le polynôme F (x) = Xp�1 � 1, on a

8s = 1; p� 1 : F (s) = 0mod p

et

F 0(s) = 1mod p

En e¤et, nous avons

1 � s � p� 1) jsjp = j1jp = 1
) jsjp�1p = j1jp = 1

donc

��sp�1 � 1��
p
< max(

��sp�1��
p
; j1jp)

= max(jsjp�1p ; j1jp) = 1

ce qui implque ��sp�1 � 1��
p
< 1)

��sp�1 � 1��
p
� 1

p

puisque

8� 2 Qp; j�jp 2 fpm;m 2 Zg [ f0g:
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D�autre part

F 0(x) = (p� 1)Xp�2 � 1 (1.50)

d�où

jF 0(s)jp =
��(p� 1)sp�2 � 1��

p
=
��psp�2 � sp�2 � 1

��
p

� max(jpjp
��sp�2��

p
;
��sp�2��

p
; j1jp)

= max(
1

p
; 1) = 1

tandis que ��sp�2��
p
= j1jp = 1 >

1

p
= jpjp jsjp

donc F 0(s) = 1mod p:

En appliquant le lemme de Hensel pour les nombres s = 1; :::; p� 1, on trouve p� 1
racines de F dans Zp, on les note w1; :::; wp�1, telles que : F (ws) = 0 et ws = smod p:

Nous avons, évidement, w1 = 1, et on pose aussi w0 = 0 ; donc on peut caractériser

les représentant de Taichmüller ainsi :

Proposition 1.3.20 Il existe une unique famille

(wi)i=0;p�1 2 (Zp)p

appelée �famille des représentants de Teichmüller�tel que pour tout s 2 f1; :::; p�
1g

ws = smod p et wps = ws: (1.51)

Par ailleurs ; on a w0 = 0 et w1 = 1:

Les racines carrées dans Qp

Proposition 1.3.21 Soit a = �:pvp(a) 2 Q�p , avec � = a0+a1p+a2p
2+ ::::::: 2 Z�p. Alors

a admet une racine carrée si et seulement si les deux conditions suivantes soient véri�ées8>>>><>>>>:
i) vp(a) est pair

et

ii)

(
Si p = 2 : v2(�) � 3 (i.e. � = 1mod 8)
Si p > 2 : a0 2 Z admet une racine carrée dans Qp.
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Preuve. Soit a = �:pvp(a) 2 Q�p, � 2 Z�p. Il s�écrit sous la forme

a = pvp(a)(a0 + a1p+ a2p
2 + :::::::) = pvp(a):� , avec a0 6= 0 ; � 2 Z�p (1.52)

Supposons que a est un carré dans Q�p , il existe donc

x = pvp(x)(x0 + x1p+ x2p
2 + ::::::) = pvp(x):� 2 Q�p , avec x0 6= 0 ; � 2 Z�p

tel que x2 = a, d�où

p2vp(x)�2 = pvp(a)�() vp(a) = 2vp(x) et �2 = �

donc vp(a) est un nombre pair.

Pour démontrer ii) on distingue les deux cas suivant :

1) Si p = 2, on a x0 6= 0 et a0 6= 0 , donc x0 = a0 = 1. D�autre part x21 � a1 = 0mod p,

on obtient

�2 = (1 + x12 + x22
2 + ::::::)2

= 1 + x12
2 + x212

2 + x22
3 + :::::::

= 1 + (
x1 + x21
2

+ x2)2
3 + :::::::

Or que
x1 + x21
2

+ x2 2 f0; 1g

pour x1; x2 2 f0; 1g, donc

�2 = �() 1 +

�
x1 + x21
2

+ x2

�
23 + ::::::: = 1 + a12 + a22

2 + ::::::: (1.53)

Ce qui donne a1 = a2 = 0, d�où

� = 1 + a32
3 + a42

4 + :::::::

= 1 + 23:(a3 + a42
4 + :::::)

Alors � = 1mod 8:

2) Si p > 2, alors x20 � a0 = 0mod p. On applique le lemme de Hensel sur le polynôme
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F (y) = y2 � a0 , tels que8>>>>>><>>>>>>:

F (�) = �� a0 = 0mod p

et

F 0(�) = 2x0 ; jF 0(x0)jp = j2x0jp = 1

donc il existe un entier p-adique unique b tels que F (b) = b2 � a0 = 0, ce qui veut dire

que a0 admet une racine carrée dans Qp.

Remarque 1.3.22 D�après cette proposition le nombre p-adique x =
p
a est algébrique

de degré 2, i.e. quadratique.

Exemple 1.3.23 Comme nous avons �1 6= 1mod 8 donc le nombre 2-adique y = �1 n�a
pas de racine carrée dans Q2.

Exemple 1.3.24 Dans Q5 le nombre a = 7 n�admet pas une racine carrée. En e¤et, soit

x = x0 + x1:5 + ::::+ xn:5
n + :::: 2 Q5

on a

x2 = a =) (x0 + x1:5 + ::::+ xn:5
n + ::::)2 = 7 = 2 + 1:3

donc

x20 = 2mod 5 avec x0 2 f0; 1; 2; 3; 4g

alors x0 n�existe pas. C�est-à-dire que l�équation x2 = a n�a pas de solution x.
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Chapitre 2

Automates �nis et fractions
continues

2.1 Automates �nis

Les automates �nis constituent l�un des modèles de calcul les plus basiques. Ils forment

toutefois une classe remarquable de machines de Turing, qui est un modèle abstrait (al-

gorithmique) du fonctionnement des appareils mécaniques de calcul, tel un ordinateur

et sa mémoire. Un autre aspect important de l�utilisation des automates �nis en théorie

des nombres vient du fait qu�ils peuvent être utilisés comme des machines permettant

de reconnaître des ensembles de nombres intéressants. Nous rappelons dans cette partie

quelques dé�nitions relatifs à cette notion.

Intuitivement, une suite a = (an)n � 0 est dite k-automatique si an est une fonction
assez simple de l�écriture de l�entier n en base k (fonction à états �nis). Cela signi�e qu�il

existe un automate �ni qui, lorsqu�on lui donne en entrée l�écriture en base k de l�entier

n, produit en sortie le symbole an. Ces suites ont une structure très riche et jouissent de

nombreuses propriétés. L�ouvrage d�Allouche et Shallit [11] est une excellente référence

sur ce sujet, et les dé�nitions et les théorèmes de cette section apparaissent, la plus part,

dans ce livre.

2.1.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 2.1.1 � On appelle alphabet tout ensemble �ni, on le note A. un élément w
de l�alphabet est appelé lettre.
� Un mot W est la concaténation des lettres de A, on écrit

W = w1w2w3:::wn avec wi 2 A;8i = 1; n
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� La longueur de W est le nombre des lettres que contient W , on le note jW j. D�où on
aura

jW j = jw1w2w3:::wnj = n

� Le miroir de W est le mot W dé�ni par W = xn:::x2x1. D�où on a jW j =
��W �� = n.

Par exemple : W = 2015 donc W = 5102. Notons que WX = XW:

� On dit que le mot W est un palindrome si W = W .

Par exemple : W = sos , W = le sel on a W = W .

� On dit que le mot W est un quasi-palindrome s�il est de la forme W = XY ZY X où

X; Y; Z sont des mots, dans ce cas on a W = XY Z Y X.

Par exemple : W = 1034214301, on a W = 1034124301.

� On note par jW jw le nombre d�occurrences de la lettre w dans le mot W .
Par exemple

jW j1 = j110010001j1 = 4

� Un carré est un mot du type X =WW = W 2.

Par exemple : W = aab et X =aabaab.

� Le mot vide " est le mot de longueur zéro.
� On dé�nit les ensembles suivants :8>>>>><>>>>>:

An = fW 2 A= jW j = ng ;
A0 = f"g ; par convention;
A+ =

S
n>0

An;

A� =
S
n�0
An = A+

S
A0:

� On appelle langage sur un alphabet A tout sous ensemble de A�, on le note L.

Exemple 2.1.2 Soit l�alphabet A = fa; b; cg, le mot W = ab est de longueur 2, i.e

jW j = 2. Pour le mot y = cbb on a

jyj = 3 et jyjb = 2

On peut dé�nir un langage sur cet alphabet par

L = f W 2 A�= jW j = 10 et jW ja = 5 g :

c�est-à-dire l�ensemble des mots de longueur 10 tel que la lettre a apparaît 5 fois.

Exemple 2.1.3 Soit l�alphabet A = f0; 1g. Le mot W = 0101101110 est de longueur 10,
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i.e jW j = 10, et de plus jW j0 = 4. Voici un langage dé�ni sur cet alphabet

L = fW 2 A�= jW j � 25g :

Donnons à présent une dé�nition plus formelle de la notion d�automate �ni :

Dé�nition 2.1.4 Un automate �ni est un 5-uplet (quintuplet) F = (A; Q;E;G; �) telle
que :

A est un alphabet.

Q est un ensemble �ni, appelé ensemble des états de l�automate.

E � Q l�ensemble des états initiaux de l�automate.

G � Q l�ensemble des états �naux (terminaux, acceptants) de l�automate.

� : Q�A! Q une application de transition.

On dit aussi que F est un k-automate �ni.

Dé�nition 2.1.5 On dit qu�un mot W est reconnu par un automate �ni F s�il y a une

suite de transitions (q0; q1; :::; qn), partant d�un état initial aboutissant à un état �nal, et

dont la suite des étiquettes est W .

Dé�nition 2.1.6 Le langage reconnu par l�automate F est l�ensemble de tous les mots

reconnus par cet automate, on le note L(F).

Exemple 2.1.7 Soit l�automate �ni F= (A; Q;E;G; �); où

A = fa; bg; Q = fq0; q1; q2g; E = fq0g; G = fq2g:

� : Q� fa; bg ! Q l�application de transition dé�nie par :

�(q0; a) = q1 , �(q0; b) = q0

�(q1; a) = q1 , �(q1; b) = q2

�(q2; a) = q1 , �(q2; b) = q0

Les mots suivants sont reconnaissables par cet automate : x = aab; y = aaab; z = aabaaab:

Il y a une autre représentation de cet automate, c�est la représentation graphique :
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Fig.1. Automate �ni à trois états.

Dé�nition 2.1.8 Un automate �ni F= (A; Q;E;G; �) est dit déterministe (AFD),
s�il admet un seul état initial, et à partir de chaque état il y a au plus une transition ;

autrement dit :

� cardE = 1:
� cardfq0 2 Q= �(q; w) = q0g � 1 , 8q 2 Q , 8w 2 A:
Dans le cas contraire on dit automate non déterministe (AFND).

Théorème 2.1.9 Tout automate non déterministe peut être transformé en un automate
déterministe (AFD).

Remarque 2.1.10 Dans les applications en théorie des nombres, on utilise que les au-
tomates �nis déterministes pour assurer l�unicité des mots engendrés.

2.1.2 Nombres et suites automatiques

Une suite (an)n�0 à valeurs dans un alphabet �ni d�entiers naturels f0; 1; 2; :::; k � 1g,
peut être considérée comme le développement en base k d�un nombre réel ou d�un nombre

p-adique si k est premier ; on peut également lui associer le nombre dont le développement

en fraction continue est donné par la suite (1 + an)n�0 , et dans tous les cas, étudier, par

des méthodes d�approximation, la nature algébrique de ce nombre en relation avec la

nature combinatoire de la suite initiale.

Si l�on se donne une suite de 0 et de 1, on peut lui associer aisément un nombre réel

en mettant une virgule, disons après le premier terme, et en considérant le nombre réel

dont cette expression est le développement en base 2. Par exemple, en partant de la suite

de Thue-Morse

011010011001011010010110 : : :
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on obtient le nombre (écrit en base 2)

0; 11010011001011010010110 : : :

On peut démontrer que ce nombre est transcendant.

Plus généralement, il se produit le phénomène suivant : si on prend une suite engendrée

par un automate comme ci-dessus, ou bien cette suite est ultimement périodique, c�est-

à-dire périodique à partir d�un certain rang, et le nombre (réel ou p-adique) associé est

rationnel, ou bien elle n�est pas ultimement périodique et ce nombre est transcendant. Ceci

est un résultat dû à Loxton et van der Poorten [43], dont la preuve proposée repose sur

une méthode introduite par Mahler, voir [15] et [64]. On peut aussi énoncer la contraposée

du résultat de Loxton et van der Poorten : les chi¤res d�un nombre algébrique irrationnel

ne peuvent pas être engendrés par un automate �ni. Comme le nombre
p
2 :

Chi¤res Décimales
p
2 = 1:41421356237309504880168872420969807856967187537694807317667973

799073247846210703885038753432764157273501384623091229702492483

605585073721264412149709993583141322266592750559275579995050115

278206057147010955997160597027453459686201472851741864088919860

Chi¤res binaires
p
2 = 1:011010100000100111100110011001111111001110111100110010010000

10001011001011111011000100110110011011101010100101010111110100

11111000111010110111101100000101110101000100100111011101010000

10011001110110100010111101011001000010110000011001100111001100

Dé�nition 2.1.11 Soient k 2 N��f1g et (an)n�0 une suite à valeurs dansA = f0; 1; 2; :::; k � 1g.
On dit que la suite (an)n�0 est k-automatique ; s�il existe un automate �ni F= (A; Q;E;G; �)
et une application

' : Q! f0; 1; 2; :::; k � 1g

telle que '(q) = an où q est l�état atteint par l�automate pour l�entrée n en base k.

Autrement dit, une suite est k-automatique si son n-ième terme, 8n 2 N; est engendré
par une machine à états �nis, lisant en entrée le développement de n en base k.

Dé�nition 2.1.12 On identi�e la suite (an)n�0 d�éléments deA avec le mot in�ni a0a1:::an:::
dans A�.
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Exemple 2.1.13 Soit la suite (an)n�0 dé�nie par :

an =

(
1 si n = 0 [3] .

0 sinon.

Et soit l�automate �ni F= (A; Q;E;G; �), donné par :
l�alphabet A = f0; 1; 2g, les ensembles des états

Q = fq0; q1; q2; q3; q4; q5; q6g ; E = fq0g ; G = fq1; q3; q4; q6g ;

l�application de transitions :

�(q0; 0) = q1; �(q0; 1) = q4; �(q0; 2) = q4

�(qi; j) = qi+1 , i = 1; 4 , j = 0; 1; 2

�(qi; 0) = qi; �(qi; j) = qi+1 , i = 2; 5 , j = 1; 2

�(qi; 0) = qi�1; �(qi; j) = qi , i = 3; 6 , j = 1; 2

On donne aussi, une application ' : Q! f0; 1; 2g dé�nie par

'(qi) = 1; i = 1; 3

'(qi) = 0; i = 4; 6

Il est clair que, si n = 0 [3] alors son écriture en base 3 commence par 0, donc l�automate

atteint les états q1 et q3 pour l�entrée n en base 3, d�où

an = '(qi) = 1 , i = 1; 3:

Dans l�autre cas, l�écriture en base 3 de n commence par 1 ou 2, ainsi que l�automate

atteint les états q4 et q6 ; d�où

an = '(qi) = 0 , i = 4; 6:

Nous avons démontré que la suite (an)n�0 est 3-automatique.

La suite de Thue�Morse, également appelée suite de Prouhet-Thue-Morse, est proba-

blement l�exemple le plus célèbre de suite automatique. Cette suite a été utilisée pour la

première fois de façon implicite par le mathématicien français Eugène Prouhet en 1851,

pour donner une solution à un problème de théorie des nombres appelé depuis le pro-

blème de Prouhet-Tarry-Escott. Le mathématicien norvégien Axel Thue l�a découverte et
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l�utilisée dans l�article [63] publié en 1912 qui, avec un autre article datant de 1906, est

l�article fondateur de la combinatoire des mots. La suite a été redécouverte par Marston

Morse en 1921. Morse l�a utilisée dans son article [48] pour donner un exemple d�une suite

récurrente non périodique.

Il y a plusieurs manières équivalentes de dé�nir la suite de Thue-Morse, on donne ici

deux dé�nitions :

Dé�nition 2.1.14 Soit la suite (tn)n�0 dé�nie par

tn =

(
0 si le nombre des 1 dans l�écriture binaire de n est paire.

1 sinon.

cette suite est 2-automatique.

En e¤et, il existe un automate �ni dé�nie par l�alphabet A = f0; 1g, l�ensembles des
états Q = fq0; q1g, E = fq0g , G = fq1g, l�application de transitions : �(q0; 0) = q0 ,

�(q0; 1) = q1 , �(q1; 0) = q1 , �(q1; 1) = q0, et une application ' : Q ! f0; 1g dé�nie par
'(q0) = 0 , '(q1) = 1, tels que :

Si le nombre des 1 dans l�écriture binaire de n est paire on a tn = '(q0) = 0 ; et si le

nombre des 1 dans l�écriture binaire de n est impaire on a tn = '(q1) = 1 .

La suite (tn)n�0 est appelé suite de Thue-Morse, de sorte qu�elle calcule le nombre de
1 modulo 2 dans la représentation de n en base 2

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 :::

(n)2 0 1 10 11 100 101 110 111 1000 :::

tn 0 1 1 0 1 0 0 1 1 :::

Le mot de Thue-Morse (in�ni) qui correspond est donné par

W = 0110100110010110100101100110100110010110011010010110100110010110 : : :

La �gure suivante nous donne un aperçu sur cette suite

Fig.1. Automate �ni engendrant la suite de Thue-Morse.
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Dans le chapitre 3 on va utiliser la dé�nition suivante :

Dé�nition 2.1.15 Soient � et � deux entiers naturels di¤érents. La suite de Thue-Morse
(tn)n�0 à valeurs dans l�ensemble A = f�; �g est dé�nie par tn = � (resp.�) si l�écriture

binaire de n contient un nombre paire (resp. impair) du chi¤re 1. Autrement dit

tn =

(
� si l�écriture binaire de n contient un nombre paire de 1.

� sinon.
(2.1)

La suite de Thue-Morse a de nombreuses propriétés. Dans ce qui suit, on a besoin des

théorèmes suivants :

Théorème 2.1.16 On peut dé�nir la suite de Thue-Morse par les relations de récurrence
suivantes : (

t0 = 0

t2n = tn , t2n+1 = 1� tn , 8n � 0

Preuve. Voir [11].

Théorème 2.1.17 Le mot �ni dé�ni par les lettres de la suite de Thue-Morse

W = t0t1:::t4k�1;8k � 1

est un palindrome , i.e. W = W , et les deux lettres de l�alphabet A ont le même nombre

d�occurrences.

Preuve. Voir [11].

Dé�nition 2.1.18 Soit � =
P
n�0

anp
n 2 Zp ; on dit que � est k-automatique, pour 2 �

k � p� 1, si la suite des chi¤res (an)n�0 est k-automatique.

Dé�nition 2.1.19 Soit � =
P

n��N
anp

n 2 Qp ; pour n � �N on pose bn+N = an , on

trouve que

� =
X
n��N

bn+Np
n =

X
m�0

bmp
m�N

On dit que � est k-automatique si la suite des chi¤res (bm)m�0 est k-automatique.

Exemple 2.1.20 Soit l�entier 2-adique

� =
X
n�0
22n = 1 + 22 + 24 + 26 + 28 + :::

= 10101010101010101010101010101010:::
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la suite des chi¤res (an)n�0 est dé�nie par :

an =

(
1 si n est pair.

0 si n est impair.

C�est une suite 2-automatique. En e¤et, on a l�automate �ni F= (A; Q;E; F; �) , où :

A = f0; 1g:Q = fq0; q1; q2g:E = fq0g:G = fq1; q2g:

� : Q�A! Q l�application de transition dé�nie par :

�(q0; 0) = q1; �(q0; 1) = q2; �(q1; 0) = q1; �(q1; 1) = q1; �(q2; 0) = q2; �(q2; 1) = q2:

Et l�application

' : Q! f0; 1g

dé�nie par '(q1) = 1 , '(q2) = 0:

Si n est pair, alors son écriture binaire commence par 0, donc l�état atteint par l�automate

est q1 , d�où on a

an = '(q1) = 1:

Et si n est impair, donc son écriture binaire commence par 1, et l�état atteint par l�auto-

mate est q2 , d�où on a

an = '(q2) = 0:

Alors le nombre � est 2-automatique.

Exemple 2.1.21 Soit l�entier p-adique


 =
X
n�0

anp
n

avec (an)n�0 est une suite de Thue-Morse ; Il est clair que ce nombre est 2-automatique,

et nous avons :


 = 2 + 22 + 24 + 27 + 28 + 211 + ::: développement p-adique

= 01101001100101101001011 : : : mot de Thue-Morse correspond
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2.2 Fractions continues

Pour les dé�nitions et les théorèmes de cette section on pourra consulter : [24, 34, 38]

pour le cas réel, et 25, 26, 27,59] pour le cas p-adique.

L�un des outils privilégiés pour étudier l�approximation d�un nombre réel ou p-adique

par des nombres rationnels est d�utiliser le développement en fraction continue.

Dans le cas réel, la méthode pour construire les fractions continues est clair, puisque

pour tout nombre réel x, il y a au plus deux valeurs d�un nombre entier � tel que 0 �
jx� �j < 1. Dans le cas p-adique, il existe une in�nité d�entiers � 2 Z tel que 0 �
jx� �jp < 1. Cependant, il est di¢ cile de trouver une méthode analogue au cas réel pour
dé�nir les fractions continues p-adique. Dans la suite, on va décrire la dé�ntion commune

pour les deux cas, puis on distingue le cas p-adique dans la section suivante.

2.2.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 2.2.1 Dans un corps | = R ou Qp, nous dé�nissons les fractions continues
par une suite de fonctions homographique : (i.e. sous la forme d�un quotient de deux fonc-

tions a¢ nes) 8>>>>>>><>>>>>>>:

[a;x] = a+
1

x

[a0; a1; x] = [a0; [a1; x]] = a0 +
1

a1 +
1

x
::::::

[a0; a1; a2; :::; an; x] = [a0; a1; a2; :::; an�1; [an; x]]

avec ai 2 Q , 8i � 0 : On appelle (ai)i2N la suite des quotients partiels, et on appelle

[a0; a1; a2; :::; ai] la i�eme réduite de ce développement, on la note
pi
qi
.

Remarque 2.2.2 Si le développement est in�ni (on écrit [a0; a1; a2; :::; an; :::]), et s�il est
périodique à partir de ak on écrit [a0; a1; a2; :::; ak] :

Il y a des critères de convergence pour les fractions continues réelles in�nies dans

plusieurs références citées avant. On donne dans la section 2.2.2 des critères de convergence

pour les fractions continues p-adiques.

On va utiliser les matrices pour décrire l�expression explicite de
pi
qi
:
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Dé�nition 2.2.3 La matrice de la fonction homographique ak +
1

z
est donnée par

 
ak 1

1 0

!

donc la matrice de la fonction homographique [a0; a1; a2; :::; ak; z] est donnée par 
a0 1

1 0

! 
a1 1

1 0

!
:::

 
ak 1

1 0

!

Il en résulte une matrice 2� 2, on la note 
pk pk�1

qk qk�1

!

d�où, on a  
pk pk�1

qk qk�1

!
=

 
a0 1

1 0

! 
a1 1

1 0

!
:::

 
ak 1

1 0

!
C�est-à-dire qu�on aura

a0 +
1

a1 +
1

a2 + :::
1

ak +
y

x

=

�
a0; a1; a2; :::; ak;

x

y

�
=
pkx+ pk�1y

qkx+ qk�1y

avec les relations de récurrences pour i 2 N :8>>>>>><>>>>>>:

p�1 = 1; p0 = a0;

pi+1 = ai+1pi + pi�1

et

q�1 = 0; q0 = 1;

qi+1 = ai+1qi + qi�1;

et pour k 2 N on a :

a0 +
1

a1 +
1

a2 + :::
1

ak

= [a0; a1; a2; :::; ak�1; ak] =
pk
qk

(2.2)

Cette dé�nition exige que qk n�est pas nul, on remarque aussi que pi et qi ne sont pas
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des entiers. Nous aurons donc besoin d�introduire ces nombres en fractions de nombres

entiers :

Dé�nition 2.2.4 Soit ai = bi
ci
avec bi 2 Z� et ci 2 N�, on dé�nit des nouveaux réduites

par :

p0n =

 
j=nY
j=0

cj

!
pn et q0n =

 
j=nY
j=0

cj

!
qn (2.3)

Il est facile de prouver par induction que p0n; q
0
n 2 Z� ; 8n 2 N :

Proposition 2.2.5 La suite des réduites véri�e l�équation :

pkqk�1 � qkpk�1 = (�1)k+1; 8k 2 N:

Preuve. On va démontrer la relation par récurrence :
Pour k = 0 : p0q�1 � q0p�1 = a0:0� 1:1 = (�1)0+1:

Supposons que le relation est vrai pour k, i.e. pkqk�1 � qkpk�1 = (�1)k+1.
nous avons pour k + 1 :

pk+1 = ak+1pk + pk�1 et qk+1 = ak+1qk + qk�1 (2.4)

d�où

pk+1qk � qk+1pk = (ak+1pkqk + pk�1qk)� (ak+1qkpk + qk�1pk)

= � (pkqk�1 � qkpk�1) = �(�1)k+1 = (�1)k+2

ce qu�il faut démontrer.

Les deux questions naturelles suivantes ont connu des réponses en considérant Q
comme un sous ensemble de R ou de Qp :

Question 1 : Étant donné une suite (ai)i2N à valeurs dans Q�, Est-ce que la suite
des réduites ([a0; a1; a2; :::; ai])i2N admet une limite dans R ? dans Qp ?

Question 2 : Étant donné un nombre réel ou p-adique �, est-ce qu�on peut trouver
une suite (ai)i2N à valeurs dans Q� tel que la suite ([a0; a1; a2; :::; ai])i2N converge vers �
dans R ? dans Qp ?

A�n d�étudier la convergence de la suite ([a0; a1; a2; :::; ai])i2N , nous considérons la

série
Pi=k

i=1

�
pi
qi
� pi�1

qi�1

�
; d�après la proposition (2.2.5), on trouve

pk
qk
=
p0
q0
+

kX
i=1

(�1)i+1
qiqi�1

: (2.5)
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On note [a0; a1; :::; ai; :::] la limite de [a0; a1; a2; :::; ai] si elle existe. La propriété sui-

vante est connue dans le cas réel :

Théorème 2.2.6 Si la suite des quotients partiels (an)n2N satisfait

Min fan; n 2 Ng > 0;

alors la suite des réduites ([a0; a1; a2; :::; ak])k2N admet une limite dans R et on a de plus

jqn [a0; a1; a2; :::; ak; :::]� pnj �
1

jqn+1j
: (2.6)

Preuve. Notons que qnqn+1 est croissant. En e¤et, on a 8n 2 N :

an+1 > 0; qn > 0 =) an+1qn > 0

=) an+1qn + qn�1 > qn�1

=) qn+1 > qn�1 =) qnqn+1 > qn�1qn

Soit maintenant � =Minfai; i 2 Ng. On aura les deux cas suivants :
i) Si � > 1, on démontre par récurrence l�inégalité :

8n 2 N : qn � �n (2.7)

Nous avons : q0 = 1 = �0 , q1 = a1 � �1 , on suppose qn � �n , on a

qn+1 = ak+1qk + qk�1 � �n+1 + �n�1 � �n+1

donc la relations est vraie 8n 2 N.
A partir de l�inégalité (2.7), on aboutit à����(�1)i+1qiqi�1

���� � 1

�2i�1

Cela signi�e, d�après (2.5), que la série

+1X
i=1

(�1)i+1
qiqi�1

converge (elle est bornée par la série géométrique convergente
Pi=+1

i=1
1

�2i�1
, avec 1

�
< 1).

d�où la suite des réduites
�
pk
qk

�
k
converge quand k ! +1:

ii) Si 1 � � > 0, on démontre par récurrence :
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8n 2 N : qn � �

 
� +

p
�2 + 4

2

!n�1
(2.8)

En e¤et, pour n = 0, on a q0 = 1 � 2�

�+
p
�2+4

.

Supposons que la relation est vraie 8k = 0; n, nous avons :

qn+1 = an+1qn + qn�1

� �2

 
� +

p
�2 + 4

2

!n�1
+ �

 
� +

p
�2 + 4

2

!n�2

� �

 
� +

p
�2 + 4

2

!n 264 2�

� +
p
�2 + 4

+
4�

� +
p
�2 + 4

�2
375

� �

 
� +

p
�2 + 4

2

!n 2642�2 + 2�p�2 + 4 + 4�
� +

p
�2 + 4

�2
375

= �

 
� +

p
�2 + 4

2

!n

On revient au premier cas (2.7), en remarquant que �0 = �+
p
�2+4

2
> 1.

Pour démontrer l�inégalité (2.6), il su¢ t de passer à la limite quand k ! +1 dans la

relation suivante : ����[a0; a1; a2; :::; ak]� pn
qn

���� =

�����
i=kX
i=n+1

(�1)i+1
qiqi�1

�����
� 1

jqnqn+1j

D�où ce qu�on voulait démontrer.

Dans les démonstrations de la transcendance du troisième chapitre, nous avons besoin

d�une majoration de pi et qi, comme suit :

Lemme 2.2.7 On Suppose que ai 2 Q�+ et que l�ensemble fai; i 2 Ng est bornée. Soit
�=Maxfai; i 2 Ng, alors

qn �
 
� +

p
�2 + 4

2

!n
et pn �

 
� +

p
�2 + 4

2

!n+1
:

Preuve. On démontre par récurrence l�inégalité de qn :
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Pour n = 0 : C�est évident. Pour n = 1

q1 = a1 � � �
� +

p
�2 + 4

2

Supposons que la relation est vrai pour n, i.e.

qn �
 
� +

p
�2 + 4

2

!n

nous avons pour n+ 1

qn+1 = an+1qn + qn�1

� �

 
� +

p
�2 + 4

2

!n
+

 
� +

p
�2 + 4

2

!n�1

�
 
� +

p
�2 + 4

2

!n+1 "
2�

� +
p
�2 + 4

+
4�

� +
p
�2 + 4

�2
#

=

 
� +

p
�2 + 4

2

!n+1

Par la même procédure on démontre par récurrence l�inégalité de pn :

Pour n = 0

p0 = a0 � � �
� +

p
�2 + 4

2

et pour n = 1

p1 = a1a0 � �2 �
 
� +

p
�2 + 4

2

!2

Supposons que la relation est vraie pour n, i.e. pn �
�
�+

p
�2+4
2

�n+1
.

Nous avons pour n+ 1

pn+1 = an+1pn + pn�1

� �

 
� +

p
�2 + 4

2

!n+1
+

 
� +

p
�2 + 4

2

!n

�
 
� +

p
�2 + 4

2

!n+2 "
2�

� +
p
�2 + 4

+
4�

� +
p
�2 + 4

�2
#

=

 
� +

p
�2 + 4

2

!n+1
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ce qu�il falait démontrer.

L�algorithme suivant est la méthode la plus simple pour calculer les fractions continues

d�un nombre rationnel dans R :

Algorithme 2.2.8 Soit r 2 Q, On pose a0 = [r] , r1 =
1

r � a0
, puis en met a1 = [r1] ,

r2 =
1

r1 � a1
, et ainsi de suite, tant que ri n�est pas un entier.

On trouve deux suites récurrentes dé�nies par8>><>>:
rn+1 =

1

rn � an

an = [rn]

Donc les fractions continues de r sont les termes de la suite
�
Pn
Qn

�
n2N

dé�nie par

8>>><>>>:
P0 = a0 , P1 = a0a1 + 1

Q0 = 1 , Q1 = a1

Pn = anPn�1 + Pn�2

Qn = anQn�1 +Qn�2

Exemple 2.2.9 On va appliquer cet algorithme dans Qp. Soit p = 7, r =
5

21
, On a

5

21
=

3:4� 7
3:7

=
4

7
� 1
3

=
4

7
+ 2 + 2:7 + 2:72 + 2:73 + :::

la partie fractionnaire de r est donnée par a0 = hri7 = 4
7
+ 2 = 18

7
, donc

r1 =
1

r � a0
=
�3
7
=
4

7
� 1

=
4

7
+ 6 + 6:7 + 6:72 + 6:73 + :::

il vient que a1 = hr1i7 = 4
7
+ 6 = 46

7
, d�où

r2 =
1

r1 � a1
=
�1
7

=
6

7
+ 6 + 6:7 + 6:72 + 6:73 + :::
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c�est à dire que a2 = hr2i7 = 6
7
+ 6 = 48

7
alors

r3 =
1

r2 � a2
=
�1
7
= r2

on aboutit à

a3 = hr3i7 = hr2i7 = a2

Ainsi, les suites (an)n2N et (rn)n2N sont stationnaires, donc in�nis. Cela signi�e que l�algo-

rithme classique pour calculer le développement en fraction continue d�un nombre rationnel

n�est pas �ni dans le cas p-adique.

On donne ici, les énoncés des trois théorèmes les plus célèbres dans le cas réel, qui

caractérisent le développement d�un nombre rationnel en fraction continue, et celui d�un

nombre quadratique :

Théorème 2.2.10 Le nombre réel r est un rationnel si et seulement si la suite des quo-
tients partiels (an)n2N est �nie.

Théorème 2.2.11 (Lamé) Le nombre de termes du développement en fraction continue
d�un rationnel

a

b
est inférieur à cinq fois le nombre de chi¤res servant à écrire le plus

petit des deux entiers a et b.

Théorème 2.2.12 (Lagrange) La suite (an)n2N est ultimement périodique si et seule-
ment si r est algébrique de degré deux (i.e. quadratique).

2.2.2 Fractions continues p-adiques

A�n d�obtenir une réponse positive, avec une solution unique, à laQuestion 2 : Est-ce
qu�on peut trouver une suite (ai)i2N à valeurs dans Q� tel que la suite ([a0; a1; a2; :::; ai])i2N
converge vers un nombre � dans Qp ?

Plusieurs algorithmes à la Euclide ont été pris en considération. Il existe deux dé�ni-

tions di¤érentes du développement en fraction continue d�un nombre p-adique, la première

est celle de Schneider [59, 1968], et la deuxième est due à Ruban [55, 1970], cette dernière

a été modi�ée par Browkin [25, 1978], et elle est redécouverte par Wang [66, 67, 68, 1985].

Schneider semble être le premier qui a dé�ni un algorithme des fractions p-adiques d�une

manière naturelle, pourtant avant lui, il y avait Mahler [46] qui a donné une représen-

tation géométrique des fractions continues d�un entier p-adique, mais cette construction

n�était pas d�une manière naturelle, dans le sens qu�elle n�a pas eu lieu en choisissant les

quotients partiels et en construisant les restes itérativement.
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Nous mentionnons que Ruban a considéré les quotients partiels ak dans l�ensemble

Z
�
1

p

�
\ ]0; p[ avec

Z
�
1

p

�
=

�
a0 + a1

1

p
+ :::+ ak

1

pk
=a0; a1; :::; ak; k 2 N

�
=

�
�

pk
= �; k 2 Z

�
(2.9)

Tandis que Browkin a considéré les an dans Z
�
1

p

�
\
i
�p
2
;
p

2

h
telles que ja0jp = 1 et

janjp > 1 pour tout n dans N�. Dans qui suit, on va décrire les trois dé�nitions, ainsi que
leurs algorithmes de calcul :

Dé�nition 2.2.13 (Schneider) Soit x 2 Zp un entier p-adique, avec p � 3, le déve-

loppement en fraction continue de Schneider (on l�abrége FCS) de x est donné par la

formule

x = b0 +
pn0

b1 +
pn1

b2 +
pn2

b3 + :::

(2.10)

avec n0 2 N , b0 2 f0; 1; 2; :::; p� 1g et nj 2 N�, bj 2 f1; 2; :::; p� 1g 8j 2 N�.
On écrit

x =

264 pn0 ; pn1 ; pn2 ; pn3 ; ::::::

b0; b1; b2; b3; ::::::

375 (2.11)

Algorithme 2.2.14 (Schneider) Nous présentons ici, l�algorithme permettant de déve-
lopper un nombre p-adique quelconque x en FCS :
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étape 0 : On met x0 = x:

étape 00: On choisit b0 = 0; p� 1 tel que vp(x0 � b0) � 0;
a ce stade on aura n0 = vp(x0 � b0):

étape 1 : On met x1 =
pn0

x0 � b0
, donc x = x0 = b0 +

pn0

x1
:

étape 10 : On choisit b1 = 1; p� 1 tel que vp(x1 � b1) > 0;

a ce stade on aura n1 = vp(x1 � b1):

étape 2 : On met x2 =
pn1

x1 � b1
, donc x = b0 +

pn0

b1 +
pn1

x2

:

étape 20: On choisit b2 = 1; p� 1 tel que vp(x2 � b2) > 0;

a ce stade on aura n2 = vp(x2 � b2):

:::

:::

:::

étape m : On met xm =
pnm�1

xm�1 � bm�1
, donc x = b0 +

pn0

b1 +
pn1

...

bm�1 +
pnm�1

xm
étape m0: On choisit bm = 1; p� 1 tel que vp(xm � bm) > 0;

a ce stade on aura nm = vp(xm � bm):

:::

:::etc

Remarque 2.2.15 Si xm = bm l�algorithme s�arrête, et bm c�est le dernier terme du

développement en fraction continue de Schneider.

Remarque 2.2.16 Avec la dé�nition de Schneider, les nombres rationnels n�admettent
pas tous un développement �ni en fraction continue. Dans le chapitre 3 on donne un

théorème de Bundschuh qui caractérise les nombres rationnels qui ont un développement

�ni en FCS. Bundschuh a également démontré que les fractions continues de Schneider du

nombre quadratique
p
m 2 Qp, avec m 2 N, ne sont pas toujours périodiques. Le théorème

de Lagrange n�est pas valide au cas des fractions continues de Schneider.

Exemple 2.2.17 Soit p = 3, r = �1
2
: D�après l�algorithme de Schneider on a

étape 0/ On met x0 = �
1

2
.

étape 0�/ On choisit b0 2 f0; 1; 2g tel que vp(�
1

2
� b0) � 0, d�où b0 = 0, on aura n0 = 0.
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étape 1/ On met x1 =
30

�1
2
� 0

= �2 = 1 + 2:3 + 2:32 + 2:33 + :::.

étape 1�/ On choisit b1 2 f1; 2g tel que vp(�2� b1) > 0, d�où b1 = 1, on aura n1 = 1.

étape 2/ On met x2 =
31

�2� 1 = �1 = x1.

étape 2�/ Donc b2 = b1 = 2 et n2 = n1 = 1.

......

......

étape m/ On met xm = xm�1 = ::: = x1 = �1.
étape m�/ Donc bm = bm�1 = 2 et nm = nm�1 = 1.

.....

On d�autre terme, nous avons le développement

�1
2
=

30

1 +
31

2 +
31

2 +
31

2 + :::

qui s�écrit aussi

�1
2
=

264 30; 31; 31; 31; ::::::

1; 2; 2; 2; 2; ::::::

375
On voit bien que le développement en FCS de x = �1

2
dans Q3 est stationnaire, donc il

est in�ni.

Dé�nition 2.2.18 (Ruban) Le développement en fraction continue de Ruban (on l�abrége
FCR) de x 2 Qp avec p � 3, est dé�ni par

x = b0 +
1

b1 +
1

b2 +
1

b3 + :::

(2.12)

tels que bj 2 Z
�
1

p

�
\ ]0; p[ 8j 2 N , jb0jp � 1 et jbjjp > 1 8j 2 N�:

On écrit

x =
h
b0; b1; b2; b3; ::::::

i
(2.13)

Algorithme 2.2.19 (Ruban) Nous présentons ici, l�algorithme permettant de dévelop-
per un nombre p-adique quelconque x en FCR :
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étape 0 : On met x0 = x, avec son développement de Hensel
+1P
k=�m

�kp
k:

étape 00: On choisit b0 = hx0ip =
��m
pm

+ ��m+1
pm�1 + :::+ ��1

p
+ �0:

étape 000: Si hx0ip = x0, d�où [x]p = 0, alors l�algorithme s�arrête, ce qui veut

dire que le développement est �ni et x est un nombre rationnel.

Sinon on passe à l�étape suivant :

étape 1 : On met x1 =
1

x0 � b0
:

étape 10 : On choisit b1 = hx1ip :
étape 100: Si hx1ip = x1; d�où [x1]p = 0, alors l�algorithme s�arrête, ce qui veut

dire que le développement est �ni et x est un nombre rationnel.

Sinon on passe à l�étape suivant :

:::

:::

:::

étape m : On met xm =
1

xm�1 � bm�1
, donc x = b0 +

1

b1 +
1
...

bm�1 +
1

xm
étape m0: On choisit bm = hxmip :
étape m00: Si hxmip = xm, d�où [xm]p = 0, alors l�algorithme s�arrête, ce qui veut

dire que le développement est �ni et x est un nombre rationnel.

Sinon on passe à l�étape suivant :

:::

:::etc

Exemple 2.2.20 On prend le même nombre x = �1
2
dans Q3. D�après l�algorithme de

Ruban nous avons les étapes suivantes :

étape 0/ On met x0 = �
1

2
, on a �1 = 2 + 2:3 + 2:32 + 2:33 + :::,

d�où
�1
2
=

+1P
k=0

1:3k = 1 + 1:3 + 1:32 + 1:33 + :::.

étape 0�/ On choisit b0 = hx0ip = 1.

étape 1/ On met x1 =
1

�1
2
� 1

= �2
3
=
1

3
+ 2 + 2:3 + 2:32 + 2:33 + :::

(puisque �2 = 1 + 2:3 + 2:32 + 2:33 + :::).

étape 1�/ On choisit b1 = hx1ip =
1

3
+ 2 =

7

3
.
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étape 2/ On met x2 =
1

�2
3
� 7
3

= �1
3
=
2

3
+ 2 + 2:3 + 2:32 + 2:33 + :::.

étape 2�/ On choisit b2 = hx2ip =
2

3
+ 2 =

8

3
.

étape 2/ On met x3 =
1

�1
3
� 8
3

= �1
3
= x2.

étape 2�/ On choisit b3 = hx3ip = hx2ip = b2.

......

......

étape m/ On met xm = xm�1. 8m � 3
étape m�/ On choisit bm = bm�1. 8m � 3
le développement en FCR de x = �1

2
dans Q3 est stationnaire, donc il est in�ni.

On voit que

�1
2

=

�
1;
7

3
;
8

3
;
8

3
;
8

3
;
8

3
:::

�
= 1 +

1

7
3
+

1

8
3
+

1

8
3
+

1
8
3
+ :::

Avant de dé�nir les fractions continues de Browkin, on donne une dé�nition concer-

nant une autre écriture des nombres p-adiques avec des coe¢ cients dans
�
�p� 1

2
; :::;

p� 1
2

�
,

pour plus de détail on peut consulter [60], [25], [37] :

Dé�nition 2.2.21 Soit p � 3, tout élément � 2 Qp, admet un développement unique
sous la forme

� =
+1X
j=�m

cjp
j où cj 2

�
�p� 1

2
; :::� 1; 0; 1:::; p� 1

2

�
;8j � �m (2.14)

Dans ce cas, la partie fractionnaire est donnée par

h�ip =
c�m
pm

+
c�m+1
pm�1

+ :::+
c�1
p
+ c0 2 Z

�
1

p

�
\
i
�p
2
;
p

2

h
Dé�nition 2.2.22 (Browkin) Pour le développement en fraction continue de Browkin
(on l�abrége FCB), Browkin a pris la même dé�nition et le même algorithme de Ruban

53



en utilisant l�écriture (2.14), donc il a changé la condition sur les bj, par celle-ci

bj 2 Z
�
1

p

�
\
i
�p
2
;
p

2

h
8j 2 N:

Algorithme 2.2.23 On utilise le même algorithme de Ruban. On donne ici un pro-
gramme de calcul des FCB :

[Step 1] i = 0: Let x0 = x and b0 = hx0ip =
��m
pm

+ ��m+1
pm�1 + :::+ ��1

p
+ �0

[Step 2] if xi = bi: then xi+1 and bi+1 are unde�ned.

If this is the case, quit the algorithm

[Step 3] if i = i+ 1: Let xi = (xi�1 � bi�1)
�1 and bi = hxiip . Go to Step 2.

Pour les fractions continues de Ruban et Browkin, nous avons le critère de convergence

suivant, qui est donné par Browkin lui même [25] :

Théorème 2.2.24 (Critère de convergence) Si la suite des quotients partiels (ak)k2N
satisfait vp (ak) � �1, 8k 2 N�, alors la suite des réduites ([a0; a1; a2; :::; ak])k2N admet
une limite dans Qp .

Ce théorème est une conséquence des deux lemmes suivants :

Lemme 2.2.25 Sous l�hypothèse du critère de convergence précédent, on a

jqnjp = ja1a2:::anjp et jpnjp = ja0a1:::anjp ;8n 2 N�

Preuve. Une simple récurrence sur n. En e¤et, pour la norme de qn, on a
pour n = 1

q1 = a1q0 + q�1 = a1 =) jq1jp = ja1jp

On suppose que jqnjp = ja1a2:::anjp et on démontre que jqn+1jp = ja1a2:::an+1jp, on a

qi+1 = ai+1qi + qi�1 =) jqn+1jp � max
n
jan+1jp : jqnjp ; jqn�1jp

o
(2.15)

tandis que vp (ak) � �1 entrain que jakjp � p > 1, d�où

jan+1jp : jqnjp = ja1a2:::an�1anan+1jp > ja1a2:::an�1jp

alors

jqn+1jp = ja1a2:::an+1jp
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Maintenant pour la norme de pn, on a

pour n = 1

p1 = a1p0 + p�1 = a1a0 + 1 =) jp1jp � max
n
ja1a0jp ; 1

o
tandis que ja1jp : ja0jp > 1, d�où

jp1jp = ja0a1jp

On suppose que jpnjp = ja0a1:::anjp et on démontre que jpn+1jp = ja0a1:::an+1jp, on a

pi+1 = ai+1pi + pi�1 =) jpn+1jp � max
n
jan+1jp : jpnjp ; jpn�1jp

o
tandis que jakjp > 1, d�où

jan+1jp : jpnjp = ja0a1:::an�1anan+1jp > ja1a2:::an�1jp (2.16)

alors

jpn+1jp = ja0a1:::an+1jp

donc la propriété est vraie 8n 2 N�:
Il en résulte que d�après la formule (2.5) et sous l�hypothèse du critère de convergence

(2.2.24), la série de somme partielle
i=nX
i=k+1

(�1)i+1
qiqi�1

converge vers (�1)
k+1

qk+1qk
dans Qp.

Lemme 2.2.26 Sous l�hypothèse du critère de convergence, on a, 8k 2 N

jqk [a0; a1; a2; :::; an; :::]� pkjp =
1

jqkjp jak+1jp
=

1

ja1a2:::akak+1jp

Preuve. Soit k < n, on a����pnqn � pk
qk

����
p

=
1

ja21a22:::a2kak+1jp

Par passage à la limite quand n tend vers l�in�ni, on obtient����[a0; a1; :::; an; :::]� pk
qk

����
p

=
1

ja21a22:::a2kak+1jp

d�où le résultat.

Nous avons le lemme suivant, qui est un autre critère de convergence de Browkin

donné dans [26] :
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Lemme 2.2.27 Soit (bj)j une suite telles que8>>><>>>:
bj 2 Z

�
1

p

�
8j 2 N

vp (b2j) = 0 8j 2 N�

vp (b2j+1) < 0 8j 2 N

Alors, la suite des réduites
�
Pj
Qj

�
j2N

du développement en fraction continue dé�nie par

les (bj)j2N converge vers un nombre p-adique �:

2.3 Théorèmes dans le cas réel

2.3.1 Questions de transcendance

Dans le cas réel, on trouve plusieurs travaux qui s�intéressent à la transcendance des

nombres irrationnels dé�nis par leur développement en base entière (écriture décimal, par

exemple) ou en fraction continue. une liste non exhaustive de ces résultats apparaît dans

les références : [1], [2], [3], [4], [10], [28], [35], [51], [43].

Historiquement, en deux notes de 1844 aux comptes rendus à l�Académie des Sciences,

Joseph Liouville établit l�existence des nombres transcendants, qui portent son nom.

Liouville donne deux preuves de l�existence de tels nombres ; toutes deux s�appuient

sur la théorie des fractions continues pour établir le résultat fondamental suivant :

� Liouville (1844) : si � est un nombre algébrique de degré d, alors pour tout
nombre rationnel

a

b
6= �, il existe C (�) une constante dépends de � :

����� a

b

��� � C (�)

bd
(2.17)

Après Liouville, des gens travaillent sur le ra¢ nement du théorème de Liouville,

comme :

� Thue (1909) : remplace C (�)
bd

par
C (�; ")

bk
où k =

d

2
+ 1 + ".

� Siegel (1921) : k = 2
p
d+ ".

� Gelfond (1947) : k =
p
2d+ ".

� Roth (1954) : k = 2 + ".

D�après Waldscmidt dans son survol [64] : "Il est surprenant qu�il soit di¢ cile de

démontrer qu�un nombre réel est irrationnel. On dispose pourtant de plusieurs arguments.

Ainsi, un nombre réel est rationnel si et seulement si, dans une base donnée, son déve-

loppement est ultimement périodique, cette propriété ne dépend pas de la base. Un autre
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critère porte sur le développement en fraction continue : un nombre réel est rationnel si

et seulement si son développement en fraction continue est �ni.

Le problème c�est que, pour les nombres réels « intéressants » , ceux qui apparaissent

comme des constantes de l�analyse faisant intervenir des limites (suites, séries, intégrales,

produits in�nis), nous ne connaissons, la plupart du temps, rien sur ces développements.

Il y a cependant un petit nombre d�exceptions : ainsi, L. Euler a donné quelques dévelop-

pements en fraction continue, le plus célèbre étant celui du nombre e = 2; 718281:::

e = a0 +
1

a1 +
1

a2 + :::
1

an +
1
. . .

avec la suite des quotients partiels

[a0; a1; a2; :::; an:::] = [2; 1; 2; 1; 1; 4; 1; 1; 6; 1; :::; 1; 2
m; 1; :::] (2.18)

ce qui donne l�irrationalité du nombre e. Mais ces exemples restent trés limités, et, de

façon générale, il semble préférable de trouver une autre voie pour démontrer des énoncés

d�irrationalité.

On dispose d�un puissant critère d�irrationalité en terme d�approximation ration-

nelle : un nombre réel est irrationnel si et seulement s�il possède une suite
de bonnes approximations rationnelles. Un nombre rationnel est très mal approché
par les nombres rationnels autres que lui-même : si

a

b
et

c

d
sont deux nombres rationnels

distincts, on a ���a
b
� c

d

��� � 1

bd
(2.19)

à l�opposé, si un nombre est irrationnel, il possède de très bonnes approximations

rationnelles. De façon plus précise :

Critère d�irrationalité. Soit # un nombre réel. Alors :
� est irrationnel () 8� > 0, 9(p; q) 2 Z2 avec q > 0 tel que :

0 < jq#� pj < �:

Maintenant, nous introduisons deux conditions de combinatoires, souvent appelé "ex-

posant diophantien". Elles sont particulièrement intéressantes, car elles jouent un rôle

essentiel dans les théorèmes décrits dans le cas réel, pour l�étude des propriétés dio-

phantiennes de nombres réels dé�nis via leur développement dans une base entière. Ces

conditions sont formellement introduites dans les articles [3], [4], [7].
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Condition 2.3.1 ((�)w) Soit w > 1 un nombre rationnel. Soit le mot a = (ai)i, on dit

que a véri�e la condition (�)w s�il n�est pas ultimement périodique, et s�il existe deux suites
de mots �nis (Un)n�1 et (Vn)n�1 telles que 8n � 1 :
1- UnVnUn est le début de a:

2- jVnj � w jUnj .
3- jUnj � jUn+1j .

Condition 2.3.2 ((�)w;w0) Soit w;w0 > 1 deux nombres rationnels. Soit le mot a = (ai)i
, on dit que a véri�e la condition (�)w;w0 s�il n�est pas ultimement périodique, et s�il existe
trois suites de mots �nis (Un)n�1 , (Vn)n�1 et (Dn)n�1 telles que 8n � 1 :
1- DnUnVnUn est le début de a:

2- jVnj � w jUnj .
3- jUnj � w0 jDnj .
4- jUnj � jUn+1j .

Ferenczi et Mauduit ont démontré dans [35] la transcendance d�un nombre réel dont

le début de son développement décimal satisfait la condition (�)w pour w > 2, puis

Adamczewski et Bugeaud dans [3] ont fait la généralisation pour w > 1, et pour les

nombres p-adiques. Ils ont démontré également dans [4] la transcendance d�un nombre

réel dont le début de son développement en fraction continue réel est un palindrome

arbitrairement long, et de manière plus générale si le début de la suite des quotients

partiels satisfait les condition de combinatoire (�)w et (�)w;w0 :

Théorème 2.3.3 (A&B1) S�il existe un nombre réel w > 1 tel que la suite a = (ak)k�1
satisfait à la condition (�)w, alors le nombre réel � =

X
k�1

ak
bk
est transcendant.

Théorème 2.3.4 (A&B2) Soit a = (am)m�1 une suite d�entiers naturels. S�il existe

w 2 Q+ tel que a satisfait la condition (�)w, alors le nombre réel � = [0; a1; a2; :::; am; :::]
est transcendant.

Théorème 2.3.5 (A&B3) Soit a = (am)m�1 une suite d�entiers naturels, Soit un nombre
réel � dé�nie par son développement en fraction continue [0; a1; a2; :::; am; :::], supposons

que la suite
�
Q

1
k
k

�
k�1

est bornée, et M = lim sup
k!+1

Q
1
k
k et m = lim inf

k!+1
Q

1
k
k . Soit w et w

0 deux

nombres rationnels positifs tels que

w0 >
2 logM

logm
� 1
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Si la suite des quotients partiels (ai)i satisfait la condition (�)w;w0, alors � est transcendant.

Dans le théorème suivant soient : A = f0; 2; :::; p� 1g un alphabet, a = (ak)k��m une

suite de l�alphabet A n�est pas ultimement périodique, � =
+1X
k=�m

akp
k un nombre p-adique.

Théorème 2.3.6 (A&B4) S�il existe un réel w > 1 tel que la suite a = (ak)k�1 satisfait

à la condition (�)w, alors le nombre p-adique � est transcendant.

Avant de terminer, on donne le théorème d�Adamczewski et Bugeaud [3] concernant

les automates �nis, il s�applique également pour les nombres p-adique :

Théorème 2.3.7 (A&B5) Le développement dans une base entière b � 2 d�un nombre
algébrique irrationnel ne peut pas être engendré par un automate �ni.

Avant de terminer cette section on présente le théorème intéressant de Martine Quef-

félec [51], qui a démontré en 1998 la transcendance d�un nombre réel donné par son dé-

veloppement en fraction continues de Thue-Morse, dans l�un de nos résultats nous avons

démontré un résultat similaire :

Théorème 2.3.8 (Que¤élec) Soient � et � deux entiers naturels déstingue et (tk)k�0
une suite de Thue-Morse sur l�alphabet f�; �g. Alors le nombre réel [t0; t1; t2; :::; tk; :::] est
transcendant.

2.3.2 Théorème du sous-espace

On rappelle ici l�énoncé du théorème du sous-espace. Ce résultat obtenu par W.M.

Schmidt [58] en 1970 est réellement un outil très puissant. Il intervient (ainsi que sa

version p-adique) dans les démonstrations de transcendance dont il est question dans cette

section (Théorèmes d�Adamczewski et Bugeaud) et dans le troisième chapitre (Théorèmes

de Belhadef, Esbelin et Zerzaihi). On montrera comment un outil diophantien puissant,

qui est le théorème du sous-espace de Schmidt, a été utilisé a�n d�obtenir de nouveaux

résultats sur la transcendance des nombres réels et des nombres p-adiques.

Théorème 2.3.9 (Schmidt) Soient m � 2 un entier relatif, et � > 0 un nombre réel.

Considérons L1; :::; Lm des formes linéaires en les variables x1; :::;xm, à coe¢ cients algé-

briques réels et linéairement indépendantes sur Q. On pose

x = (x1;x2; :::;xm) 2 Zm� f0g
kxk1 = max

�
jxij ; i = 1;m

�
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Alors, l�ensemble des solutions x de l�inégalité

mQ
i=1

kLi(x)k1 � kxk
��
1 (2.20)

est contenu dans une union �nie de sous-espaces vectoriels propres de Qm.

Pour mieux comprendre le théorème du sous-espace, on va expliquer comment le théo-

rème de Roth [54] (connu aussi sous le nom Thue-Siegel-Roth) et le théorème de Ridout

[52] se déduisent facilement du théorème du sous-espace, cela donne une petite idée de la

puissance de ce résultat :

Théorème 2.3.10 (Roth) Soit � un nombre algébrique et � > 0. Alors l�inégalité

j�� r

s
j � s�2��

ne possède qu�un nombre �ni de solutions rationnelles
r

s
2 Q.

Preuve. Prenons dans le théorème du sous-espace de Schmidt : m = 2, et

L1(x1;x2) = x1; L2(x1;x2) = �x1 � x2

Ces deux formes linéaires de deux variables sont linéairement indépendantes sur R et leurs
coe¢ cients sont des nombres algébriques.

L�inégalité de Schmidt

jL1(x)L2(x)j � jxj�� (2.21)

correspond à s js�� rj � s�� , pour x = (s; r)

Le théorème de Schmidt a été généralisé par H.P. Schlickewei, il considère plusieurs

valeurs absolues (alors que Schmidt ne considère qu�une seule valeur absolue archimé-

dienne). Schlickewei a obtenu une version p-adique très utile du théorème du sous-espace.

Nous donnons ici une version simple de ce résultat, extraite de [57] :

Théorème 2.3.11 (Schlickewei) Soient � � 2 un entier, S un ensemble �ni de nombres
premiers, � > 0 un nombre réel. Soient, L1;1; :::; L�;1 des formes linéaires en les variables

x1; :::;x�, à coe¢ cients algébriques réels et linéairement indépendantes sur Q. Pour tout
p 2 S, soient L1;p; :::; L�;p des formes linéaires en les variables x1; :::;x�, à coe¢ cients p-
adiques algébriques et linéairement indépendantes sur Q. Alors, l�ensemble des solutions
x de l�inégalité

�Q
i=1

 
kLi;1(x)k1

Q
p2S
kLi;p(x)kp

!
� kxk��1 (2.22)
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avec

x = (x1; :::;x�) 2 Z�� f0g
kxk1 = max

�
jxij ; i = 1; �

�
kxkp = max

�
jxijp ; i = 1; �

�
est contenu dans une union �nie de sous-espaces vectoriels propres de Q� :

Notons que, de même que le théorème du sous-espace implique facilement le théorème

de Roth, le théorème de Ridout découle du résultat de Schlickewei.

Théorème 2.3.12 (Ridout) Pour tout nombre algébrique �, pour tout � > 0, l�ensemble
des

r

s
2 Q avec s = 2k qui satisfaisant j�� r

s
j � s�1�� est �ni.

Preuve. Dans la version p-adique du théorème du sous-espace de Schmidt, on prend
� = 2, p = 2,

L1;1(x1;x2) = x1 , L2;1(x1;x2) = �x1 � x2
L1;2(x1;x2) = x1 , L2;2(x1;x2) = x2

donc, pour x = (s; r)

jL1;1(x)j = s , jL2;1(x)j = js�� rj
jL1;2(x)j2 = s�1 , jL2;2(x)j2 = jrj2 � 1

Le théorème du sous-espace nous donne

2Q
i=1

�
jLi;1(x)j : jLi;p(x)j2

�
= js�� rj : jrj2 � s�� (2.23)

d�où

j�� r

s
j � s�1��

61



Chapitre 3

Etudes de la complexité et de la
transcendance

Dans la première section de ce chapitre, on s�intéresse à l�étude de la version p-adique

du théorème du Lamé connu dans le cas réel, ce théorème porte sur la complexité du

développement en fraction continue d�un nombre rationnel.

Dans la deuxième section, on présente notre résultat principal sur la transcendance

du développement en fraction continue p-adique de Thue-Morse d�un nombre p-adique,

avec des conditions de combinatoire sur les coe¢ cients du développement, pour cela on

va utiliser la méthode de Ruban pour dé�nir les fractions continues p-adiques.

3.1 Complexité des développements d�un nombre ra-

tionnel

Trois propriétés importantes caractérisant un nombre rationnel, c�est que son dévelop-

pement décimal et p-adique est ultimement périodique, et son développement en fraction

continue réel est �ni. Un thème très important dans la théorie des nombres est de trouver

la longueur de la partie périodique et de la partie �nie. C�est ce qu�on désigne par le mot

"complexité".

3.1.1 Caractérisation d�un nombre rationnel

Un théorème important concernant la caractérisation d�un nombre rationnel par son

développement de Hensel, est connu par l�énoncé suivant :

Théorème 3.1.1 [12] Soit x 2 Qp donné par son développement de Hensel
+1P
n=�j

�np
n.

Alors, x 2 Q si et seulement si la suite de coe¢ cients (�n)n est ultimement périodique.

62



Preuve. Supposons que (�n)n est périodique de longueur de période égale m, d�où

x =
+1P
n=0

�np
n = �0 + �1p+ :::+ �m�1p

m�1 + �0p
m + �1p

m+1 + :::+ �m�1p
2m + :::

Le nombre y = �0 + �1p+ :::+ �m�1p
m�1 est un entier naturel, et on peut écrire :

x = y:(1 + pm + p2m + :::) = y:
1

1� pm
(3.1)

Donc x est nombre rationnel (le cas ultimement périodique peut en être déduit facilement).

Maintenant, supposons que x =
a

b
=

+1P
n=0

�np
n est un nombre rationnel, et démontrons

que la suite de coe¢ cients (�n)n est ultimement périodique.

On peut considérer, sans perte de généralité, que PGCD (a; b) = PGCD (p; b) = 1. Soit

l�entier naturel yk = �0 + �1p+ :::+ �k�1p
k�1, il est clair que

0 � yk � pk � 1

à l�aide de la division Euclidienne, on peut écrire

a

b
= yk + pk

rk
b

avec rk est un entier relatif. Alors

a�
�
pk � 1

�
b

pk
� rk =

a� ykb

pk
� a

pk
(3.2)

donc, pour k assez grand, on a �b � rk � 0 , i.e.

rk 2 Z \ [�b; 0]

cela signi�e que l�ensemble de valeurs de rk est �ni pour k assez grand.

D�autre part, on peut réécrire x sous la forme suivante

x = yk+1 + pk+1
rk+1
b
= yk + �kp

k + pk+1
rk+1
b

d�où

yk + pk
rk
b
= yk + �kp

k + pk+1
rk+1
b

on aboutit à

rk = �kb+ prk+1 , 8k � 0
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On a 9!� 2 N : p� = 1mod b, donc 1�p�
b
2 Z, ce qui veut dire que � = rk(1�p�)

b
2 Z.

D�autre part :

�b � rk � 0 =) 0 � �rk
b
� 1 =) 0 � �rk (p

� � 1)
b (p� � 1) � 1

=) 0 � y

p� � 1 � 1 =) 0 � y � p� � 1 , avec y =
rk (1� p�)

b

alors y = y0 + y1p+ :::+ y��1p
��1. Ce qui donne :

rk
b

=
y

1� p�
=
�
y0 + y1p+ :::+ y��1p

��1� �1 + p� + :::+ p2� + :::
�

= y0 + y1p+ :::+ y��1p
��1 + y0p

� + :::+ y��1p
2� + :::

Donc rk
b
est périodique, ainsi que x = a

b
est ultimement périodique.

et tant que rk prend un nombre �ni de valeurs, c�est-à-dire qu�a partir d�un certain

rang m, il existe un entier � tel que

8n � m : rn+� = rn

Alors

8n � m : �nb+ prn+1 = �n+�b+ prn+�+1 (3.3)

donc

(�n � �n+�) b = p (rn+�+1 � rn+1)

nous avons PGCD (b; p) = 1, alors p divise (�n � �n+�). Or que �i 2 f0; 1; :::; p� 1g,
donc

�n � �n+� = 0;8n � m

ce qui veut dire que la suite de coe¢ cients (�n)n est périodique à partir du rang m.

Remarque 3.1.2 Cette propriété est vraie même pour le développement décimal, donc
elle est indépendante du choix de la base dans laquelle on fait le développement.

Exemple 3.1.3 Soit x 2 Q5, donné par le développement

x = 2 + 3:5 + 1:52 + 3:53 + 1:54 + 3:55 + ::::

ce développement 5-adique de x est périodique à partir du deuxième terme, donc x 2 Q .

On sait d�après la formule (1.39) que x = 1
3
:
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Exemple 3.1.4 Dans Qp , on sait que

�1 = (p� 1) + (p� 1) p+ (p� 1) p2 + :::: (3.4)

Par exemple, dans Q3 nous avons

�1 = 2 + 2:3 + 2:32 + ::::

= 0 � 222222222222222222222222

d�où

�1
2
= 1 + 3 + 32 + 33 + :::

= 0 � 111111111111111111111111

c�est un nombre rationnel et son développement est purement périodique.

En utilisant la méthode de Browkin, le développement en fraction continues p-adiques

d�un nombre rationnel est �ni, comme dans le cas réel. Nous donnons ici la version p-adique

du théorème de Lamé (2.2.11), c�est-à-dire une borne de la longueur de ce développement,

ainsi on va donner aussi la longueur de la partie non stationnaire du développement en

fraction continue de Schneider .

Browkin dans son article [25] a posé deux questions liés au développement en fraction

continue d�un nombre p-adique :

Question1. Est-ce que le développement en fraction continue d�un nombre rationnel est
�ni ? Si la réponse est non, peut-on déterminer les fractions continues in�nies qui

correspondent à des nombres rationnels ?

Question2. Est-ce que le développement en fraction continue d�un nombre p-adique qua-
dratique est ultimement périodique (Théorème de Lagrange) ?

La réponse de la deuxième question est "Non" dans le cas général, "Oui" pour des
cas particuliers, voir par exemple : [17, 18, 19, 20], [25], [27], [29], [31], [32], [41], [46], [61],

[66].

La réponse de la première question est "Oui" pour la dé�nition de Browkin, "Non"
pour les autres dé�nitions. On donne dans la suite l�énoncé de trois théorèmes qui carac-

térise les développements en fractions continues d�un nombre rationnel :

Le premier théorème dû à Bundschuh, qui a démontré dans [27] le résultat suivant, en

utilisant les FCS :

Théorème 3.1.5 (Bundschuh) Soit r 2 Q, alors le développement de r en FCS est
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stationnaire, d�où il est ultimement périodique. Plus précisément

9j0 � 0;8j > j0 : nj = 1 et bj = p� 1:

i.e.

r =

264 pn0 ; pn1 ; ::: pnj0 ; p

b0; b1; ::: bj0 ; p� 1

375
= b0 +

pn0

b1 +
pn1

:::bj0 +
pnj0

p� 1 + p

p� 1 + p

p� 1 + :::

Le deuxième théorème dû à Laohakosol [41], c�était bien le premier qui a caractérisé

les nombres rationnels avec leurs FCR :

Théorème 3.1.6 (Laohakosol) Soit r 2 Q, alors le développement de r en FCR est

�ni ou périodique de la forme

r =
h
b0; b1; b2; :::; bj0 ; (p� 1) (1 + p�1)

i
= b0 +

1

b1 +
1

:::bj0 +
1

(p� 1) (1 + p�1) + 1

(p� 1) (1 + p�1) + 1

(p� 1) (1 + p�1) + :::

Le troixième dû à Browkin [25], dont il a prouvé le résultat suivant, en utilisant les

FCB :

Théorème 3.1.7 (Browkin) Soit r 2 Q, alors le développement de r en FCB est �ni.

r = [a0; a1; a2; :::; aj0 ]

D�après les énoncés et les théorèmes précédents, on aura trois problèmes ouverts

suivants :

Problème1 Comment dé�nir des développements en fractions continues p-adiques tels
que la suite des quotients partiels (an)n2N soit �nie pour tout rationnel ?
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Problème2 Pour calculer les fractions continues p-adiques, on utilise le développement
de Hensel qui est in�ni, donc on ne peut pas faire un algorithme �ni. Comment

dé�nir un algorithme "�ni" du développement en fraction continue p-adique d�un

nombre rationnel ?

Problème3 (Sur la complexité du développement, ou version p-adique du théorème de
Lamé)
Quel est le cardinal de l�ensemblen

n 2 N�an = hrnip ; a0 = hrip
o

pour r 2 Q ; i.e. quelle est la longueur de la suite des quotients partiels (an)n2N ?

A�n d�obtenir des réponses à ces problèmes, on va dé�nir des algorithmes pour un

nombre rationnel donné r 2 Q, ces algorithmes vont nous aider à calculer les coe¢ cients
du développement de Hensel de ce nombre, et les quotients partiels du développement en

fraction continue.

3.1.2 Complexité du développement de Hensel

Dé�nition 3.1.8 Soit r =
c

d
2 Q+ , avec c 2 N , d 2 N�, et c, d, p sont premiers entre

eux. On dé�nit une suite (�i)i2N par8>>>>>>><>>>>>>>:

�0 = c

�i+1 =
�i � �id

p
2 Z

�i = �id
�1mod p

(3.5)

Proposition 3.1.9 [21] La suite (�i)i2N donnée par la formule (3.5) détermine bien les
coe¢ cients du développement de Hensel de

c

d
.

Preuve. On démontre par récurrence. On suppose que le développement de Hensel
de

c

d
est connu, et est donné par

c

d
= �0 + �1p+ �2p

2 + :::+ �ip
i + :::

avec �i 2 f0; 1; ::; p� 1g 8i 2 N
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Commençons par le premier terme, on a

c

d
= �0 + p

�
�1 + �2p+ :::+ �ip

i�1 + :::
�

= �0mod p

donc

�0 = cd�1mod p = �0d
�1mod p (3.6)

Pour le deuxième terme, on a

c

d
= �0 + �1p+ p2

�
�2 + �3p+ :::+ �ip

i�2 + :::
�

= (�0 + �1p)mod p
2

d�où

�1 =
c� �0d

p
= �1dmod p

En�n

�1 = �1d
�1mod p (3.7)

On fait la même chose pour les autres termes, on suppose que �i = �id
�1mod p et

�i+1 =
�i � �id

p
. On a

�i = �id
�1mod p =) �i+1p+ �i = �id

�1mod p

=) �i+1p =
�
�id

�1 � �i
�
mod p

=) �i+1 =

�
�i � �id

p

�
d�1mod p = �i+1d

�1mod p

donc 8i � 0 : �i = �id
�1mod p:

Supposons maintenant qu�on ne connaît pas les coe¢ cients du développement de Hensel

de c
d
. Pour calculer ces coe¢ cients, on commence par la division Euclidienne de c

d
sur p,

on aura

9�0 2 f0; 1; ::; p� 1g;9�0 2 Z tel que
c

d
=
�0
d
p+ �0 (3.8)

il vient que

c = �0p+ �0d

On met

�1 = �0 =
c� �0d

p
2 Z
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On refait la division Euclidienne pour �1
d
sur p, on aura

9�1 2 f0; 1; ::; p� 1g;9�1 2 Z tel que
�1
d
=
�1
d
p+ �1

il vient que

�1 = �1p+ �1d

On met

�2 = �1 =
�1 � �1d

p
2 Z (3.9)

il est clair que

�1 = �1d
�1mod p

Ainsi, nous avons construit deux suites (�i)i2N ; (�i)i2N dé�nies par8>>>>>>><>>>>>>>:

�0 = c

�i+1 =
�i � �id

p
;8i 2 N

�i = �id
�1mod p; 8i 2 N

et de plus on a dé�ni le développement de Hensel de c
d

c

d
= �0 + �1p+ �2p

2 + :::+ �ip
i + :::

avec �i 2 f0; 1; ::; p� 1g 8i 2 N

Lemme 3.1.10 [21] Avec les donnés de la dé�nition (3.1.8), on a

c = d

 
i�1X
n=0

�np
n

!
+ �ip

i , 8i 2 N� (3.10)

Preuve. On démontre ce lemme aussi par récurrence.
Pour i = 1 c�est évident

d

 
0X
n=0

�np
n

!
+ �1p = d�0 +

�
c� �0d

p

�
p = c

Supposons que la relation est vraie pour i. D�aprés (3.5), on a �i = �id+ �i+1p:
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Alors

c = d

 
i�1X
n=0

�np
n

!
+ �ip

i

= d

 
i�1X
n=0

�np
n

!
+
�
�i+1p+ �id

�
pi

= d

 
iX

n=0

�np
n

!
+ �i+1p

i+1

Donc la relation est vrai 8 n � 0.
Pour démontrer que l�algorithme de calcul des coe¢ cients s�arrête au bout d�un certain

rang, il su¢ t de montrer que la suite (j�nj)n est bornée ou décroissante.

Proposition 3.1.11 (Belhadef et Esbelin [21]) La suite (�i)i2N donné dans (3.5) vé-
ri�e les deux cas suivants :

Cas1 : Si c < d (i.e. 0 � c
d
< 1), alors

0 � j�ij < d , 8i 2 N

Cas2 : Si c > d (i.e. c
d
> 1), alors pour

m =

2664 log
�
c(p� 1)
2dp

�
log p

3775
on a 8><>:

d � j�ij � c pour 0 � i < m+ 1

0 � j�ij < d pour m+ 1 � i

Preuve. Cas1 : On utilise la démonstration par récurrence. Pour i = 0 c�est trivial.
Supposons qu�on a j�ij < d , on va montrer que

���i+1�� < d . En e¤et, on a

���i+1�� =

�����i � �id

p

���� � 1

p
j�ij+

1

p
j�idj

<
1

p
d+

p� 1
p

d = d
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Cas2 : On peut facilement démontrer par récurrence que j�ij � c , 8i 2 N: On va
démontrer par l�absurde que

d � j�ij pour tous 0 � i � m+ 1

En e¤et, supposons qu�il existe 0 < k � m + 1 tel que j�kj < d, c�est-à-dire que �d <
�k < d. D�après le lemme (3.1.10) on aboutit à

d

 
k�1X
n=0

�np
n

!
� dpk < c < d

 
k�1X
n=0

�np
n

!
+ dpk

d�où

c < d(p+ p:p+ :::+ p:pk�1 + pk)() c < dp(1 + p+ :::+ pk�1 + pk�1)

() c < dp

�
pk � 1
p� 1 + pk�1

�
() c <

dp

p� 1
�
2pk � pk�1 � 1

�
() c <

2pk+1d

p� 1

donc

log

�
c(p� 1)
2dp

�
log p

< k

alors

m+ 1 =

2664 log
�
c(p� 1)
2dp

�
log p

3775+ 1 � k (3.11)

supposons que m + 1 = k , on trouve que c(p � 1) = 2dpk. Cela signi�e que p divise c,
contradiction. Donc k � m+ 2 , qui est lui même contradiction. Donc

8i = 0;m+ 1 : d � j�ij � c

Pour la deuxième partie, supposons qu�il existe k � m+ 2 tel que j�kj � d, i.e.

�k � d ou �k � �d

d�après le lemme (3.1.10), on a

c � d

 
k�1X
n=0

�np
n

!
+ dpk � dpk (3.12)
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d�où
c(p� 1)
2dp

� (p� 1)
2

pk�1 � pk�2

donc

log

�
c(p� 1)
2dp

�
log p

� k � 2

alors

m+ 2 =

2664 log
�
c(p� 1)
2dp

�
log p

3775+ 2 � k

supposons que m + 2 = k , on trouve que c(p � 1) = 2dpk�1. C�est-à-dire que p divise c,
et c�est une contradiction. D�où m+ 2 > k , qui est aussi une contradiction. Ce qui veut

dire que d � j�ij � c , pour tous 0 � i � m+ 1:

3.1.3 Complexité du développement en FCB

Maintenant, on donne un algorithme de calcul des quotients partiels du développe-

ment en fraction continue p-adique de Browkin (FCB) d�un nombre rationnel, puis on

détermine la complexité du développement :

Dé�nition 3.1.12 Soit r =
a

b
2 Q, on peut l�écrire sous la forme r = �

�pk0
, avec k 2 N

et � 2 N , � 2 N�, et �, �, p sont premiers entre eux. Soit le développement de �
�
donné

par (2.14)
�

�
= u0 + u1p+ u2p

2 + :::+ uk0p
k0 + uk0+1p

k0+1 + :::

on met

x0 = u0 + u1p+ u2p
2 + :::+ uk0p

k0 2 Z
�
1

p

�
\
i
�p
2
;
p

2

h
(3.13)

d�où

r =
u0
pk0

+
u1
pk0�1

+ :::+ uk0 + uk0+1p+ uk0+2p
2 + :::

alors

hrip =
u0
pk0

+
u1
pk0�1

+ :::+ uk0 =
x0
pk0

et a0 = hrip =
x0
pk0

(3.14)

d�autre part on a

�� x0� = 0mod pk0+1 () �� x0�

pk0
= 0mod p

() �� x0�

pk0
2 Z , et

�� x0�

pk0
= �1p

k1
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avec p ^ �1 = 1 , k1 = vp

�
�� x0�

pk0

�
2 N�:

On calcul r1 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

r1 =
1

r � a0
= 1

�

�pk0
�
x0
pk0

=
�

�1p
k1

a1 = hr1ip =
x1
pk1

x1 = �0�
�1
1 mod p1+k1 , avec x1 2 Z

�
1

p

�
\
i
�p
2
;
p

2

h

Puis on cherche k2 = vp

�
�0 � x1�1

pk1

�
:

on calcul r2

r2 =
1

r1 � a1
=

�1
�2p

k2
, avec �2 =

�0 � x1�1
pk1pk2

(3.15)

Alors, les formes générales sont les suivantes8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�0 = �; ��1 = � et �n+1 =
�n�1 � xn�n
pknpkn+1

xn � �n�1�
�1
n mod p1+kn , avec xn 2 Z

�
1

p

�
\
i
�p
2
;
p

2

h

rn =
�n�1
�np

kn
et an = hrnip =

xn
pkn

kn+1 = vp

�
�n�1 � xn�n

pkn

�
Pour démontrer le théorème (3.1.14), on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1.13 Soit (�i)i2N une suite récurrente linéaire dé�nie par

�i+1 =
1

2
�i +

1

p2
�i�1; �0 = j�0j ; �1 = j�1j :

Si jxnj �
p1+kn � 1

2
, alors la suite (�i)i2N véri�e les deux assertions suivantes :

1) 8i � 2 : j�ij � �i:

2) lim
i!+1

�i = 0:
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Preuve. 1) On démontre par récurrence. Nous avons

jxnj �
p1+kn � 1

2
<
p1+kn

2

donc ���n+1�� � 1

pknpkn+1

����n�1��+ jxnj j�nj� < 1

p2
���n�1��+ 12 j�nj (3.16)

pour i = 2 on a

j�2j �
1

p2
j�0j+

1

2
j�1j < �2

Supposons que j�ij � �i, et on démontre que
���i+1�� � �i+1, on a

���n+1�� < 1

p2
���n�1��+ 12 j�nj < 1

p2
�i�1 +

1

2
�i = �i+1

donc la propriété j�ij � �i est vrai 8i � 2:
2) Le polynôme caractéristique de la suite (�i)i2N est donné par

2p2X2 � p2X � 2 = 0 (3.17)

ce polynôme admet deux racines réelles

�1 =
p+

p
p2 + 16

4p
et �2 =

p�
p
p2 + 16

4p
;

le terme général de la suite s�écrit

�i =

�
j�1j � �2 j�0j
�1 � �2

�
�i1 +

�
j�1j+ �1 j�0j
�1 � �2

�
�i2 (3.18)

donc lim
i�!+1

�i = 0 puisque 0 < �1 < 1,
�1
2
< �2 < 0:

Proposition 3.1.14 (Belhadef et Esbelin [21]) Si jxnj �
p1+kn � 1

2
, alors l�ensemble

�
n 2 N�an = hrnip =

xn
pkn

�
est �ni, et son cardinal est majoré par la partie entière réel du nombre

1

log �1

�
log

1

2
� log

�
2 j�1j
�1 � �2

+ j�0j
��

(3.19)
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avec �1 et �2 sont les racines du polynôme 2p2X2 � p2X � 2 = 0:

Preuve. Nous avons d�après le lemme précédent lim
i�!+1

�i = 0 , donc

9N 2 N : i > N =) j�ij < �i <
1

2
(3.20)

Mais on sait que (j�ij)i est une suite de nombres naturels, donc j�ij = 0 , 8i > N:

Ce qui démontre, que l�algorithme de calcul des (an)n2N s�arrête au bout d�un certain rang

N ; donc l�ensemble
�
n 2 N�an = hr1ip =

xn
pkn

�
est �ni.

On va démontrer que

card

�
n 2 N�an = hr1ip =

xn
pkn

�
�

2664 log
1

2
� log

�
2 j�1j
�1 � �2

+ j�0j
�

log �1

3775
D�après toujours le lemme précédent, nous avons

9N 2 N : i > N =) �i <
1

2

D�autre part on a

j�2j < �1 ()
���i2�� � j�1j+ �1 j�0j

�1 � �2

�
< �i1

�
j�1j+ �1 j�0j
�1 � �2

�
(3.21)

donc

j�ij =
����� j�1j � �2 j�0j

�1 � �2

�
�i1 +

�
�1 j�0j+ j�1j
�1 � �2

�
�i2

����
<

�
j�1j � �2 j�0j
�1 � �2

�
�i1 +

�
j�1j+ �1 j�0j
�1 � �2

�
�i1

< �i1

�
2 j�1j
�1 � �2

+ j�0j
�

C�est-à-dire, pour que �i <
1

2
; il su¢ t que

log

�
�i1

�
2 j�1j
�1 � �2

+ j�0j
��

� log 1
2
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encore que

i �
log

1

2
� log

�
2 j�1j
�1 � �2

+ j�0j
�

log �1
(3.22)

On prend donc

N =

2664 log
1

2
� log

�
2 j�1j
�1 � �2

+ j�0j
�

log �1

3775

3.1.4 Complexité du développement en FCS

Pour le développement en fraction continue p-adique de Schneider (FCS) d�un nombre

rationnel, on donne ici un algorithme de calcul des quotients partiels de ce développement,

puis on détermine la complexité de la partie non stationnaire :

Dé�nition 3.1.15 Soit r =
a

b
2 Q, avec a 2 Z , b 2 N�, et a , b, p sont premiers entre

eux. On dé�nit une suite (ym)m par la relation de récurrence suivante :8>><>>:
y�1 = a , y0 = b

ym =
ym�1
xm

2 Z
(3.23)

C�est-à-dire qu�on a
ym
ym�1

=
1

xm
=
xm�1 � bm�1

pnm�1

On peut aussi calculer les termes de la suite (ym)m par la méthode suivante :

Algorithme 3.1.16 On cherche b0 2 f0; 1; 2; :::; p� 1g et �0 2 N tel que

y1 =
a� b0b

p�0

est un entier premier avec b et p: Puis, on cherche b1 2 f1; 2; :::; p� 1g et �1 2 N� tel que

y2 =
y0 � b1y1
p�1

est un entier premier avec b et p:
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Ainsi, on dé�nit la suite récurrente (ym)m par

ym+1 =
ym�1 � bmym

p�m
(3.24)

avec p ,ym�1; ym, ym+1 sont premiers entre eux, et bm 2 f1; 2; :::; p� 1g et �m 2 N�.
On peut retirer la formule suivante à partir de la précédente

ym�1
ym

= bm + p�m
ym+1
ym

= bm +
p�m

ym
ym+1

D�où, on aura
a

b
= b0 +

p�0

b1 +
p�1

:::bm +
p�m

ym
ym+1

(3.25)

En utilisant l�écriture matricielle des fractions continues, donné dans la section 2 du

deuxième chapitre, on obtient la formule�
a

b

�
=

 
b0 p�0

1 0

! 
b1 p�2

1 0

!
::

 
bm p�m

1 0

!�
ym
ym+1

�
Notons par Mn la matrice

Mm =

 
b0 p�0

1 0

! 
b1 p�2

1 0

!
::

 
bm p�m

1 0

!
=

 
Um Vm

Wm Zm

!

Ce qui implique la relation de récurrence suivante

Mm =Mm�1

 
bm p�m

1 0

!
=

 
Um�1 Vm�1

Wm�1 Zm�1

! 
bm p�m

1 0

!
(3.26)

avec les condition initiales

M�1 =

 
1 0

0 1

!
, M0 =

 
b0 p�0

1 0

!

donc, on aboutit au système suivant(
Um = bmUm�1 + Vm�1 , Vm = p�mUm�1

Wm = bmWm�1 + Zm�1 , Zm = p�mWm�1
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i.e (
Um = bmUm�1 + p�m�1Um�2

Wm = bmWm�1 + p�m�1Wm�2
(3.27)

Bundschuh a démontré que le développement d�un nombre rationnel en FCS est sta-

tionnaire, i.e.

9k � 0;8j > k : nj = 1 et bj = p� 1:

Dans la proposition suivante, on va calculer la valeur de k. Autrement dit, la longueur de

la partie non stationnaire :

Proposition 3.1.17 (Belhadef et Esbelin [21]) Soient p � 3; et r =
a

b
2 Q, donné

par son développement en FCS qui est stationnaire (d�après Bundschuh). Donc la longueur

de la partie non stationnaire est égale à

k =

2664 ln j�j

ln

����T2T1
����
3775+ 1

avec

� =
(T1 � p)

�
a+ 1

2
b
�p
4p+ 1� 1

��
(T2 � p)

�
a� 1

2
b
�p
4p+ 1 + 1

��
et T1, T2 sont les racines de l�équation T 2 � T � p = 0: Avec bj = 1 , �j = 1 8j � k

Preuve. Dans le cas stationnaire des FCS d�un rationnel, il existe k 2 N� tels que
8m � k : jymj = 1, bm = p� 1, �m+1 = 1 : D�où�

a

b

�
=

 
b0 p�0

1 0

! 
b1 p�1

1 0

!
::

 
bk p�k

1 0

!�
�1
�1

�

= Mk

�
�1
�1

�
=

 
Uk Vk

Wk Zk

!�
�1
�1

�
Donc pour bj = 1 , �j = 1 8j � k, ce qui donne

�
a

b

�
=Mk

�
+1

�1

�
=

 
Uk Vk

Wk Zk

!�
+1

�1

�
(3.28)

Alors, on trouve (
a = Uk � Vk = Uk � pUk�1

b = Wk � Zk = Wk � pWk�1
(3.29)
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Et le système (3.27) devient (
Un = Un�1 + pUn�2

Wn = Wn�1 + pWn�2

donc (Un)n et (Wn)n sont deux suites récurrentes linéaires, dont les formes générales sont

les suivantes 8>><>>:
Un =

�
1

2
+

1

2
p
4p+ 1

�
T k2 +

�
1

2
� 1

2
p
4p+ 1

�
T k1

Wn =

�
1p
4p+ 1

��
T k2 � T k1

�
avec les premiers termes : U0 = 1, U1 = 1, W0 = 0, W1 = 1: Et T2, T1 sont les racines de

l�équation caractéristique : T 2 � T � p = 0, ils sont données par8><>:
T1 =

1�
p
4p+ 1

2

T2 =
1 +

p
4p+ 1

2

(3.30)

Revenons à la formule (3.29), on obtient8>><>>:
a = Uk � pUk�1 =

�p
4p+ 1 + 1

2
p
4p+ 1

�
T k�12 (T2 � p) +

�p
4p+ 1� 1
2
p
4p+ 1

�
T k�11 (T1 � p)

b = Wk � pWk�1 =

�
1p
4p+ 1

��
T k�12 (T2 � p)� T k�11 (T1 � p)

�
On fait la division des deux nombres

a

b
=

�p
4p+ 1 + 1

�
T k�12 (T2 � p) +

�p
4p+ 1� 1

�
T k�11 (T1 � p)

2
�
T k�12 (T2 � p)� T k�11 (T1 � p)

�
alors

T k�12 (T2 � p)

�
a� 1

2
b
�p

4p+ 1 + 1
��

= T k�11 (T1 � p)

�
a+

1

2
b
�p

4p+ 1� 1
��

donc
T k�12

T k�11

=
(T1 � p)

�
a+ 1

2
b
�p
4p+ 1� 1

��
(T2 � p)

�
a� 1

2
b
�p
4p+ 1 + 1

�� (3.31)

d�où �����T2T1
�����k�1 =

�����(T1 � p)
�
a+ 1

2
b
�p
4p+ 1� 1

��
(T2 � p)

�
a� 1

2
b
�p
4p+ 1 + 1

�������
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En�n

k =

24 ln j�j
ln
���T2T1 ���

35+ 1 (3.32)

avec

� =
(T1 � p)

�
a+ 1

2
b
�p
4p+ 1� 1

��
(T2 � p)

�
a� 1

2
b
�p
4p+ 1 + 1

��
il est clair que jT2j > jT1j, donc il faut que j�j > 1, pour que k soit bien dé�nir. Or que
nous avons les deux cas suivants :

*) Si b � 1 et a > 1

2
b
�p
4p+ 1 + 1

�
, alors � > 1:

**) Si b � �1 et a > b (1� p), alors � > 1:

3.2 Etude de la transcendance

Dans cette section, on va donner des conditions su¢ santes pour qu�un nombre p-

adique dé�ni par son développement en fraction continue soit rationnel, irrationnel qua-

dratique ou transcendant, en utilisant la version p-adique du théorème de sous-espace de

Schmidt due à Schlickewei.

3.2.1 Transcendance d�un développement en FCB

Dans son deuxième article [26], Browkin a donné un autre algorithme pour que le

développement en FCB d�un nombre p-adique quadratique soit périodique. Nous nous

sommes appuyé sur cette propriété pour donner une démonstration qui semble incom-

plète de la rationalité ou la transcendance d�un nombre p-adique dont le début de son

développement en FCB véri�e les conditions de la proposition de Browkin :

Proposition 3.2.1 ([26]) Soit a; b; c 2 Z, p � 3, b0 = PGCD(b; 2) tels que : p ne divise

pas abc et b:b0 divise c+ 2a et bc+ 2p divise c� 2a.
Alors :

1) Le nombre

m = a2 + p
2a (bc+ p) + pc

b (bc+ 2p)

est un entier, i.e., m 2 Z:
2) Le développement de � =

p
m en fraction continue p-adique de Brwokin (lemme

(2.2.27) ), est périodique et est donné par

� =

�
a;

�
b

p
; c;

b

p
; 2a

��
=

�
a;
b

p
; c;

b

p
; 2a;

b

p
; c;

b

p
; 2a; :::

�
(3.33)
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Exemple 3.2.2 Soit p � 3, on prend a = p+ 1; b = c = 1, donc

� =

�
p+ 1;

�
1

p
; 1;
1

p
; 2p+ 2

��
=

�
p+ 1;

1

p
; 1;
1

p
; 2p+ 2;

1

p
; 1;
1

p
; 2p+ 2; :::

�
dans ce cas, on a

m = 2p2 + 4p+ 1 =) � =
p
2p2 + 4p+ 1

Par exemple p = 11, on aura

� =

�
12;

1

11
; 1;

1

11
; 24;

1

11
; 1;

1

11
; 24; :::

�
d�où m = 287 =) � =

p
287

Théorème 3.2.3 (Belhadef, Esbelin et Zerzaihi [23]) Soit � un nombre p-adique dé-
�ni par son développement en FCB qui commence par

� =

�
a;
b

p
; c;

b

p
; 2a

�
avec a; b; c; p dé�nis comme dans la proposition précédente et de plus a; b; c 2 N.
Alors � est transcendant ou rationnel.

Preuve.On va utiliser la démonstration par l�absurde. Supposons que � est algébrique
irrationnel.

Soit le nombre � dé�ni par le développement en FCB donné dans (3.33)

� =

�
a;

�
b

p
; c;

b

p
; 2a

��
on a

� =

�
a;
b

p
; c;

b

p
; 2a; �5; �6; �7; :::

�
(3.34)

alors, d�après les propriétés des fractions continues p-adiques, et le lemme (2.2.27)����� � Pn
Qn

����
p

=
1

jQnj2p j�n+1jp
<

1

jQnj2p
et������ Pn

Qn

����
p

=
1

jQnj2p j�n+1jp
=

1

jQnj2p
���� bp
����
p

=
1

jQnj2p
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avec n = 5k � 1, Pn
Qn

c�est la n�eme réduite de � et � (la dernière réduite commune, n = 4

dans (3.34).

d�où,

j� � �jp �
����� � Pn

Qn
� �+

Pn
Qn

����
p

� max

 ����� � Pn
Qn

����
p

;

������ Pn
Qn

����
p

!
=

1

jQnj2p

Pour x =(x1;x2;x3;x4)2Q4, soit les formes linéaires à coe¢ cients algébriques p-adiques

Li;p(x) = xi , i = 1; 4

Nous avons la majoration suivante, pour x0=(Q4; P4; Qn; Pn)

jL1;p(x0)jp = jQ4jp � 1 (3.35)

jL2;p(x0)jp = jP4jp � 1
jL3;p(x0)jp = jQnjp � 1
jL4;p(x0)jp = jPnjp � 1

Maintenant, voyons � comme un nombre réel dé�nie par son développement en fraction

continue réel

� = a+
p

b+
p

c+
p

b+
p

2a+
p

b+
p

c+
p

b+
p

2a+ :::

Un petit calcul donne

�2 = m et
P4
Q4

= m:
b (bc+ 2p) (2m0 � ap (bc+ p))

m0: (2ab (bc+ 2p) + p (bc+ p))
(3.36)

avec m0 = a2b (bc+ 2p) + 2ap (bc+ p) + cp2.
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Pour x =(x1;x2;x3;x4)2Q4, soit les formes linéaires à coe¢ cients algébriques réel

L1(x) = �2x1 �
m0: (a (b2c+ 2bp) + p (bc+ p))

b (bc+ 2p) (2m0 � ap (bc+ p))
x2 + x1

L2(x) = �x1 � x2
L3(x) = �x3 � x4
L4(x) = x1

Nous avons les inégalités suivantes pour x0=(Q4; P4; Qn; Pn) :

jL1(x0)j =
��Q4�2 �Q4m+Q4

�� = jQ4j (3.37)

jL2(x0)j = jQ4�� P4j � jQ4j�1

jL3(x0)j = jQn�� Pnj � jQnj�1

jL4(x0)j = jQ4j

Donc, on combine les deux systèmes (3.35), (3.37), on peut trouver " > 0 tel que

4Q
i=1

�
jLi(x)j : jLi;p(x)jp

�
� jQ4j jQnj�1 � jQnj�1�" (3.38)

A ce stade, on applique la version p-adique du théorème du sous-espace de Schmidt (due à

Schlickewei), l�ensemble des solutions de l�inégalité (3.38) est inclus dans une union �nie de

sous-espaces propres de Q4. C�est-à-dire qu�il existe quatre entiers non nuls x1; x2; x3; x4,
tel que pour n � 4 on a

x1Q4 + x2P4 + x3Qn + x4Pn = 0 (3.39)

1) Si x4 6= 0 :
On divise l�égalité (3.39) par Qn, il vient que

1

Qn
(x1Q4 + x2P4) + x3 + x4

Pn
Qn

= 0

Passons à la limite quand n tends vers +1, nous trouvons

� (x1Q4 + x2P4) + x3 + x4� = 0 (3.40)

avec � = lim
n!+1

1

Qn
2 Q, donc � est rationnel. Contradiction.

2) Si x4 = 0 :
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On divise l�égalité (3.39) par Pn, il vient

1

Pn
(x1Q4 + x2P4) + x3

Qn
Pn

= 0

Passons à la limite quand n tends vers +1, nous trouvons

�0 (x1Q4 + x2P4) +
x3
�
= 0 (3.41)

avec �0 = lim
n!+1

1

Pn
2 Q, donc � est rationnel. Contradiction.

Dans les deux cas, on a trouvé une contradiction, donc � est un nombre rationnel ou

transcendant.

Remarque 3.2.4 Un travail de futur est d�ajouter des conditions sur le nombre � pour
compléter la démonstration.

3.2.2 Transcandence des fractions continues p-adique de Thue-
Morse

Adamczewski et Bugeaud ont démontré dans [3] la transcendance d�un nombre p-

adique dont le début de son développement de Hensel satisfait la condition (�)w pour
w > 1. Mais ils n�ont pas fait le même résultat pour les fractions continues p-adiques,

comme pour les fractions continues réelles. Cela est dû au manque des dé�nitions et

propriétés du développement en fraction continue p-adique par rapport à celle dans R
(d�après une conversation avec le deuxième auteur Alain Bugeaud). Cependant, nous

avons démontré dans notre article [22], la transcendance d�un nombre p-adique donné par

son développement en fraction continue p-adique dont il est un mot du Thue-Morse, et

véri�e des conditions sur l�alphabet.

Théorème 3.2.5 (Belhadef, Esbelin et Zerzaihi [22]) Soient p � 3, � = �1
�2
et � =

�1
�2
deux nombres rationnel appartient à Z

h
1
p

i
\ (0; p) tels que

vp(�1) = vp(�1) = 0

et

vp(�2) � vp(�2) � 1

On note � = Maxf�; �g. Soit � 2 Qp dé�ni comme limite de la fraction continue
[0; a1; a2; :::; ak; :::] où ai 2 f�; �g;8i � 1. On suppose que la suite des quotients partiels
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(ai)i�1 est de Thue-Morse. Si on a

p
5vp(�2)�vp(�2)

6 > Maxf�2; �2g �
� +

p
�2 + 4

2
(3.42)

alors � est transcendant ou quadratique.

Preuve. Supposons que � est algébrique de degré supérieur strictement à 2. On note

v0 = �
vp(�) + vp(�)

2
.

Nous Considérons les formes linéaires en la variable x =(x1;x2;x3)

Li;1(x) = xi , 1 � i � 3
L1;p(x) = �2x3 � x1
L2;p(x) = �x3 � x2
L3;p(x) = x3

On va les évaluer pour le triple x0 =
�
c4kp

0
4k�1; p

0
4k
; q0
4k

�
avec k 2 N�, on a8>>>><>>>>:

jLi;1(x0)j = jx0ij , 1 � i � 3
jL1;p(x0)jp =

���2q0
4k
� c4kp

0
4k�1

��
p

jL2;p (x0)jp =
���q0

4k
� p0

4k

��
p

jL3;p (x0)jp =
��q0
4k

��
p

En appliquant les lemmes (2.2.25) et le théorème (2.1.17), on trouve

jL2;p (x0)jp = j�jp j�q4k � p4k jp =
1

jq4k jp ja4k+1jp
<

1

p4kv0
j�jp (3.43)

et

jL3;p (x0)jp = j�jp jq4k jp = p4
kv0 j�jp

avec � =
4kY
j=1

cj:

Pour évaluer L1;p(x0) nous avons pour n = 4k

�2 � pn
qn

pn�1
qn�1

=

�
� +

pn�1
qn�1

��
� � pn

qn

�
+
(�1)n+1

qnqn�1
� (3.44)
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d�où �����2 � pn
qn

pn�1
qn�1

����
p

=

�����
�
� +

pn�1
qn�1

��
� � pn

qn

�
+
(�1)n+1

qnqn�1
�

�����
p

� max

(����� + pn�1
qn�1

����
p

����� � pn
qn

����
p

; j�jp
���� 1

qnqn�1

����
p

)

<
1

jqnj2p
max

(����� + pn�1
qn�1

����
p

����� � pn
qn

����
p

; j�jp
���� qnqn�1

����
p

)

d�autre part, on a d�après le théorème (2.1.17) : ai = an�i+1 et a0 = 0 , alors pn = qn�1.

Alors, on obtient l�estimation suivante

���2qn � pn�1
��
p
= jqnjp

�����2 � pn�1
qn

����
p

= jqnjp
�����2 � pn

qn�1

pn�1
qn

����
p

<
1

jqnjp
max

(����� + pn�1
qn�1

����
p

; j�jp
���� qnqn�1

����
p

)

donc il existe une constante C1 tel que

jL1;p(x0)jp =
���2q04k � c4kp

0
4k�1

��
p
= j�jp

���2q4k � p4k�1
��
p
<

C1
p4kv0

j�jp (3.45)

On fait maintenant le produit des trois formes

3Q
i=1

�
jLi;p (x0)jp

�
<

C1
p4kv0

j�j3p (3.46)

Pour les formes linéaires réelles, nous avons l�inégalité suivante, en appliquant le lemme

(2.2.7)
3Q
i=1

(jLi;1 (x0)j) =
3Q
i=1

jx0ij =
��c4kp04k�1�� jp04k j jq04k j < �3(1+4k) j�j3

avec � =
� +

p
�2 + 4

2
: On aura donc pour � 2 R�+

1

jx0j�
3Q
i=1

�
1

jLi;1 (x0)j

�
>

1

�(3+�)(1+4k) j�j3+�
(3.47)
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D�après l�inégalité (3.42) du théorème, on peut choisir � tel que pour k assez grand, on

combine les inégalités (3.46) et (3.47), pour aboutir à

3Q
i=1

�
jLi;1 (x0)j : jLi;p (x0)jp

�
<

1

jx0j�
(3.48)

A ce stade, la version p-adique du théorème du sous-espace de Schmidt (due à Schlickewei),

nous con�rme l�existence des entiers non nuls y1; y2; y3, tel que

y1c4kp
0
4k�1 + y2p

0
4k + y3q

0
4k = 0

i.e

y1
p4k�1
q4k

+ y2
p4k

q4k
+ y3 = 0 (3.49)

donc

y1:
p4k�1
q4k�1

:
q4k�1
q4k

+ y2:
p4k

q4k
+ y3 = 0

d�où

y1:
p4k�1
q4k�1

:
p4k

q4k
+ y2:

p4k

q4k
+ y3 = 0 (3.50)

d�autre part on sait que la suite de réduites
�
pn
qn

�
n
tend vers � dans Qp. Donc par passage

à la limite dans l�équation (3.50) quand k �! +1, on trouve

y1�
2 + y2� + y3 = 0

Contradiction avec la supposition que � est algébrique de degré supérieur strictement à

2. Alors � est quadratique ou transcendant.
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Annexe A

Corps normés

Pour plus de détails sur les corps normés voir les livres d�Alain Robert [53], de Fer-

nando Gouvêa [36] et de Wim Schikhof [56].

Dé�nition A.0.6 Soit K un corps. Une norme sur K (qui dite valeur absolue) est une

application j:j dé�nie sur K à valeurs dans R+ et véri�ant pour x; y dans K les trois

conditions suivantes :

1- jxj = 0 () x = 0,

2- jx:yj = jxj : jyj,
3- jx+ yj � jxj+ jyj (inégalité triangulaire).
On dit dans ce cas que K est un corps valué ou normé.

Dé�nition A.0.7 On appelle distance induite sur K par j:j ; la distance dj:j sur K dé�nie

par

8x; y 2 K; dj:j(x; y) = jx� yj : (A1.1)

les propriétés de la norme j:j assurent que dj:j est une distance sur K et donc elle dé�nit

une topologie sur K.

Proposition A.0.8 Pour tous (x; y) 2 K2 muni de la norme j:j, on a :
1) j1j = j�1j = 1:
2) jxj = j�xj :
3) jx� yj � jxj+ jyj :
4) jnj � n 8n 2 N:

Preuve. 1) On a
j1j = j(�1) : (�1)j = j�1j2
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donc j�1j = 1:
2) Nous avons

jxj = j(�1) : (�x)j = j�1j : j�xj = j�xj (A.1)

3) D�après l�inégalité triangulaire et 2)

jx� yj � jx+ (�y)j � jxj+ j�yj = jxj+ jyj :

4) D�après l�inégalité triangulaire et 1)

jnj =

������1 + 1 + :::+ 1| {z }
n fois

������ � j1j+ j1j+ :::+ j1j = 1 + 1 + :::+ 1| {z }
n fois

= n:

Dé�nition A.0.9 Une valeur absolue est dite non-archimédienne si la distance associée
est ultramétrique, c�est-à-dire si on avons, pour tout (x; y) 2 K2, l�inégalité triangulaire

forte suivante

jx+ yj � max(jxj; jyj) (A1.2)

qui est plus forte que la condition (3).

Lemme A.0.10 Si la norme j:j est ultramétrique et jxj 6= jyj, alors jx+yj = max(jxj; jyj).

Preuve. Supposons que jxj < jyj, i.e. max(jxj; jyj) = jyj. Nous avons

jx+ yj � jyj = jx+ y � xj � max(jx+ yj; jxj)

d�où jxj < jyj � max(jx+ yj; jxj), donc

max(jx+ yj; jxj) = jx+ yj (A.2)

alors

jx+ yj � jyj � max(jx+ yj; jxj) = jx+ yj

qui nous donne

jx+ yj = jyj = max(jxj; jyj)
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Proposition A.0.11 Pour que le corps valué (K; j:j) soit ultramétrique il faut et il su¢ t
que l�ensemble N soit borné par rapport à j:j, i.e.

8n 2 N : jnj � 1 (A.3)

Preuve. Supposons que (K; j:j) est ultramétrique. On va démontrer l�inégalité (A.3)
par récurrence :

Pour n = 0 on a j0j = 0 � 1 ; pour n = 1, on a d�après la proposition (A.0.8) j1j = 1 � 1:
On suppose que 8k 2 f0; :::; n� 1g : jkj � 1 ; on montre que jnj � 1. En e¤et, on a

jnj = jn� 1 + 1j � max(jn� 1j; j1j) = 1

Maintenant, supposons que 8n 2 N : jnj � 1. On démontre que la norme de K est

non-archimédienne

jx+ yjn � j(x+ y)nj =
�����
nX
k=0

Cknx
kyn�k

����� �
nX
k=0

��Ckn�� : ��xk�� : ��yn�k��
D�autre part, la condition jnj � 1, implique

��Ckn�� � 1 (car Ckn est un entier), alors
jx+ yjn �

nX
k=0

jxjk : jyjn�k � (n+ 1) [max(jxj; jyj)]n

Donc 8n 2 N
jx+ yj � (n+ 1)

1
n max(jxj; jyj) (A.4)

Par passage à la limite quand n �! +1, dans l�inégalité (A.4), on aura

jx+ yj � max(jxj; jyj)

Proposition A.0.12 Voici des belles propriétés d�un espace muni d�une norme ultramé-
trique :

(i) Tout triangle est isocèle.

(ii) Tout point d�une boule en est �le�centre.

(iii) Deux boules sont soit disjointes soit l�une est contenue dans l�autre.

(iv) Les boules sont à la fois ouvertes et fermées.

(v) La topologie est totalement discontinue.
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Remarque A.0.13 Lorsque L est un sous-corps de K, alors une norme sur K induite

une norme sur L.

Dé�nition A.0.14 Soit K un corps, une valuation v sur K est une application de K

dans R [ f+1g véri�ant les trois conditions suivantes :
1) v(x) = +1() x = 0;

2) v(x:y) = v(x) + v(y);

3) v(x+ y) � min(v(x); v(y)):

Dé�nition A.0.15 Deux normes sur un corps K sont équivalentes si elles dé�nissent la

même topologie.

Proposition A.0.16 Deux normes j:j1 et j:j2 sont équivalentes si et seulement s�il existe
� 2 R�+ tel que l�on ait jxj1 = jxj

�
2 quel que soit x 2 K�.

On termine cette section par un résultat concernant les suites de Cauchy dans un

espace normé ultramétrique

Théorème A.0.17 Soit (an)n une suite dans le corps ultramétrique (K; j:jK), alors (an)n
est une suite de Cauchy si et seulement si

lim
n!+1

jan+1 � anjK = 0 (A.5)

Preuve. Supposons que (an)n est de Cauchy, en d�autre terme

8" > 0;9N 2 N : m;n > N =) jam � anjK < "

En particulier, si m = n+ 1;on obtient lim
n!+1

jan+1 � anjK = 0:
Réciproquement ; on suppose que lim

n!+1
jan+1 � anjK = 0; i.e.

8" > 0;9N 2 N : n > N =) jan+1 � anjK < " (A.6)

Soit m > n > N , on a

jam � anjK = jam � am�1 + am�1 � am�2 + ::::+ an+1 � anjK
� max(jam � am�1jK ; ::::; jan+1 � anjK) < "

d�où

8" > 0;9N 2 N : m;n > N =) jam � anjK < " (A.7)

donc la suite (an)n est de Cauchy.
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Annexe B

Théorème de complétion

Les dé�nitions et les théorèmes de cette annexe apparaissent dans les livres : (Voir
[12], [37], [56].

Soit (F; k:kF ) un corps normé n�est pas complet par rapport à k:kF . On va construire
un autre corps F contenant F , et l�associe par une norme induite de la norme de F , de

façon que F soit un corps complet. Le rôle principal dans cette opération sera joué par

les suites de Cauchy : Ce sont les classes d�équivalence des suites de Cauchy de F qu�est

sera déclaré comme éléments du corps F . Ainsi, on va commencer par une discussion sur

les suites de Cauchy dans un corps normé arbitraire.

On note par SC(F ) l�ensemble des suites de Cauchy dé�nies dans l�espace (F; k:kF ),
i.e. l�ensemble des suites fangn2N � F telle que

8" > 0;9N 2 N=8n > m � N : kan � amkF < " (B.1)

L�ensemble SC(F ) est un anneau commutative, les opérations +, � , � sont interne,
on les dé�nit comme suit

fangn2N + fbngn2N = fan + bngn2N
fangn2N � fbngn2N = fan � bngn2N

Ainsi, l�élément neutre par rapport à l�addition c�est la suite nulle f0gn2N = f0; 0; :::::g
et l�élément neutre par rapport à la multiplication c�est la suite f1gn2N = f1; 1; :::::g.
L�ensemble SC(F ) n�est pas un corps, puisqu�il contient un zéro diviseur : f1; 0; :::::g �
f0; 1; :::::g = f0gn2N :

Soit pour tout a 2 F la suite constante fagn2N = fa; a; :::::g elle est de Cauchy, d�où
SC(F ) contient un ensemble isomorphe à F , ce qui revient à regarder tout élément de F

comme un élément de SC(F ) en convenant que a = fagn2N = fa; a; :::::g.
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Maintenant, on note par NUL(F ) l�ensemble des suites d�éléments de F tendant vers

0, c�est-à-dire lim
n!+1

kankF = 0 on les appelle suites négligeables, il est facile de voir que
NUL(F ) � SC(F ) de faite que NUL(F ) est un idéal de SC(F ), i.e. le sous-anneau pour

lequel, si x 2 NUL(F ) et y 2 SC(F ) nous avons x � y 2 NUL(F ). En e¤et, si fangn2N
et fbngn2N sont deux suites négligeables ; donc fan � bngn2N est une suite négligeable ; et
si fangn2N 2 NUL(F ) et fbngn2N est bornée (en particulier si elle est de Cauchy) alors
fanbngn2N est dans NUL(F ):

On note la classe d�équivalence de SC(F ) sur NUL(F ) par

F = SC(F )�NUL(F ) (B.2)

Ainsi, deux suites de Cauchy sont équivalentes si la soustraction des deux suites tends

vers 0. Notons par (an) la classe d�équivalence qui représente la suite fangn2N, et par
(a) la classe d�équivalence qui représente la suite constante fagn2N, et nous identi�ons
a 2 F avec (a) 2 F , de sorte que nous considérons F comme un sous-ensemble de F par
l�injection suivante

 : F �! F

a �! (a)

Théorème B.0.18 L�ensemble F est un corps.

Preuve. On dé�nit sur F les deux opérations internes suivantes, pour (an); (bn) 2 F

(an) + (bn) = (an + bn) (B.3)

(an):(bn) = (an:bn)

Il est facile de véri�er que
�
F ;+; :

�
est un anneau commutative, son élément neutre

par rapport à l�addition (resp. à la multiplication) c�est la classe d�équivalence de la suite

nulle f0gn2N noté (0) (resp. la classe d�équivalence de la suite f1gn2N noté (1)). Les deux
opérations sont indépendantes du choix des représentants des classes d�équivalences.

Il reste à démontrer que chaque élément non nul de F est inversible, c�est-à-dire

8A 2 F ; 9A0 2 F : A:A0 = 1 (B.4)

En e¤et, soit A 2 F tel que A 6= 0 2 NUL(F ), et soit fangn2N une suite de Cauchy de
A, tant qu�elle n�est pas négligeable, alors

9" > 0;9N 2 N : kankF > "; 8n � N:
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En e¤et, on suppose le contraire, c�est-à-dire

8" > 0;8N 2 N; 9n � N : kankF < "

tandis que fangn2N est une suite de Cauchy, i.e.

8" > 0;9N 0 2 N; 8n;m � N : kam � ankF < "

d�où

8" > 0;9N 0 2 N; 8n;m � N : kamkF < kankF + kam � ankF < 2" (B.5)

ce qui veut dire que fangn2N est négligeable, contradiction.
Dé�nissons une autre suite frngn2N par

rn =

(
0 , si n < N
1
an

, si n � N

cette suite frngn2N est de Cauchy, en e¤et si n;m � N on a

krm � rnkF = k
1

am
� 1

an
kF =

kam � ankF
kamkkankF

< "�2kam � ankF (B.6)

Notons la classe d�équivalence de (rn)n2N par A
0, on a le produit

(bn)n2N = (an)n2N � (rn)n2N =

8<: 0; 0; :::; 0| {z }
(N�1)terme

; 1; 1; :::

9=;
donc

(bn)n2N � (1)n2N =

8<:�1;�1; :::;�1| {z }
(N�1)terme

; 0; 0; :::

9=; 2 NUL(F )

alors (bn)n2N 2 (1) d�où (bn) = (1). Alors A:A0 = (1) ; ce qui preuve que les éléments non
nuls de F admettent des inverses, ainsi F est un corps.

Dé�nition B.0.19 Pour tout A = (an) 2 F on dé�nit l�application suivante

k:kF : F ! R+ (B.7)

A ! kAkF = lim
n!+1

kankF

On va démontrer que cette application est une norme sur F et elle est non-archimédienne
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si la norme de F est aussi ; on utilise le lemme suivant :

Lemme B.0.20 Soit (K; k:kK) un corps ultramétrique, et soient b 2 K et une suite de

Cauchy (an)n2N � K tels que b 6= lim
n!+1

an. Alors la suite de nombres réels (kan � bkK)n2N
est stationnaire. En particulier ; si (an)n2N n�est pas une suite négligeable, alors la suite

(kankK)n2N est stationnaire.

Preuve. Soit (an)n2N une suite de Cauchy d�éléments de K, en d�autre terme

8" > 0;9n0 � 0 = m; n > n0 ) kam � ankK < "

d�autre part, on a pour m;n > n0

jkam � bkK � kan � bkK j � kam � ankK < "

alors la suite de nombres réels (kan � bkK)n2N est de Cauchy, donc elle converge dans R ;
soit ` sa limite. D�après les données du lemme, on a�

kan � bkK � 0 , 8n 2 N et b 6= lim
n!+1

an

�
) ` > 0: (B.8)

D�où on peut mettre " = `
2
dans la dé�nition des limites, on trouve

9n1 2 N = n;m > n1 ) kam � ankK <
`

2

et

9n2 2 N = n > n2 ) kan � bkK >
`

2
:

Cela signi�e que

kan � bkK 6= kam � ankK

Prenons N = max (n1; n2), donc pour n;m > N

kam � bkK = kan � b+ am � ankK
= max fkan � bkK ; kam � ankKg
= kan � bkK

d�où la suite (kan � bkK)n2N est stationnaire à partir du rang N . Pour le cas particulier,
il su¢ t de prendre b = 0.

Proposition B.0.21 L�application k:kF est une norme sur F ; elle est non-archimédienne
si la norme de F est aussi.
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Preuve. Montrons d�abord que cette application est bien dé�nie. On a

jkamkF � kankF j � kam � ankF (B.9)

donc la suite de nombres réels fkankFgn2N est de Cauchy, alors elle converge vert une
limite ` (puisque R est complet).

Soit une autre suite fa0ngn2N 2 A, on a

0 � lim
n!+1

jkankF � ka0nkF j � lim
n!+1

kan � a0nkF = 0

alors

lim
n!+1

kankF = lim
n!+1

ka0nkF

d�où k:kF est bien dé�nie.
Maintenant, on va véri�er les trois propriétés de la norme :

1/ La première propriété : Soit A = (an) 2 F , on a

A = (an) = 0, fangn2N est une suite négligeable
() lim

n!+1
kankF = 0() kAkF = 0

2/ La deuxième propriété : Soit A = (an) 2 F ; B = (bn) 2 F , on a

kA:Bk
F
= lim

n!+1
kan:bnkF

= lim
n!+1

kankF : kbnkF = kAkF : kBkF (B.10)

3/ La troixième propriété (l�inégalité triangulaire) : Soit A = (an) 2 F ; B = (bn) 2 F , on
a

kA+Bk
F
= lim

n!+1
kan + bnkF

� lim
n!+1

(kankF + kbnkF )

� lim
n!+1

kankF + lim
n!+1

kbnkF
= kAk

F
+ kBk

F

donc l�application k:kF est une norme sur F .
Il reste à montrer que si la norme k:kF est non-archimédienne alors k:kF est aussi. Pour
cela, soit (an); (bn) 2 F tel que :




(an)



F
=



(bn)




F
.
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Si l�une des deux normes est nulle, l�une des deux suites est négligeable, alors le

résultat serait e¤ectivement trivial. Supposons alors que les deux suites ne sont pas né-

gligeables.

D�après le lemme précédent (B.0.20) on a

9M 0 2 N = 8n > M 0 ) kankF = kaM 0kF (B.11)

9M 00 2 N =8 n > M 00 ) kbnkF = kbM 0kF

donc

9M 0 2 N = 8n > M 0 )



(an)




F
= lim

n!+1
kankF = kankF

9M 00 2 N =8 n > M 00 )



(bn)




F
= lim

n!+1
kbnkF = kbnkF

Prenons

M = max (M1;M2)

alors on a, 8n > M

kan + bnkF = max (kankF ; kbnkF )
= max

�


(an)



F
;



(bn)




F

�
d�où 


(an) + (bn)




F
= max

�


(an)



F
;



(bn)




F

�
d�où ce qu�on voulait montrer.

Théorème B.0.22 F muni de la norme k :k
F
est complet, et F est un sous-ensemble

dense de F :

Preuve. Montrons d�abords la densité de F . Soit A = (an) 2 F , pour tout entier

positif �xé m nous considérons la suite constante � = fam; am; :::g, d�où la suite fan �
amgm2N représente la classe A� � , et tant que fangn2N est de Cauchy, on peut écrire

lim
n!+1

kA� �kF = lim
n!+1

kan � amkF = 0 (B.12)

donc F est dense de F .

Soit, maintenant ; fAngn2N une suite de Cauchy dans F , on va démontrer que F est

complet, i.e.

9A 2 F : lim
n!+1

kA� AnkF = 0
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En e¤et, d�après la densité de F dans F , pour tout An il existe une suite (ai;n)i2N 2 F tel
que

kAn � ai;nkF �
1

n
(B.13)

donc fAn � (ai;n)gn2N est une suite négligeable, d�où elle est de Cauchy dans F (ai;n
coïncide avec son représentant ai;n, donc on le considère comme un élément de F ). Nous

avons

fai;ngn2N = fAngn2N � fAn � (ai;n)gn2N:

Alors f(ai;n)gn2N est une suite de Cauchy dans F , or que les éléments de cette suite
appartiennent a F , alors fai;ngn2N est lui même de Cauchy dans F , on note sa classe
d�équivalence par A. De (B.12) et (B.13) il vient que fA� (ai;n)gn2N et fAn � (ai;n)gn2N
sont des suites négligeables dans F . Donc sa di¤érence

fA� Angn2N = fA� (ai;n)gn2N � fAn � (ai;n)gn2N

est une suite négligeable dans F , ce qui implique que

lim
n!+1

kA� AnkF = 0 (B.14)

ça veut dire

A = lim
n!+1

An

alors toute suite de Cauchy dans F est converge, d�où F muni de la norme k :k
F
est

complet.

Remarque B.0.23 Les opérations dans F sont prolongées de ceux de F par continuité ;

i.e.

si A = lim
n!+1

(an) ; B = lim
n!+1

(bn); alors A+B = lim
n!+1

(an+ bn) ; A:B = lim
n!+1

(an:bn):

Exemple B.0.24 Le corps des nombres réels R (muni de la valeur absolue usuelle) est le
complété du corps des nombres rationnels Q. On peut donc dé�nir un nombre réel comme
étant une classe d�équivalence d�une suite de Cauchy des nombres rationnels.
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 ملخص
 إلى نشرال، وذلك باستخدام p-adique لعددالحسابية و  الجبرية الخصائص هو دراسة الأطروحة ههذ من الهدف

 :الحالات  المنتهية ت  ذات لاالآباستخدام  ة، ومستمر  كسور
 رتبة معينة بعد وقفتت هذه الخوارزميةأن  البرهانو ، المستمرة كسورال حسابل خوارزمية حيث قمنا بإنشاء. 

 النسخة مباستخدا قمنا p-adique من أجل ، شليكفاي من طرف برهنةالم شميدت لـ جزئيالفضاء نظرية ال من
 عبارة عن متتاليةوالتي هي (معرف بنشره إلى كسور مستمرة  p-adique عددكي يكون ل كافية شروطإعطاء 

Thue-Morse ) متسامعدد  أو الدرجة الثانية هو عدد جبري من. 

 متتالية، Schmidt، الفضاء الجزئي لـ حالات  منتهية ت  ذات آلامستمرة،  كسور، p-adique عدد :كلمات مفتاحية
Thue-Morse  ، متسامعدد. 

 

RESUME 
 

L'objectif de cette thèse est d’étudie des caractéristiques algébriques et arithmétiques d'un 

nombre p-adique, en utilisant son développement en fractions continues et les automates finis: 

 On a définit un algorithme de calcul des fractions continues, et on a démontré que cet 

algorithme s'arrête au bout d'un certain rang. 

 On a utilisé la version p-adique du théorème du sous-espace de Schmidt due à 

Schlickewei, pour donner des conditions suffisantes pour qu’un nombre p-adique dont 

son développement en fractions continues est une suite de Thue-Morse, soit quadratique 

ou transcendant. 

Mots cles : nombre p-adique, fractions continues, automates finis, sous-espace de Schmidt, 

suite de Thue-Morse, transcendence. 

 

ABSTRACT 
 

The objective of this thesis is to study algebraic and arithmetic characteristics of a p-adic 

number, using its development of continued fractions, and finite automata: 

 We defines a calculation algorithm of continued fractions, and it was shown that this 

algorithm stops after a certain rank. 

 We used the p-adic version of Schmidt subspace theorem due to Schlickewei, to give 

sufficient conditions for a p-adic number which its continued fraction is a sequence of 

Thue-Morse, is quadratic or transcendent. 

Keywords : p-adic number, continued fractions, finite automata, Schmidt subspace, sequence 

of Thue-Morse, transcendent. 


