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INTRODUCTION

Dans cette thése on s’intéresse a ’étude de ’existence de solutions pour une inclusion
différentielle du second ordre et ’existence et densité de solutions extrémales.

I’existence de solutions pour l'inclusion différentielle du premier ordre dans un espace
de Hilbert séparable H de la forme

Pas) { #(t) € Dup(x(t)) + M(t,z(t)), p.p.sur [0,T]

a été étudiée dans la référence [1], ot 0.¢(.) est le sous différentiel de Clarke d’une fonction
©(.) propre semi-continue inférieurement inf compacte convexe, M : [0,T] x H = H est
une multi-application semi-continue supérieurement par rapport a la deuxiéme variable
et a valeurs fermées convexes.

Les auteurs dans [36] ont étudié la méme inclusion d’évolution avec ¢(.) une fonction
propre convexe et semi-continue inférieurement dans les deux cas ou la perturbation M., .)
est & valeurs convexes ou non convexes.

Les inclusions différentielles d’évolution gouvernées par le sous différentiel d’une fonc-
tion propre convexe semicontinue inférieurement apparaissent souvent dans les problémes
de controle optimale (Cesari [17], Clarke [18], et Rockafellar [43]), de mécanique (Moreau
[40] et Danchev [23]), et de I’économie mathématique (Cornet [19] et Henry [26]).

Le probleme d’existence et de densité des solutions extrémales pour le probléme de



Introduction

Cauchy d’une inclusion différentielle du premier ordre

{ i(t) € ext(F(t,z(t))), p.p.sur[0,T]
z(0) = xo,

a été introduit par Cellina [16], et dans [20]| DeBlasi et Pianigiani ont donné un résultat
d’existence et densité dans un espace de Banach réel réflexif et ' une mutlti-application
a valeurs non vides convexes compactes, le cas ot F' satisfait des hypothéses qui excluent
la compacité a été traité dans [21].

En ce qui concerne les inclusions différentielles du second ordre avec les conditions aux

limites, une propriété de densité entre ’ensemble des solutions de 'inclusion différentielle

{ Z(t) € T'(t), p.p.sur [0,1]
x(0) = xo, x(0) = x(1),

et I’ensemble de solutions de 'inclusion différentielle

{ﬂﬂ&%@@%ppwﬂM]
z(0) = xg, z(0) = z(1),

a été étudié par Azzam-Castaing et Thibault dans [6] dans un espace de Banach séparable
avec I' une multi-application a valeurs non vides convexes compactes, mesurable et inté-
grablement bornée. Aussi, dans [4], Avgerinos et Papageorgiou ont prouvé 'existence de

solutions extrémales et on donné une propriété de densité pour le probléme de Dirichlet

{4@ € ext(F(t,z(t), #(t))), a.e. on [0,b]
z(0) = x(b) =0,

ol F: [0,b] x R* xR = R? (b > 0) est une multi-application a valeurs non vides convexes
compactes, mesurable sur [0, ] et continue sur R? x R?.

Nous nous renvoyons également le lecteur a [29], [30], [31], [32], [35] et leurs références
pour d’autres théorémes concernant de telles classes d’inclusions différentielles.

La presente thése est organisée sur un plan structuré par quatre chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux résultats préliminaires et outils de base utilisés
pour la démonstration de nos théorémes principaux.

Dans le chapitre 2, on étudie 'existence de solutions de l'inclusion différentielle du
second ordre gouvernée par le sous différentiel de Clarke d’une fonction Lipschitzienne

dans un espace de dimension finie de la forme

—&(t) € Oep(x(t)) + F(t,z(t),2(t)), p.p.sur [0,1]
(PF){ #(0) = 2(1) =0,

7 LMPA



Introduction

ot F': [0,1] x RY x R* = R? est une multi-application a valeurs non vides fermées
mesurable sur [0,1] et semi-continue mixte au sens de Tolstonogov, c’est a dire pour
presque tout ¢ € [0,1] et pour tout (z,y) € R? x R? tel que F(t,x,%) est convexe
F(t,.,.) est semi-continue supérieurement, et lorsque F'(t,x,y) est non convexe F(t,.,.)
est semicontinue inférieurement sur un voisinage de (z,vy).

On peut regarder dans la littérature les références [8] et [9] qui traitent des inclu-
sions différentielles du second ordre avec des conditions aux limites, ol interviennent
des perturbations semicontinues mixtes au sens de Tolstonogov (voir [9]) et au sens de
Fryszkowski-Gorniewicz [24] (voir [8]). Le résultat de ce chapitre a fait 'objet d’une pu-
blication internationale impactée (voir [10]).

Dans le chapitre 3, nous donnons un théoréme d’existence de solutions extrémales pour

l'inclusion différentielle suivante

(P t@{ —i(t) € Ol (1)) + ext(F(t,x(t),&(t))), p.p. sur [0,1]
TN 2 = d0) =0,

inspirés par les résultats dans [4] et en suivant les idées de leurs preuves. Ce résultat se

base sur le théoréme d’existence de solutions pour le probléeme

(PF){ —i(t) € dp(a(t)) + F(t,x(t),#(t)), p.p.sur [0,1]
2(1) = #(0) = 0,

qui est une variante du résultat du deuxiéme chapitre.

Ici ¢ : R? — R est une fonction convexe, d¢ désigne le sous différentiel de ¢ au sens de
'analyse convexe et F : [0,1] x R? x R* = R? une multi-application & valeurs non vides
convexes compactes, mesurable sur [0, 1] et Hausdorff-continue sur R? x R

Finalement, dans le quatriéeme chapitre, nous prouvons que 1’ensemble de solutions du
probléme (Peg(r)) est dense dans I'ensemble de solutions du probléme (Pp), par rapport
a la topologie de la convergence uniforme.

Les résultats du troisiéme et quatriéme chapitre ont fait 'objet d’un papier soumis

pour publication dans une revue internationale impactée [11].

8 LMPA



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1.1 NOTATIONS

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions et résultats de base qui nous seront utiles
pour la démonstration de nos Théorémes principaux. Nous commencons par se fixer les

notations utilisées dans ce manuscrit.



Chapitre 1 : Préliminaires

Soit X un espace de Banach, X’ son dual topologique, (.,.) leur produit de dualité, et
||.|| la norme de X. On note par
e 0(X, X’) la topologie faible sur X.
e 0(X’, X) la topologie faible* sur X'.
e Bx(0,7) la boule ouverte de centre 0 et de rayon r > 0 et Bx la boule unité ouverte de
X.

e By (0,7) la boule fermée de centre 0 et de rayon r > 0 et By la boule unité fermée de

Soit I un intervalle fermé de R. On note par
e L(I) la tribu de Lebesgue sur l'intervalle 1.
e \(.) la mesure de Lebesgue.
e B(X) la tribu de Borel sur X (Tribu engendrée par la topologie de X).
e co(S) l'enveloppe convexe de S C X.
e ¢0(S) l'enveloppe convexe fermée de S C X.
e C(I, X) l'espace de Banach des applications continues v : I — X, muni de la norme de

la convergence uniforme, i.e.

lu()|lc = iu?||u(t)||, pour tout u(.) € C(I, X).
c

e C'(I, X) I'espace de Banach des applications continues u : [0, 1] — X, ayant une dérivée

continue, muni de la norme

) ler = maed mag (ol mazlicol } = mas{ e lle .

te[0,1] te[0,1]

e LO(I, X) 'espace des applications mesurables de I & valeurs dans X.

o LP(I,X) (p € [1,+00[) l'espace quotient de Banach des applications u : I — X mesu-

rables et telles que / |u(t)||Pdt < +00, muni de la norme

Hmwuz([wmwa?

e L>°(], X) l'espace quotient de Banach des applications v : I — X essentiellement

bornées sur X, muni de la norme
|u(.)]|oo = inf {c >0: ||u(t)]| <e¢, p.p.sur I}.

e W?(I, X) I'espace de toutes les applications u € C(I, X) ayant une dérivée premiére
absolument continue et une dérivée seconde faible dans L' (7, X).

e §(., A) la fonction indicatrice de I'ensemble A C X, définie par

5z, A) 0 si veA
r,A) =
+oo si z ¢ A

10 LMPA



Chapitre 1 : Préliminaires

e La fonction polaire de (., A) appelée aussi la fonction d’appui de A, est la fonction

6*(., A), définie sur X' par

6% (2!, A) = sup(z’, z), Vo' € X'

z€A

e 114 la fonction caractéristique d'une partie A de X, définie par

() 1 si z€ A
€T) =
4 0 si x¢&A.

1.2 LA DISTANCE DE HAUSDORFF

Définition 1.2.1 (voir [5]) Soient A, B deux sous ensembles d’un espace métrique (X, d),

I’écart entre A et B est défini par

e(A, B) = supd(a, B),

acA

avec

d(a, B) = inf d(a, b),
et la distance de Hausdorff entre A et B est définie par
H(A, B) = max(e(A, B),e(B, A)).

Propriétés élémentaires
Sotent A, B,C C X. Alors

1. e(A,0) =00 si A #1),

2. e(0,B) =0,

3. e(A,B)=0« AC B,

4. ¢(A,B) <e(AC)+e(C,B),

11
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Chapitre 1 : Préliminaires

5. H(A,B) =0« A =B,

6. H(A,B) <H(A,C)+H(C,B),

7. |d(z, A) — d(z, B)| < H(A, B), Vo € X.
Notons par Pr(X), Uensemble des parties fermées de X, alors Ps(X) muni de la distance
de Hausdorff H, est un espace métrique.
Rappelons les propriétés suivantes

- Si (X,d) est un espace métrique complet, alors (P¢(X),H) lest aussi.

— Si X est séparable, l'ensemble des parties compactes de X, noté Py(X) muni de H

est aussi séparable.

1.3 MULTI-APPLICATIONS ET SELECTIONS

Pour une étude détaillée des multiapplications et leurs sélections on peut se référer a
[5, 15].
Définition 1.3.1 Soient X et Y deux ensembles non vides. Une multiapplication (ou
application multivoque) F' définie sur X a valeurs dans 'Y est une application qui associe
a chaque élément v € X un sous ensemble F(x) de Y. Il ya dans la littérature plusieurs
notations mais nous allons adopté la sutante F': X =Y.

Le domaine, le graphe et ['image de la multiapplication F : X =Y sont donnés par

dom(F) = {x €X: Flz)# @}.

gph(F) = {(:c,y) eEXXxY: xe&dom(F)ye€ F(:c)}

12 LMPA



Chapitre 1 : Préliminaires

Définition 1.3.2 Soit F : X =Y une multiapplication. On appelle sélection de F toute

application f : X — Y wvérifiant

f(z) € F(x), Yax € X.

1.3.1 Mesurabilité des multi-applications

Pour plus de détails sur la mesurabilité des multi-application on peut se référer a [5, 15].

Définition 1.3.3 Soit (2,%) un espace mesurable, X un espace métrique et F: Q = X.

On dit que F' est X-mesurable ot simplement mesurable si pour tout ouvert V de X
FrWV)={teQ: Ft)NnV #0} € X.

Lemme 1.3.1 Soient (2, %) un espace mesurable, X un espace métrique complet sépa-
rable et F': Q = X une multiapplication a valeurs non vides fermées.

Considérons les propriétés suivantes

(i) F~Y(B) € ¥ pour tout Borélien B de X.
(ii) F~Y(C) € & pour tout fermé C de X.
(iii) F~(V) € & pour tout ouvert V de X.

() Il existe une suite (fy,), de sélections mesurables de F telle que

vt € Q, F(t) = {fa()},en-

(v) Yo € X, la fonction distance d(x, F(-)) est mesurable.
(vi) Le graphe de F' appartient a X & B(X).
Alors (i) = (i1) = (i1i) < (iv) & (v) = (vi).

Si F' est a valeurs non vides complétes alors (iit) < (iv) < (v) < (vi).

13 LMPA



Chapitre 1 : Préliminaires

Si F' est a valeurs non vides compactes alors (iit) = (i).
St X est un espace de Banach séparable et F' est a valeurs convexes compactes, alors la
mesurabilité de F est équivalente a la mesurabilité de la fonction d’appui §*(x', F(+)) pour

tout ' € X'.

Lemme 1.3.2 Soit (2, %, 1) un espace mesuré avec p > 0, o-finie et ¥ p-compléte.
Sotent X un espace métrique complet, F : Q0 = X une multiapplication a valeurs non

vides fermées, alors (i) < (ii) < (iii) < (v) < (v) < (vi).

Proposition 1.3.1 Soient (2, %) un espace mesurable, X un espace métrique séparable
et soit F': Q0 = X une multi-application. Alors les assertions suivantes sont équivalentes
(1) F est X-mesurable;

(ii) pour chaque x € X, la fonction

g2 — R

t o= gu(t) = d(z, (1)),

est X-mesurable.

Preuve.

On suppose que F' est Y-mesurable. Pour tout = € X, nous avons

. (B(0,r) ={t € Q: d(z,F(t)) <r} = FB(z,1)).
En effet.
e Soit t € g, 1(B(0,7)) & g.(t) € B(0,7) < d(z, F(t)) € B(0,7)

= Jy, € F(t): d(z,y,) <r < Jy,. € F(t) et y. € B(z,7)

& Ft)NB(z,r) #0 <t e FY(B(z,r))

ie., g, (B(0,7)) C F~'(B(z,7)).
e Soit t € F7'(B(z,7)) & F(t)NB(x,r) # 0 & 32 € F(t) et z € B(z,r) & 3z €

F(t) et d(z,z) <r = i%{t)d(z,x) <r=d(z,Ft)) <r=g.(t)<r=1t¢cg,(B,n)).
zE

14 LMPA



Chapitre 1 : Préliminaires

Comme F est Y-mesurable on conclut que F~(B(z,7)) € ¥, donc g, (B(0,7)) € X, alors
g est X-mesurable.

Réciproquement, soit V' un ouvert non vide de X, X étant séparable, il existe une suite
(Tn,rn) C X x Q, avec 1, > 0, telle que

V= JB(zn, ).

neN
d’ou
F(V) = F({UB(zn,m))
neN
— UF‘I(B(%,T”))
neN
= U{teQ: d@..F(t)) <r.}
neN
= Jg'(B(O,r) €3,
neN
donc F' est Y-mesurable. [ |

Théoréme 1.3.1 (Théoréme d’existence de sélections mesurables)

Soient (2, Y) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable et F' : Q@ = X
une multi-application mesurable a valeurs fermées. Alors F' admet au moins une sélection
mesurable, i.e., il existe une application mesurable f : Q — X telle que f(t) € F(t),Vt €

Q.

Théoréme 1.3.2 (Théoréme de Yankov-Von-Neumann)[27]
Soit (2,%) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable et F': Q = X
une multi-application & valeurs non vides, telle que gph(F) € X ® B(X), alors F(.) admet

une sélection mesurable.

Théoréme 1.3.3 Soient (2,X) un espace mesurable, X un espace de Banach. Soient
F:Q x X = X une multi-application mesurable, u : Q — X une application mesurable.

Alors la multi-application F(-,u(-)) est mesurable.

15 LMPA



Chapitre 1 : Préliminaires

Preuve.
Soit 'application f : Q —  x X définie par f(t) = (f,u(t)) et soit V € ¥ ® B(X),
V=V x Va, avec V| € ¥ et V5 € B(X).
V) = {teQ:ft) eV}

= {teQ:(tu(t) e Vi x s}

= {teQ:teVietu(t) e}

= {teQ:iteVijn{teQ ut) € Va}

= Vinu '(1p) €%
puisque V; € ¥ et u est (X, B(X))-mesurable, par conséquent f est mesurable.

Considérons maintenant la multi-application H = F(.,u(.)) : 2 = X définie par
H(t) = F(t,u(t)) = F(f(t)).
Soit W un ouvert de X, on a
H'W) = {teQ:Ht)NnW #0}
= {teQ:Ft,ult)NW #£0}
= {teQ:F(f(t))nW # 0}

= {teQ: f() e FI(W)}
= [TUFTI ),
comme F est mesurable alors F~1 (W) € ¥ ® B(X) et puisque f est mesurable on obtient

fHEHW)) € 3, cest a dire, H (W) € 3. Par conséquent F(.,u(.)) est S-mesurable.
|

Définition 1.3.4 Soient (2,%) un espace mesurable, X et Y deuz espaces métriques.

Soit p: QA x X — Y. On dit que ¢ est une application de Carathéodory si
02 =Y
t o= pa(t) =t 2)

est X-mesurable pour chaque v € X, fixé et l'application

est continue sur X pour chaque t € ), fizé.

16 LMPA



Chapitre 1 : Préliminaires

Lemme 1.3.3 Soient (£2,%) un espace mesurable, X, Y deux espaces métriques sépa-
rables complets et soit ¢ : Q2 x X — Y une application de Carathéodory. Alors ¢ est

Y ® B(X)-mesurable.

Lemme 1.3.4 Soient (2,%) un espace mesurable, X, Y deux espaces métriques sépa-
rables complets. Soit ¢ : Q x X — Y wune application de Carathéodory. Alors pour toute

application mesurable f : Q — X Uapplication t — @(t, f(t)) est mesurable.
Preuve.
Soit g : @ — Q x X l'application définie par g(t) = (¢, f(t)) et soit V € ¥ @ B(X),
V=V xVy, avec V] € ¥ et V5 € B(X). Donc
gt V) = {teQ: gt) eV}

= {teQ: (t f() € Vi x 3}

= {teQ:teVet f(t) €y}

= {teQ:teV}n{te: f(t)eVa}

= inf () ex,

car V) € ¥ et f est (3, B(X))-mesurable. Donc g est mesurable.
Considérons maintenant l'application h(.) = ¢(., f(.)) :  — Y définie par

h(t) = w(t, f(t) = w(g(t)).

Soit W un ouvert de Y, on a

RIW) = {teQ: h(t)e W}
= {teQ: ot f(t) e W}
= {teq: (9())€W}
= {teQ: g(t) cp (W)}
= gfl(w*I(W)),

comme ¢ est ¥ ® B(X)-mesurable alors o '(W) € ¥ ® B(X), et puisque g est mesurable
on obtient g (o ' (W)) € %, cest a dire, b~ (W) € X. Par conséquent ¢(., f(.)) est

Y-mesurable. [ |

Définition 1.3.5 Soit (X, X, 1) un espase mesuré, on dit que p est non atomique si pour
tout ensemble mesurable A, avec pu(A) > 0, il existe un sous ensemble mesurable non vide

B C A, tel que u(A) > u(B).

17 LMPA



Chapitre 1 : Préliminaires

Exemples 1.3.1
1. La mesure de Lebesgue est une mesure non atomique.

2. La mesure de Dirac admet des atomes.

Définition 1.3.6 Soit (2,%) un espace mesurable et X un espace de Banach séparable.
Soit F: Q) = X une multi-application. On dit que F scalairement mesurable si pour tout

' € X', Uapplication t — 6" (2', F(t)) est mesurable.

Proposition 1.3.2 (/27]) Soit (2,%) un espace mesurable, X un espace de Banach sé-
parable. St F : Q = X est une multi-application a valeurs non vides convezes faiblement

compactes, alors F(.) est mesurable si et seulement si elle est scalairement mesurable.

Proposition 1.3.3 (/27]) Soit (Q, %) un espace mesurable, X un espace de Banach sé-
parable. Si F1, Fy : Q = X sont deux multi-applications a valeurs non vides convezes
faiblement compactes et scalairement mesurable, alors t — (Fy N Fy)(t) est scalairement

mesurable.

1.3.2 Continuité des multi-applications

Les résultats suivants sont pris des références |2, 5, 15].

Définition 1.3.7 Soient X,Y deux espaces topologiques, et soit F: X =Y une multi-
application.

1. On dit que F est semicontinue supérieurement (s.c.s) au point xog € X si pour tout
ouvert U de Y tel que F(xy) C U, il existe un voisinage V,, de xo dans X tel que
F(V,) cCU.

On dit que F' est s.c.s sur X si elle est s.c.s en tout point xg € X.

2. On dit que F est semicontinue inférieurement (s.c.i) au point xy € X si pour tout
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owvert U de Y tel que F(xg) NU # 0, il existe un voisinage Vy, de xo dans X tel que
F(x)NU # 0, pour tout x € V,, .

On dit que F est s.c.i sur X si elle est s.c.i en tout point xg € X.

Définition 1.3.8 On dit que F' est continue au point xo si et seulement si elle est s.c.s

et s.c.t au point xo et ' est continue sur X si et seulement si elle est s.c.s et s.c.i sur X.

Proposition 1.3.4 Soient X, Y deux espaces topologiques. Une multi-application F' :
X ==Y a valeurs non vides est semicontinue supérieurement si et seulement si [tmage
inverse F~H(C) = {x € X : F(x) N C # 0} est fermée pour tout sous ensemble fermé C
de Y, et elle est semicontinue inférieurement si et seulement si pour tout sous ensemble

owvert G de Y, F~Y(G) est aussi ouvert dans X.

Théoréme 1.3.4 Soit F : X = Y une multi-application s.c.s a valeurs non vides fer-

mées. Alors le graphe de F est fermé dans X X Y.

Proposition 1.3.5 Soient X un espace de Banach, Y un espace de Banach compact.
Soit F: X =Y une multi-application a valeurs non vides fermées. Si le graphe de F' est

fermé alors F' est s.c.s.
Exemples 1.3.2

1. Soit F': R = R la multi-application définie par

[—-1,1] st =0

{0} si x#0,

F(z) =

alors I est s.c.s.

2. Soit F': R = R la multi-application définie par

—1,1] sz x#0.
Py | 15 o7

{0} si x=0,
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alors I est s.c.i.

Définition 1.3.9 Soient X,Y deux espaces métriques et F' : X =Y une multi-application
a valeurs compactes. Alors F' est H-continue (continue par rapport a la distance de Haus-

dorff) si et seulement si pour toute suite (x,), C X convergeant vers xy nous avons

lim H(F(x,), F(z)) = 0.

n—oo

Dans la suite nous enongons un théoréme de fermeture pour les multi-applications s.c.s
qui nous sera d'une grande utilité dans les preuves de nos résultats et nous renvoyons le

lecteur a la référence [15] pour sa démonstration et d’autres détails.

Théoréme 1.3.5 Soient Y un espace de Banach séparable, X un espace topologique et
une multi-application définie sur [0,T] X X a valeurs non vides convexes compactes dans
Y et telle que pour tout t € [0,T)] fixé, ®(t,.) est s.c.s.

Soinent (x,(.)),z(.) des applications définies sur [0,T] & valeurs dans X et (yn(.)),y(.)
des applications intégrables définies sur [0, T] a valeurs dans 'Y .

Supposons que

(a) nEme"<t) = x(t), p.p. sur (0,7,

(b) (yn) converge vers y o(L*([0,T),Y),L>([0,T],Y")),

(¢) yn(t) € O(t,x,(t)), p.p. sur[0,T].

Alors y(t) € ®(t,z(t)), p.p. sur[0,T].

On donne quelques théorémes de point fixe qui nous seront utiles dans la démonstra-

tions de nos résultas d’existence.

Théoréme 1.3.6 (Théoréme du point fire de Schauder)
Soient X un espace vectoriel normé, K un sous ensemble non vide convere compact de

X et f: K — K une application continue. Alors f admet un point fixe dans K.

Théoréme 1.3.7 (Théoréme de Kakutani)(voir [3/])

Sotent X un espace de Banach, K un sous ensemble non vide compact convexe de X, et
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soit F': K = K une multi-application s.c.s a valeurs convexes fermées. Alors F' admet

un point fize, c’est a dire il existe x € K, tel que v € F(x).

Définition 1.3.10 (voir [27]) On dit qu’un espace topologique X est un espace Polonais

s’il est séparable et métrisable par une métrique complete.

1.4 POINTS EXTREMAUX

Dans ce qui suit, nous présentons quelques définitions et résultats sur les points extré-

maux (voir [37]).

Définition 1.4.1 Soit X un espace vectoriel et K C X. On dit que x € K est un point
extrémal o K si x = ax; + (1 — @)y, 11,09 € X et a €]0,1[, alors x1 = 5.

St K est convexe, un point x € K est extrémal a K si x ne puisse étre intérieur a un
segment de droite inclus dans K.

On note par ext(K), l'ensemble des points extrémauz o K.

Exemples 1.4.1
1. Si K est un cercle de R?, alors ext(K) est la circonférence de ce cercle.

2. Si K est un rectangle de R*, alors ext(K) est I’ensemble des quatre sommets de ce

rectangle.

3. Soit K un conveze de R?, telle que

K = {x e (RY)': ]| = Zas = 1}7

alors, les points extrémaux de K sont les vecteurs eq, es, ..., eq de la base canonique.
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Théoréme 1.4.1 (Théoréme de Krein-Milman)
Soit X un espace topologique localement convexe. Alors tout ensemble convexe compact
K de X admet au moins un point extrémal, i.e., ext(K) # 0. De plus K est l’enveloppe

convexe fermée de ses points extrémau.

1.5 QUELQUES RESULTATS DE CONVERGENCE

Les résultats suivants sont pris de la référence [22].

Théoréme 1.5.1 (Théoréme de la convergence de Lebesgue).
Soient (2,5, 1) un espace mesuré et X un espace de Banach, soit 1 < p < +o0o et (fy)

une suite de fonctions mesurables définies sur Q0 a valeurs dans X, si la suite (f,) vérifie
(i) fo— f ppp sur,
(17) il existe une fonction positive g € LP(Q,R) telle que, pour tout n € N, [|f.(t)] <

g(t) wp.p.

Alors f, — [ dans LP(Q, X). En particulier, dans le cas p =1,

/Q fuddps — /Q fd.

Théoréme 1.5.2 (Réciproque de la convergence de Lebesgue).

Soient (2,%, 1) un espace mesuré et X un espace de Banach, soit 1 < p < +o0. Si
fn — f dans LP(Q2, X)) alors il existe (f,,) une suite extraite de (f,) et une fonction
positive g € LP(Q, R) telles que

(1) foo — f wpp,

(i) pour tout k, || fu, |l < g p.p-p.
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Théoréme 1.5.3 Soit ¢ une fonction & valeurs réelles, définie sur Vi x (E\A), ou V; est
un voisinage d’un point s € R, E = R" et A C E est un sous ensemble p-néqligeable.
Si pour chaque t € Vi, la fonction x — @(t,s) est u-intégrable sur E et si de plus, sur
Vi x (E\A), la fonction ¢ admet une dérivée partielle par rapport a t vérifiant l’inégalité

dp
E(ta 5)

< g(s),
ou g est p-intégrable est indépendante de t, alors la fonction
0 [ ol a)duta),

est dérivable au point s et on a

& [ets.ordn= [ 2s.0)duto).

1.6 QUELQUES RESULTATS DE COMPACITE

Théoréme 1.6.1 (Théoréme d’Ascoli-Arzela).

Soient X un espace métrique compact, Y un espace métrique complet, et H un sous
ensemble de C(X,Y'), lespace des applications continues définies sur X a valeurs dans
Y, muni de la topologie de la convergence uniforme. Alors H est relativement compact si
et seulement si H est équicontinu et pour tout x € X, H(x) est relativement compact,

avec

H(z) = {f(x): f € H}.

Théoréme 1.6.2 (Théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki)(voir[13])
Soit X un espace de Banach. Alors la boule unité fermée de X' est compacte pour la

topologie faible*s (X', X).
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Théoréme 1.6.3 (Théoréme de Banch-Mazur)(voir [3]])
Soit (X, || - ||) un espace de Banach, et soit (x,) une suite d’éléments de X convergeant
faiblement vers x. Alors il existe une suite (z;); dans X telle que chaque z; est une com-

binaison convezre des éléments de la suite (xy,), et (z;); converge fortement vers x.

Théoréme 1.6.4 (Théoréme de Mazur)(voir [3]])
Soient X un espace de Banach et A un sous ensemble compact de X. Alors co(A) est

compact.

Le Théoréme ci dessous caractérise ’enveloppe convexe fermée d’un sous ensemble d'un

espace vectoriel normé X.

Théoréme 1.6.5 (voir [3]) Soit X un espace normé, soit K un ensemble non vide de
X. Alors

to(K) = {:L‘ eX:VieX, (2 x)< (5*(3:’,K)}.

Lemme 1.6.1 (voir [15]) Soit X un espace de Banach, et C' un ensemble fermé conveze

de X, alors

d(z,C) = sup <(x’,x) — (), 0)).

.’E'GEX/
Théoréme 1.6.6 (voir [13]) Soit X un espace de Banach et C un ensemble convexe de
X, alors C est faiblement fermé si et selement s’il est fortement fermé.

Nous terminons cette section par les deux Lemmes suivants qui sont des variantes du

Lemme de Gronwall.

Lemme 1.6.2 (voir [1/]) Soit m € L'([0,T],R) tel que m > 0 p.p. sur |0, T| et soit a

une constante positive. Soit ¢ une fonction continue de [0,T] dans R vérifiant
1
5 ) < a + [ m(s)p(s)ds, pour tout t € [0,T].

Alors,

p(t)] < a—i—/otm(s)ds, vV tel0,T).
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Lemme 1.6.3 (voir [}1]) Soient uy un réel positif et u, f,g des fonctions définies sur

[0,T] a valeurs dans [0,4o00] telles que

) <w+ [ et + [ 56 ([ stwrutryar)as, vie

alors

u(t) < g {l—i—/otf(s)exp(/os(f(ﬂ—l—g(T))dT)ds}, Vi e [0,7).
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Chapitre 2 : Existence de solutions pour un probléme aux limites du second
ordre gouverné par le sous différentiel de Clarke

2.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre on donne un théoréme d’existence de solutions pour une inclusion

différentielle du second ordre avec des conditions au limites de la forme

Pe) { —#(t) € Bup(z(t)) + F(t,2(t),2(t)), p.p.sur [0,1]
z(0) = z(1) =0,

oit ¢ : R — R est une fonction Lipschitzienne, d,p désigne le sous différentiel au sens de
Clarke et F : [0,1] x RY x RY = R est une multi-application a valeurs non vides fermées,
mesurable sur [0, 1] et semicontinue mixte au sens de Tolstonogov.

Dans ’article |7], les auteurs ont étudié le probléme

{ Z(t) € F(t,x(t),z(t)) + H(t,x(t),&(t)), p.p.sur [0,1]
() =0,2(0) = (1),

avec F' : [0,1] x R? x R == R? une multi-application semicontinue supérieurement et
H :[0,1] x R* x R* = R? une multi-application semicontinue mixte, pour cela ils ont
appliqué le Théoréme de Tolstonogov sur les deux multi-applications pour construire la
multi-application a laquelle ils appliquent le Théoréme du point fixe qui leur a permis de
conclure I'existence de solutions.

Dans notre travail, nous avons appliqué le Théoréme de Tolstonogov sur la multi-
application H, et nous avons construit un autre type de multi-application a laquelle
nous avons appliqué le Théoréme du point fixe, cette méthode nous a permis d’affaiblir

I'hypothése supposée sur H dans [7].

2.2 PRELIMINAIRES

2.2.1 Sous-différentiabilité

Dans ce chapitre, on note I = [0, 1].
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Cette sous section est consacrée aux définitions et quelques résultats sur la sous diffé-
rentiabilité au sens de I’analyse convexe et au sens de Clarke.
On sait que lorsque une fonction réelle est différentiable on peut décrire sa variation

locale au point xg qui est donnée par

flan +2) = f(@o)

df (zo;€) = -

Pour les fonctions convexes & valeurs réelles non différentiables, le sous différentiel (s'il
existe) est le substitut qui décrit leurs variations locales. Il existe diverses extensions de
sous différentiabilité aux fonctions non nécessairement convexes. Dans notre étude on
va introduire I'une d’entre elles, qui est la sous différentiabilité des fonctions localement

Lipschitziennes appelée sous différentiabilité au sens de Clarke.

Définition 2.2.1 Soit X un espace topologique réel et f : X — R, on appelle domaine

effectif de f qu’on note D(f) l’ensemble défini par
D(f) = {x eX: f(z) < —i—oo}.

Définition 2.2.2 Soit f: X — R, on dit que f est conveze si et seulement si pour tous

x,y € D(f), et pour tout A\ € I, nous avons
fOz 4+ (1= Ny) < Af(x) + (1 =N f(y).

Proposition 2.2.1 (voir [/2]) Soit f une fonction convexe sur un convexe ouvert non

vide D de R®. Alors f est continue en tout point de D.

Définition 2.2.3 (voir [15]) Soient X un espace vectoriel normé, X' son dual topolo-
gique, f: X — R et g € D(f). On appelle sous différenticl de f au point xo (au sens de

Panalyse convexe), noté Of(xy), l'ensemble défini par

Of(zo) = {x’ e X' (2, x— ) < f(x) — f(x), Va € X}.

Un point x' € Of(xy) est dit sous gradient de [ au point xy, on dit que [ est sous

différentiable au point xy si Of(xg) # 0.
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Exemple 2.2.1 Soit f la fonction définie par

f:R — R

o= f(x) = |,

on sait que f n’est pas différentiable au point 0. Par contre elle est sous différentiable en

0. En effet,

af(0) =

<
m
7

cy(r—0) < f(z) — f(0), Vo € R}

<
m
7

Dy < |m|—|0|,‘v’m€R}

cyr < x|, Vo e R\{O}}

<
m
7

:yazgx,Vx>O}ﬂ{y€R: yxg—x,Vac<O}

yeR: ygl}m{yeR: yZ—l}

= |—o00,1]N[-1,400]

I
—— — = — =~
<
m
=

— [-1,1).

Théoréme 2.2.1 (voir [27]) Soient X un espace de Banach, f : X — R une fonc-
tion propre conveze et continue au point xog € X, alors Of(xy) est non vide convexe

faiblement* compact dans X'.

Proposition 2.2.2 (voir [}2]) Soit f une fonction continue sur un sous ensemble conveze

ouvert D de ’espace de Banach X, alors la multi-application x +— Of(x) est s.c.s sur D.

Définition 2.2.4 Soit X un espace de Banach, Y un sous ensemble de X. On dit que
la fonction f :Y — R wvérifie la condition de Lipschitz sur'Y si pour un certain scalaire
positif L on a

\f(y) = f@)I < Llly =91,
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pour tous v,y €Y.
On dit que f est localement Lipschitzienne (de raport L), au voisinage de x si pour un
certain € > 0, [ vérifie la condition de Lipschitz (de rapport L) sur l’ensemble © + cBy

(c’est a dire dans un e-voisinage de x).

Définition 2.2.5 Soient X un espace de Banach et f : X — R une fonction Lipschit-
zienne au voisinage d’un point donné xo € X, et soit v un vecteur dans X. La dérivée
directionelle généralisée de f au point xy dans la direction v, notée f°(xg,v) est définie

par

[ (xo,v) = hmsupf(y +tv) — f(y)
y—axo t10 t

I

ot y est un vecteur dans X et t est un scalaire positif.

Proposition 2.2.3 (voir [18]) Soit f : X — R une fonction Lipschitzienne au voisinage

de x € X de rapport L > 0. Alors

(a) La fonction v — f°(x,v) est finie, positivement homogéne, sous-additive et satisfait
£ (@, )] < Ll

(b) la fonction (x,v) — f°(x,v) est semi-continue supérieurement comme fonction de

(x,v), et comme fonction de v seulement elle est Lipschitzienne sur X de rapport L ;
(c) oz, —v) = (=f)°(z,v).
Définition 2.2.6 (voir [18]) Soit X un espace de Banach. Soit f : X — R une fonction

Lipschitzienne au voisinage d’un point donné x et soit v un vecteur dans X. Le sous

différentiel de Clarke de f au point x, noté 0.f(x) est le sous ensemble de X', donné par

O.f(x) = {f e X': (&) < f°(x,v), pour tout v € X}.

On note par ||€||« la norme de & dans X', donnée par

lell = sup{<5,v> ve X, o] < 1}.
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Exemple 2.2.2 Soit f la fonction définie par

fR — R
t = f(x)=maz (0,2)
qui est une fonction Lipschitzienne et donc

fo<0, U) — lim supf(y + tv) — f(y)
y—0 t10 t

max(0,y + tv) — maz (0,y)

= lim su
y—0 ti(I)) t

v stv>0

0 stv<0,

par suite

0.f(0) = {geR: (&) < £°(0,v), pourtoutvER}
= {feR:fvgv,Vv>0}ﬂ{£eR:§v§O,Vv§0}
- feersesifn{eer: 20}
= ] —o00,1] N[0, +o0]

= [0,1].

Proposition 2.2.4 (voit [18]) Soit f une fonction Lipschtzienne de rapport L au voisi-
nage de x. Alors

(a) O.f(x) est un sous ensemble non vide, conveze et faiblement* compact de X' et ||€]|. <
L pour tout & dans O.f(x) ;

(b) pour tout v dans X, on a

P =ma{(6.0) s €< 0.f(o)

31 LMPA



Chapitre 2 : Existence de solutions pour un probléme aux limites du second
ordre gouverné par le sous différentiel de Clarke

(c) Soient (x,,), et (z),)n deuz suites respectivement dans X et X' telles que x), € 0.f(xn),

Vn € N. Supposons que (x,,), converge vers x et (z)),, converge faiblement* vers z’, alors
' € d.f(x).

Lemme 2.2.1 (voire [}/]) Soit f : X — R une fonction localement Lipschitzienne sur
X. Alors le sous différentiel de Clarke O.f : (X, |.||lx) = (X', 0(X', X)) est une multi-

application semi-continue supérieurement sur X .

Proposition 2.2.5 (voir [18]) Soit f une fonction conveze localement Lipschitzienne
au voisinage de x, alors O.f(x) coincide avec Of(x) et f°(x,v) coincide avec la dérivée

directionnelle f'(x,v), pour tout v.

2.3 THEOREME D’EXISTENCE

On commence par un Lemme préliminaire ot nous démontrons quelques propriétés
d’une fonction de Green, qui est en fait I'ingrédient essentiel dans la preuve de 'existence
de solutions de tels problémes.

La fonction de Green a été utilisée par plusieurs auteurs pour résoudre des équations
et des inclusions différentielles du second ordre, nous citons par exemple [6, 7, 25, 38, 39,
33, 28|.

Lemme 2.3.1 Soient X un espace de Banach séparable, G : I x I — R la fonction définie

par
G(t,s) = - (2.1)

Alors, on a les résultats suivants

(1) siu € WY1, X) avec u(0) = u(1) =0, alors

u(t) = /01 G(t, s)i(s)ds,Vt € I. (2.2)
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(2) G(.,s) est dérivable sur I pour tout s € I, sauf sur la diagonale et sa dérivée est

donnée par

S st 0<s<t,
Xtrs) = 2.3
(s—1) st t<s<l.
(3) G(.,.) et %—(5(, ) vérifient
sup|G(t,s)| <1, sup %(t,s) < 1. (2.4)
tsel t.ser| Ot
t#s

(4) Soit f € L'(I, X) et soit ug(.) : [ — X Uapplication définie par
1
W@zz/G@qu&VmL (2.5)
0
alors
De plus, la fonction us(.) est dérivable et sa dérivée uy(.) vérifie

Uf(t+h)—Uf(t) 16G

lim . = gt = | Hrts)f(5)ds, (2.6)

(5) La fonction iy (.) est scalairement dérivable, i.e., pour tout ' € X', la fonction scalaire

(2, 0s(.)) est dérivable et sa dérivée faible is(.) est égale a f(.) presque partout,

ij() = f() pp.tel (2.7)

Preuve.

(1) Nous avons
/01 G(t,s)u(s)ds = /OtG(t, s)ii(s)ds + /tl G(t, s)ii(s)ds
:@—Ulgwwwilk—mmmk

:(pq(@@%-é%@@)ucw—mmm—lﬁ@@)
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= (t—1) <tu(t) - [u(s)]g> + t( — (t—1)a(t) — [u(s)Ll)
= (=100 - (wlo) - u0))) +2((1 = 0il0) - () - )
= u(?),
et donc )
u(t) = / G(t, s)ii(s)ds, Vit € I.
(2) Pour tout s € I, fixé et pour tous h > 0 assez petit,

(t+h—-1)s—(t—1)s .
G(t+ h,s) — G(t,s) )h ( si 0<s<t+h<1

L - (t+h)(s—1)—t(s—1)
h

si 0<t+h<s<l1

s si 0<s<t+h<1
s—1 si 0<t+h<s<l1

Hm h -

G(t+h,s) — G(t,s) {s si 0<s<t<l

(3) D’aprés la définition de G(.,.), pour 0 < s <t <1

Gt s)| = [(t=1)s| = s(1 =) <1,
etpour 0 <t<s<1,ona

Gt s)| = Jt(s = 1) =t(1 =) <1,

on conclut que sup|G(t, s)| < 1.
t,sel

<1.

D’aprés la relation (2.3), il est clair que sup

%(t 5)
t,sel 8t ’
(4) Soit f € L'(I,X) et uy : I — X définie par

uf(t)—/o G(t, 5)f(s)ds, Vi € T.

D’aprés la définition de G(.,.), on a G(0,s) = G(1,s) =0, donc

Soit (t,) C I telle que ¢, — t quand n — +oc.

uf(tn):/o G(tn,s)f(s)ds
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et Vn €N, [G(t,,s)| <1, pour tout s € 1

Gt s) (t, —1)s si 0<s<t,
nyS) = .
to(s—1) st t,<s<1,

donc

t—1 i 0<s<t
lim Gt )= 4 (Vs sb 0ssst o0
n—+o00 t(s—1) si  t<s<l1

Par le Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue

1

lim us(t,) = lim G(tn,s)f(s)ds
n—-400 n—-4o00o 0
1
= / lim G(t,,s)f(s)ds
0 n——+o0o

= /01 G(t,s)f(s)ds
ug(t),

donc t +— uy(t) est continue sur /.

On veut montrer maintenant que uy est dérivable.

En effet,

(a) la fonction G(t,.)f(.) est Lebesgue intégrable pour tout ¢ € I,

(b) d’apres (2), la fonction G(., s) est dérivable pour tout s € I, fixé, et donc la fonction
G(.,s)f(s) 'est aussi.

©) | Bt 5)7(5))| < %—f(t,s>\||f<s>usuﬂs)u,pour tout (t,s) € 1 x 1.

Les propriétés (a), (b) et (¢), nous permettent alors de conclure, d’aprés le Théoréme 1.5.3,

que uy est dérivable et que sa dérivée 1y est donnée par

e

us(t) = i E(t’ s)f(s)ds, Vte .

(5) les relations (2.3) et (2.6), nous permettent d’écrire
, L oG e
i) = [ Froreass [ G

_ /Otsf(s)der/tl(s—l)f(s)ds,
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d’ott pour tout ' € X', et pour tout t € I

i) = (i)

= 2{w [srss [ 6= nres)

- < g / sf(s)ds + g t1<s - 1)f(s)d8>
— <:1;’,tf(t) +(1-— t)f(t)>
= @, ).

Par conséquent
tif(t) = f(t) p.p. t € 1.
[

Proposition 2.3.1 Soit X un espace de Banach séparable et soit f : I — X une appli-

cation continue (resp. dans L'(I,X)). Alors lapplication

W(t):/ﬂ G(t, 5)f(s)ds, Vi€ I,

est la solution unique dans C*(I,X) (resp. dans W>'(I, X)) du probleme

u(t) = f(t), p.p. sur I,

u(0) = u(1) = 0.

(Pr)

Preuve.

Nous avons
wlt) = /Ole(t,s)ﬂs)ds
_ (t—1)/Otsf(s)ds—|—t/tl(s—1)f(s)ds,
ot
i) = [ sre)s + 0 =050+ [ (6= 150)s +101 - 0500
_ /Ot sf(s)ds + /tl(s 1) f(s)ds,
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et donc
ip(t) = tf(t)—(t—1)f()
= (),

avec ur(0) = us(1) = 0.
Par conséquent uy est une solution de (Py).

Pour l'unicité, soient uy, vy deux solutions de (Py). Alors,

i/;f(t) = ij'f(t) = f(t), vVt e I.

D’appreés la relation (2.2) du Lemme 2.3.1,

wp(t) = /0 G(t, )iy (s)ds

et .
op(t) = / G(t, )iy (s)ds,
0
donc
Uf(t) = Uf(t), Vtel,
par suite uy = vy, d’ott I'unicité de cette solution. |

Pour la démonstration de notre théoréme, nous avons aussi besoin du résultat sui-
vant dans [47] et [7], et qui exprime 'existence d’une multi-sélection s.c.s pour les multi-
applications semicontinues mixte. Cette notion de semicontinuité mixte a été introduite

par Tolstonogov [47].

Théoréme 2.3.1 Soit M : I x R? x R? = R? une multi-application & valeurs non vides
fermées vérifiant les hypotheéses suivants

(1) M est L(I) ® B(RY) @ B(RY)-mesurable ;

(i1) pour toutt € I, en chaque point (z,y) € RYxR? tel que M (t,x,y) est conveve M(t,.,.)
est semi-continue supérieurement, et lorsque M (t,x,y) est non convexe, M(t,.,.) est semi-
continue inférieurement sur un voisinage de (x,y) ;

(4i1) il existe une fonction positive de Carathéodory f: 1 x R* x R* = R qui est intégra-

blement bornée et telle que

M(th7y) ﬂﬁRd(()?f(tax:y)) 7£ ®7
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pour tout (t,z,y) € I x R? x RY,

Alors, pour tout ¢ > 0 et tout ensemble compact IC C Cl(I,]Rd), il existe une multi-
application ® : KK = L (I, Rd) a valeurs non vides fermées convexes et de graphe fortement-
faiblement séquentiellement fermé telle que pour tout v € K et ¢ € ®(x), pour presque

tout t € I, nous avons

o(t) € M(t, (1), &(t)),

lp)N < f(t, x(t), &(t)) + €.

Nous sommes maintenant en mesure de donner notre résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 2.3.2 Soit ¢ : R? — R une fonction Lipschitzienne de rapport L et F :
I x R x RY = R? une muti-application & valeurs non vides fermées satisfaisant les
hypotheéses suivantes

(H,) F est L(I) ® B(RY) ® B(RY)-mesurable ;

(Hy) pour tout t € I, en chaque point (x,y) € R* x R? tel que F(t,x,y) est conveve
F(t,.,.) est semi-continue supérieurement, et lorsque F(t,x,y) est non convezxe, F(t,.,.)
est semi-continue inférieurement sur un voisinage de (z,y) ;

(Hj) il existe une fonction p(.) positive Lebesgue intégrable définie sur I telle que

F(t,l‘, y) A p(t>ERd # @,

pour chaque (t,z,y) € I x R? x R%,

Alors, Uinclusion différentielle

(Pr) —&(t) € Oep(x(t)) + F(t,x(t), &(t)), p.p. sur I,

admet au moins une solution x(.) € W*(I,R?).
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Preuve.

I'idée de la démonstration, est d’essayer de construire une multi-application qui vérifie
les hypothéses qui vont nous permettre de lui appliquer le Théoréme du point fixe de
Kakutani (Théoréme 1.3.7), ce point fixe ne serait que la solution de notre inclusion
différentielle considérée.

Etape 1.

Par la Proposition 2.2.4, on a pour tout z € RY,
dep(r) C LBga. (2.8)

1
Pour tout ¢t € I, on pose m(t) = L + p(t) + 2 évidemment m € L' (I, R).

Considérons les ensembles

D= {h(.) e L'(L,RY) : |a(t)|| < m(t), pp-t € I},

K= {xf(.) € WL RY) 1 x4(t) :/O G(t,s)f(s)ds,Vtel, fe D}.

Il est clair que D est un sous ensemble convexe, o (L', L*)-compact dans L*(1, R?).
En effet. Soient A € I, hi(.), ha(.) € D, nous avons Moy (.) + (1 — N)ho(.) € LY(I,R%)

et on a

A1 () + (1= Nha (D) < Al @) + (1 = N[ (0)]
< Am(t) + (1 = A)m(t)
= m(),

d’ott la convexité de D.

Maintenant, soit (h,(.)), une suite d’éléments de D. Pour tout ¢t € I, on pose s,(.) =
hn(.)
m(.)

Aloaglu-Bourbaki (Théoréme 1.6.2), Br est faiblement*compacte dans L>(I,R?), par
extraction d’une sous suite on peut supposer que (s,(.)), converge faiblement* vers une
application s(.) € L>(I,R?), c’est a dire pour tout z € L'(I, R%)

lim {s,(.), 2()) = ((), ().

n—oo

Soit y(.) € L°(I,R?), on aura m(.)y(.) € L*(1,R?), car

. Ceci donne |[|s,,(t)|| < 1, donc s,(.) € By, et d’aprés le Théoréme de Banach-

lmylly = i [lm (8)y (£)]|d
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= |ylloollm[[1 < +o0.
Alors

lim <hn(.),y(.)> = lim [ (ha(t), y(t))dt

n—-+00

= (m()s(),y(),
alors, (hy,(.)) converge vers h(.) = m(.)s(.) pour la topologie o(L*, L*°). Ceci montre que
D est relativement faiblement compacte.
De plus, D est un sous ensemble convexe fortement fermé dans L' (I, ]Rd). En effet, soit
(hn(.)) C D convergeant vers h(.) € L'(I,R?), alors par le Théoréme 1.5.2, il existe une
sous suite extraite de (h,(.)) qu'on note aussi (h,(.)), telle que h,(.) — h(.) p.p. sur I,
donc

1@l < m(t) = lim [[h.(8)] < m(t)
= | im R ()] < m(t)
= (@) < m(2).
Donc D est fortement fermé, alors par le Théoréme 1.6.6, il est faiblement fermé. Nous
concluons que D est faiblement compact dans L'(1,R%).

Montrons maintenant que & est un sous ensemble convexe compact dans C*(7, R%).

Soient A € I et xy, x5, € K, avec fi, fo € D, nous avons
1

Mg )+ (1= Nap) = A [ Gtos)filods+ (1= [ Gt 9)n(s)ds

= [ G0 + (1= V)
et
MA@+ (1= NRO1 < MADT+0 - VRO
< (0 + (1= Nml(1)
~ ),
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d’ou la convexité de K.
Soit f(.) € D, pour tous tq,ts € I, (t; < t3), on a
1

lestts) =yl = | [ Gltas)(5)s - / Gltr, 5)f(s)ds

< / Gta, 5) — Gltr, 8)[[1£(5)|ds
< /|G by, 5) — G(t1, 8)[m(s)ds,

et d’aprés la relation (2.6) du Lemme 2.3.1, nous avons

fistes) —asel = | [ z 2 0,) s — [0 00,9610
< [ |5 - 5w Is61as
< /0 o 12,5) = S 10,8) m(s)ds:

oG
Etant donné que m(.) € L*(I,R%), et G(.,.) et ——(.,.) sont uniformément continues, nous
obtenons 'équicontinuité de IC et de I'ensemble {&/(.) : z4(.) € K}.
D’autre part, pour tout f(.) € D, nous avons par les relations (2.4) et (2.6) du Lemme

2.3.1
ol = | [ e s
[ 16 las

< /01m<s>ds:||m||1,
sl = | [ S

< [ [ isen

1
< / m(s)ds = |[mlls,
0

donc K(t) et U'ensemble {&(t) : x(.) € K} sont relativement compacts, puisque ils sont

IN

et

bornés dans I'espace R? de dimension finie. Donc par le Théoréme d’Ascoli-Arzela (Théo-
réme 1.6.1) ces deux ensembles sont relativement compacts dans C(I,R%), ou ce qui est

équivalent a dire que K est relativement compact dans C!(I,R?).
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Ensuite, on montre que K est fermé dans C'(I,R?%). Soit (7, (.)) une suite d’éléments
de K convergeant vers z(.) € C*(1,R?), donc pour tout ¢ € I,

xfn(t):/o G(t,s)fn(s)ds

avec (f,(.))n C D. Puisque D est (L', L)-compact, on peut extraire de (f,(.)) une

sous suite qu’on note de la méme maniére, convergeant faiblement vers une application

f(.) eD.
On a la fonction G(t,.) f,,(.) est Lebesgue intégrable, i.e., G(t,.) f.(.) € L*(I,R?), pour tout
t € 1. Soit y(.) € L=(I,RY), il est aussi clair que pour tout ¢ € I, G(¢t,.)y(.) € L=(I,R%),

alors nous avons

Tim (G(E, ) fa(),y( ) = lim (fa(), G( )y())
= (F(), G )y()
= (G )1(),y()),

c’est a dire

i [ (60950600660 s = [ (610,06

n—oo

En particulier pour y(.) = 1I;(.)e;, ot (e;); une base de I'espace R?, d’oti

i [ {0 )is = 1 [ (609560 1s)es )as

n—od n—oo

— lim 01<G(t,s)fn(s),ej>ds

n—oo

= {1 [ Gonse )
= ([ cwnsise ) v

1

limzs (1) = lm G(t, s) fu(s)ds

n—oo n—oo 0

= /OG(t,s)f(s)ds
= (1),

par la relation (2.6) du Lemme 2.3.1, nous avons par les mémes arguments

lim i, (t) = hm/ o (t,s)fnls

n—oo n—oo

-/ O (1) (s)ds

= ().

c’est a dire
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Nous concluons que la suite (xy, (.), &y, (.)) converge vers (z(.),2(.)) = (x(.),Z¢(.)), ceci
implique que K est fermé dans C'(I,R?).

On applique le Théoréme 2.3.1, avec f(t, z,y) = p(t), pour déduire 'existence d’une appli-
cation ® : K = L'(I, Rd) a valeurs non vides convexes et fermées, de graphe fortement-
faiblement séquentiellement fermé, et tel que pour tout z(.) € K et ¢ € ®(z(.)), nous

avons pour presque tout ¢t € I,

¢(t) € F(t,x(t), &(t) et [[o(t)] < p(t) + % (2.9)

Etape 2.
On considére maintenant la multi-application T : K = C*(I, R?) définie par

F(x):{()eC(IRd /Gts s)ds,Vt € I,

wlt) € ~Duple(t)) — 6(t).pp.t € 1,6 € @(z)}'

Pour tout z(.) € K et pour tout ¢ € ®(x(.)), par la relation (2.9) et le fait que y — J.¢(y)
est s.c.s et x(.) est continue, on conclut que l'application ¢ — —0.p(x(t)) — ¢(t) est
mesurable.

D’apres le Théoréme d’existence de sélection mesurable (Théoréme 1.3.1), il existe une

application mesurable v : I — R? tel que ~(t) € 864,0 , pour tout t € I. Par
conséquent, 'application y(.) : I — R? définie par y(t / G(t, s)v(s)ds appartient a

['(x), ceci montre que I'(z) est un ensemble non vide.
Soit z(.) € K et y(.) € I'(x), par la définition de I'(x), il existe ¢ € P(z) et une

application Lebesgue mesurable w(.) : I — R? telle que

y(t) = /o G(t, s)w(s)ds, Vt € I avec w(t) € —0.p(x(t)) — &(t), p.p. t € 1.

Par les relations (2.8) et (2.9), pour presque tout ¢ € I, nous avons
1
lw®ll < L+p(t) +5 = mt). (2.10)

Ceci implique que I'(x) C K, Vx € K, donc I" applique K dans lui méme, c’est a dire
r:-==x.

On montre maintenant la convexité de I'(z), pour tout z(.) € K.
Soient z(.) € K, A € I, et y1(.),y2(.) € I'(x), alors il existe wy(.), ws(.) telles que

= /01 G(t,s)wi(s)ds, Yt € I, avec wi(t) € —0.p(x(t)) — d1(t), P1 € O(x),
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et
ya(t) = /0 G(t, s)wa(s)ds, Vt € I, avec wq(t) € —0.p(x(t)) — Pa(t), P2 € O(z).
Par suite
M (8) + (1= Nan(t) = A /0 G(t, s)wn (s)ds + (1— \) /O G(t, s)ws(s)ds

_ / Gt 5)Awi(s) + (1 — Nws(s))ds

avec

—wi(s) = ¢1(s) € ep(x(s)), Vs € 1,

et
—ws(s) — p2(s) € Dep(x(s)), Vs € I.

Comme 0.¢(x(.)) est convexe (voir Proposition 2.2.4), on obtient
Awy(s) + (1 = MNwa(s) + Ag1(s) + (1 = A)da(s) € —ep(x(s))

= Awi(s) 4+ (1 — Nwa(s) € —=0ep(z(s)) — (Apr(s) + (1 — X)pa(s)).
Sachant que ®(z) est convexe, nous avons A¢;(s) + (1 — N)ga(s) € ®(x), et alors Ay; +

(1 =MNye € I'(z), d’onr la convexité de ce dernier.

Maintenant, on va montrer que pour tout z(.) € K, I'(x) est compact dans C*(1, R%).
Comme I'(z) C K et K est compact, il suffit de montrer que I'(z) est fermé dans K.
Soit (yn(.))n une suite d’éléments de I'(z) convergeant vers y(.) € K, alors il existe une
suite (¢, (.))n C ®(z) et une suite (w,(.)) d’applications Lesbegue mesurables; telles que

pour tout n € N,
1
un(t) = / G(t, s)wn(s)ds, Wt € T,
0

avec

wy(t) € =0ep(x(t)) — dn(t), pp. t € 1. (2.11)

Par la relation (2.10), (w,(.)) C D qui est o(L', L>)-compact, donc en peut extraire
une sous suite, qu’on note aussi (w,(.)) et qui converge faiblement vers une application
w(.) € LY(I,R?). Par conséquent, pour tout t € I,

1

y(t) = lim G(t,s)wn(s)ds:/o G(t, s)w(s)ds.

n—-+0o00 0
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T Tan (w (), Gt )2()
= (w(.),G(t,.)z())
= <G(t7 ')w(‘)vz<')>7

En effet, soit z € L>®(1,R?), et donc pour tout t € I, G(t,.)z(.) € L=(I,R?), alors
lim (G(t, )wn(.),2(.)) = lm (w,(.),
(

c’est a dire

lim 01 <G(t $)wn(s), 2(s))ds = /01 <G(t,s)w(s),z(s)>ds,

n—~o0

en particulier pour z(.) = 1I;(.)e;, ot (e;); une base de I'espace R, d’ot

lim 01<G(t,s)wn(s),z(s)>ds —  lim 01<G(t,s)wn(s),ﬂl(s)ej>ds

n—-+o0o n—-+o0o

= <11IJ£1 / G(t, s)wy(s)ds, ej>
:</Gts dse]>
1

lim y,(t) = lim G(t, s)wp(s)ds = /0 G(t, s)w(s)ds = y(t).

n—oo n—oo 0

c’est a dire

1
D’autre part, comme (¢,,(.)) C ®(x), par la relation (2.9), ||¢,(t)]] < p(t) + = == p1(),

2
On ()

on pose v,(.) = 0 ceci donne ||, (t)|| < 1, donc 7, (.) € Br qui est faiblement*compacte
Pl

dans L>(I,R%) (par le Théoréme 1.6.2 de Banach-Aloaglu-Bourbaki), par extraction
d’une sous suite on peut supposer que (7,(.)), converge faiblement® vers une applica-
tion v(.) € L=(I,R%), c’est a dire pour tout z(.) € L'(I,R%),

lim (7,(.), 2(.)) = (7(.), 2(.))-

n—oo

Soit y(.) € L°(I,RY), on aura py(.)y(.) € L'(1,R?), puisque

lorylh = / s (D ()t
< Jyllo / o ()t
0

= lyllcllprlls < 400,
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donc

n—oo n—oo

)P0}
<7(t),p1(t)y(t)
<m<t>v<t>,y<t>>dt
Vw0

ol

WS
_ /01
-
(P

Par suite, (¢,(.)) converge faiblement vers ¢(.) = py(.)y(.) dans L'(I,R?), et puisque

1

O(x) est fermé donc ¢(.) € ®(z). Par conséquent, (w,(.) + ¢n(.)), converge faibement
vers (w(.) + ¢(.)) dans L'(I,RY). Par le Théoréme da Banach-Mazur (Théoréme 1.6.3), il
existe une suite (2,(.)), qui converge fortement vers (w(.) + ¢(.)) dans L*(1, R?) et telle
que z,(.) est une combinaison convexe de {w,,(.) + ¢m(.) : m > n}, c’est & dire pour tout
n €N, z,(.) € co{lwn(.) + ¢m(.), m > n}. Par le Théoréme 1.5.2, on peut extraire une

sous suite de (z,), qui converge presque partout vers w(.) + ¢(.). Alors,

w(t) + o(t) € ﬂ@{wm(t) + ¢m(t): m>n} pp. tel
Fixons t € I et z € R% Par la relation (2.11) et le Théoréme 1.6.5 , on a

<z, w(t) + ¢(t)> < 6 (z, —8cso(x(t))),

et puisque O.p(z(t)) est un ensemble convexe fermé (Proposition 2.2.4), nous avons par

le Lemme 1.6.1,
a(1w(0)+ o(0), ~2up(a10) ) - o (#0004 60)) -, -0ueteta)) <0,

ie.,

w(t) € —O0cp(x(t)) — o(t) pp-t €1,
1
et comme y(t) = / G(t, s)w(s)ds, ceci montre que y(.) € ['(x). Par conséquent I'(x) est

0
fermé, donc compact dans K.
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Finalement on va montrer que I' est une multi-application semi-continue supérieure-
ment. Par la Proposition 1.3.5, il suffit de montrer que son graphe est fermé dans I x K.

Soient (x,, Y, ), une suite dans le graphe de I' donné par

() = { (2s) € K x Ky € Tlo)

qui converge vers (z,y) € K x K, c’est a dire, pour tout n € N, il existe ¢,(.) € ®(x,(.))
et wy(.) € —0:.0(n(.)) — dn(.), telle que

/O Gt $)un(s)ds. (2.12)

Par la relation (2.10), (w,(.)), est inclue dans D, qui est (L', L*°)-compact, par ex-
traction d'une sous suite, on peut supposer que (wy(.)), converge o(L', L>) vers une
application w(.) € D, i.e., ||lw(t)|| < m(t) p.p.t € 1.
1.—
D’autre part, puisque (¢, (.))n C ®(2n(.)) C (p(.) + §)BL00, on peut lui extraire une sous
1
suite qui converge faiblement vers une application ¢, avec ||¢(t)|| < p(t) + =. Comme

(,(.)) converge fortement vers x(.) dans K, (¢,(.)) converge faiblement vers ¢(.) dans

L'(I,R%) et le graphe de ® est fortement faiblement séquentiellement fermé, on conclut

que ¢(.) € ®(x(.)).

D’autre part, nous avons

Wy (t) + u(t) € —0cp(2n(t)), pp.t e,

et la multi-application 0.p(.) est s.c.s a valeurs convexes compactes (voir Lemme 2.2.1 et

Proposition 2.2.4), on applique le Théoréme 1.3.5, on obtient

wit) + 6(t) € —up(a(t)), pop.t € I
La fonction G(t,.)w,(.) est Lebesgue intégrable pour tout ¢ € I, soit z(.) € L=(I,R%), et
donc pour tout ¢t € I, G(t,.)z(.) € L=(I,R?), alors

)z()

n—oo n—oo

= (w(.),G(t,.)z())
= (G, Juw(.), 2(.)).

lim (G(t, Jw,(.),2(.)) = lim (w,(.),G
(

o lim 01 (Gt 519,209 s = /0 (.10

n—oo
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en partculier pour z(.) = 1I;(.)e;, out (e;); est une base de R?, d’ou

n—-—+00 n—-+o0o
1
= <lim / G(t,s)wn(s)ds,ej>
n—-4o00 0

_ </01 Gt S)w(s)d$,€j>, V),

lim G(t,s)wn(s)ds:/o G(t, s)w(s)ds.

n—-+o0o 0

Par la relation (2.12),

lim 01<G(t,s)wn(s),z(s)>ds —  lim 01<G(t,s)wn(s),11[(s)ej>ds

donc

y(t) = /01 G(t,s)w(s)ds, Yt e l.

Par conséquent (x(.), y(.)) € gph(I"), par suite le graphe de I est fermé et donc I est s.c.s.
On applique le Théoréme du point fixe de Kakutani (Théoréme 1.3.7) e} I, on obtient
I'existence de z(.) € K telle que z(.) € T'(z(.)), c’est a dire z(t) = / G(t, s)w(s)ds,
pour tout t € I, avec w(t) € —0.p(x(t)) — ¢(t), et ¢(.) € P(z(.)). Par (ie Lemme 2.3.1,
Z(t) = w(t), p.p. et x(0) = x(1) = 0. Alors ¢(t) € F(t,z(t),&(t)), p.p.t € I, et nous
obtenous

—i(t) € Dop(x(t)) + F(t,x(t),&(t)), pp.t €,

c’est & dire z(.) est une solution dans W** (1, R?) du probléme (Pg).

Ceci termine la preuve. |
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Chapitre 3 : Solutions extrémales pour un probléme aux limites du second
ordre gouverné par le sous différentiel

3.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude de 'existence de solutions extrémales pour

I'inclusion différentiel

—i(t) € Op(x(t)) + ext(F(t,x(t),z(t))), p.p.sur [0,1],

(Peat(r)) { z(1) = 2(0) = 0,

par l'utilisation du théoréme d’existence de solutions pour le probléme

. { (1) € Dpli(t) + F(t,2(t), &(1), pop. sur [0,1],
2(1) = #(0) = 0,

oil  : R? — R est une fonctrion convexe, dp désigne le sous différentiel de ¢ dans le sense
de I'analyse convexe et F : [0,1] x R? x R = R est une multi-application & valeurs non

vides convexes compactes, mesurable sur [0, 1] et H-continue sur R? x R%.

3.2 PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, aussi on note I = [0, 1].

3.2.1 Les ensembles décomposables et L”-sélections

Soit (€2, 3, ) un espace mesuré, o-fini et X un espace de Banach séparable.

Définition 3.2.1 (voir [27]) Soit K un ensemble de LP(Q2, X'). On dit que K est décom-

posable si pour tous u,v € K est pour tout sous ensemble A € X3, nous avons

Tyu + (1 — ]IA)U e K.
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Exemple 3.2.1 Soient (2,3, 1) un espace de probabilité avec p une mesure non ato-

mique, X un espace de Banach séparable, alors
1. l’ensemble {]IA . A est un sous-ensemble mesurable de Q} est décomposable.
2. pour tout Xog C X, lensemble E = {f e LY, X): f(t) € Xo, pp. t € Q} est

décomposable.

Définition 3.2.2 Soit F': Q = X une multi-application

o On définit ’ensemble des sélections mesurables par

Sp = {f cL(Q,X): f(t) € F(b), u.p.p}.

o Pour 1 < p < +oo, on définit [’esnsemble de toutes les LP-sélections de F par

Sk = {f() e LP(Q,X): f(t) € F(t), u.p.p}.

Lemme 3.2.1 (voir [27]) Soit F : Q = X une multi-application de graphe mesurable et

1 <p < +o0, alors S%. est non vide si et selement si

inf {||z|| : = € F(t)} < h(t) p.p.p,
pour une certaine application h(.) € LP(Q, X).

Remarques 3.2.1
1. Il est clair que pour toute multi-application F(.), 'ensemble St est décomposable.

2. St F est a valeurs non vides fermées, alors ’ensemble St est fermé dans LP(2, X).

En effet.

1. Soit A € 3 et soient u,v € S§., nous avons

weSh & wellP(Q,X): ult) e F(t), pp. te

= MuueLP(Q,X) et Ma(t)u(t) € Wa(t)F(t), pp. t €Q,
veSy & velP(X): v(t)e F(t), pp. t €
= (1-1x)velP(Q,X) et (1—1a(t))v(t) € (1 —1a(t))F(t), p.p. t € Q.
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Donc
Tau + (1 - ]IA)U € Lp(Q,X)

et
Wa(t)u(t) + (1 — Ta(t))v(t) € Ua(t)F(t) + (1 — Ua(t))F(t), p.p. t €
Et comme

TA(8)F () + (1 — Ta(8) F(t) = { ?8 " ;j — F(1).

Donc, Mau + (1 — 14)v € SE.
2. Soit (fn(.))n C Sk convergeant vers f(.) € LP(Q, X), donc f,(t) € F(t) p.p.p., par

le Théoréme 1.5.2, il existe une sous suite extraire de (f,(.)), qu’on aussi (f,,(.)),
telle que f,(.) — f(.) p.p. sur Q, et comme F est & valeurs fermées, on conclut que
f(t) € F(t),Vt € Q, ie., f € Sk, par conséquent Sy est fermé.

Théoréme 3.2.1 (voir [6]) Soit (2,3, 1) un espace mesuré avec > 0, o-fini et ¥ p-
complete. Soit X un espace de Banach séparable et F' : Q = X wune mliti-application

intégrablement bornée & valeurs mon vides convezes compactes. Alors Sy est convexe

o(LY(Q, X),L>(Q, X"))-compact.

Définition 3.2.3 (voir [27]) Soit (Q, X, 1) un espace mesuré o-fini et X, Y deux espaces
de Banach séparables. Soit F : Q x X =Y une multi-application, soient p,q € [1,+00].

On définit la multi-application

I:LP(Q,X) = LYQ,Y)

u F(u):S%(.’u(')).

Nous appelons T'(.) Uopérateur multivalué de Nemitsky ou superposition correspondante a

F(.,.).

Théoréme 3.2.2 (voir [27]) Soit (2, X, u) un espace mesuré o-fini et X, Y deuz espaces

de Banach séparables. Soit F': Q2 x X =Y une multi-application a valeurs fermées telle
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que
(1) (t,x) — F(t,x) est de graphe mesurable,

(73) pour tout v € X, x> F(t,x) est s.c.i,

(iii) |F(t,z)| < a(t) + c||z||* p.p. avec a(.) non negative dans LY(Q,R) et ¢ > 0.

Alors u — T'(u) est s.c.i.

Soit A une partie convexe non vide d'un espace vectoriel X. Pour tout z € X, on pose
E(A,z)=AN(2z—A),ona
(a) E(A,x) est non vide, convexe si et seulement si x € A.
(b) Pour tout x € A, E(A,x) est la plus grande partie symétrique par rapport a z incluse
dans A .
(¢) x € ext(A) si et seulement si E(A, x) = {z}.

Théoréme 3.2.3 (voir [27]) Soient (2,3, ) un espace mesuré, o-fini, X un espace de
Banach séparable et F' : 0 = X wune multi-application & valeurs non vides convexes

faiblement compactes scalairement mesurable, alors

efL‘t(SF(_)) = Sext(F(-)) :

Preuve.
On a pour tout f c LO(Q,X), SFﬂ(Qf_F) = SF N (2f — SF)
En effet. Soit

9 € Skn (2f—-F) g9(.) € LY

& Q,X): gt) e F)N(2f(t) — F(t))

& g() €TANX) : glt) € F(1) et g(t) € (2 — F)(1
e g() el X): geSp et ge (2f —Sp)
=

geSrN(2f —Srk),

donc
Ser().f0) = E(Sr. f)-
Si f € ext(Sp), alors Spr(),r) = E(Sp, f) = {[}. Ainsit — E(F(t), f(t)) est une multi-

application & valeurs non vides convexes faiblement compactes et scalairement mesurable,
donc mesurable (Proposition 1.3.2), alors nous pouvons trouver f : & — X mesurable

tel que f(t) € E(F(t), f(t)), pour tout t € Q. Donc f(t) = f(t) p.p.p et donc f(t) €
E(F(t), f(t)) p.p-p. Et puisque E(F(t), f(t)) est symétrique par rapport & f(¢), on a alors
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nécessairement {f(t)} = E(F(t), f(t)) p.p.p, ie., f(t) € ext(F(t)) p.p.p, par conséquant,
nous avons prouvé que ext(Sp) C Sepi(r).-

L’inclusion inverse est évidente. Nous concluons alors que ext(Sp) = Seqt(r).- [ |

Théoréme 3.2.4 (voir [27]) Soient (2,3, ) un espace mesuré, o-fini, X un espace de
Banach séparable et F : 0 = X wune multi-application & valeurs non vides convexes

faiblement compactes scalairement mesurable, alors

ext(Sp()) = Stur(yy (1< p < +00).

e

Preuve.

Comme Sp = SpNLP(Q, X) et 8, py = Sear(r) N LP(Q, X), 11 suffit de montrer que
ext(Sp) NLP(2, X) = ext(Sp NLP(Q, X)), et le résultat découlera du théoréme 3.2.3. 11
est facile de voir que ext(Sp) NLP(Q, X) C ext(Sp N LP(Q, X)). 1l reste donc & prouver
que l'inclusion inverse est vraie.

Soit f € ext(Sp NLP(Q2, X)) et supposons que f ¢ ext(Sg). Alors il existe fi, fo € Sp

1
et fi, fo & LP(2, X)), telle que f = §(f1 + f2), fr # fa.
On peut supposer que f = 0. Puisque pu(.) est o-finie, nous pouvons trouver A € ¥ telle

que 0 < p(A) < oo et fi(t) # fa(t) pour tout t € A.
Pour k£ = 1,2, on pose

fi(t) si ||fu(t)]| <1, teA

H?,:Egu si||fu(t)]>1, te A
0

gk (t)

sinon.

1
Il est claire que gy € Sp NLP(Q, X) et §(g1 +g2) =0. Alors f =0 & ext(Sp NLP(Q, X),
une contradiction. [ ]
Théoréme 3.2.5 (Théoréme de sélection continue)(voir [27])
Soient (2,5, 1) un espace de probabilité avec p une mesure non atomique, X un espace
métrique séparable, Y un espace de Banach et F : X = LY(Q,Y) une multi-application

s.c.i a valeurs fermées et décomposables, alors F(.) admet une sélection continue.

Proposition 3.2.1 (voir [12]) Soient (2,2, 1) un espace de probabilité avec p une mesure

non atomique, X un espace de Banach, Y un espace métrique et G : Y = L'Y(Q,X)
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une multi-application s.c.i a valeurs non vides fermées, décomposables. Supposons que
g:Y =LY, X) et p: Y — LYQ,R) sont deur applications continues telles que pour

tout y € Y, l’ensemble

H(y) = {u € G(y): [Ju(t) —g(y)@®)llx < w(y)(t),u-p-p},

est non vide. Alors la multi-application H : Y = LY(Q, X) est s.c.i, a valeurs décompo-

sables.

Soit X un espace de Banach séparable. Dans L'([0, T], X) on considére la norme faible

||| définie par

OétlthST}

1l = sup [H [ rtsras

ou bien par

| f|lo = sup H‘/Otf(s)ds : ogthl, v f e LY([0,T], X),

L'([0,7], X) muni de cette norme sera noté par L ([0, 7], X).

Définition 3.2.4 Soit X un espace de Banach et'Y un espace métrique. Soit la multi-

application H : [0,T] x Y = X a valeurs non vides compactes convezes.

1. On dit que H vérifie la propriété de Scorza-Dragoni, si pour tout € > 0 il existe un
ensemble compact A C [0,T] tel que la mesure de Lebesque N\([0,T]\A) < € et la

restriction de H 4 A X Y notée H/ axy, est continue.

2. La multi-application H est dite intégrablement bornée sur les compacts de'Y , si pour
tout compact D C'Y', nous pouvons trouver une fonction intégrable ap : [0,T] — R

telle que

sup {[lyll - y € H(t,2)} < ap(t),

pour presque tout z € D.
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Proposition 3.2.2 (voir [27])(Proposition de Scorza-Dragoni)

Soit Q un espace métrique localement compact muni de la mesure de Radon u(.), et X
un espace Polonais et Y un espace métrique séparable. Soit F': Q2 x X =Y une multi-
application a valeurs fermées telle que

(1) pour tout x € X, t — F(t,x) est mesurable;

(71) pour tout t € Q, x+— F(t,x) est continue.

Alors, pour tout € > 0, nous pouvons trouver 2. C £ compact, avec u(Q\) < € tel que

F/a.xx est continue.

Le Théoréme qui suit est crucial pour la preuve de notre deuxiéme théoréme d’existence,
il exprime la densité pour la norme ||.||,, de 'espace des sélections continues de 1’ensemble
des points extrémaux d’une multi-application R dans ’espace des sélections continues de
R. Pour la preuve et plus de détails on peut consulter la référence [46].
Théoréme 3.2.6 (voir[}6]) Soit Y un espace métrique complet, X un espace de Banach
séparable, X, l’espace de Banach X muni de la topologie faible, M : I XY = X, une
multi-application a valeurs non vides compactes convexes, et soit K un sous ensemble
compact de C(I,Y).

De plus, soit R : K = L' (I, X) la multi-application définie par

R(y) = {7’() cLYI,X): r(t) € M(t,y(t)), p.p. surl}.

St M wvérifie la propriété de Scorza-Dragoni et est intégrablement bornée sur les compacts

de Y, alors ’ensemble

Csy = {f € C(K,LL(I.X)) : f(y) € Rly), ¥y € K},

est un ensemble non vide complet de l’espace C(K,LL (I, X)). De plus, CS% = CSerr)

[[-llew

avec

O i = {f € C(K.LL(1, X)) : f(y) € eat(R(y)), ¥y € K}.
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Théoréme 3.2.7 ([/5]) Soit X un espace de Banach séparable, Y un espace métrique
séparable complet et F': I XY = X une multi-application a valeurs non vides convexes
faiblement compactes qui vérifie la propriété de Scorza-Dragoni et est intégrablement bor-
née sur les compacts de Y. Alors, pour chaque compact K C C(I,Y), € > 0 et toute
sélection continue f : K — LYI,X), de la multi-application G : K = L'(I, X), définie
par
Glo) = {F €L0X): 10 € Fltyo) ppte 1)

il existe une sélection continue g : K — L. (I, X) de la multi-application ext(G) : K =

L'(I, X) telle que pour tout y € C(1,Y), on a

“up <e, de, [|fy) =gl <e

tel

/O (f(y)(s) — 9(y)(s))ds

Définition 3.2.5 Soient (2, %, u) un espace mesuré fini, X un espace de Banach et K C

L'(Q, X). On dit que K est un ensemble uniformément intégrable si

lim sup/ | fldp = 0.

CTTOOfER JY|f2e}
Proposition 3.2.3 (/27]) Soit X un espace de Banach et W C LY(I,X) est uniformé-
ment intégrable, et pour chaque ¢ > 0, il exist K. C X compact tel que, pour chaque
f e W, on peut trouver Iy, C I mesurable avec N(I\Ir.) < e et f(t) € K. pourt € Iy..
Alors la topologie de la norme |||, et la topologie faible coincident sur W, et W est

||.||-compact.

3.3 THEOREME DE RELAXATION

On commence par établir le résultat d’existence pour (Pr) qui est une variant du
Lemme 2.3.1.
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Lemme 3.3.1 Soient X un espace de Banach séparable, G : I x I — R la fonction définie

par
G(t,s) = (3.1)

Alors, on a les résultats suivants

(a) siu € W*H(I, X) avec u(1) = u(0) = 0, alors
u(t) = / Gt s)ii(s)ds Vi € T (3.2)

(b) G(.,s) est dérivable sur I pour tout s € I sauf sur la diagonale et sa dérivée est donnée

par
1 St 0<s<t,
Xit,s) = 33)
0 £ t<s<l.
(c) G(.,.) et a—G(, .) vérifient
ot
sup|G(t,s)] < 1, sup a—G(t, s)| < 1. (3.4)
tel ter | Ot
t#s

(d) soit f € L'(I,X) et soit us(.) : I — X la fonction défini par

() = /OG(t,s)f(s)ds, Viel, (3.5)

alors us(1) = is(0) = 0.

De plus, la fonction uy(.) est dérivable et sa dérivée vérifie

m“f(”h]z_“f“) — () = /O %(t,s)f(s)ds. (3.6)

() la fonction us(.) est scalairement dérivable, i.e., pour tout ' € X', la fonction scalaire

(2, us(.)) est dérivable et sa dérivée faible iis(.) est égale a f presque partout.
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Proposition 3.3.1 Soit X un espace de Banach séparable et soit f : I — X une appli-

cation continue (resp. dans L'(I,X)). Alors la fonction

1
wp(t) = / G(t, s)f(s)ds, Vi€ I,
0
est la solution unique dans C*(I,X) (resp. dans W' (I, X)) du probleme

u(t) = f(t), p.p. sur I,

u(1) = a(0) = 0.

(Py)

Pour la démonstration de notre théoréme principal, nous avons besoin du résultat
suivant qui est une variante du Théoréme 2.3.2.
Théoréme 3.3.1 Soit ¢ : RY — R une fonction convere et F : I x R* x RY = R? une
muti-application a valeurs non vides convexes compactes satisfaisant les hypothéses
(H,) F est L(I) ® B(RY) @ B(RY)-mesurable ;
(Hy) (x,y) — F(t,z,y) est H-continue;

(Hj) il existe une fonction p(.) positive Lebesgue intégrable définie sur I tel que

F(t,l’7y) - p<t)BRd7

pour chaque (t,z,y) € I x R? x R%,

Alors, Uinclusion différentielle

(Pr) —i(t) € Op(2(t)) + F(t,z(t), z(t)), p.p. sur 1,

admet au moins une solution z(.) € W21 (I,R%).

Preuve.
Etape 1.

Par le Théoréme 2.2.1, pour tout z € R?, dp(z) est un ensemble compact de R?, alors
il existe M > 0 telle que

Op(x) C MBga (3.7)

59 LMPA



Chapitre 3 : Solutions extrémales pour un probléme aux limites du second
ordre gouverné par le sous différentiel

pour tout t € I, on pose 3(t) = M + p(t), donc 3(.) € L'(I,R).
Considérons les ensembles

D - {h<.> e LNLRY : 1)) < A1), pp.t € z},

K= {g;f(.) € WL RY) : x4(t) :/0 G(t,s)f(s)ds, Vtel, f € D}.

On a D est un sous ensemble convexe, (L', L*°)-compact dans L'(I,R%) et K est un sous
ensemble convexe compacte dans C'(1, R?).
En effet. Soient A € I, hi(.), ha(.) € D, il est claire que Ahy(.) + (1 — A\)hy(.) € LY(I,R%)

et nous avons
[AR1(2) + (1= MNha(D)] < A2 ()] + (1 = A)[|h2(2) ]
< AB() + (1= A)B()
= B(),

donc D est convexe.

Maintenant, soit (h,(.) une suite d’éléments de D. Pour tout ¢ € I, on pose s,(.) =

hn(.)
()

(d’apreés le Théoréme de Banach-Aloaglu-Bourbaki, Théoréme 1.6.2), donc par extraction

. Implique ||s,(t)|| < 1, donc s,(.) € By, qui est faiblement*compacte dans L> (1, R%)

d’une sous suite on peut supposer que (s,(.)), converge faiblement” vers une application
s(.) € L=(I,R%), c’est a dire pour tout z € L'(I,R?)

lim (s(.), 2()) = (s(.), ().

n—-+o0o

Soit y(.) € L°(I,R%), on a

1
/ 1B < / Iyl dt

1
< . t) dt
<yl / B(t)
= yllacllBlls < +o0,
cest a dire, 3(.)y(.) € L*(I,RY).

Donc

lim (h,(.),y(.)) = lim i <hn(t),y(t)>dt

n—-+o0o n—-+4oo
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= lim (sn(), 5()y())

n—-4o00

= (s(.),0)y())

= [ {so.00ut0)ya
_ [f<mwxmy®>ﬁ

= (B0)s(),y()),

alors, (h,(.)) converge vers h(.) = 3(.)s(.) pour la topologie (L', L*°). Ceci montre que
D est relativement faiblement compacte. De plus, comme D est un ensemble convexe
fortement fermé dans Ll([ , ]Rd), alors par le Théoréme 1.6.6, il est faiblement fermé. Donc
D est faiblement compact dans L' (1, R?).

Montrons maintenant que /C est un sous ensemble convexe compact dans C*(/, ]Rd).
Soient A € I et x4, x4, € K, avec f1, fo € D, on a

Axp (0) + (1= Nzp(t) = )\/0 G(t,s)fi(s)ds + (1 — )\)/0 G(t, s) fa(s)ds
= [ Gt 0nE) + (0=

et

A1) + (X =N O < Allf2(@®] + (1= N[ f20)]]
AB(t) + (1 = A)B(¢)
= A1),

IN

done K est convexe.

D’autre part, soit f(.) € D, et t1, to € I, avec t; < ty, nous avons

/ G(ta, s) s)ds—/o1 G(t1,s)f(s)ds

/|Gw, Gt )1 () ds

5 (t2) — 2 5(t1)]

/|G@, Gltr, 3)|3(s)ds

de méme, d’aprés la relation (3.6) du Lemme 3.3.1, on a

fistes) el = | [ mzw, s = [ 5000 (6)ds
< [ (5 )~ St It 1as
< /0 o t2,5) = 52 11,5)| 3(5)ds.
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oG
Et comme (3(.) € LY(I,R%), et G(.,.) et ——(.,.) sont uniformément continues, nous obte-
nons 'équicontinuité de K et de 'ensemble {z(.) : z4(.) € K}.
De plus, pour f(.) € D, nous avons par la relation (3.4) et (3.6) du Lemme 3.3.1

ol = | [ e s

/0 G (t, 9)| £ ()]l ds

/ 3(s)ds = 18],
sl = | [ S

< / %G 1 )15 ds

T —(t, s)
< / B(s)ds = |18

IN

IN

et

donc les ensembles K(t) et {a(t) : z(.) € K} sont bornées dans I’espace R? de dimension
finie, donc ils sont relativement compacts. Donc par le Théoréme d’Ascoli-Arzela (Théo-
réme 1.6.1) ces deux ensembles sont relativement compacts dans C(/, Rd), ou ce qui est
équivalant & dire que K est relativement compact dans C*(/, Rd).

Maintenant, on montre que C est fermé dans C*(1,R%). Soit (z,(.)) C K convergeant
vers z(.) € CY(I,RY), avec (f,(.))n C D, donc pour tout t € I,

xfn(t)—/o G(t,s)fn(s)ds

Comme D est o(L*, L™)-compact, on peut extraire de (f,(.)), une sous suite qu’on note
aussi (f,,(.))n, convergeant faiblement vers une application f(.) € D.

On a la fonction G(t,.)f,(.) est Lebesgue intégrable, c’est a dire G(t,.)f,(.) € L*(1, R%),
pour tout t € I.

Soit y(.) € L>(I,R%), donc pour tout t € I, G(t, .)y(.) € L>=(I,R?), alors nous avons

lim (G(,.) fu(-),9() = Tim (fu(.), G(E,)y()

n—o0 n—o0

(-
= (F(), G )y()
= (G(,)5(),y()),

c’est a dire

i [ (Gt 5060006) s = [ (61097060065 )i
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En particulier pour y(.) = 1I;(.)e;, ot (e;); une base de I'espace de dimension finie R?,

done
lim 01<G(t,s)fn(s),y(s)>ds ~ lim 01<G(t,s)fn(s),111(s)ej>ds
- 711320 01<G(t,s)fn(s),€j>ds
1
_ < lim /0 G(t,s)fn(s)ds,ej>
_ </01 G(t,s)f(s)ds,ej>, vJ,
Cest 4 dire

1

limz;, (t) = lim G(t,s)fn(s)ds

n—oo n—oo

= /0 G(t,s)f(s)ds
x(t),

Nous avons par la relation (3.6) du Lemme 3.3.1 les mémes argumants

n—oo n—oo

1
lim i, () — lim / 9G4 ) fu(s)ds
| ot
G

1o
= /0 E(t,s)f(s)ds
= ().

Nous concluons que la suite (zy,(.), %y, (.)) converge vers (z(.),2(.)) = (zs(.),Zy(.)), ceci
implique que K est fermé dans C'(I,R?).
Etape 2.

On considére maintenant la multi-application © : K = C'(I, R?) définie par

O(z) = {y() c CYI,RY) : y(t) :/0 G(t,s)v(s)ds, YVt € I,

o(t) € —0p((t)) — £(1), po.t €1, () € sa.,x(.),ﬂ.))}.

On a pour tout z(.) € K et pour tout f(.) € S};(.’m(_)’i(_)), et le fait que y — Op(y) est s.c.s
et z(.) est continue, on conclut que application ¢ — —dp(&(t)) — f(t) est mesurable.

En appliquant le Théoréme d’existence de sélection mesurable (Théoréme 1.3.1), on
obtient l'existence d'une application mesurable ¢ : I — R%, tel que ((t) € —0¢(&(t))—f(t),
pour tout t € I.
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1
Par conséquent, application y(.) : I — R définie par y(t) = / G(t, s)((s)ds appartient
0
a O(x), ceci montre que © est un ensemble & valeurs non vides.
De plus, soit x(.) € K et y(.) € O(z), donc par définition de O(x), il existe f(.) €

S}w(',x(.)@(.)) et une application Lebesgue mesurable v(.) : I — R telle que

y(t) —/0 G(t,s)v(s)ds, Vt €I avec v(t) € —0p(i(t)) — f(t), p.p. t € 1.
On a pour tout t € I, || f(t)|| < p(t) et par la relation (3.7), nous avons
lo@I < M+ p(t) = (). (3.8)

Ceci implique que O(z) C K, pour tout x € K, donc © applique K dans lui méme.
Montrons maintenant que ©(x) est convexe pour tout z(.) € K.
Soient z(.) € K, A € I, et y1(.),y2(.) € ©(x), alors il existe vy(.), va(.) telles que

1

y1(t) :/ G(t,s)vi(s)ds, YVt e I, avec vi(t) € —0p(x(t)) — fi(t), fi(.) € S}w('@(')ﬁb(t)),
0

et

1
Y2 (1) :/0 G(t,s)va(s)ds, YVt e I, avec vy(t) € —0p(x(t)) — fot), fa(.) € S}(_7x(_)7i(t)),

On a
O+ (1= M) (8) = / G(t, 5)(wr(8) + (1 — \yua(s))ds
—on(s) — fils) € Bplils), Vs €,
et

—vy(s) — fas) € Op(2(s)), Vs € I

Par la convexité de dp(x) (Par le Théoréme 2.2.1), on obtient
Avi(s) £+ (1 = AMva(s) + Afi(s) + (1= A fa(s) € =dp(i(s)),

implique
Avi(s) 4 (1 = Ava(s) € =0p(@(s)) — (Af1(s) + (1 = A) fa(s))-

Il est claire que Af1(.) + (1 = \) fo(.) € LY(I,R?) et comme S}p(_@(.)’j:(.)) est convexe, donc
Mi(s) + (1= X) fa(s) € S},(_,x(_m(_)), on conclut que Ay () + (1 — Nya(.) € O(z), d’ou la
convexité de ce dernier.

Maintenant pour montrer que, ©(x) est compact dans C'(I,R?), pour tout z(.) € K.
Il suffit de montrer que ©(z) est fermé dans I, puisque ©(x) C K et K est compact.
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Soit (yn(.))n une suite d’éléments de ©(z) convergeant vers y(.) € K, alors il existe une
suite (fn(.))n C S}w(',x(.m(.)) et une suite (v,(.)) d’applications Lesbegue mesurables, telles
que pour tout n € N,

1
:/ G(t,s)vn(s)ds, Vt €1,
0

avec

vn(t) € =0p(x(t)) — fult), pp.t € 1. (3.9)

On a, (v,(.)) C D qui est o(L', L*)-compact, donc en peut extraire une sous suite, qu’on
note aussi (v,(.)) et qui converge faiblement vers une application v(.) € L'(I,R%).
Soit z € L>®(1,R%), et donc pour tout t € I, G(t,.)z(.) € L>(I,R%), alors

Jim (Gt Jva(),2()) = Hm (ua(), G(E,)2())
()
()

= (v(), G, )z
= (G, )o(), 2()

?

c’est a dire
n—-+o0o

i [ (Gt sunts)6ds = [ (G510 260 s

en particulier pour z(.) = 1I;(.)e;, ot (e;); une base de I'espace R, d’oi

lim 01<G(t,s)vn(s),z(s)>ds — lim 01<G(t,s)vn(s),ﬂl(s)ej>ds

n—-+o00 n—-+o0o

= <ngrfoo /01 G(t, s)vn(s)ds,ej>
_ </01 G, S)U(s)dS,€j>, v

lim y,(t) = lim G(t, s)v,(s)ds = /0 G(t, s)v(s)ds = y(t).

n—oo n—oQ 0

c’est a dire

D’autre part, comme (f,(.)) C S};(.w(,)@(.)), qui est (L', L>)-compact (Théoréme
3.2.1), on peut extraire de (f,(.)), une sous suite qu’on note aussi de la méme maniére,
convergeant vers une application f(.) € S}p(_’x(.);i(.)).

Par conséquent, (v,,(.) + fn(.))n converge faibement vers (v(.) + f(.)) dans L' (1, R?). Par
le Théoréme da Banach-Mazur (Théoréme 1.6.3), il existe une suite (2,(.)), qui converge
fortement vers (v(.)+f(.)) dans L' (1, R?) et telle que 2,(.) est une combinaison convexe de
{vm () + fm () : m > n}, c’est a dire pour tout n € N, z,(.) € co{vn(.) + fin(.), m > n}.
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Par le Théoréme 1.5.2, on peut extraire une sous suite de (z,), qui converge presque
partout vers v(.) + f(.). Alors,

o(t) + f(t) € m@{vm(t) + fm(t) : m>n} pp. tel.
Fixons ¢t € I et z € R% Par la relation (3.9) et le Théoréme 1.6.5 , on a

<z, o(t) + f(t)> <o ( —W(i(t))),

et puisque dp(&(t)) est un ensemble convexe fermé, nous avons par le Lemme 1.6.1,

(o0 + 0. ~00(6(0) ) = o ({004 £10) = 572, =0t <.

v(t) € =0p(a(t)) — f(t) pp-t €1,
1
et comme y(t) = / G(t, s)v(s)ds, ceci montre que y(.) € ©(x). Par conséquent O(x) est
0
compact dans K.
Finalement on va montrer que © est une multi-application semi-continue supérieure-
ment. Par la Proposition 1.3.5, il suffit de montrer que son graphe est fermé dans K x K.

Soient (x,,Yy,), une suite dans le graphe de © donné par

2ph(6) = {(m) cXxK: ye @(x)},

qui converge vers (z,y) € K x K, c’est a dire, pour tout n € N, il existe f,(.) €
S}(_,xn(.mn(.)) et v,(.) € —0¢(2,(.)) — ful.), telle que

yn(t) = /OG(t,s)vn(s)ds. (3.10)

Par la relation (3.9), (v,,(.)), est inclue dans D, qui est (L', L*°)-compact, par extraction
d’une sous suite, on peut supposer que (v,(.)), converge (L' L) vers une application
v(.) € D, e, |v)] < B(t) pp.t el

D’autre part, puisque (f,(.)), C S};( )in())s dui est o (L', L>®)-compact (Théoréme

3.2.1), on peut lui extraire une sous s{lit(e ’qui converge faiblement vers une application
f() € LYI,RY). Comme (z,(.)) converge fortement vers z(.) dans K, (f,(.)) converge
faiblement vers f(.) dans L'(I,R%), par I'hypothése (H,) et comme F est a valeures
convexes compactes, on applique le Théoréme 1.3.5, on conclut que f(.) € F(.,z(.),z(.)),
done f(.) € Sp(a().i0)):

D’autre part, nous avons

un(t) + fult) € =0p(@n(t)), pp-t €1,
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et la multi-application 0p(.) est s.c.s & valeurs convexes compactes (voir Théoréme 2.2.1 et
Proposition 2.2.2), on applique le Théoréme 1.3.5, on obtient v(t)+f(t) € —0p(&(t)), p.p.t €
I.
La fonction G(t,.)v,(.) est Lebesgue intégrable pour tout ¢ € I, soit z(.) € L*®(I,R?), et
donc pour tout ¢t € I, G(t,.)z(.) € L=(I,R?), alors
i (G Ju().20) = i (0,(),G(.)2(0))
= (v(), G, )z()
= (Gt )v(),2()-

i {6t s = [ {60510 260 s

en partculier pour z(.) = 1;(.)e;, ot (e;); est une base de R?, d’out

lim 01<G(t,s)vn(s),z(s)>ds —  lim 01<G(t,s)vn(s),ﬂl(s)ej>ds

n—-+o00 n—-+o00

i [ o
_ < /0 G s)v(s)ds,ej>, ),

lim G(t,s)vn(s)ds:/o G(t, s)v(s)ds.

n—-4o00 0

Par la relation (3.10),

donc

y(t) = /01 G(t,s)v(s)ds, Vt e l.

Par conséquent (z(.),y(.)) € gph(©), par suite le graphe de © est fermé et donc I' est s.c.s.
On applique le Théoréme du point fixe de Kakutani (Theoreme 1.3.7) a ©, on obtient

I'existence de z(.) € K telle que z(.) € O(z(.)), c’est a dire z(t / G(t, s)v(s)ds,

pour tout ¢ € I, avec v(t) € —9p(i(t)) — f(t), et f(.) € Sp(_u().i()) Par le Lemme 3.3.1,
Z(t) = v(t), p.p. et (1) =&(0) = 0. Alors nous obtenons

—&(t) € dp(2(t)) + f(t) C —0p((t)) + F(t,x(t), (1)), pp.t €I,

c’est a dire (.) est une solution dans W2!(I, R?) du probléme (Pr).
Ceci termine la preuve. |
Nous sommes maintenant en mesure de donner notre Théoréme d’existence de ce cha-

pitre.
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Théoréme 3.3.2 Soit ¢ : RY — R une fonction conveze et F : I x R x R* = R? une
multi-application a valeurs non vides, convexes et compactes satisfaisant les hypotheéses
(H,) F est L(I) @ B(RY) @ B(RY)—mesurable ;

(Hy) (x,y) — F(t,z,y) est H-continue;

(Hs) il existe une fonction positive p(.) € L'(I,R) telle que

F(t,.’[,y) - p<t)BRda

pour tout (t,z,y) € I x R? x RY,

Alors, Uinclusion différentielle

(Prorir) —i(t) € Op(i(t)) + ext(F(t,x(t),z(t))), p.p. sur I,

admet au moins une solution x(.) € W1 (I,R%).

Preuve.

Par le Théoréme 2.2.1, pour tout x € R%, dp(x) est un ensemble compact de R?, alors il
existe une constante M > 0 telle que dp(z) C M Bga.

Soit x(.) € S(Pr) 'ensemble des solutions de l'inclusion différentielle (Pr), c’est a dire,

x(t) = /01 G(t,s)x(s)ds, Vtel,

et
—i(t) € 0p(i(t)) + F(t,2(t),&(t)) pp.t el

Alors il existe une application f(.) € S};(”r(.)j(‘)) et une application mesurable g(.) avec
g(t) € Op(x(t)), pour p.p. t € I, telle que

—#(t) = g(t) + f(t), pp-t €1,

avec

Sh o) = {f<.> ELILRY : f(1) € F(t.a(t), (1)), pp.t € f}.

Donc, pour tout ¢ € I, nous avons par ’hypothése (Hj)

[E@) = lg@) + f@)ll
< llg@I+ £ @)
< M +p(t),
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alors
1
Il = / l#(0)de < M + |lo]l = M. (3.11)
0

En utilisant la relation (3.4) du Lemme 3.3.1, pour tout ¢ € I, on obtient

1
ol = | [ 6t
1
< / G(t,)li(s)ds
donc
le®)ll < Nl < M. (3.12)
De méme, pour tout ¢t € [
1
ol = | [ G
1
< [ |Gl
donc
la)l < Nl < M. (3.13)

Par les relations (3.12) et (3.13), nous déduisons que S(Pr) est borné dans C*(I,R%).

Maintenant, on considére ’ensemble
W= {h0) € LR s )] < o0, pt < 1}

L’ensemble W est convexe, o(L', L>)-compact dans L'(1, R?). En effet,
soient A € I et hy(.), ha(.) € W, il est claire que Ahy () + (1 — A)hy(.) € L (I, R?), et on a
pour p.p.t € I,

[AR1() + (1= MNha(D)] < Al2a(®)]] + (1 = A)[|h2(2) ]
< Ap(t) + (1= A)p(t)
p(t),

d’ot la convexité de W.
Montrons maintenant que W est (L', L°°)-compact dans L*(7,R?).
Soit (hy,(.)), une suite d’éléments de W, convergeant vers h(.) € L'(I,R%). On pose
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pour tout t € I, s,(t) = 0 nous avons ||s,(t)]| < 1, cest & dire (s,(.)) C B,
p

qui est faiblement*compacte (par le Théoréme 1.6.2), on peut alors extraire de (s,(.))n

une sous suite qu’on note aussi (s,(.)), et qui converge faiblement® vers une fonction
s(.) € L>®(I,RY), c’est a dire
Vz(.) € LY(LRY), (sa(.),2(.)) = (s(.),2()).

Soit y(.) € L*°(I,R%), nous avons

sl = [ Iooutola

< ol / lo(t) ldt

< llselllly < oo

alors p(.)y(.) € L*(1,R%). Par conséquent,

Jim (Ra(),y()) = lim (p()sn(.),y())
p()y()

= tm (s.(),
)
)

)
= (s(), p()y(.
= (p()s(), y(.
c’est a dire (hy(.)), converge faiblement dans L'(I,R?) vers h(.) = p(.)s(.). Par suite W
est o(L', L°°)-compact dans L'(I,R%).

Remarquons que pour tout A(.) € W, l'inclusion différentielle

—i(t) € dp(&(t)) + h(t), p.p.sur I,
(Pn) { z(1) = &(0) = 0,

)

admet une solution unique z;(.) € W (I,R?).
En effet.

Soient z1(.), xo(.) deux solutions de l'inclusion différentielle (P,), d’ot, pour tout ¢t € I,

x1(t) = /OG(t,s)fi'l(s)ds, xz(t):/o G(t,s)Ea(s)ds

et

1 (t) = i %C:(t s)y(s)ds, ao(t) = i %Cj(t $)Za(s)ds (3.14)

—i(t) — h(t) € Dp(@n(t)), pp.teT, z(1) =d1(0) =0
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et
—ia(t) — h(t) € Op(Ea(t)), p.p.t € I, ma(1) = 5(0) = 0.

On obtient, par la définition du sous différentiel,

< ) By ¢1<t>> T o1 (8) < ply), Vy € R

< — Zo(t) — h(t),z — jzg(t)> + @(i9(t)) < @(2), Vz € RL

En particulier, pour y = @5(t) et z = &1(¢), on obtint

(= 8100 hE)ale) = 2208 ) + L) < olialt)

< _Ea(t) = h(t),da () r2<t>> T olia®) < gl (D))

en additionnant ces deux derniéres inégalités, nous obtenous

(#100) = at).a(0) = 1)) <.

alors 14
S 2l (0) = i@ <0,

en integre entre 0 et ¢, on obtient
41 (t) = 22 ()] — [|#1(0) — 22(0)[* < 0,

et comme #1(0) = @5(0) = 0, alors & (t) = @2(t), p.p.t € I.
Par la relation (3.14), nous avons z1(.) = xa(.).
Donc le probléme (P;) admet une solutionn unique dans W2!(1, R%).

Considérons maintenant ’ensemble

X = {(xh(),xh()) € C'(I,RY)xC(I,RY) : z1,(.) est la solution unique de(Py), h(.) € W},

qui est un ensemble compact dans C'(I,R%) x C(I,R%).

En effet, soient (zy(.),2n(.)) € X, nous avons

xp(t) = /01 G(t,s)in(s)ds, YVt € I,

—ip(t) € Op(an(t)) + h(t), pp.-tel,
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pour tout 7,t € I, (7 <t), on a par la relation (3.6) du Lemme 3.3.1

[(@n (), 2n(t)) — (@a(r), B (M) = [[(@a(t) — 2 (7), L (t) — 2a(7))]]
= lon(t) = za (D)l + |20 (t) — & (7)|

- H/ (t, 5)%n(s ds_/O G(7, s)in(s)ds
H/o i )iy — /0 O (r, s)in(s)as

< / G(t,5) — G(r, )| [[n(s) | ds

oG oG
St = S ()

+

[Zn(s)lds

- / (16(0.5) - Gl + | 00) = )

! oG oG
< /0 (|G(t,s)—G(7’,s)|+ E(t 5) — E(T,S)

in(s)las

)(M + p(s))ds.

Et comme p(.) € LY(I,RY), G(.,.) et E(, .) sont uniformément continues, alors l’en-

semble X' équicontinue.
D’autre part, pour tout A(.) € W, nous avons par la relation (3.4) du Lemme 3.3.1, pour
tout t € I,

[Cen(®), an@I = llzn®)] + [[Ea(@)]]

r
= II/ (t, 8)in(s)ds| +
< / Gt )l (5) s + /

1
< 2 [ Jin(o)lds = 2l = 208,
0

(t 8)Zn(s)ds

[EAACHTE

8G
Y —(t, s)

Alors, lensembles X (t) = {(zn(t),Zn(t)) : (zn(.),Zn(.)) € X} est borné dans l'es-
pace de dimension finie R? x R%, donc elle est relativement compact. Par le Théoréme
d’Ascoli-Arzéla (Théoréme 1.6.1), 'ensemble X est relativement compact dans C*(1, R?) x
C(I,R%).

En suite on montre que & est fermé dans C' (I, R%) x C(I,R%). Soit (2,,(.), & )n(.) une
suite d’éléments de X qui converge vers (z(.),4,(.)) € C'(I,R?) x C(I,R?), donc pour
tout n € N, il existe h,(.) € W telle que (z,(.), ,(.)) = (24, (.), Zn,(.)), alors pour tout
tel

x,(t) = xp, (1) = /0 G(t, s)xp, (s)ds
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et

i) = 1,0 = | %f (t, )in, (s)ds,

Comme W est (L', L*)-compact, on peut extraire de (h,(.)), une sous suite notée aussi
(hy(.))n qui converge dans L'(I,R?), par rapport a la topologie faible o (L', L>°) vers une
application h(.) € W, et puisque ||z, (t)|| < M + p(t) := pi(t), donc (&,(.)) converge
faiblement vers une application ¢(.) dans L*(Z,R?).

Soit y(.) € L>(I,R%), pour tout ¢t € I, G(¢t,.)y(.) € L>=(I,R?), alors nous avons

nETw<G(t,.)ihn(.),y(.)> = nh_{go<xh (>7G<t7 ) ()>
()
()

= (€0), G )y
= (G, )€(),u()

Y

c’est a dire,

i [ (609,006 s = [ (G160 s

n—-+00

en particulier pour y(.) = 1;(.)e;, avec (e;); une base de R?, d’out

lim 01<G(t,s)i§hn(s)ds,y(s)>ds — lim 01<G(t,s)ihn(s),]lj(.)ej>ds

n—-+00 n—-+00

_ <nEToo /O e s)sc'hn<s)ds,ej>
- ([ ctsgons.e;). v

ce ci implique que
1

z(t) = lim zp,, (t) = lim G(t,s)xp, (s)ds :/0 G(t,s)&(s)ds,

n—oo n—oo 0
et par les mémes arguments

&(t) = lim @, (t) = lim %(t, $)in, (s)ds :/ %(t, s)&(s)ds,

n—oo n—oo J 8 0

ceci montre que Z(.) = £(.). Nous concluons que la suite (zy,(.), 2, (.)) converge vers

(@(.),2(.)).
D’autre part, on a par la relation (3.10), et par la proposition 2.2.2, d¢(.) est une multi-

application a valeurs convexes compactes et semi-continue supérieurement sur R%, en
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utilisant le Théoréme 1.3.5, on obtient —&(t) € dp(i(t)) + h(t), c’est a dire (x(.), z(.)) =
(zn(.), #4(.)) € X. Donc X est fermé dans C*(1,R?) x C(I,R?), et par suite la compacité
de X dans C*(I,R?) x C(I,R%).

On pose X = co(X), donc X est convexe compact dans C'(I,R%) x C(I,RY).
Maintenant, on considére application p : W — X définie par p(h) = (z5(.), 2x(.)), ot
xp(.) est I'unique solution de l'inclusion différentielle (Pj,) correspondant a h(.).

On démontre que p est continue de VW muni de la topologie faible dans X.

Soit (h,(.)) une suite d’éléments de W qui converge vers h(.) € W, par rapport a la
topologie faible, nous avons que p(h,) = (zp,(.),Zn,(.)) est une suite d’éléments de X
qui est compact, on peut extraire de (xy,(.),Zp,(.)) une sous suite qui converge vers
(z(.),4(.)) € X. On sait que

_i’hn(w S 890<xhn(t)) + hn(ﬂ? p'p-t € I7
donc

lin, (O] < M + p(t), pop.t €l

alors (i, (.)) converge faiblement vers une application & (.) dans L'(Z,R?), et on a pour
y(.) € L®(I,RY), et pour t € I, G(t,.)y(.) € L>=(I,R%)

im (G(t, )i, (), y()) = lim (i, (), G(t,)y()

= (&(), G, y()
= (G(t, )&(),y()

~ ~

c’est a dire

i [ (Gt 60at6) s = [ {Gt9660005) Y,

n—-+00

en particulier pour y(.) = 1;(.)e;, ot (e;); une base de I’espace de dimension finie R?, on
obtient

lim 01<G(t,s)jhn(s),y(s)>ds —  lim 01<G(t,s)jhn(s),111(s)ej>ds

n—-+00 n—+00
1
= <lim / G(t,s):ihn(s)ds,ej>
n—+oo [,

_ </01 G(t,s)fl(s)ds,ej>, V)

lim zp, (t) = lim G(t,s)ip, (s)ds = /0 G(t,s)&1(s)ds = x(t)

n—-4oo n—-4oo 0

donc
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et

L oG ,
ngrfmxh = nEToo/ e (t,8)dp, (s)ds = T —(t,9)&1(s)ds = (1),
donc (zp,(.),%p,(.)) converge vers (x(.),4(.)), ceci montre que & (.) = Z(.), et on a

—&p, (t) — ho(t) € Op(ip, (t)), et comme Jp(.) est s.c.s a valeurs convexes compactes
(par Théoréme 2.2.1 et Proposition 2.2.2), on obtient par le Théoréme 1.3.5, —&(t) €
dp(x(t)) + h(t), c’est a dire x(.) est une solution de I'inclusion différentielle (P}), donc p
est continue.

Maintenat on définit la multi-application R : X = L'(I,R%) par

R(o,8) = Sk = { 10 € LULRY s £0) € Fltal0)a(0), ppt < 1.

Par la Proposition de Scorza-Dragoni (Proposition 3.2.2), étant donné ¢ > 0, on peut
trouver un ensembe fermé I. C I tel que A(I\1.) < € et F'/; xrixgre est H-continue.

Par le Théoréme 3.2.6, on obtient une application continue r : X — L. (I,RY), telle que
r(z, &) € ext(R(x, %)), pour tout (z(.),4(.)) € X. Et par le Théoréme 3.2.4,

ext(R(x, 7)) = ext(‘g}?(.,x(.),;t() )= Sel;tt 2(),()))"

~

Remarquons que 7“(/’?) C W. On considére alors Iapplication ¢(.) = (por)(.) : X — X,
qui est continue.

En effet, soit (z,(.), in(.)) C X, convergeant vers (z(.),(.)) € C'(I,R%) x C(I,R%). Alors
(2, in) = r(2, ) dans L. (I, RY). Puisque ||2,||c, ||z||c < Mi, nous avons pour tout
t € L, r(zn, ) (t),r(2,2)(t) € F(I., MiBga, M{Bga) qui est compact dans R?. Donc
nous pouvons appliquer la Proposition 3.2.3, pour conclure que (r(x,,y)) 0(Lga, Lou)-
converge vers 7(xz(.),#(.)) dans W, ot nous prenons W = {f(.) € L'(I,R%) : f(t) €
F(t, MiBga, M{Bga)}, et comme p est continue de YV muni de la topologie faible dans X ,
on conclue que p(r(z,,Z,)) — p(r(z,t)) dans X, donc q(.) est continue.

On applique le Théoréme du point fixe de Schauder (Théoréme 1.3.6), on obtient 'exis-
tence de (z(.),#(.)) € X tel que (z(.),4(.) = q(z(.),2(.)) = p(r(z,i)), donc p(r(z,))
est I'unique solution de 'inclusion (P,) correspondant a r(x(.),#(.)), c’est a dire —&(t) €
0p(x(t)) + r(z,2)(t), et comme r(x,2)(t) € ext(F(t,z(t),2(t))), on obtient

—i(t) € 0p(2(t)) + ext(F(t,x(t), z(t))), pp.t €I, avec z(1) = 2(0) =0,

donc x(.) est une solution dans W' (I,R?) du probléme (Peui(r)).- [ |
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Chapitre 4 : Un Théoréme de densité entre l’ensemble des solutions du
probleme relaxé et probléme original

4.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous montrons que l’ensemble des solutions du probléeme

(Pea:t(F)) {
est dense dans ’ensemble des solution du probléme

Pe) { —i(t) € Dp(i(t)) + F(t, x(t), (1)), pp.sur [0,1],

—i(t) € 0p(x(t)) + ext(F(t,x(t),2(t))), p.p.sur [0,1],
z(1) = £(0) =0,

z(1) = #(0) = 0,

oil ¢ : R? — R est une fonction convexe, et F : [0,1] x R x R? = R? est une multi-

application & valeurs non vides convexes compactes, mesurable sur [0, 1] et Lipschitzienne
sur RY x R%.

4.2 THEOREME DE DENSITE

Posons I = [0, 1].

Théoréme 4.2.1 Soit ¢ : R — R une fonction conveze et F : I x R x R? = R? une

multi-application a valeurs non vides, convexes et compactes sataisfaisant les hypotheses
(H,) F est L(I) @ B(R?) @ B(R?)-mesurable ;

(Hs) il existe une fonction positive \(.) € L'(I,R), telle que
H(F(t2,y), F(t,2',y) < MOz — 2|+ ly = /I}), pp-t el

pour tout (z,2'), (y,y') € RY x R?;

(Hs) il existe une fonction non négative p(.) € L'(I,R) telle que

F(t,z,y) C p(t)Bga, pour tout (t,z,y) € I x R? x R?.

7 LMPA



Chapitre 4 : Un Théoréme de densité entre l’ensemble des solutions du
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Alors, l'ensemble des solutions S(Pegyr)) du probléeme (Peyy(ry) est dense dans l'ensemble
des solutions S(Pr) du probléeme (Pr) par rapport a la topologie de la convergence uni-
forme sur C*(I,R%).

Preuve.

On commence par montrer que S(Pr) C S(Tm(p))
Soit x(.) € S(Ppg). Alors par définition il existe f € S}p(w(.)’i(_)) et une application mesu-
rable g : I — R" avec g(t) € 0p(&(t)), Vt € I, telle que

—Z(t) = g(t)+ f(t) p.p.sur I (4.1)
et (1) = #(0) = 0, avec
o) = /0 Glt.9)itds et i) = [ %—f(t, §)i(s)ds (4.2)

Soit X C C'(I,R?) x C(I,R%) donné dans la preuve du Théoréme 3.3.2, qui est convexe
compact dans C'(I,R%) x C(I,R?%). Soit (y,7) € Xete> 0, on définit la multi-application
A, : I = R? par

AL(t) = { € F(t.y(t),9(1) : |17() — ol <e+ d(f<t>,F<t,y<t>,y<t>>> }

Remarquons par la définition de la borne inférieure que pour tout ¢t € I,

(o Flyg0)) = it ) - wll

weF (t,y(t),y

donc
Ve > 0,3v. € F(t,y(t),y(t)) : || f(t) —ve|]| <e+ d(f(t),F(t,y(t),y’(t))),

alors A.(.) est a valeurs non vides.

De plus, gph(A.) € £(I) ® B(RY).

En effet. On a

gph(A,) = {(t,v) ceIxR*:ve Ag(t)}

(t0) € TR € F(talt). (o) et 10) — ol <+ a 7o), Fle.oto).50) )

(t,v) eI xRY: v € F(t,y(t),?)(t))}

I
—— —

(L) € TxRE: (1) —of <c+ d(f(t), F(t,y@),y(t») }
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On pose, v : I x R? — R définie par

At 0) = () — o] - d(f<t>7F<t,y<t>,y<t>>),

nous avons
(0 Fev0.)) = int o) -l
< )~ ol Yo € (s u(0) 510,

c’est a dire (., .) est a valeurs positives, et donc

gph(A,) = {(t,v) cIxR:ve F(t,y(t),g)(t))} ﬂ {(t,v) eI xR :~(t,v) < 5}
= gph(F(,y(),5())) N0, .

Comme F' est mesurable et les applications ¢ — y(t), t — ¢(t) sont mesurables, alors par

le Théoreme 1.3.3, t — F(t,y(t),y(t)) est mesurable.

En suite, vu que £(I) est p-complete, par le Lemme 1.3.2, on conclut que gph (F (., y(.),9(.))) €
L(I) ® B(RY), et par le Lemme 1.3.1, on obtient la mesurabilté de la fonction distance

t— d<f(t), F(t,y(t),yj(t)). Par conséquent 7(.,.) est une application de Carathéodory

(i.e., mesurable par rapport a t et continue par rapport a z), donc par le Lemme 1.3.3,
v(.,.) est L£(I) ® B(R%)-mesurable, alors v7'(]0,¢[) € L(I) ® B(R?), on conclut que
ghp(A,) € L(I) @ B(RY).

Ainsi, par le Théoréme 1.3.2, on obtient une application mesurable u : I — R?, telle
que u(t) € A(t), Vt € 1.

Maintenant, on définit la multi-application G. : X = L' (1, Rd) par

C.(y,9) = {u € Shuogon : IFEH —ul®)] <<+ d(f<t>, F(t,y@),y'(t))), P sur f}.

Par ce qui précede, pour tout (y,7y) € /'/V\, G.(y,y) # 0. Par la Proposition 3.2.1, l'applica-
tion (y,9) — Ge(y,9) est s.c.i a valeurs non vides décomposables, donc (y, ) — G.(y, )
I’est aussi. On applique le Théoréme 3.2.5, nous obtenous une sélection continue g, : X —
LY(I,RY) de G.(.,.) ie., g-(y,5) € G-(y,9), pour tout (y,y) € X.

Alors, par la définition de G.(.,.) et 'hpothése (Hz), on a pour presque tout ¢t € [

1O = 0O < e+d(f<t>,F<t,y<t>,y<t>>)
< g+H<F<t,x<t>,r<t>>,F(t,y@),y:(t)))
< e (Hx@ g0l + () - y(t)H)
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D’apprés le Théoréme 3.2.7, il existe une sélection continue h, : X — L. (I, RY) telle que

he(y, y) € ext(G:(y, 9)) C ert(SE(y0)30) = Seat(Fiy)g0ns € 19:(,9) = he(y, 9)llw < e,
pour tout (y,y) € X.

Maintenant, soit €, | 0, quand n — 400, on pose pour tout n > 1, g.. = g, et
h, = he,. Suivant la preuve du Théoréme 3.3.2, on définit une application continue
q(.) = (pohy): X — X.On applique le Théoréme du point fixe de Schauder (Théoréme
1.3.6), on obtient (z,,d,) € X tel que (zp,in) = (p 0 hp)(Tn, &n), 1 > 1, ie., —in(t) €
0p(&n(t)) + hn(xp, T,)(t), p.p. sur I, avec x,(1) = ©,(0) =0, et

xza(t) = /OG(t,s)in(s)ds et @, (t) = i aa—c:(t,s)ftn(s)ds. (4.3)

D’oi, pour tout n > 1, il existe une application mesurable k,(.) tel que k,(t) € Op(i,(t))
et

—Zn(t) = ku(t) + hp(xn, 2,)(t), pp.t el (4.4)
Comme (z,(.), Z,(.)) C X , et X compact par extraction d’une sous suite qu’on note aussi
(2(.), (")), celle ci converge dans C' (I, R?) x C(I,R?) vers une application (Z(.),Z(.)) €

A~

X. Nous avons par les relations (4.1) et (4.4)

Ld s 0 —sP = <m@»—ﬂw@4w—¢@>

2dt
= {(Kalt) = Bl )0+ 900 + (0,200~ ()
— <gn(mn, T0)(t) = P (T, ) (), T (1) — :i“(t)>
b (0 = ka0 200) = 50 )+ (10 = g, 82)000) — 51 ),

et par la définition du sous-différentiel,

<ﬂ&y—¢@>+¢®@ﬂéw@%vy€Rd

<kn(t), z— fn(t)> +@(in(t) < p(2), V2R
En partculier, pour y = ,(t) et z = &(t), alors
(910)0(0) = 4(0)) + (5 (0) < plin(1)

et

</fn(t), #(t) — S'Un(t)> +p(@n(t) < @(i(t)).
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En additionnant ces deux derniéres inégalités, on obtient

<g(t) — kn(t), Ty (t) — 9‘c(t)> <0.

Par suite
5 80O < (0 0) O, 80)(0, 2 (0)00) )+ F(0) =0 ) 0 0)-(0) )

En intégrant entre 0 et ¢, et sachant que 4, (0) = ©(0) = 0, on obtient

310(0) = 20 < [ (0o 82)(5) = Bl )0, (5) = (5) st

/Ot <f(8) — Gn(Tn, ) (8), i (s) — x’(s)>ds,

Par la Proposition de Scorza-Dragoni (Proposition 3.2.2), étant donné € > 0, on peut
trouver un ensemble . C I, telle que A\(I\1.) < € et F/; ypixgre est H-continue.

On sait que ||gn(%n, Tn) — hn(Tn, Tn)l|lw < €n, alors quand n — 400, (gn(Tn,Tn) —
(T, i) — v 0 dans LL (1, RY). Comme (2, &) € K, danc (2,(t), &, (t)) € M;Bga x
M Bga, il est claire que hy, (2, 2,), gn (2, #,) € W, ou W = {f(.) € LY(I,R%) : f(t) €
F(t, MBra, M{Bga)}. On a

lgn(@n, T0)l] < |gn(Tn; n) = BT, T0) [ + | (T, T) [

= lim |[gn(@n, @)/l < Um [[hn (20, @) |lw
n—-+00 n—-+o00

et
[ha(@n, @)l < [hal@n, E0) = gn(@ns Bn)[lw + [|gn (T, T0) |0
= lim ||hy(zn, Tn)||w < lm ||gn (20, Tn)||w,
n—-4oo n—-+o0o
alors lir+n | gn(Tn, Tn)||w = 1iIJ£1 |hn (2, Tn)||w = I. Par la proposition 3.2.3, on conclut

que (gn(Tn,0n)) et (hn(z,,d,)) o(L', L®)-converge vers [ sur W, alors (g,(w,,d,) —
B (2, 32, ) )0 (LY, L°)-converge vers 0, i.e., Vz € L(I,RY),

<gn(xn,x'n)—hn(xn,9bn),z> ) (4.5)

On peut alors écrire
<gn(xmi:n)(-) = ho(@n, &) (), B () — :if(-)> = <gn(xn,i'n>(-) = ho(@n, &) (), B () — ?(-)>
+ <gn(a:n,j:n)(.) — (2, &0) (), Z() — :b(.)>.
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Par la relation (4.5), en posant z = Z(.) — @(.), on obtient

lim <gn(xn, ) () = ho(2, 20) (), 2(.) — j;(.)> =0

Cest & dire
Lim 01 <gn(:vn, Bn)(8) = P (T 30) (5), 2(5) — :ic(s)>ds =0.
D’autre part,
/0 1 <gn(a:n,j:n)(s) — (s ) (5), () — §(5)>ds
< /01 19 (s ) (5) = Fon (2 d2n) () [0 (5) — Z(5)| s
< W= Bl [ loaCo 2)(5) — (o 2) 5
< Ba =l [ (loaCon in) O + i) )i
< 2lli - 3o / o(s)ds
= 2[|&, —Zlcllplli — 0,

lorsque n — 4-00.

On conclut alors que

1
lim <gn(xn,:i:n)(s) — hp (2, @) (), T (s) — i(s)>ds — 0, quand n — +o0,
0

n—-+o00

or pour tout t € I,

/0 t <gn(:cn,:'cn>(s)—hn(xn, in)(8)7in(8)—x'(s)>ds < /0 1 <gn(xn,:tn)(s)—hn(xn,x'n)(s),x'n(s)—x'(s)>ds7

alors

/Ot <g”(x”’x.”)(8) — b (2, @0 ) (), Zn(s) — ¢(5)>d8 — 0 quand n — +o0.

Nous avons aussi par 'hpothése (H,) et le fait que f(t) € F(t,z(t),z(t)), p.p.t €1

/Ot <f(3) — Gu(@p, i) (), () — ¢(8)>d8

< [ 156) = gl lins) — i)l
</ t (204 (1060 Fls.20(6). 22090 ) ) () = st
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</ t (204 P ((Fo0(6) 060) Pl (31,0060 ) Vo) = o) s
<[ (0 + M lols) = o)+ i) = () ) () = 5 s,
D’ou

(0= SO17 < [l 82)(5) — )5 (s) = () s

+/0 <€n+k(8)(|\xn(8) — z(s)]| + [[&n(s) —fi'(S)H)>chn(8) — i(s)||ds

sachant que (,(.)), converge vers Z(.) dans C'(I,R?), en faisant tendre n — -+oco dans
cette derniére inégalité, nous obtenons par le Théoréme de la convergence dominée de

Lebesgue

310 = 401 < [ (N36) = a(6)] + 105) = 2D ) 1is) — (sl

Alors, par le Lemme 1.6.2, on obtient
. t t .
[Z(t) —&(8)]] < /0 A(s)[|Z(s) — 2(s)||ds +/0 A(s)[|Z(s) — @(s)l|ds

< [aeEe) - atsllas+ [ s ( [ 1) - srlar )as.

Par le Lemme 1.6.3, on onclut que |Z(t)—(t)|| < 0, p.p, c’est a dire Z(t) = @(t), p.p.t € I.
Les relations (4.2) et (4.3) assurent que z(.) = Z(.). Par conséquent =, — =z dans
C'(I, Rd) quand n — 4o0, sachant que x,(.) € S(Peyr)), n > 1, on conclut que
S(Pr) C S(Peat(r))-

Maintenant pour montrer que S(Pesry) C S(Pr), et comme S(Pegyr)) C S(Pr), il
suffit de montrer que S(Pr) est fermé dans C*(I, R?).
Soit (x,(.)) C S(Pr) telle que z,, — = € C'(I,R?), alors il existe h,(.) € F(.,z,(.), Zn(.)),
vérifiant —,,(t) € dp(i,(t)) + h,(t), donc ||h,(t)|| < p(t), YVt € I, i.e., (hy(.)) converge
c LY(I,RY), et ||in(t)|| < p1(t), donc (i,(.)) converge
faiblement vers une application £(.) € L'(I,R%).
Soit y(.) € L>(I,R), alors G(t,.)y(.) € L=(I,R?), et pour tout ¢ € I, nous avons

faiblement vers une application h(.

S ~—

lim (G(t,)Ea()y()) = lim (@0, G(t, Jy()

n—-+o0o n—-+o0o

= <€()’ G<tv )y()>
= (G(t,)€(), ()

?
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ie.,

lim 01 (G510 065) s = [ 1 (Gtt.s)e(s)0(0) s

n—-4o0o

en particulier pour y(.) = 1I(.)e;, avec (e;); une base de I'espace de dimension finie R?,

alors

i [ (G900 )is =t [ {06010 s

n—-+o0o n—-+00

1
= < lim / G(ta S)fli'n(S)dS,ej>
n—-+oo 0

- ([ ctsgns.e;). vs

1

lim z,(t) = lim G(t, s)En(s)ds

n—-+o0o n—oo Jq

-/ Gt 5)€(s)ds

Ce ci implique que

et par les mémes arguments

1
lim ,(t) = lim/ %(t,s)in(s)ds
0
G

n—-+00 n—o0
1
0
=/ -5 (1 8)8(s)ds
= (1),
ceci montre que #(.) = &(.) p.p. Nous concluons que la suite (2,(.),#,(.)) converge

vers (z(.),%(.)). D’autre part, on sait que F' est a valeurs convexes compactes et est
s.c.s sur R? en utilisant le Théoréme 1.3.5, on obtient h(t) € F(t,z(t),4(t)) p.p, et
comme —i,(t) — h,(t) € Op(i,(t)) et Jp(.) est a valeurs convexes, compactes et est
s.c.s sur RY, on obtient toujours par le Théoréme 1.3.5, —i(t) — h(t) € dp(i(t)), donc
—&(t) € dp((t)) + h(t) C Op(&(t)) + F(t,x(t),(t)), alors z(.) € S(Pr), ceci montre que
S(Pr) est fermé dans C'(I,R?). Par conséquent S(Pr) = S(Pei(r)) pour la topologie de
CH(I,R%).

Ceci achéve la démonstration. [ ]
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Nous étions intéressées aux problémes d’évolution pour une certaine classe d’inclusions
différentielles. L’inclusion en question est régie par le sous différentiel de Clarke ou au sens
de I'analyse convexe d’une fonction réguliére. Nous avons montré I’existence de solutions
pour le probléme original (perturbé par F') ainsi que l'existence de solutions pour un
probléme relaxé (perturbé par ext(F)).

Enfin, nous avons établi une propriété de densité entre les deux ensembles de solutions
de ces probléemes. Cette étude était réalisée dans le cadre d’un espace de dimension finie.

Dans les perspectives proches, nous allons essayer de généraliser ces résultats au cadre
Hilbertien. Dans les espaces de Banach, I’étude semble plus délicate vu la complexité de la
sous différentiabilité dans ces espaces, mais nécessite des essais du moins dans des espaces
de Banach particuliers comme par exemple les espaces L? qui jouient de quelques belles

propriétés, comme la réflexivité, séparabilité et I'uniforme lissité de leur norme.
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