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Introduction

La théorie de Galois classique est apparue afin de déterminer les équations polynomiales
résolubles par radicaux, I'idée centrale de cette théorie est d’associer a une telle équation son
groupe de Galois qui est le groupe d’automorphismes de son corps de décomposition .

La résolubilité par radicaux de I’équation P(X) = 0 ou P est un polynome irréductible est
alors liée a la résolubilité de ce groupe.

Une théorie analogue adaptée aux équations différentielles linéaires a été développée des la
fin de XTX®™ ciecle notament par Picard-Vessiot introduisant le groupe de Galois différentiel
associé a de telles équations.

L’étude de ce dernier permet de caractériser ces solutions. Une solution est dite liouvillienne
ou de Liouville si elle est élément d’une extension de Liouville elle est obtenue a partir des
coefficients de I’équation uniquement, a ’aide d’'un nombre fini d’intégrations, d’exponentielles
et de résolution d’équations algébriques. Cette appellation est adoptée en homage a Liouville
I'un de ceux qui contribuerent a sortir les travaux de Galois de I'oubli, il lui renvient le mérite
d’avoir découvert le critere de résolubilité de ces équations par les opérations élémentaires déja
citées.

L’existence de solutions Liouvilliennes et donc d’extensions de Liouville est liée fortement a
I’étude du groupe de Galois différentiel associé a ce genre d’équations c’est ce qui fera 1'objet
de ce travail.

Ce dernier est constitué de trois chapitres, dans le premier chapitre on trouve des notions de
base concernant les groupes résolubles, les anneaux les extensions de corps et quelques éléments
de la topologie de Zariski.

La deuxieme chapitre est une introduction a la théorie de Galois différentielle ot on trouve
des notions concernant les corps associées a un systeme différentiel linéaire d’ordre un et on
termine par les propriétés du groupe de Galois différentiel.

Le troisieme chapitre est consacré essentiellement aux extensions de Liouville. L’existence

de ces extensions est lieé fortement a la résolubilité du groupe de Galois associé.



TABLE DES MATIERES

Pour plus de détails sur cette théorie qui passe meéme en caractéristique positive, aux
équations nonlinéaires ainsi qu’aux equations aux différences et en théorie des nombres on

peut se référer a [1],[8],[9], [10],[12],[14] et [15].



Chapitre 1
Résultats Préliminaires

Ce chapitre est consacré essentielement aux notions de bases sur les groupes résolubles, les

anneaux et les extension de corps.

1.1 Définitions et Premieres Propriétés

1.1.1 Groupes résolubles

Définition 1.1.1
Soit (G,.) un groupe. Un sous groupe H de G est dit normal dans G et on note H <G
siona:Vae€G:aHat=H.

Définition 1.1.2
Soit S une partie non vide de G, on appelle sous groupe engendré par S
et on note < S > l'ensemble {z'x5* ... 20" /n € N z; € S, oy = £1; 1 <1 < n}, c’est le plus

petit sous groupe de G contenant S.

Définition 1.1.3
Soient x,y deuz éléments dans G, on appelle commutateur de x et y l’élément xyxz~ y~' qu’on

note [z, y].

Lemme 1.1.1

Soient x,y,z € G. Alors on a :

1 1 1

oyl =2l alryle = w2y
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Démonstration.
[, y] 7t = (eya~ly ™) = (y ) @) Ty e

=yzy 'zt = [y, 2.

et

zlz,ylz™t = zlzyr Ty = zee T zyz Tz T T Y

= (zoz N (zyz Y (zzz ) ey ) !

= [zwz7t, 2yz Y.

Définition 1.1.4
Le sous groupe de G engendré par la partie S = {xyxz—'y~/x,y € G} est appelé le groupe des

commutateurs ou le groupe derié de G et est noté G .

Exemple 1.1.1
Soit G = GLy(R) le groupe des matrice inversibles a coefficients réels.

Tout élément de G est le produit des [A, B] ou A, B € GLy(R), on a [A, B] = A"'B~'AB donc :

det([A, B]) = det(A"' B~ AB)

det(A

det(A™1).det(B™Y).det(A).det(B)
1 1

det(A) det(B)’

done G’ C {A € GLy(R); det(A) =1} = SLy(R).

1l nous faut maintenant considérer l’'inclusion inverse. Notons premiérement que nous avons la

det(A).det(B) = 1.

factorisation (décomposition de Twasawa [4]) :

a —cC (ab+cd)
v <a b > _ ( = e )( VaZ+e 0 )( 1 G >
¢ d \/aQCJch \/a2a+02 0 \/a;? 0 1

Si ad — be = 1. Cette expression est obtenue en considérant les colonnes de M comme des

vecteurs de R? et en utilisant ’algorithme de Gram-Schmidt nous pouvons déterminer une base



1.1. Définitions et Premieres Propriétés

orthonormale. Celle-ci nous donne les colonnes de la premiére matrice dans la factorisation.

Nous pouvons remarquer que

a —c 2] —sin(60
( Va2t Vaite > _ ( cos(6)  —sin(0) ) pourd € [0, 2x];

S sin(9)  cos(6)

(/7+ 0 ) <a 0) *
= poura € R7;
0

1 -1
Va2+c? 0 «a

1 ab+cd 1
atte? | — p pourf € R.
0 1 0 1

Ce qui précéde montre que SLo(R) par l’ensemble des matrices

cos(0) —sin(0) a 0 1 p
sin(0)  cos(6) 0 at 0 1

Ou 0 € [0,2r],a € R et f € R. Il nous suffit donc de montrer chacune de matrices peut

s’écrire comme un commutateur d’éléments de GL2(R). On a :

( cos(0) —sin(0) ) _ ( cos(0/2)  sin(6/2) >_ < 01 >_

sin(0)  cos(0) —sin(0/2) cos(0/2) 10
cos(0/2)  sin(0/2) 0 1
—sin(0/2) cos(0/2) 10

-1 -1

o)) () o)
R N RG]

De tout ceci, nous obtenons que SLy(R) C G'. Donc SLy(R) = (GLy(R)).

Proposition 1.1.2

Soient G un groupe et G le groupe des commutateurs . On a alors :
(1) G est le plus petit sous-groupe normal de G.

(2) Le groupe quotient G/G " est commutatif.

(3) G est commutatif si et seulement si G = {e}.
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Définition 1.1.5
On dit que G est résoluble s’il existe une chaine de sous groupes

Go=G2G D ... G, ={e} tel que Vi = 1,m, G;y1 normal dans G; et G;/G;1 commutatif.

Définition 1.1.6
On appelle série dérivée de G la série G OGN D GP D .. ou GO =G et GIHD = (GOY

La longueur de la série dérivée de G est le plus petit entier m tel que G™ = {e}

Théoréme 1.1.3

G est résoluble si et seulement si la série dérivée de G a une longeur finie

Proposition 1.1.4
Le sous groupe d’un groupe résoluble est résoluble et ['tmage d’un groupe résoluble par un

homomorphisme de groupes est un groupe résoluble

1.1.2 Anneaux et Corps

Soit A un anneau commutatif d’éléments neutres 0 et 1.

Définition 1.1.7
La caractéristique de l'anneau A est le plus petit entier n € N verifiant n.1 =0 ou

nl=1+1+...+1

Lemme 1.1.5

La caractéristique d’un corps est soit nulle, soit égale a un nombre premier.

Exemple 1.1.2
— 7Z,Q,R,C sont de caractéristique 0.

— Z/nZ de caractéristique n.

Définition 1.1.8
Un élément x € A est inversible s’il existe y € A tel que xy = yx = 1. Les éléments inversibles

de A forment un groupe appellé le groupe des unités de A noté U(A).

Définition 1.1.9
Un élément x dans A est dit premier si x # 0 et x ¢ U(A) et si pour tout produit a.b divisible

par x, l'un des deuz facteurs a ou b est divisible par x.
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Définition 1.1.10
Un élément x dans A est dit irréductible si x # 0 et x ¢ U(A) et si pour tout a,b € A :
r=ab=acUA)VbeU(A)

Lemme 1.1.6

St A est intégre, on a : x est premier => x est irréductible.

Démonstration.

Supposons que x est premier donc x # 0 et = ¢ U(A).
Soint a,b € A tels que : r=a.b...(x)

(%) — (2 divise a) V (z divise b)

= (Fd €A ;a=zd)v(I €A ;b=2zl)

— (Fd' €A ;x=zdb)Vv (T €A ; z=axl)
— (Fd €A ;z(1-db)=0)Vv @ €A ;z(l—ab)=0)
= (1-d'b)=0)V ((1—ab)=0)

= becU(A)VacU(A).

Définition 1.1.11

Un idéal d’un anneau commutatif A est un sous ensemble I C A tel que :
(i) I est un sous groupe de (A,+)

(ti)Veel,ac A:ax el .

Proposition 1.1.7
Soit I un idéal de A; ona:1=A<=3Jzxel /zecU(A).

Proposition 1.1.8
A est un corps <= les seuls idéauz de A sont {0} et A.

Lemme 1.1.9
St I un idéal de A alors :
VI=1{a€ A;In € N* a" € I} est un idéal de A, appelé lidéal radical de 1.
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Définition 1.1.12

Un élément x € A est dit nilpotent s’il existe n € N* tel que x™ = 0. L’ensemble des éléments

nilpotents de A est l'idéal \/{0}.

Définition 1.1.13
Pour tout x € A, l'ensemble xA = {xa : a € A} est un idéal de A, appelé l’idéal principal

engendré par x.

Définition 1.1.14
L’anneau commutatif A est dit principal si A est intégre et si tout idéal de A est un idéal

principal.

Exemple 1.1.3

Si K est un corps commutatif, K[ X] est un anneau principal.

En effet : soit I un idéal de K[X] et P € I non nul de dégré minimum

OnaP el donc< P>CI.

Soit Q) € I, par division euclidienne on a, Q = SP + R avec d°(R) < d°(P) ou R=0.
Sid°(R) < d°(P), comme R=Q — SP € I ceci mene a une contradiction, donc R =0 et donc
Q=PSe<P>etl=<P>.

Définition 1.1.15

Un idéal P de A est dit premier si :

(1) P# A

(ti)Ve,y€ A: zye P—x € PVycP.

Définition 1.1.16

Un idéal M de A est dit mazximal si :

(i) M # A

(17) pour tout idéal JC A: M CJ=— J=AVJ=M.

Exemple 1.1.4

Lidéal I ={f € C(R,R); f(0) =0} de C(R,R) est un idéal mazimal .

En effet : soit J idéal de C(R,R) tel que I C J.

Soit g € J — 1 donc g(0) # 0 on a la fonction g — g(0) s’annule en 0 donc g — g(0) € I T J
on a aussi g(0) =g — (g — g(0) € J et g(0) est inversible dans C(R,R)

donc J =C(R,R)

10
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Définition 1.1.17

Soit A et B deuxr anneauzx, on appelle morphisme d’anneauz toute application f : A — B
veérifiant :

o flzty) = flz)+ f(y), Yo,y € A.

o flay) = f(@)f(y), Yo,y € A.

o f(1y) =1p.

Remarque 1.1.1
Soit f : A — B un morphisme d’anneauz. Le noyau de f, ker(f) ={a € A, f(a) =0} est un
idéal de A.

Remarque 1.1.2
Si A, B sont des corps et si f: A — B est un morphisme d’anneauz, alors f est injectif.

En effet : on a f(14) = 1p donc f # 0= ker(f) # A= ker(f) = {0} car A est un corps.

Théoreme 1.1.10
Pour tout idéal I de A, le quotient A/I est un anneau commutatif, et la surjection canonique

w: A— A/I est un morphisme d’anneauz .

Proposition 1.1.11

Soit I un idéal de A :

(1) I est premier <= A/I est un anneau intégre.
(2) I est mazimal <= A/I est un corps.

Définition 1.1.18
On dit qu’un anneau A est noethérien si tout idéal de A est engendré par un nombre fini

d’éléments.

Théoréme 1.1.12

Tout anneau principal est noethérien.

Proposition 1.1.13

A est noethérien <= toute suite croissante d’ideaux Io C ... C I, C ... est stationnaire .

Exemple 1.1.5
Si K est un corps, alors K[Xy,...,X,] est noethérien.

11
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1.1.3 Produit tensoriel

Théoreme 1.1.14
Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un corps commutatif K.

1l existe un K -espace vectoriel, noté £ ® F', et une application bilinéaire
0:EXF—EQF; p(x,y) —> xRy

et pour toute application bilinéaire v : E X F — F, il existe une et une seule application
linéaire f : EQ F — F telle que : ¢ = f o .

Le espace E2 @ F' est unique a isomorphisme pres.

Définition 1.1.19
Le K -espace vectoriel E® F' est appelé le produit tensoriel de E et F, et x @ y appelé le produit

tensoriel de x et y.

Proposition 1.1.15

S1 E et F sont de dimension finie n, m respectivement , alors :
dim(E ® F) = dim(E) x dim(F) = nm

et Si{e;; 1 < i < n}et{f;; 1 <j<m} sont respectivement des bases de E et F, alors
{e; ® f;; 1 <i<n, 1<j<m} est une base de E ® F.

1.1.4 K-Algebres

Définition 1.1.20

Soient K un corps commutatif et E un ensemble muni de deux lois internes + et X, et une loi
externe (.) sur K Alors (E,+, x,.) est une K-algébre ssi :

o(E,+,.) est un K-espase vectoriel.

e La loi X est distributive sur + :

(r+y)Xz=xXxXz+4+yxz Vr,y,z € E.

e La loi X est associative :

(xxy)xz=xx(yxz);Vr,y,z € E

e(\x)xy=xx(Ay)=A(rxy); Ve,ye B; VAe K

Définition 1.1.21
Une K-algebre E est dite de type fini s’il existe un nombre fini d’éléments x1,...,x, de E

tels que : E = K[xy,...,1,).

12
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Proposition 1.1.16

e Tout quotient d’une K-algebre de type fini par un idéal est une K-algebre de type fini.

e Pour toute K-algebre de type fini Ey et Es, le produit tensoriel By Qi Fo est une K-algébre
de type fini.

1.1.5 Topologie de Zariski
Soit K un corps commutatif.

Définition 1.1.22
Soit K[ X1, ..., X,] Uanneau des polynomes a n indeterminées X1, ..., X, et soit P € K[Xy,..., X,].
La fonction P : K™ — K ; (x1,...,x,) — P(21,...,2,) est appelée la fonction polynomiale

associée a P.

Définition 1.1.23
Soit J une famille de fonctions polynomiales définies sur K™.

L’ensemble V(J) = {x € K™; P(x) = 0; P € J} est appelé l'ensemble des zéros de J.

Proposition 1.1.17

Soient Jy, Jy deuz familles de fonctions polynomiales .
1— si Jy C Jy alors V(Jo) C V(Jy).
2-V(J)UV(Jy) =V(J.J2) et "V (J;) = V(U )

Définition 1.1.24

Siot U C K™, U est dit algébrique sil existe une famille de fonctions polynomiales J telle que :
U=V(J).

Exemple 1.1.6

N0=v({1}),  E"=V{0})
2) Soit J = {X* —2}.

Si K =C, V(J)={£v2,+iv2}.
Si K =R, V(J)={£v2}.

Si K =Q, V(J)=0.

Proposition 1.1.18
Soient Uy, Uy deux ensembles algébriques de K™. On a N;U; et Uy U Uy sont algébriques.

13
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Démonstration.

(U;)ier algébriques = 3 (J;);e; familles de fonctions telles que U; = V' (J;)

D’apré la proposition 1.1.17 : N,V (J;) = V (U, J;)

U, Uy algébriques = 3 Ji, J, deux familles de fonctions telles que Uy = V' (J;) et Uy = V (Jp).
D’apré la proposition 1.1.17 : UyUUs = V (J1)UV (Jy) = V(Jy.Js). n
Définition 1.1.25

On appelle Topologie de Zariski T sur K™ la topologie qui prend comme fermés les sous-

ensembles algébriques de K", qu’on appelle aussi fermés de Zariski.

Les ouverts pour cette topologie sont les complémentaires des fermés.

Proposition 1.1.19
Pour toute suite décroissante de fermés Xo D X1 D ... D X, D ..., il existe ky € N tel que
Xi = Xk, Vi > ko. On dit que la suite Xo D X7 D ... D X,, D ..., est stationnaire

Démonstration.

K[Xy,...,X,] est noethérien, I(X;) est stationnaire donc (X;); est stationnaire, I(X;) designe
Iidéal de K[Xi,..., X, défini par : I(X;) = {P € K[X,,...,X,] / P(x) =0Vz € X;}. m
Définition 1.1.26

Soit F' un fermé de Zariski. On dit qu’il est irreductible s’il n’est pas réunion de deux fermés
de Zarisksi.

Exemple 1.1.7
Soit P(x,y) = x* — y?. Alors V({P}) = V({z — y}) UV({z + y}), donc V({P}) n'est pas

irreductible.

Proposition 1.1.20
Soit F'€ K™ un fermé de Zariski.

Fest irréductible <= l'idéal I(F) est premier.

Définition 1.1.27
Soit (T, T) un espace topologique. La composante irréductible est la plus grande partie irréductible
de T.

Définition 1.1.28
Soit G un sous groupe de GL(n, K), on dit que G est un groupe algébrique si G est un sous-

ensemble fermé pour la topologie de Zariski de GL(n, K).

14
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Définition 1.1.29
Soit G un groupe algébrique, et soit Id la matrice identité de G. On appelle composante connexe

de Uidentité de G et on note G° la composante irréductible de G qui contient Id.

Proposition 1.1.21

Pour tout groupe algébrique G, il existe une seule composante connexe de l’identité de GG.

Lemme 1.1.22
Soient A, B € GL(n, K). Les applications de GL(n, K) dans GL(n,K); A A7,
A— AB, A+~ B.A, A—— AB.A™" et A—— B.A.B~" sont des applications algébriques,

donc elles sont continues, et leurs inverses sont continues, elles sont donc des homéomorphismes.

Lemme 1.1.23

La composante connexe de l'identité G° d’un groupe algébrique G est un sous-groupe algébrique,
normal dans G, et lindice [G : G°] de G° dans G est fini. Les composantes connexes de G sont
les classes G/G°.

Démonstration.

L’image de GY par I'homéomorphisme A — A~! de G est une composante irreéductible de G
qui contient I'identité, donc (G°)~! = G°. Soit B € G, I'image de G° par ’homéomorphisme
A —— A.B est une composante irréductible de G qui contient l'identité, donc G°.G° = G°,
alors G° est un sous-groupe de G.

Le groupe G est fermé pour la topologie de Zariski, car c’est une composante irréductible,
donc G est un sous-groupe linéaire algebrique.

Soit B € G, I'image de G° par I’homéomorphisme A — A.B.A™! est aussi irréductible, donc
G° = B.G°.B7!, donc G° normal dans G.

L’image de G° par I'homéomorphisme A —— B.A, est une composante irreductible de G.
Puisque le nombre des composantes connexes de G est fini, I'indice de G° dans G est fini.
L’ensemble B.G° est une composante irréductible de G. Alors les composantes irreductibles de

G sont les classes G/G°. ]

Lemme 1.1.24
Soit H un sous- groupe algébrique d’un groupe algébrique G tel que le nombre de classes a droite

de G/H fini. Alors H =G.
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1.2. Extensions

1.2 Extensions

1.2.1 Extension de corps

Définition 1.2.1
Soit K un corps. On appelle extension du corps K, toute paire (L,p) ou L est un corps et

@ : K — L un morphisme de corps, cette extension est notée K C L.

Remarque 1.2.1
Le morphisme @ est injectif et permet d’identifier K d un sous-corps de L et L a une structure

de K-espace vectoriel; La dimension de L sur K si elle est finie est notée dimy(L).

Définition 1.2.2
Soit K C L. une extension de corps.
On appelle degré de 'extension K C L. la dimension dimg(L). On note ce nombre [K : L], si

[K : L] < +o0, on dit que K C L est de degré fini sur K.

Proposition 1.2.1
Soient M un corps, L un sous-corps de M, K un sous-corps de L. Alors si {ky,...,k,} est une
base de L sur K et {l1,...,l,} est une base de M sur L, la famille {(k;l;) : i =1,n,5 = 1,m}

est une base de M sur K.

Démonstration.
Nous allons montrer que la famille {(k;l;) : @ = 1,n,j = 1,m} est une base du K-espace
vectoriel M.
Cette famille est génératrice :
Soit y un élément de M, Comme la famille {ly,...,[,,} est génératrice, il existe des a; € L
tels que y = Z;n:l a;l; et Comme la famille {ky,...,k,} est génératrice, il existe pour chaque

j=1,mdes §;; € K tels que a;j = > | B; jk;, On a donc

y=> (D Biski)li = Bigkil;.
=1 i

i=1 j=

Cette famille est libre :
Supposons la relation Z” Bi kil =0 avec B;; € K on a:

0= Z Bi kil = Z (Z Bi ki)l
i,J J i=1

1

16



1.2. Extensions

Comme la famille (1) est libre on a :

j=1lm

ZBZ,J/{?ZZO ijl,m
=1

Comme la famille (k;) est libre on a :

i=1n

ﬁi’jzo VZ:LH,V]:l,m

Corollaire 1.2.2
St L C M et K CL telles que L de degré fini sur K et M de degré fini sur L, alors M est de
degré fini sur K et on a [M : K] =[M : L].[L: K].

Démonstration. D’apré la proposition présédent on a :
(M : K] = Card({kil; : i =1,n,j = 1,m}) = Card({ki, ..., k. })Card({ly,...,ln})

=I[L: K|[M: L]

1.2.2 Extension algébrique

Définition 1.2.3
Soit K C L une extension et a € L, a est dit algébrique sur K s’il existe un polynome non nul

P e K[X] tel que P(a) =0, sinon a est dit transcandant.

Définition 1.2.4
Soit K C L une extension ,si tout élément de L est algébrique sur K, on dit que K C L est

une extension algébrique.

Proposition 1.2.3

Soitent K C L une extension de corps et a € L un élément algébrique.

On définit un morphisme d’anneauz ¢ : K[ X| — L; g +— q(a), on a alors :

(1) ¢ n’est pas injectif

(1) Il eziste un unique polynome unitaire P, de degré minimal vérifiant P,(a) = 0 Ce polynome
est irréductible et on a ker(p) =< P, > .

Le polynome P, est appelé le polynome minimal de a

17
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Démonstration.

(1) Supposons que a est algébrique sur K alors il existe un polynéome non nul P € K[X] tel
que P(a) =0, on a ¢(P) =0 donc P € ker(yp) donc ker(p) # {0} alors ¢ non injectif

(17) Soit P, € ker(y) de dégre minimal et soit @ € ker(y) par la division eucludienne de @ et
P,, 3SR € K[X] tels que Q@ = SP, + R avec R=0ou d°R < d°P,

Sid°R < d°P,,ona R=Q — SP, et R(a) = 0 donne R € Ker(p) absurde et donc R = 0,
Q = SP, et donc ker(p) =< P, >

Supposons que 3 Py, P, € K[X] tels que P, = P,.P;, donc d°P, < d°P, et d°Py < d°P, on a :
P,(a) = Pi(a).Py(a) = 0 donc Py(a) =0 ou Py(a) = 0 absurde avec d°P; < d°P,; i = 1,2 donc
P, irréductible.

Soit @ € K[X] unitaire de degré minimal tel que Q(a) =0.si Q—P #0ona (Q — B,)(a) =0
avec d°(Q — P,) < d°P, absurde, donc P, unique. [ ]

Définition 1.2.5
On appelle degré de a sur K le degré de P, noté degr(a)

Exemple 1.2.1
a € K <= degk(a) =1
2)dega(v2) =2

Définition 1.2.6

1) Sioent K C L et A une partie de L .l’extension engendreé par A est la plus petit extension
de K contenant A et contenue dans L, On la note K(A).

2) Si A={ai,as,...,ar}, k € N* on note K(A) = K(ay,as,...,a;) et on a :

K(A) = {fiate=tid § T € K[X] et T(ay, as, ..., a) # 0}

T(a1,a2,...,.a

Exemple 1.2.2

Soit A = {a}, K(a) = {;EZ?;S,T € K[X] et T(a) # 0} est le plus petit sous-corps de L

contenant K et a.

Corollaire 1.2.4
Soient K C L une extension et a € L, et soit K[a] = {q(a);q € K[X]} le plus petit sous anneau
de L contenant K est a.

Si a algébrique sur K ,alors Kla] = K(a) et Kla] est une extension de K de degré fini et
[Kla] : K] = degx(a).

18
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Démonstration.

Soit a € L algébrique de polynéome minimal p,
On a Kla] C K(a)

Montrons que K(a) C Klal

Soit z € K(a) donc 3 p,q € K[X] tel que z = f;g—z avec ¢(a) # 0 donc PGCD(p,,q) = 1 alors

Nl Nz

Ju,v € K[X] tel que u.p, +v.g=1on a

u(a).pa(a)+v(a).qa) = 1 = q(a).v(a) = 1 = p(a).q(a).v(a) = p(a) = p(a).v(a) = == = 2

donc z € K|a| alors K[a| = K(a)

Soit z = T'(a) € Klal, il existe q,r € K[X] tels que T' = p,q + 7 et tel que d°r < d°p, Vr =0
et donc z = T'(a) = r(a)

Sionposer =ap+a; X +...+a,1 X" Lia; € K,n=dp,

On aurit 2 = ag + aja + ... + a,_1a"' donc {1,a,...,a" '} est une partie generatrice du
K-espace vectoriel Klal.

Montrons que {1,a,...,a" 1} est libre.

Soient Ao, ..., 1 € K tels que Ao+ \ia" 1 4.+ 10 = 0.

S’il existe 49 = 0,n — 1 tel que \;, # 0, le polynome S = A\g+ A\ X" 1+ ...+ A\, X" ! est non
nul appartient & K[X] et verifie S(a) = 0 avec d°S < d°p, absurde. D'ou \; = 0Vi =0,n — 1

et donc {1,a,...,a" 1} est libre. n

Proposition 1.2.5

Toute extension de degré fini est algébrique.

Démonstration.

Soit K C L de degré fini et soit a € L, La famille {1, a,...,a"} est liée dans L, donc il existe
des éléments non tous nuls ag, ..., o, € K tel que ag+ ...+ a,a™ =0

Le polynome P(X) = ag+...+a, X" € K[X]; P # 0 et P s’annule en a. donc a est algébrique

sur K. -

Corollaire 1.2.6

Le ensemble K des éléments de L algébriques sur K est une extension de K.

Démonstration.
Soient a,b € K on a, a.b,a + b et a~* dans K (a,b) qui est de degré fini, donc algébrique .

Alors a.b,a+b,a~! sont algébriques sur K donc K C K est uneextension de K. [
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Corollaire 1.2.7
Soient A, B deux parties de L. Alors on a :
K(AUB)=K(A)(B)

Théoreme 1.2.8
Soit K C L une extension de corps. Alors L est de degré fini si et seulement s’il existe

T1,..., T, € L, algébriques sur K, tels que L = K(xq,...,2,).

Démonstration.

Si L est de degré fini, alors elle est algébrique.

Soient xq,...,x, € L, une base de L sur K, les x; sont tous algébriques sur K et
L=K(zy,...,z,).
Réciproquement, si L = K(z1,...,z,), avec tous les x; algébriques sur K, montrons que L est

de degré fini.

Procédons par récurrence sur n :

Le cas n = 1 a partir de corollaire 1.2.4 L est de degré fini.

Supposons la propriété vraie pour une valeur de n.

d’aprés le corolaire 1.2.7, K(z1,...,2p1) = K(z1,...,2,)(Tp41)

Ainsi, x,,1, étant algébrique sur K, est algébrique sur K(xy,...,z,), donc d’apres corollaire
1.24 K(x1,...,2,) C K(x1,..., 2y, Tny1) est de degré fini ainsi que K C K (x4, ..., z,) par hy-
pothese de récurrence, et la formule de multiplicativité des degrés donne K C K (1, ..., Tp, Tni1)

est de degré fini. m

Proposition 1.2.9
Soit K C L une extension algébrique de K et K C M wune extension de K.
(1) Un élément x € M est algébrique sur K si et seulement si x est algébrique sur L.

(1) M est une extension algébrique sur K si et seulement si M est une extension algébrique
de L.

1.2.3 Corps de rupture

Définition 1.2.7
Soit P un polynome irréductible de K[X].

On dit qu’une extension L de K est un corps de rupture pour P sur K s’il existe une racine a

de P dans L telle que L = K]|a.
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Théoreme 1.2.10
Pour tout polynome irréductible P € K[X], il existe un corps de rupture L. De plus si L est

un autre corps de rupture pour P alors L et L' sont K -isomorphismes.

Démonstration.

Comme P est irréductible, L = K[X]/ < P > est un corps. C’est une extension de K car
'application ¢ : K — L; A — X est un morphisme de corps.

Si on prend pour a la classe de X dans K[X]/ < P >, on a P(a) =0 et L = K[a], donc L est
un corps de rupture pour P sur K. D’ou l'existence.

Si L' est un corps de rupture pour P sur K, soit @' avec L' = K|a'] et P(a’) = 0.

Alors I'application ¢ : K[X] — L'; Q —— Q(a') est surjective, ker¢p =< P > car ker¢
contient P avec P irréductible .

On a K[X]/ker¢ ~ K[a'] donc L = K[X]/ < P >~ L' m

1.2.4 Corps de décomposition

Définition 1.2.8
Soient K un corps et P € K[X]. On dit qu’une extension K C L est un corps de décomposition

pour P sur K si L est engendré par les racines de P sur L.

Exemple 1.2.3
e Le corps C est un corps de décomposition sur R pour le polynome X? + 1.

e Le corps @W] est un corps de décomposition sur Q pour le polynome X? — 1.

Théoréeme 1.2.11

Tout polynéme non nul P de K[X] posséde un corps de décomposition.

Démonstration.

Montrer par récurrence sur le degré n de P

Sin =1 alors K est un corps de décomposition pour P sur K

Supposons le théoreme vrai pour tout polynome de degré < n et démontrons pour les polynomes
de degré n

on a il existe une extension L de K contenant une racine a de P donc P = (X — a)Q(X) avec

deg() = n — 1, L’hypothese de récurrence nous permet de trouver un corps de décomposition

K pour Q(X) alors
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dans K;[X], et donc

n—1 n—1
PX) = (X — ) [J(X —a) = [J(X ~ )
i=1 =0
dans Ki[a|[X] ou ag = a.
donc K;[a][X] est un corps de décomposition pour P sur K. [

Corollaire 1.2.12
Soit L, L' deux corps de décomposision de P sur K. Alors il existe un isomorphisme de L sur

L.

1.2.5 Cloture algébrique

Définition 1.2.9
Un corps commutatif K est dit algébriguement clos si tout polynome a coefficients dans K,
admet (au moins) une racine dans K.

c’est un corps qui n’a pas d’extension algébrique propre.

Définition 1.2.10
Une cloture algébrique d’un corps commutatif K est une extension algébrique L de K algébriquement

close.

Théoréme 1.2.13 (Lie kolchin) [3/
Soient C' un corps algébriquement clos et G C GL(n,C') un groupe résoluble, alors il existe une

base {v1,...,v,} de C-espace vectoriel C™ lelle que :

pour tout \;; € C;1<4,57<n,et AcG.

1.2.6 Théoreme de I’élément primitif

Lemme 1.2.14
Soit K C L une extension, avec K de caractéristequr nulle et x € L algébrique sur K de

polynome minimal P, € K[X|. Alors x est racine simple de P,.

Démonstration.
Soit # € L un racine multiple de P,. Alors le polynome derivé P, # 0 verifie
P!/(z) =0et d°P, < d°P,, absurde. n
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Théoreme 1.2.15
Soit K C L une extension de degré fini ou K est de caractéristique nulle. Alors, il existe a € L

tel que L = K(a).

Démonstration.

Comme L de degré fini alors elle est engendrée par un nombre fini d’éléments algébriques

On suppose que L = K|[z,y|, on cherche a = x + ty avec t € K

soient P le polynom minimal de z et ) le polynom minimal de y, P et () se décomposent sur
leur corps de décomposition :

P=J[X-a). Q) =][X-35)

i=1 j=1

avecay =z et f1 =y
Puisque P et () sont irréductibles sur K de caractéristique nulle, leurs racines sont simples donc

les «; et les 3; sont deux a deux distincts

r—q;

comme K est infini,on peut trouver t € K tel que t -
J

pour tout ¢ et j # 1
posant a = x + ty, on a :

Pla—ty) = P(z) =0,

les polynomes Q(X) et P(a—tX) dans K[X] ont donc une unique racine commune a savoir y et
leur pged est ainsi X —y irréductible est le polynéme minimal de y sur K (a) donc y € K (a), mais
r =a—ty € K(a)donc L = K(a). u

1.2.7 Extensions normales et galoisiennes

Définition 1.2.11
Soitent K C Ly, K C Ly deuz extensions de K contenues dans C . On appelle K -homomorphisme
de Ly dans Lo un homomorphisme d’anneauz ¢ : Ly — Lo qui est lidentité sur K.

Un K-automorphisme de L est un automorphisme de corps L — L qui est l'identité sur K.

Définition 1.2.12

Soit K un corps et P € K[X] un polynome irréductible.

(1) On dit que P est séparable si P ne posséde que des racines simples dans K.

(17) Un élément algébrique a d’une extension K C L est dit séparable, si P, est un polyndéme
séparable.

(7i1) Une extension algébrique K C L est dite séparable si tous les éléments de L sont séparables.
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Définition 1.2.13
Soit P € K[X] et a une racine de P, on appelle conjugué de a toute racine de P.

Définition 1.2.14
On dit qu’une extension algébrique K C N est normale si les conjugués de tous les éléments de
N sont dans N.

Proposition 1.2.16
Si K est de caractéristique zéro et si K C N est une extension on a alors :

K C N normal <= tout K-homomorphisme est un K- automorphisme.

Proposition 1.2.17
Soient K C L et L C M deux extensions algébriques. St K C M est normale, alors L C M est

normale.

Démonstration. Si b est un conjugué sur K d’un élément a € M, alors c¢’est aussi un conjugué

sur L, car le polynome minimal de a dans L divise le polynome minimal de a dans K. ]

Définition 1.2.15

Une extension algébrique K C L est dite galoisienne, si elle est normale et séparable.

1.3 Groupe de Galois d’une extension

Définition 1.3.1
Soit K C L une extension de corps. Le groupe de Galois Gal(L/K) est le groupe des

K -automorphismes de L.

Proposition 1.3.1

Si K C L une extension algébrique de degré fini. Alors :

(i) |Gal(L/K))| < [L : K]

(17) |Gal(L/K)| = [L : K| si et seulement si l’extension K C L est normale.

Proposition 1.3.2
Soit K C L une extension de corps et soit H un sous-groupe de Gal(L/K) l’ensemble
M=IL"={zxeL; plx)=xVp e H} est une extension de K contenue dans L.
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Démonstration.

Monrons que L = M est un sous corps de L

(1) (M, +) un groupe, on a :

i)Yo € H, p(0) =0 donc 0, € M

i1) soient x,y € M donc Yy € H,p(x) = z;¢(y) =y on a :
ex+y)=p(r)+ely) =x+y donc x +y € M.

i1i) soit x € M donc Vo € H;p(x) =z on a :

0=gp(x+(—x)) =p(x)+ ¢(—z) donc p(—x) = —p(z) = —x donc —x € M
(2) soient z,y € M donc Vo € H,p(x) =z;¢(y) =y on a:

p(zy) = p(x)p(y) = zy donc xy € M.

(3) ona Vyp € H, (1) =1, donc 1, € M

(4) soit . € M — {0} donc Vyp € Hp(z) =x on a:

1=p(ra™t) =p@)e(x™") donc p(xz™t) = (p(z))~! =27 donc 271 € M.

donc M est un sous corps de L donc K C M est une extension . [
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Chapitre 2

Algebre Différentiel

Ce chapitre est une introduction a la théorie de Galois différentiel ou on trouve des éléments
concernant les corps différentiels, qui nous seront utiles pour introduire une extension de Picard-
Vessiot associée a un systeme différentiel linéaire d’ordre un, qui a son tour nous permet de

définir le groupe de Galois différentiel.

2.1 Rappels sur ’algebre différentiel

2.1.1 Anneaux et Corps différentiel

Définition 2.1.1

Un anneau différentiel (A,0) est un anneau commutatif A muni d’une dérivation 6 : A — A
vérifiant :

(i)0(a +b) =6(a) +6(b), Va,be A

(i7) 6(ab) = 6(a)b+ d(b)a, Ya,b e A

Dans le cas ot A est un corps , (A,0) est appelé corps différentiel.

Définition 2.1.2
Un idéal I d’un anneau différentiel A est dit idéal différentiel s’il est stable par la dérevation 9,

c’est a dire si 6(1) C 1.

Définition 2.1.3
Soient (A1,01) et (Ag,02) deuz anneaux différentiels

Un morphisme d’anneauz différentiels est f : (A1,01) — (Az, 2) est un morphisme d’anneaux

f Al — As qui satisfait f(61(a)) = 62(f(a)), Va € A;.
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Si le morphisme [ est injectif, on dira que (Ag,09) est une extension différentielle de (Ay, ;)

via f.

Exemple 2.1.1

Le noyau d’un morphisme d’anneaux différentiels est un idéal différentiel.

Proposition 2.1.1
Soit I un idéal différentiel de A.
L’anneau A/I est un anneau différentiel tel que la surjection canonique m: A — A/l soit un

morphisme d’anneauz différentiels.

Démonstration.

On sait que A/I est muni la structure d’anneau pour les lois @ +b = a + b et @b = ab
Va,be A/l Soit :

a+— 0p(a) = d(a).

0o est bien une application, En effet :

Soient @,b € A/I tels que @ = b

On a:
e 0o(@+b) = do(a+0b) =d(a+b)=d(a)+(b) = 6(a) + 6(b) = do(@) + do(b).
e 0y(@.b) = 6p(a.b) = d(a.b) = b.6(a) + a.6(b) = b.6(a) + @.6(b) = b.6o(a) + a.dy(D).

d’ou &y est une dérivation.

Soient @,b € A/I, et m: A — A/I tel que 7(a) = @ le morphisme canonique d’anneaux. On a

do(m(a)) = do(a) = d(a) = m(d(a))
d’ou 7 est un morphisme d’anneaux différentiels. [ ]
Définition 2.1.4

Un anneau différentiel A est simple si les seuls idéaux différentiels de A sont {0} et A.
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Définition 2.1.5
Un élément a € A est dit constante si d(a) = 0.

On note par Const(A) Uensemble des constantes de A.

Proposition 2.1.2
L’ensemble Const(A) = {a € A:§(a) = 0} est un sous anneau (sous corps si A est un corps)

de A appelé sous anneau des constantes.

Démonstration.
Soit A un anneau
1)(Const(A),+) sous groupe :
e On a 0 € Const(A) car §(0) = d(0+0) = §(0) + 6(0) = §(0) = 0.
e Soient a,b € Const(A) on a d(a+0b) =d(a) +5(b)=0+0=0
donc a + b € Const(A).
e Soit a € Const(A) on a d(a+ (—a)) = d(a) + d(—a) et 6(a+ (—a)) = 6(0) =0
donc é(a) + 6(—a) = 0 alors 6(—a) = —d(a) = 0 donc —a € Const(A).
Donc Const(A) est un sous group de (A, +).
2) 1 € Const(A) car §(1) =06(1.1) = 1.0(1) +0(1).1 =6(1) + (1) = 6(1) = 0.
3) Soit a,b € const(A) on a 6(a.b) = b.6(a) + a.6(b) = 0.0+ a.0 = 0 donc a.b € const(A).

Donc const(A) est un sous anneau de A. n

2.1.2 Proprietés des anneaux et corps différentiels

Proposition 2.1.3
Soit (A,0) un anneau différentiel intégre et soit K son corps de fractions. Il existe une unique

dérivation sur K qui coinside avec § sur A et donc K a une structure de corps différentiel.

Démonstration.
Soit x € K, il existe a,b € A tel que x = ¢ /b # 0, on pose 0,(z) = M
on verifie que 9; est une application :
Soient ¢, 5 € K tel que § = &, ce ci est equivalent a ad = bc,
il suffit de montre que &1 (%) = 61(%) Vt € A—{0}.

Soit t € A — {0}
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2.1. Rappels sur I'algebre différentiel

at\  6(at).bt — at.5(bt)
() = (50
_abtd(t) + bt?0(a) — at*o(b) — abtd(t)
b2t?
_ t*(0(a).b—a.b(b) . ra
B b2t2 01 <Z>

donc Vt € A — {0}, 51(‘;—:) = 51(%)
donc 61(%) = (51<%) et 51(2—3) = 51(2—;) = (51(§), d’OU (51(%) = (51(§)

donc §; est une application.

a5+ 5) =0 (5)

d(ad + bc)bd — 6(bd)(ad + be)
- D22
§(ad)bd + 5(be)bd — §(bd)ad — 5(bd)be
D22
5(ad)bd — §(bd)ad ~ 5(bc)bd — 5(bd)be
R + R

-5(30)+5(05) =5(3) +5()

Soient ¢, 5 € K, on a:

et
5 (g E) _ 6(ac)bd — 6(bd)ac
“pdl T b2d?
d(a)ebd + 6(c)abd — 6(b)dac — d(d)bac
- b2d?
d(a)ebd — d(b)ade ~ §(c)dab — 6(d)bac
- ErE - ExE
d(a)b—d(b)a d(c)d — d(d)e
= cd(—b2 7 +ab — pE
c a a c
=) +3(0(3)
Donc 4; est une dérivation. ]

Théoréme 2.1.4

Soit (A, ) un anneau différentiel et soit A[x] ['anneau des polyndmes en une indeterminée sur

A.
Pour tout P € Alx], il existe une unique dérivation d, de Alx]| qui étend § telle que d,(x) = P

et telle que le morphisme canonique A — A[X] soit un morphisme d’anneauz différentiels .
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2.1. Rappels sur I'algebre différentiel

Démonstration.
Soit ¢ = Y j_,ar X" un élément de A[X] :

n

(g) = O(axX")

k=0

n

= 0(an) X* + (O kapX*Ho(X)

=5}

= ¢"(X) + ¢ (X)9(X)

ou ¢*(X) =325 Oax) X*
Donc une dérivation 0 sur A[X] qui etend § est determinée par I'image 9(X).

Réciproqument, Pour P € A[X], 'application définie par :0(X) = P et
9(e) = ¢*(X) + P (X) = 3" 0@ X* + P ko X'
k=0 k=0

définit une dérivation sur A[X] qui étend J, notée 9. n

Théoreme 2.1.5
Soit (K,9) un corps diffirentiel de caractéristique nulle et soit L une extension algébrique de

degré fini, il existe alors une unige dérivation sur L qui étend 0.

Démonstration.
Commme K est de caractéristique nulle et K C L une extension algébrique de degré fini donc
d’aprés le théoréme 1.2.15 il existe un élément = de L tel que L = K|[z]. Soit Py = >, _, ap X*
le polynome minimal de x
d’aprés le théoréme 1.2.10 L ~ K[X]|/ < Py >, si 01, est une dérivation qui étent 4, en dérivant
la relation Py = 0,on obtient :

n

0=0,(Po(x)) = dar)a® + ) ka6, (x)

= Py (x) + Fy(2)dr(2)

donc dr(x) = —1;2;((;;)) (%)
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2.1. Rappels sur I'algebre différentiel

Montrons que cette dérivation existe. on a d’aprés le théoréme 1.2.10 L ~ K[X]/ < P, > ou
< Py >= ker(p) donc il suffit de montrer qu’il existe une dérevation sur K[X] tell que < Py >
soit idéal différentiel ce qui induit une dérivation sur K[X|/ < Fy > et donc sur L.

Si 3 est une dérivation sur K[X], on avu queV Q € K[X];9(Q) = Q°+Q'9(Q) donc d(Py(X)) =
P + P,0(X), comme P, est séparaple donc Py et P, premiers entre eux et donc il existe deux

polynémes S, T dans K[X] tel que SPy + TP, =1 donc TPy(x) = 1 alors Py(z) = ﬁ
it

en considéreant (x) il suffit de poser 9(X) = R = —TP?, qui définit une dérivation sur K[X]
et telle que
I(Po(X)) = By + RO(X) = P} + Fy(-TF)) = Fy — RTF
=P (1 - RT)
— PSP,
= (K g )Fo
donc 9(Py(X)) €< Py > et donc < Py > est un idéal différentiel de K[X]
donc 9y, induit une dérivation sur K[X]/ < Py > et donc sur L. n

Théoreme 2.1.6
Soient (K,9) un corps différentiel et K C L, K C M deux extensions différentielles, alors

L ®g M est muni de la dérivation

0O bi@e) = (3(bi) @ ci+b;@6(ci)); b € Lyc; € M.

2.1.3 Equations différentielles linéaires

Pour tout a € (K,§) on note a’ = §(a),a” = 6(6(a)), ...,a™ = §"(a) avec a = a® = §°(a).

Définition 2.1.6
Soit (K, ) un corps différentiel

Un systeme différentiel d’ordre un et de rang n sur le corps différentiel K est donné par :

yﬁ U1
yé _ 4 y?
Y, Un

Ou A= (a;;) € M\,(K) et y1,y2,- - ,yn sont des indéterminées différentielles sur K.

On notera ce systéme par (Ay).
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2.1. Rappels sur I'algebre différentiel

Définition 2.1.7
Soit K C F une extension différentielle d’anneaux

I’ensemble des solutions du systéme différentiel (Ay4). a valeurs dans F est I'ensemble
Solp(Aa) = {f' = (fr,.. .. f) €F": fl = ai;fs, i=T,n}.
j=1

Remarque 2.1.1
La somme de deux solutions est une solution, et le produit d’une solution par une constante est
une solution, donc Solp(Ay4) est un module sur l'anneau Const(F).

Si F est un corps, alors Solp(A4) est un espace vectoriel sur Const(F).

Proposition 2.1.7

Si M = (my;) est une matrice & coeffcients dans un anneau différentiel K, on note M' = (m; ;).
On a :
(MN) = M'N+ MN'.

Démonstration.
Soient M = (a;;) et N = (b;;) de M,(K) on a :

n , n

Z(az}kbk,j)/

k=1 k=1

T
2
\_/\
!
VRS
2

Ex
S
>
<.
N——
||

n
/ !
= E a; br; + aikby ;

k=1
=D Gbiy + ) aiby;
k=1 k=1
=M N+ MN'.

e On note GL(n, K) le groupe des matrices carées a coeffcients dans K, inversibles dans K

Proposition 2.1.8
VM € GL(n,K) On a :
(MY = MM M~
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2.1. Rappels sur I'algebre différentiel

Démonstration. Soit M € GL(n, K)
En dérivant I'égalité MM~ =1, on a :

/

0= (L) =MM™Y =MM*+ MM
donc M(M~) = —M'M~1, alors (M) = —M~'M M~ m
Définition 2.1.8

Une matrice fondamentale pour le systeme (A4) a coeffcients dans F' est une matrice

U € GL(n, F) telle que U = AU.

Proposition 2.1.9
Soient U,V € GL(n, F) deux matrices fondamentales pour le systéme (A4).
Alors, il existe une unique matrice C € GL(n,Const(F)), telle que : U = V.C.

Démonstration.

En dérivant V1U on obtient
VW) =(vHU+VU
=-VWVIU+VvU
= —VIAVV U+ VAU =0
Alors C = VU € GL(n,Const(F)). ]

Corollaire 2.1.10

Soit (Aa) un systéme différentiel Y = A.Y.

Soit @ € GL(n, K) telle que : Z = Q.Y.Y est un solution de (Ay4) si et seulement si Z est
solution de Ag,, ot Q4= Q' .Q 1+ Q.A.Q .

Démonstration. On a Z = QY donc :
7' =(QY) =QY +QY'
=Q Y +QAY
=Q.Q QY +QAQ QY
—Q.Q ' Z+QAQ .2
= (QQ7'+QAQTZ =QaZ
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2.1. Rappels sur I'algebre différentiel

Résiproquement

7'=QaZ = (QY) = QuQY = Q'Y +QY' = (Q'.Q' + Q.AQ QY

— QY +QY' = Q'Y + QAY

= QY' = QAY

— Y’ = AY.

Si U € GL(n, Const(K)) un matrice fondamentale de A4 on a :
QU) =QU +Q.U=QAU+Q.U

—Q.Q QU +QAQ QU
= (QQ'+Q.AQ".QU
= QA.QU.

donc QU est une matrice fondamentale de (Ag, ).

Définition 2.1.9

Le wronskien de n éléments (yi,...,y,) dans un anneau différentiel est le déterminant
Y1 Y1 <o Un
W)=
T yé”._l) yr(z”._l)

Lemme 2.1.11
Les éléments {yi, ..., yn} sont linéairment indépendant si et seulment si leur wronskien est non

nul.

Proposition 2.1.12
Soit F' un corps.

Le Const(F)-espace vectoriel Solp(A4) est de dimension Inférieur ou égal a n.

Démonstration.
Supposons qu’on a n+ 1 solutions fi,..., ff., € F™ linéairement indépendants sur Const(F).
On considére les matrices U = [f{,..., ft], V. =[fs, ..., fi.4]

Comme les colonnes de U et V sont des solutions donc U et V sont matrices fondamentales
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2.2. Extension de Picard-Vessiot

pour (Ay), en effet :

Supposons det(U) = 0. Alors il existe A = (A,...,\,) # 0 € F™, tel que UN' = 0.

On choisit A de tel sorte qu’il soit minimal en le nombre des composantes différentes de zéro.
Il existe une composante Ay # 0. On divise par \g, et on peut supposer que A\ = 1 En dérivant

I'égalité U.N' = 0 on obtient :
0=UN+UN) =AUN+UN) =U\Y

Le nombre des composantes différentes de zéro de X" est plus petit que celui de). Par la mini-
malité de A on a A" = 0. Alors fI,..., f! sont linéairement dépendantes sur Const(F), ce qui
contredit notre hypothése d’ou det(U) # 0.

De la méme fagon on montre det(V') # 0.

Par le lemme précédent il existe une matrice des constantes C' telle que U = V.C. Alors f!
dépend linéairement ff,..., ff sur Const(F). donc les solutions f{,..., fi,, sont linéarment

indépendantessont sur Const(F') alors dimconst(r) (s0lp(A4)) < n. [ |

2.2 Extension de Picard-Vessiot

2.2.1 Extension de Picard-Vessiot

Lemme 2.2.1

Siot R un anneau différentiel contenant Q)

Si I est un idéal différentiel de R alors VI = {a € R;3n € N*,a" € I} est un idéal différentiel
de R.

Démonstration.

Montrons que v/I est un idéal différentiel c-a-d Va € VI, ¢’ € V1.
soit a € v/I donc In € N*; " € I, et comme I est un idéal différentiel on a :

(a") € I = n(a"Ya €1

—ad"d el... (%)

On montre par récurrence que si : a" (a2 e T = a R ()21 e ]
e Sik=0ona (x)

e Supposons que a” *(a)?*' € I on a :

an—k(a’)%—l e — (n . k,)an—(k—i-l)(a’)% + (2]{3 . 1)an—k(a’)2k—2a” i
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2.2. Extension de Picard-Vessiot

on multipliant par ¢’ on a :
(TL . k)anf(k+1)(a/)2k+l + (2/{ . 1>an7k(a’)2k71a” i
comme a" *(a")*~! € I donc

2k — Da" %) " el

et donc

(n— k)an—(k+1)<a/)2(k+1)—1 el — a"‘<k+1)(a')2(k+1)—1 el
pour n =k+1ona (a)? eI donc(a)€l. .
Lemme 2.2.2

Siot R un anneau différentiel simple contenant @), alors R est intégre et son corps de fractions

a le méme l’ensemble de constantes que R

Démonstration.
e On a I = {0} est un idéal diffirentiel de R donc vI = {a € R;3n € N*: a" = 0} est un
idéal diffirentiel de R, et comme R est simple et 1 ¢ /T alors v/I = {0} donc R n’admet pas

un élément nilpotent.

soient a € R et I'idéal J, = {b € R;3 n € N*,a"b = 0}, montrons que J, est un idéal diffirentiel
de R

soit b € J, donc I3n € N*; a"b=0 (%)

(x) = (a”b)/ =0 = na""‘ab+ab =0
— a(na" ta'b+a"b) =0
— na"a b+ a1 =0
— " =0.

donc b € J,

Onal ¢ J,carsil e J,,In € N*;a" = 0 absurde, donc J, # R et comme R est simple
Jo = {0}

soit a,b € R tels que ab =0 et a # 0 donc b € J, = b = 0 donc R est intégre .

e Soit M le corps de fraction de R, on a Const(R) C Const(M).
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2.2. Extension de Picard-Vessiot

Soit ¢ une constante de M donc ¢ = 0, et soit J = {a € R;ac € R} on a :
a€J=ac€R= (ac) € R=d'c+ac € R

—dceR=d eJ

donc J est un idéal différentiel de R.
etona:CGMdoncc:%;p,qéRetq#Odoncp:qCERdoncqeJalorsJ;«é{O}, et R
est simple donc J = R

J=R—1¢eJ
= 1lc€eR
—c€eR

donc Const(M) C Const(R) alors Const(M) = Const(R). n

Lemme 2.2.3

Soit (K,0) un corps différentiel de caractéristique nulle a corps de constantes C algébricmennt
clos, soit K C E une extension d’anneaux différentiel simple telle que E est une K—algébre de
type fini, alors :

i) Const(E)=C

it) si M le corps de fraction de E, alors Const(M) = C

Démonstration.

D’aprés le lemme précédent on a Const(M) = Const(E) donc Const(E) est un corps et
C C Const(E).

Pour montrer que Const(E) C C il suffit de montrer que tout élément de Const(FE) est
algébrique sur K.

car si a € Const(E) algébrique sur K il existe P = X\+...+ A, 1 X" 14+ X" \; € K; P(a) = 0.
on a

Pla)=0=a"+ X" Yap_1+...+ X =0
— ma™ '+ ((m—DAp_1a™2d + X, a™ )+ 4N =0
= N ad™ N a4+ N = 0.

donc il existe @ € K[X] tel que Q(a) =0 avec d°Q <m —1 < d°P donc Q =0 donc \; =0
donc \; € C alors P € C[X] donc a algébrique sur C' et comme C' est algébriquement clos,
a € C donc C = Const(E). [
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2.2. Extension de Picard-Vessiot

Définition 2.2.1

Soit K C R une extension d’anneaux différentiels .On dit que R est une extension de Picard-
Vessiot d’anneauz associée au systeme A, $si :

1) Il existe une matrice fondamentale U = (u; j)1<ij<n € GL(n, R) telle que :

R = Kluij, gy 1< 6,5 <n.

2) R = Klu,, ﬁ((])] est la plus ptite sous algébre de R qui contient K et w;;; 1 <1i,j <n.

3) R est un anneau différentiel simple.

Définition 2.2.2

Soit K C L une extension de corps différentiels. On dit que L est une extension de Picard-
Vessiot de corps associée au systeme Ay $si :

1) II existe une matrice fondamentale U = (u; j)1<ij<n € GL(n, K) telle que :

L=K(uj;); 1<i,j5<n.

2) L = K(u; ;) est le plus petit sous corps de L qui centient K et u;;; 1<1,j <n.

3) Const(L) = Const(K) .

Corollaire 2.2.4
Si L est une extension de Picard-Vessiot d’anneaux ou corps associée au systéme (A,). Alors

L est une extension de Picard-Vessiot associée au systeme (Ag, ).

Démonstration.
Si U = (u;)1<ij<n une matrice fondamentale du systéme (A,) alors QU est un matrice fon-
damentale de systéme (Ag, ).

si on pose Q = (¢ij)1<ij<n, alors QA = (Cij)1<ijcn; Cij = D _jp_y ik-Uij donc

K(ciy) (Z ik Uky) = K(uk;)

et
1
K6 g ) = K[ D s
i dtQU Zq’“% dt (U) det(Q)
1
— K |upy, ——— lsjks
["’”’det(U)] SR

car (qik)1<ik<n detl(Q) €K .

38



2.2. Extension de Picard-Vessiot

2.2.2 Proprietés des extensions de Picard-Vessiot

Lemme 2.2.5
Soit K C R extension de Picard-Vessiot d’anneaux associée a (A ,), alors M le corps de fraction

de R est une extension de Picard-Vessiot de corps associée a (Ay).

Démonstration.

Comme K C R est une extension de Picard-Vessiot associée a (A,) donc R est simple, alors R
est intégre.

Si U = (uij)1<ij<n € GL(n, R) une matrice fondamentale du systéme (Ay4) on a :

R = Klu, j, ﬁ(U)] donc M = K (u; ;)

comme R est une K —algébre de type fini donc Const(R) = Const(K) = Const(M). |

Théoreme 2.2.6
Soit (K,0) un corps différentiel finie, (A4) un systéme d’équations différencielles a coefficients

dans K. Alors (A4) admet une extension de Picard-Vessiot d’anneaux ou corps

Démonstration.
Sioent A = (a;;)1<ij<n €t I'anneau des polynoémes K[X;;;1 < 4,7 < n] avec la dérivation qui

INE
étend celle de K et vérifie :
n
X'=) anXpy;  1<ij<n
k=1

la dérivation du corps de fraction K (X ;) étend la dérivation de KX ;]

on a det(X; ;) # 0, on considére 'anneau différentiel T' = KX ;, det(X; ;)] C K (X ;).

Soit ¥ I'ensemble des idéaux différentiels de T' différents de T, on a {0} € X.

Soit (I5)ses une chaine totalment ordonnée de X, alors | J, I, € X.

d’apré le lemme de Zorn il existe un idéal maximal I différent de 7" donc R/I est un anneau
différentiel simple.

SiX;;€R Xij=X,;+1,ona:

on a :(X;;) = (Xi;) = A(X,;) = A(X,;)" donc (X;,)i; est une matrice fondamentale de
(A4) donc R est une extension de Picard-Vissiot d’anneaux associée a (Ay).

Si M est le corps de fractions de R alors M est une extension de Picard-Vissiot de corps associée
a (A A)- |
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Théoréeme 2.2.7
Soient K C Ry et K C Ry deux extensions de Picard-Vissiot d’anneaur associées a (Ay).

Alors il existe un isomorphisme d’anneauzx différentiels o : Ry — Ro;o(k) =k si k € K.

Démonstration.

Soit T' = R ®k R qui est un anneau différentiel, comme K est un corps, on peut considérer R;
et Ry comme K —espaces vectoriels non nuls donc T' # {0}, alors il existe un idéal différentiel
maximal I de T tel que I # T donc T = T/I est un anneau différentiel simple.

On considére les homomorphismes différentiels :
jl Ry — T

™ l—>j1(7”1):7“1®1+l

et
jQZRQHT

Tgl—>j2(7”2):1®7'2+[

Commme 1® 1+ I # {0} donc Ji, Jo sont non nuls.
Comme Ry, Ry sont des anneaux différentiels simples et ker(j;), ker(j2) sont des idéaux différentiels
alors ker(j1) = {0}, ker(j2) = {0} donc j; et jo sont injectifs.
En particulier K ¢ T
Sioent U = (u; j)1<ij<n €t V = (v;;)1<ij<n deux matrices fondamentales de (Ay) telles que :
Ry = K |u;, ;]
det(u; ;)

RQZK v

1
“ det(vz-’j) )
Onnote W, =u;; @1+1etv,;, =1®v;; +1 et U = (%),V = (1;,;) alors :

1 1

T—K -
det(U) det(V)

Ui 5, Vi g,

donc T est une K-algebre de type fini et un anneau différentiel simple alors :

Const(T) = Const(K).
On a

40



2.2. Extension de Picard-Vessiot

1 —
J2( ) I det (V)
Ona (U)=U =AU=AUet (V) =V' = AV = AU donc (U) et (V) sont des matrices
fondamentales pour (Ay4) alors il existe C' € GL(n, Const(T) tel que U = C.V
Comme Const(T) C K ji1(R1) = jo(Ry) = T donc j; et j, surjectifs donc bijectifs, donc 7, j
sont des isomorphismes différentiels, alors j; ' o j; est un isomorphisme différentiel qui laisse

fixes les éléments de K. ]

Théoréme 2.2.8
Soient K C Ly et K C Ly deuz extensions de Picard-Vissiolt de corps associées au systéme

(A4). Alors il existe un isomorphisme de corps différentiels o : Ly — Lo, tel que o(k) =k si
ke K.

Démonstration.

Soient K C R l'extension de Picard-Vissiot d’anneaux construite dans le théoréme 2.2.6 et L
son corps de fractions.

Soit K C M une extension de Picard-Vissiot de corps assocée au systéme (Ay).

On va montrer qu’il existe un homorphisme différentiel entre L et M qui laisse fixes les éléments
de K.

Soient U = (u; ;) et V = (v;;), matrices fondamentales pour (Ay), donc on a :

1
R = K[U@j, W} et M = K(ui,j)

On considere T'= R ®x M, comme K est un corps, R et M sont des K-espaces vectoriels non

nuls . Alors T # {0}.

L’homomorphisme : M — T; m —— 1 ® m injecte M dans T'. On a :

1
T=R&xM=Mu,; @1, ——— 1].
Bx g © b G ©

Ainsi T est une M-algébre de type fini.
Soit I # T idéal différentiel maximal de 7.

Soit T' = T'/I, on considére les isomorphismes différentiels :
jl R — T

re=j1=r®1+1
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2.2. Extension de Picard-Vessiot

et
jQ:M—>T
mr—Jjo=1m+1

Comme R est un anneau différentiel simple et M est un corps différentiel donc J; et Jy sont
des homomorphismes différentiels injectifs donc J; et J; sont isomorphismes avec leurs images.
En particulier M C T donc T est une M-algébre de type fini, Par ailleurs T est un anneau
différéntiel simple. D’aprés le lemme 2.2.3 ona Const(T) = Const(M).

Comme K C M est une extension de Picard-Vissiot de corps, on a Const(K) = Const(M)
donc Const(T) = Const(K).

On note U; j = u;; @ 1+ T et v, ; =1 ®v;; + I donc U = (U ;) et V = (v, ;) sont des matrices
fondamentales & cofficients dans T

alors il existe une matrice C' € GL(n, Const(T) telle que U = C.V. On a :

Ji(R) = K{ﬂm’ #(_U)}
et

Jo(M) = K(vi;)

Comme Const(T) C K et U = C.V. on a ji1(R) C jo(M).

On considére 'lhomomorphisme différentiel 0 = j; 05, : R — M ,onac(k) =k, Vk € K.
En particulier ¢ non nul, Alors ¢ est un homomorphisme différentiel car R est simple .Alors o
est s’étend sur le corps de fractions L de R.

La matrice ((u; ;)) est une matrice fondamentale pour (Ay4) car o laisse fixes les éléments de K.
Alors il existe une matrice C' € GL(n, Const(M)) telle que (o(u; ;) = C.V. Comme Const(K) =
Const(M) on a :c(U.C™') =V.

Ceci entraine que o(L) = K(o(u;;)) = K(v; ;) = M.

Donc o est un isomorphisme différentiel entre L et M [ ]

Corollaire 2.2.9
Soient K C L une extension de Picard-Vissiot de corps associée (Ay), et V = (v; ;) une matrice

fondamentale pour (Ay4) a coefficients dans L. On désigne par :

R(L) =K lvm, ﬁ(‘/)
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Alors R(L) ne dépend pas du choiz de la matrice fondamentale V' et R(L) est une extension de
Picard-Vissiot d’anneauzr associée (Ay).

En particulier R(L) est un anneau différentiel simple.

Démonstration.

Soit W = (w); ; une autre matrice fondamentale pour (Ay4) a coefficients dans L. Alors il existe

une matrice C' € GL(n, Const(L)) telle que W = C.V. Comme Const(L) = Const(K) on a :

K[wi,j, W} - K[vm, ﬁ(v)} — R(L).

Soient K C R un extension de Picard-Vessiot d’anneaux associée (A4) et M son corps de
fractions. On a

1

R Kfuy ]
Y9 et (U)

Donc il existe un K-isomorphisme différentiel o : L — M. Alors (o(u;;)) est une matrice
fondamental pour (A4) & coefficients dans L. Donc
1

o(R) = K[a(um), W] — R(L).

Alors R et R(L) sont K-isomorphes différentiablement, donc R(L) est un extension de Picard-
Vessiot d’anneaux .

En particulier R(L) est un anneau différentiel simple. n

2.3 Groupe de Galois différentiel

Soit (K, ) un corps différentiel de corps de constantes C' algébriquement clos de caracteris-
tique nulle.

Soit K C L une extension de Picard-Vessiot de K pour le systéme différentiel (Ay)

Définition 2.3.1
Le groupe des K -automorphismes différentiels o : L — L fixant les éléments de K et verifiant

doo =000 est appelé le groupe de Galois différentiel, noté par Galy (L)

Corollaire 2.3.1
Soient p € Galg (L) et f=(f1,...,[n) € Solp(A4) on a :
i) Si on désigne par o(f) = (o(f1),...,0(fn))" . Alors o(f) € Solp(A4).
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2.3. Groupe de Galois différentiel

it) L’application :
@ Solp(Ayx) — Sol(Ax)

fr—o(f)

est un automorphisme du C-espace vectoriel Solp(Ay).

Démonstration.
Soient f = (f1,..., fn)" € Solc(A4) et 0 € Galg(L) on a :

() = (o(f),. - o(fa)) = (a(fD),- - a(f2))
=o((f1),-- (f)))

= p(A.f) = Ap(f).

donc ¢(f) € Solc(Aa).
On définit 'application :
Q : SOlc(AA) — SOlc<AA)

fr—o(f)

On montre que ¢ est linéaire .

Soient f = (f1,..., fu) et g=(g1,..,9n)"
e(f+9)=e(fi+g1,-- fot9n)

=(o(fi+g1),... 0(fat gn))
= (o(fi) +alg),-...o(fa) + 0(ga))
= (o(f1)s-- - 0(fu)) + (0(g1), ..., 0(ga))"
= (f) +#(9)-

Soient A € C et f = (fi,..., fa)! € Sol (A4) on a :

e(A.f) =@Af1,.. . A fa) = (@(Af1), ... o (Af1))

= (ANo(f1),...,A\a(fn))
= Xp(f)-
Comme o est bijictif et o(f) = (o(f1),...,0(fn))" donc ¢ est bijictif. [
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2.3. Groupe de Galois différentiel

Proposition 2.3.2

Le groupe de Galois de Ay est isomorphe a un sous-groupe algébrique de Gl(n,C').

Démonstration.

On a le morphisme de groupes :
p: Galg(L) — Autc(Solc(Ay))

O'i—)(p

Soit o € Galk (L) tel que : p(0) = idgo(a,)

On a : ¢ =idsooa,) = Vf € Solc(A4), ¢(f) = f
Soit (Fy, Fy, ..., F,) une base de Solc(Aa); Fj = (fij,- - fay)
on a :

¢ = idsoic(a,) = ¢(F)) = Fj
= o0(fij)=1fij; 1<4,7<n
Comme
o:L— L et L =K(fi;)
alors o = udj,
Donc p est injictif donc Ker(p) = {0}. On a

— I~ ]
Ker(p) ~ "

et comme Imp est un sous groupe de Autc(Solc(Aa) et Auto(Solc(As) ~ Gl(n, C)
Alors Galg (L) est isomorphe a un sous groupe de Gl(n,C). u

Remarque 2.3.1

Soit H est un sous-groupe normal de Galg(L). Alors le corps différentiel F = L7 est normal
sur K. En effet :

Le corps L est normal sur K, donc il suffit de prowver que si 0 € Galg(L), alors o(F') C F.
Soient a € F et 7 € H. Il existe ¢ € H, tel que To = oy, car H est normal.

On a to(a) = op(a) = o(a), donc o(a) € L = F.

On a lapplication
GalK(L) — GCLlK(F)

o 0/F
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2.3. Groupe de Galois différentiel

est surjective. Son noyau est GF = Galp(L).

On a donc 'isomorphisme de groupes

GalK(L) -~
m = GGZK(F)

Exemple 2.3.1

Soit K C L une extension de corps différentiels de caractiristique zéro. Soitt € L tel quet’ € K
et t' n'est pas la dérevéé d’un élement de K. On a alors :

(1) t est transcendant sur K.

(2) On a : Const(K(t)) = Const(K).

(3) L’extension K(t)est une extension de Picard-Vissiot associeé a lequation :y" — %y’ = 0.
(4) Le groupe Galk (K (t)) isomorphe au groupe additif (Const(K),+).

En effet :

(1) Supposons que t est algébrique sur K. Soit P(X) = X™ +a,, 1 X™ 1 +... 4+ ag le polynome

minimal de t dans K, on a :
P(t)=0= (P(t)) =0

= (mt' +a, " ..+ (at' +ap) =0

= mt' +a, =0
/
t/ — _am—l
m

donc t' est la dériveé de —%am_l € K en condradiction avec U'hypotése sur t' donc t est
transcendant sur K.

2) Comme t € K donc K (t) est un corps différentiel

On a Const(K|t]) = Const(K).

Soit ¢ = f}% une constante de K (t) avec p(t),q(t) € K|[t].

On montrer par récurrence sur le degré d de q que ¢ € const(K).

Si d =0 alors ¢ € Const(K|t]) = Const(K) sinon on suppposer que le coéfficient du terme de

plus haut degré de q(t) est 1.

Comme ¢ = 0. On a - ') — e®)a@®-—pO®) _

¢ = q()?
(p(t))q(t)  p(t)(q(t))
U T @y
b)) )

(a()) ~ q(t)
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2.3. Groupe de Galois différentiel

On applique Uhypothese de récurrence, donc ¢ € Const(K)
(3) Soit uy =1 et ug =t deux solutions linéarement indépendantes de l'equation différentielle
linéaire y' — %y’ = 0 on a : Const(K(t)) = Const(K) et K(t,1) = K(t) donc K C K(t) est

un extension de Picard-Vissiot de corps.

1
(4) Soit G = {M = ( 0 i ) ;M e GL(Z,Const(K))} est un suos groupe de GL(n,Const(K))

Uapplication : G — (Const(K),+)
M+—c

est un isomorphisme, donc Galyx ~ (Const(K),+)
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Chapitre 3
Extensions de Liouville

L’étude des extensions de Liouville, propriétés et existence fera I'objet de ce chapitre ou
on trouve un théoreme fondamental d’existence de ce genre d’extensions liée fortement aux
propriétés de la composante connexe de l'identité du groupe de Galois muni de la topologie de

Zariski.

Lemme 3.0.1

(1) Soient K C L et K C M deux extensions algébriques différentielles de corps, tout
K—homomorphisme de corps 6 : L — M est un homomorphisme de corps différentiels

(17) Soit K C L une extension de corps différentiel si a € L algébrique sur K alors K(a) est

un corps différentiel.

Démonstration.
i) Soient a € L algébrique et P(X) = X" +a, X" ' + ...+ ag le polynéme minimal de a sur
K.
ona: P(a) =0et P(6(a)) = 0. en dérivant ces deux égalités on obtient
P'(a)

o (a)

a =

et

((S(CL))/ = ~op

o P'(X)=al,_ X" ' +...+a). Alors

6(a") = —(5<P/(a) ) = _—(5)/(5(@ = (6(a))’

o (@)
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3.1. Extensions de Liouville

donc ¢ est un homomorphisme différentil
it1) On a a est algébrique sur K donc K C K (a) est un extension algébrique et d’apres i) on a

K(a) — L est un homomorphisme différentiel donc K (a) est un corps différentiel. |

3.1 Extensions de Liouville

Définition 3.1.1

Soit K C L une extension de corps différentiel, on dira que l’extension L est de type Liouvillien
s’il existe une tour de corps différentiels K = Ko C K; C ... C K,,, = L tel que :

Vi=1,m,K; = K;_1(t;) out; € K; satisfait ['une des poprietés :

(1) t; € Kiy

(2) & € Kiy.

Si t; est algebrique sur K;_1 on dira que L est de type Liouvillien généralisé.

Proposition 3.1.1
Soit K C L extension de Picard-Vessiot a corps de constantes algébriqguement clos et de ca-
ractéristique nulle.
Soient K le corps des éléments de L algebriques sur K et GV la composante conneze de lidentité
de groupe Galg(L),alors :

K =1L

Démonstration.

D’aprés le lemme 1.1.23, G° est un sous-groupe normal et algébrique de Galx(L). L’indice
(Galg (L) : G°| =m est fini.
Soient o7y, ...,0, € Galg(L), tels que

Galg(L)/G° = {01GY, ..., 0,G g}
Soit 0 € Galk(L), on a
{01G°,...,0,G%} = {00:G°, ... 00,G}

Soit F' = L&, D’aprés la correspondance de Galois différentiel, on a G® = Galg (L)

Soit a € F, on considére le polynome P,(X) =III" (X — o(a)).

Les éléments de Galg (L) laissent fixes les coefficients de P,(X), donc P,(X) € K[X]. On a
P,(a) =0. Donc F C K.
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3.1. Extensions de Liouville

Soit @ € K. Soit P(X) son polynéme minimal sur F. Soit T' = {ay, ..., a;} les racines de P(X)
dans L. D’aprés le lemme 3.0.1, le corps M = F(ay,...,a;) est difféerentiel. Si 0 € Galk (L),
alors o(T) =T, donc o(M) = M. Alors I'extension M est normal sur F|, car 'extension F' C L
est de Picard-Vessiot, donc normal. Soit H = Galp(L)M.

D’aprés la remarque 2.3.1, on a

_ Galg(L) @&

Gale(M) = @ ~ H

Le groupe Galg(M) est fini car il est contenu dans le groupe des permutations de {ay, ..., as}.
Le groupe H est un sous-groupe normal linéaire et algébrique de G°, et G° est un groupe linéaire

algébrique connexe. Par le lemme 1.1.24 onaque H =G°, donc M = F,a € F,et F=K. m

Corollaire 3.1.2
K C L est de type Liouvillien si seulement sl existe une tour de corps differentiels
K=MyC M, C..CM,=1L tel que Vi = 1,5, M; = M;_1(2;,w;) ot z;,w; sont solutions

différentes d’une équation differentielle linéaire de premiére ordre sur M;_q
Y + aiy = b, a;,b; € M;_y.

Démonstration.

Si I'élément t; € K; vérifie t; = b; € K;_1, on pose z; =t; et w; =t; + 1 on a
K,; = Kz—l(tz) = Ki—l(zi7w'i> et Z; = t; = bi, ’UJ; == (tz + 1)/ == bz

si t; vérifie t/t; = a € K;_ 1, on pose z; = t; et w; = 0, qui sont solutions de 1'équation
Y +ay = 0.

réciproquement, soient z et w deux solutions différentes de I’équation v’ +a;y = b;, ou a,b € K.
Alors u = z — w est une solution non nulle de I’équation homogéne 3’ + ay = 0. On a

(z/v) =b/v € K(v). Soit t; = v et ty = z/v. On a K C K(t1,t2) = K(z,w) est une extension

de type Liouvillien. m
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3.2. Extensions de Liouville et résolubilité

3.2 Extensions de Liouville et résolubilité

Théoreme 3.2.1
Soit K C L une extension de corps différentiels telle que L normal sur K et L = K(vy,...,0n),
extension K C L est de type Liouvillien si pour tout o € Galg (L) il exist \]; € Const(L) tels

que :
o(v;) = AL0i + A Vi A Uy i =1m (%)

Démonstration.
On procéde par récurrence sur m.
Sim=0ona K =L donc L de type Liouvillien.

Pour m > 0, on divise (x) par o(vy,) = A7, ,, et on dérive, on a :
LAY Avi (i Avmo1 (VUm-1\'
ol l— = —(— —|—...+7—( ); 1=1,....m—1 ok
((vm> > AGm (Um) Agom N Um (x%)

Soit M = K ((2) ..., (222 ).
D’aprés (xx) ona Vo € Galg(L), (M) C M.
On K C M C L et comme L est normal sur K alors M est normal sur K, donc M est de type

Liouvillien. D’aprés () ona Vo € Galg (L), 0(vm) = AJ, 1,0m

donc Vo € Galk (L), o(22) = U

Um , Um

comme L est normal sur K ,>= € M donc U'extension M C M (vy,) est de type Liouvillien.

Comme (:—;)/ € M, alors l'extension M (v,,) C M(vy,)(3, ..., 22=2) est de type Liouvillien,

U 7" 7 Um

donc K C L est de type Liouvillien. |

Théoreme 3.2.2
Soient K C L une extension de Picard-Vessiot a corps des constantes algébriqguement clos et
de caractéristique zéro, et G° la composante conneze de l'identité du groupe Galx (L) Alors, si

G° est résoluble, l'extension K C L est de type Liouvillien généralisé.

Démonstration.

Supposons que G° est résoluble, on a K C L est une extension algébrique de type fini donc
elle est de type Liouvillien généralisé.

On a L C L est une extonsion de Picard-Vissiont et G® = Gal, g0 (L) d’apré le théoréme de

Lie Kolchin il existe une base {v;,...,v,} de solutions du A, tels que Vo € Gal, o (L), on a :

o(v;) = A v + ..o+ AT, Tr€Const(K), 1<jk<n
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3.2. Extensions de Liouville et résolubilité

on pose v; = (V14,--.,Vp, ) € L™ si on ordonne les v; ;, 1 <¢,j < n donc le théoreme 3.2.1 est
satisfaite donc K C L% C L est de type Liouvillien, donc L = K (vy,-..,v,) est de type Liou-

villien généralisé. [ ]

Théoreme 3.2.3
Soient K C L une extension de Picard-Vessiot a corps des constantes
algébriquement clos et de caractéristique zéro, et G° la composante connexe de l'identité du

groupe Galy (L) . Si’l existe une extension de type Liouvillien généralisé K C F telle que
L C F et Const(F) = Const(K), alors G° est résoluble.

Démonstration.
On montrer par récurrence sur la longueur de la tour K = Fy, C Iy C...C F,,=F
Sim =0ona K = F donc G° = idk est résoluble.
Soit K le corps des élément de L algébrique sur K donc K = L% donc Galg(L) = G°
supposont que K = K, On a K C K(t;) C ... C K(ti,...,t,) = F définit un extension de
type Liouvillien généralisé K C F.
Soit U € GL(n, L) une matrice fondamentale de (A4), commme Canst(F) = canst(K) ona
K(t1) C L(t;) est une extension de Picard- Vessiot assosié a Ay et V' € GL(nL(t;)) est une
matrice fondamentale de (Ay).
Ona

P : Galgy,)(L(t1)) — Galg(L)

o0y

est un homomorphisme de groupes algépriques.

Soit H = Galk,)(L(t1)) on a H € Galg (L)

ona L¥ = LN K(t) carsia € L\(LN K(t;)), 30 € H; o(a) # a

Comme K(t;) C ... C K(t,...,tm) = F de longuer (m — 1) donc d’aprés I'hypothés de
récurense H® de H est résoluble.

Supposont que ¢, est algébrique sur K donc K (t,) algébrique et comme K = K

donc K = LN K(t;) donc L7 = K

on a H = Galg(L) donc Galg(L) = G° = HY est résoluble. n
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