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Introduction

1. Le probleme de Stokes

1.1 Analyse mathématique

Les équations de Stokes sont des équations aux dérivées partielles linéaires utilisées pour
modéliser les écoulements des fluides. Dans un cylindre 2x]0,7[, ot Q C R et T > 0, ces

équations sont écrites sous la forme suivante :

a—u—yAu+Vp =f dans Qx]0,T7,

ot
divu =0 dans Qx]0,T7, (0.1)
u(-,0) =wup dans ,

ou u(x,t) est la vitesse de la particule du fluide qui passe par le point  de 'espace a I'instant
t > 0, p est la pression et u, est la condition initiale du fluide et f désigne les forces volumiques
sur le fluide. L’analyse mathématique du probleme de Stokes repose sur le théoreme de Brezzi-
Babuska-Ladayzenskaya [38] pour les problemes de point-selle qui affirme que si le couple d’espaces
variationnels associés a la vitesse et a la pression vérifie une condition de compatibilité (dite
condition inf-sup), alors le probleme faible admet une unique solution. Dans la littérature, les
équations de Stokes sont souvent associées aux conditions aux bords de type Dirichlet (u = 0 sur
la frontiere) en raison de leur simplicité. Cependant, dans certains cas, ces conditions aux bords ne
peuvent pas étre utilisées pour modéliser 1’écoulement des fluides. C’est le cas lorsque le domaine
physique comporte plusieurs interfaces par lesquelles le fluide peut entrer et sortir. Dans cette these,

on considere des conditions aux bords introduites par Begue, Conca, Murat et Pironneau [6], ou
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la vitesse est prescrite sur une partie de la frontiere du domaine physique et la trace tangentielle
de la vitesse et la pression sont données sur le reste de la frontiere. Plus précisément, si on note

par I'p U T, une partition de la frontiere du domaine physique, on suppose que

u =up sur I'px]0,T7,
uxn =u, su [,x]0,T], (0.2)

p =pm sur [,x]0,7T],

ou up, U, et p, sont des fonctions données. L’analyse mathématique du probleme de Stokes
associé a d’abord été effectué par Bernardi, Canuto et Maday [9] pour le cas stationnaire et
quand le domaine coincide avec le carré unité (—1,1)%. Dans un domaine tridimensionnel régulier
quelconque, Conca, Pares, Pironneau et Thiriet [33] ont étudié un cas plus général ot les conditions
aux bords (0.2) ne représentent qu’'un cas particulier. Les auteurs ont montré I'existence et l'unicité
de la solution faible en supposant l'existence d’un relevement a divergence nulle de up et wu,,
définis par (0.2) (voir aussi Bernardi, Rebollo et Yakoubi [10]). Bernard [8, 7] a montré I'existence
du relevement dans le cas stationnaire et instationnaire sous des hypotheses de régularité sur le
domaine. Il a aussi montré le théoreme shift bien connu dans la théorie des équations aux dérivées
partielles, qui concerne la régularité des solutions faibles, pour le probleme de Stokes dans le cas

Hilbertien et non Hilbertien.

1.2. Analyse numérique

Nous utilisons la méthode spectrale avec intégration numérique pour la discrétisation spatiale
du probleme de Stokes. Cette méthode basée sur la formulation faible des équations aux dérivées
partielles consiste a remplacer ’espace variationnel par un espace polynomial et les intégrales
par des formules de quadratures. La convergence du schéma numérique est assuré en prenant des

valeurs de plus en plus grandes du degré polynomial (voir [14, 29]).

L’analyse numérique du probleme de Stokes avec des conditions aux bords de type Dirichlet
ont été l'objet de plusieurs publications. Le défi majeur consiste a démontrer la condition inf-sup

discrete pour le couple d’espace discrets considéré. Plus précisément, si on note par Xy et My ces



deux espaces, alors on doit montrer 'existence d’une constante Sy tel que

b
inf sup _bv(va) > By >0, (0.3)

a€M . a#0vexy, o0 || V]| xx [lall nry

ou by (-, ) représente 'opérateur de divergence discret. La premiere contribution dans ce sens est
die a Bernardi, Maday et Métivet [14, Section 24]. La méthode introduite par les auteurs consiste
a identifier les pressions discretes parasites du couple instable et puis définir I’espace des pressions
de sorte que le couple d’espaces vitesse/pression discret soit stable et qu’il ait de bonnes propriétés
d’approximation. Mise a part I'importance théorique de ce résultat, la structure trop complexe
de I'espace des pressions discrete le rend sans intérét en pratique. Afin d’éviter le probleme des
pressions parasites, Maday, Patera et Ronquist [49] ont considé le couple Py /Py _o, c’est-a-dire que
les vitesses sont des polynomes nuls sur la frontiere et de degré inférieur ou égal a N par rapport a
chaque variable et les pressions sont des polynomes a moyenne nulle et de degré inférieur ou égal

a N — 2. La constante de la condition de compatibilité pour ce couple est donné par

O(N~!) en dimension 3,
=00 04)
O(N 7z ) en dimension 2.

On peut remarquer que Sy dépend de N, ce qui nous empéche d’obtenir des estimations d’erreurs
optimales pour la pression. En fait, Bernard et Maday [14] ont donné un contre-exemple qui montre
que la constante Sy dans (0.4) ne peut étre améliorée. Ceci a été une motivation pour Bernardi
et Maday [15] qui ont proposé deux éléments uniformément stables, c’est a dire la constante [
est indépendante de N. Le premier élément est Py /Ppyp, ot 0 < A < 1 et [] désigne la fonction
partie entiere. Le deuxieme est I’élément Py /Py_1, ot Py_; dénote I'espace des polynome de degré
total inférieur ou égal a N — 1. L’approximation numérique du probleme de Stokes stationnaire
joint aux conditions aux conditions aux bords (0.2) a été réalisé par Bernardi, Canuto et Maday
[9] en généralisant la méthode introduite par Bernardi, Maday et métivet citée ci-dessus. Comme
déja indiqué, la structure complexe de I'espace des pressions discretes rend le schéma numérique
son grande utilité. Finalement, Bernardi, Rebollo et Yakoubi [10] ont proposé une approximation
par la méthode d’éléments finis en effectuant une analyse a posteriori. Pour d’autres publications
dédiées a ’analyse numérique du probleme de Stokes avec d’autres types de conditions aux bords,

on réfere a Bousbiat, Daikh et Maarouf [19] et a Bernadi et ses co-auteurs [11, 2].



1.3. Résultats obtenus.

Les principaux résultats de cette these sont les suivants :

On propose une formulation faible du probleme de Stokes instationnaire et on montre I’exis-
tence et I'unicité de la solution faible.

Dans le cube unité(—1,1)3, on introduit une discrétisation spectrale non conforme couplée
avec le schéma d’Euler implicite, ou la vitesse discrete est exactement a divergence nulle.
On montre la condition inf-sup discrete pour le couple d’espace vitesse/pression et on établit
les estimations d’erreurs pour le schéma numérique. On montre aussi que la vitesse discrete
converge en un certain sens vers la solution d’un probleme conforme lorsque le parametre
de pénalisation tend vers +oo.

Les résultats numériques montrent 1'efficacité de la méthode.

1.4. Difficultés rencontrées.

la premiere difficulté apparait lors de la définition de ’espace variationnel associé a la vitesse
car I'espace H' n’est a priori pas concu pour traiter les traces tangentielles et normales sur
la frontiere du domaine. De plus, comme on utilise le rotationnel au lieu du gradient pour
définir le terme visqueux dans la formulation faible, on est obligé de travailler avec une
norme différente de la norme H' habituelle.

La difficulté majeure consiste a montrer la condition inf-sup discrete. La méthode qu’on a
utilisé pour la démontrer consiste a trouver 'expression explicite du polynome qui stabilise
chaque pression discrete. De plus, comme la méthode de discrétisation est non conforme, des
intégrales définies sur la frontiere du domaine apparaissent, ce qui rend la tache relativement

plus compliquée.

2. Analyse numérique du probleme de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes instationnaires incompressibles modélisent le mouvement des

fluides en décrivant I’évolution de la vitesse et de la pression a chaque point du domaine physique et

a chaque instant. Ces équations prennent la forme d’un systeme d’équations aux dérivées partielles



non linéaires :

a@—?—uAujL(u-V)u%—Vp = f dans Qx]0,T7,

divu =0 dans Qx]0,T7, (0.5)
u(-,0) =wuy dans ©Q,

ou u(x,t) est la vitesse de la particule du fluide qui passe par le point  de 'espace a I'instant
t > 0, p est la pression et ug est la condition initiale du fluide. On considere aussi les conditions

aux bords introduites par Begue, Conca, Murat et Pironneau [6] :

u =up sur I'px]0,T],
uxn =u, sur [,,x]0,T] (0.6)

1
p+§\u|2 =p, sur [, x]0,T[.

Remarquez que la condition aux bords sur la pression est différente de celle introduite pour le
probleme de Stokes. Cette modification a permis de montrer quelques résultats d’existence et
d’unicité bien connu pour le cas classique correspondant aux conditions aux bords de type Dirichlet
(voir [6, 8, 7, 10]). Il semble que I'analyse mathématique du probléeme de Navier-Stokes avec la

condition aux bords p = p,, sur I',, est un probleme ouvert.

2.1. Méthode de projection

Nous utilisons la méthode de projection pour la discrétisation temporelle des équations de
Navier-Stokes. Cette méthode consiste a remplacer le probleme de type point-selle qu’on obtient
en utilisant une méthode de discrétisation classique ! par trois sous-problemes pour trois inconnues :
Un probleme de Helmholtz pour une vitesse intermédiaire, un probléeme de Poisson pour la pression

et un autre pour la vitesse-correction ou la matrice d’itération est une matrice de masse.

La formulation faible la plus couramment utilisée pour les équations de Navier-Stokes est la

1. Le schéma d’Euler par exemple.



formulation vitesse-pression (voir [59]). Le probleme discret correspondant a la forme suivante :

AsUs + BYPs = F, (0.7)
BIUs =0, (0.8)

oll & est un parametre de discrétisation ? et Ag est une matrice inversible. Si on applique 'opérateur

Agl puis B} a I’équation (0.7), on trouve que la pression Ps et solution du probléme suivant :
BsA;'BsPs = BsA;'F. (0.9)

Une fois la pression calculée, on substitue sa valeur dans (0.7) pour calculer la vitesse. Cependant
la matrice BsA;'Bs est trés mal conditionnée (voir [28, chapter 7]). Donc, Comme on est obligé
de résoudre un systeme de la forme (0.9) a chaque pas de temps, le cott de calcul est en général

trop élevé.

La méthode de projection a été introduite par Chorin [30] et Temam [58] séparément en 1968.
Elle est congue pour se débarrasser du couplage de la vitesse et de la pression causée par la
contrainte d’incompressibilité. Dans [56], Shen a démontré que le schéma de Chorin-Temam a un
ordre égal a 1/2 par rapport au temps, ce qui le rend sans grande utilité. Il a aussi considéré
une amélioration de ce schéma numérique en ajoutant des termes sur la pression et il a montré
qu’il a un ordre égal a 1. Cependant, ce schéma impose implicitement des conditions aux bords
inappropriées sur la pression, ce qui provoque 'apparition de ce qu’on appelle les couches limites
sur la frontiere du domaine (voir [44]). Timmermans, Minev et Van de Vosse [60] ont conjecturé
que le terme visqueux vAwu est responsable de 'apparition de ces couches limites et ils ont proposé
une nouvelle modification du schéma numérique en ajoutant un autre terme sur la vitesse afin
de controler le terme visqueux. Ensuite, Guermond et Shen [41] ont montré rigoureusement que
lorsqu’on utilise une formule BDF2 & ce schéma on obtient un ordre de précision égal & 3/2 par
rapport au temps. Les tests numériques effectués dans cet article ont montré que cet ordre ne
peut étre amélioré. A la connaissance de I’auteur, le seul article qui donne une approximation du
probleme de Navier-Stokes (0.5)-(0.6) est celui de Matsui [52], ou il n’a considéré que la semi-
discrétisation temporelle par le schéma de Chorin-Temam qui est seulement d’ordre 1/2. Dans la

Section 4.1, on donne une présentation plus détaillée de la méthode de projection (voir aussi [44]).

2. le degré polynomial par exemple



2.2. Découplage vectoriel

Considérons I’équation différentielle suivante :

ou

ol u = (uj,uy) et A est un opérateur différentiel diagonal, c’est-a-dire

A 0
A=["" (0.11)
0 A

Remarquer que ceci nous permet de réécrire I'équation différentielle (0.10) comme un systeme

d’équations différentielles ou I'inconnue de chacune est 'une des composantes de w :

du
_dtl + Arug = fi, (0.12)
du
_dt2 + Agug = fo. (0.13)

Dongc, si I'on souhaite proposer une approximation numérique, on aura deux systemes linéaires
pour chaque composante et dont la dimension est égale a la moitié de celle du systeme original
associé a u. Cependant, 'opérateur A n’a pas toujours la forme (0.11). Dans ce cas, on n’a pas
d’équivalence entre (0.10) et (0.12)-(0.13). On dit alors que les composantes de la solution sont
couplées par 'équation différentielle (0.10). On verra dans la section 4.1 comment découpler les
composantes de w méme lorsque A n’est pas diagonal pour le cas particulier du probleme de

Navier-Stokes.

2.3. Méthode de Galerkin discontinue

Nous utilisons la méthode de Galerkin discontinue (dG) pour la discrétisation spatiale des
équations de Navier-Stokes. La méthode (dG) peut étre considérée comme une méthode d’éléments
finis non conforme qui permet a la solution discrete et aux fonctions tests d’avoir des discontinuités
a travers les faces du maillage [36]. L'une des propriétés de la méthode (dG) est sa grande flexibilité
lors de la génération des maillages et dans la distribution des degrés polynomiaux. En effet, les

éléments du maillage peuvent avoir n’importe quelle forme (triangle, quadrilatere, tétrahedre,...)
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et n’importe quelle taille indépendamment des autres. Il faut noter que la condition de compa-
tibilité géométrique bien connue pour les méthodes des éléments finis conformes, i.e., le fait que
I'intersection de deux éléments adjacents de 7, est soit un sommet, soit une face entiere, n’est

3

pas essentielle dans le cas des méthodes (dG). En d’autres termes, les nceuds de suspension ® sont

également permis (voir Fig. 1).

F1GURE 1 — Noeud de suspension.

Les publications dédiées a I'analyse rigoureuse des schémas d’approximation du probleme de
Navier-Stokes combinant la méthode de projection et la méthode de Galerkin discontinue sont
extremement rares dans la littérature. Il semble que la premiere contribution dans ce sens est due
a Girault, Riviere et Weehler [39], ou ils ont proposé une discrétisation temporelle par le schéma
de Chorin-Temam d’ordre 1/2 et le couple P¢ /Py pour la discrétisation spatiale, c’est-a-dire que
les vitesses discrétes sont affines par morceaux et (éventuellement) discontinues, tandis que les
pressions sont constantes par morceaux. Ensuite, Botti et Di Pietro [18] ont généralisé le schéma
de Guermond et Quartapelle (1998) [46] au cas de la méthode (dG). Ils ont utilisé I’élément inf-
sup stable Pdise Peont i e, les vitesses discrétes sont discontinues et polynomiales par morceaux de
degré total inférieur ou égal a k, et les pressions sont continues. Les premiers travaux ”sérieux” ont
été réalisés tres récemment par Liu, Masri et Riviere [50, 51]. Les auteurs ont considéré la version
rotationnelle de la méthode de projection [44] et le couple discret Pfise, Pdisc pour la discrétisation

spatiale. Ils ont montré la stabilité du schéma numérique et des estimations d’erreurs sous-optimales

pour la vitesse et la pression.

3. En anglais : hanging nodes.
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2.4. Résultats obtenus

- Nous proposons un schéma numérique pour le probleme de Navier-Stokes (0.5)-(0.6) qui
consiste a combiner la méthode de projection et de découplage vectoriel pour la discrétisation
temporelle avec une méthode de Galerkin discontinue pour la discrétisation spatiale. On
démontre la stabilité du schéma numérique ainsi que les estimations d’erreur optimales
vérifiées par la vitesse discrete.

- On introduit une nouvelle méthode pour établir les inégalités de type Poincaré-Friedrichs qui
peut étre appliquée a n’importe quel opérateur différentiel linéaire d’ordre 1. En particulier,
cette méthode est utilisée pour établir une inégalité essentielle pour donner des majorations
au terme non linéaire (v - V)u lorsque u est un champ de vecteurs polynomial par morceaux

et ne vérifie nécessairement aucune condition aux bords.

2.5. Difficultés rencontrées

- L’analyse du schéma de projection représente une tache technique complexe. De plus, les
publications qui donnent une analyse rigoureuse de la méthode de projection combinée avec
la méthode de Galerkin discontinue sont trés rares dans la littérature. A la connaissance de
lauteur, il n’y a que les deux articles de Liu, Masri et Riviere [50, 51] qui ne donnent que
des estimations d’erreurs sous-optimales.

- La difficulté majeure dans ’analyse du schéma d’approximation du probleme de Navier-
Stokes est causée par le terme non linéaire (u - V)u. Afin d’obtenir des majorations de ce

terme, nous aurons besoin de I'inégalité suivante :

vsllzr@) + IVhvsl L2

1/2
< (3 (ovvlia + Iivosliag) + X lone(@lie )

KeTy, ecly,

ou 7, est un maillage du domaine €2, &, désigne I’ensemble des interfaces de 7y, ¢y est une
fonction définie sur I'espace des champs de vecteurs H'! par morceaux. A la connaissance de

I’auteur, il n’y a aucune démonstration de cette inégalité dans la littérature. Il existe deux
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méthodes principales pour établir les inégalités discretes de type Poincaré-Friedrichs dans
la littérature. La premieére méthode, introduite par Arnold [4], peut étre appliquée a une
grande variété d’opérateurs différentiels, y compris ceux avec des noyaux de dimension infi-
nie. Cependant, elle ne fonctionne que pour des domaines réguliers. La deuxieme méthode
a été introduite par Brenner [24] afin de traiter des domaines polygonaux généraux (non
reguliers). Bien que la méthode de Brenner ait été appliquée avec succes pour généraliser
certaines inégalités continues aux espaces de Sobolev brisés (voir [26, 25, 62]), elle ne peut
étre appliquée que si le noyau de I'opérateur différentiel est un espace polynomial de di-
mension finie. La méthode introduite par I'auteur dans [20] combine les avantages des deux
méthodes. Plus précisément, elle peut étre appliquée a n’importe quel opérateur différentiel

et dans les domaines polygonaux quelconques.

Description de la these

Cette these est organisée comme suit :
e Le Chapitre 1 présente quelques propriétés et résultats qui seront utiles par la suite.

e Dans le Chapitre 2, on considere le probleme de Stokes instationnaire avec des conditions
au bord sur la vitesse et la pression. D’abord, on introduit une formulation faible du systeme
et on montre le résultat d’existence et d’unicité. Ensuite, pour le cas particulier ou le
domaine physique coincide avec le cube unité (—1,1)3, on propose une discrétisation en
temps et en espace du probleme en utilisant le schéma d’Euler implicite combiné avec
une méthode spectrale non conforme. On montre la stabilité et les estimations d’erreurs
optimales. On montre également que la solution de ce schéma non conforme converge, en
un certain sens, vers la solution d’un probleme conforme. On conclut le chapitre par quelques

tests numériques qui montrent 'efficacité du schéma d’approximation.

e Dans le Chapitre 3, on introduit une nouvelle méthode pour établir les inégalités de type
Poincaré-Friedrichs discretes. On montre comment cette méthode peut étre appliquée aux

fonctions a valeurs réelles et aussi aux champs de vecteurs définis sur un domaine poly-
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gonal quelconque. On donne deux exemples d’application : le premier est la généralisation
de I'inégalité de Poincaré classique aux fonctions H' par morceaux et le deuxieme est la
généralisation d’une inégalité démontrée dans cette these dans un espace de champs de
vecteurs aux fonctions polynomiales par morceaux. Ce Chapitre a donné lieu a un article

soumis pour publication, écrit par 'auteur (voir [20]).

e Le Chapitre 4 est dédié a ’analyse numérique du probleme de Navier-Stokes instationnaire
avec des conditions au bord mixtes. Apres avoir présenté quelques méthodes de discrétisation
en temps et en espace disponibles dans la littérature dans les trois premieres sections, on
introduit un schéma d’approximation pour le probleme de Navier-Stokes. On montre la sta-
bilité du schéma et les estimations d’erreur optimales sous deux conditions CFL différentes.
On conclut ce chapitre par quelques tests numériques qui montrent 'efficacité du schéma

d’approximation. Ce Chapitre a donné lieu a un travail en commun avec Driss Yakoubi.

Le Chapitre 2 a fait 'objet de deux publications dans la revue “Calcolo, Springer” (voir [21, 22]).
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Notations

Nous précisons ici les notations qui seront utilisées dans cette these.
e () : domaine polygonal ou polyédrique.
e OF : la frontere de I'ouvert E C R?, d = 2, 3.
e x : point générique de Q et (z1,x9,x3) ses coordonnées.
e n : vecteur normal, unitaire extérieur a €.

Pour tous vecteurs v = (v1, U2, v3), w = (wy, Wy, w3) € R3 :

v X W = (Vw3 — V3We, V3w — V1W3, V1 Wy — VoW ).
e (' : une constante positive qui peut varier d’'une ligne a une autre mais qui est indépendante

des parametres de discrétisation.

Opérateurs différentiels

Gradient : V

Divergence : div

Laplacien : A

Rotationnel :

14



En dimension 3 : pour tout v = (vy,v9,v3) : 2 — R3,

rot v — 8U3 _ 3112 31}1 . 81)3 802 _ c%l
~ \Ozy  Ox3’ Ox3 Oxy Oy Oxy)

En dimension 2 : pour tous v = (vy, 1) : Q@ — R? et v: Q — R,

rotv = ﬁ—ﬁ et rotv—%—%
N 81‘2, le B 8$1 (9952

Espaces fonctionnels

e D(R?) = {fonctions indéfiniment différentiables & support compact dansR3} .

e D(Q) = {fonctions indéfiniment différentiables & support compact dans} .

e D(Q) = { fi» telle que f € D(R3)}.

o [P(Q2) =< f:Q— R mesurable, telle que /]f(w)]p dx < 400 p, p < +00.

Q

o ()= {f : 2 — RouC mesurable, telle que supess|f(x)| < —i—oo} :
zel

o L3(0) =< feL*Q), telle que /fda: =0
Q

e Pour un entier m positif

H™(Q)={ve L*Q), D%vell*Q)°’ Vo |a]<m}.

o Hi(Q)={ue H'(Q), wpoo=0}.

e Dans un domaine 2 C R?, d = 2,3, pour tout s €]0, 1|,

Ju(@) = uly)]

H*(Q) = {u e L*(Q), .
|z -y

e L*(x0)}.

ats
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Pour tout s ¢ N et s > 1, alors il existe un entier m tel que : s = m + o, 0 €]0,1]

H'(Q) = {ue H"(Q), D*ue H(Q), Vo |a|=m}.

l\?\»—l

(09Q) = {p € L*(9Q), Fve HY(Q), telle quevjgo = 1} .

H2(99) est le dual topologique de I'espace Hz(8).
On note par < -, - >aq les crochets de dualité entre H2(99) et Hz(59).

1
Définition de ’espace H(I') : On désigne par I' une partie ouverte de 92 de mesure
1
positive. On définit espace HZ(I') comme étant le sous-espace des fonctions de Hz(T)

dont le prolongement par 0 a 0f2 appartient a H3 (09).
Hoo (T") est le dual topologique de Iespace HOO(F)

H(div, Q) = {v € L2(Q)?, divw € L2(Q)}.

H(rot, Q) = {v € L*(Q)?, rotv € L3(Q)*}.

LP (0, T; X) = { v mesurable dans ]0,77; /Hv(t)“% dt <400 p, 1<p<+o0.

L>(0,T;X) = {v mesurable dans ]0,T[;  sup ess|v(t)]|x < —i—oo} :
t€]0,T
C(0,T; X) : Espace des fonctions de classe C? en t & valeurs dans X.

D(0,T; X) : Espace des fonctions dans C7(0,T; X), Vj € N, & support compact.
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Produits scalaires et normes

B =

o Vue L), |lullire = / lu(x)Pde ] , 1<p<+o0.

1
2

o Vu,v € L*(Q), (u,v) = /u(m)v(m) de, et ||ul 2@ = /|u(m)|2dw

Q
o Vuc L), |lullrem) = sug ess|u(x).
xe
1
2
e Vue H™(Q), |ulam@ = | lulliaq + D D%z

|o|=m

o Vuc H*(Q2),
( 1
2
(Il ey + [a22) ", 0<s <1,
[ull s (0) = .
[ullFm ) + Z 1D}y |
L |a|=m
avec

|u(x
ez = / / e ey

o=

o Vo e H(div, Q), [0l = (00 + [div el )

1=

2

o ¥ € H(rot, Q), |v]lrot.0) = (||v|| oo + rot v]|2, )

s>1, s=m+o

° Vf € H%(ﬁﬁ), “f”H%(@Q) = lIlf{HUHHl(Q), NS H1<Q) ct Vo = f}

1
I3

« Ve L(0.T;X),  [vlmorx = /||'v(t)||§( it | 1<p< i

o Vv e L™(0,T;X), ||v|remrx)= sup ess|v(t)|x.

t€]0, T

17



Chapitre 1

Préliminaires

Soit 2 C R%, d = 2,3, un domaine polygonal ou polyédrique, borné et connexe. Nous intro-
duisons ici les propriétés, les lemmes et les théoremes utilisés. Les démonstrations des résultats

indiqués figurent en particulier dans les ouvrages de références suivants [38, 3, 35].

1.1 Opérateurs de trace

Théoréme 1.1. (L’application trace ) L’application qui associe a toute fonction u € D()) sa

restriction sur la frontiére 02 se prolonge en un opérateur linéaire, continu et surjectif défini de

HY(Q) dans Hz(0%)

Proposition 1.2. [31, Proposition 2.20] Soit T',, un sous-ensemble ouvert de la frontiere OS)

et Tp := OQ\'yn. Lapplication v € D(Q)> — v|r,, - ™ se prolonge en un opérateur linéaire et
_1

continu de H(div, Q) dans Hy,* (I'y,). De plus, la formule de Green suivante est vérifiée pour toutes

fonctions v € H(div,Q), d = 2,3, et p € H'(Q) tel que or, =0,

VN, _1 1 = V x) - -vix d$+/ T dl vlx da: 11

< g0>H002 (Fm):H02o(Fm) / SO( ) ( ) 90( ) v ( ) ( )
Q 0

et siv e HY(Q)?, alors

. = [v-npdo
W ) /v nese

100
I'm
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Proposition 1.3. Dans un domaine Q C R3 lapplication v € D(Q)? — (v x n)|aQ se prolonge
en un opérateur linéaire et continu de H(rot, Q) dans H’%@Q)g. De plus, la formule de Green

suivante est vérifiée pour toutes fonctions v € H(rot, ), ¢ € H*(Q)3,

(v x n,@)H_%(89)37H%(BQ)3 = /'r‘ot'v( /v -rotp(x) dr. (1.2)
Q Q

et si v e HY(Q)3, alors

(v x 77,,4,0>H_§(69)3 1} (o3 /('v xn)-pdo.
G)

Définition 1.4. On note Hy(rot, Q) le sous-espace suivant :
Hy(rot, ) = {v € H(rot,Q); v x n =0 sur 00},
ou v X n =0 sur d) signifie que

Vo € Hz(09), = 0.

(v xn.0) 4 (092)3,H 2 (9Q)°

Théoréme 1.5. L’espace Hy(rot, Q) N Hy(div, Q) coincide avec H(Q)?

Théoréme 1.6. Si Q) C R? est convexe, alors 'espace Hy(rot, Q)NH (div, Q) s’injecte contindment

dans H'(Q)3.

1.2 Problemes du point-selle

Soit X et M deux espaces de Hilbert munis des normes || - || x et || - ||a respectivement. Soit
a(+,-): X xX — Retb(-,:) : X x M :— R deux formes bilinéaires et -y, > 0 les constantes de
continuité respectives associées.

Les problemes dit du point-selle considérés ont la forme suivante :
Trouver (u,n) € X x M tel que
alw,0) +b(o,m) = (Lv) Vo€ X, (13)
blu, ) = (o) V€ M,
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ounle X' etoe M.

On note B € Z(M, X') Popérateur défini par
(Bu,v) = b(v, ). (1.4)
On considere les sous-espaces suivants :
V={veX:blvu =0, Vue M}

et
Voo :i={g9 € X' : (g,v) =0, Vv € V}.

Lemme 1.7. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. 1l existe une constante 3 > 0 telle que la propriété suivante soit satisfaite :

inf sup bl ) > f. (1.5)

neMp#0 e xwzo 0]l x|

2. L’opérateur B est un isomorphisme de M dans Vyy. De plus,

Bu,v
1Bullx = sup DRV

> Bllpllar - Vi€ M. (1.6)
veEX w0 HUHX

On termine ce paragraphe par ce théoreme d’existence et d’unicité pour les problemes du

point-selle.

Théoréme 1.8. (Théoréme de Brezzi-Babuska) Supposons que :

1. La forme bilinéaire continue a(-,-) est coercive sur l'espace V, c.a.d
Ja > 0:a(v,v) > allv||k YveV; (1.7)

2. la forme bilinéaire continue b(-,-) satisfait la condition inf-sup (1.5).
Alors,
1. Pour toutl € X' et 0 € M, il existe une unique solution (u,n) € X x M pour le probleme (1.3).

2. Les estimations suivantes sont satisfaites :

1
full < % W+ <5 ol (1)
1
il < 5 | (14 2) e+ 222 o (19)
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1.3 Espaces de Sobolev a valeurs vectorielles

Soit 7' > 0 un nolmbre réel et X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-, ) y.

Définition 1.9. Soit ¢ une fonction définie sur [0,T] a valeurs dans X. On dit que ¢ est une
fonction étagée, s’il existe une partition finie Lebesque-mesurable (E;)1<i<m C [0,T], m > 1, tel

que @ soit une fonction constante sur chacun des E;, i.e. il existe p; € X, 1 <1 < m, tels que
(P(t) = Z XE; (t) Pi,
i=1

ot xp, est la fonction caractéristique donnée par

1site Eia
0 sinon.

L’intégrale de ¢ sur [0,T] est donné comme suit :

T m
/ o(t)dt = S Bl
0 i=1

ou |E;| dénote la mesure de Lebesgue de E;.

Définition 1.10. On dit qu’une fonction u : [0,T] — X est mesurable s’il existe une suite de

fonctions étagées (on)nen telles que
llon(t) —u(t)||lx — 0, presque pour toutt € [0, 7.

Si de plus,
T
[ llen®) — utt)lx dt — o
0

on dit alors que la fonction u est intégrable et on définit son intégrale sur lintervale [0,T] par

T T
/ w(t)dt := lim o dt.
0

n—-+00 0
Définition 1.11. Soit u € L*(0,T; X). On dit que w € L*(0,T; X) est la dérivée faible par rapport

au temps de u st
T T
Vo € D(0,T), Yv € X, / (u(t),v)x¢'(t)dt = —/ (w(t),v)xe(t)dt.
0 0
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Lemme 1.12. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. we L*0,T; X) est la dérivée faible de u,
2. Yo € D(0,T),
T T
| uewd=— [ uea
0 0

3. pour tout o € X',

0
adu—ﬂw.

Définition 1.13. On note par H*(0,T; X), k > 1, l’espace de Sobolev

8m
H*(0,T; X) = {u € L2(0,T; X); sz € L0, T;X) 1 <m <k}

muni du produit scalaire

Théoréme 1.14. Soit H un espace de Hilbert tel que X o H. Siu € L*(0,T;X) est tel que
%—7;‘ € L*(0,T;X"), alors u € C(0,T; H) et

ou
sup [ullp < C <HUHL2(0,T;V) + |l ot HL2(0,T;V’)) : (1.10)
t€[0,T]

Lemme 1.15. Soit t, = k7, k = 1,.., K une partition uniforme de 'intervalle [0,T] en K > 1

sous-intervalles. Soient E un espace de Banach, g € L*(0,T; E) et g, la fonction définie par

Lk
gr = / g(t)dt sur [tg_q,tgl.

te—1

Alors, l'inégalité suivante est vérifiée

A\@ﬁm%ﬂsl|mm@w. (1.11)

De plus,
lg = g-llL20m:) — 0. (1.12)
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Démonstration. 1) L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne pour tout ¢ € [tx_1, tx],

lg- ()% < % (/t k ||g(t)||Edt)

1 tr tr
< ([ a) ([ rewpa
g te—1 te—1
1 [t 9
< - lg()]| dt
T Jty_4

Donc,

T K t
/ lo- O de =3 / L)% dt
0 k=0 k-1

1 K tr tr )
<> [0 [ s aar
Tk:() lp—1 Jtk—1
T
< [ lato) o
0

2) D’apres [61, Théoreme 2.32.5], L’espace D(0,T, E) est dense dans L*(0,T; F). Donc, il existe
une suite de fonctions (g, )nen C D(0,T; E) telle que

19 — gnllL2(0,7:B) o 0.

Pour tout n, on a
19 = g-llz201:8) < 119 — gnllz20.mE) + 190 — Inrll20.1:8) + |90 — grllz20.1:)-
La propriété (1.11) implique que
Gn.r — 97||L2(0,T;E) = [|(gn — 9)T||L2(0,T;E) < llgn — 9||L2(0,T;E)-

Donc,
19 — g-llz20,m:2) < 2119 — gnllz20m:E) + 190 — Gnrllz207:8)-

La formule de Taylor avec reste intégral, nous assure que pour tout s,t € [ty_1, tx],

) = 9.(5) = [ Bty dy.
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Alors, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on otient

tg

1(gn = ) = igll (9a(t) = gu(s)) ds||

te—1

tk agn
= 2 / y) dy ds|%
tr_ s
2
7'2 </ / Edyd8>
ti 89 2
< / ——(y)|| dyds
(%—1 at E
tr tr
s(/ dy) </ ||gn<y>u%dy)
te—1 tre—1
ti )
< / ()3 dy | -
tp—1

0gn

| /\

Par conséquent, on a

T
/0”< = gnr) )l dt = Z / — o) (D)} dt < 72 / lga (Ol dt = 0.

On en déduit que
lg = 97\l 20,2 = O

]

Lemme 1.16. (de Gronwal discret) Soit k, une suite de réels positifs et a, une suite telle que

ao < ¢o,

an <co+y o b + > kmm, n > 1

Si cog > 0 et que b, > 0 pour tout n > 0, alors
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Chapitre 2

Probleme de Stokes instationnaire

Soit 2 C R3 un domaine polyedrique, borné et convexe et 7' > 0 un nombre réel. Dans ce
chapitre on considere les équations de Stokes instationnaires :

ou

i vAu+Vp =f dans Qx]0,T7, (2.1)
divu =0 dans Qx]0,77, (2.2)
u(-,0) =wuo dans €, (2.3)

ou u = (uy,us, uz) désigne la vitesse, p est la pression, ug est la condition initiale du fluide et f
désigne les forces volumiques appliquées au fluide. Les conditions aux bords sur la vitesse et la

pression associées a ces équations sont données comme suit :

u =0 sur I'px]0,T], (2.4)
uxn =0 sur [',x]0,T7 (2.5)
p =pm sur I',,x]0,T], (2.6)

ou I'p et I',,, constituent une partition de la frontiere 02, i.e.
oN=TpuUl,,, I'pnl,, =0.

Ce chapitre a deux objectifs :

1. Introduire une formulation faible du probleme de Stokes (2.1)-(2.6) et montrer 'existence et

l'unicité de la solution faible.
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2. Proposer une discrétisation spectrale au probleme ou la vitesse discrete a une divergence

nulle.

2.1 Position du probleme

On introduit 'espace variationnel
X={veH(Q)? v=0sur Tpetvxn=0surl,} (2.7)

muni de la semi-norme

follx = (Irotwl3am, + [divoli)
Lemme 2.1. Pour tout v € H' () on a la propriété suivante :
(vxn=0ev-n=0surl'p) = v=0 surp.
Démonstration. Soit n = (ny, ng, n3) le vecteur unitaire normal & 92 en un point . On considere
les deux vecteurs suivants :
t:=(0,n3,—ng) et t :=(-n30,ng).

On peut facilement vérifier que ces deux vecteurs sont linéairement indépendants et orthogonaux
a n. Donc, t et ' engendrent le plan tangent a 92 au point x. En tenant compte de la définition

du produit vectoriel, il est clair que v(x) x n = 0 implique en particulier que

Dong, il existe A € R tel que v(x) = An. La condition v - n = 0 permet de conclure. O]

Remarque 2.2. Le Lemme 2.1 ci-dessus implique que

X ={ve H(Q)? v-n=0 sur T'petvxn=0sur 0N}
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Proposition 2.3. L’application || - ||x est une norme sur lespace X . De plus, l'inégalité suivante
est vérifiée :

Yov € X, ”’U”Hl(g) < C(HI‘Ot /UHLQ(Q) + Hle’UHLQ(Q)) (28)
Démonstration. D’apres [3, Théoreme 2.17], on a
H(div, Q) N Hy(rot, Q) — H'(Q)*.
Dongc, on a en particulier
2 2 a2 1/2
weX, |ollmo < C (0l + [Tot vliFg + 1div ol )
De plus, grace a [3, Corollaire 3.19], on a
Vo € H(div,2) N Ho(rot,Q), [|v||r2) < C(||rot v| 2 + ||divo||2@),

ce qui implique I'inégalité (2.8).

2.2 Formulation variationnelle

Pour écrire la formulation variationnelle de notre probleme, nous définissons d’abord les formes

bilinéaires suivantes

a(lw,v) = rot u(x) - rot v(x) dx,
(wv) = [ rotu(a) ot v(a) .
bv.q) = — /Q (divv)(2)q(z) dz.

On considere le sous-espace

V ={v € X, divv =0 dans 2}

et on note par H la fermeture de V' dans L*(€2)3. Nous supposons maintenant que f € L?(0,T; L*(Q)3),
1 1 1
que p,, € L2(0,T; H(T,,)), on HZ(T,,) désigne lespace des traces dans H?2(92) qui sont nulles

sur I'p, et que ug € H. La formulation variationnelle du probléme peut s’écrire comme suit :
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Trouver (u,p) € L*(0,T; X)N H*(0,T; H)) x L*(0,T; L*(Q?)) tel que, pour presque tout ¢ €
[0, 7] et pour tout (v,q) € X x L*(Q),

ou
(G o) +vatwo) 6o = (F0) = mvem), g4 (210
b(u,q) =0, (2.11)
avec
u(-,0) = uo dans €. (2.12)

Remarque 2.4. Comme la solution w du probléeme faible (2.10)-(2.12) est telle que

uc L*0,T;V) et %—'; € L*(0,T; H),

le Théoreme 1.14 assure que u € C([0,T]; H), ce qui donne un sens a la condition initiale u(0) =

Uop.

On a le résultat d’équivalence suivant :

Proposition 2.5. Tout couple (w,p) dans H'(0,T; L*(Q)3)NL*(0,T; X ) x L*(0,T; L*(Q)) tel que
u(t) appartienne a H*(Q)? pour presque tout t € [0, T] est une solution du probléeme (2.10)-(2.12)

si et seulement s’il est une solution du probléeme (2.1)-(2.6).

Démonstration. Soit (u,p) une solution du probleme (2.10)-(2.12). Les conditions aux bords sur
la vitesse dans (2.4)-(2.5) sont satisfaites puisque wu(t) appartient a X. De plus, la contrainte
d’incompressibilité est évidemment équivalente a (2.11). Ensuite, en prenant v € D(Q)? dans

(2.10), en dérivant au sens des distributions en tenant compte de I'identité
—Au =rotrotu — Vdivu,
on obtient I’équation (2.1), ce qui implique que p(t) € H*(£2) pour presque tout ¢t € [0, 7] (car par
hypothese u(t) € H*(Q)?).
Nous revenons a ’équation (2.10) et appliquons la formule de Green (1.1). Cela donne

a(u,v) = /Qrot rotu(x, t) - v(z) de,

Ww.p) = [ 0(@) Vilwt)de— (o),

1 .
Ho? (Tim ), Hio (T'm)
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Nous déduisons que

Yve X, (p—Dpm,v-n) = 0. (2.13)

_1 1
Hoo? (Tm), H (T'm)
Cela implique la condition aux bords sur la pression (2.6). En effet, soit I',,; les faces contenues

dans T',,. Soit ¢; une fonction définie sur 0f telle que
©; € D(I'yn;) et @; = 0 sur OO\L,,.;.

Considérons ¢; € H'(Q) le prolongement de ¢; a €. On note par n; le vecteur unitaire normal &

la face I'y, ;. Remarquons que le champ de vecteur

= Pin;

appartient & X. En effet, il est clair que v € H'(2)? et que v - n = 0 sur I'p. De plus,

oin; Xxn; sur L'y, 4,
VX Nn=

sur O\, 4,

O

Dong, (2.13) implique que
Yo, € D(Fm,i)7 / (p - pm)%; = 0.
Fmi

Or, lespace D(T'},;) est dense dans L*(T,,,). Alors, comme Ty, est une face quelconque de Ty,

P = Pm sur I',,.

Réciproquement, en multipliant I’équation (2.1) par v € X et en intégrant sur (2, on obtient

(%—?, v) —v(Au,v) + (Vp,v) = (f,v). (2.14)

En appliquant la formule d’intégration par parties (1.2) et en tenant compte de la condition aux

bords (2.5), on obtient

(Au,v) = (rotrot u,v) = (rot u,rot v).

29



De méme, la formule (1.1), le fait que v -n = 0 sur I'p et la condition aux bords sur la pression

(2.4) impliquent que

Vp,v) = —(p,divv) + (pm,v-n) _1 1 .
(Vp,v)=—(p )+ (p >H005(rm),H020(rm>

L’équation (2.14) devient donc

(8u ) —v(rotu,rotv) — (p,dive) = (f,v) — (pm,v- 1) _1 :

- U _1 1 .
ot Hoo2 (F7n)vHo2o(Fm)

La contrainte d'incompréssibilité (2.2) est clairement équivalente a (2.11), ce qui acheve la démonstration.
[

Afin d’étudier le caractere bien-posé du probleme faible (2.10)-(2.12), on montre maintenant la

condition inf-sup suivante :

Lemme 2.6. Il existe une constante 8 > 0 telle que la condition inf-sup suivante soit satisfaite

Vg € L*(Q), sup (v, q)

vex [vllx

> Bllgllz2@)- (2.15)

Démonstration. Toute fonction ¢ € L*(2) peut étre décomposée en ¢ = G + g, ot
R _ 1
GgeLy(Q) et g=-—= [ q(x)dz.
€2 Jo
Grace a (38, Cor. 1.2.4], pour chaque ¢ € L3(Q), il existe v € H} () tel que
divo=—¢ et [[0]m) < cllqllrze)- (2.16)
D’autre part, on remarque que pour chaque v € X,
b(v,q) = / gdivvdr = —G/ v - ndo.
Q I'm

Alors, soit ¢ € X une fonction telle que me p(x) -ndo > 0. En posant v = —G¢, on peut

facilement vérifier que

veX, b@,q) >cldllizg et [T)x <l (2.17)
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En suivant Boland-Nicolaides [17], on pose v = © + AU pour une constante positive A. Puisque
b(v,q) = 0, nous déduisons de (2.16)-(2.17) que
b(v,q) = b(v,q) + Ab(v,q) + \b(v, )
> 14l172() + Aell@lZ2 ) — Aealldll2o 1@l 2 () -
L’inégalité de Young
a2 eb?

donne
1 . \c2
40,0 3l + 3 (1= 252 )l
En prenant A = % et en utilisant I'orthogonalité de ¢ et g dans L?(€2), on obtient
2

b(v,q) > Cllql72()

L'inégalité ||v||x < C|lql[12(q) est immédiate. O

Considérons le probléme réduit suivant : Trouver w € L*(0,7; V)N HY(0,T; H) tel que pour
presque tout ¢t € [0, T,

ou
Yv eV, (E,v> +rva(u,v) = (f,v) — (Pm,v - n}H&)%(Fm) %O(Fm) (2.19)
u(-,0) = ug dans . (2.20)

On démontre maintenant ’existence et 'unicité de la solution dans le théoreme suivant :
Théoreme 2.7. Supposons que
1
f € L*0,T; L*()?), ppm € L*(0,T; H(T,))

et que la vitesse initiale ug appartienne a V. Alors, le probleme (2.19)-(2.20) a une solution unique

we L*0,T; V)N HY0,T; H). De plus, cette solution satisfait aur estimations suivantes :

lw(®) |0, r2 @)% + [[wllz20,7:x)

H L2(0,T,L2(Q)?) (2.22)
=¢ (HfHLQ(O’t;LQ(Q)) + HpmHL2(O,T;H%(6Q)) + HuOHH(rOt’Q)> '

(2.21)
=¢ (Hf“LQ(O’T?LQ(Q)) + ||pm||L2(o,T;H%(aQ)) + Hu0||L2(Q)> ’
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Démonstration. On démontre le résultat en utilisant la méthode de semi-discrétisation présentée
dans [59]. Considérons une partition uniforme de 'intervalle [0,7] en K > 1 sous-intervalle. On
note par 7 le pas de temps correspondant et posons t, = k7, 1 < k < K. On considere le probleme

semi-discret suivant :

Trouver (u*);<p<r dans (V)X tel que pour chaque k,

Yo eV (“k‘“k_l )+ (uh,v) = (£%,v) — (b v - m) (2.23)
v , e va(u®,v) = V) — (D, VM) _1 1 , .
T b Hoo? (T, H (Tom)
u’ =wuy dans Q, (2.24)

ou

K 1 [t i 1 [t
fr= - f(s,-)ds et p; =— Pm(s, ) ds.
th_1 tk—1

T

Remarquons que f* € L*(Q)3. En effet, I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

2
1 b
17 N < ( |18l ds)
tk—1

1 tr tr
—(/ ds> (/ ||f<-,s>||%2<mds>

1 [t 1
<! / 1£C2 ) 2oy d5 < 1 F 20200
T tho1 T

IN

Nous montrons de la méme fagon que pt € L*T,,). Nous associons aux éléments u!, ..., uX les

fonctions suivantes :

u; : [0,T] — V,  w.(t) =u*"" pour tout ¢ € [tp_y, t;]

et

ub — ukF

1
w,: [0,T] — V, w(t)=u""+(t —t,_1) ( ) pour chaque t € [ty_1, tg].

T

Remarquer que la fonction w, est continue et affine sur chaque intervalle [t;_1,1;]. Le probleme
(2.23)-(2.24) admet une unique solution grace au Théoréme de Lax-Milgram [32, Théoreme 1.3].

Maintenant, nous dérivons des estimations a priori.
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Posons v = u* dans (2.23). L’application de I'inégalité de Young (2.18), I'estimation (2.8) et
de l'identité

(a,b) = (HaH2 + fla—bl* = [I]]*) (2.25)

(o) I

donne
1 _
Sl + e — w2y — 0" 2y + v 7livotut 2 g
14 k 2
< 5 livotut 22y + O (I ey + 195123 ) -

En prenant la somme sur k£ on obtient

K K

1 _ v

5’\“1{”%2(9) + Z Ju® — w22 + 5 Z 7[rot u®||72 g
=1

1

< Sl 2y + cZ (1 By + 12812 3 ) - (2:26)
Puisque
K-1
HUTHQL?(O,T;V) = Z 7|lrot ukH%Q(Q)
k=1

on en déduit que la suite (u,), est bornée dans L?*(0,7; V). De plus, puisque L*(0,7;V)
L*(0,T; H), alors la suite (u,), est aussi bornée dans L*(0,T; H). Donc, il existe une fonction

u € L?(0,T; V) et une sous suite (notée de la méme fagon) telle que, lorsque 7 — 0,

u, — u faiblement dans L*(0,T; V), (2.27)
u, — u faiblement dans L*(0,T; H). (2.28)
De plus, en prenant v = u® — u*~! dans (2.23) et en utilisant 1'inégalité de Young ainsi que

l'identité (2.25), on obtient

_ vT
k_ ok vr

2
<72 (16 oy + I 3 ey ) + 3108 = 0 gy

En divisant les deux cotés par 7 et en sommant sur k, on arrive a

&% 7z + <||I“0tul“||L2 +[lrot(u® — w72 q) — ”mt“k_lui"’(ﬂ))

K k k—1 K
u® —u
> Tl M + Vot < virot iy +;T(||fkuL2 P52 5 )

(2.29)
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Comme pour tout k,

ot = - ) sur ]tk—latk[7

'estimation ci-dessus implique que la suite (Qw, /dt) est bornée dans L?(0,T; H). Donc, il existe

une fonction u, € L?(0,T; H) et une sous-suite telle que, lorsque 7 — 0,

ow,

o U faiblement dans L?(0,T; H). (2.30)

Soit ¢ € D(0,T). En multipliant I’équation (2.23) par ¢ et en prenant intégrale sur [0,7], on
obtient pour tout v € V,

T aw T T T
/ (5;40¢uwu+ul alur )0t = [ (Fov)e®at— [prven( e

La propriété (2.27) implique que

T
/ a(u,,v)p(t)dt —>/ a(u,v)p(t) dt.
0

Le Lemme 1.15 nous assure que

A(mewﬁ—%é(ﬁWﬂﬂ&

T T
mor, UML) 1 1 t dt—>/ m,U M)  _1 1 t)dt.
A<p, Db oy 0 R B 0

II nous reste a montrer la convergence du terme de la dérivée. D'une part, la propriété (2.30)

/ (awT ) dt—>/ u,,v) p(t) dt.
o

(e~ wrlr) = (P ) - ) sl

implique que

D’autre part, on a

et donc,

tr T
[ Tun(te) = wr (6 ) By dt = Tt = w

tk—1

Prenant la somme sur k, et grace a (2.26), on obtient

T K
_T k k1112
) =y = 53 o = oy 2,0
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En tenant compte de (2.28), le résultat ci-dessus nous assure que
w, — u faiblement dans L*(0,T; H). (2.31)

Le Lemme 1.12 nous assure que’

/OT (uy, v) p(t) dt = lim OT <%,v) p(t)dt

T—0
T

- 71-15}(1) T (w,,v) p(t)dt

= lim (w-,v) ¢ (t)dt = /o (u,v) e (t)dt,

7—0 0

et donc,

_0u
ot

U

De (2.30) et (2.31) on déduit que la suite (w,), converge faiblement dans H'(0,7; H). Or
Uinjection H'(0,T; H) — C([0,T]; H) est compacte (voir [57, page 82]). Alors, en particulier,

w,(0) — u(0) fortement dans L*()3. Puisque par définition, w, (0) = ug, on a donc
u(0) = uy.
L’estimation (2.26), la propriété (2.27) et le Lemme 1.15 nous donnent
wllr20.1v) < C <HU0||L2(Q)3 + | fllz20.1:22(00%) + HPmHLQ(QT;H%(aQ)) :
De plus, en tenant compte de (1.10), on a
[wl| Lo o) < C (H’UOHLQ(Q)3 + | Flle20m 203 + HpmHLQ(O,T;H%(m)) :

On a donc montré l'estimation a priori (2.21). L’estimation (2.22) est une conséquence de (2.29)-
(2.30).

L’unicité de la solution découle de I'estimation de stabilité (2.21) et du fait que le probleme de

Stokes est linéaire. ]

1. Remarquer que la forme linéaire w € V. — (u, v) appartient au dual V' pour tout v € V.
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Théoreme 2.8. Sous les mémes hypotheses que le Théoréme 2.7, le probléme (2.10)-(2.12) a une
solution unique (u,p) telle que la vitesse uw est la solution du probleme réduit (2.19)-(2.20) et que

la pression p satisfait

||p||L2(0,T;L2(Q)) <c (H.f||L2(O,T;L2(Q)) + ||pm||L2(O7T;H%(aQ)) + ||u0||H(rot,Q)> :

Démonstration. Pour tout v € X et presque tout ¢ € [0, 7], nous définissons la forme linéaire L,

par
ou
Lio) = (F.0) = pmoem) gy (o) < vatu), (2.32)

Clairement, c¢’est une forme linéaire continue sur X . En effet, grace a (2.8) on a pour tout v € X,

m, VM) _1 1 < m||l 1 v-n|| _1
(p ) H o o) [Pl al (Fm)ll | P
< CHPmHH%(F )HUHH(div,Q)
0o\-m
< CHPmHH%(F )HUHHl(Q)
oo\-m
< Cllpmls o [0]x.
00\-m

Il est facile de montrer des estimations similaires pour les autres termes. De plus, selon (2.19), la

forme L; s’annule sur V. Ainsi, d’apres le Lemme 1.7, il existe une fonction p(t) € L*(2) telle que
Vvoe X, Li(v)=>bv,p(t)) (2.33)

et

1 Li(v
Ip(t)]| 20y < - sup () (2.34)

B veX ||v||X
D’apres (2.33)-(2.34), nous déduisons que p € L*(0,T; L*(Q)) et que (u,p) est une solution du

probléme (2.10)-(2.12). Maintenant, supposons que (w1,p;) et (ug,ps) sont deux solutions du

probleme (2.10)-(2.12) et considérons la différence (z,y). Alors, cette paire satisfait
0z
Vv e X, (E,v) +a(z,v) +b(v,y) =0,
Vg e L*(), (divz,q) =0,
z(-,0) = 0.

D’apres les estimations de stabilité (2.21)-(2.34), on obtient (z,y) = 0. O
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2.3 Probléme semi-discret

On considere une séquence de nceuds t, avec k = 0,1,..., K, qui induit une partition de

I'intervalle [0, 7] en sous-intervalles [t;_1;%;]. On note par 7 le pas de temps ¢, — t5_1 et par 7 le
1

maximum des 7;. Pour toute donnée (f,p,,) dans C°(0,T; L*(Q)?) x C°(0,T; HZ(T,,)), le schéma

d’Euler implicite s’écrit comme suit :

Trouver (u*);<p<x dans (X)* et (p*)1<p<i dans (L2(Q))X tels que pour tout k = 1,2, ..., K,

o e X (“’“—“’” )+ (u¥,v) + b, p) = (£, v) — (b, v )
v ’ 7,0 Vau)/v ’U’ — 7’0 — m,’vn _1 1 5
Tk b b Hoo? (Tm), Ho (Tm)
(2.35)
Vq c LQ(Q), b(ukaQ> = Oa
u’ =wu, dans Q, (2.36)

ott f* = f(tx) et p}, = pm(te).

Maintenant, on établit le résultat d’existence et d’unicité pour ce schéma.

1
Théoréme 2.9. Supposons que les données (f,pm) € C°(0,T; L*(9)3) x C°(0,T; HZ(T,,)) et que
la vitesse initiale wy appartient a V. NC(Q)3. Alors, le probléme (2.35)-(2.36) a une solution unique

(u®, p*)1<p<r. De plus, les estimations suivantes sont vérifiées :

k
w12 q) + VZTi”I'Ot u'[|72q)
=1
k .
<C (”’UJOH%Q(Q) + Zﬂ‘ <||fz||%2(sz) + ”P%HZ%(F ))>> (2.37)
i=1 00\t m
et
k w — w12 k .
Y < vlrotunliag + 3 n (1 e Ity ) (239)
i=1 ¢ L2 (Q) i=1 Hgo(T'm))

De maniere similaire, la séquence des pressions satisfait pour tout 1 < k < K,
k

k
Znupwzmsc(Huouizm)+unrotuo|@2<m+Zn-(rrfluiz(m+|rpm2 )). (2:39)
=1

H3 (69)
i=1
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Démonstration. Pour chaque k =1,2,..., K, la coercivité de la forme bilinéaire a(-, ) et la condi-
tion inf-sup (2.15) impliquent l'existence et 1'unicité de la solution du probleme (2.35)-(2.36) (voir
[38, Cor. 1.4.1]).

D’abord, pour dériver I'estimation (2.37), posons v = u* dans (2.35). Les inégalités de Cauchy-

Schwarz, de Young et (2.8) et 'identité

(.= 1) = 5 (Il + la = o = IBJP) (2.40)

nous donnent
5 (1 ) — s~ 2o + st — 0 ey ) + v ellrot s g (2.41)
< ngHl‘Ot w72y + C7i (HukH%Q(Q) + 1 F FlF2 + Tk||Pﬁl||2;00(Fm)> - (2.42)

En sommant sur k, on obtient le résultat désiré.

Ensuite, pour obtenir I'estimation (2.38), on choisit v = u* — «*~! dans (2.35).En utilisant
successivement les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, combinées avec 'identité (2.40), on

obtient

ok = b By + 2 (llrotu |22 + rot(w' — w2z, — rotu’ 3,

VT
2
1 _
< CrE (IF gy + 1P 3 n0y ) + Sl = 0 gy,

En prenant la somme sur k, on arrive a

k
§||Uk —u’ 1“%2(9) + o <||r0tuk||%2(g) + Z [rot(u’ — u 1)”%2(9) — ||rot Uo”%?(@))
i=1

< 02 (I By + 1Bl gom) -

ce qui implique en particulier que

1
_||uk _

Sl =gy < O (I H 2@ + IPE /2o + Irot wolfagay)

Ensuite, en divisant par 74 et en sommant sur k, on obtient 'estimation (2.38).
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Il est clair que l'equation (2.35) est équivalente a

k k

bw.p) = — (T ) “vatut o) + (£ - (o
()

)

_1 1
Hyo? (Tm),Hgo(Tm)
ce qui implique que

ut —ut! k k k
e R P e o Py W%

b(v,p") < (

Or, d’apres la condition inf-sup (2.15), on a

b(v, p*
sup u > 5||Pk||L2(Q)-
veX ”v”X
Donc,
k uf —ut! k k k
1p"][ 2 < C — | vuwllx + [1F e + I1Pmllrirzo0) ) -

Afin d’obtenir I'estimation (2.39), il suffit de prendre le carré de cette inégalité, de multiplier par

7k, et de tenir compte des estimations (2.37) et (2.38) déja démontrées.

O

Estimons maintenant les erreurs d’approximation de la vitesse et de la pression relatives au

schéma (2.35)-(2.36). Pour cela, on considere la séquence (€¥)o<r<x définie par e = wu(t) — u*,

k

ol u est la solution exacte du probleme (2.10)-(2.12). Pour chaque 1 < k < K, cette suite satisfait

au systeme suivant :

Vv € Xa (ekall)) + I/a<ekalv> + b(lv7p<tk> _pk) = (ekila U) + (&.k’ ’U),
Vg€ L*(Q), blef.q) = 0,
e’ = 0 dans ©,

ou 'erreur de consistance est donnée par

gk(’u,) _ w(ty) — uw(-, tr_1) _ %—?(tw

Tk

En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, on obtient

efu) = — / ' (s —tp_1) é?;—;;(s)ds,

Tk Sty
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ce qui donne
0%u
ot?

1
Hé‘k(u)HLz(Q) < %72/2

L2(tg—1,tk;L2(R)3)
En procédant de maniere similaire a la preuve de stabilité et en tenant compte de l’estimation

ci-dessus pour £*(u), nous dérivons facilement le résultat de convergence suivant :

Proposition 2.10. Sous les hypothéses du théoréeme précédent, supposons de plus que la vitesse
ezacte w, solution de (2.10)-(2.12), appartient a H?(0,T; L*(Q)3). Alors, les estimations d’erreur

suivantes sont vérifiées :

& 1/2
l€¥ 1720y + 20 ) Tillrot €3 < Cr Pu
L2(Q) . 7 L2(Q) — ot2 Lo s ;
1=1 (0,tk,L (Q) )
i 1/2
; 0*u
i=1 L2(0,tx;L2(2)3)

2.4 Discrétisation spectrale
2.4.1 Formulation discrete

Dans cette section, nous nous intéressons au cas ot 2 est le cube unité | — 1, 1[> et l'interface
Ly ={(z,y,2) € 00 :y = £1}.

On définit les faces du cube 2 comme suit :

' ={(z,y,2) € 0Q:x =1}, Iy ={(z,y,2) € 00 : x = —1},
I's ={(x,y,2) € 00 : y =1}, I'y=A{(x,y,2) € 00 : y = —1},
s ={(z,y,2) € 0Q: z =1}, e ={(z,y,2) € 0Q: z = —1},

On note par P, ,(€2) I'espace des polynomes de degré <[ par rapport a x, < m par rapport a y

et < n par rapport a z. Lorsque [, m et n sont égaux, cet espace est noté P, (2).

40



Soit N > 2. En posant {§; = —1 et £y = 1, nous introduisons les nceuds &;, 1 <7 < N — 1, et
les poids associés p;, 0 < i < N, de la formule de quadrature de Gauss-Legendre-Lobatto (GLL).
En notant par Py(—1,1) 'espace des restrictions a [—1, 1] des polynomes de degré < N, nous

rappelons la propriété d’exactitude suivante ([14, Théoreme 4.1)) :

1 N
VoePaa(-10), [ plade=Y w6 (2.44)
-1 i=1
La propriété d’équivalence suivante sera utile par la suite
N
Vo € Py(=1,1),  llelizcin < D e&) i <3llelliz . (2.45)
i=1

Cette formule nous permet de définir le produit scalaire discret dans ’espace des fonctions continues

u et v comme suit

Zé\il Zjvzl 'LL(SZ, fj)?)(gi, 5]) Pz/)g en dimension 2,
Y Z;Vﬂ S w6 &, &) (&, & &) pipjpr en dimension 3.

(u,v)ny =

La norme discréte associée sera notée || - || y. Enfin, on note par Zy : C(2)3 — Px(Q)? I'opérateur

d’interpolation de Lagrange associé aux nceuds de Legendre-Gauss-Lobatto.

Nous désignons par Ly € Py(—1,1), N > 0, le polynome de Legendre satisfaisant

Ly(£1) = (£1)V, /1 L (2)Ly(2) dx = 0, Ym # n,

1

et
2
ILnlZ2 10y = INTT

De plus, l'identité suivante est valable pour tout N > 1

La(z) = & (LN“@)_LN—I(“T)). (2.46)

T dx 2N + 1

Lemme 2.11. [14, Théoréme 5.1] L’inégalité suivante est vérifiée :
Von €Px(=1,1), Il i < ON?onllze1a, (2.47)
Lemme 2.12. [27, Lem. 3.1] L’inégalité de trace inverse suivante est vérifiée :
Yoy € Py(Q),  [Juw]r200) < eV |lon| 2. (2.48)
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On s’intéresse maintenant a la discrétisation spectrale du probleme de Stokes (2.10)-(2.12).

D’abord, on considere I’espace continu
Y={veH'(Q)’ v-n=0suwrpetvxn=0sul,},
qui n’est pas un sous-espace de X . L’espace des vitesses discretes Y y est donné par

YN =Pyn-in-1(2) X Pyoynn-1(2) X Pyog v n(2)NY,

tandis que les pressions discretes sont des polynomes de degré N —1 par rapport a chaque variable,
c’est-a-dire
My = Py_1(9).

Afin d’introduire le probleme approché, on considere la forme bilinéaire discrete ay (-, -) définie
pour chaque vy, wy € Y y par
ana(vy,wy) = (rotvy, rotwy)y — (vy X n,rotwy)yr,
2
— (wy X n,rotvy)nr, + @ N (vn X n,WN X )N,

olt @ > 0 est un nombre réel et (-, )y, désigne le produit scalaire discret en L? défini sur I'p par

la formule de quadrature GLL, i.e.

(vn, wN)NTp = Z (V| W) N -
i€{1,2,5,6}

Nous introduisons notre probleme discret basé sur la méthode de Galerkin avec intégration numérique

comme suit :

Trouver (u’]‘“\,@)lgkg{ €Yy et (pho)i<k<x € My tel que pour tout k= 1,2, ..., K,

uﬁ, — u]fv_l
Yoy € Yy, ,aT ’O‘,vN +yaN7a(U]]€V’a,UN) +b('UN7p§\z,a)
b N
= (¥ on)y — Bk o8 - m)nr,, (2.49)

Vqy € My, b<uI]€V,on qN) =0,
uly, =ZInuy dans €, (2.50)
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ol (+,-)nr,, désigne le produit scalaire discret en L? défini sur T',, par la formule de quadrature
GLL :

Pk, v - NN, = Z (p’:mri» (on - 7)) v
ie{1,2}

Remarque 2.13. Soit u la vitesse du probléme continu (2.1)-(2.6). Si nous supposons que u est

suffisamment réguli¢re (par exemple, u(t) € H*(Q)? pour presque tout t), alors une intégration

par parties montre que cette solution satisfait [’équation suivante

ou
Yoy € Yy, —, vy |tra(u,vy)—v (vyxn,rot u)r,+b(vy,p) = (f,on)—(Pm, VN M) _1 1 .
ve ¥ (Gow)tvatuon)-(ox Do b0, p) = (Frow)~pm o)y
De plus, comme la fonction w a une valeur de trace tangentielle nulle, ’équation ci-dessus est

équivalente a

Voy € Y, (u(tk) _Tu(tk_l),v]v> +vaya(w,vn) 4+ b(vn,p) = (f,on) — (Pm, VN - T)

(u(tw ~ultin) 0w UN) v (aya — a)(w,vx)

1 1
Hyo? (Tm),Hgh(Tm)

T ot

+v(vy X n,rotu)r, — v(vy X n,rotu)yr,,

ce qui signifie que le schéma (2.49)-(2.50) est consistant pour les solutions réguliéres du probléme
exact, i.e. la solution exacte w satisfait les équations (2.49)-(2.50) du probleme discret avec un

terme de plus au second membre qui tend vers zéro lorsque N — —+o00.

Pour aller plus loin, nous définissons la semi-norme || - ||y sur 'espace Y y par

1/2
|v]lxa = (rotv|% + aN|v x n|%r, )"

2.4.2 Condition inf-sup discrete

Lemme 2.14. Pour tout polynome qny € Px_1(Q2) N L3(Q), il existe un polynome wy dans
IEDN,N—l,N—l(Q) X IEDN—1,N,N—1(Q) X IEDN—1,N—1,N(Q) tel que

divwy =qv e wy-n=0 surly,j=1,6. (2.51)
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De plus, les bornes suivantes sont valables

lwn|mi@) < ONllan| 2@ (2.52)

et
|wy x 2,y < Cllgnllr2@)  pour tout j = 1,6, (2.53)

ou C désigne une constante indépendante de N .

Démonstration. Soit gy un polyndome quelconque dans Py_1(Q) N L3(Q2) et posons

= S i) L) Lal2),

(ILmmn)ed
ou J est 'ensemble {0 < [,m,n < N et [+m+n # 0}. En utilisant 'orthogonalité des polynomes
de Legendre, on peut vérifier que

HqNH%Q(Q): Z alan”Ll”%?(—l,l)||Lm||%2(—1,1)||L7LH%2(—1,1)
(I,m,n)ed

) 2 2 2
= D 20+1)\2m+1)\2n+1
(ILmmn)ed

>c Z a (I+1D) Y m+1)"(n+1)""
(ILmn)ed

avec ¢ > 0 une constante indépendante de N. On considere maintenant une partition de J en trois
ensembles disjoints J1, Jo et J3 définis comme suit
Ji={{l,m,n) e J:mn<Il1<I},
Jo={({l,m,n)eJ:l<mn<m,1<m},

Js={(l,m,n)eJ:l,m<n,1<n}.

On choisit wy = (wq, wq, w3), avec

= 5w (PG 1),

(I,m,n)ed 2l +1

w= Y o) (Lm+1(y) - Lm—l(?J)) Ln(2),

(ILymn)ed2 2m +1

ws= > pnLi(2)Lin(y) (Lnﬂ(z)_L"l(Z)).

(IL,m,n)eJs 2n+1
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D’abord, en utilisant 'identité (2.46), on a

Oow; Owy Ows

di =
VN ox + dy 0z
= Z Oélanl(x)Lm(y)Ln(Z) + Z alanl(x)Lm(y)Ln(z)
(ILymmn)ed (ILmmn)ed2
+ Z Wnn L (%) Ly (y) L (2)
(I,m,n)eds

= Z alanl(x)Lm(y)Ln(Z) = dgn,

(I;m,n)eJ1UToUT3
car J = J; U JyU J3. Pour la preuve de I'estimation (2.52), nous nous référons a [47, Proposition
2]. 11 reste a vérifier 'estimation concernant la trace tangentielle. Supposons par exemple que
= (1,0,0). Alors,
wy X n = (0,ws, —wy). (2.54)

En tenant compte de la propriété d’orthogonalité des polynomes de Legendre, nous déduisons que

ws(L, -, aqe, = / / Ln+1<z>—Ln_1<z>>

2n+1

O L (y) (

(lmn YEJ 3

| Y auL) (L’““(Z)k_fl’“‘l(z)) ayd:

(i,j,k)€J3

=33 > alulLallia iy

Im n k=n—2mn oun+t+2

" /_11 (Ln+1(2’2)n—+L1n—1(2)) " (Lk+1<z)/k;_+ﬁk_l(2)) 1
<c Y ofm+1)n+1)7

(IL,m,n)eds

Dong, puisque [ < n pour tout (I, m,n) € Js,

lws (L, 72, < Z WD m+ D)+ D)7 < cllanlia o)
m)ed

De méme, en utilisant 1'orthogonalité des polynomes de Legendre et le fait que m > [ pour tout

(I,m,n) € Jy, on montre que

lwa (1, ) ey S ¢ Y appa(m+1)P(n+1)7" < cllgn |72
(IL,mn)eds
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Dong, en tenant compte de (2.54), on a

oy x nly < el

De plus, en suivant exactement les mémes étapes, on obtient les bornes souhaitées pour la trace

tangentielle sur les autres faces.

Lemme 2.15. [38, Remarque 1.2.5] Pour tout v € H'(Q)? tel que v X n = 0 sur 9Q on a

(rotv) - m=0 surdf.

Lemme 2.16. Pour toute fonction qn dans Px_1(2) N L3(Q), il existe un polynome vy dans Y y
tel que
div VN = (gN- (255)

De plus, l’estimation suivante est valable

o) + Nllvx X 12wy < eNllgnllz2o)- (2.56)

Démonstration. Nous introduisons d’abord le polynoéme oy défini sur Uintervalle [—1, 1] par

(=02 . oy LR
@(Q) = 0+ O ey

qui s’annule en 1 et —1, @y (1) = 0 et @y (—1) = 1. De plus, il satisfait
lon| (1) < eN72. (2.57)
En effet, d’apres [14, page 235], on a pour tout ¢ € (—1,1),
(1—¢*) Ly =4C Ly — (N = 1)(N +2) Ly.
De plus, on a
Ll = T,
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Dong, en appliquant l'inégalité (2.47), on obtient
||L/],V||L2(—1,1) S ON3

Pour conclure il suffit de tenir compte du fait que ([14, Formule 3.8]

ey = &= 2)(N2;31!)...(N £3) o

On considére maintenant les polynomes

¢1(I7 Y, Z) = w3('r7 L Z)WN(_y) - w3(x7 -1, Z)WN(y)a
et

¢2(I7 Y, Z) - _wl(x7 17 Z)wN(_y) + wl(xv _17 Z)WN(y),

ol wy = (wy,wy,ws) est le polynéme du Lemma 2.14. Comme (¢1,0,12) x n = 0, le Lemme

(2.15) implique que rot(ty,0,%,) - n = 0. Le polyndéme
Vy = WN — r0t<1/)1a 07 ¢2)

est celui recherché. En effet, on peut vérifier que vy appartient a Yy et que I’équation (2.55) est

évidemment satisfaite puisque la divergence d’un rot est égale a zéro. De plus, On a

lnlliregey < (s, 1o + lwsC =1 g Yleow i

+ (w1 ) s + s, =1 e ) oo s

(s 1 Mezna + s, =1,z Yl e,

Ensuite, en appliquant I'inégalité (2.47) et l'estimation (2.57), on obtient
[1llzrz@) < ON* (llws (-, L) llz2erue) + lws(, =1, ) lz2-1002) 1w llz2-1

< ON (lws( 1, ) 2o + lws(, =1, ) z-102)
< CON (fwn(,1,-) % (0,1,0) | 2y + lwn (-, =1,-) x (0, =1,0) [ z2r))
< CN|lgnl 2@

ou on a utilisé I'estimation (2.53) dans la derniere ligne. Un résultat similaire peut étre obtenu

pour 5. Ainsi, on a prouvé que
[rot (11, 0,v2) || a1 @) < ON|lanl 2@,
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ce qui implique que

lonllai@) < CONllan |l 2@

I1 ne reste plus qu’a prouver la borne sur la valeur tangentielle. Par exemple, si n = (1,0,0), on a
O o1 Oy
vy xn=wyxn—|(0,——(1,,),— | =———=— | (L,-,-) .
N N ( dy ( ) ( 0z ox ( )
La stabilité de wy x n a déja été établie dans le Lemma 2.14. De plus, grace aux inégalités inverses

(2.48) et (2.47), on a

H 37#1 < (lws(L, 1, M z2-1) + Nws(1, =1, )2 1,n) leoy 21
L2(T'1)
< CN(ng(, s e2e102) + llws (s, =1, ) 2212 )HWNHB (-1,1)
<C ( lws (-, 1, )| L2(=11) + [Jws (-, — ')||L2(—1,1))
< C(Jlwn(,1,7) x a2y + lwn(, =1, ) X nslr2ry)) -

Ainsi, l'estimation (2.53) donne

70

< Cllgnllz2(@)-
L2(Ty)

De méme, on a

H 3@/}1 dws dw;

(n—(m, Miscern + 150
L2(T'y)

0, —1,->||Lz<_1,1>> .

awg

ow
< N? (u—3<1 1)l + 152, —L-)HLz(_l,n) .

< ON? (lws(-, 1, ) p2-1.02) + ng(-, 1)z -102) lon 2@
< C (lws( 1) 21y + lws( =1 ) e2-1p) »

ce qui est équivalent a

< Cllan || 2
L2(T1)

En utilisant exactement les mémes techniques, on montre les mémes résultats pour 05 /0y. On

H 31/11

procede de la méme maniere pour les autres faces de I'p et on obtient finalement

Z lon X 15l|72r,) < Cllanll72(0)-
FjCFD

Ceci conclut la preuve. O
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Lemme 2.17. Pour tout ¢ € R, il existe v € Y  tel que
b(©,9) > Clldlz2) et ITlx < Clalliz).

ou C' > 0 est une constante indépendante de N.

Démonstration. Considérons la fonction ¢ € Py(Q) définie par p(x,y, z) = (1 — 2?)(1 — 2%). Cette

fonction est clairement nulle sur I'p et satisfait

/mgp(a)daz2/1(1—x2)(1—z2)dxdz>O.

1

Selon [16, Thm. II1.3.1], il existe un polynome vy € P5(2)3, tel que

UN\Fm = —qpn.

De plus, puisque ¢, = 0 et nxn = 0, alors v € Y . Pour conclure, nous appliquons le théoreme

de la divergence et on obtient

bon,T) = T / p(0)do > cl2s 0,

]

Théoreme 2.18. [] existe une constante 3 > 0 indépendante de N telle que la condition inf-sup

suivante soit vérifiée

b
VQN S ]P)N_l(Q), sup <UN7 QN)

> BN Mlan |l 20)- 2.58
onveYy |Un|lE1@ + Nlow X n|2q lawllz2c@) (2.58)

Démonstration. La preuve repose sur 'argument de Boland-Nicolaides [17]. En effet, soit gy un

polynéme quelconque dans Py_1(2). Comme d’habitude, nous écrivons gy = §n + Gy, OU

- _ 1
qn € Lg(Q) et gy = — / qn(x) de.
12 Jo

Pour A > 0, on choisit vy = vy + AUy, ou vy est le polynome associé a ¢y par le Lemme 2.16 et

Uy est celui associé a g par le Lemme 2.17. Observons également que b(vy,qy) = (Gn,Gy) = 0.
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On a donc,

b(vn,qn) = b(Vn, Gn) + Ab(UN, Gy) — AM(UN, Gn)

> |lavllZ20) + lan T2 @) — AelOnllm@llavllze@)

1, . AN
> gl + 2 (1= %5 ) laxla,

olt ¢ > 0 est la constante dans I'inégalité |[Un || g1 o) < c||Gn | r2)- Pour conclure il suffit de choisir

A =c2

2.4.3 Stabilité et estimations d’erreur

Le lemme suivant montre que la forme bilinéaire ay (-, -) définit un produit scalaire discret

associé a || - ||y sur Uespace Y y.

Lemme 2.19. Supposons que o > 36¢2, ou la constante c, est définie dans (2.48). Alors, la forme

bilinéaire discréte ay (-, ) satisfait pour tout vn dans Y y,

1
ana(VN,VN) > §||"7N||?v,a- (2.59)

Démonstration. Soit vy un polynome quelconque dans Y n. On a

an.o(vn,vN) = |rot vy||3 — 2(rot vy, v x n)Nr, + aN?||v x nH?V,FD'
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En combinant 'inégalité de Young, la propriété (2.45) et (2.48), on obtient

2(rot vy, v X )y, < 2|rot UNH?V,FDH’U X n| N

N2 ,  182N? ,
<2 362 [rot vy||yr, + 5 v xnllyr,

<o (N ot oy 92N? 2
< 3602 [ro UNHL?(FD) +9c;N*||lv x nllyr,

*

18

< ggllrotvnlize + 18N v x nliy
1

= 5 lrot vnlfa) + 18N?v x |3,

1
< §Hrot vy + 18c2N?||v x nH?V,FD

Maintenant, I’hypothese a > 36¢, implique que
a

— 18¢, >
o 0_2

On en déduit que
>1 2 — 182\ N? 2
ana(vn, vN) 2 gllrot vnlly + (a = 18N lon x nfyr,
> 1|| I
—||v a-
Z SllvNly,

Ceci conclut la preuve. n

Nous énoncons maintenant le résultat d’existence et dunicité.
Théoreme 2.20. Supposons que les données
(F.pm) € CO(0, T3 LA(Q)°) x C°(0, T; Hyy " (T'n)),

que la vitesse initiale wy appartient a V N CO(Q)3 et que o > 36¢2, ot ¢, est défini dans (2.48).
Alors, le probléme (2.49)-(2.50) admet une unique solution (uf ,, P o)1<k<rc. De plus, Uestimation

suivante est valable :

k
||’u’]Z€V,a”%2(Q) +v Z TiHqu,aH?V,a
=1

k
<C <HINU’0”%2(Q) + Zﬂ' (HINjnH%Q(Q) + HINp:nH%?(Fm))) )

=1



Démonstration. Pour tout k =1,2,..., K, la coercivité de la forme bilinéaire ay (-, ) et la condi-
tion inf-sup discrete (2.58) assurent 'existence et 1'unicité de la solution du probleme (2.49)-(2.50)

grace au théoreme de Lax-Milgram [32, Théoreme 1.3].

Pour v = ufy, dans (2.49), on a

1 _ _
5 (ka3 = b1 + ke — wh2IR) + v melirot ul o
= (" ul o)y — (0, uh )N

En tenant compte de la définition du produit scalaire discret (-,-)y et en appliquant 'inégalité

(2.8), on trouve que

(Ff ul o)y = @ uk v
<N £l [l
< CIZn ¥l 2o lun 20
< CI|Zw ¥l 2@y lIrot ulfy o [l 20

< C|Znf* || 120 Irot uly o || v

Maintenant, en appliquant 'inégalité de Young, on obtient
(£ ula)n < CITn fH 220 + ot ul 1%
< CIZn ey + Ttk ol
On montre de la méme fagon que
(Phus o) < CIZnph e, + Ttk o)

On en déduit que

1 _ _ v
5 (ol — b2 I + oo — whi2 ) + 5 mullvot o1&

< C (IZ F ey + IZwph e, )
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On obtient le résultat désiré en prenant la somme sur k.

Maintenant, nous nous intéressons au cas ou le parametre de pénalisation « tend vers +oo.

Nous montrons que u%; , k = 1,2, .., K, converge vers une solution d'un probléme discret conforme.

Lemme 2.21. Pour tout polynome a divergence nulle v € Y y, il existe un polynome a divergence

nulle w(v) € Yy tel que w(v) xn = v xXn sur la portion I'p et Uestimation suivante soit vérifiée :
|w(v)]|r20) < CN?|lv X Bl 12(0p), (2.60)

ou C' > 0 est une constante indépendante de a.

Démonstration. Soit v = (v1,vy,v3) € Y y un polynome a divergence nulle.

Etape 1. On veut construire un polynome w vérifiant les propriétés suivantes :
weYy, divw=0 et wxn=vxnsurl';UIl,.

Soit P le polynéme défini sur (—1,1) par

On peut vérifier que
1

P(-1)=0, P(1) =1 et / P(z)dz = 0. (2.61)

-1

Considérons le polynome w := (wy, wy, w3) défini par

g

1

! 8112 8U3 v (91)2 8U3
[ o (G2 + S2enna) - [P (G + Fawa),

-1

P(—z)va(—1,y, 2) + P(x)va(1,y, 2),
P(—

W2
w3

z)vs(—1,y,2) + P(x)vs(1,y, 2).

Puisque v € Y y alors v; = 0 sur la portion I'y UT'y et donc la dérivée tangentielle dv; /dz = 0 sur
cette portion. Ainsi, le fait que divw = 0 implique en particulier que

8’02

v v
dy

+1...
( ”)+82

(£1,-,) = (divo)(%l,-,-) = 0. (2.62)
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Les propriétés (2.61) impliquent que
'U}l(:lil, ‘y ) = wg(:tl, ) ) = O,

ce qui est équivalent & w - n = 0 sur I'p. De plus, d’aprés (2.62) on a wy((£1,-,-) = 0 et comme
v € Yy alors ws(£1,-,-) = 0. Donc w x n = 0 sur I';,. On a donc montré que w € Yy.

Maintenant, en tenant compte de (2.61) on a

(wxn)p, =w x (1,0,0)
= (Oa w3(1’ ) ')7 _w2(17 ) ))
= (07 U3(17 ) ')7 _U2(17 K ))

= (v xn)|,.
De méme, on vérifie que w X nyr, = v X nyr,. C'est a dire que
w X Nryur, =V X NYryur,-
Le fait que w est a divergence nulle est trivial. Finalement, ’estimation
[wllr2() < ON?[lv X 7| 220, ury)

est une conséquence directe de 'inégalité inverse (2.47).

Etape 2. Maintenant, on pose ¥ = v—w. Considérons le polynome w = (wy, s, w3) défini comme

suit :
’lI)l = P(—Z)’Dl(l', Yy, —1) + P(z)ﬁg(:ﬁ,y, 1>a
IDQ = P(-Z)ﬁg(ﬂ?, Yy, —1> + P(Z){)Zi(x?y? 1)7

1 Oy O3 z Oy U5
P(— 21 3 - | P 21 31
( t)dt(ay( Y, 2) + 0y< ,y,Z)) /_ (t)dt<ay( Y, 2) + 8,2( ,y,Z)>,

1

§z
Il
c\

Comme a I’étape 1 on peut vérifier quew € Y y,divw =0, wxn =0sur MUl et wxn =vxn
sur I's U I'g. L’inégalité

1| z20) < CN*[[© x ol 2r,0rs)

est une conséquence directe de I'inégalité inverse (2.47).
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Le polynome désiré est donné par
w(v) =w+w.
En effet, w(v) € Yy, car w,w € Yy, et divw(v) = divw + divw = 0. De plus, on a

(’U)(’U) X n)\FD = (w X n)|FD + (’&7 X n>|FD
VXN sur I'1 U T,
wxn+(v—w)xn surl5UTg,

= (’U X ’I’L)|FD.
]

Théoréme 2.22. Soit Wy :=Y yN'V. Pour tout entier N > 2, soit uk, € Wy, k=1,2,... K,

['unique solution du schéma numérique suivant :

Yoy € Wy, (ubt! —uby vn)n +vr(rot bt oy) v = m(F on)y — (@B on) v, -

(2.63)
uly = Iyug.
Supposons que o > 36¢2, ot ¢, est défini dans (2.48). Alors, lestimation suivante est valable pour
toutk=1,.., K.
K
[ — U?VH%?(Q) +v Z Til[rot (uk , — ’UJ%)H%Q(Q) <cal.
k=1

Démonstration. La suite uﬁv,a, k=1,2.., K, satisfait I’équation suivante

Yoy € Wy,
(WWN(U%_; —uR,), Vn)N + VT (rot WWNu]]CV—t_(ia rotvy)y = (f*, on)v — (L v n)yr,
—( ﬁ“\fi — WWNU?V_‘:;,UN)N — v (rot uﬁf; — WWNusf;, rot vy)y

+ vy (rot vy, ulf\;j X M)NTps (2.64)
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oll Ty, désigne I'opérateur de projection orthogonale L? sur W y. En posant ek, = u?V—WWNu’fV@

et en soustrayant (2.63) de (2.49), on obtient pour vy = ek,

(H VR = lenlF + e — eklly) + v [[rot ef 1% = (uifs — mwyuifs, ek )y (2.65)
+ v 73 (rot ukJrl Wy u’f\;j, rot ey — vy (rot el u’]‘“\,*; X )N p-

En appliquant I'inégalité de Young et (2.48), nous trouvons que le deuxiéme terme dans (2.65) est

borné par

H rot k+1||N 1 k+1 k+1

—|| S+ Sllue = mw oz o) (2.66)

2

+ C(vrilrot (wht! — mwy uli)3a) + N bt < nllag,)).

ou C > 0 est une constante indépendante du parametre «. En prenant la somme sur k, ’égalité

(2.65) devient donc
U K 1
—HekHHN + 5 E 7 |lrot ef |3 < B § ||uf7€\/+c1 - 7TWzquaHL2(Q)

K
+C3 (vrlivot (uhfd = w3y + N bl x mllta,) ), (267)
k=1

D’autre part, on a

k+1 k+1

lunia = mwyuniallize = | inf Jlugy —onllee
< inf | (ufvti wuh})) = vxllzze + oDz,
vNEW N
ou w(uﬂ“\,ﬂ) est le polynome du Lemme 2.21. Puisque u’fVJroll - w(u’f\f;) € Wy, nous déduisons que
: k k
legvaNH (UNJri (UNT;)> —vn| 2@ = 0.

Ainsi, l'estimation (2.60) implique que
Hu’f\f; — WWNUI;‘V—:%HLQ < CH’U;kH_l X nHL2 (T'p)- (268)

Or, d’apres le Théoreme 2.20, on a
ZNQHu’f“ x |2,y < Cal,
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ou la constante C' > 0 est indépendante de «. Maintenant, I'inégalité inverse (2.47) nous donne

[rot (un's — mwyun's) i) < N?[rot (ulfy — mw ulyio)l 2,

ce qui conclut la démonstration. O

Maintenant, on a l'intention de prouver des estimations d’erreur pour la discrétisation spectrale.

On a besoin du résultat d’approximation essentiel suivant :

Lemme 2.23. Soit s un nombre réel > 1. L’estimation d’approzimation suivante est valable pour

toute fonction v dans H*(Q)>NV :

inf — < NS s(Q)- 2.69
B O P S (2.69)

Démonstration. Pour tout N > 3, il existe un opérateur Iy : H¥(Q)? — Pn(Q)3, s > 3, défini

par la formule (2.11) dans [55] et tel que si v est a divergence nulle, alors
divII NU = 0.

De plus, ITyv satisfait les mémes conditions au bord que le champs de vecteurs v (voir [55,
Remarque 2.2]). En particumier, si v € X, alors I[Iyv € X. Finalement, en suivant exactement

les mémes étapes de la preuve du Théoreme 2.2 dans [55], on montre que >
Vo e H(Q)P’NX, |v—1Iyv||m@ < N8 ||ms@-
Or, puisque 2 est convexe, les normes || - | 1) et || - || x sont équivalentes. On en déduit donc que
Vo e HY(Q)P’NX, |[v—Iyv|x <cN¥o||gs@)- (2.70)

En tenant compte de la définition de l'opérateur Iy dans [55], on vérifie tres facilement que
I'estimation ci-dessus reste valable pour s = 1. Le théoréme principal d’interpolation [48, Thm
[.5.1] et le Lemme 5.3 dans [21] nous assurent que l'estimation (2.70) reste valable pour tout

s> 1. O

2. Le Théoréme 2.2 dans [55] est énoncé pour les champs de vecteurs v € H*(2)? N H}(Q)3. Cependant, la
condition au bord vjsn = 0 ne joue aucun role dans la démonstration du théoreme.
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Lemme 2.24. [14, Théoréme 7.3] Soit s > 2 un nombre réel. Pour tout nombre entier N > 2s—1,
il existe un opérateur Uy : H*(Q)? — Pn_1(Q)? tel que pour tout nombre entier 0 < m < 2, il

existe une constante C' > 0 indépendante de N telle que

Vu e HY(Q,  Ju— Ty uluee < C N [|ull-).

Théoreme 2.25. Supposons que la vitesse initiale wy appartient a V et que le paramétre de

pénalisation vérifie a > 36¢2, ot ¢, est défini dans (2.48). De plus, supposons que nous ayons
w € H*(0,T; H* (%), wug € H(Q)®,  pour un nombre réel s > 2

et
3
FeC’0,T;H°(Q)3), pm € C0,T; HVXT,,)), pouroc > 2 et > 0,

alors pour chaque k =1, .., K, l’estimation a priort suiwante est valide
& 1/2
(IIU(tk) — uiallfae + v ) Tillult) - uz}v,all?v,a>
i=1
k 2 1/2
< C<N1_S (Hu0| fe) + DT ) (2.71)
i=1 H=(Q)
k 1/2 k 1/2
0*u e in2 —u i 12
+ N Z 7ill f HHU(Q) + N Z Ti||pmHHu+1/2(rm) )
L2(0,t),;H3(2)?)

i=1 =1

k
ou
Hego) T ZTz’Hu(tiN E(ti)
=1

Troo) T llu(ty)]

+ 7 BrE

L’estimation de ’erreur correspondant au terme d’accélération est donnée comme suit

k - i—1y || 2 12
Z - (u<t1) - u?\/,a) - ('LL(, tifl) - u?\/’,a)
- ‘ T;
=1 L2(Q)
k k u 9 1/2
<C (N“ (IIuoH?{s(m + ) millwlt) e + DT 2 () ) (2.72)
i=1 i=1 Hs(Q)
% 1/2 & 1/2
*u Y Q2 i i |2
+7 | 5 + NN il ey ) AN D Tl e, .
L2(0,tx; H(2)3) i=1 i=1
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Démonstration. Nous introduisons les espaces V' y et Wy des polynomes a divergence nulle :
V= PNfl(Q)ng et Wy = {UNGYN,CHVUN:O}.

Notez que la solution discrete uk; appartient a I'espace Wy pour chaque k. Soit wy (t) = 7y w(t)

la projection sur V' par rapport a la forme bilinéaire a(-, -), c’est-a-dire
V’UN S VN,\V/t S [O,T], a(u(t) — ’&N(t),’UN) =0.

La fonction uy appartient a espace H*(0,T;V y). En effet, d’apres le Lemme 1.12, on a pour

tout t €]0,T[ et vy € Vy,?

d d .
&a(u(t), vy) = EQ(UN(t)’ vN)
= a(auN(t),UN)
0

a(ﬂ'VN 8t’U,N(t), ’UN).

Donc, uy € H(0,T;V y) et
0 0

— Uy =T u
ot v TVNa Y
De méme, on montre que uy € H*(0,7,V y) et

0? 0?

—UN = Ty, —=UN.
otz N T VN g TN
on peut vérifier que la fonction uy satisfait pour tout vy € Wy,

(88_’?(%), ’UN> +va(uy(ty), vn) — v (vn X n,rot uy(te))p,

= (gt = Wt ox ) +val(a = W), ow) + (F4,0x) = Gy

1
Hyo? (Tim), HOO(Fm)
De plus, puisque la fonction wy a une trace tangentielle nulle sur la frontiere et appartient a

Py_1(Q2)3, Péquation ci-dessus est équivalente &

un(te) — an(- te—1)
Tk

V’UN S WN, ( ,’UN) + VaNa(uN tk ZEk ’UN (273)
N

+ (f.on) — (Pms v - "G&ﬁ(m)ﬂ%(my

3. Remaquer que Papplication u € Vv — an o (-, vn) appartient au dual de V' 5 pour tout vy € Vy.
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ol on a mis

Bl - (B E) 00 )

Tk ot
ou ou
Ej(vy) = ( 6tN (tr) — B (tk)a'UN) ;
Ef(vy) = v (vy x n,rot uy(t) — rot un(te))nr,

Maintenant, en posant ey = ty (tx) —uf , et en soustrayant I'équation (2.49) de (2.73), on obtient

I’équation d’erreur suivante
ek _ ekl
Yoy € Wy, (N—N,’UN) +vanq eN,vN ZE’“ vN), (2.74)
N

Tk

ou

k o k k k _ k k
Ei(vy) = (f"on) = (f5 o)y et Ef(vn) = (P On " 1)Nr,, — (Pl ON - n>H(;ﬁ(rm),Hé)(rm)'

On pose vy = 27€%; dans (2.74). L’identité
2(a,a —b) = (llall = |l + [la — o]])

implique que

5
S (llebli — 1k 13 + lek — ek I3 ) + mevliehlifn = e > Biek).  (275)

i=1

1
2

Maintenat, on traite les termes de consistance. La formule de taylor avec reste intégral donne

1 [t 9’
Ef(ey) = (T—k/t (s —tk—l)WQN(S) dSaelfv)

Tk a2ﬁN' 1
<Cn [ 1% O ds + SleblEay

tk—1

De méme, on a

ou ou 1
Beh) <5 |5 v | * 3l
< ON*179) ”E o) T CHG?\/H?V-

60



En utilisant 1'inégalité de Young, on obtient

Ei(ek) < vel x iz, llrot ult) — rot dy (1) ar,)

< vN?|lef x n”%?(rD) + vN7?|rot u(ty) — rot ﬁN(tk)HQB(FD)

Maintenant, 'inégalité inverse (2.48), le théoreme de trace (voir [23, Thm III.2.19]) et le Lemme
2.24 impliquent que
N72|rot u(t) — rot @y (t) ||%2(FD)
< N7?|rot u(ty) — rot I, y u(tk)H%g(FD) + ||[rot IT; x u(tx) — rot ﬁN(tk)||%2(FD)
< C’(N_QHrot w(ty) — rot Iy v u(ty)|| mr (o) |rot w(ty) — rot II n (k)| m2(o)
+ ([Tt T,y w(ty) — rot i (t) 320 )

< ON*CIuty)|

2

On obtient finalement

k
lekllx +v ) mllen|ia < C<N2“‘S) (IIuOI

=1

2

ou
o (t:)

k k
o+ 3 )+znnu<ti>|zs(m)
=1 i=1

2 k i
o Q|2 -2 P2
2 + N Zﬂ”f ||HU(Q)+N uZTinmHH“%(rm))'
L2(0,T;L%())

Hs(Q

J*u

ot?

+ 72

i=1 i=1
Ainsi, l'estimation (2.71) découle en combinant 'estimation (2.69), I'identité

u(ty) — ul, = ute) — an(te) + an(te) — uli,,

et 'inégalité triangulaire.

On démontre maintenant ’estimation de I'erreur (2.72). En posant vy = ek —ek ! dans (2.74),
en utilisant I'inégalité de Young et les résultats d’approximation standard mentionnés ci-dessus,

on obtient
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I/Tk
leh —ei I3 + 5 (lekIibe + (el — ek >||DG—||e )

<Cr <N215)<||utk, )+T Ou

Hs ()

ot?

Hs “ — tk
L2 (tp—1,te; H5(Q)3)

k
_ 1
+ N2 Zﬂ'”f ||HU(Q) + N ZTinmH?{#-‘rl/Q(Fm)) + 5”31\7 —en %
i=1 i=1

En divisant les deux cotés par 7x, en sommant sur k et en utilisant une inégalité triangulaire, on

obtient ’estimation désirée.

]

Proposition 2.26. Sous [’hypothése de la Proposition 2.25, supposons de plus que la pression
du probléeme exact (2.10)-(2.12) appartient o H (0, T; H"(Q)), pour un nombre réel v > 1. Alors,

lestimation d’approrimation suivante est valable

. 1/2
(Z TilIp(ts) _pi}\/,aH%Q(Q))
i=1
) 1/2
<(]N<N1 5<||u0|Hs )—i—z:ﬂ|’“|HS(Q)+X:TZ > T
=1 )

1/2 k 1/2 A 1/2
<Z 7i |[p(ts HHT(Q ) N7 <Z TinZH%{"@)) +NT <Z TZHpmHsz(r )) )

i=1 i=1

82

)
ot " o2

L2(0,t;H=()?)

Démonstration. La vitesse exacte satisfait pour chaque k =1, .., K et vy € Wy,

(aa_qz(tk)a’UN> +rva(u(ty),vy) — v (vy,rot u(ty) X n) + b(vyn, p(ty)) :(fk:’,vN) _ <p:va m)

_1 1
I_IOO2 (Fm)7HO2O (Fm
En utilisant le fait que uy est la projection de u sur 'espace V' par rapport a la forme bilinéaire

a(-,-), 'équation ci-dessus peut étre réécrite comme suit

(%_?(tk), ’UN> +vapg(un(ty),vy) — v (v, (rot u — rot ay) (tx) X n)r, + b(vn, p(ty)) (2.76)

k k
= ,oy) — (pr,on - m) 1 1
(f",vn) — (ppvn - M) 1= s (o
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Pour presque chaque ¢ € [0, 7], on considere la fonction py(t) = my_1p(t), out my_1 est I'opérateur

de projection orthogonale défini de L*(Q2) sur Py_;(€2). On a

b(vn, P (tk) — P) = b(on, P (te) — p(t)) + b(vw, p(te)) — b(vn, PY).

Donc, si on utilise les expressions de b(vy, p%) et b(vy, p(tx)) données par les équations (2.49) et

(2.76) respectivement, on trouve ’équation d’erreur suivante

Uy — Uy

o (1) = ) = o () = p(00) — (Gt o) + (E 500 )

— Vapg(fl,N(tk) — ’U,?\;, ’UN) +v (’UN, (rotu —rot ’fLN)(tk) X ’I’I,)[‘D

+ (F5on) = (F5,on)n — (Pf,, v - ) + (P, vn - M),

_1 1
H002 (Fm):H02o(Fm)
Par conséquent, en utilisant la condition inf-sup (2.58) et en tenant compte des estimations d’erreur
déja prouvées pour la vitesse et des résultats d’approximation standard, nous dérivons I’estimation

souhaitée.

]

Remarque 2.27. D’apreés la démonstration du Lemme 2.16, la constante B apparaissant dans
(2.58) est égale a c max(1,\/a)™t, ot c est une constante indépendante de «. Par conséquent, on
peut s’attendre a ce que des valeurs trés élevées du parametre de pénalisation a aient un impact

négatif sur la convergence des pressions discrétes.

2.5 Tests numériques

Afin d’évaluer 'efficacité de la méthode proposée, nous présentons dans cette section quelques
résultats numériques. Tous les calculs de cette section ont été réalisés avec le logiciel FreeFEM—
3D [63]. Nous évaluons la précision du schéma pour deux exemples de test avec des solutions
fabriquées connues pour le probleme de Stokes (2.1)-(2.6). Le premier montre le test de précision
temporelle, tandis que le second montre le test de précision spatiale. A chaque pas de temps, les
systemes linéaires d’équations algébriques obtenus sont résolus a ’aide d’un solveur itératif a résidu
minimal généralisé (GMRES) [54].
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Test de précision temporelle

Pour montrer le taux de convergence par rapport au temps, on construit le probleme tridimen-
sionnel ol la solution exacte est donnée dans le cube unitaire ]0.1[* par
(% — y* + 25) sin(t) — log(1 + 1) y2*
=sin(t) (2°2° +9°) + 2322 V1 + 2 — ¢

—sin(t) (2zz + 5y*z — 2°y*) + (2% + 9?) exp(—t*) + 1°

uy(t,z,y, 2

us(t, 2, y, 2

e

p(t,x,y,z

i 2) =
2 z) =
us(t, .y, 2) =
( 2) =

(2% +y* + 2) (12 +sin(7t)) + 2°y?2 + 15

Ainsi, la fonction appropriée f et les conditions aux bords sont déduites a partir de cette
solution exacte avec v = 1. La frontiere I';,, coincide avec la face supérieure z = 1 et I'p = 0Q\I',,
On fixe le parametre o égal a 10 et on utilise le degré N = 7 dans chaque direction pour garantir
une erreur spatiale négligeable dans la plage de pas de temps choisie. Les erreurs sur la vitesse et
de pression par rapport a la solution exacte sont calculées au temps final 7" = 1. Nous retrouvons
un ordre de convergence pour la vitesse et la pression qui diminue a mesure que le pas de temps
tend vers 0, avec un taux de convergence égal a 1, ce qui confirme I’estimation théorique obtenue

au paragraphe 2.4.3, voir la Figure 2.1.

Errors

—— (L? —u)
4*7(H1—7u)
— (L*-p)

-- slope=1

102 107!

FI1GURE 2.1 — Taux de convergence par rapport au pas de temps At pour la vitesse dans les normes
L? et H' et la norme L? pour la pression en utilisant N = 7 et a = 10.
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Test de précision spatiale

Vérifier la précision spatiale est I'objectif du deuxieme test. Le carré |0.1[* représente le domaine

de calcul, et la solution exacte du probleme de Stokes est donnée par

ui(t, z,y) = sin(mx) sin(my)t
us(t, x,y) = cos(mx) cos(my)t

po(t,z,y) = sin(n(z — y)) t.

Nous fixons le pas de temps At égal & 0.1, o = 10, et nous tracons I'erreur des normes L?
et H' de la vitesse ainsi que I'erreur en norme L? de la pression entre la solution numérique et
la solution exacte au temps final 7' = 1 avec un degré polynomial successif allant de N = 5 a
N = 18. La Figure 2.2 montre que les pentes de convergence de la vitesse et de la pression dans
toutes les normes correspondent a la pente de e™*. En conséquence, pour toutes les inconnues, une
convergence spectrale est atteinte, ce qui est compatible avec I’estimation d’erreur trouvée dans la

présente étude.
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1072 %

107° |

1078 |

Errors

10—11 1

10714 s

10717
4

FI1GURE 2.2 — Taux de convergence par rapport au degré des polynomes N pour la vitesse dans
les normes L? et H' et la norme L? pour la pression.
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Chapitre 3

Inégalités de type Poincaré-Friedrichs
pour les espaces de
Sobolev/polynomiaux brisés

Soit 2 C R? un domaine polygonal, borné et connexe. L’objectif de ce chapitre est d’introduire
une nouvelle méthode pour établir les inégalités de type Poincaré-Friedrichs pour les fonctions

régulieres par morceaux. Une inégalité de type Poincaré-Friedrichs sécrit généralement
Vo e V), lvllve < CIDv] ), (3.1)

ou V() est un espace de Sobolev et D est un opérateur différentiel. Pour les schémas numériques
basés sur la méthode de Galerkin discontinue, il est essentiel d’étendre l'inégalité (3.1) aux fonc-
tions régulieres par morceaux sur une triangulation donnée du domaine physique. Pour ce faire,
I'idée principale de ce chapitre est de construire un opérateur I, défini sur 'espace des fonctions

polynomiales par morceaux tel que

(v—Ip) € V(Q) (3.2)
et Pestimation suivante soit vérifiée :
> Hwlinm S ) h o]l (3.3)
DePy, e€e&y

ou ¢(N,) > 0 est une constante dépendant du degré polynomial local N, et [v] dénote le saut de la

fonction v. Dans de nombreux cas pratiques, les propriétés (3.1)-(3.3) sont suffisantes pour déduire
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I'inégalité

1/2
lollviey S <||DU”%2(Q) + ZC(Ne) he_1||[v]||%2(e)> :

eeép

L’un des résultats obtenus dans ce chapitre sera utilisé dans le prochain chapitre pour donner des
majorations du terme non linéaire (u - V)u des équations de Navier-Stokes, ce qui va permettre
de montrer la stabilité et la convergence optimale du schéma numérique qui sera introduit a la

Section 4.2.

3.1 Notations et préliminaires

Soit © C R? un domaine polygonal borné avec frontiere 9. Nous considérons deux sous-
ensembles disjoints et mesurables vp;, et v, de la frontiere 9€) ou les conditions aux bords de type
Dirichlet et les conditions aux bords tangentielles sont respectivement imposées. Soit {P,}, une
famille de partitions de §2 en polygones, c’est-a-dire que nous supposons seulement que

DND' =0 siD#D et |JD=0
DeP,
Nous définissons une aréte comme un segment de la frontiere d’'un sous-domaine dans Pj. L’en-
semble de toutes les arétes des sous-domaines de la partition P, est noté &, . On note &L, EP™ et
&l les sous-ensembles de &), contenant les arétes qui se trouvent a 'intérieur du domaine €, sur
Ypir €t v respectivement. L’intersection de toute aréte de la frontiere avec vp;,. et v; est soit 'aréte
elle-méme, soit de mesure nulle. Nous assignons a chaque élément D € Pj son diametre hp, le
diametre pp de la plus grande boule contenue dans D et un degré polynomial Np. Nous notons
par h, la longueur de 'aréte e € &, et définissons N, par la regle
max {Np, Ny} sie=09DNoD € &L

Ne =
Np siee EPTUEL

Nous notons par d le couple (h, N) ou h := glf%)XhD est la taille du maillage et N := (Np)pep, .
€Ph

Pour toutes quantités A et B, la notation A < B signifie que la constante ¢ dans I'inégalité A < ¢B

ne dépend pas de 8. L’espace de Sobolev bris¢ H'(Q, Py,) est défini comme suit :
H(Q,Py)={v:Q—R; wvpeH (D), VD e Py}.
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L’espace polynomial brisé SN (£2,P;,) se compose de fonctions polynomiales par morceaux (possi-

blement) discontinues, c’est-a-dire,
SN(Q,Ph) = {U :Q— R; Up € ]PND(D), VD e Ph},

ou Py est soit 'espace des polynomes de degré total au plus égal a N, soit I’espace des polynomes de
degré inférieur ou égal & N par rapport & chaque variable. Pour D € Py, e € &, et v € HY(Q, Py),
nous notons par v* et v~ la valeur de trace de v sur le bord e depuis 'extérieur et I'intérieur de

D respectivement. Nous définissons le saut de la fonction v par

Lorsque e appartient a la frontiere, la quantité ci-dessus est simplement la valeur de trace, c’est-

a-dire

[v] = vje.

FIGURE 3.1 — Le triangle de référence.

Soit 7;, une sous-partition de Py, telle que
1. chaque élément dans 7, est soit un triangle, soit un rectangle,
2. l'intersection de deux éléments quelconques, si elle n’est pas vide, est soit un sommet, soit une
aréte entiere,
3. pour tout K C Tp, il n’existe quun seul D C Py, tel que K C D. De plus s'il existe e € &, telle
que l'intersection 0K N e est une aréte €' du triangle K, alors he < her.
4. Soit K un triangle de référence(voir Fig.3.1). A chaque élément K € Ty, nous associons une

transformation affine inversible Fi : K-> K qui satisfait la condition de compatibilité F [gf(K 1N
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Ky) = FI};(Kl N K3), pour tous les éléments Ky, Ky € Ty,. A toute aréte e C 0K, K € T, on

associe 'aréte de référence e définie par

De méme, pour toute fonction v définie sur K € T, on pose

v:i=vo Fg.

Pour des raisons techniques, nous supposons que 7, est formé par les patches suivants :

— Les patches wp;, et w; consistent en des triangles avec au moins une aréte sur vp;. et v,
respectivement.

— Etant donné un ensemble de sommets ¥ , les macroéléments M., pour chaque z € 7, re-
groupent tous les triangles pour lesquels z est un sommet. Nous supposons que l'intersection
de deux macroéléments différents est vide. Nous définissons le patch wj,; comme la réunion
de tous les M., pour z € 7.

— Le patch w contient tous les quadrilateres reliant les macroéléments M., c’est-a-dire qu'un
élément K appartient & @ si et seulement s'il existe deux sommets z, 2’ tels que l'intersection
de M, et M, avec K est une arete entiere. Nous supposons que l'intersection de tout
quadrilatere dans w avec vp;, et v a une mesure nulle.

— w regroupe les triangles entourés par les quadrilateres de @ (voir Fig. 3.2).

Pour aller plus loin, on considere les hypotheses suivantes sur le maillage 7}, :

(H1) Le nombre de triangles dans chaque composante connexe de w est uniformément borné par
rapport a la taille du maillage h.

(H2) Pour tout z € ¥/, le nombre d’éléments de M., est borné indépendamment de h.

(H3) Le patch wp;, est I'union de deux parties wp,;,. et w?,. telles que : chaque triangle dans wi,,,
(resp. w?),,) a seulement une aréte (resp. un sommet) sur yp;,, l'intersection de deux triangles
dans wh,,, si elle n’est pas vide, est un sommet, et pour deux triangles Ki, K» € w}),;, ayant
un sommet en commun, il n’existe qu'un seul triangle dans w?%, qui partage une aréte avec

a la fois K et K.
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FI1GURE 3.2 — Une portion de la sous-partition 7.

(H4) Le patch w; est 'union de deux parties w; et w? telles que : chaque triangle dans w; (resp.
w?) a seulement une aréte (resp. un sommet) sur ;, l'intersection de deux triangles dans wy},
si elle n’est pas vide, est un sommet, et pour deux triangles K, Ky € w; ayant un sommet
en commun, il n’existe qu’un seul triangle dans w? qui partage une aréte avec a la fois K; et
K.

Nous notons par T(P},) 'ensemble de tous les maillages 7, qui satisfont aux propriétés (1)-(4) et

aux hypotheses (H1)-(H4). Un indicateur de la qualité de la partition Py, est la constante
K
~(Ph) = Thei%(fm) I?lel%%
Lemme 3.1. [12] L’inégalité inverse suivante est vérifiée :
Vo € Pn(=1,1),  [[ollzeo(-1n) S N llvllzz-1)-
Lemme 3.2. [37] L’inégalité inverse suivante est vérifiée :
Vo € Bn(K),  |vllmzy S N llolgzry:

Lemme 3.3. [23] Soit K € T, et e l'une de ses arétes. L’inégalité de trace suivante est satisfaite :

Yo e HY(K), lvllzae S he/? IKI72 ([0l 2y + hic | Vollza) (3.4)
ou | K| désigne l'aire de K.
Lemme 3.4. [36, Lemme 1.23] Une fonction v € H'(Q, P) appartient a H'(Q) si et seulement si

Vec&l, [v]=0.
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3.2 Fonctions a valeurs réelles

Dans cette partie, nous traitons des fonctions a valeurs réelles définies sur le domaine 2. Nous

supposons que la portion v, du bord est vide.

Lemme 3.5. [53, Lemme 4.1] Soit N > 1 un entier. Il existe un polynome ¢y € Py(—1,1) tel
que
pn(1) =1, on(=1)=0

et
2

2 _
||90N||L2(71,1) = m
Proposition 3.6. [0, Théoré¢me 1.5.2.3] Soit D C R? un polygone et e;, 1 < i < n ses arétes
telles que e; 1 suit e; dans le sens positif. Pour tout 1 <1 < n, soit a; le sommet commun a e; et
ei11 (avec e,y = ey) et t; le vecteur unitaire tangentiel a e; défini par

t — ;104
’ |ai—1ai’,

ou |a;a;, 1| dénote le module du vecteur a;a;yi. Une fonction v € L*(OD) appartient a l'espace

H'Y2(OD) si et seulement si, pour tout 1 <1i < n,
U\ei - H1/2(€i>
et la condition suivante est vérifiée :
h; d
2 AT -
/ |v|€i+1 (G,Z' —+ IL‘tH_l) — v‘ei(ai — Itz)| ? < +OO, 1 S 1 S n,
0
ot h; := min(he,, ,, he,)-

Corollaire 3.7. Soit D un polygone quelconque. Une fonction v € L*(0D) polynomiale sur chaque

aréte de D appartient o H'/2(OD) si et seulement si v € C°(OD).

Démonstration. On adopte les notations de la Proposition 3.6. Soit v € L*(9D) une fonction
vérifiant les hypotheses du corollaire. Il est évident que v € HY %(e;) pour tout 1 <14 < n. De plus,

si 'on suppose que v € C°(9D), alors il existe un polynome w;, 1 < i < n, tel que
Vjesy, (@i + Ttipr — v, (@) — at;) = zwi(x),  x €0, hy).
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Donc,
|2d_x
x

/ [Vjes (@i + 2tips — vje,(a;) — at;) = / |wi(x)|2dx < 400,
0 0

ce qui implique que v € HY2(9D). La réciproque est évidente.

O

Lemme 3.8. Soit ¥ la réunion de m > 1 arétes du triangle de référence K. Il existe un opérateur
linéaire é‘;f( : HY2(0K) — HY(K) tel que
1. Pour toute fonction v € HY*(%), la trace de é"&f((v) sur 4 est égale a v.
2. Siv € C%H) est une fonction polynomiale sur chaque aréte de 4 et de degré inférieur ou
égal a N > 1, alors éa{?(v) est un polynome de degré inférieur ou égal a N sur €. De plus,

il existe une constante C' > 0 telle que
16" ) 1727y < Cllvllzza) (3.5)

et
||g&K(U)||L2(af<) < O||U||L2(A,)- (3.6)

Démonstration. L’opérateur d’extension souhaité est construit par Ainsworth et Demkowicz [1]
lorsque 4 coincide avec OK . Soit é;, i =1,2,3 les arétes du triangle avec é3 = (—1,1) (voir Fig.
3.1). Montrons 2. et considérons maintenant le cas oul 4 = é&; U é. Soit v € C°(¥) une fonction
polynomiale sur e; et é; de degré inférieur ou égal a N et notons vy, vs ses restrictions sur é; et

é,, respectivement.

On considere le polynome ¢y € Py(—1,1) défini dans le Lemme 3.5 tel que pn1(—1) =1 et
on1(1) = 0. De méme, nous notons ¢y le polynéme défini par ¢y2(z) = pn1(—2x) pour tout

x € (—1,1). Le polynéme v, défini sur é3 par

Vy = v1(@2) N2 + v2(G1)PN1
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satisfait a 1, (@) = vi(@1), et 1, (@) = vao(a@sy). De plus, nous avons par le Lemme 3.1

1ol 2265y = 1ol Z2 10y S Tor(@)PlenallZorn + (@) Plonallze
2 o o
o N(N +2) (‘”1(‘12” + |v2(@1)] )
2N? ) )
S wiva g (il + el

Ensuite, nous définissons ’extension de v par

@“%K(U) = E,1(0),

avec

v; sur é;,1=1,2,

N
I

Y, sur és.

Remarquons que la fonction v vérifie les hypothese du Corollaire 3.7, ce qui nous assure que

o € HY/2(OK) et donc, la trace du polynihe é";%(v) sur K est égale & . De plus, on a
||<%K(U)||H1/2(f?) = ||££?(17>||H1/2(1?) S H75HL2(61?)
De plus, I'estimation (3.7) implique que
1655 () 1207y = 1655 Ol r207) S N0ll2265)-
Les estimations (3.5)-(3.6) sont des conséquences directes des deux estimations ci-dessus.

Le cas ou % est égal a une aréte peut étre traité de maniere similaire. Par exemple, si 4 = €,

il suffit de considérer 'extension

U1 sur éq,

(S
I

U1 (d?)) ©3, Sur é27

ou 3 est le polynéme du Lemme 3.5 tel que p3(as) = 1 et p3(a;) = 0. Enfin, nous définissons
éaf(“) = éoéI:{uéQ@)' ]
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Remarque 3.9. L’opérateur d’extension éi{? du Lemme 3.8 donné sur le triangle de référence

peut étre utilisé pour définir l'opérateur correspondant sur nimporte quel triangle K comme suit :

&K (v) = (é{((v oFK)> o It

Y

Cette formule sera appliquée pour tous les opérateurs d’extension dans la suite.

Lemme 3.10. [3/] Soit K le carré unité (—1,1)% et &y, &y deuz arétes opposées de K. 1l existe un
opérateur linéaire &%« HY?(é; U é5) — HY(K) tel que
A R O,k
Vv € Hl(el Ues), |, (U)HHl(f() < C||U||H1/2(é1Ué2)-

ejUes

Lemme 3.11. [32, Théoréme 15.1] Pour tout K € Ty, lapplication v — ¥ o Fy est un isomor-

phisme de H"(K) dans H"(K) et les estimations suivantes sont satisfaites :

ol 2y S 1E1V2100 2z

|K|1/2

PK

IVolle) S IVl 2 )

Nous énoncons maintenant le résultat principal.

Proposition 3.12. Supposons que les hypothéses (H1)-(H3) sont satisfaites. Alors, il existe un
opérateur linéaire Iy (ypi) défini sur SN(Q,Py) et tel que : pour tout vs € SN (Q, Py),

(vs — In(vpir)vs) € HY(Q),  (vs — In(ypir)vs) = 0 sur ypi,

et l'estimation suivante est satisfaite :
K] -
Z Hfh(’YDz'r)UéH?{l(D) < Eug Z he 1N3H[U5]H%2(e)- (3.8)

2
S .
DePy, mUK eeglugpir

Démonstration. Pour simplifier la notation, nous supprimons l'indice § et posons I, := Ij(vpir)-
Pour faciliter ’exposition, considérons d’abord le cas simple ot la partition P, se compose de deux
triangles K et Ks. Nous supposons également que yp; = e; U ey (voir Fig. 3.3). L'opérateur Iy,
est défini par

(]hv)\Kl = éoelfbeg (U\Kl)
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et

([hv)|K2 = gelfj (U\KQ - 6)7

ou v = ((v - Ihv)|K1> . Par définition, nous avons

€12

(U|K2 - [hU|K2)|612 =0 = (U|K1 - (Ihv)|K1)|€127

ce qui implique que la fonction v — I, v est continue sur §2. Donc, grace au Lemme 3.4, on en déduit

que (v—Ipv) € HY(Q). De plus, comme &1, (v)x,) est égal & v, sur e; Ues, la fonction (v — I,v)

s’annule sur vp;.. En appliquant les Lemmes 3.11, 3.2 et 3.8, on obtient

< |Ky V2 ——

HIhUHHl(Kl) N H(Ih"")IK1||H1(f?)
1
|K1|1/2 —
S NK1||<IhU)|K1HH1/2(1?)
K3
|K1|1/2 .
5 « NK1HUHL2(é1Ué2)
1
| K, |12 _ _
< p Ny (hg v z2gen) + hay 2o |l n2en) ) -
1

De méme, nous avons

[ 1hv]| 51 (k) S

|K2|1/2 —
. 1(Zh0) 72 || 11 2y
2
|K2|1/2 o —
S o 110] 000 L1722y + 1 Earties (V1) 12 )
2
‘K2‘1/2 P —
5 oK Nem”[v]\eleLQ(ém + NK1||(gaelfbez(v|K1)HL2(é1Ué2)
2
< | K"/ ~1/2 —1/2 ~1/2
~ oK (h612 NelQH[U]”LQ(elQ) + hel Nel HU\61 ||L2(61) + h62 N€2||U\62HL2(62))
2

FI1GURE 3.3 — Une partition simple composée de deux triangles.

Nous nous intéressons maintenant au cas général ou P, est une partition de €2 en polygones.

Considérons d’abord le cas ou P} coincide avec Ty.
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Etape 1. (patch wp;,) Pour tout triangle K € wl,, , nous posons

(In0) 1k = Exrryp,, (V1K),

Soit K € w?, . Selon 'hypothese (H3), il existe deux triangles K, Ky € wh, tels que K partage
les arétes e, ey avec K et Ky, respectivement. On note e, €} les arétes de Ky et Ky sur vpg,

respectivement. L’opérateur [, est donné par
K
(Tv)1x = &5 e, (Vg — (U — ]hv)r;UeQ).

En appliquant les Lemmes 3.11, 3.2 et 3.8, on vérifie facilement que

2 2
||1hv||§11(1<) . Z he_ilNeQiH[U]”QLQ(ei) + Z he_;lNéH[U]H%%e;)-
=1

i=1
Maintenant, nous posons
%;:a< U K> na.
Kewpinr
Etape 2. (patch wy;) Soit z € ¥ et M, = {K;, Ky, .., K,,} le macroélément correspondant. Nous
désignons par e;, i = 1,..,n, les arétes K; N K, (avec K, 41 = K;). Supposons pour simplifier que
K est le seul triangle pouvant avoir une aréte sur 7, et dans ce cas l'intersection 9K Ny, est une

aréete ey € &,. L'opérateur I, est défini comme suit :

(o) Sey (v, — (v —Iyv), ) si e a une mesure non nulle,
W) K, =
0 sinon

et pourt=2,...n—1,
(Ihv)|Ki = geli(il (UlKi - (U - ]hv)lKi—l) :

Enfin, on pose
([hv>|Kn = geIT(LT_L1Uen (UlKn - (U - [hv):n_ern) .

Nous prouvons seulement Pestimation sur la norme H' de I,v, car la continuité de (v — Iv) peut

étre vérifiée comme dans le cas simple ci-dessus. Pour tout : = 2,...,n — 1, il existe K € wp,, tel
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que

(Ihv)u(i = (g)eli(_il(wlﬁ - é0«21121('0\1(1‘71 - (g)e[(fl (U\Kl) U ))

= 6ot (Weimr) + 6 (B85 ]jena)) 4+ B2 (6051 (- g ([Wjeo) -+ )
+ady (62, (- Eo () i) -+ +)),
ou
1 si ey a une mesure non nulle,
0 sinon.

Pour simplifier, on suppose que a = 0 car sinon, le terme qui dépend de K € wp;,. peut étre traité

comme a l’étape 1. Maintenant, en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et en tenant compte
de 'Hypothese (H2), on obtient

HIhUH?mK SN (e D ey + 16257 (G2, [0)ieno ) 1 i,
+ || e; 1(61)6522(. ’ 'geigl([v]\eo) o ))H?{l(Kz)

Pour tout 1 < j <n,on a

[ 1(55,(22(- 6o (Whieya) Dl

—

K; K;
< Dl (st 2 el (Wieym) Dz
K g s R
S S (T s (Wliey) - DI Eeen
| | (1
S SN NG Gt (e - ) Fage )
K;
Kl o
5 p%{ Nej,1 ~ HI:U]|EJ'_1||L2(éj,1)
!K\ -
N h e] 1||[ ]lej71||%2(6j,1)'
Ki

On en déduit que

| K|
1ol i, <Z he N Mlie, 2,y

7,
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L’estimation restante pour K, peut étre obtenue de maniere similaire.
Etape 3. (patch w) Soit K un quadrilatere quelconque dans @ et M., M, € wj; les ma-

croéléments correspondants partageant les arétes ej, et ey avec K, respectivement. On définit

Iy, par
(In0) 5 = Eale, (Vi — uc),
ol
(v—=1Iyw) |\, sur e,
U =
(v —Iyv) s, sur es.
Etape 4. (patch @) Soit @° une composante connexe de @ et notons K9, K9, ... K9 les triangles

ayant une aréte sur 0w. Soit K, K7 deux éléments adjacents. On pose e;; = K N K} et e, =

K?N0&°, avec k =i, j. On définit I, par

(Lnv) g0 = &5 <U|Kg —(v— Ihv)ﬁ;i) (3.9)
et
(Inv) 10 = fggei-(éjeij <U|K§> - Uj) ;
ol

(v —Ipv) o sur ey,
U; = ‘
+
(v—Ipv),, sure;.
J
Si K} n’est adjacent & aucun autre K}, alors (I,v)xo est défini par (3.9) indépendamment des
k2
. s . ~1 ~0 A N
autres. Ensuite, nous définissons la nouvelle composante @™ = @'\ |J K? et répétons les mémes
i=1
opérations, et ainsi de suite.

Maintenant, considérons le cas d’'une partition P, quelconque et soit 7, € T(Py,). Comme tout
élément K € T, est inclus dans un sous-domaine D € P; et que la restriction de toute fonction
vs € SN(Q,Py) sur D est continue, les sauts de vs sur les arétes de & sont nuls. De plus, par

hypothese, pour tous K € T, et e € &, si Uintersection 0K N e est une aréte €', alors he < her.

Donc,
D oh NGNwalllfeen S Y he ' N2lvsll 72,

eGS,{Uf}?"

ce qui conclut la preuve. O

79



Remarque 3.13. Supposons que pour tout élément K € Py, et toute aréte e C 0K, nous avons
|K| < h2. Alors, en inspectant la preuve ci-dessus, nous pouvons vérifier que 'opérateur Iy (vpir)

satisfait a l’estimation suivante :
Voe H(Q,P),  n(voin)ollizg S | D0 helllolllize | - (3.10)
cegl U

En effet, par exemple, pour tout K € wh, , on a

100l 720y = 162 (i) 721,
SIS
S IKlizz )
S KW (0] 72(e).
ou e est l'aréete du triangle K sur vyp;,

Corollaire 3.14. Soit 7y lopérateur de projection L* orthogonale défini de L*(e) dans Py(e).
Supposons que la portion yp; a une mesure non nulle. Alors, l'inégalité généralisée de Poincaré

suivante est valable :

lolfa@ S D L+ w(PIDIIVUlGamy + (P Y bt Imoelv]lZag (3.11)

DePy, 6651 ngl’V‘

pour tout v € H' (2, Py).

Démonstration. L’inégalité de Poincaré suivante est vérifiée :
[0llz20) < & V]| 20 (3.12)

pour tout v € Himr (). Soit vy € SY(Q,Py) la fonction constante par morceaux telle que pour

chaque sous-domaine D € Py, [32, Théoreme 15.1],

HU_UO,hHL?(D) 5 hD||VU||L2(D). (313)
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L’estimation (3.13), I'inégalité de Poincaré (3.12) et les propriétés de 'opérateur I (yp;r) im-
pliquent que

||U||%2( S v — o h||%2(9) + [lvon — In(Vpir )00, h||%2(9) + HIh(’YDir)UOJlH%?(Q)

Z h7 ||VU||L2(D) + Z [[Zn( ’YDzr)voh”Hl(D

DePy, DePy,
S WbVl + 6P Y b losll7a-
DeDy, 665{ gDzr

Maintenant, en utilisant le fait que vg, = 7 v, et en appliquant le Lemme 3.3, nous obtenons

Yo honllizg S Y0 Bmeclllfag + D helImoelv — vonllZae

ccgl UEP ccel UEDT cc€lUEDT
S Y A meelllize
ecEfugpP
+ > 1o Lay + W1V = v0) 221
DePy,
S Y hmeelllizae + Y BpIDIT IVl p),
ecg]UEPIT DePy,
ce qui conclut la preuve. O

Remarque 3.15. Pour les fonctions polynomiales par morceauz, nous pouvons obtenir des résultats
plus précis concernant la constante d’injection. Soit vs € SN(Q2,Py,). D’aprés le Proposition 3.12

et [inégalité de Minkowski, nous avons

vs]l2) < llvs — In(Vpir)Vs || L2) + ([ In(VDir ) Vs L2(02)

1/2 1/2
<o (z stuizw)> F+a) (z sl D))

DePy, DePy,
1/2

1/2
< 6 (Z HVvaHiz(D)> el Do hINlwlliae |

DePy, ecELUED™

ot ¢ > 0 est une constante indépendante de la taille du maillage et ¢, > 0 est défini dans (3.12).

81



3.3 Champs de vecteurs

La théorie précédente développée pour les fonctions scalaires est maintenant adaptée au cas
des champs vectoriels définis sur €2. On pose
K
K(Py) = inf sup —- 1] |
TheT(Ph) KeTy, P
Lemme 3.16. Soit e, é; deux arétes du triangle de référence K et notons par a leur sommet
commun. Soit un entier N > 1, v € Py(eé3) et u € Py(€1)? tels que u(a)-t2 = v(a), ot ty désigne

(u,v) € Py(K)? tel que

le vecteur unitaire tangent a l'aréte ey. Alors, il existe un polynome éaeIfUGQ

1. 6K

é1Uéa

(u,v)je, = u et &K

é1Uéz (u7v)|é2 ’ t2 = .

2. L’estimation suivante est vérifiée

162 e (s ) Psso ) S 1013y + elf3agey- (3.14)

Démonstration. Soit ny le vecteur unitaire normal a é5. Supposons que é; = (—1, 1) pour simpli-

fier. Considérons le champ vectoriel ¥ (u,v) défini sur e, U é; par

u sur éq,
P(u,v) =

vty + <90N,d'u'(d> : n2>n2 sur é,

oll Y 4 est le polynome du Lemme 3.5 défini sur € et tel que ¢y 4(a) = 1. Nous pouvons facilement

vérifier que ¥ (u,v) est continue. Maintenant, nous posons

E ey (1, 0) = EE e, ((1,0) - o)y + X o (B, v) - o),

ou &K

% Ue, €5t Popérateur d’extension du Lemme 3.8. En utilisant les propriétés de Popérateur &7 K

e ues
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et du polynome ¢y 4 et le Lemme 3.1, nous obtenons

|| eQUel( ( ) n2)||H1/2 K) ~ ||( ( ) : n2)||%2(é1Ué2)

= llonallze 1 nlw(@)]? + lu - nol7s

2N?
<[|l14 2

N HUH%?(él)

(e1)

De maniere similaire, nous montrons que

” egUel( ( ) t2)||H1/2(K S ”U”%,Q(ég) + ||u ) t2||%2(é1)7
ce qui conclut la preuve. O]

Proposition 3.17. Supposons que les hypotheéses (H1)-(H/) soient satisfaites. Alors, il existe un
opérateur Iy(Vpir, Vi) défini de SN(Q,Py)? dans SN (Q,T,)? avec les propriétés swivantes : pour
tout vs € SN(Q,Pyp)?,

(’05 - Ih(fYDiT7fyt)v5> S HI(Q>27
(vs — In(Vpir, 1e)vs) = O sur ypy,

(vs — I(Ypir, 11)vs) - t = 0 sur v

et l'estimation suivante est satisfaite :
Z HIh<7Dir77t)v5“?{1(D)
DePy,
< @ h—1N2 2 h—1N2 t 2
~ Sup — Z e e H[U(S]HL2(€) + Z e e Hlv(s ’ HLQ(e) )

K .
€ P ecglugPir ecé}

ot t est le vecteur unitaire tangent a OS).

Démonstration. Nous suivons exactement les mémes étapes que dans le cas scalaire. Pour simplifier
la notation, nous posons Iy, := I, (ypir, 7). On note Iy, 1, I les deux composantes del.

Etape 1.(patch wp;,) Les opérateurs I, 1, Ij, 2 sont définis exactement comme dans le cas scalaire.
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VDir

€]
ey K
€12 ! g Y
K, 1'
K,
Kl i KS
Cas 1 Cas 2
K
K €1 (=]
fe fe
e
Cas 3 Cas 4

FIGURE 3.4 — Les quatres cas possibles pour les triangles du patche w,,.

Etape 2. (patch w;) Grace & Uhypothése (H4), il y a quatres cas (voir Fig. 3.4) :
Cas 1. Soit K| € w] partageant une aréte ejo avec un triangle Ky € wp;,. Nous désignons par e;

I’aréte Ky N~;. Nous posons

(In)iey = (5 (Ve - ter)) tey + EX (v = Thw) iy 0),

Cas 2. Soit K1, Ko, K3 € w, trois triangles tels que leur intersection est égale a un sommet a, qui
est également un sommet de €2. De plus, les triangles K et K, ont chacun une aréte e; et ey sur v,
respectivement. On suppose aussi que K3 partage les arétes €/, e, avec K; et K3, respectivement.

D’abord, on considere les polynomes v5 et v3 définis sur Ky et K3 comme suit :

~ K3
V3 = ’U‘K3 — ge/l (’U‘K:,’ — ’U‘Kl),

~ Ko ~
Vo = ’U‘K2 — éaeé (’U‘KQ — ’Ug).

On peut vérifier que vk, (@) = ¥2(a). Maintenant, on considére la fonction ¥ : e; U e; — R?
définie par
(Vik, - t1)t +wing  sur ey,

P =

(’lNJQ . tz)tg + wang sur es,
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ou
1

nl-tQ

wy = (Vik, (@) - &2 — (Vjk, (@) - £1)12)

et
1

n2~t1

ws = (B2(a) - t1 — (Da(a) - ta)t; - L)

La fonction v est définie de sorte que (v — ), (@) = (v — ¥) e, (a). En effet, on peut vérifier que

(v =P)jes(@) b2 = (V= )je,(a) - B2 et (V=) (@) N2 = (v —1P)e,(a) - 2.
On définit 'opérateur I, comme suit :

In(v) 1k, = geifl(l/)\el 1)t + wing,
I (V) ke, = éa;?(”l& —3) + éae?(%eg o)ty + womne,

Ih(v)|K3 = (g)el’fg <v|K3 - lel) + gef’ff)eé (’53 - 63)7

ou
- (v —Ihv)k, surel,
3 p—
(v —Iyv)k, sure.

La fonction (v — I,v) a une trace tangentielle nulle sur e; et es. En effet, en tenant compte de la

définition de v il est clair que

(’U - Ihrv)\el t = Ve, - t, — ge[fl (¢|el ’ tl)
= 'l)|e1 . t1 — ’l,[)lel . tl
=0.

De méme, on a

(v = Ipv)je, - tr = Ve, -ty — cg’ef?(vmz — V3) — 552(1/’\@ - t9)
= 0y -ty — EL* (P, - 1)
= Vs -ty — Py, - b2
= 0.
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On peut aussi vérifier la continuité comme suit
K. Ks /~  —
(v = Ipv) Ky ey = <’U|K3 — & (Viky — Vi) — 640, (D3 — U3)>

= (s = 6252, (85— )

e}
= (Vsie; — (V3 — 3)jes
= Usle;
= ((v— Ih’u)‘Kl)‘e/l.
On vérifie de la méme fagon que ((v — I4v)x,) e, = (v — 1)k, ). L'estimation sur la norme

H' de l'opérateur I, se démontre exactement comme dans le cas scalaire. Par exemple, dans le

triangle Ky, on a

ILhl5 sy S NES (Wey - ey + Nl iy
SNES Wiy - t) 1 ey + K P (Jv1k, (@) - o] + o, (@) - 11]?)
< |K1|

N pTNqHU\el 720 + 1B (Joik, (@) - taof? + vk, (@) - ).
Ky

En tenant compte du fait que vk, (a) = v2(a) et en appliquant le Lemme 3.1, on obtient

Vi, (@) - ol < |92 o[ Ty

— || (v + €52 ([0ley) + G525 ([0)e))) - BolE e
2
< hey N2 |0k, 't2||%2(e2) + Z h;;Ng;H[U]”%%e;)-
i=1
De méme, le Lemme 3.1 nous donne

v (@) - 81" < v+ a7

e1)
S NE v -ty
On a donc montré que
2 |Kl| 2 —1a72 2 - —1a72 2
HIthHl(Kl) N pTKleHUIel ‘t1HL2(e1) + ey N, |01k, ‘t2HL2(e2) + ;he; Ne;H[’U]HL?(e;)-
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Cas 3. Soit K € w,} un triangle dont l'intersection avec wp;. est vide et dont les sommets sont

différents de ceux de 2. Nous posons
(Ih’U)|K = (g)eK(UU( . te)tea

ou e est 'aréte K N ;.

Cas 4. Soit K € w? un triangle différent de ceux considérés dans le Cas 2. Selon 'hypothese
(H4), il existe deux triangles dans w; tels que chacun partage une aréte avec K. Nous désignons
ces arétes par ey et ey et posons

v—(v—TIyw)};

e, Surei,

(Ihv)x = N

lex

v—(v—1Ipv) sur es.

Posons

%::(‘9( U K)ﬂQ.

KewpirUwt

Etape 3. Les opérateurs I}, 1, I, » sont définis sur les patches wy;, @ et w exactement comme dans

le cas scalaire et dans le méme ordre.

]

Remarque 3.18. Supposons que pour tout K € Ty, et pour toute aréte e € £, N IK, nous avons

hix < he. Nous pouvons facilement vérifier que

17y Wvalzeey S | D hellalllza | - (3.15)
ecgfugPT

pour tout vs € SN (Q, Py).

Théoreme 3.19. Supposons pour tout sous-domaine D € Py, et toute aréte e C 0D, on a|D| < he.

Alors 'inégalité suivante est valable :
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losllzay + 3 N0l < 3 (lrotoslZa) + Idivos|p,)

DePpy, DePy,

RP) | D B Rlvalll + ) b pEllvs - tlfFag

ecgfugpir ec}

pour tout vs € SN(Q,Py,), ou t désigne le vecteur unitaire tangent.

Démonstration. Pour simlifier la notation on pose I, := I, (vpir, 1)

1) En appliquant I'inégalité (2.8) on obtient

Z ||v||H1(D Z (v — Iv) ||H1 (p) T Z ||Ih'v||H1

DePy, DePy, DePy,

S lIvot (v — Lw) 72 + lldiv (v — Lyv)[Fa) + Y IHnolin

DEDh

S [rot v||72(g) + [[divoll7z (g,

RP? | Y B IlGee + Y e 'Pillvs -t 7ag

ecgfugpir ec&}l

2) On a I'inégalité suivante démontrée par auteur [20, Corollaire 4.5] :

wliaey S D IVollzemy + Do htlllv]lia

De, o

Pur conclure il suffit de combiner cette inégalité avec celle pour la norme H' déja démontrée.
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Chapitre 4

Probleme de Navier-Stokes

Soit  C R? un domaine polygonal, borné et convexe. On considere le probléme de Navier-

Stokes défini comme suit :

%—?—UAU-F(UV)U"’Vp:f dans QX]OaT[7

divu =0  dans Qx]0,7T7,
u(-,0) = uyg dans (2,
u=0 sur I'px]0,77,
u-t=0 sur I',x]0,T7,
p—l—%|u|2 =0 sur I, x]0, T,

oll u,p et v représentent respectivement la vitesse, la pression et la viscosité constante du fluide.
Comme € est un domaine bidimensionnel, la vitesse u a deux composantes u; et uy et |u|?* := uf +
u3. L’objectif de ce chapitre est de proposer une approximation numérique du probléme (4.1). Dans
la section suivante, on présente brievement les méthodes de discrétisation temporelle et spatiale
qu’on va utiliser par la suite. Pour plus de détails, on réfere a [44, 45, 36]. Le schéma numérique
sera introduit dans la Section 4.2. On donne une démonstration détaillée de la stabilité du schéma
et de la convergence optimale en espace et en temps de la vitesse discrete. L’inégalité énoncée dans
le Théoreme 3.19 du chapitre précédent sera utilisée de maniere répétée afin de controler le terme

non linéaire (u - V)u. Les tests numériques présentés dans la section 4.3 confirment les résultats

théoriques.
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4.1 Rappel de quelques méthodes de discrétisation

4.1.1 Méthodes de projection

Les méthodes de projection sont considérées comme des méthodes de discrétisation économiques *
des équations de Navier-Stokes par rapport au temps. Afin de simplifier la présentation des
méthodes introduites dans cette section on considere le probleme de Stokes (linéaire) avec les

conditions aux bords de type Dirichlet :

%—? —vAu+Vp=f dans Qx]0,T7,

divu =0 dans Qx]0,T], (4.2)

u(-,0) = uy dans €2,
u=0 sur 00x]0, T

Soit t" = n7,n = 0,1, .., K, une partition uniforme de l'intervalle [0,T], ou 7 = T/K est le pas
de temps. Ayant donné des valeurs initiales @’ u’ et p° convenablement choisies, le schéma de

projection a la forme suivante : pour tout n > 0,

Etape intermédiaire : Trouver " € H'(Q)? tel que

~n+1

u n

Y AwTtt = F™th dans €2, (4.3)

-
" =0 sur 012, (4.4)

Etape de projection : Trouver u"*! € H(div,Q) et p"t' € L2(Q) tels que

n+l _ ~n+l
4 v o Vp'tt =0 dans €2, (4.5)
divu"™ =0 dans Q, (4.6)
u"n=0 sur 052, (4.7)

1. par rapport au cout de calcul.
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Remarque 4.1. L’opérateur de trace normale
v e H(Q)? — voa-n

se prolonge de fagon unique en une application définie de H(div,Q) dans le dual de l’espace

HY2(080) [38, Théoreme 2.5], ce qui assure que la condition (4.7) a bien un sens.

On remarque que la vitesse u" vérifie la bonne condition sur le bord mais n’est pas nécéssairement
a divergence nulle. Par contre, u” est a divergence nulle mais la condition sur la composante tan-
gentielle est sacrifieé afin que le probleme (4.5)-(4.7) soit bien posé. On veut maintenant donner
une formulation équivalente au probleme (4.5)-(4.7). D’abord, en appliquant 'opérateur de trace
normale & I’équation (4.5) et en tenant compte des conditions aux bords vérifieés par u" et u” on
voit que la pression satisfait la condition de Neumann homogene dp™*!/On = 0 sur 9. Ensuite,
En appliquant 'opérateur de divergence a ’équation (4.5), on trouve que la pression est solution

du probleme de Poisson suivant : Trouver p € H*(Q2) N LZ(Q) tel que

1
—Ap"tt = - div ™! dans Q, (4.8)
n+1
agn =0 sur 0. (4.9)

Finalement, la vitesse-correction est donnée par
un—f—l — an-ﬁ-l o Tvpn-i-l' (410)

Réciproquement, 1’équation (4.10) est équivalente a (4.5) et si on applique 'opérateur div a (4.10)

et on tient compte de I’équation (4.8), on obtient
dive™ = diva™ — rAp*t = 0.

On a donc montré que I’étape de projection (4.5)-(4.7) est équivalente a (4.8)-(4.10). Clairement,
la condition dp" ™' /On = 0 n’est pas vérifiée par la pression exacte en général. En fait, c’est cette
condition qui est responsable de I'ordre de convergence tres bas du schéma (4.3)-(4.7). En effet,

les estimations d’erreur suivantes sont démontrées par Shen [56] :

ny __ ~n Y o <
max Ju(t") = a"||rzo) + max flu(t") — w20 S 7

N 1/2 N 1/2
(Z Tlp(t") —p”||iz(m> + (Z 7w (t") - ft”lﬁz(m) ST

n=1 n=1

(4.11)
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Remarque 4.2. Considérons l’espace suivant :
H={vec I’ divv=0etv -n=0}

1l est clair que la vitesse-correction u" appartient a cet espace. Donc, en tenant compte de la

décomposition orthogonale de Helmholtz suivante (voir Girault et Raviart [38] )
L*(Q)'=HaoVH'(Q)/R

et de l'identité (4.10), on déduit que pour tout n > 1, u" est la projection orthogonale de u"™ sur
H (remarquer que ’espace H est fermé car les opérateurs de divergence et de trace normale sont

continus sur H(div,$2)).

Remarque 4.3. La formule d’intégration par parties (1.1) et la condition auz bords (4.4) nous

/diva”dw:/ " ndo = 0.
Q o0

Alors, le probleme de Neumann (4.8)-(4.9) admet une unique solution.

assurent que

Remarque 4.4. En prenant la somme de (4.3) et (4.5), on trouve que

un+1 —u”

_ UA,anJrl 4 Vpn+1 — f(thrl)7
T

ce qui signifie que la premiére équation du probléme de Stokes (4.2) est en effet divisée en deux

équations.

Version incrémentale

Bien que le schéma (4.3)-(4.7) soit tres simple, les estimations (4.11) montrent que lordre de
convergence est tres bas, ce qui le rend sans intéret. L’amélioration suivante a été proposée dans
[56] : comme il manque un terme sur la pression dans 'équation (4.3), I'idée est d’ajouter une
valeur précédente p" et ensuite un terme incrémental dans (4.5) . En d’autres termes, le schéma

(4.3)-(4.7) est remplacé par

~n+1

u n

N AR v F@h dans ©, (4.12)

pn
" =0 sur Of) (4.13)
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et

n+l _ ~n+l
4 . v o V™t —p") =0 dans €, (4.14)
diva"t =0 dans €, (4.15)
u"n =0 sur 99). (4.16)

Avec ces modifications on a les estimations d’erreurs suivantes (voir [56])

ma [[u(t”) = @ ooy max -+ [ult”) - ul o) S 7 (4.17)
N 1/2 N 1/2
(ZTHp(t”) - p”||i2(9)> + (Z Tlu(t") - '&”Hiz(m) ST (4.18)
n=1 n=1

Le schéma (4.12)-(4.16) a donc les mémes propriétés d’approximation que le schéma d’Euler
rétrograde considéré au Chapitre 2. Maintenant, on peut s’attendre a ce qu’il suffit d’utiliser
une méthode d’intégration d’ordre plus élevé par rapport au temps pour améliorer la précision du

schéma. Considérons par exemple le schéma suivant basé sur la formule des différences rétrogrades

d’ordre 2 (BDF 2) étudié par Guermond [42] :

3a" — 4w + !
— VAW 4+ Vp" = £(t*T) dans Q,
or pt=5 (4.19)

a"t =0 sur 0,
et
3un+1 o 3,&71+1

T

+ V("™ —p") =0 dans Q,
diva™™ =0 dans Q, (4.20)

u" N n =0 sur 0.

On peut montrer les estimations suivantes [42]

lgzing|]u(t") — 4| 20 + 11£La§xN||u(t”) —u"||200) S 2
N 1/2 N 1/2
<Z 7|[p(t") — P"Hiz(m> + (Z Tllu(t") - ﬁ"l\i2<g)> ST (4.21)
n=1 n=1

Bien que la convergence des deux vitesses en norme-L?* est a l'ordre désiré, I'estimation (4.21)

est clairement non optimale. En inspectant attentivement le probleme (4.20), on découvre qu’on a
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imposé implicitement une condition aux bords inconsistante sur la pression. En effet, si on prend la

trace normale de premiere équation dans (4.20) et on tient compte du fait que u"*-n = " tn =0

sur 02, on trouve que pour tout n > 1,

oo
on  on " On’

La pression exacte ne satisfait pas forcément cette condition qui est responsable de la non op-
timalité des estimations (4.21) et de l'apparition des couches limites liées a la pression. Afin de
clarifier ce dernier point, considérons I'exemple suivant pris de [41] : dans le disque Q = {(z,y) €

R?; \/2% + 32 < 0.5}, on consideére la solution du probleme de Stokes instationaire :

uy(t, z,y) = sin(x + ) sin(y + t),
us(t, z,y) = cos(x + t) cos(y + 1),
p(t,z,y) =sin(z —y +t).
On donne une approximation par ’élément fini de Hood-Taylor Py/IP; (voir [38]). La taille du
maillage est h = 1/80 et le pas de temps 7 = 0.0125. La Figure 4.1 (a gauche) montre le graphe

de lerreur liée & la pression en norme L? & 'instant ¢ = 2. On observe que la solution numérique

constitue une mauvaise approximation pres de la frontiere du domaine.

FIGURE 4.1 — (a gauche) Couches limites relatives a la pression. (a droite) Disparition des couches
limites pour la version rotationnelle du schéma de projection.
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Version rotationnelle

Afin de surpasser les problemes rencontrés dans les schémas précédents liés aux conditions aux

bords inconsitantes, Timmermans et al. [60] ont effectué une légere modification sur 1’étape de

projection en ajoutant le terme vVdiva™* :

Sun—f—l . 3,&/n+1

5 +V (p"t —p" +vdiva"tt) =0 dans Q, (4.22)
-
diva"™ =0 dans €, (4.23)
u"n=0 sur 952, (4.24)

L’étape intermédiaire (4.19) reste inchangée. Cette fois-ci, si on prend la somme de (4.19) et de
(4.22), on obtient

3u !t — 3a" !
2T
En tenant compte de I'identité

. VA,&nJrl + vdiv ,&n+1 T Vanrl — f(tn+1).

—Au = rotrotu — Vdiv u,

on déduit que

3 n+l _ 3 n+1 ~
v Y Urotrota™t! + Vp'tt = £,

27
Maintenant, on applique 'opérateur de trace normale sur 9€2 pour avoir
op"t +1 +1
= (f(t"") —vrotrotu""") - n,
P (s )

qui est exactement la condition aux bords vérifiée par la solution exacte des équations de Stokes
(4.2). En effet, dans la Figure 4.1 (a droite), on remarque la disparition des couches limites présentes

pour la version incrémentale. On a l'estimation suivante (voir [41]) :

N N
D lp) = ey + Do lult) — @ e S 7
n=1 n=1

Remarque 4.5. Le fait que les schémas de projection ne contiennent aucun probleme de type point-
selle peut nous laisser croire qu’on n’aura pas besoins de la condition inf-sup quand on s’intéresse
a une approximation numérique. Les tests numériques effectués dans [44] montrent la nécessité
de cette condition afin d’assurer la convergence des schémas de projection. Plus précisément, si le
couple d’espaces discrets n’est pas inf-sup stable, la constante présente dans [’estimation d’erreur

tend vers +o0o lorsque le pas de temps 7 — 0.
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Conditions aux bords.

Les conditions aux bords jointes aux équations de Navier-Stokes doivent étre imposées délicatement
dans les schémas de projection. De plus, ces conditions peuvent avoir une mauvaise influence sur
la précision des schémas. En effet, Soit I'1, 'y une partition de la frontiere 0€). Considérons par

exemple le cas des conditions aux bords suivantes :

u=0 sur 'y,

m—v (Au) - n=0 sur I's.

Guermond et al. [43] ont proposé le schéma suivant :

,an-l—l A )

— VAW + Vp" = F(t") dans Q,
T Pt=FE) (4.25)

an—‘rl — O

u

sur I'q,

et

urt! — anJrl

+V(¢"™) =0 dans Q,

i mntl
diva"™ =0 dans €, (4.26)

u"n=0 surly,
" =0 sur Iy,

ntl.n = 0 seulement

ott ¢"H! = ptt —p" +udiva™ . Noter que comme on a imposé la condition w
sur I';, on était obligé d’imposer la condition ¢ = 0 sur I'y pour que le probleme (4.26) soit bien
posé. Sous des conditions de régularité sur le domaine €2, on a les estimations d’erreur suivantes

pour le schéma (4.25)-(4.26) :

N N
D o rlu(t”) — @[Fai) + Y Tllut") — @70 S T
n=1 n=1

N N

D 7lp(t™) = p ey + D Thuw(t™) — @ e ST
n=1 n=1
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4.1.2 Découplage vectoriel

Lorsque la solution d'une équation aux dérivées partielles est un champs de vecteurs dont les
composantes sont couplées par au moins un opérateur différentiel, on préfere 'approcher par une
série d’EDPs scalaires afin de réduire le cott de calcul. Chaque équation de cette série fournit une
approximation a seulement 1'une des composantes de la solution recherchée. Le principe de cette
technique est de remplacer le systéme linéaire associé¢? de taille M par m > 2 systeme dont la
taille de chacun est égale & M/m (voir [45]). Soit t" = n7,n = 0, 1, .., K, une partition uniforme
de lintervalle [0,7T], ou 7 = T/ K est le pas de temps. Considérons le schéma suivant basé sur la

méthode de compressibilité artificielle® pour approcher le probleme de Stokes (4.2) :

u"t —u” n+1 : n+1 n n+1
— - vAu"T — Vdivu"T + Vp' = f(t"T) dans €, (4.27)
p"tt—p" 4 divaett =0 dans ©, (4.28)
u"t =0 sur 0. (4.29)

Pour tout champ de vecteurs w = (uy, ug) défini dans Q, I'opérateur Vdiv prend la forme suivante.

Ox(0yuy + Oyuz)

Vdivu :=
Gy(axul + Oyuz)
92> 0,0
= ¥ Y “ =: Gu.
0yOy 05 Us

On voit clairement que les composantes u; et us sont couplées par la matrice G et qu’on est obligé

de les calculer simultanément dans le schéma (4.27)-(4.29).

Méthode de Jacobi

Considérons maintenant la décomposition de Jacobi de la matrice G définie comme suit :

G = (G- D)+ D, (4.30)

2. Apres avoir considéré une discrétisation de I’équation différentielle.
3. La méthode de compressibilité artificielle consiste a ajouter une petite “quantité de compressibilité” a
I’équation de continuité. Remarquer que (4.28) est la discrétisation de 1’équation 79p/0t + divu = 0.
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ou D = diag(G). La méthode de Jacobi consiste a utiliser les valeurs explicites des termes corres-

pondants aux éléments hors la diagonale de G. L’équation (4.27) est donc remplacée par

un+1 —um
— _JAu — Du™! — (G = D)u" + Vp" = F(t"H),

T

ce qui est équivalent au systeme d’équations

n+l _ n
s S VAU?—H - £U?+1 = axayug — 00" + f1 (tn+1)7 <4'31>
T
n+l _ n
T At - 82ugt = 0,0,u8 — 0" + ("), (4.32)
T

Le schéma ci-dessus est inconditionnellement stable et est convergent d’ordre égal a 1 (voir [45]).

Block de Gauss-Seidel

Une alternative consiste a remplacer (4.30) par la décomposition de Gauss-Seidel
G=L+D+U, L*=U,

ou la matrice L est triangulaire inférieure. Cette fois-ci, les valeurs explicites de la solution sont
introduites seulement pour les termes correspondants a la partie triangulaire superieure de G. On
a donc le schéma suivant :

unJrl —un

—vAu"t — (L + D)u"t — Uu" + Vp" = f(t"), (4.33)

T

ce qui est équivalent au systeme d’équations

’VL+1 _ n
Uy - uy VAU?—H _ agu?—s-l — 0,0,u} — B,p" + fl(tn+1), (4.34)
’I'L+1 _ n
T At - 92t = 0,000 — D" + fo(tH). (4.35)
.

Si on fait une comparaison avec (4.31)-(4.32), on voit que la seule différence est qu'on a pris la
valeur implicite de u; dans I'équation (4.35). Comme u}™ est déja calculée dans (4.34), alors la
seule inconnue dans (4.35) est la composante uj . Le schéma (4.34)-(4.35)-(4.28) est incondition-
nellement stable et converge avec un ordre égal a 1. La démonstration de ce résultat est donné par
Guermond et Minev [45], mais comme on va utiliser des techniques similaires dans la Section 4.2,

on donne la preuve en détail.
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Théoréme 4.6. Supposons que la vitesse initiale ug € H'(Q)? et que f = 0. La solution du

schéma (4.34)-(4.35) satisfait l’estimation de stabilité suivante : pour tout n > 1,

™ Zag0) + D ™ = u™ ey + 20 Y Tl i g

m=1 m=1

+ 7P ) S lwollZz) + 710:%0ll T2 + TPollZ2(o)

Démonstration. Pour toute suite de fonctions (¢™),, définies sur |0, 7], on définit 'opérateur o, par

5“071—1—1 — Q0n+1 . gOn
D’abord, si on note 4" = (u} "', ul)T, I'équation (4.33) peut s’écrire de maniere équivalente comme
suit
un+1 —u"
— vAu — Vdiva™ — (0,926, us ™) + Vp" = 0. (4.36)
-

On prend le produit scalaire de (4.36) avec 27u™"!, on utilise I'identité
2(a —b,a) = [lall® = [[blI* + [la — ]
et on effectue deux intégrations par parties pour obtenir

HURHHQL?(Q) - ||’U'n||L2 + ||5tun+1“L2 +2VT||UR+1||H1(Q)+27(dlvun+l div u*)

(10,5 ey — 10,5 30y + H(StayUgHHLz(Q)> ot divet) =0, (43)
On a de plus,
2(div ™!, divu™™) = 2(diva" ™, dive ™t — diva" ) + 2||div a "HHLQ(Q)
= [[div " 22 + [ldiv a7 q) — dive" = diva” 7 q)
= ||div UHHHB(Q + [|div ARHHB(Q) - Héﬁw?“”émw
olt on a utilisé le fait que u"*' — @™ = (0,0,0,uy™")T. Donc, 'identité (4.37) devient

o gy — o 2oy + 100+ Wy + 20m | gy + 7 (lldiv w3y
o ldiv @ ey ) + 7 (1005 By — 10130 ) — 200", dive ™) = 0. (4.38)

Maintenant, on prend le carré de I’équation sur la pression (4.28) et on inteégre sur €2 et on multiplie

par 7, on trouve
12" 172 () = 1P" 172 (@) + IIdiv " |72 ) — 200", divu™). (4.39)

Pour conclure on additionne (4.38) et (4.39) et on prend la somme sur n. O
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4.1.3 Méthode de Galerkin discontinue

La méthode de Galerkin discontinue est une méthode de discrétisation des équations aux
dérivées partielles qui permet a la solution discrete d’avoir des discontinuités sur les interfaces
du maillage [36]. Afin de voir comment ces schémas sont congus, considérons le probleme de Pois-

son suivant :

—Au=f dans €, (4.40)
u=>0 sur 02, (4.41)

ot f € L*(Q). Soit Tj, une triangulation du domaine Q. On adopte la notation qui sera introduite
dans la Section 4.2. Nous devons maintenant proposer un schéma numérique consistant en utilisant

I'espace SN (2, T,). En d’autres termes, si le probléme discret s’écrit sous la forme suivante
Yo, € SN(Q,Th),  apa(un,vn) = (f, vn), (4.42)
alors la solution exacte u du probleme de Poisson (4.40)-(4.41) doit vérifier (4.42). C’est-a-dire,
Yo, € SN(Q,Tw),  apa(u,vi) = (f,vn).

Supposons que la solution est réguliere (par exemple v € H*(2)). En multipliant (4.40) par une
fonction test v, € SN(Q,Ty) et en effectuant une intégration par parties sur chaque élément

K € T, on obtient

— | Auv,der = — /Auv dz
fjsvonte==3 [ suo,

KeTh
ou
= Z / Vu -V, dr — Z Z /a vy, do.
KeT, 7K KeT, ec&,eCcOK ¢ e

L’identité

ab—cd = (a—c) (%) +(a_2“) (b—d),

ol a,b,c,d € R, et la régularité de la solution exacte, impliquent que

ou
— | Auv,dx = /Vu-Vv dx — / vy | do.
[ auonde =3 [ vu-Tude= 3 [ S )

KeT, ecly
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On peut donc envisager de définir apg(-,-) par

(up, vp) € SN(Q,Th) — Z/Vu Vvhdx—Z/{au} vp| d

KeTy, e€ly,

Bien que ce choix est consistant, la forme bilinéaire définie ainsi n’est ni symmétrique ni coercive.

En suivant I'idée d’Arnold [4], on ajoute les deux termes suivants :

-3 {5} wlas

ecly,

terme de symétrie :

(remarquer que ce terme garantit la symétrie de apg(-,-).)

> okt [l

e€ly

terme de pénalisation :

ou a, > 0, e € &,, sont les parametres de pénalisation. La forme bilinéaire est donc définie par

aDg(uh,vh /Vuh vvhdI—Z/{8Uh} Uh

KeTy ec&y
_Z/{avh} up, da+20ze / |[vn] do.
e€&y, ecéy €

Comme les termes introduits sont nuls pour la solution exacte, la consistance n’est pas affectée.
On peut vérifier que la forme bilinéaire apg(-,-) est coercive. En effet, d’apres I'inégalité (4.49),

on a pour tous K € T, et e C 0K,
lvnll2ey < Cub 2 |vnll 2 i)

ou C, > 0 est une constante indépendante de h. Par 'inégalité ci-dessus, on a pour tout v, €

VO, T),
ov ov
J{ 5 oo <1 { G F o ol

1 3 _
< = (Ve + V0 2y ) + 5C- Bz lonl

On en déduit que pour des parametres de pénalisation suffisamment grands,

apa(vn,vn) > > IVonllFa Z IVoRll72) + D (ae = —C Vel [vall7 2
KeT, KeTh ecE,
1 —
= 92 (Z ”VU’IH%?(K) + Z he 1||[vh]||%2(e)) = ||Uh||%)c'
KeTy, ecly,
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1/

L’application || - ||pe := (apa(-,-))"? est une norme sur Pespace des fonctions H'-par-morceaux.

Pour montrer cette propriété il suffit de vérifier que ||v||pg = 0 implique que v = 0. Si ||v||pg = 0,
alors

VK €Ty, V(vg)=0 et Vee€&, [v]=0.

Donc, v est une fonction constante par morceaux, continue et nulle sur la frontiere 02, ce qui

implique que v = 0.

On a lestimation d’erreur suivante [36, Corollaires 4.18 et 4.18] :
= wnll o) + llu = wnll e < Ol ssngen, (.43)
ou C' > 0 est une constante indépendante de h.

Remarque 4.7. Bien que la solution uj, peut étre totalement discontinue, la continuité et la
condition auz bords (4.41) est faiblement imposée dans le schéma (4.42). En effet, lestimation

(4.43) implique en particulier que

Z ho ) |22 o) S hk||u||Hk+1(Q).

ec&p
Donc, les sauts a travers les interfaces du maillage et la trace sur la frontiére de la solution discréte

tendent vers 0 lorsque h — 0.

4.2 Approximation numérique du probleme de Navier-Stokes

Soit {7x}r>0 une famille de triangulations du polygone 2 telle que
1. Pour tout h la triangulation 7, constitue une partition de §2 par des quadrilatéres convexes.

2. Soit K le carré unité (0,1)2. A chaque élément K € 7j,, nous associons une transformation

bilinéaire inversible Fi : K-> K qui satisfait la condition de compatibilité suivante :
VK, K> €Ty, Frl(KiNK,) = Fil (K NK>).

3. Pour tout élément K € Ty, on note T4, 1 < i < 4, les quatres sous-triangles du quadrilatere

K (voir Fig. 4.2). On pose

px = min {diametre du cercle inscrit a T} }.
1<i<4
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On suppose que la famille {7}, },~¢ est réguliere, i.e. il existe une constante x > 0 indépendante

de h telle que
VK € Tn, hg < kpk.

4. A chaque élément K € T, on associe son diametre hx et un degré polynomial Nx > 0. On

note par d le couple (h, N') ou

h = ?ea%h;( et N :=(Ng)ger, CN.

PARN

FIGURE 4.2 — Les quatres sous-triangles du quadrilatere K.

On note &, 'ensemble des arétes des éléments du maillage 7,. On note &, EP et M les sous-
ensembles de &, contenant les arétes qui se trouvent a l'intérieur du domaine €2, sur I'p et I,
respectivement. Pour tout K € Ty, e € &, NOK et toute fonction v € H'(K), on note v™ et v~ la
trace de v sur 'aréte e depuis 'extérieur et 'intérieur de K, respectivement. Nous définissons le

saut et la moyenne de la fonction v par
_ vt +u”
e = (7 =) b= (T3
le

Lorsque e appartient a la frontiere, les quantités ci-dessus dénotent simplement la trace de v, i.e.
[V]le = {}e = vie-
Pour tout e € &, on note par h, la longueur de e et on définit N, par la regle suivante :

N max(Ng, Nir)  sie=0KNOK' € &,
Ng siece EPUEM et e C OK.
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On définit I’espace polynomial brisé SN (Q, T;,) par
SN, T ={v:Q—R; v € Py (K), VK €T},

ou Py est soit 'espace des polynomes de degré total au plus égal a IV, soit I’espace des polynomes
de degré inférieur ou égal a N par rapport a chaque variable. Pour toutes quantités A et B, la

notation

A<B

signifie que la constante ¢ dans I'inégalité A < c¢B est indépendante des parametres de discrétisation.

Pour toute suite de fonctions (¢, ), définies sur €2, on définit 'opérateur ¢, par

Il est clair que le maillage 7, considéré dans cette section est un cas particulier de la partition Py,
introduite dans le Chapitre 3. Donc, I'inégalité suivante est une conséquence directe du Théoreme

3.19 :

losllzaey + 3 IoalBngg S 3 (ot vslEag + Idivos|Zar

KePy, KePpy,
+ 1 D0 rTRsl e + D he'DEllvs - e (4.44)
ecglugb e€syr

pour tout vs € SN(2,Py,). On rappelle aussi I'inégalité de trace suivante [23] :
Vo€ H'(K), ol S he/> |KI7Y2 (loll sz + Pl Voll ) (4.45)

ou |K| désigne l'aire de K. Pour la démonstration du lemme suivant, voir [13, Théoreme 5.1] et

[27, Lemme 3.1]).

Lemme 4.8. Pour tout K € Tj, et v € Py (K), les inégalités inverses suivantes sont vérifiées :

1,
lvllary S b’ N2 |0l L2y, (4.46)
IVl 2y S b N2l 2 ) (4.47)
et pour tout 2 < g < +o0,
2y,
vl zeerey S P NalJv|| Lacx)- (4.48)
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De plus, l'inégalité de trace suivante est satisfaite :

vl z2ory S hi® N lvllL2x)- (4.49)

Lemme 4.9. Pour tout u € H*(Q)?, soit
(rotu) X v := ((rot u)vg, —(rot u)v1>.

On a lidentité suivante

1
(u-V)u = (rotu) X u + §V|u|2.

4.2.1 Schéma numérique

L’espace discret X5 associé aux deux composantes de la vitesse est défini par
X5 C SN(Q,Th).

L’espace des pressions discretes Mg est un sous-espace de Xs. On considere les hypotheses sui-

vantes :

(H1) Soit my, l'opérateur de projection-L? orthogonale sur Ms. Pour toute fonction v H'-par-

morceaux,

hK 1-m
> o= mglnan £ Y (3) 190l m=0.1

KeTy, KeTy,

(H2) Toutes les arétes de €2 sont paralleles aux axes cartésiens.

En se basant sur la méthode de projection présentée dans la Section 4.1, nous proposons le

schéma semi-discret suivant :
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Etape intermédiaire : Trouver @"*! € H'(Q)? tel que

&TLHT_ w + vrotrot a" ! — y, Vdiva" !
+rotu”" xu"+V(p" + = |u”| )= f(t"™) dans Q,
a"t =0 sur I'p, (4.50)
a"tt .t =0 sur ')y,
diva"t™ =0 sur I',,,
ol x7 > 0 est un nombre réel.
Etape de projection : Trouver u"*! € L2(Q) et p"t! € HY(Q) tels que
wt gt 1
— V((]o’”rl + 5]'&"“|2) —(p"+ = ]u”| ) + xodiv u"“) =0 dans Q,
divu"™ =0 dans €2,
u" =0 sur I'p,
P+ - |~"+1|2 sur I,

ol x2 > 0 est un nombre réel. On remarque que les deux composantes de la vitesse intermédiaire

,&In—l—l

sont couplées par les opérateurs rot rot et Vdiv dans la premiere équation de (4.50). On ap-

plique la méthode de Gauss-Seidel présentée dans la Sous-Section 4.1.2 pour remplacer le probleme

(4.50) par deux sous-problémes comme suit :

aytt — o) <8u2 81]’{“) y 2((%"“ 8'&3)
T 8y ox 8y Yox \ ox oy
o 0
+ (rot w")uy + a—x(pn +5 |un| )= fit"*)  dans Q,
@t =0 sur I'p, (4.51)
@ ny =0 sur Ty,
ourtt  ou
< o7 +(9y2>n1:0 sur [',,,,

ou f =
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pour la deuxieéme composante est donné comme suit :

ungl - u2 B Vg<aun+l 8@711+1> B Xlg<aun+l N aun+1>
T oxr\ Ox oy oy \ Oz dy

0 1

— (vob WY + - (p + S|@"[2) = fo(t"*)  dans
y 2

iyt =0 sur I'p, (4.52)

iy ny, =0 sur '),
a~n+1 a n+1

( qu + %y )nQZO sur I',,,

Maintenant, on applique la méthode de Galerkin discontinue pour discrétiser le terme visqueux
dans (4.51). En multipliant le terme visqueux dans la premieére équation de (4.51) par une fonction
v € (X;5)?, en effectuant une intégration par parties, en tenant compte de la condition vérifiée par

iyt sur T'p et en supposant que la solution @}t est suffisamment réguliere, on obtient pour tout

K eT,,

[ oo ot vde =~ [ @iy~ 0,0, vde+ | (@ - 0,5 onado
K

oK
En prenant la somme sur K € 7Tj, et en utilisant la régularité de u} et uy, n > 1, I'intégrale
ci-dessus est égale a
_z/ (Ot ”Havda:JrZ/G 0,1 [u] n do
KeTy, e€ly,
L’autre terme du second ordre dans (4.51) est discrétisé par

PIAC s L

KeTy,

Finalement, on ajoute les termes symétriques et de pénalisation appropriés. Le terme diffusif
dans (4.51) est donc discrétiser par la forme bilinéaire suivante : pour tout w = (uy, ug) € (Xs)?

et v = (vy,v9) € (Xs5)?,

ape(u,v) = ( Z/ (rotw) 0, vidx + Z /{rotu}vl |nado + Z /{rotv}ulmda)

KeT, ecEluep ec&lUEP

+Xlz/dlvu8v1dm+ Z ah 1N2/u1 da+2ae 1N /ulngvngda

KeT, eegfugD ee&y

107



En répétant la méme procédure pour le probleme (4.52), nous trouvons que le terme diffusif est

discrétisé par la forme bilinéaire suivante : pour tout w = (u1, us2) et v = (v, v2) € Xs

> /K rotw d, vadw — ) /e{rotu}[vg]nlda— > {rotv}[uﬂda)

KeTh ecglugp ecgluEpP “ ¢

+ X1 Z / divu 0,v,y + Z ach, ' N? /[ug] [vg] do + Z aehelNg/uz n; vndo.
K e e

KeTn ecgluep e€Em

hotu.0) =

Dans la suite, on aura besoin de la somme de ces formes bilinéaires. On pose
1 2
apc(u,v) = apa(u,v) + aho(u, v).

La norme associée est donnée pour tout vs € (Xs)* et x > 0 par

[vsllpe.x

= Y vllrotvsll g + xNdivos|lTaey + Y achs 'NZl[s]l 72y + Y achs ' Nel|vs - #1722
KeTy ecglueP ee&

Lorsque 'indice y est omis, cela signifie que y = 1. Pour montrer que || - || pg définit une norme

sur SN (Q, T)? il suffit de vérifier que ||vs||pe = 0 implique que vs = 0. En effet, si ||vs|pe = 0,
alors vs appartient a l'espace X (ou X est définit au début du Chapitre 2) et rot vs = divvs = 0.
Le Corollaire 2.2 implique que vy = 0. Comme dans la Sous-Section 4.1.3, on montre facilement

le résultat suivant :

Lemme 4.10. Supposons que les parametres ., e € &, sont suffisamment grands. Alors, pour
tout vs € SN(Q,Tp)?%, on a

1
apc(vs, vs) > §||Ué||%c;,x>

L’opérateur gradient discret est donné pour tout vs € (Xs)? et gs € Ms par

b(’t)g,(]g) = — Z /K(diV’U(;) gs dx + Z [’05] -n qs do.

KeTh, ecgfuep © ¢

La forme trilinéaire correspondante au terme non linéaire est donnée par

c(wviw) = Y /K(rotu) « vwda.

KeTy
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La discrétisation de I'opérateur de Laplace est réalisée par la forme bilinéaire définie pour tout

®s,qs € Mg comme suit :

s = Y [ Vos-Vasdo— 3 [(vond niuldr— Y [(Va}-nafos)d

KeTn ecgluEm ecgluEm

+ Y dch N / [65)[as] do

ecElUEM

On définit la norme | - |pg par

|95|he: = Z IV sl72x) + Z achy N2 [¢s]|72 o)

KEeTy ecEluEm

Lemme 4.11. Supposons que les paramétres ., e € Ef UEM, sont suffisamment grands. Alors,

pour tout ¢s5 € Ms,
1
CLL((ZS(i,Cbé) > §’¢5|2DG7

Schéma de projection discret. Pour des valeurs initiales données 3, u§ € (X5)% et p) € Ms,
le schéma de projection prend la forme suivante : pour n > 1, calculer la premiere composante de

la vitesse u”+1 € X telle que pour chaque v € Xy,

T

un-i—l —um . 1 ) ) )
(u) + apg (W51, T5),v) + (0, 0), 95 + 5 |u5*) + (@, u5; (v,0) = (F*, (v,0)),
(4.53)

ou uy := (uy |, us,). Ensuite, la deuxieme composante de la vitesse est donnée par

~n+1 ~n
u52 u(52 n ~n n 1 ~n ~n ~n n
(— ) + a2DG((u5+117u6J51)7 U) + b((07 U>7p6 + §|u5|2> + C(’LL57 Us; (071))) = (f +17 (07,0))

(4.54)
La pression intermédiaire go"“ € M; satisfait pour tout gs € My,

1
ar(5",as) = —blag™, gs), (4.55)

+1

Enfin, pour tous ¢s € M;s et vs € Xy, la pression pg”“l et la vitesse ug" sont déterminées par

n L ~n n n
(p5+17 Q¢5) - (pg + §|’U,5|2 | +1|27 %) + (g06+17 QJ) + X2b< —H’ Q5)7 (456>
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n+l _ ~n+l
(% 5 >”6) = —b(vs, 05 ), (4.57)

\ n+1l .__ n+1 n+1
ou uy" = (%,1 UGy ).

Soit vs = (vs1,vs2) € (Xs)?. En posant v = vy s dans I'équation (4.53) et v = vso dans

I’équation (4.54) et en prenant la somme, nous trouvons que

ﬁg“ —ug ~n+1 2 ~n+1
- Vs | + aDG(ué ,’05) + aDG((O’ 5tu6,2 )7 ’0572)
1 ~n ~n N n
+ b(vs, p§ + §]u5|2) + c(uy, ay;vs) = (7, vs), (4.58)

No~sntl i ~ndl ~n
ouus = (u1,5 7“’6,2)'

Pour effectuer I’analyse numérique du schéma (4.53)-(4.57), nous introduisons deux opérateurs
discrets linéaires liés a la forme bilinéaire b(-,-). Pour tout vs € Xs, 5 € Ms, nous définissons
Bsvs € Mg par

/QBJ’UM% dx = b(vs, Ps).
Le deuxieme opérateur G est défini de Mg dans X5 comme suit :
/ Gs(ds) - vs = Z /{’05} - n. ¢ do.
@ e€&lUrm, ¢

Remarquer qu’en effectuant une intégration par parties on trouve l'identité suivante :

b(vs, ¢5) = (Viods, vs) — (Gs([¢s]), vs), (4.59)
ou V), désigne 'opérateur de gradient brisé défini par
VK € Th,  (Viv)ix = V(yk).
De méme, I’équation (4.56) peut étre réécrite sous la forme équivalente suivante :
Pitt — Py = o5t + xo Bsug T, (4.60)
ou, pour tout n > 1, on a mis
n2,

1 5
Pg = ps + §7TM5|’U,

Nous présentons maintenant quelques propriétés utiles de ces opérateurs.

110



Lemme 4.12. Pour tous vs € X5 et ¢p5 € Mg on a

1BsvsllFe) S D Idivoslizgy + Y ho'Nellvsiz, (4.61)
KEﬂz e€5IU1"D
1Gs (@D S D b NEl@s)l7e (4.62)
665 Uy,

Démonstration. 1) Pour tout vs € (Xs)?, par l'inégalité (4.49) on a

IBsvslli2) < D Idiv sl iz | Bs vsllzey + Y llwesllleze {Bs vs o

KeTn ecefuep
1/2 1/2
< (3 tawoslia ) (X 18wl
KeTy KeTy
1/2
+ D0 ' N2l[wsl 72 heNZ2 Y I{Bsvshllzze
ecgfuep ecgfuep
1/2
S divosllo @) Bsvsllray + | D he'Nellwslle | I1Bsvsllz2o)
ecgluel
ce qui implique I'estimation (4.61).
2) De méme, pour tout ¢5 € Mg, on a
1Gs([@s) 7o) < D IHGs([s)HIr2(e)ll[a]ll 2 ce)
ecgfuem
1/2 1/2
< DD heNPIH{Gs (66D} e > hN2N 667y
ecE e ecluEm
1/ 1/2
S <Z HG5([¢5])H%Q(K)> > hINCN el |
KeTn ecgfuem
ce qui acheve la démonstration. O]
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Lemme 4.13. Le triplet (u}, g, ¢3) solution du schéma (4.53)-(4.57) satisfait pour tout g5 € Ms,

b(uy — a3, q5) = —Tar(pf.as) +7 Y dehe 'N2([#5); [4s]) — m(Gs([#5)), Gsllas])),  (4.63)

eGE}ILUFm

b(ug,gs) =7 Y dch ' N2([3), [as)) — 7(Gs([3)), Gs(lga]), (4.64)

eGS}ILUFm

Démonstration. 1) Si on pose vs = V,qs dans I'équation (4.57) et on tient compte de I'identité
(4.59), on trouve
(u" — " Vigs) = —7(Vaer ™ + Gs([6s]), Vigs).- (4.65)

De méme, pour vs = G5([gs]) dans (4.57), on a
(W — @, Gi(lag])) = —7(Vagh ™ — Gol(0n]), Gillas]). (4.66)

On soustrait (4.66) de (4.65) pour avoir

(u™! — @™ Vigs — Gs([05])) = —7(Vaps — Gs([65)), Vags — Gs([gs)))-

Or, on a

(Vaest — Gs([9s]), Vias — Gs((gs]))
= (Vs ™, Vigs) — (Gs([ws)), Vias)(Gs(las)), Vs ™) + (Gs([@s]), Gs([g5]))-
=ar(ey™ as) — Y ach (03] as) + (Gs([pal), Gs([as]).

eESiUS{L”

Pour conclure il suffit de remarquer que
(u"™ —a" Vigs — Gs((gs))) = b(a" ™ — w1, gs).

2) D’apres (4.55) on a

b, gs) = Tar(py ™, gs).

En tenant compte de 'identité (4.63) déja démontrée, on obtient le résultat désiré.
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Théoreme 4.14. Supposons que les hypothéses (H1)-(H2) sont vérifiées. Supposons de plus que

les parametres x1, a. et a. sont suffisamment grands. Alors, sous la condition CFL suivante

(i)
7<Cmin | — | , (4.67)

KeTy, K

ou C' > 0 est une constante suffisamment petite, il existe une constante x, > 0 telle que le schéma

(4.53)-(4.54) satisfait 'estimation suivante pour tout n > 1,

n n n
lusliam + Y 78 Ibey, + Y 165 — uglia@ + ) 7168 |be

mnzl m=1 m=1 (468)
<Cr (V_l Z Hf(tm)H%%Q) + Hug\|i2(9) + H%H%él(g) + HP?SH%%Q)) :
m=1

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence. Pour vs = 27 a3, 1'équation (4.58)

devient

2ty — g, ugtt) + 2rapg (s ay ) + 21aba((0, 055", wgh') + 27b(ag T, PY)

(4.69)
+rb(uyt, [ag)? — g lugl?) + 2rc(ay, ay, aytt) = 20 (F (), ayth).
Le premier terme peut étre écrit sous la forme suivante :
20aytt — it Ayt + 2(uptt — uy, aitt — w4 20wt — wf ul ) = T 4+ T + T
Selon ’équation (4.56), on a
Tl — 27’[)( n+17 SOSLJFI)
= 2rb(uz", Pyt — Py — x2 Bsugt!)
= 27’6( ntl Pn+1 PgL) — 2X2 ||B§€L§+1|’L2(Q)
Nous prenons la somme sur n dans ’équation (4.60) pour obtenir
n+1 n+1
Pt — Z O + Xa Z Bsajt. (4.70)
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Par conséquent, I’équation (4.55) implique que

b(ag™, PyY) = by Py - PR 4 blagt, )

n+1 n+1
= b(ag™ Z% +X2235u5 +b(ug, Py)
m=1 m=1

- g(m% - 5o+ 957~ 03l
+ 2 (105 oy — 03+ 105 = Ul ) + 005, P9) + 05, P2),
ol @F =>"" et Us =5 " | Bsuy. Ainsi,
1= 72 (195 e [93fha -+ 5™ e
(N5 oy — 05 By — 1By e ) + 2000571, F9) = 2™, )
De méme, I’équation (4.57) et le Lemme 4.13 impliquent que

Ty = 27b(uj ! — ulf, i)

=21 Y ah N2y 3a — 272G (leh ™D 1320
eeg,fugm

—2rt 3 G NE(lert ] + 20 (G (), G([h))
eeséugm

> 70 3 @ N2 (s M — 08l
eegfusm

2N BN (e e + @8l -

eEEIUEm

En utilisant I'identité 2(a,a — b) = a® — b* 4+ (a — b)?, le troisitme terme est donné par

Ty = (lus " lZ2) = Mg 2o o) + l1dews ™ lZ20))-
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On a également

2apc(t A unH) +CLDG’(0 5tu§§1)771§,—51)

= 2apg (@ w" — @) + 24" Be + aba(0, 6ugh'), a5)

= (a5 5 — a5 e — lag* — a5 he) + 2la" b + aba(0, dags'), agh')
= HﬁnH“%G — | An+1||DG 1€0, 5tﬁ§§1)HDG +ape 0, 5tﬁ§§1) U’Sél)

= g g — ™ o + 110, 855 o — 110, 8,5.0)

Maintenant, on donne des majorations pour les termes non linéaires. On a

~n -~ ~n+1 n+1 ~n -~ n+1
= Tc(Ug, uy — ug;ug T — ug )+ Tc(uy, uy — ug; Uy )

+ 7 e(uy, uy, wytt — uitt) + 7 e(uf, ul; sul) =: Z W;.
Pour le premier terme, en utilisant I’hypothese de récurrence, la condition CFL (4.67) et 'inégalité
(4.44), nous trouvons que
Wi <7 Y (rotiy || @5 — wy L) 1@y ™ — s L
KeTh

< Cr? Z h 2NK||r0t'&5||L2 ) T 5 ||'U'nJrl n+1”L2
KeTy

n+1

€ ~
< sl lhe + st - ug ),

ou € > 0 est une constante suffisamment petite. Par I'inégalité inverse (4.46), I'hypothese de

récurrence et la condition CFL (4.67), on a

Wy <7 ) ot ag o @5 — whllse g™ s
KeT,

<7 > hy! Nilrot @y p2xc) ||y — wil|ze (o) 1wy ™ || 2oy
KeT,

_ - €~
< Cr° Z hK2N12(HrOt Us ||2L2(K) ||'u,§+1||%2(K) + Z”’UJEL - 'UISLH%%Q)
KeT,

9 ~ ~
< < (rH@sllbe + 1185 — ujlieg )

En procédant exactement de la méme maniere pour les termes restants, on obtient

cliag, g, y™) < e (@5 e + 185 — g™ B + 185 — ug e + 105 1o ).
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Mais, si nous prenons vs = uj™' — aj"" dans Péquation (4.57), alors le Lemme 4.13 donne

ot = @ gy = —rh(ut @ )
= 72!<p”“lpc =70 Y b N5 e + lGs (05 D)
ecElUEM
< 372|gp”+1 2DGa (4.71)

ce qui implique que
el w5, wy™) < erl[a5lhe + = (372165 be + 105 lzage) ).
On a aussi

b(w" ™ |a"[* — g s )

=— > (@va" @ —mylasl’) + Y (@ {Ja"? - maglas Py =: b+ b

KeTy, ecgfuep

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que I'hypothese (H1), nous trouvons que

by < > divay ™ ol > — was s (|2
KeTy,
h 2
K .~ ~ ~
<> N_KHleu?HHL?(K) (Z Hugivug,ian(K))
KeTy, =1

hK . ~n ~n n ~n n ~n
<> N_KHle'“aH”L?(K) (lay — will Lo IVl Lo + llwgl oo [ Vag | L))
KeTh,

Maintenant, l'inégalité inverse (4.46), I'inégalité de Young, (4.44) et (4.71) impliquent que

b S Y ldivag e (185 - w2 + sl + 18312200 )

KeTy
<O divayta g
KeTh
& -
t3 (Huﬁ — ugl[Ta0) + 1uglTa0) + v D Vsl )
KeTh

< Z |div TNLSLHH%?(K) t+e <72|90§|DG + lag b + ||U§||%2(Q)> :
KeT,
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De méme, I'inégalité de trace (4.49) implique que

oS D @ mllneg I{1aG ) — mlag P e

ecgfuegp
< D (hEN[aET ) (Z I 5|2—7TM5|115|2||L2<K>>
ecEfuep eCOK

<C 3 R NZE Y nlag + e (7Ueh e + I + 18 e )

ecgfuEP

* ou le deuxieme terme dans le membre de droite de la deuxieme ligne est traité comme pour b;.

Toutes les estimations ci-dessus transforment 1'équation (4.69) en

™ oy — e 2oy + 1o ™ By + 7 (55 oy — el B)
1 B + 10,5 D — 110, 83 [%a) + 72 (I<I>S’“I%G - rcbr;\%g)
2 (16 o — deliPog) + TXQ(HUQHH%%Q) - |rU§|r%2<m)
S TanHHm @ T Hu6HL2(Q +27b(ag ™, By),
< Cr (15" gy + Tl la + Idiv @5 320

+ s (0) 22y + 1533 0ca)-

ol la constante C' > 0 est indépendante de n. Maintenant, en prenant la somme sur n, on obtient

n+1 n+1
g™ 1720 +Z||5tu5||Lz V7Y N8 e + 7125 b

m=1

+ 705 e + TxellUs ||L2(Q)

< |05]he + 105lhe + 1US ”%2(9)
n+1 n+1

+OT( YN ey + D Iug sy + I9s(0) 22y + I8140(ay)-
m=1 m=1

Pour conclure, il suffit d’appliquer le lemme de Gronwall discret. L’estimation suivante

n+1 n+1
5 = oz < (3215 Wi + 3 Il + IO + 58]

est une conséquence directe de I'estimation ci-dessus et de I'inégalité (4.71). O

117



4.2.2 Estimations d’erreur

Définition 4.15. Pour tout g € L*(Q)?, soit (¢4, 0g) la solution du probléme de Stokes station-

naire

—vAp,+ Vi, =g dans
divp, =0 dans(,

pg =0 sur I'p,

pgt=1vyg =0 sur [,

Nous disons que € posséde la propriété de réqularité-H? si (pg,Ug) € H?(2)? x HY(Q2) pour tout

g € L*(Q) et si lestimation suivante est vérifiée :

legllz2) + 1Ygllmr) S 11gllz2@)-

Nous considérons les hypotheses suivantes :
) Ms C HY(Q).
) Le polygone Q possede la propriété de régularité H?.
H5) Pour tout K € Ty, h < hy.
)

H6) 1l existe un entier N > 1 tel que pour tout K € Tp,
Ng = N.
(H7) Le couple (Xg, Ms) est inf-sup stable :
inf sup b(©s, 4s) > (>0,

45€Ms, 457045 ¢ (x;5)2, vy 0 || Vs || Da 1G5 || 2

(H8) Pour tout v € H*(Q), k > 2,

h* o™
lv=masvllzz) S 5% > “WHHWV

|m|=m1+ma<k

ou s = min(k, N + 1).
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(H9) Siuge WFY(Q)2 k> 2, et p(0) € HY(Q) alors les valeurs initiales sont choisies telles que

~ hs—l
Z (llug — wollwracr) + [lwo — ugll i k) + lwo — gl i (k) + 1P(0) — Psll2) S N1
KeT;,

ou s = min(k, N + 1).

Remarque 4.16. Les choiz possibles du couple d’espaces (Xg, M) incluent tous les éléments finis
et spectrauz stables classiques (voir [38, 15]). Un autre choix intéressant est de prendre des vitesses

discretes totalement discontinues et des pressions discrétes continues de méme degré polynomial,

c’est-a-dire X5 = SN(Q,Tp) et M5 = SN(Q,T,) N HYQ) (voir[18)).

Lemme 4.17. Supposons que ’hypothése (H2) est vérifiée. Il existe un opérateur I1 : H*(2)? —
SP(Q,Tr)? tel que
(IMv)-t=0sur [',, v =0surlp

et lestimation suivante est vérifiée pour toute fonction H*(Q)?, k > 1, et tout entier 0 < m < k,

h/S*m
[Ty — v|[gm@e) S Nk_mH’UHHk(Q) (4.76)

ot s = min(N + 1, k). De plus, il eziste deuz opérateurs ILIL : HY(Q)% — SP(Q, T;)? tels que

M=TI+1I (4.77)
et pour tout v € H*(Q)?,
. hs—l
[TIv — v|Le@) S WHUHH’C(Q)a (4.78)
- hs—l
T || g1y S WHUHH’C(Q)- (4.79)

Démonstration. On note par I',, 1 (resp. I';,2) le sous-ensemble de I, contenant toutes les arétes
de Q qui sont paralleles a l'axe des y (resp. paralleles a 'axe des x). D’apres [5, Théoreme 4.6], il

existe deux opérateurs I1y, [Ty : H'(Q) — SP(Q, Ty) tels que pour i = 1,2,
ILiv=0sur I',,;

et pour tout v € H*(Q),



Pour toute fonction v = (vy,v2) € H'(Q)?, Popérateur IT est défini par
IIv = (Hﬂ)l, HQUQ).

En inspectant la preuve du Théoréme 4.6 dans [5], on vérifie facilement que IT admet la décomposition

(4.77). 0

Lemme 4.18. [5, Lemma 4.5] 1l existe un opérateur Il : H?(Q,Tn) — SP(Q, Tn) tel que pour tout
ve H¥Q), k>2etm=0,1,

. hs—l
v —Tov|lgm@) S WHUHHWW (4.80)

ot s = min(p+ 1, k).

Afin de dériver des estimations d’erreur, nous avons besoin d’une approximation intermédiaire
de la solution exacte (u,p). Pour tout ¢ € (0,T), nous considérons le couple (ws(t), Ps(t)) €

(Xs)? x Ms défini comme solution du probléme de Stokes discret suivant :

Vs € (X5)?,  apa(ws(t),vs) + b(vs, Ps(t)) = apa(u(t), vs) + b(vs, P(t)), (4.81)
Vgs € Ms, b(ws(t),qs) =0, (4.82)
ou
P() = p(t) + ()P
et (u,p) est la solution exacte du probleme de Navier-Stokes (4.1).
Lemme 4.19. Soit k > 2 un entier. Supposons que les hypothéses (Hj)-(H8) soient satisfaites.
Supposons de plus que w € H?*(0,T; H*(Q)?) et p € H*(0,T; H*"1(Q)). Alors,

. hs—l
la(®) = ws() g + I1P(4) = Ps()l120) S 7=y (el + [1e@)llzmq) + [P0 e-2)-

ot s = min(N + 1,1) pour tout K € Ty,.
De plus, les deux estimations suivantes sont vérifiées :

hS
NFk

lu(t) = ws(t)|| 2@ S <75 (e lar @) + w7 g + PO 7e-1)
et
|ws ()| o) + IVws (Ol za) S lw) a2 + Ip@) | 519)-
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Démonstration. D’abord, remarquons que les équations (4.81)-(4.82) sont équivalentes a

V’05 - (X5)2,

apc(ws(t) — Hu(t), vs) + b(vs, Ps(t) — IIP(t)) = ap(u(t) — Mu(t), vs) + b(vs, P(t) — ILP(t)),
(4.83)

Vgs € Ms, b(ws(t) — Hu(t), gs) = b(u(t) — Hu(t), gs), (4.84)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons pour tout vs € (Xs)?

apc(u(t) — Hul(t), vs)
< > (Ilvot (w(t) — Tu(t))l| 2 () Irot vs | z2grey + [[div (w(t) — Tw(t))]| 22 | div ol 2x))

KeTy
+ D [Hrot (w—Tlu)(0)}| 2o l[vs] - 7|2 e)
eceluel
< ( > rot (w(t) = () [|72 ) + +Ildiv (w(t) = Tu(t))]| 2
KeTy,

B 1/2
+ >0 hNEHrot (w — ) (1)} ()
eGE,{UShD
1/2

X

>~ (IrotvslZa + Idivoslliae ) + D A" Nlfws] - mlliae

KeTn ecgfuep
En appliquant 'inégalité de trace (4.49), nous obtenons
> heN2{rot (u— Tu)(O) xS D (It (w = Tu) b)) + Acllw — Tu(t)|3eg))
eceluep KeT,

Ainsi,
apg(u(t) — Hu(t), vs)

1/2
< (Hrot(U(t)—Hu Miza@ + D hillw — Tt )Hip(K)> X [lvsllpe
KeT,

< hsfl )

N NE-T (@) x () + Hu(t)”Hk’(Q) + lp@®) | gx-1e)) | vsl pe-

De maniere similaire, on peut prouver que

. hsfl
blvs, P(t) —1IP(t)) S 5= (I 7@ + PO |aze-10) lvsll -
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Ainsi, le Théoreme de Brezzi-Babuska 1.8 nous assure que

lws(t) — T(w(t) [ + | B5(t) — TP 1oy <~

S 7 (@@ + lu® @) + IpOllm- @)

(4.85)

et par une inégalité triangulaire, on obtient

hsfl
Nk—l

lu(t) = ws(®)| e + 1P() = Ps(t)llr20) < () + 1)l 0y + IPE 1)

Pour tout g € L*(Q)?, la solution (¢, ¢y) € H*(Q)* x H'(Q) du probleme (4.72)-(4.75), satisfait

les équations suivantes :

Yo e H'(Q,Th)?, apa(e,. v) + b(v,1hy) = (g,v), (4.86)
Vg € L*(Q), ble,.q) =0. (4.87)

Si nous choisissons v = u(t) — ws(t) dans (4.86) nous trouvons que
apa(pg(t), u(t) —ws(t)) +b(u(t) — ws(t), vg(t)) = (g, u(t) — ws(t)). (4.88)
Il est clair que pour tout vs € (X;5)?,
apc(u(t) — ws(t), vs) + b(vs, P(t) — Ps(t)) = 0.
De plus, puisque b(¢,,q) = 0 pour tout g € L?(Q), I'équation ci-dessus est équivalente a
apa(u(t) — ws(t), vs) + b(vs — @y, P(t) — Ps(t)) = 0. (4.89)
De méme, puisque b(u(t) — ws(t), gs) = 0 pour tout gs € Mg, 'équation (4.88) devient
apc(pg(t), u(t) — ws(t)) + b(u(t) — ws(t), vg(t) — ¢5) = (g, u(t) — ws(1)). (4.90)
Soustraire (4.89) de (4.90) donne

apc(Py — s, u(t) —ws(t)) +b(u(t) —ws(t), vy —as) + (g —vs, P(1) = F5(t)) = (g, u(t) —ws(1)).
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On en déduit que

,uw(t) — ws(t
l|w(t) — w6<t>||L2(Q) —  sup (g,u(t) 5(t))
geL?(Q)? ||g||L2(Q)

< (Jlu(t) — ws(t)|lpa + | P(t) — Ps(t)ll2())
(Hsog — V5| pa + ||Yg — Q6HL2(Q))
||g||L2(Q)

X sup inf
geL2(Q)2 vs€(Xs)?,qs€Ms

h gz + [[Ygllz2 ()
N Sup ( : : ([lw(t) — ws(t)| e + | P(t) — Ps(t)|| 12(0))
geL2(N)2 HQHB(Q)

< (utt) — ws(®) 6 + [P() — P(t)l] )
Maintenant, d’apres le Lemme 4.17, on a la décomposition suivante :
Tu(t) = Tu(t) + Mu(t).
Par I'inégalité inverse (4.46) et le fait que H? < L, nous obtenons

Jws ()| Lo (x) < |lws — Tw(t) || oo i) + [[Hw(t) — w(t)|| Lo z) + [|w(t) || 2o (10)
S BN s (t) — Ta(t)] 2oy + [TTa(t) — w(t)l| ) + 1T ooy + ()] e
_ h? -
S 1N ws(0) ~ Tt 0+ (14 353 ) Bl + [Tt} =,
De plus, on a
_ L
T ()| oy S b2 NI Ta() | s
< B7EN || Tt | )
1
< [a(t) e
On en déduit que

lws(®)l|z=@) £ D llws®)llz=e) S )2 + ()] 0.
KeT,

Finalement, I'inégalité inverse (4.46) et 'injection H' < L* nous donnent
IVws (@) o) S IV (ws(t) = Tu(t))| o) + [[VHw )] 2
S ANV (ws(t) — Thu(t)) |z + [ VITu(t) || )

S () | 2oy + o) |21 o) -
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Posons
u(tn-‘rl) _ ’U/(tn)

T

Rn+1 —

- (9tu(t"+1).

En multipliant la premiere équation de (4.1) par vs € (X;5)? et en appliquant des intégrations par

parties, on peut vérifier que la solution exacte du probléme de Navier-Stokes (4.1) satisfait

(U(t”“) — u(l")

- ,’05) + apa(ws(t"™), vs) + b(vs, Ps)

+ (s ("), ut)ive) = (£, ve) + (™, v5),

ou on a utilisé I'identité

—Au =rotrotu — Vdivu

et le fait que la vitesse w est a divergence nulle. Par conséquent, en posant €5 = uy — ws(t") et

ey = uf — ws(t"), les équations d’erreur correspondantes sont données par

én+l o en . ~ .
(—6 - % ’U5> + aDG(e5+1, vs) + a%G((O, 6756:;?51),11572) + b(vg, Py — Ps(t"))

(8 gl — mag a3 + e, g vs) — c(ult™), u(t™), vg) (4.91)
= (" vs) + (R, vs), (4.92)
ol EZH = (éfgl, é’ng). La pression intermédiaire cpg““l € M; satisfait pour tout gs € My,
n+1 1 ~n+1
a’L(SOzS 7Q5) - ;b(eﬁ 7Q5)- (493)

Enfin, pour tout gs € M; et vs € Xy, la pression pgﬂ et la vitesse egﬂ sont déterminées par

(P = P(t"),45) = (P3 = P(t"), 45) + (25, 45) + x2b(€5"", o), (4.94)

n+l _ zn+l
(u7 ’05> = b(’l)g, QOZL—H). (495)

T

Théoréme 4.20. Supposons que les hypothéses (H2)-(H9) soient vérifiées. Supposons de plus que

X1 soit suffisamment grand, que xo = 0 et que

h
r=¢ ().
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ot C > 0 est une constante suffisamment petite. Alors, si la vitesse initaiale uwy € WE*(Q) et la
solution ezacte (w,p) € H*(0,T; H*(Q, Tn) x H*(0,T; H*Y(Q,Tp)), k > 2, il existe une constante
X« > 0 telle que le schéma (4.53)-(4.57) satisfait pour tout n > 1,

n ~n n n - m ~m hs_l 2
") = 51+ ") = By + 3 rlhete™) ~ a5 e, 5 (5 +7)

ot s = min(N + 1, k).

Démonstration. D’abord, prouvons I’estimation suivante par récurrence :

- _ hs—l 2
\|e5+1HL2m>+Zue5 522 +ZTH6 lbow <C (7)) (490

ou C' > 0 est une constante indépendante de n, h et N. Grace a 'hypothese (H9), 'estimation

ci-dessus est satisfaite pour n = 0.

En posant vs = 27&3" dans 1’équation (4.92), nous trouvons que

&5 1720y — €5l iz + 185" — e3lli2i) + 27anc (€5, e5t") + 27aha (0, 6551, E54")
+27‘b( n+1 P5 Pg(tn+1))+7'b( n+1 |un+1|2 |un+1| )
= 27(R™ &5tY) + 27c(uy, uy; e57) — (u(t”“),u(t”“) &™) (4.97)

Pour controler le terme de pression, on a recours a une astuce due a Guermond et Quartapelle [46].
Nous prenons vs = 272BL (PP — Pyt dans I'équation (4.95), substituons l'expression de ¢3!

donnée par (4.94) et utilisons l'identité 2(a — b,b) = |[la||* — ||b]|* — || — b||*>. On obtient
—27(&"", By (P — P§h)) + 27%(Bs (P = P3™) = By (P — i), Bs (P — P3™)) =0,
ce qui est équivalent a
= 270(0" Py — Ps(t™1)) + 7| B (P = Ps(t" )70
= |leztt — e5t [Ta + T2NBs (Py — Ps(t" )70
= T2||Bs (P5 — P5(t”)) — B; 6tP5<tn+1)H%2(Q)
< 72 (IBF (P} = B3y + C°r* + Crll BE(B} - Bt s

< er? + (1 + 1) Bs (P5 = Ps(t") | 12(0)- (4.98)
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Ensuite, en posant vs = 27ej " dans I'équation (4.95), on obtient
les Iz — I1€5" 1) + llez™ — &5 [172() = 0. (4.99)
Nous prenons la somme de (4.98) et (4.99) pour obtenir
les* W — 15 e + 72 (185 (B3 = Po(t™* )2y — B3 (P = Ps(t) 32
— 2rb(e", Py — Ps(t"*) < O7* + B (B = Po(t")) ey
Maintenant, on donne des estimations pour les termes non linéaires. On a

b:= b(e(;“ ”U/5|2 - 7TM5|U5| )
= 7b(ey™!, [ag|® — [us(t™)[*) + Th(egt!, [u(t™)|* — mag|u(t™)[?)

(&5 may (1] — |us(t™)”))

3

=1

Le premier terme peut étre décomposé davantage en

by = Th(e5"", (w5 — u(t")) - (@5 + u(t"))
= rh(ext!, [ep]?) + Th(ey ™, ey - (ws(t") + u(t")))
+ b(ei%“, &3 - (ws(t") —u(t")) + 7h(&5™, (ws(t") — u(t")) - (ws(t") + u(t"))

=: Z bl,i'
i=1
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En utilisant I'inégalité de trace (4.49) et I'hypothese de récurrence, nous trouvons que

b <7 3 Idives ol Pl + D0 €5 nllie {18317 H o

KET;, ecgfuep

< _||dlven+1||LQQ)+ || 6”%4(9)
+7 Y hINEET] mlfa + 7 Y (ISP Iz
ecgluEP ecgfuEP

T . ~ -
<3 Do ldivesiag +er Y b NAEFT ] mlfa + erlles T i

KeT, ecElUEP

h25 ~

v 3 Mg g+ 3 NNl + (7 () ) Tesliae

KeTy, ecgfuep

S e i+ X0 BN i, | +erlelibe,

KeTy, ecgluEP

ou € > 0 est une constante suffisamment petite. De méme, les propriétés de stabilité de ws donnent

bio <7 Y ldivey™ |2 185 2o lws(t") + w(t™)]| o)
KeT,

T D ldiveragn + Y kNPl mllza

KeT ecgfuep

e (1185 — €5 s + ey ey
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De plus, I'inégalité inverse (4.46) et 'inégalité de trace (4.45) impliquent que

bis <7 Y [ldive™ | oo €7 s ws () — w(t™) || ag)

KeTy
> @] el e - (ws(t) = w(t™) sz
eGEIUED
ST Y BTIN|diveE | e €72 o lws (£) — w(t™) | 22
KeTy,
+7(0 >0 (Ie™] mllzze) % ( > het 2 (e (ws(t") = wlt™)llsze
ecgfuep eCOK
+ h||V (e" - (ws(t") — u(t™))) ||L2(K)))
h2(s 1) ) .
< (A ) S v e g + wslt”) — w) B
KeTy,
1 3 RNE ) e 7 D 1€ e s () — () [
ecsluel KeT,
7 3 BV By () = w(t) [
KeTy,

(1€ 10 |V (w05 (87) = ()72 1))

Maintenant, nous majorons les trois derniers termes. Par 'inégalité inverse (4.46), ’hypothese de

récurrence et le Lemme 4.19, nous avons

T Y € e lws (™) = w(t)Gaey S 7 Y B IE" [ Zag lws(t) — w(t™) |2

KeTy, KeTy,
< h—? (7’2 + hQS) |ws (™) — w(t™)|3
< 5 L2(K)
KeTy,
h?s

S Tlws(t") = w(t™)z20) S Jr

De maniere similaire, En utilisant les inégalités (4.44) et (4.46) on trouve

7Y h(IVe [ w5 (t7) = u(t™)|[Foiey ST D hlIVER a0 llws(t") — w(t™) |72

KeTy, KeTy

ST BT |VeER |
KeTy,

< e[l &5llhe-
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Enfin, par 'hypothese de récurrence, nous avons

D lEs eIV (ws(t™) = ultNliem S D 2 1€ ] 7eim0 | V (ws (") = w(t™) 2

KeT, KeTy
h25 1)
Z h~ 1N2(k ) Het§||L2(K
KeTy

Sles —e5 Tz + lles 72
Ainsi, nous avons prouvé que

b g < Cv( D ldive e + lws(t") —ult)|ie@ + Y hTINEM] - nllZa,

KeTh eEE Ul'm

+lles — e5 T + ||e:sl_1||%2(1<)> +e7|é5lhe-

Pour le dernier terme, on a

bra <7 ) lldivert | lws (") — w(t™) | 2o lws(t") + w(t™)|| L)

KeT,
e 3D 1 mls H{(s(t") — () - (ws(t") + )}
eESIU€D
) 2s
n+
S 7|div éj HL2 +TN2k
4 Z ( 1N2H n—i—l] n”%2(e) + hN_ZH{(wé(tn) — u(t”)) . (wd(t”> + U(t”))}”%?(e))

eEEIUéZD

En utilisant 'inégalité de trace (4.49) et I'inégalité inverse (4.46), le dernier terme peut étre majoré

par

T > ws(t") = @)1z 1 (ws (¢") + w(t™) o

KeTy
+h? (HV(wa(t") = w(t) |22 | (ws (¢") + (") | Lo 10
+ {1 (ws(t") = (™)L a0 IV (w5 (") + U(t”))!|i4(;<))

S Tlws(t") = w(t)| e + H2 IV (ws(t") = w(t™)|Fa@ + Y W N (ws(t") — ult)) [
KeTy
h2(s—1)

S TN20-1)
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ce qui implique que
< =12 —1 A72)|[zn+1 2 Rl
bua S (ldives g + Y. A NIE nliEa + 1)

ecgfuep

Maintenant, on répete les méme arguments pour by et by pour obtenir

b<CT< Z [divey 122 ) + Z he N[ €312 + 1€F — €5 lz2@)

KeTy, eGEIUED
n—1)2 &= ~n |2
+ lles™ 72 + RNECE) +e7l[e5 ] he-

L’autre terme non linéaire peut étre décomposé comme suit

oty wy; €5"") — c(u(t™), u(t™); &)
- T<C(’&§ —ws(t"), wy: €57) + c(ws(t"), uy — ws(t");€51) + c(ws (") — u(t"), ws(t"); €5)
+c(u(t"), we(t") — w(t"); e5") — c(Bau(t™ ), u(t"); e5) — c(u(t™), dpu(t"); e?“))

6
S
k=1
Le premier terme peut étre décomposé davantage en
n+1) = W11 + Wm.

Te(ty — ws(t"), s — ws(t"); €57) + Te(@y — ws(t"), ws(t"); €5

En appliquant I'inégalité (4.44), I'inégalité inverse (4.46) et I’hypothese de récurrence, on obtient

€]l 185l oo

W11 S T Z ||I'Oté§||L2(K)

KeTy,
<Cr Z h72N2||1“0t égLH%Q(K)(Hég 1HL2(K + HeSL 1HL2(K) +€7'H65+1HDG
KeTy,
hQ(S_l) —9 19 n+1
<Cr Z YD +7 ) h *N?||rot & 5||L2(K +etlesthe
KeT,

< er(llelbe + g5 e ).

De méme, la stabilité L> de wgs implique que

Wiz < 7]1€3]l 2 () lwsl L) l€5 | 12

< e7)| €510 lws | Lo (o) + CTlIEF [0

S rell@fllhe + O (He”“ — €5l + sl
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Nous répétons les mémes arguments pour les autres termes. Nous trouvons que
c(ty, g eg) — c(u(t™), u(t"); e5t)
< erll&3libe + Cr (1165t = 32z + lesllE
10t ) 22 + g — w(t")2aqq) ).
En tenant compte de toutes les estimations précédentes, 1’équation (4.97) devient
les  1Z2) — leslzz) + 1185 — €5lli2() + T(!IGEHHDG e e
10,255 15 — 110 é§,2>|r%c) + 7 (HB?<P§“ = PO ) ey — 183 (P = P(E")Il32qey )
< Cr (1R gy + 185™" = €513y + a3z + 10au(t™* ) 32(qy + 05 — w(t") )
+ 7B (P = P(t")) |72y

ou y* > 0. En prenant la somme sur n on obtient
lez ™ 172 + ZJrllez+1 — €5llz20) + +TZ 1&5 b + 71 B3 (F5 ! = P )72

< Jl€§ll72() + 71(0,€55) | b + 71 B3 (F5 = P(0))l|z2ey

n

+C1 ) <||Ri+1||%2(9) +[10eu(t™ ) [ + lws(t) — u(ti)||§2(m> + 7Y I1B5 (Bs = P(t))|[2(0)-

=0 =0

Dong, le lemme de Gronwall discret et ’hypotheses (H9) nous donnent

les 1220 +Z+H€Z“—65HL2 ++TZHéfs“HDG+ 7By (B3 = P(t™) 720
=0

< lle5llza) + TII0, €5 2) b + 71 B (Ps — P(0)) 720

hZS 1) n . ~
+C <N2(k—1) + 7'2> + 7 Z IB5 (Ps — P(t"))[1 720

=0

Pour conclure il suffit donc de donner une estimation au dernier terme. D’abord, grace a l'identité

(4.59) et 'estimation 4.62, on a pour tout ¢s5 € Ms,

1B5 ¢sl72y S IVadsllzee + D he P l[0sll 7o)

eGghUgt
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On considere la décomposition suivante :
By (P§ — P5(0)) = Bj (P§ — P(0)) + B; (P(0) — IIP(0)) + B (TLP(0) — P5(0)),

ot P(0) = p(0) + 3|u(0)]* et I est Popérateur du Lemme 4.18. Grace & I'inégalité (4.45) on a

7| By (P = PO)|[7200) S 7°IVA(PS = P72y + 77 D> b ' lIIP5 — PO)]I[32 e
eeé’,{usﬁ

S V(P = PO) 2y + 72 D B2 (P8 = PO)Iaey + R2IVA(PS = P(0))32(o))
KeTy,

S TNV n(lusl® = [uol )220y + sl — |wol* |72

+ 72| Vi(ps — p(O)|720) + ID5 — P(0)I72(0)

Maintenant, ’hypothese (H9) implique que

72| By (P — P(0)] 720
S 7V ((ug + uo)) - (ug — wo)l| 72y + | (ug — wo) - (ug + wo)ll72(0
+ 72| Va(ps — PO 7200 + IP5 — 2(0) 1720y

2(s—1)
<
~ N2k-1)

Pour le deuxieme terme, en procédant de la méme facon, on obtient

7| By (P(0) — ILP(0))[|72(0) S 7V (P(O) —1LP(0 )) 720y + 722N P(0) — LLP(0)[72(e)

2(s—1)
< h™
~ N2(k-1)

Finalement, I'inégalité inverse (4.47) nous donne

P2TP(0) = Ps(0)ll32e) S 72IVn (TIP(0) = P5(0)) [32(q + 72h 2N2TIP(0) = Ps(0)][32(qy
S hOENOTLP(0) = B3 0) 30

< TIP(0) — Ps(0) 1720y

L’estimation (4.85) permet de conclure.
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Conclusion et perspectives

Dans cette these, nous nous sommes intéressés a trois sujets principaux :

- La discrétisation en espace par une méthode spectrale du probleme de Stokes instationnaire
avec des conditions au bord sur la pression. Nous avons proposé une approximation non
conforme dans le cube unité. Nous avons montré une condition inf-sup discrete ainsi que la

convergence optimale des solutions discretes.

- Les inégalités de type Poincaré-Friedrichs discretes. Nous avons introduit une nouvelle tech-
nique pour démontrer ce type d’inégalités en utilisant les propriétés des opérateurs d’ex-
tension définis dans des géométries simples et en considérant des sous-partitions judicieuse-
ment construites. Cependant, cette nouvelle méthode s’applique seulement aux opérateurs
différentiels d’ordre 1 et aux domaines bidimensionnels. Un défi consiste donc a la généraliser

aux opérateurs différentiels d’ordre supérieur et au cas tridimensionnel.

- La discrétisation du probleme de Navier-Stokes instationnaire avec des conditions au bord
non classiques. Nous avons proposé un schéma d’approximation du probleme de Navier-
Stokes en combinant la méthode de projection avec la méthode de Galerkin discontinue. La
stabilité a été démontrée dans un cadre tres général. Cependant, les estimations d’erreur ont
été établies seulement pour la version incrémentale de la méthode de projection (y2 = 0) et
lorsque l'espace de pression discret est inclus dans C°(€2). En fait, ce point reste un probleme

ouvert, méme dans le cas des conditions au bord de type Dirichlet (voir [50]).
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Résumé

Dans cette these, nous nous intéressons a l’analyse mathématique et numérique du probleme
de Stokes instationnaire dans un domaine tridimensionnel borné avec des conditions aux bords
mixtes. Apres avoir introduit une formulation variationnelle, on montre I'existence et 1'unicité de
la solution faible. On propose aussi une approximation numérique par une méthode spectrale non
conforme. On montre la condition inf-sup pour le couple d’espaces discrets, ainsi que la convergence
optimale des solutions discretes.

Une autre contribution de cette these est I’analyse numérique des équations de Navier-Stokes
instationnaires dans un domaine bidimensionnel avec des conditions aux bords mixtes. On propose
un schéma d’approximation en combinant la méthode de projection et la méthode de Galerkin dis-
continue pour la discrétisation temporelle et spatiale, respectivement. On introduit une méthode
pour établir les inégalités de Poincaré- Friedrichs discretes, ce qui nous permet de donner des ma-
jorations pour le terme non linéaire et de montrer la stabilité du schéma numérique ainsi que la
convergence optimale de la vitesse discrete.

Mots clés : Equations de Stokes, Equations de Navier-Stokes, condition aux bords mixtes,
méthode spectrale, méthode non conforme, Galerkin discontinue, méthode de projection.
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Abstract

In this thesis, we focus on the mathematical and numerical analysis of an unsteady Stokes
problem in a bounded three-dimensional domain with mixed boundary conditions. After introdu-
cing a variational formulation, we prove the existence and uniqueness of the weak solution. We
also propose a numerical approximation using a non-conforming spectral method. We establish a
inf-sup condition for the pair of discrete spaces, as well as the optimal convergence of the discrete
solutions.

Another contribution of this thesis is the numerical analysis of the unsteady Navier-Stokes
equations in a two-dimensional domain with mixed boundary conditions. We propose an approxi-
mation scheme combining the projection method and the discontinuous Galerkin method for tem-
poral and spatial discretization, respectively. We introduce a method to establish the discrete
Poincaré-Friedrichs inequalities, which allows us to provide bounds for the nonlinear term and to
demonstrate the stability of the numerical scheme and the optimal convergence of the discrete
velocity.

Keywords : Stokes Equations, Navier-Stokes Equations, Mixed Boundary Conditions, Spectral
Method, Non-conforming Method, Discontinuous Galerkin, Projection Method.

139



uadlal)

e (& AN e (S s ASEA) (gaaa]l 5 (azaly 5l Jidadll (e 58 53l ) 028 (8
d;u J g g s ‘@mwﬁmm I\_L.SEM AP P B I PRLPLED NPAY ‘gm
Loyl g s A gl e dpdpla 48 Hla aladiuly dpane iy - 3 LS dm g Caa
Asdaiall Jshall i) o) ) ALYl dadiiial cileladll 550 38 5l
S Jlae A0 e G g 58l Y laad gl Jidall g Al )l o3gd HAT alen
48 yha 5 BlEnY) 45y 5l ey A (e Uy 55 Unlodia = i3 Adalide 3 gs Jag 55 e alay)
Gl ClEY 48 5k oty 6l e SSal 5 el Jualdill dadafiall S 0o
Lhaall ) fiul Gl aall 5o aadlasan 5 gi Ul sy Laa ol y -4y Sl 50
Asdaiial) de yuall JiaY) o lal ) ALYl (gaaell
48k daling 3goa Jag pd oS g 5l OV alaa ¢S s Y alaa 3 Apalidall clalsl
L) 4y )k dadatiall (S plle 48 )k A gl e 43 Hh Al

140



