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Introduction

1. Le problème de Stokes

1.1 Analyse mathématique

Les équations de Stokes sont des équations aux dérivées partielles linéaires utilisées pour

modéliser les écoulements des fluides. Dans un cylindre Ω×]0, T [, où Ω ⊂ R3 et T > 0, ces

équations sont écrites sous la forme suivante :

∂u

∂t
− ν∆u+∇p = f dans Ω×]0, T [,

divu = 0 dans Ω×]0, T [, (0.1)

u(·, 0) = u0 dans Ω,

où u(x, t) est la vitesse de la particule du fluide qui passe par le point x de l’espace à l’instant

t > 0, p est la pression et u0 est la condition initiale du fluide et f désigne les forces volumiques

sur le fluide. L’analyse mathématique du problème de Stokes repose sur le théorème de Brezzi-

Babuska-Ladayzenskaya [38] pour les problèmes de point-selle qui affirme que si le couple d’espaces

variationnels associés à la vitesse et à la pression vérifie une condition de compatibilité (dite

condition inf-sup), alors le problème faible admet une unique solution. Dans la littérature, les

équations de Stokes sont souvent associées aux conditions aux bords de type Dirichlet (u = 0 sur

la frontière) en raison de leur simplicité. Cependant, dans certains cas, ces conditions aux bords ne

peuvent pas être utilisées pour modéliser l’écoulement des fluides. C’est le cas lorsque le domaine

physique comporte plusieurs interfaces par lesquelles le fluide peut entrer et sortir. Dans cette thèse,

on considère des conditions aux bords introduites par Bègue, Conca, Murat et Pironneau [6], où
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la vitesse est prescrite sur une partie de la frontière du domaine physique et la trace tangentielle

de la vitesse et la pression sont données sur le reste de la frontière. Plus précisément, si on note

par ΓD ∪ Γm une partition de la frontière du domaine physique, on suppose que

u = uD sur ΓD×]0, T [,

u× n = um sur Γm×]0, T [, (0.2)

p = pm sur Γm×]0, T [,

où uD, um et pm sont des fonctions données. L’analyse mathématique du problème de Stokes

associé a d’abord été effectué par Bernardi, Canuto et Maday [9] pour le cas stationnaire et

quand le domaine cöıncide avec le carré unité (−1, 1)2. Dans un domaine tridimensionnel régulier

quelconque, Conca, Pares, Pironneau et Thiriet [33] ont étudié un cas plus général où les conditions

aux bords (0.2) ne représentent qu’un cas particulier. Les auteurs ont montré l’existence et l’unicité

de la solution faible en supposant l’existence d’un relèvement à divergence nulle de uD et um

définis par (0.2) (voir aussi Bernardi, Rebollo et Yakoubi [10]). Bernard [8, 7] a montré l’existence

du relèvement dans le cas stationnaire et instationnaire sous des hypothèses de régularité sur le

domaine. Il a aussi montré le théorème shift bien connu dans la théorie des équations aux dérivées

partielles, qui concerne la régularité des solutions faibles, pour le problème de Stokes dans le cas

Hilbertien et non Hilbertien.

1.2. Analyse numérique

Nous utilisons la méthode spectrale avec intégration numérique pour la discrétisation spatiale

du problème de Stokes. Cette méthode basée sur la formulation faible des équations aux dérivées

partielles consiste à remplacer l’espace variationnel par un espace polynomial et les intégrales

par des formules de quadratures. La convergence du schéma numérique est assuré en prenant des

valeurs de plus en plus grandes du degré polynomial (voir [14, 29]).

L’analyse numérique du problème de Stokes avec des conditions aux bords de type Dirichlet

ont été l’objet de plusieurs publications. Le défi majeur consiste à démontrer la condition inf-sup

discrète pour le couple d’espace discrets considéré. Plus précisément, si on note par XN et MN ces

4



deux espaces, alors on doit montrer l’existence d’une constante βN tel que

inf
q∈MN , q ̸=0

sup
v∈XN , v ̸=0

bN(v, q)

∥v∥XN
∥q∥MN

≥ βN > 0, (0.3)

où bN(·, ·) représente l’opérateur de divergence discret. La première contribution dans ce sens est

dûe à Bernardi, Maday et Métivet [14, Section 24]. La méthode introduite par les auteurs consiste

à identifier les pressions discrètes parasites du couple instable et puis définir l’espace des pressions

de sorte que le couple d’espaces vitesse/pression discret soit stable et qu’il ait de bonnes propriétés

d’approximation. Mise à part l’importance théorique de ce résultat, la structure trop complexe

de l’espace des pressions discrète le rend sans intérêt en pratique. Afin d’éviter le problème des

pressions parasites, Maday, Patera et Ronquist [49] ont considé le couple PN/PN−2, c’est-à-dire que

les vitesses sont des polynômes nuls sur la frontière et de degré inférieur ou égal à N par rapport à

chaque variable et les pressions sont des polynômes à moyenne nulle et de degré inférieur ou égal

à N − 2. La constante de la condition de compatibilité pour ce couple est donné par

βN =

O(N−1) en dimension 3,

O(N
−1
2 ) en dimension 2.

(0.4)

On peut remarquer que βN dépend de N , ce qui nous empêche d’obtenir des estimations d’erreurs

optimales pour la pression. En fait, Bernard et Maday [14] ont donné un contre-exemple qui montre

que la constante βN dans (0.4) ne peut être améliorée. Ceci a été une motivation pour Bernardi

et Maday [15] qui ont proposé deux éléments uniformément stables, c’est à dire la constante β

est indépendante de N . Le premier élément est PN/P[λN ], où 0 < λ < 1 et [·] désigne la fonction

partie entière. Le deuxième est l’élément PN/PN−1, où PN−1 dénote l’espace des polynome de degré

total inférieur où égal à N − 1. L’approximation numérique du problème de Stokes stationnaire

joint aux conditions aux conditions aux bords (0.2) a été réalisé par Bernardi, Canuto et Maday

[9] en généralisant la méthode introduite par Bernardi, Maday et métivet citée ci-dessus. Comme

déjà indiqué, la structure complexe de l’espace des pressions discrètes rend le schéma numérique

son grande utilité. Finalement, Bernardi, Rebollo et Yakoubi [10] ont proposé une approximation

par la méthode d’éléments finis en effectuant une analyse a posteriori. Pour d’autres publications

dédiées à l’analyse numérique du problème de Stokes avec d’autres types de conditions aux bords,

on réfère à Bousbiat, Daikh et Maarouf [19] et à Bernadi et ses co-auteurs [11, 2].
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1.3. Résultats obtenus.

Les principaux résultats de cette thèse sont les suivants :

- On propose une formulation faible du problème de Stokes instationnaire et on montre l’exis-

tence et l’unicité de la solution faible.

- Dans le cube unité(−1, 1)3, on introduit une discrétisation spectrale non conforme couplée

avec le schéma d’Euler implicite, où la vitesse discrète est exactement à divergence nulle.

- On montre la condition inf-sup discrète pour le couple d’espace vitesse/pression et on établit

les estimations d’erreurs pour le schéma numérique. On montre aussi que la vitesse discrète

converge en un certain sens vers la solution d’un problème conforme lorsque le paramètre

de pénalisation tend vers +∞.

- Les résultats numériques montrent l’efficacité de la méthode.

1.4. Difficultés rencontrées.

- la première difficulté apparâıt lors de la définition de l’espace variationnel associé à la vitesse

car l’espace H1 n’est a priori pas conçu pour traiter les traces tangentielles et normales sur

la frontière du domaine. De plus, comme on utilise le rotationnel au lieu du gradient pour

définir le terme visqueux dans la formulation faible, on est obligé de travailler avec une

norme différente de la norme H1 habituelle.

- La difficulté majeure consiste à montrer la condition inf-sup discrète. La méthode qu’on a

utilisé pour la démontrer consiste à trouver l’expression explicite du polynôme qui stabilise

chaque pression discrète. De plus, comme la méthode de discrétisation est non conforme, des

intégrales définies sur la frontière du domaine apparaissent, ce qui rend la tâche relativement

plus compliquée.

2. Analyse numérique du problème de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes instationnaires incompressibles modélisent le mouvement des

fluides en décrivant l’évolution de la vitesse et de la pression à chaque point du domaine physique et

à chaque instant. Ces équations prennent la forme d’un système d’équations aux dérivées partielles
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non linéaires :

∂u

∂t
− ν∆u+ (u · ∇)u+∇p = f dans Ω×]0, T [,

divu = 0 dans Ω×]0, T [, (0.5)

u(·, 0) = u0 dans Ω,

où u(x, t) est la vitesse de la particule du fluide qui passe par le point x de l’espace à l’instant

t > 0, p est la pression et u0 est la condition initiale du fluide. On considère aussi les conditions

aux bords introduites par Bègue, Conca, Murat et Pironneau [6] :

u = uD sur ΓD×]0, T [,

u× n = um sur Γm×]0, T [, (0.6)

p+
1

2
|u|2 = pm sur Γm×]0, T [.

Remarquez que la condition aux bords sur la pression est différente de celle introduite pour le

problème de Stokes. Cette modification a permis de montrer quelques résultats d’existence et

d’unicité bien connu pour le cas classique correspondant aux conditions aux bords de type Dirichlet

(voir [6, 8, 7, 10]). Il semble que l’analyse mathématique du problème de Navier-Stokes avec la

condition aux bords p = pm sur Γm est un problème ouvert.

2.1. Méthode de projection

Nous utilisons la méthode de projection pour la discrétisation temporelle des équations de

Navier-Stokes. Cette méthode consiste à remplacer le problème de type point-selle qu’on obtient

en utilisant une méthode de discrétisation classique 1 par trois sous-problèmes pour trois inconnues :

Un problème de Helmholtz pour une vitesse intermédiaire, un problème de Poisson pour la pression

et un autre pour la vitesse-correction où la matrice d’itération est une matrice de masse.

La formulation faible la plus couramment utilisée pour les équations de Navier-Stokes est la

1. Le schéma d’Euler par exemple.
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formulation vitesse-pression (voir [59]). Le problème discret correspondant a la forme suivante :

AδU δ +BT
δ Pδ = F, (0.7)

BT
δU δ = 0, (0.8)

où δ est un paramètre de discrétisation 2 et Aδ est une matrice inversible. Si on applique l’opérateur

A−1
δ puis BT

δ à l’équation (0.7), on trouve que la pression Pδ et solution du problème suivant :

BδA
−1
δ BδPδ = BδA

−1
δ F. (0.9)

Une fois la pression calculée, on substitue sa valeur dans (0.7) pour calculer la vitesse. Cependant

la matrice BδA
−1
δ Bδ est très mal conditionnée (voir [28, chapter 7]). Donc, Comme on est obligé

de résoudre un système de la forme (0.9) à chaque pas de temps, le coût de calcul est en général

trop élevé.

La méthode de projection a été introduite par Chorin [30] et Temam [58] séparément en 1968.

Elle est conçue pour se débarrasser du couplage de la vitesse et de la pression causée par la

contrainte d’incompressibilité. Dans [56], Shen a démontré que le schéma de Chorin-Temam a un

ordre égal à 1/2 par rapport au temps, ce qui le rend sans grande utilité. Il a aussi considéré

une amélioration de ce schéma numérique en ajoutant des termes sur la pression et il a montré

qu’il a un ordre égal à 1. Cependant, ce schéma impose implicitement des conditions aux bords

inappropriées sur la pression, ce qui provoque l’apparition de ce qu’on appelle les couches limites

sur la frontière du domaine (voir [44]). Timmermans, Minev et Van de Vosse [60] ont conjecturé

que le terme visqueux ν∆u est responsable de l’apparition de ces couches limites et ils ont proposé

une nouvelle modification du schéma numérique en ajoutant un autre terme sur la vitesse afin

de contrôler le terme visqueux. Ensuite, Guermond et Shen [41] ont montré rigoureusement que

lorsqu’on utilise une formule BDF2 à ce schéma on obtient un ordre de précision égal à 3/2 par

rapport au temps. Les tests numériques effectués dans cet article ont montré que cet ordre ne

peut être amélioré. À la connaissance de l’auteur, le seul article qui donne une approximation du

problème de Navier-Stokes (0.5)-(0.6) est celui de Matsui [52], où il n’a considéré que la semi-

discrétisation temporelle par le schéma de Chorin-Temam qui est seulement d’ordre 1/2. Dans la

Section 4.1, on donne une présentation plus détaillée de la méthode de projection (voir aussi [44]).

2. le degré polynomial par exemple
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2.2. Découplage vectoriel

Considérons l’équation différentielle suivante :

∂u

∂t
+Au = f , (0.10)

où u = (u1, u2) et A est un opérateur différentiel diagonal, c’est-à-dire

A =

A1 0

0 A2

 (0.11)

Remarquer que ceci nous permet de réécrire l’équation différentielle (0.10) comme un système

d’équations différentielles où l’inconnue de chacune est l’une des composantes de u :

du1
dt

+ A1u1 = f1, (0.12)

du2
dt

+ A2u2 = f2. (0.13)

Donc, si l’on souhaite proposer une approximation numérique, on aura deux systèmes linéaires

pour chaque composante et dont la dimension est égale à la moitié de celle du système original

associé à u. Cependant, l’opérateur A n’a pas toujours la forme (0.11). Dans ce cas, on n’a pas

d’équivalence entre (0.10) et (0.12)-(0.13). On dit alors que les composantes de la solution sont

couplées par l’équation différentielle (0.10). On verra dans la section 4.1 comment découpler les

composantes de u même lorsque A n’est pas diagonal pour le cas particulier du problème de

Navier-Stokes.

2.3. Méthode de Galerkin discontinue

Nous utilisons la méthode de Galerkin discontinue (dG) pour la discrétisation spatiale des

équations de Navier-Stokes. La méthode (dG) peut être considérée comme une méthode d’éléments

finis non conforme qui permet à la solution discrète et aux fonctions tests d’avoir des discontinuités

à travers les faces du maillage [36]. L’une des propriétés de la méthode (dG) est sa grande flexibilité

lors de la génération des maillages et dans la distribution des degrés polynomiaux. En effet, les

éléments du maillage peuvent avoir n’importe quelle forme (triangle, quadrilatère, tétrahèdre,...)
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et n’importe quelle taille indépendamment des autres. Il faut noter que la condition de compa-

tibilité géométrique bien connue pour les méthodes des éléments finis conformes, i.e., le fait que

l’intersection de deux éléments adjacents de Th est soit un sommet, soit une face entière, n’est

pas essentielle dans le cas des méthodes (dG). En d’autres termes, les nœuds de suspension 3 sont

également permis (voir Fig. 1 ).

Figure 1 – Nœud de suspension.

Les publications dédiées à l’analyse rigoureuse des schémas d’approximation du problème de

Navier-Stokes combinant la méthode de projection et la méthode de Galerkin discontinue sont

extrêmement rares dans la littérature. Il semble que la première contribution dans ce sens est dûe

à Girault, Rivière et Weehler [39], où ils ont proposé une discrétisation temporelle par le schéma

de Chorin-Temam d’ordre 1/2 et le couple Pdisc
1 /P0 pour la discrétisation spatiale, c’est-à-dire que

les vitesses discrètes sont affines par morceaux et (éventuellement) discontinues, tandis que les

pressions sont constantes par morceaux. Ensuite, Botti et Di Pietro [18] ont généralisé le schéma

de Guermond et Quartapelle (1998) [46] au cas de la méthode (dG). Ils ont utilisé l’élément inf-

sup stable Pdisc
k ,Pcont

k , i.e. les vitesses discrètes sont discontinues et polynomiales par morceaux de

degré total inférieur ou égal à k, et les pressions sont continues. Les premiers travaux ”sérieux” ont

été réalisés très récemment par Liu, Masri et Rivière [50, 51]. Les auteurs ont considéré la version

rotationnelle de la méthode de projection [44] et le couple discret Pdisc
k ,Pdisc

k−1 pour la discrétisation

spatiale. Ils ont montré la stabilité du schéma numérique et des estimations d’erreurs sous-optimales

pour la vitesse et la pression.

3. En anglais : hanging nodes.
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2.4. Résultats obtenus

- Nous proposons un schéma numérique pour le problème de Navier-Stokes (0.5)-(0.6) qui

consiste à combiner la méthode de projection et de découplage vectoriel pour la discrétisation

temporelle avec une méthode de Galerkin discontinue pour la discrétisation spatiale. On

démontre la stabilité du schéma numérique ainsi que les estimations d’erreur optimales

vérifiées par la vitesse discrète.

- On introduit une nouvelle méthode pour établir les inégalités de type Poincaré-Friedrichs qui

peut être appliquée à n’importe quel opérateur différentiel linéaire d’ordre 1. En particulier,

cette méthode est utilisée pour établir une inégalité essentielle pour donner des majorations

au terme non linéaire (u ·∇)u lorsque u est un champ de vecteurs polynomial par morceaux

et ne vérifie nécessairement aucune condition aux bords.

2.5. Difficultés rencontrées

- L’analyse du schéma de projection représente une tâche technique complexe. De plus, les

publications qui donnent une analyse rigoureuse de la méthode de projection combinée avec

la méthode de Galerkin discontinue sont très rares dans la littérature. À la connaissance de

l’auteur, il n’y a que les deux articles de Liu, Masri et Rivière [50, 51] qui ne donnent que

des estimations d’erreurs sous-optimales.

- La difficulté majeure dans l’analyse du schéma d’approximation du problème de Navier-

Stokes est causée par le terme non linéaire (u · ∇)u. Afin d’obtenir des majorations de ce

terme, nous aurons besoin de l’inégalité suivante :

∥vδ∥L4(Ω) + ∥∇hvδ∥L2(Ω)

≤ C

( ∑
K∈Th

(
∥rotvδ∥2L2(K) + ∥div vδ∥2L2(K)

)
+
∑
e∈Eh

∥ϕh,e(v)∥2L2(e)

)1/2

,

où Th est un maillage du domaine Ω, Eh désigne l’ensemble des interfaces de Th, ϕh,e est une

fonction définie sur l’espace des champs de vecteurs H1 par morceaux. À la connaissance de

l’auteur, il n’y a aucune démonstration de cette inégalité dans la littérature. Il existe deux
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méthodes principales pour établir les inégalités discrètes de type Poincaré-Friedrichs dans

la littérature. La première méthode, introduite par Arnold [4], peut être appliquée à une

grande variété d’opérateurs différentiels, y compris ceux avec des noyaux de dimension infi-

nie. Cependant, elle ne fonctionne que pour des domaines réguliers. La deuxième méthode

a été introduite par Brenner [24] afin de traiter des domaines polygonaux généraux (non

reguliers). Bien que la méthode de Brenner ait été appliquée avec succès pour généraliser

certaines inégalités continues aux espaces de Sobolev brisés (voir [26, 25, 62]), elle ne peut

être appliquée que si le noyau de l’opérateur différentiel est un espace polynomial de di-

mension finie. La méthode introduite par l’auteur dans [20] combine les avantages des deux

méthodes. Plus précisément, elle peut être appliquée à n’importe quel opérateur différentiel

et dans les domaines polygonaux quelconques.

Description de la thèse

Cette thèse est organisée comme suit :

• Le Chapitre 1 présente quelques propriétés et résultats qui seront utiles par la suite.

• Dans le Chapitre 2, on considère le problème de Stokes instationnaire avec des conditions

au bord sur la vitesse et la pression. D’abord, on introduit une formulation faible du système

et on montre le résultat d’existence et d’unicité. Ensuite, pour le cas particulier où le

domaine physique cöıncide avec le cube unité (−1, 1)3, on propose une discrétisation en

temps et en espace du problème en utilisant le schéma d’Euler implicite combiné avec

une méthode spectrale non conforme. On montre la stabilité et les estimations d’erreurs

optimales. On montre également que la solution de ce schéma non conforme converge, en

un certain sens, vers la solution d’un problème conforme. On conclut le chapitre par quelques

tests numériques qui montrent l’efficacité du schéma d’approximation.

• Dans le Chapitre 3, on introduit une nouvelle méthode pour établir les inégalités de type

Poincaré-Friedrichs discrètes. On montre comment cette méthode peut être appliquée aux

fonctions à valeurs réelles et aussi aux champs de vecteurs définis sur un domaine poly-
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gonal quelconque. On donne deux exemples d’application : le premier est la généralisation

de l’inégalité de Poincaré classique aux fonctions H1 par morceaux et le deuxième est la

généralisation d’une inégalité démontrée dans cette thèse dans un espace de champs de

vecteurs aux fonctions polynomiales par morceaux. Ce Chapitre a donné lieu à un article

soumis pour publication, écrit par l’auteur (voir [20]).

• Le Chapitre 4 est dédié à l’analyse numérique du problème de Navier-Stokes instationnaire

avec des conditions au bord mixtes. Après avoir présenté quelques méthodes de discrétisation

en temps et en espace disponibles dans la littérature dans les trois premières sections, on

introduit un schéma d’approximation pour le problème de Navier-Stokes. On montre la sta-

bilité du schéma et les estimations d’erreur optimales sous deux conditions CFL différentes.

On conclut ce chapitre par quelques tests numériques qui montrent l’efficacité du schéma

d’approximation. Ce Chapitre a donné lieu à un travail en commun avec Driss Yakoubi.

Le Chapitre 2 a fait l’objet de deux publications dans la revue “Calcolo, Springer” (voir [21, 22]).
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Notations

Nous précisons ici les notations qui seront utilisées dans cette thèse.

• Ω : domaine polygonal ou polyédrique.

• ∂E : la frontère de l’ouvert E ⊂ Rd, d = 2, 3.

• x : point générique de Ω et (x1, x2, x3) ses coordonnées.

• n : vecteur normal, unitaire extérieur à Ω.

• Pour tous vecteurs v = (v1, v2, v3), w = (w1, w2, w3) ∈ R3 :

v ×w := (v2w3 − v3w2, v3w1 − v1w3, v1w2 − v2w1).

• C : une constante positive qui peut varier d’une ligne à une autre mais qui est indépendante

des paramètres de discrétisation.

Opérateurs différentiels

• Gradient : ∇

• Divergence : div

• Laplacien : ∆

• Rotationnel :

14



En dimension 3 : pour tout v = (v1, v2, v3) : Ω −→ R3,

rotv =

(
∂v3
∂x2

− ∂v2
∂x3

,
∂v1
∂x3

− ∂v3
∂x1

,
∂v2
∂x1

− ∂v1
∂x2

)
.

En dimension 2 : pour tous v = (v1, v2) : Ω −→ R2 et v : Ω −→ R,

rot v =

(
∂v

∂x2
,− ∂v

∂x1

)
et rotv =

∂v2
∂x1

− ∂v1
∂x2

Espaces fonctionnels

• D(R3) = {fonctions indéfiniment différentiables à support compact dansR3} .

• D(Ω) = {fonctions indéfiniment différentiables à support compact dansΩ} .

• D(Ω) =
{
f|Ω, telle que f ∈ D(R3)

}
.

• Lp(Ω) =

f : Ω → R mesurable, telle que

∫
Ω

|f(x)|p dx < +∞

 , p < +∞.

• L∞(Ω) =

{
f : Ω → R ouC mesurable, telle que sup

x∈Ω
ess|f(x)| < +∞

}
.

• L2
0(Ω) =

f ∈ L2(Ω), telle que

∫
Ω

f dx = 0

.

• Pour un entier m positif

Hm(Ω) =
{
v ∈ L2(Ω), Dα v ∈ L2(Ω)3, ∀α |α| ≤ m

}
.

• H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω), u|∂Ω = 0

}
.

• Dans un domaine Ω ⊂ Rd, d = 2, 3, pour tout s ∈]0, 1[,

Hs(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω),

|u(x)− u(y)|
|x− y| d2+s

∈ L2(Ω× Ω)
}
.
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• Pour tout s ̸∈ N et s > 1, alors il existe un entier m tel que : s = m+ σ, σ ∈]0, 1[

Hs(Ω) =
{
u ∈ Hm(Ω), Dαu ∈ Hσ(Ω), ∀α |α| = m

}
.

• H
1
2 (∂Ω) =

{
µ ∈ L2(∂Ω), ∃v ∈ H1(Ω), telle que v|∂Ω = µ

}
.

• H− 1
2 (∂Ω) est le dual topologique de l’espace H

1
2 (∂Ω).

On note par < ·, · >∂Ω les crochets de dualité entre H− 1
2 (∂Ω) et H

1
2 (∂Ω).

• Définition de l’espace H
1
2
00(Γ) : On désigne par Γ une partie ouverte de ∂Ω de mesure

positive. On définit l’espace H
1
2
00(Γ) comme étant le sous-espace des fonctions de H

1
2 (Γ)

dont le prolongement par 0 à ∂Ω appartient à H
1
2 (∂Ω).

• H
− 1

2
00 (Γ) est le dual topologique de l’espace H

1
2
00(Γ).

• H(div, Ω) = {v ∈ L2(Ω)3, divv ∈ L2(Ω)}.

• H(rot, Ω) = {v ∈ L2(Ω)3, rotv ∈ L2(Ω)3}.

• Lp (0, T ;X) =

v mesurable dans ]0, T [ ;

T∫
0

∥v(t)∥pX dt < +∞

 , 1 ≤ p < +∞.

• L∞ (0, T ;X) =

{
v mesurable dans ]0, T [ ; sup

t∈]0,T [

ess ∥v(t)∥X < +∞

}
.

• C (0, T ;X) : Espace des fonctions de classe Cj en t à valeurs dans X.

• D(0, T ;X) : Espace des fonctions dans Cj(0, T ;X), ∀j ∈ N, à support compact.
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Produits scalaires et normes

• ∀u ∈ Lp(Ω), ∥u∥Lp(Ω) =

∫
Ω

|u(x)|p dx

 1
p

, 1 ≤ p < +∞.

• ∀u, v ∈ L2(Ω), (u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x) dx, et ∥u∥L2(Ω) =

∫
Ω

|u(x)|2 dx

 1
2

.

• ∀u ∈ L∞(Ω), ∥u∥L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess|u(x)|.

• ∀u ∈ Hm(Ω), ∥u∥Hm(Ω) =

∥u∥2L2(Ω) +
∑

|α|=m

∥Dαv∥2L2(Ω)

 1
2

.

• ∀u ∈ Hs(Ω),

∥u∥Hs(Ω) =



(
∥u∥2L2(Ω) + [u]2s,2

) 1
2
, 0 < s < 1,

∥u∥2Hm(Ω) +
∑

|α|=m

∥Dαu∥2Hσ(Ω)

 1
2

, s > 1, s = m+ σ

avec

[u]s,2 =

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|2

|x− y|d+2s
dx dy

 1
2

.

• ∀v ∈ H(div, Ω), ∥v∥H(div,Ω) =
(
∥v∥2L2(Ω)3 + ∥divv∥2L2(Ω)

) 1
2
.

• ∀v ∈ H(rot, Ω), ∥v∥H(rot,Ω) =
(
∥v∥2L2(Ω)3 + ∥rotv∥2L2(Ω)3

) 1
2
.

• ∀f ∈ H
1
2 (∂Ω), ∥f∥

H
1
2 (∂Ω)

= inf
{
∥v∥H1(Ω), v ∈ H1(Ω) et v|∂Ω = f

}
.

• ∀v ∈ Lp(0, T ;X), ∥v∥Lp(0,T ;X) =

 T∫
0

∥v(t)∥pX dt


1
p

, 1 ≤ p < +∞.

• ∀v ∈ L∞(0, T ;X), ∥v∥L∞(0,T ;X) = sup
t∈]0,T [

ess ∥v(t)∥X .
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Chapitre 1

Préliminaires

Soit Ω ⊂ Rd, d = 2, 3, un domaine polygonal ou polyédrique, borné et connexe. Nous intro-

duisons ici les propriétés, les lemmes et les théorèmes utilisés. Les démonstrations des résultats

indiqués figurent en particulier dans les ouvrages de références suivants [38, 3, 35].

1.1 Opérateurs de trace

Théorème 1.1. (L’application trace ) L’application qui associe à toute fonction u ∈ D(Ω) sa

restriction sur la frontière ∂Ω se prolonge en un opérateur linéaire, continu et surjectif défini de

H1(Ω) dans H
1
2 (∂Ω)

Proposition 1.2. [31, Proposition 2.20] Soit Γm un sous-ensemble ouvert de la frontière ∂Ω

et ΓD := ∂Ω\Γm. L’application v ∈ D(Ω)3 −→ v|Γm · n se prolonge en un opérateur linéaire et

continu de H(div,Ω) dans H
− 1

2
00 (Γm). De plus, la formule de Green suivante est vérifiée pour toutes

fonctions v ∈ H(div,Ω), d = 2, 3, et φ ∈ H1(Ω) tel que φ|ΓD
= 0,

⟨v · n, φ⟩
H

− 1
2

00 (Γm),H
1
2
00(Γm)

=

∫
Ω

∇φ(x) · v(x) dx+

∫
Ω

φ(x) divv(x) dx (1.1)

et si v ∈ H1(Ω)d, alors

⟨v · n, φ⟩
H

− 1
2

00 (Γm),H
1
2
00(Γm)

=

∫
Γm

v · nφ dσ.
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Proposition 1.3. Dans un domaine Ω ⊂ R3, l’application v ∈ D(Ω)3 −→ (v × n)|∂Ω se prolonge

en un opérateur linéaire et continu de H(rot,Ω) dans H− 1
2 (∂Ω)3. De plus, la formule de Green

suivante est vérifiée pour toutes fonctions v ∈ H(rot,Ω), φ ∈ H1(Ω)3,

⟨v × n,φ⟩
H− 1

2 (∂Ω)3,H
1
2 (∂Ω)3

=

∫
Ω

rotv(x) ·φ(x) dx−
∫
Ω

v(x) · rotφ(x) dx. (1.2)

et si v ∈ H1(Ω)3, alors

⟨v × n,φ⟩
H− 1

2 (∂Ω)3,H
1
2 (∂Ω)3

=

∫
∂Ω

(v × n) ·φ dσ.

Définition 1.4. On note H0(rot,Ω) le sous-espace suivant :

H0(rot,Ω) = {v ∈ H(rot,Ω); v × n = 0 sur ∂Ω},

où v × n = 0 sur ∂Ω signifie que

∀φ ∈ H
1
2 (∂Ω), ⟨v × n,φ⟩

H− 1
2 (∂Ω)3,H

1
2 (∂Ω)3

= 0.

Théorème 1.5. L’espace H0(rot,Ω) ∩H0(div,Ω) cöıncide avec H1
0 (Ω)

3

Théorème 1.6. Si Ω ⊂ R3 est convexe, alors l’espace H0(rot,Ω)∩H(div,Ω) s’injecte continûment

dans H1(Ω)3.

1.2 Problèmes du point-selle

Soit X et M deux espaces de Hilbert munis des normes ∥ · ∥X et ∥ · ∥M respectivement. Soit

a(·, ·) : X ×X −→ R et b(·, ·) : X ×M :−→ R deux formes bilinéaires et γ, δ > 0 les constantes de

continuité respectives associées.

Les problèmes dit du point-selle considérés ont la forme suivante :
Trouver (u, η) ∈ X ×M tel que

a(u, v) + b(v, η) = ⟨l, v⟩ ∀v ∈ X,

b(u, µ) = ⟨σ, µ⟩ ∀µ ∈M,

(1.3)
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où l ∈ X ′ et σ ∈M ′.

On note B ∈ L (M,X ′) l’opérateur défini par

⟨Bµ, v⟩ = b(v, µ). (1.4)

On considère les sous-espaces suivants :

V = {v ∈ X : b(v, µ) = 0, ∀µ ∈M}

et

Vpol := {g ∈ X ′ : ⟨g, v⟩ = 0, ∀v ∈ V }.

Lemme 1.7. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe une constante β > 0 telle que la propriété suivante soit satisfaite :

inf
µ∈M,µ̸=0

sup
v∈X,v ̸=0

b(v, µ)

∥v∥X∥µ∥M
> β. (1.5)

2. L’opérateur B est un isomorphisme de M dans Vpol. De plus,

∥Bµ∥X′ = sup
v∈X,v ̸=0

⟨Bµ, v⟩
∥v∥X

≥ β∥µ∥M ∀µ ∈M. (1.6)

On termine ce paragraphe par ce théorème d’existence et d’unicité pour les problèmes du

point-selle.

Théorème 1.8. (Théorème de Brezzi-Babuska) Supposons que :

1. La forme bilinéaire continue a(·, ·) est coercive sur l’espace V , c.à.d

∃α > 0 : a(v, v) ≥ α∥v∥2X ∀v ∈ V ; (1.7)

2. la forme bilinéaire continue b(·, ·) satisfait la condition inf-sup (1.5).

Alors,

1. Pour tout l ∈ X ′ et σ ∈M ′, il existe une unique solution (u, η) ∈ X×M pour le problème (1.3).

2. Les estimations suivantes sont satisfaites :

∥u∥X ≤ 1

α

[
∥l∥X′ +

α + γ

β
∥σ∥M ′

]
, (1.8)

∥η∥M ≤ 1

β

[(
1 +

γ

α

)
∥l∥X′ +

γ(α + γ)

αβ
∥σ∥M ′

]
. (1.9)
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1.3 Espaces de Sobolev à valeurs vectorielles

Soit T > 0 un nolmbre réel et X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (·, ·)X .

Définition 1.9. Soit φ une fonction définie sur [0, T ] à valeurs dans X. On dit que φ est une

fonction étagée, s’il existe une partition finie Lebesgue-mesurable (Ei)1≤i≤m ⊂ [0, T ], m ≥ 1, tel

que φ soit une fonction constante sur chacun des Ei, i.e. il existe φi ∈ X, 1 ≤ i ≤ m, tels que

φ(t) =
m∑
i=1

χEi
(t)φi,

où χEi
est la fonction caractéristique donnée par

χEi
(t) =

1 si t ∈ Ei,

0 sinon.

L’intégrale de φ sur [0, T ] est donné comme suit :∫ T

0

φ(t) dt :=
m∑
i=1

|Ei|φi,

où |Ei| dénote la mesure de Lebesgue de Ei.

Définition 1.10. On dit qu’une fonction u : [0, T ] −→ X est mesurable s’il existe une suite de

fonctions étagées (φn)n∈N telles que

∥φn(t)− u(t)∥X −→ 0, presque pour tout t ∈ [0, T ].

Si de plus, ∫ T

0

∥φn(t)− u(t)∥X dt −→ 0,

on dit alors que la fonction u est intégrable et on définit son intégrale sur l’intervale [0, T ] par∫ T

0

u(t) dt := lim
n−→+∞

∫ T

0

φn dt.

Définition 1.11. Soit u ∈ L2(0, T ;X). On dit que w ∈ L2(0, T ;X) est la dérivée faible par rapport

au temps de u si

∀φ ∈ D(0, T ), ∀v ∈ X,

∫ T

0

(u(t), v)Xφ
′(t) dt = −

∫ T

0

(w(t), v)Xφ(t) dt.
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Lemme 1.12. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. w ∈ L2(0, T ;X) est la dérivée faible de u,

2. ∀φ ∈ D(0, T ), ∫ T

0

u(t)φ′(t) dt = −
∫ T

0

w(t)φ(t) dt,

3. pour tout A ∈ X ′,
∂

∂t
A u = A w.

Définition 1.13. On note par Hk(0, T ;X), k ≥ 1, l’espace de Sobolev

Hk(0, T ;X) = {u ∈ L2(0, T ;X);
∂mu

∂tm
∈ L2(0, T ;X) 1 ≤ m ≤ k}

muni du produit scalaire

u, v −→
k∑

m=0

T∫
0

(
∂mu

∂tm
,
∂mv

∂tm

)
X

dt.

Théorème 1.14. Soit H un espace de Hilbert tel que X ↪→
dense

H. Si u ∈ L2(0, T ;X) est tel que

∂u
∂t

∈ L2(0, T ;X
′
), alors u ∈ C(0, T ;H) et

sup
t∈[0,T ]

∥u∥H ≤ C

(
∥u∥L2(0,T ;V ) + ∥∂u

∂t
∥L2(0,T ;V ′ )

)
. (1.10)

Lemme 1.15. Soit tk = kτ , k = 1, .., K une partition uniforme de l’intervalle [0, T ] en K ≥ 1

sous-intervalles. Soient E un espace de Banach, g ∈ L2(0, T ;E) et gτ la fonction définie par

gτ =

∫ tk

tk−1

g(t) dt sur [tk−1, tk].

Alors, l’inégalité suivante est vérifiée∫ T

0

∥gτ (t)∥2E dt ≤
∫ T

0

∥g(t)∥2E dt. (1.11)

De plus,

∥g − gτ∥L2(0,T ;E) −→ 0. (1.12)
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Démonstration. 1) L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne pour tout t ∈ [tk−1, tk],

∥gτ (t)∥2E ≤ 1

τ 2

(∫ tk

tk−1

∥g(t)∥E dt

)2

≤ 1

τ 2

(∫ tk

tk−1

dt

)(∫ tk

tk−1

∥g(t)∥2E dt

)

≤ 1

τ

∫ tk

tk−1

∥g(t)∥2E dt

Donc, ∫ T

0

∥gτ (t)∥2E dt =
K∑
k=0

∫ tk

tk−1

∥g(t)∥2E dt

≤ 1

τ

K∑
k=0

∫ tk

tk−1

∫ tk

tk−1

∥g(t)∥2E dt dt

≤
∫ T

0

∥g(t)∥2E dt

2) D’après [61, Théorème 2.32.5], L’espace D(0, T, E) est dense dans L2(0, T ;E). Donc, il existe

une suite de fonctions (gn)n∈N ⊂ D(0, T ;E) telle que

∥g − gn∥L2(0,T ;E) →
n→+∞

0.

Pour tout n, on a

∥g − gτ∥L2(0,T ;E) ≤ ∥g − gn∥L2(0,T ;E) + ∥gn − gn,τ∥L2(0,T ;E) + ∥gn,τ − gτ∥L2(0,T ;E).

La propriété (1.11) implique que

∥gn,τ − gτ∥L2(0,T ;E) = ∥(gn − g)τ∥L2(0,T ;E) ≤ ∥gn − g∥L2(0,T ;E).

Donc,

∥g − gτ∥L2(0,T ;E) ≤ 2∥g − gn∥L2(0,T ;E) + ∥gn − gn,τ∥L2(0,T ;E).

La formule de Taylor avec reste intégral, nous assure que pour tout s, t ∈ [tk−1, tk],

gn(t)− gn(s) =

∫ t

s

∂gn
∂t

(y) dy.
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Alors, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz on otient

∥(gn − gn,τ )(t)∥2E =
1

τ 2
∥
∫ tk

tk−1

(gn(t)− gn(s)) ds∥2E

=
1

τ 2
∥
∫ tk

tk−1

∫ t

s

∂gn
∂t

(y) dy ds∥2E

≤ 1

τ 2

(∫ tk

tk−1

∫ tk

tk−1

wwww∂gn∂t (y)
wwww

E

dy ds

)2

≤

(∫ tk

tk−1

wwww∂gn∂t (y)
wwww

E

dy ds

)2

≤

(∫ tk

tk−1

dy

)(∫ tk

tk−1

∥gn(y)∥2E dy

)

≤ τ

(∫ tk

tk−1

∥gn(y)∥2E dy

)
.

Par conséquent, on a∫ T

0

∥(gn − gn,τ )(t)∥2E dt =
K∑
k=1

∫ tk

tk−1

∥(gn − gn,τ )(t)∥2E dt ≤ τ 2
∫ T

0

∥gn(t)∥2E dt →
τ→0

0.

On en déduit que

∥g − gτ∥L2(0,T ;E) →
τ→0

0.

Lemme 1.16. (de Gronwal discret) Soit kn une suite de réels positifs et an une suite telle quea0 ≤ c0,

an ≤ c0 +
∑n−1

m=0 bm +
∑n−1

m=0 kmam, n ≥ 1.

Si c0 ≥ 0 et que bn ≥ 0 pour tout n ≥ 0, alors

an ≤

(
c0 +

n−1∑
m=0

bm

)
exp

(
n−1∑
m=0

km

)
, n ≥ 1.
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Chapitre 2

Problème de Stokes instationnaire

Soit Ω ⊂ R3 un domaine polyèdrique, borné et convexe et T > 0 un nombre réel. Dans ce

chapitre on considère les équations de Stokes instationnaires :

∂u

∂t
− ν∆u+∇p = f dans Ω×]0, T [, (2.1)

divu = 0 dans Ω×]0, T [, (2.2)

u(·, 0) = u0 dans Ω, (2.3)

où u = (u1, u2, u3) désigne la vitesse, p est la pression, u0 est la condition initiale du fluide et f

désigne les forces volumiques appliquées au fluide. Les conditions aux bords sur la vitesse et la

pression associées à ces équations sont données comme suit :

u = 0 sur ΓD×]0, T [, (2.4)

u× n = 0 sur Γm×]0, T [, (2.5)

p = pm sur Γm×]0, T [, (2.6)

où ΓD et Γm constituent une partition de la frontière ∂Ω, i.e.

∂Ω = ΓD ∪ Γm, ΓD ∩ Γm = ∅.

Ce chapitre a deux objectifs :

1. Introduire une formulation faible du problème de Stokes (2.1)-(2.6) et montrer l’existence et

l’unicité de la solution faible.
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2. Proposer une discrétisation spectrale au problème où la vitesse discrète a une divergence

nulle.

2.1 Position du problème

On introduit l’espace variationnel

X = {v ∈ H1(Ω)3, v = 0 sur ΓD et v × n = 0 sur Γm} (2.7)

muni de la semi-norme

∥v∥X =
(
∥rotv∥2L2(Ω) + ∥div v∥2L2(Ω)

)1/2
.

Lemme 2.1. Pour tout v ∈ H1(Ω)3 on a la propriété suivante :

(v × n = 0 et v · n = 0 sur ΓD) =⇒ v = 0 sur ΓD.

Démonstration. Soit n = (n1, n2, n3) le vecteur unitaire normal à ∂Ω en un point x. On considère

les deux vecteurs suivants :

t := (0, n3,−n2) et t′ := (−n3, 0, n1).

On peut facilement vérifier que ces deux vecteurs sont linéairement indépendants et orthogonaux

à n. Donc, t et t′ engendrent le plan tangent à ∂Ω au point x. En tenant compte de la définition

du produit vectoriel, il est clair que v(x)× n = 0 implique en particulier que

v(x) · t = v(x) · t′ = 0.

Donc, il existe λ ∈ R tel que v(x) = λn. La condition v · n = 0 permet de conclure.

Remarque 2.2. Le Lemme 2.1 ci-dessus implique que

X = {v ∈ H1(Ω)3, v · n = 0 sur ΓD et v × n = 0 sur ∂Ω}.
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Proposition 2.3. L’application ∥ · ∥X est une norme sur l’espace X. De plus, l’inégalité suivante

est vérifiée :

∀v ∈X, ∥v∥H1(Ω) ≤ C
(
∥rotv∥L2(Ω) + ∥divv∥L2(Ω)

)
. (2.8)

Démonstration. D’après [3, Théorème 2.17], on a

H(div,Ω) ∩H0(rot,Ω) ↪→ H1(Ω)3.

Donc, on a en particulier

∀v ∈X, ∥v∥H1(Ω) ≤ C
(
∥v∥2L2(Ω) + ∥rotv∥2L2(Ω) + ∥div v∥2L2(Ω)

)1/2
De plus, grâce à [3, Corollaire 3.19], on a

∀v ∈ H(div,Ω) ∩H0(rot,Ω), ∥v∥L2(Ω) ≤ C(∥rotv∥L2(Ω) + ∥divv∥L2(Ω)),

ce qui implique l’inégalité (2.8).

2.2 Formulation variationnelle

Pour écrire la formulation variationnelle de notre problème, nous définissons d’abord les formes

bilinéaires suivantes

a(u,v) =

∫
Ω

rotu(x) · rotv(x) dx,

b(v, q) = −
∫
Ω

(divv)(x)q(x) dx.
(2.9)

On considère le sous-espace

V = {v ∈X, divv = 0 dans Ω}

et on note parH la fermeture de V dans L2(Ω)3. Nous supposons maintenant que f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)3),

que pm ∈ L2(0, T ;H
1
2
00(Γm)), où H

1
2
00(Γm) désigne l’espace des traces dans H

1
2 (∂Ω) qui sont nulles

sur ΓD, et que u0 ∈H . La formulation variationnelle du problème peut s’écrire comme suit :
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Trouver (u, p) ∈ L2(0, T ;X) ∩ H1(0, T ;H)) × L2(0, T ;L2(Ω)) tel que, pour presque tout t ∈
[0, T ] et pour tout (v, q) ∈X × L2(Ω),(

∂u

∂t
,v

)
+ ν a(u,v) + b(v, p) = (f ,v)− ⟨pm,v · n)⟩

H
− 1

2
00 (Γm),H

1
2
00(Γm)

, (2.10)

b(u, q) = 0, (2.11)

avec

u(·, 0) = u0 dans Ω. (2.12)

Remarque 2.4. Comme la solution u du problème faible (2.10)-(2.12) est telle que

u ∈ L2(0, T ;V ) et
∂u

∂t
∈ L2(0, T ;H),

le Théorème 1.14 assure que u ∈ C([0, T ];H), ce qui donne un sens à la condition initiale u(0) =

u0.

On a le résultat d’équivalence suivant :

Proposition 2.5. Tout couple (u, p) dans H1(0, T ;L2(Ω)3)∩L2(0, T ;X)×L2(0, T ;L2(Ω)) tel que

u(t) appartienne à H2(Ω)3 pour presque tout t ∈ [0, T ] est une solution du problème (2.10)-(2.12)

si et seulement s’il est une solution du problème (2.1)-(2.6).

Démonstration. Soit (u, p) une solution du problème (2.10)-(2.12). Les conditions aux bords sur

la vitesse dans (2.4)-(2.5) sont satisfaites puisque u(t) appartient à X. De plus, la contrainte

d’incompressibilité est évidemment équivalente à (2.11). Ensuite, en prenant v ∈ D(Ω)3 dans

(2.10), en dérivant au sens des distributions en tenant compte de l’identité

−∆u = rot rotu−∇divu,

on obtient l’équation (2.1), ce qui implique que p(t) ∈ H1(Ω) pour presque tout t ∈ [0, T ] (car par

hypothèse u(t) ∈ H2(Ω)3).

Nous revenons à l’équation (2.10) et appliquons la formule de Green (1.1). Cela donne

a(u,v) =

∫
Ω

rot rotu(x, t) · v(x) dx,

b(v, p) =

∫
Ω

v(x) · ∇p(x, t) dx− ⟨p,v · n⟩
H

− 1
2

00 (Γm),H
1
2
00(Γm)

.
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Nous déduisons que

∀v ∈X, ⟨p− pm,v · n⟩
H

− 1
2

00 (Γm),H
1
2
00(Γm)

= 0. (2.13)

Cela implique la condition aux bords sur la pression (2.6). En effet, soit Γm,i les faces contenues

dans Γm. Soit φi une fonction définie sur ∂Ω telle que

φi ∈ D(Γm,i) et φi = 0 sur ∂Ω\Γm,i.

Considérons φ̃i ∈ H1(Ω) le prolongement de φi à Ω. On note par ni le vecteur unitaire normal à

la face Γm,i. Remarquons que le champ de vecteur

v := φ̃ini

appartient à X. En effet, il est clair que v ∈ H1(Ω)3 et que v · n = 0 sur ΓD. De plus,

v × n =

φ̃ini × ni sur Γm,i,

0 sur ∂Ω\Γm,i,

= 0

Donc, (2.13) implique que

∀φi ∈ D(Γm,i),

∫
Γm,i

(p− pm)φi = 0.

Or, l’espace D(Γm,i) est dense dans L2(Γmi
). Alors, comme Γmi

est une face quelconque de Γm,

p = pm sur Γm.

Réciproquement, en multipliant l’équation (2.1) par v ∈X et en intégrant sur Ω, on obtient(
∂u

∂t
,v

)
− ν(∆u,v) + (∇p,v) = (f ,v). (2.14)

En appliquant la formule d’intégration par parties (1.2) et en tenant compte de la condition aux

bords (2.5), on obtient

(∆u,v) = (rot rotu,v) = (rotu, rotv).
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De même, la formule (1.1), le fait que v · n = 0 sur ΓD et la condition aux bords sur la pression

(2.4) impliquent que

(∇p,v) = −(p, div v) + ⟨pm,v · n⟩
H

− 1
2

00 (Γm),H
1
2
00(Γm)

.

L’équation (2.14) devient donc(
∂u

∂t
,v

)
− ν(rotu, rotv)− (p, div v) = (f ,v)− ⟨pm,v · n⟩

H
− 1

2
00 (Γm),H

1
2
00(Γm)

.

La contrainte d’incompréssibilité (2.2) est clairement équivalente à (2.11), ce qui achève la démonstration.

Afin d’étudier le caractère bien-posé du problème faible (2.10)-(2.12), on montre maintenant la

condition inf-sup suivante :

Lemme 2.6. Il existe une constante β > 0 telle que la condition inf-sup suivante soit satisfaite

∀q ∈ L2(Ω), sup
v∈X

b(v, q)

∥v∥X
≥ β∥q∥L2(Ω). (2.15)

Démonstration. Toute fonction q ∈ L2(Ω) peut être décomposée en q = q̃ + q, où

q̃ ∈ L2
0(Ω) et q =

1

|Ω|

∫
Ω

q(x) dx.

Grâce à [38, Cor. I.2.4], pour chaque q̃ ∈ L2
0(Ω), il existe ṽ ∈ H1

0 (Ω)
3 tel que

div ṽ = −q̃ et ∥ṽ∥H1(Ω) ≤ c∥q̃∥L2(Ω). (2.16)

D’autre part, on remarque que pour chaque v ∈X,

b(v, q) =

∫
Ω

q divv dx = −q
∫
Γm

v · n dσ.

Alors, soit φ ∈ X une fonction telle que
∫
Γm
φ(x) · n dσ > 0. En posant v = −qφ, on peut

facilement vérifier que

v ∈X, b(v, q) ≥ c∥q∥2L2(Ω) et ∥v∥X ≤ c∥q∥L2(Ω). (2.17)
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En suivant Boland-Nicolaides [17], on pose v = ṽ + λv pour une constante positive λ. Puisque

b(ṽ, q) = 0, nous déduisons de (2.16)-(2.17) que

b(v, q) = b(ṽ, q̃) + λb(v, q) + λb(v, q̃)

≥ ∥q̃∥2L2(Ω) + λc1∥q∥2L2(Ω) − λc2∥q̃∥L2(Ω)∥q∥L2(Ω).

L’inégalité de Young

ab ≤ a2

2ε
+
εb2

2
(2.18)

donne

b(v, q) ≥ 1

2
∥q̃∥2L2(Ω) + λ

(
c1 −

λ c22
2

)
∥q∥2L2(Ω).

En prenant λ = c1
c22

et en utilisant l’orthogonalité de q̃ et q dans L2(Ω), on obtient

b(v, q) ≥ C∥q∥2L2(Ω).

L’inégalité ∥v∥X ≤ C∥q∥L2(Ω) est immédiate.

Considérons le problème réduit suivant : Trouver u ∈ L2(0, T ;V ) ∩H1(0, T ;H) tel que pour

presque tout t ∈ [0, T ],

∀v ∈ V ,
(
∂u

∂t
,v

)
+ ν a(u,v) = (f,v)− ⟨pm,v · n⟩

H
− 1

2
00 (Γm),H

1
2
00(Γm)

, (2.19)

u(·, 0) = u0 dans Ω. (2.20)

On démontre maintenant l’existence et l’unicité de la solution dans le théorème suivant :

Théorème 2.7. Supposons que

f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)3), pm ∈ L2(0, T ;H
1
2
00(Γm))

et que la vitesse initiale u0 appartienne à V . Alors, le problème (2.19)-(2.20) a une solution unique

u ∈ L2(0, T ;V ) ∩H1(0, T ;H). De plus, cette solution satisfait aux estimations suivantes :

∥u(t)∥L∞(0,T,L2(Ω)3) + ∥u∥L2(0,T ;X)

≤ C
(
∥f∥L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥pm∥L2(0,T ;H

1
2 (∂Ω))

+ ∥u0∥L2(Ω)

)
,

(2.21)

wwww∂u∂t
wwww

L2(0,T,L2(Ω)3)

≤ C
(
∥f∥L2(0,t;L2(Ω)) + ∥pm∥L2(0,T ;H

1
2 (∂Ω))

+ ∥u0∥H(rot,Ω)

)
.

(2.22)
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Démonstration. On démontre le résultat en utilisant la méthode de semi-discrétisation présentée

dans [59]. Considérons une partition uniforme de l’intervalle [0, T ] en K ≥ 1 sous-intervalle. On

note par τ le pas de temps correspondant et posons tk = kτ , 1 ≤ k ≤ K. On considère le problème

semi-discret suivant :

Trouver (uk)1≤k≤K dans (V )K tel que pour chaque k,

∀v ∈ V ,
(
uk − uk−1

τ
,v

)
+ ν a(uk,v) = (f k,v)− ⟨pkm,v · n⟩

H
− 1

2
00 (Γm),H

1
2
00(Γm)

, (2.23)

u0 = u0 dans Ω, (2.24)

où

f k =
1

τ

∫ tk

tk−1

f(s, ·) ds et pkm =
1

τ

∫ tk

tk−1

pm(s, ·) ds.

Remarquons que fk ∈ L2(Ω)3. En effet, l’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

∥fk∥2L2(Ω) ≤
1

τ 2

(∫ tk

tk−1

∥f(·, s)∥L2(Ω) ds

)2

≤ 1

τ 2

(∫ tk

tk−1

ds

)(∫ tk

tk−1

∥f(·, s)∥2L2(Ω) ds

)

≤ 1

τ

∫ tk

tk−1

∥f(·, s)∥2L2(Ω) ds ≤
1

τ
∥f∥2L2(0,T ;L2(Ω)3 .

Nous montrons de la même façon que pkm ∈ L2(Γm). Nous associons aux éléments u1, ...,uK les

fonctions suivantes :

uτ : [0, T ] −→ V , uτ (t) = u
k−1 pour tout t ∈ [tk−1, tk]

et

wτ : [0, T ] −→ V , wτ (t) = u
k−1 + (t− tk−1)

(
uk − uk−1

τ

)
pour chaque t ∈ [tk−1, tk].

Remarquer que la fonction wτ est continue et affine sur chaque intervalle [tk−1, tk]. Le problème

(2.23)-(2.24) admet une unique solution grâce au Théorème de Lax-Milgram [32, Théorème 1.3].

Maintenant, nous dérivons des estimations a priori.
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Posons v = uk dans (2.23). L’application de l’inégalité de Young (2.18), l’estimation (2.8) et

de l’identité

(a, b) =
1

2

(
∥a∥2 + ∥a− b∥2 − ∥b∥2

)
, (2.25)

donne

1

2
(∥uk∥2L2(Ω) + ∥uk − uk−1∥2L2(Ω) − ∥uk−1∥2L2(Ω)) + ν τ∥rotuk∥2L2(Ω)

≤ ν

2
τ∥rotuk∥2L2(Ω) + Cτ

(
∥f k∥2L2(Ω) + ∥pkm∥2H 1

2 (∂Ω)

)
.

En prenant la somme sur k on obtient

1

2
∥uK∥2L2(Ω) +

K∑
k=1

∥uk − uk−1∥2L2(Ω) +
ν

2

K∑
k=1

τ∥rotuk∥2L2(Ω)

≤ 1

2
∥u0∥L2(Ω) + C

K∑
k=1

τ
(
∥f k∥2L2(Ω) + ∥pkm∥2H 1

2 (∂Ω)

)
. (2.26)

Puisque

∥uτ∥2L2(0,T ;V ) =
K−1∑
k=1

τ∥rotuk∥2L2(Ω),

on en déduit que la suite (uτ )τ est bornée dans L2(0, T ;V ). De plus, puisque L2(0, T ;V ) ↪→
L2(0, T ;H), alors la suite (uτ )τ est aussi bornée dans L2(0, T ;H). Donc, il existe une fonction

u ∈ L2(0, T ;V ) et une sous suite (notée de la même façon) telle que, lorsque τ → 0,

uτ ⇀ u faiblement dans L2(0, T ;V ), (2.27)

uτ ⇀ u faiblement dans L2(0, T ;H). (2.28)

De plus, en prenant v = uk − uk−1 dans (2.23) et en utilisant l’inégalité de Young ainsi que

l’identité (2.25), on obtient

∥uk − uk−1∥2L2(Ω) +
ντ

2

(
∥rotuk∥2L2(Ω) + ∥rot(uk − uk−1)∥2L2(Ω) − ∥rotuk−1∥2L2(Ω)

)
≤ τ 2

(
∥f k∥2L2(Ω) + ∥pkm∥2H 1

2 (∂Ω)

)
+

1

2
∥uk − uk−1∥2L2(Ω).

En divisant les deux côtés par τ et en sommant sur k, on arrive à

K∑
k=1

τ∥u
k − uk−1

τ
∥2L2(Ω) + ν∥rotuk∥2L2(Ω) ≤ ν∥rotu0∥2L2(Ω) +

K∑
k=1

τ
(
∥f k∥2L2(Ω) + ∥pkm∥2H 1

2 (∂Ω)

)
.

(2.29)
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Comme pour tout k,
∂wτ

∂t
=
uk − uk−1

τ
, sur ]tk−1, tk[,

l’estimation ci-dessus implique que la suite (∂wτ/∂t) est bornée dans L
2(0, T ;H). Donc, il existe

une fonction u∗ ∈ L2(0, T ;H) et une sous-suite telle que, lorsque τ → 0,

∂wτ

∂t
⇀ u∗ faiblement dans L2(0, T ;H). (2.30)

Soit φ ∈ D(0, T ). En multipliant l’équation (2.23) par φ et en prenant l’intégrale sur [0, T ], on

obtient pour tout v ∈ V ,∫ T

0

(
∂wτ

∂t
,v

)
φ(t) dt+ ν

∫ T

0

a(uτ ,v)φ(t) dt =

∫ T

0

(f τ ,v)φ(t) dt−
∫ T

0

⟩pm,τ ,v · n⟨
H

− 1
2

00 (Γm),H
1
2
00(Γm)

φ(t) dt.

La propriété (2.27) implique que∫ T

0

a(uτ ,v)φ(t) dt→
∫ T

0

a(u,v)φ(t) dt.

Le Lemme 1.15 nous assure que∫ T

0

(f τ ,v)φ(t) dt −→
∫ T

0

(f ,v)φ(t) dt,∫ T

0

⟨pm,τ ,v · n⟩
H

− 1
2

00 (Γm),H
1
2
00(Γm)

φ(t) dt −→
∫ T

0

⟨pm,v · n⟩
H

− 1
2

00 (Γm),H
1
2
00(Γm)

φ(t) dt.

Il nous reste à montrer la convergence du terme de la dérivée. D’une part, la propriété (2.30)

implique que ∫ T

0

(
∂wτ

∂t
,v

)
φ(t) dt→

∫ T

0

(u∗,v)φ(t) dt.

D’autre part, on a

uτ (t, ·)−wτ (t, ·) =
(
t− tk−1

τ

)
(uk − uk−1) sur [tk−1, tk],

et donc, ∫ tk

tk−1

∥uτ (t, ·)−wτ (t, ·)∥2L2(Ω) dt =
τ

3
∥uk − uk−1∥2L2(Ω).

Prenant la somme sur k, et grâce à (2.26), on obtient∫ T

0

∥uτ (t, ·)−wτ (t, ·)∥2L2(Ω) dt =
τ

3

K∑
k=1

∥uk − uk−1∥2L2(Ω) →
τ→0

0.
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En tenant compte de (2.28), le résultat ci-dessus nous assure que

wτ → u faiblement dans L2(0, T ;H). (2.31)

Le Lemme 1.12 nous assure que 1∫ T

0

(u∗,v)φ(t) dt = lim
τ→0

∫ T

0

(
∂wτ

∂t
,v

)
φ(t) dt

= lim
τ→0

∫ T

0

d

dt
(wτ ,v)φ(t) dt

= lim
τ→0

∫ T

0

(wτ ,v)φ
′
(t) dt =

∫ T

0

(u,v)φ
′
(t) dt,

et donc,

u∗ =
∂u

∂t
.

De (2.30) et (2.31) on déduit que la suite (wτ )τ converge faiblement dans H1(0, T ;H). Or

l’injection H1(0, T ;H) ↪→ C([0, T ];H) est compacte (voir [57, page 82]). Alors, en particulier,

wτ (0) −→ u(0) fortement dans L2(Ω)3. Puisque par définition, wτ (0) = u0, on a donc

u(0) = u0.

L’estimation (2.26), la propriété (2.27) et le Lemme 1.15 nous donnent

∥u∥L2(0,T ;V ) ≤ C
(
∥u0∥L2(Ω)3 + ∥f∥L2(0,T ;L2(Ω)3) + ∥pm∥L2(0,T ;H

1
2 (∂Ω)

)
.

De plus, en tenant compte de (1.10), on a

∥u∥L∞(0,T ;H) ≤ C
(
∥u0∥L2(Ω)3 + ∥f∥L2(0,T ;L2(Ω)3) + ∥pm∥L2(0,T ;H

1
2 (∂Ω)

)
.

On a donc montré l’estimation a priori (2.21). L’estimation (2.22) est une conséquence de (2.29)-

(2.30).

L’unicité de la solution découle de l’estimation de stabilité (2.21) et du fait que le problème de

Stokes est linéaire.

1. Remarquer que la forme linéaire u ∈ V −→ (u,v) appartient au dual V ′ pour tout v ∈ V .
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Théorème 2.8. Sous les mêmes hypothèses que le Théorème 2.7, le problème (2.10)-(2.12) a une

solution unique (u, p) telle que la vitesse u est la solution du problème réduit (2.19)-(2.20) et que

la pression p satisfait

∥p∥L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ c
(
∥f∥L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥pm∥L2(0,T ;H

1
2 (∂Ω))

+ ∥u0∥H(rot,Ω)

)
.

Démonstration. Pour tout v ∈ X et presque tout t ∈ [0, T ], nous définissons la forme linéaire Lt

par

Lt(v) = (f ,v)− ⟨pm,v · n⟩
H

− 1
2

00 (Γm),H
1
2
00(Γm)

−
(
∂u

∂t
,v

)
− ν a(u,v). (2.32)

Clairement, c’est une forme linéaire continue sur X. En effet, grâce à (2.8) on a pour tout v ∈X,

⟨pm,v · n⟩
H

− 1
2

00 (Γm),H
1
2
00(Γm)

≤ ∥pm∥
H

1
2
00(Γm)

∥v · n∥
H

− 1
2

00 (Γm)

≤ C∥pm∥
H

1
2
00(Γm)

∥v∥H(div,Ω)

≤ C∥pm∥
H

1
2
00(Γm)

∥v∥H1(Ω)

≤ C∥pm∥
H

1
2
00(Γm)

∥v∥X .

Il est facile de montrer des estimations similaires pour les autres termes. De plus, selon (2.19), la

forme Lt s’annule sur V . Ainsi, d’après le Lemme 1.7, il existe une fonction p(t) ∈ L2(Ω) telle que

∀v ∈X, Lt(v) = b(v, p(t)) (2.33)

et

∥p(t)∥L2(Ω) ≤
1

β
sup
v∈X

Lt(v)

∥v∥X
. (2.34)

D’après (2.33)-(2.34), nous déduisons que p ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) et que (u, p) est une solution du

problème (2.10)-(2.12). Maintenant, supposons que (u1, p1) et (u2, p2) sont deux solutions du

problème (2.10)-(2.12) et considérons la différence (z, y). Alors, cette paire satisfait

∀v ∈X,

(
∂z

∂t
,v

)
+ a(z,v) + b(v, y) = 0,

∀q ∈ L2(Ω), (div z, q) = 0,

z(·, 0) = 0.

D’après les estimations de stabilité (2.21)-(2.34), on obtient (z, y) = 0.
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2.3 Problème semi-discret

On considère une séquence de nœuds tk avec k = 0, 1, . . . , K, qui induit une partition de

l’intervalle [0, T ] en sous-intervalles [tk−1; tk]. On note par τk le pas de temps tk − tk−1 et par τ le

maximum des τk. Pour toute donnée (f , pm) dans C0(0, T ;L2(Ω)3)× C0(0, T ;H
1
2
00(Γm)), le schéma

d’Euler implicite s’écrit comme suit :

Trouver (uk)1≤k≤K dans (X)K et (pk)1≤k≤K dans (L2(Ω))K tels que pour tout k = 1, 2, . . . , K,

∀v ∈X,

(
uk − uk−1

τk
,v

)
+ ν a(uk,v) + b(v, pk) = (f k,v)− ⟨pkm,v · n⟩

H
− 1

2
00 (Γm),H

1
2
00(Γm)

,

(2.35)

∀q ∈ L2(Ω), b(uk, q) = 0,

u0 = u0 dans Ω, (2.36)

où f k = f(tk) et p
k
m = pm(tk).

Maintenant, on établit le résultat d’existence et d’unicité pour ce schéma.

Théorème 2.9. Supposons que les données (f , pm) ∈ C0(0, T ;L2(Ω)3)× C0(0, T ;H
1
2
00(Γm)) et que

la vitesse initiale u0 appartient à V ∩C(Ω)3. Alors, le problème (2.35)-(2.36) a une solution unique

(uk, pk)1≤k≤K. De plus, les estimations suivantes sont vérifiées :

∥uk∥2L2(Ω) + ν
k∑

i=1

τi∥rotui∥2L2(Ω)

≤ C

(
∥u0∥2L2(Ω) +

k∑
i=1

τi

(
∥f i∥2L2(Ω) + ∥pim∥2

H
1
2
00(Γm))

))
(2.37)

et

k∑
i=1

τk

wwwwui − ui−1

τi

wwww2

L2(Ω)

≤ ν∥rotu0∥2L2(Ω) +
k∑

i=1

τi

(
∥f i∥2L2(Ω) + ∥pim∥2

H
1
2
00(Γm))

)
. (2.38)

De manière similaire, la séquence des pressions satisfait pour tout 1 ≤ k ≤ K,

k∑
i=1

τi∥pi∥2L2(Ω) ≤ C

(
∥u0∥2L2(Ω) + ν∥rotu0∥2L2(Ω) +

k∑
i=1

τi

(
∥f i∥2L2(Ω) + ∥pim∥2H 1

2 (∂Ω)

))
. (2.39)
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Démonstration. Pour chaque k = 1, 2, . . . , K, la coercivité de la forme bilinéaire a(·, ·) et la condi-

tion inf-sup (2.15) impliquent l’existence et l’unicité de la solution du problème (2.35)-(2.36) (voir

[38, Cor. I.4.1]).

D’abord, pour dériver l’estimation (2.37), posons v = uk dans (2.35). Les inégalités de Cauchy-

Schwarz, de Young et (2.8) et l’identité

(a, a− b) =
1

2

(
∥a∥2 + ∥a− b∥2 − ∥b∥2

)
, (2.40)

nous donnent

1

2

(
∥uk∥2L2(Ω) − ∥uk−1∥2L2(Ω) + ∥uk − uk−1∥2L2(Ω)

)
+ ν τk∥rotuk∥2L2(Ω) (2.41)

≤ ν

2
τk∥rotuk∥2L2(Ω) + Cτk

(
∥uk∥2L2(Ω) + ∥f k∥2L2(Ω) + τk∥pkm∥2

H
1
2 00 (Γm)

)
. (2.42)

En sommant sur k, on obtient le résultat désiré.

Ensuite, pour obtenir l’estimation (2.38), on choisit v = uk − uk−1 dans (2.35).En utilisant

successivement les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, combinées avec l’identité (2.40), on

obtient

∥uk − uk−1∥2L2(Ω) +
ντk
2

(
∥rotuk∥2L2(Ω) + ∥rot(uk − uk−1)∥2L2(Ω) − ∥rotuk−1∥2L2(Ω)

)
≤ Cτ 2k

(
∥f k∥2L2(Ω) + ∥pkm∥2H1/2(∂Ω)

)
+

1

2
∥uk − uk−1∥2L2(Ω),

En prenant la somme sur k, on arrive à

1

2
∥uk − uk−1∥2L2(Ω) +

ντk
2

(
∥rotuk∥2L2(Ω) +

k∑
i=1

∥rot(ui − ui−1)∥2L2(Ω) − ∥rotu0∥2L2(Ω)

)
≤ Cτ 2k

(
∥f k∥2L2(Ω) + ∥pkm∥2H1/2(∂Ω)

)
.

ce qui implique en particulier que

1

2
∥uk − uk−1∥2L2(Ω) ≤ Cτ 2k

(
∥f k∥2L2(Ω) + ∥pkm∥2H1/2(∂Ω) + ∥rotu0∥2L2(Ω)

)
.

Ensuite, en divisant par τk et en sommant sur k, on obtient l’estimation (2.38).
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Il est clair que l’equation (2.35) est équivalente à

b(v, pk) = −
(
uk − uk−1

τk
,v

)
− ν a(uk,v) + (f k,v)− ⟨pkm,v · n⟩

H
− 1

2
00 (Γm),H

1
2
00(Γm)

,

ce qui implique que

b(v, pk) ≤
(wwwwuk − uk−1

τk

wwww+ ν ∥uk∥X + ∥f k∥L2(Ω) + ∥pkm∥H1/2(∂Ω)

)
∥v∥X .

Or, d’après la condition inf-sup (2.15), on a

sup
v∈X

b(v, pk)

∥v∥X
≥ β∥pk∥L2(Ω).

Donc,

∥pk∥L2(Ω) ≤ C

(wwwwuk − uk−1

τk

wwww+ ν ∥uk∥X + ∥f k∥L2(Ω) + ∥pkm∥H1/2(∂Ω)

)
.

Afin d’obtenir l’estimation (2.39), il suffit de prendre le carré de cette inégalité, de multiplier par

τk et de tenir compte des estimations (2.37) et (2.38) déjà démontrées.

Estimons maintenant les erreurs d’approximation de la vitesse et de la pression relatives au

schéma (2.35)-(2.36). Pour cela, on considère la séquence (ek)0≤k≤K définie par ek = u(tk) − uk,

où u est la solution exacte du problème (2.10)-(2.12). Pour chaque 1 ≤ k ≤ K, cette suite satisfait

au système suivant :

∀v ∈X, (ek,v) + ν a(ek,v) + b(v, p(tk)− pk) = (ek−1,v) + (εk,v), (2.43)

∀q ∈ L2(Ω), b(ek, q) = 0,

e0 = 0 dans Ω,

où l’erreur de consistance est donnée par

εk(u) =
u(tk)− u(·, tk−1)

τk
− ∂u

∂t
(tk).

En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, on obtient

εk(u) =
1

τk

∫ tk

tk−1

(s− tk−1)
∂2u

∂t2
(s)ds,
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ce qui donne

∥εk(u)∥L2(Ω) ≤
1√
3
τ
1/2
k

wwww∂2u∂t2
wwww

L2(tk−1,tk;L2(Ω)3)

.

En procédant de manière similaire à la preuve de stabilité et en tenant compte de l’estimation

ci-dessus pour εk(u), nous dérivons facilement le résultat de convergence suivant :

Proposition 2.10. Sous les hypothèses du théorème précédent, supposons de plus que la vitesse

exacte u, solution de (2.10)-(2.12), appartient à H2(0, T ;L2(Ω)3). Alors, les estimations d’erreur

suivantes sont vérifiées :(
∥ek∥2L2(Ω) + 2ν

k∑
i=1

τi∥rot ei∥2L2(Ω)

)1/2

≤ Cτ

wwww∂2u∂t2
wwww

L2(0,tk;L2(Ω)3)

,

(
k∑

i=1

τi∥p(ti)− pi∥2L2(Ω)

)1/2

≤ C τ

wwww∂2u∂t2
wwww

L2(0,tk;L2(Ω)3)

.

2.4 Discrétisation spectrale

2.4.1 Formulation discrète

Dans cette section, nous nous intéressons au cas où Ω est le cube unité ]− 1, 1[3 et l’interface

Γm = {(x, y, z) ∈ ∂Ω : y = ±1}.

On définit les faces du cube Ω comme suit :

Γ1 = {(x, y, z) ∈ ∂Ω : x = 1}, Γ2 = {(x, y, z) ∈ ∂Ω : x = −1},

Γ3 = {(x, y, z) ∈ ∂Ω : y = 1}, Γ4 = {(x, y, z) ∈ ∂Ω : y = −1},

Γ5 = {(x, y, z) ∈ ∂Ω : z = 1}, Γ6 = {(x, y, z) ∈ ∂Ω : z = −1},

On note par Pl,m,n(Ω) l’espace des polynômes de degré ≤ l par rapport à x, ≤ m par rapport à y

et ≤ n par rapport à z. Lorsque l,m et n sont égaux, cet espace est noté Pn(Ω).
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Soit N ≥ 2. En posant ξ0 = −1 et ξN = 1, nous introduisons les nœuds ξi, 1 ≤ i ≤ N − 1, et

les poids associés ρi, 0 ≤ i ≤ N , de la formule de quadrature de Gauss-Legendre-Lobatto (GLL).

En notant par PN(−1, 1) l’espace des restrictions à [−1, 1] des polynômes de degré ≤ N , nous

rappelons la propriété d’exactitude suivante ([14, Théorème 4.1]) :

∀φ ∈ P2N−1(−1, 1),

∫ 1

−1

φ(x) dx =
N∑
i=1

φ(ξi)ρi. (2.44)

La propriété d’équivalence suivante sera utile par la suite

∀φ ∈ PN(−1, 1), ∥φ∥2L2(−1,1) ≤
N∑
i=1

φ(ξi)
2ρi ≤ 3∥φ∥2L2(−1,1). (2.45)

Cette formule nous permet de définir le produit scalaire discret dans l’espace des fonctions continues

u et v comme suit

(u, v)N =


∑N

i=1

∑N
j=1 u(ξi, ξj)v(ξi, ξj) ρiρj en dimension 2,∑N

i=1

∑N
j=1

∑N
k=1 u(ξi, ξj, ξk)v(ξi, ξj, ξk) ρiρjρk en dimension 3.

La norme discrète associée sera notée ∥ ·∥N . Enfin, on note par IN : C(Ω)3 −→ PN(Ω)
3 l’opérateur

d’interpolation de Lagrange associé aux nœuds de Legendre-Gauss-Lobatto.

Nous désignons par LN ∈ PN(−1, 1), N ≥ 0, le polynôme de Legendre satisfaisant

LN(±1) = (±1)N ,

∫ 1

−1

Lm(x)Ln(x) dx = 0, ∀m ̸= n,

et

∥LN∥2L2(−1,1) =
2

2N + 1
.

De plus, l’identité suivante est valable pour tout N ≥ 1

LN(x) =
d

dx

(
LN+1(x)− LN−1(x)

2N + 1

)
. (2.46)

Lemme 2.11. [14, Théorème 5.1] L’inégalité suivante est vérifiée :

∀ϕN ∈ PN(−1, 1), ∥ϕ′
N∥L2(−1,1) ≤ CN2∥ϕN∥L2(−1,1), (2.47)

Lemme 2.12. [27, Lem. 3.1] L’inégalité de trace inverse suivante est vérifiée :

∀vN ∈ PN(Ω), ∥vN∥L2(∂Ω) ≤ c∗N∥vN∥L2(Ω). (2.48)
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On s’intéresse maintenant à la discrétisation spectrale du problème de Stokes (2.10)-(2.12).

D’abord, on considère l’espace continu

Y =
{
v ∈ H1(Ω)3,v · n = 0 sur ΓD et v × n = 0 sur Γm

}
,

qui n’est pas un sous-espace de X. L’espace des vitesses discrètes Y N est donné par

Y N = PN,N−1,N−1(Ω)× PN−1,N,N−1(Ω)× PN−1,N−1,N(Ω) ∩ Y ,

tandis que les pressions discrètes sont des polynômes de degré N−1 par rapport à chaque variable,

c’est-à-dire

MN = PN−1(Ω).

Afin d’introduire le problème approché, on considère la forme bilinéaire discrète aN,α(·, ·) définie
pour chaque vN ,wN ∈ Y N par

aN,α(vN ,wN) = (rotvN , rotwN)N − (vN × n, rotwN)N,ΓD

− (wN × n, rotvN)N,ΓD
+ αN2(vN × n,wN × n)N,ΓD

,

où α > 0 est un nombre réel et (·, ·)N,ΓD
désigne le produit scalaire discret en L2 défini sur ΓD par

la formule de quadrature GLL, i.e.

(vN ,wN)N,ΓD
:=

∑
i∈{1,2,5,6}

(vN |Γi
,wN |Γi

)N .

Nous introduisons notre problème discret basé sur la méthode de Galerkin avec intégration numérique

comme suit :

Trouver (uk
N,α)1≤k≤K ∈ Y N et (pkN,α)1≤k≤K ∈ MN tel que pour tout k = 1, 2, ..., K,

∀vN ∈ Y N ,

(
uk
N,α − uk−1

N,α

τk
,vN

)
N

+ ν aN,α(u
k
N,α,vN) + b(vN , p

k
N,α)

= (f k,vN)N − (pkm,vN · n)N,Γm , (2.49)

∀qN ∈ MN , b(uk
N,α, qN) = 0,

u0
N,α = INu0 dans Ω, (2.50)
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où (·, ·)N,Γm désigne le produit scalaire discret en L2 défini sur Γm par la formule de quadrature

GLL :

(pkm,vN · n)N,Γm :=
∑

i∈{1,2}

(pkm|Γi
, (vN · n)|Γi

)N .

Remarque 2.13. Soit u la vitesse du problème continu (2.1)-(2.6). Si nous supposons que u est

suffisamment régulière (par exemple, u(t) ∈ H2(Ω)3 pour presque tout t), alors une intégration

par parties montre que cette solution satisfait l’équation suivante

∀vN ∈ Y N ,

(
∂u

∂t
,vN

)
+νa(u,vN)−ν (vN×n, rotu)ΓD

+b(vN , p) = (f ,vN)−⟨pm,vN ·n⟩
H

− 1
2

00 (Γm),H
1
2
00(Γm)

.

De plus, comme la fonction u a une valeur de trace tangentielle nulle, l’équation ci-dessus est

équivalente à

∀vN ∈ Y N ,

(
u(tk)− u(tk−1)

τ
,vN

)
+ ν aN,α(u,vN) + b(vN , p) = (f ,vN)− ⟨pm,vN · n⟩

H
− 1

2
00 (Γm),H

1
2
00(Γm)(

u(tk)− u(tk−1)

τ
− ∂u

∂t
,vN

)
+ ν (aN,α − a)(u,vN)

+ ν(vN × n, rotu)ΓD
− ν(vN × n, rotu)N,ΓD

,

ce qui signifie que le schéma (2.49)-(2.50) est consistant pour les solutions régulières du problème

exact, i.e. la solution exacte u satisfait les équations (2.49)-(2.50) du problème discret avec un

terme de plus au second membre qui tend vers zéro lorsque N → +∞.

Pour aller plus loin, nous définissons la semi-norme ∥ · ∥N,α sur l’espace Y N par

∥v∥N,α =
(
∥rotv∥2N + αN2∥v × n∥2N,ΓD

)1/2
.

2.4.2 Condition inf-sup discrète

Lemme 2.14. Pour tout polynôme qN ∈ PN−1(Ω) ∩ L2
0(Ω), il existe un polynôme wN dans

PN,N−1,N−1(Ω)× PN−1,N,N−1(Ω)× PN−1,N−1,N(Ω) tel que

divwN = qN et wN · n = 0 sur Γj, j = 1, 6. (2.51)
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De plus, les bornes suivantes sont valables

∥wN∥H1(Ω) ≤ CN∥qN∥L2(Ω) (2.52)

et

∥wN × n∥L2(Γj) ≤ C∥qN∥L2(Ω) pour tout j = 1, 6, (2.53)

où C désigne une constante indépendante de N .

Démonstration. Soit qN un polynôme quelconque dans PN−1(Ω) ∩ L2
0(Ω) et posons

qN =
N−1∑

(l,m,n)∈J

αlmnLl(x)Lm(y)Ln(z),

où J est l’ensemble {0 ≤ l,m, n ≤ N et l+m+n ̸= 0}. En utilisant l’orthogonalité des polynômes

de Legendre, on peut vérifier que

∥qN∥2L2(Ω) =
∑

(l,m,n)∈J

α2
lmn∥Ll∥2L2(−1,1)∥Lm∥2L2(−1,1)∥Ln∥2L2(−1,1)

=
∑

(l,m,n)∈J

α2
lmn

(
2

2l + 1

)(
2

2m+ 1

)(
2

2n+ 1

)
≥ c

∑
(l,m,n)∈J

α2
lmn(l + 1)−1(m+ 1)−1(n+ 1)−1,

avec c > 0 une constante indépendante de N . On considère maintenant une partition de J en trois

ensembles disjoints J1, J2 et J3 définis comme suit

J1 = {(l,m, n) ∈ J : m,n ≤ l, 1 ≤ l},

J2 = {(l,m, n) ∈ J : l < m, n ≤ m, 1 ≤ m},

J3 = {(l,m, n) ∈ J : l,m < n, 1 ≤ n}.

On choisit wN = (w1, w2, w3), avec

w1 =
∑

(l,m,n)∈J1

αlmn

(
Ll+1(x)− Ll−1(x)

2l + 1

)
Lm(y)Ln(z),

w2 =
∑

(l,m,n)∈J2

αlmnLl(x)

(
Lm+1(y)− Lm−1(y)

2m+ 1

)
Ln(z),

w3 =
∑

(l,m,n)∈J3

αlmnLl(x)Lm(y)

(
Ln+1(z)− Ln−1(z)

2n+ 1

)
.
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D’abord, en utilisant l’identité (2.46), on a

divwN =
∂w1

∂x
+
∂w2

∂y
+
∂w3

∂z

=
∑

(l,m,n)∈J1

αlmnLl(x)Lm(y)Ln(z) +
∑

(l,m,n)∈J2

αlmnLl(x)Lm(y)Ln(z)

+
∑

(l,m,n)∈J3

αlmnLl(x)Lm(y)Ln(z)

=
∑

(l,m,n)∈J1∪J2∪J3

αlmnLl(x)Lm(y)Ln(z) = qN ,

car J = J1 ∪J2 ∪J3. Pour la preuve de l’estimation (2.52), nous nous référons à [47, Proposition

2]. Il reste à vérifier l’estimation concernant la trace tangentielle. Supposons par exemple que

n = (1, 0, 0). Alors,

wN × n = (0, w3,−w2). (2.54)

En tenant compte de la propriété d’orthogonalité des polynômes de Legendre, nous déduisons que

∥w3(1, ·, ·)∥2L2(Γ1)
=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

 ∑
(l,m,n)∈J3

αlmnLm(y)

(
Ln+1(z)− Ln−1(z)

2n+ 1

)
×

 ∑
(i,j,k)∈J3

αijkLj(y)

(
Lk+1(z)− Lk−1(z)

2k + 1

) dydz

=
∑
l,m

∑
n

∑
k=n−2,n ou n+2

α2
lmn∥Lm∥2L2(−1,1)

×
∫ 1

−1

(
Ln+1(z)− Ln−1(z)

2n+ 1

)
×
(
Lk+1(z)− Lk−1(z)

2k + 1

)
dz

≤ c
∑

(l,m,n)∈J3

α2
lmn(m+ 1)−1(n+ 1)−3.

Donc, puisque l ≤ n pour tout (l,m, n) ∈ J3,

∥w3(1, ·, ·)∥2L2(Γ1)
≤

∑
(l,m,n)∈J

α2
lmn(l + 1)−1(m+ 1)−1(n+ 1)−1 ≤ c∥qN∥2L2(Ω).

De même, en utilisant l’orthogonalité des polynômes de Legendre et le fait que m > l pour tout

(l,m, n) ∈ J2, on montre que

∥w2(1, ·, ·)∥2L2(Γ1)
≤ c

∑
(l,m,n)∈J3

α2
lmn(m+ 1)−3(n+ 1)−1 ≤ c∥qN∥2L2(Ω).
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Donc, en tenant compte de (2.54), on a

∥wN × n∥L2(Γ1) ≤ c∥qN∥L2(Ω).

De plus, en suivant exactement les mêmes étapes, on obtient les bornes souhaitées pour la trace

tangentielle sur les autres faces.

Lemme 2.15. [38, Remarque I.2.5] Pour tout v ∈ H1(Ω)3 tel que v × n = 0 sur ∂Ω on a

(rotv) · n = 0 sur ∂Ω.

Lemme 2.16. Pour toute fonction qN dans PN−1(Ω)∩L2
0(Ω), il existe un polynôme vN dans Y N

tel que

divvN = qN . (2.55)

De plus, l’estimation suivante est valable

∥vN∥H1(Ω) +N∥vN × n∥L2(ΓD) ≤ cN∥qN∥L2(Ω). (2.56)

Démonstration. Nous introduisons d’abord le polynôme ϖN défini sur l’intervalle [−1, 1] par

ϖN(ζ) =
(1− ζ)2

4
(1 + ζ)

L′′′
N(ζ)

L′′′
N(−1)

,

qui s’annule en 1 et −1, ϖ
′
N(1) = 0 et ϖ

′
N(−1) = 1. De plus, il satisfait

∥ϖN∥(−1,1) ≤ cN−3. (2.57)

En effet, d’après [14, page 235], on a pour tout ζ ∈ (−1, 1),

(1− ζ2)L
′′′

N = 4ζ L
′′

N − (N − 1)(N + 2)L
′

N .

De plus, on a

∥L′

N∥L2(−1,1) =

√
N(N + 1)

2
.
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Donc, en appliquant l’inégalité (2.47), on obtient

∥L′′

N∥L2(−1,1) ≤ CN3.

Pour conclure il suffit de tenir compte du fait que ([14, Formule 3.8]

|L′′′

N(−1)| = (N − 2)(N − 1)...(N + 3)

23 3!
≥ CN6.

On considère maintenant les polynômes

ψ1(x, y, z) = w3(x, 1, z)ϖN(−y)− w3(x,−1, z)ϖN(y),

et

ψ2(x, y, z) = −w1(x, 1, z)ϖN(−y) + w1(x,−1, z)ϖN(y),

où wN = (w1, w2, w3) est le polynôme du Lemma 2.14. Comme (ψ1, 0, ψ2) × n = 0, le Lemme

(2.15) implique que rot(ψ1, 0, ψ2) · n = 0. Le polynôme

vN = wN − rot(ψ1, 0, ψ2)

est celui recherché. En effet, on peut vérifier que vN appartient à Y N et que l’équation (2.55) est

évidemment satisfaite puisque la divergence d’un rot est égale à zéro. De plus, On a

∥ψ1∥H2(Ω) ≤
(
∥w3(·, 1, ·)∥H2([−1,1]2) + ∥w3(·,−1, ·)∥H2([−1,1]2)

)
∥ϖN∥L2(−1,1)

+
(
∥w3(·, 1, ·)∥H1([−1,1]2) + ∥w3(·,−1, ·)∥H1([−1,1]2)

)
∥ϖN∥H1(−1,1)

+
(
∥w3(·, 1, ·)∥L2([−1,1]2) + ∥w3(·,−1, ·)∥L2([−1,1]2)

)
∥ϖN∥H2(−1,1).

Ensuite, en appliquant l’inégalité (2.47) et l’estimation (2.57), on obtient

∥ψ1∥H2(Ω) ≤ CN4
(
∥w3(·, 1, ·)∥L2([−1,1]2) + ∥w3(·,−1, ·)∥L2([−1,1]2)

)
∥ϖN∥L2(−1,1)

≤ CN
(
∥w3(·, 1, ·)∥L2([−1,1]2) + ∥w3(·,−1, ·)∥L2([−1,1]2)

)
≤ CN

(
∥wN(·, 1, ·)× (0, 1, 0)∥L2(Γ1) + ∥wN(·,−1, ·)× (0,−1, 0)∥L2(Γ4)

)
≤ CN∥qN∥L2(Ω),

où on a utilisé l’estimation (2.53) dans la dernière ligne. Un résultat similaire peut être obtenu

pour ψ2. Ainsi, on a prouvé que

∥rot(ψ1, 0, ψ2)∥H1(Ω) ≤ CN∥qN∥L2(Ω),
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ce qui implique que

∥vN∥H1(Ω) ≤ CN∥qN∥L2(Ω).

Il ne reste plus qu’à prouver la borne sur la valeur tangentielle. Par exemple, si n = (1, 0, 0), on a

vN × n = wN × n−
(
0,−∂ψ1

∂y
(1, ·, ·),−

(
∂ψ1

∂z
− ∂ψ2

∂x

)
(1, ·, ·)

)
.

La stabilité de wN ×n a déjà été établie dans le Lemma 2.14. De plus, grâce aux inégalités inverses

(2.48) et (2.47), on awwww∂ψ1

∂y
(1, ·, ·)

wwww
L2(Γ1)

≤
(
∥w3(1, 1, ·)∥L2(−1,1) + ∥w3(1,−1, ·)∥L2(−1,1)

)
∥ϖ′

N∥L2(−1,1)

≤ CN
(
∥w3(·, 1, ·)∥L2([−1,1]2) + ∥w3(·,−1, ·)∥L2([−1,1]2)

)
∥ϖ′

N∥L2(−1,1)

≤ C
(
∥w3(·, 1, ·)∥L2(−1,1) + ∥w3(·,−1, ·)∥L2(−1,1)

)
≤ C

(
∥wN(·, 1, ·)× n2∥L2(Γ2) + ∥wN(·,−1, ·)× n5∥L2(Γ5)

)
.

Ainsi, l’estimation (2.53) donnewwww∂ψ1

∂y
(1, ·, ·)

wwww
L2(Γ1)

≤ C∥qN∥L2(Ω).

De même, on awwww∂ψ1

∂z
(1, ·, ·)

wwww
L2(Γ1)

≤
(
∥∂ w3

∂z
(1, 1, ·)∥L2(−1,1) + ∥∂ w3

∂z
(1,−1, ·)∥L2(−1,1)

)
∥ϖN∥L2(Ω)

≤ N2

(
∥∂ w3

∂z
(1, 1, ·)∥L2(−1,1) + ∥∂ w3

∂z
(1,−1, ·)∥L2(−1,1)

)
∥ϖN∥L2(Ω)

≤ CN3
(
∥w3(·, 1, ·)∥L2([−1,1]2) + ∥w3(·,−1, ·)∥L2([−1,1]2)

)
∥ϖN∥L2(Ω)

≤ C
(
∥w3(·, 1, ·)∥L2(−1,1) + ∥w3(·,−1, ·)∥L2(−1,1)

)
,

ce qui est équivalent à wwww∂ψ1

∂z
(1, ·, ·)

wwww
L2(Γ1)

≤ C∥qN∥L2(Ω).

En utilisant exactement les mêmes techniques, on montre les mêmes résultats pour ∂ψ2/∂y. On

procède de la même manière pour les autres faces de ΓD et on obtient finalement∑
Γj⊂ΓD

∥vN × nj∥2L2(Γj)
≤ C∥qN∥2L2(Ω).

Ceci conclut la preuve.
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Lemme 2.17. Pour tout q ∈ R, il existe v ∈ Y N tel que

b(v, q) ≥ C∥q∥2L2(Ω) et ∥v∥X ≤ C∥q∥L2(Ω),

où C > 0 est une constante indépendante de N .

Démonstration. Considérons la fonction φ ∈ P2(Ω) définie par φ(x, y, z) = (1− x2)(1− z2). Cette

fonction est clairement nulle sur ΓD et satisfait∫
Γm

φ(σ) dσ = 2

∫ 1

−1

(1− x2)(1− z2) dx dz > 0.

Selon [16, Thm. III.3.1], il existe un polynôme vN ∈ P2(Ω)
3, tel que

vN |Γm = −q φn.

De plus, puisque φ|ΓD
= 0 et n×n = 0, alors v ∈ Y N . Pour conclure, nous appliquons le théorème

de la divergence et on obtient

b(vN , q) = q2
∫
Γm

φ(σ) dσ ≥ c∥q∥2L2(Ω).

Théorème 2.18. Il existe une constante β > 0 indépendante de N telle que la condition inf-sup

suivante soit vérifiée

∀qN ∈ PN−1(Ω), sup
vN∈Y N

b(vN , qN)

∥vN∥H1(Ω) +N∥vN × n∥L2(Ω

≥ βN−1∥qN∥L2(Ω). (2.58)

Démonstration. La preuve repose sur l’argument de Boland-Nicolaides [17]. En effet, soit qN un

polynôme quelconque dans PN−1(Ω). Comme d’habitude, nous écrivons qN = q̃N + qN , où

q̃N ∈ L2
0(Ω) et qN =

1

|Ω|

∫
Ω

qN(x) dx.

Pour λ > 0, on choisit vN = ṽN + λvN , où ṽN est le polynôme associé à q̃N par le Lemme 2.16 et

vN est celui associé à qN par le Lemme 2.17. Observons également que b(ṽN , qN) = (q̃N , qN) = 0.
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On a donc,

b(vN , qN) = b(ṽN , q̃N) + λb(vN , qN)− λ(vN , q̃N)

≥ ∥q̃N∥2L2(Ω) + ∥qN∥2L2(Ω) − λ c∥vN∥H1(Ω)∥q̃N∥L2(Ω)

≥ 1

2
∥q̃N∥2L2(Ω) + λ

(
1− λc2

2

)
∥qN∥2L2(Ω),

où c > 0 est la constante dans l’inégalité ∥vN∥H1(Ω) ≤ c∥qN∥L2(Ω). Pour conclure il suffit de choisir

λ = c−2.

2.4.3 Stabilité et estimations d’erreur

Le lemme suivant montre que la forme bilinéaire aN,α(·, ·) définit un produit scalaire discret

associé à ∥ · ∥N,α sur l’espace Y N .

Lemme 2.19. Supposons que α ≥ 36c2∗, où la constante c∗ est définie dans (2.48). Alors, la forme

bilinéaire discrète aN,α(·, ·) satisfait pour tout vN dans Y N ,

aN,α(vN ,vN) ≥
1

2
∥vN∥2N,α. (2.59)

Démonstration. Soit vN un polynôme quelconque dans Y N . On a

aN,α(vN ,vN) = ∥rotvN∥2N − 2(rotvN ,v × n)N,ΓD
+ αN2∥v × n∥2N,ΓD

.
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En combinant l’inégalité de Young, la propriété (2.45) et (2.48), on obtient

2(rotvN ,v × n)N,ΓD
≤ 2∥rotvN∥2N,ΓD

∥v × n∥N,ΓD

≤ 2

(
N−2

36c2∗
∥rotvN∥2N,ΓD

+
18c2∗N

2

2
∥v × n∥2N,ΓD

)
≤ 2

(
9N−2

36c2∗
∥rotvN∥2L2(ΓD) + 9c2∗N

2∥v × n∥2N,ΓD

)
≤ 18

36
∥rotvN∥2L2(Ω) + 18c2∗N

2∥v × n∥2N,ΓD

=
1

2
∥rotvN∥2L2(Ω) + 18c2∗N

2∥v × n∥2N,ΓD

≤ 1

2
∥rotvN∥2N + 18c2∗N

2∥v × n∥2N,ΓD

Maintenant, l’hypothèse α ≥ 36c∗ implique que

α− 18c∗ ≥
α

2
.

On en déduit que

aN,α(vN ,vN) ≥
1

2
∥rotvN∥2N + (α− 18c2∗)N

2∥vN × n∥2N,ΓD

≥ 1

2
∥vN∥N,α.

Ceci conclut la preuve.

Nous énonçons maintenant le résultat d’existence et d’unicité.

Théorème 2.20. Supposons que les données

(f , pm) ∈ C0(0, T ;L2(Ω)3)× C0(0, T ;H
1/2
00 (Γm)),

que la vitesse initiale u0 appartient à V ∩ C0(Ω)3 et que α ≥ 36c2∗, où c∗ est défini dans (2.48).

Alors, le problème (2.49)-(2.50) admet une unique solution (uk
N,α, p

k
N,α)1≤k≤K. De plus, l’estimation

suivante est valable :

∥uk
N,α∥2L2(Ω) + ν

k∑
i=1

τi∥ui
N,α∥2N,α

≤ C

(
∥INu0∥2L2(Ω) +

k∑
i=1

τi

(
∥INf

i∥2L2(Ω) + ∥INp
i
m∥2L2(Γm)

))
,
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Démonstration. Pour tout k = 1, 2, . . . , K, la coercivité de la forme bilinéaire aN,α(·, ·) et la condi-

tion inf-sup discrète (2.58) assurent l’existence et l’unicité de la solution du problème (2.49)-(2.50)

grâce au théorème de Lax-Milgram [32, Théorème 1.3].

Pour v = uk
N,α dans (2.49), on a

1

2

(
∥uk

N,α∥2N − ∥uk−1
N,α∥

2
N + ∥uk

N,α − uk−1
N,α∥

2
N

)
+ ν τk∥rotuk

N,α∥2N

= (fk,uk
N,α)N − (pkm,u

k
N,α)N,Γm .

En tenant compte de la définition du produit scalaire discret (·, ·)N et en appliquant l’inégalité

(2.8), on trouve que

(fk,uk
N,α)N = (INf

k,uk
N,α)N

≤ ∥INf
k∥N∥uk

N,α∥N

≤ C∥INf
k∥L2(Ω)∥uk

N,α∥L2(Ω)

≤ C∥INf
k∥L2(Ω)∥rotuk

N,α∥L2(Ω)

≤ C∥INf
k∥L2(Ω)∥rotuk

N,α∥N

Maintenant, en appliquant l’inégalité de Young, on obtient

(fk,uk
N,α)N ≤ C∥INf

k∥2L2(Ω) +
ν

4
∥rotuk

N,α∥2N

≤ C∥INf
k∥2L2(Ω) +

ν

4
∥uk

N,α∥2N,α

On montre de la même façon que

(pkm,u
k
N,α)N,Γm ≤ C∥INp

k
m∥2L2(Γm) +

ν

4
∥uk

N,α)∥2N,α

On en déduit que

1

2

(
∥uk

N,α∥2N − ∥uk−1
N,α∥

2
N + ∥uk

N,α − uk−1
N,α∥

2
N

)
+
ν

2
τk∥rotuk

N,α∥2N

≤ C
(
∥INf

k∥2L2(Ω) + ∥INp
k
m∥2L2(Γm)

)
.
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On obtient le résultat désiré en prenant la somme sur k.

Maintenant, nous nous intéressons au cas où le paramètre de pénalisation α tend vers +∞.

Nous montrons que uk
N,α, k = 1, 2, .., K, converge vers une solution d’un problème discret conforme.

Lemme 2.21. Pour tout polynôme à divergence nulle v ∈ Y N , il existe un polynôme à divergence

nulle w(v) ∈ Y N tel que w(v)×n = v×n sur la portion ΓD et l’estimation suivante soit vérifiée :

∥w(v)∥L2(Ω) ≤ CN2∥v × n∥L2(ΓD), (2.60)

où C > 0 est une constante indépendante de α.

Démonstration. Soit v = (v1, v2, v3) ∈ Y N un polynôme à divergence nulle.

Etape 1. On veut construire un polynôme w vérifiant les propriétés suivantes :

w ∈ Y N , divw = 0 et w × n = v × n sur Γ1 ∪ Γ2.

Soit P le polynôme défini sur (−1, 1) par

P (x) =
3

4
(x− 1

3
)(x+ 1).

On peut vérifier que

P (−1) = 0, P (1) = 1 et

∫ 1

−1

P (x) dx = 0. (2.61)

Considérons le polynôme w := (w1, w2, w3) défini par

w1 =

∫ 1

x

P (−t) dt
(
∂v2
∂y

(−1, y, z) +
∂v3
∂z

(−1, y, z)

)
−
∫ x

−1

P (t) dt

(
∂v2
∂y

(1, y, z) +
∂v3
∂z

(1, y, z)

)
,

w2 = P (−x)v2(−1, y, z) + P (x)v2(1, y, z),

w3 = P (−x)v3(−1, y, z) + P (x)v3(1, y, z).

Puisque v ∈ Y N alors v1 = 0 sur la portion Γ1 ∪Γ2 et donc la dérivée tangentielle ∂v1/∂x = 0 sur

cette portion. Ainsi, le fait que divv = 0 implique en particulier que

∂v2
∂y

(±1, ·, ·) + ∂v3
∂z

(±1, ·, ·) = (divv)(±1, ·, ·) = 0. (2.62)
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Les propriétés (2.61) impliquent que

w1(±1, ·, ·) = w3(±1, ·, ·) = 0,

ce qui est équivalent à w · n = 0 sur ΓD. De plus, d’après (2.62) on a w1((±1, ·, ·) = 0 et comme

v ∈ Y N alors w3(±1, ·, ·) = 0. Donc w × n = 0 sur Γm. On a donc montré que w ∈ Y N .

Maintenant, en tenant compte de (2.61) on a

(w × n)|Γ1 = w × (1, 0, 0)

= (0, w3(1, ·, ·),−w2(1, ·, ·))

= (0, v3(1, ·, ·),−v2(1, ·, ·))

= (v × n)|Γ1 .

De même, on vérifie que w × n|Γ2 = v × n|Γ2 . C’est à dire que

w × n|Γ1∪Γ2 = v × n|Γ1∪Γ2 .

Le fait que w est à divergence nulle est trivial. Finalement, l’estimation

∥w∥L2(Ω) ≤ CN2∥v × n∥L2(Γ1∪Γ2)

est une conséquence directe de l’inégalité inverse (2.47).

Etape 2. Maintenant, on pose ṽ = v−w. Considérons le polynôme w̃ = (w̃1, w̃2, w̃3) défini comme

suit :

w̃1 = P (−z)ṽ1(x, y,−1) + P (z)ṽ2(x, y, 1),

w̃2 = P (−z)ṽ2(x, y,−1) + P (z)ṽ3(x, y, 1),

w̃3 =

∫ 1

z

P (−t) dt
(
∂ṽ2
∂y

(−1, y, z) +
∂ṽ3
∂y

(−1, y, z)

)
−
∫ z

−1

P (t) dt

(
∂ṽ2
∂y

(1, y, z) +
∂ṽ3
∂z

(1, y, z)

)
,

Comme à l’étape 1 on peut vérifier que w̃ ∈ Y N , div w̃ = 0, w̃×n = 0 sur Γ1∪Γ2 et w̃×n = ṽ×n
sur Γ5 ∪ Γ6. L’inégalité

∥w̃∥L2(Ω) ≤ CN2∥ṽ × n∥L2(Γ5∪Γ6)

est une conséquence directe de l’inégalité inverse (2.47).
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Le polynôme désiré est donné par

w(v) = w + w̃.

En effet, w(v) ∈ Y N , car w, w̃ ∈ Y N , et divw(v) = divw + div w̃ = 0. De plus, on a

(w(v)× n)|ΓD
= (w × n)|ΓD

+ (w̃ × n)|ΓD

=

v × n sur Γ1 ∪ Γ2,

w × n+ (v −w)× n sur Γ5 ∪ Γ6,

= (v × n)|ΓD
.

Théorème 2.22. Soit WN := Y N ∩ V . Pour tout entier N ≥ 2, soit uk
N ∈WN , k = 1, 2, .., K,

l’unique solution du schéma numérique suivant :

∀vN ∈WN , (uk+1
N − uk

N ,vN)N + ντk(rotu
k+1
N ,vN)N = τk(f

k+1,vN)N − τk(p
k+1
m ,vN)N,Γm .

(2.63)

u0
N = INu0.

Supposons que α ≥ 36c2∗, où c∗ est défini dans (2.48). Alors, l’estimation suivante est valable pour

tout k = 1, .., K.

∥uk
N,α − uk

N∥2L2(Ω) + ν
K∑
k=1

τk∥rot (uk
N,α − uk

N)∥2L2(Ω) ≤ c α−1.

Démonstration. La suite uk
N,α, k = 1, 2.., K, satisfait l’équation suivante

∀vN ∈WN ,

(πWN
(uk+1

N,α − uk
N,α),vN)N + ν τk (rot πWN

uk+1
N,α , rotvN)N = (fk+1,vN)N − (pk+1

m ,v · n)N,Γm

− (uk+1
N,α − πWN

uk+1
N,α ,vN)N − ν τk (rotu

k+1
N,α − πWN

uk+1
N,α , rotvN)N

+ ντk (rotvN ,u
k+1
N,α × n)N,ΓD

, (2.64)
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où πWN
désigne l’opérateur de projection orthogonale L2 surWN . En posant ekN = uk

N−πWN
uk

N,α

et en soustrayant (2.63) de (2.49), on obtient pour vN = ek+1
N ,

1

2

(
∥ek+1

N ∥2N − ∥ekN∥2N + ∥ek+1
N − ekN∥2N

)
+ ν τk ∥rot ek+1

N ∥2N = (uk+1
N,α − πWN

uk+1
N,α , e

k+1
N )N (2.65)

+ ν τk (rotu
k+1
N,α − πWN

uk+1
N,α , rot e

k+1
N )N − ντk (rot e

k+1
N ,uk+1

N,α × n)N,ΓD
.

En appliquant l’inégalité de Young et (2.48), nous trouvons que le deuxième terme dans (2.65) est

borné par

1

4
∥ek+1

N ∥2N +
ν τk
2

∥rot ek+1
N ∥2N +

1

2
∥uk+1

N,α − πWN
uk+1

N,α∥
2
L2(Ω) (2.66)

+ C
(
ν τk∥rot (uk+1

N,α − πWN
uk+1

N,α)∥
2
L2(Ω) +N2 ∥uk+1

N,α × n∥2L2(ΓD)

)
,

où C > 0 est une constante indépendante du paramètre α. En prenant la somme sur k, l’égalité

(2.65) devient donc

1

4
∥ek+1

N ∥2N +
ν

2

K∑
k=1

τi ∥rot ekN∥2N ≤ 1

2

K∑
k=1

∥uk+1
N,α − πWN

uk+1
N,α∥

2
L2(Ω)

+ C
K∑
k=1

(
ν τk∥rot (uk+1

N,α − πWN
uk+1

N,α)∥
2
L2(Ω) +N2 ∥uk+1

N,α × n∥2L2(ΓD)

)
, (2.67)

D’autre part, on a

∥uk+1
N,α − πWN

uk+1
N,α∥L2(Ω) = inf

vN∈WN

∥uk+1
N,α − vN∥L2(Ω)

≤ inf
vN∈WN

∥
(
uk+1

N,α −w(uk+1
N,α)

)
− vN∥L2(Ω) + ∥w(uk+1

N,α)∥L2(Ω),

où w(uk+1
N,α) est le polynôme du Lemme 2.21. Puisque uk+1

N,α −w(uk+1
N,α) ∈WN , nous déduisons que

inf
vN∈WN

∥
(
uk+1

N,α −w(uk+1
N,α)

)
− vN∥L2(Ω) = 0.

Ainsi, l’estimation (2.60) implique que

∥uk+1
N,α − πWN

uk+1
N,α∥L2(Ω) ≤ C∥uk+1

N,α × n∥L2(ΓD). (2.68)

Or, d’après le Théorème 2.20, on a

k∑
i=1

N2∥uk+1
N,α × n∥L2(ΓD) ≤ Cα−1,
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où la constante C > 0 est indépendante de α. Maintenant, l’inégalité inverse (2.47) nous donne

∥rot (uk+1
N,α − πWN

uk+1
N,α)∥L2(Ω) ≤ N2∥rot (uk+1

N,α − πWN
uk+1

N,α)∥L2(Ω),

ce qui conclut la démonstration.

Maintenant, on a l’intention de prouver des estimations d’erreur pour la discrétisation spectrale.

On a besoin du résultat d’approximation essentiel suivant :

Lemme 2.23. Soit s un nombre réel ≥ 1. L’estimation d’approximation suivante est valable pour

toute fonction v dans Hs(Ω)3 ∩ V :

inf
vN∈PN (Ω)3∩V

∥v − vN∥X ≤ cN1−s∥v∥Hs(Ω). (2.69)

Démonstration. Pour tout N ≥ 3, il existe un opérateur ΠN : Hs(Ω)3 −→ PN(Ω)
3, s ≥ 3, défini

par la formule (2.11) dans [55] et tel que si v est à divergence nulle, alors

div ΠNv = 0.

De plus, ΠNv satisfait les mêmes conditions au bord que le champs de vecteurs v (voir [55,

Remarque 2.2]). En particumier, si v ∈ X, alors ΠNv ∈ X. Finalement, en suivant exactement

les mêmes étapes de la preuve du Théorème 2.2 dans [55], on montre que 2

∀v ∈ Hs(Ω)3 ∩X, ∥v − ΠNv∥H1(Ω) ≤ cN1−s∥v∥Hs(Ω).

Or, puisque Ω est convexe, les normes ∥ · ∥H1(Ω) et ∥ · ∥X sont équivalentes. On en déduit donc que

∀v ∈ Hs(Ω)3 ∩X, ∥v − ΠNv∥X ≤ cN1−s∥v∥Hs(Ω). (2.70)

En tenant compte de la définition de l’opérateur ΠN dans [55], on vérifie très facilement que

l’estimation ci-dessus reste valable pour s = 1. Le théorème principal d’interpolation [48, Thm

I.5.1] et le Lemme 5.3 dans [21] nous assurent que l’estimation (2.70) reste valable pour tout

s ≥ 1.

2. Le Théorème 2.2 dans [55] est énoncé pour les champs de vecteurs v ∈ Hs(Ω)3 ∩ H1
0 (Ω)

3. Cependant, la
condition au bord v|∂Ω = 0 ne joue aucun rôle dans la démonstration du théorème.
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Lemme 2.24. [14, Théorème 7.3] Soit s ≥ 2 un nombre réel. Pour tout nombre entier N ≥ 2s−1,

il existe un opérateur Πs,N : Hs(Ω)3 −→ PN−1(Ω)
3 tel que pour tout nombre entier 0 ≤ m ≤ 2, il

existe une constante C > 0 indépendante de N telle que

∀u ∈ Hs(Ω)3, ∥u−Πs,N u∥H2(Ω) ≤ C Nm−s ∥u∥Hs(Ω).

.

Théorème 2.25. Supposons que la vitesse initiale u0 appartient à V et que le paramètre de

pénalisation vérifie α ≥ 36c2∗, où c∗ est défini dans (2.48). De plus, supposons que nous ayons

u ∈ H2(0, T ;Hs(Ω)3), u0 ∈ Hs(Ω)3, pour un nombre réel s ≥ 2

et

f ∈ C0(0, T ;Hσ(Ω)3), pm ∈ C0(0, T ;Hµ+1/2(Γm)), pour σ >
3

2
et µ > 0,

alors pour chaque k = 1, .., K, l’estimation a priori suivante est valide(
∥u(tk)− uk

N,α∥2L2(Ω) + ν
k∑

i=1

τi∥u(ti)− ui
N,α∥2N,α

)1/2

≤ C

(
N1−s

(
∥u0∥2Hs(Ω) + ∥u(tk)∥2Hs(Ω) +

k∑
i=1

τi∥u(ti)∥2Hs(Ω) +
k∑

i=1

τi

wwww∂u∂t (ti)
wwww2

Hs(Ω)

)1/2

(2.71)

+ τ

wwww∂2u∂t2
wwww

L2(0,tk;Hs(Ω)3)

+N−σ

(
k∑

i=1

τi∥f i∥2Hσ(Ω)

)1/2

+N−µ

(
k∑

i=1

τi∥pim∥2Hµ+1/2(Γm)

)1/2)
,

L’estimation de l’erreur correspondant au terme d’accélération est donnée comme suit

 k∑
i=1

τi

wwwww(u(ti)− ui
N,α)− (u(·, ti−1)− ui−1

N,α)

τi

wwwww
2

L2(Ω)

1/2

≤ C

(
N1−s

(
∥u0∥2Hs(Ω) +

k∑
i=1

τi∥u(ti)∥2Hs(Ω) +
k∑

i=1

τi

wwww∂u∂t (ti)
wwww2

Hs(Ω)

)1/2

(2.72)

+ τ

wwww∂2u∂t2
wwww

L2(0,tk;Hs(Ω)3)

+N−σ

(
k∑

i=1

τi∥f i∥2Hσ(Ω)

)1/2

+N−µ

(
k∑

i=1

τi∥pim∥2Hµ+1/2(Γm)

)1/2)
.
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Démonstration. Nous introduisons les espaces V N et WN des polynômes à divergence nulle :

V N := PN−1(Ω)
3 ∩ V et WN := {vN ∈ Y N , divvN = 0}.

Notez que la solution discrète uk
N appartient à l’espaceWN pour chaque k. Soit ũN(t) = πV N

u(t)

la projection sur V N par rapport à la forme bilinéaire a(·, ·), c’est-à-dire

∀vN ∈ V N , ∀t ∈ [0, T ], a(u(t)− ũN(t),vN) = 0.

La fonction ũN appartient à l’espace H2(0, T ;V N). En effet, d’après le Lemme 1.12, on a pour

tout t ∈]0, T [ et vN ∈ V N ,
3

d

dt
a(u(t),vN) =

d

dt
a(ũN(t),vN)

= a(
∂

∂t
ũN(t),vN)

= a(πV N

∂

∂t
ũN(t),vN).

Donc, ũN ∈ H1(0, T ;V N) et
∂

∂t
ũN = πV N

∂

∂t
ũN .

De même, on montre que ũN ∈ H2(0, T,V N) et

∂2

∂t2
ũN = πV N

∂2

∂t2
ũN .

on peut vérifier que la fonction ũN satisfait pour tout vN ∈WN ,(
∂ũ

∂t
(tk),vN

)
+ ν a(ũN(tk),vN)− ν (vN × n, rot ũN(tk))ΓD

=

(
∂

∂t
(ũN − u)(tk),vN

)
+ νa((ũN − u)(tk),vN) + (f k,vN)− ⟨pkm,vN · n⟩

H
− 1

2
00 (Γm),H

1
2
00(Γm)

.

De plus, puisque la fonction ũN a une trace tangentielle nulle sur la frontière et appartient à

PN−1(Ω)
3, l’équation ci-dessus est équivalente à

∀vN ∈WN ,

(
ũN(tk)− ũN(·, tk−1)

τk
,vN

)
N

+ νaN,α(ũN(tk),vN) =
3∑

i=1

Ek
i (vN) (2.73)

+ (f ,vN)− ⟨pm,vN · n⟩
H

− 1
2

00 (Γm),H
1
2
00(Γm)

,

3. Remaquer que l’application u ∈ V N −→ aN,α(·,vN ) appartient au dual de V N pour tout vN ∈ V N .
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où on a mis

Ek
1(vN) =

(
ũN(tk)− ũN(·, tk−1)

τk
− ∂ũN

∂t
(tk),vN

)
,

Ek
2(vN) =

(
∂ũN

∂t
(tk)−

∂u

∂t
(tk),vN

)
,

Ek
3(vN) = ν (vN × n, rotuN(tk)− rot ũN(tk))N,ΓD

Maintenant, en posant ekN = ũN(tk)−uk
N,α et en soustrayant l’équation (2.49) de (2.73), on obtient

l’équation d’erreur suivante

∀vN ∈WN ,

(
ekN − ek−1

N

τk
,vN

)
N

+ νaN,α(e
k
N ,vN) =

5∑
i=1

Ek
i (vN), (2.74)

où

Ek
4(vN) = (fk,vN)− (fk,vN)N et Ek

5(vN) = (pkm,vN · n)N,Γm − ⟨pkm,vN · n⟩
H

− 1
2

00 (Γm),H
1
2
00(Γm)

.

On pose vN = 2τekN dans (2.74). L’identité

2(a, a− b) = (∥a∥ − ∥b∥+ ∥a− b∥)

implique que

1

2

(
∥ekN∥2N − ∥ek−1

N ∥2N + ∥ekN − ek−1
N ∥2N

)
+ τk ν∥ekN∥2N,α = τk

5∑
i=1

Ek
i (e

k
N). (2.75)

Maintenat, on traite les termes de consistance. La formule de taylor avec reste intégral donne

Ek
1(e

k
N) =

(
1

τk

∫ tk

tk−1

(s− tk−1)
∂2ũN

∂t2
(s) ds, ekN

)

≤ Cτk

∫ tk

tk−1

∥∂
2ũN

∂t2
(s)∥2L2(Ω) ds+

1

2
∥ekN∥2L2(Ω)

De même, on a

Ek
2(e

k
N) ≤

1

2

wwww∂u∂t − πV N

∂u

∂t

wwww2

L2(Ω)

+
1

2
∥ekN∥2L2(Ω)

≤ CN2(1−s) ∥∂u
∂t

∥2Hs(Ω) + C∥ekN∥2N .
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En utilisant l’inégalité de Young, on obtient

Ek
3(e

k
N) ≤ ν∥ekN × n∥L2(ΓD)∥rotu(tk)− rot ũN(tk)∥L2(ΓD)

≤ νN2∥ekN × n∥2L2(ΓD) + νN−2∥rotu(tk)− rot ũN(tk)∥2L2(ΓD)

Maintenant, l’inégalité inverse (2.48), le théorème de trace (voir [23, Thm III.2.19]) et le Lemme

2.24 impliquent que

N−2∥rotu(tk)− rot ũN(tk)∥2L2(ΓD)

≤ N−2 ∥rotu(tk)− rotΠs,N u(tk)∥2L2(ΓD) + ∥rotΠs,N u(tk)− rot ũN(tk)∥2L2(ΓD)

≤ C
(
N−2∥rotu(tk)− rotΠs,N u(tk)∥H1(Ω) ∥rotu(tk)− rotΠs,N(tk)∥H2(Ω)

+ ∥rotΠs,N u(tk)− rot ũN(tk)∥2L2(Ω)

)
≤ CN2(1−s)∥u(tk)∥2Hs(Ω).

On obtient finalement

∥ekN∥2N + ν
k∑

i=1

τi∥eiN∥2N,α ≤ C

(
N2(1−s)

(
∥u0∥2Hs(Ω) +

k∑
i=1

τi

wwww∂u∂t (ti)
wwww2

Hs(Ω)

+
k∑

i=1

τi∥u(ti)∥2Hs(Ω)

)

+ τ 2
wwww∂2u∂t2

wwww2

L2(0,T ;L2(Ω))

+N−2σ

k∑
i=1

τi∥f i∥2Hσ(Ω) +N−2µ

k∑
i=1

τi∥pim∥2Hµ+1
2 (Γm)

)
.

Ainsi, l’estimation (2.71) découle en combinant l’estimation (2.69), l’identité

u(tk)− uk
N,α = u(tk)− ũN(tk) + ũN(tk)− uk

N,α,

et l’inégalité triangulaire.

On démontre maintenant l’estimation de l’erreur (2.72). En posant vN = ekN−ek−1
N dans (2.74),

en utilisant l’inégalité de Young et les résultats d’approximation standard mentionnés ci-dessus,

on obtient
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∥ekN − ek−1
N ∥2N +

ντk
2

(
∥ekN∥2DG + ∥(ekN − ek−1

N )∥2DG − ∥ek−1
N ∥2DG

)
≤ C τ 2k

(
N2(1−s)

(
∥u(tk)∥2Hs(Ω) +

wwww∂u∂t (tk)
wwww2

Hs(Ω)

)
+ τ

wwww∂2u∂t2
wwww2

L2(tk−1,tk;Hs(Ω)3)

+N−2σ

k∑
i=1

τi∥f i∥2Hσ(Ω) +N−2µ

k∑
i=1

τi∥pim∥2Hµ+1/2(Γm)

)
+

1

2
∥ekN − ek−1

N ∥2N .

En divisant les deux côtés par τk, en sommant sur k et en utilisant une inégalité triangulaire, on

obtient l’estimation désirée.

Proposition 2.26. Sous l’hypothèse de la Proposition 2.25, supposons de plus que la pression

du problème exact (2.10)-(2.12) appartient à H1(0, T ;Hr(Ω)), pour un nombre réel r ≥ 1. Alors,

l’estimation d’approximation suivante est valable(
k∑

i=1

τi∥p(ti)− piN,α∥2L2(Ω)

)1/2

≤ CN

(
N1−s

(
∥u0∥2Hs(Ω) +

k∑
i=1

τi∥u∥2Hs(Ω) +
k∑

i=1

τi

wwww∂u∂t (tk)
wwww2

Hs(Ω)

)1/2

+ τ

wwww∂2u∂t2
wwww

L2(0,tk;Hs(Ω)3)

+N−r

(
k∑

i=1

τi ∥p(ti)∥2Hr(Ω)

)1/2

+N−σ

(
k∑

i=1

τi∥f i∥2Hσ(Ω)

)1/2

+N−µ

(
k∑

i=1

τi∥pim∥2Hµ+1
2 (Γm)

)1/2)
.

Démonstration. La vitesse exacte satisfait pour chaque k = 1, .., K et vN ∈WN ,(
∂u

∂t
(tk),vN

)
+ ν a(u(tk),vN)− ν (vN , rotu(tk)× n) + b(vN , p(tk)) =(fk,vN)− ⟨pkm,vN · n⟩

H
− 1

2
00 (Γm),H

1
2
00(Γm)

En utilisant le fait que ũN est la projection de u sur l’espace V N par rapport à la forme bilinéaire

a(·, ·), l’équation ci-dessus peut être réécrite comme suit(
∂u

∂t
(tk),vN

)
+ ν aDG(ũN(tk),vN)− ν (vN , (rotu− rot ũN)(tk)× n)ΓD

+ b(vN , p(tk)) (2.76)

= (fk,vN)− ⟨pkm,vN · n⟩
H

− 1
2

00 (Γm),H
1
2
00(Γm)
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Pour presque chaque t ∈ [0, T ], on considère la fonction p̃N(t) = πN−1p(t), où πN−1 est l’opérateur

de projection orthogonale défini de L2(Ω) sur PN−1(Ω). On a

b(vN , p̃N(tk)− pkN) = b(vN , p̃N(tk)− p(tk)) + b(vN , p(tk))− b(vN , p
k
N).

Donc, si on utilise les expressions de b(vN , p
k
N) et b(vN , p(tk)) données par les équations (2.49) et

(2.76) respectivement, on trouve l’équation d’erreur suivante

b(vN , p̃N(tk)− pkN,α) = b(vN , p̃N(tk)− p(tk))−
(
∂u

∂t
(tk),vN

)
+

(
uk

N − uk−1
N

τk
,vN

)
N

− νaDG(ũN(tk)− uk
N ,vN) + ν (vN , (rotu− rot ũN)(tk)× n)ΓD

+ (fk,vN)− ((fk,vN)N − ⟨pkm,vN · n⟩
H

− 1
2

00 (Γm),H
1
2
00(Γm)

+ (pkm,vN · n)N,Γm .

Par conséquent, en utilisant la condition inf-sup (2.58) et en tenant compte des estimations d’erreur

déjà prouvées pour la vitesse et des résultats d’approximation standard, nous dérivons l’estimation

souhaitée.

Remarque 2.27. D’après la démonstration du Lemme 2.16, la constante β apparaissant dans

(2.58) est égale à c max(1,
√
α)−1, où c est une constante indépendante de α. Par conséquent, on

peut s’attendre à ce que des valeurs très élevées du paramètre de pénalisation α aient un impact

négatif sur la convergence des pressions discrètes.

2.5 Tests numériques

Afin d’évaluer l’efficacité de la méthode proposée, nous présentons dans cette section quelques

résultats numériques. Tous les calculs de cette section ont été réalisés avec le logiciel FreeFEM–

3D [63]. Nous évaluons la précision du schéma pour deux exemples de test avec des solutions

fabriquées connues pour le problème de Stokes (2.1)-(2.6). Le premier montre le test de précision

temporelle, tandis que le second montre le test de précision spatiale. À chaque pas de temps, les

systèmes linéaires d’équations algébriques obtenus sont résolus à l’aide d’un solveur itératif à résidu

minimal généralisé (GMRES) [54].
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Test de précision temporelle

Pour montrer le taux de convergence par rapport au temps, on construit le problème tridimen-

sionnel où la solution exacte est donnée dans le cube unitaire ]0.1[3 par

ue1(t, x, y, z) = (x2 − y4 + z6) sin(t)− log(1 + t2) y3z2

ue2(t, x, y, z) = sin(t) (x3z2 + y5) + x3z2
√
1 + t2 − t

ue3(t, x, y, z) = − sin(t) (2xz + 5y4z − x3y3) + (x2 + y2) exp(−t2) + t3

pe(t, x, y, z) = (x3 + y2 + z) (t2 + sin(πt)) + x3y2z + t3.

Ainsi, la fonction appropriée f et les conditions aux bords sont déduites à partir de cette

solution exacte avec ν = 1. La frontière Γm cöıncide avec la face supérieure z = 1 et ΓD = ∂Ω\Γm.

On fixe le paramètre α égal à 10 et on utilise le degré N = 7 dans chaque direction pour garantir

une erreur spatiale négligeable dans la plage de pas de temps choisie. Les erreurs sur la vitesse et

de pression par rapport à la solution exacte sont calculées au temps final T = 1. Nous retrouvons

un ordre de convergence pour la vitesse et la pression qui diminue à mesure que le pas de temps

tend vers 0, avec un taux de convergence égal à 1, ce qui confirme l’estimation théorique obtenue

au paragraphe 2.4.3, voir la Figure 2.1.

10−2 10−1
10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

∆t

E
rr
or
s

(L2 − u)
(H1 − u)
(L2 − p)
slope=1

Figure 2.1 – Taux de convergence par rapport au pas de temps ∆t pour la vitesse dans les normes
L2 et H1 et la norme L2 pour la pression en utilisant N = 7 et α = 10.
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Test de précision spatiale

Vérifier la précision spatiale est l’objectif du deuxième test. Le carré ]0.1[2 représente le domaine

de calcul, et la solution exacte du problème de Stokes est donnée par

ue1(t, x, y) = sin(πx) sin(πy) t

ue2(t, x, y) = cos(πx) cos(πy) t

pe(t, x, y) = sin(π(x− y)) t.

Nous fixons le pas de temps ∆t égal à 0.1, α = 10, et nous traçons l’erreur des normes L2

et H1 de la vitesse ainsi que l’erreur en norme L2 de la pression entre la solution numérique et

la solution exacte au temps final T = 1 avec un degré polynomial successif allant de N = 5 à

N = 18. La Figure 2.2 montre que les pentes de convergence de la vitesse et de la pression dans

toutes les normes correspondent à la pente de e−x. En conséquence, pour toutes les inconnues, une

convergence spectrale est atteinte, ce qui est compatible avec l’estimation d’erreur trouvée dans la

présente étude.
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Figure 2.2 – Taux de convergence par rapport au degré des polynômes N pour la vitesse dans
les normes L2 et H1 et la norme L2 pour la pression.
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Chapitre 3

Inégalités de type Poincaré-Friedrichs
pour les espaces de
Sobolev/polynomiaux brisés

Soit Ω ⊂ R2 un domaine polygonal, borné et connexe. L’objectif de ce chapitre est d’introduire

une nouvelle méthode pour établir les inégalités de type Poincaré-Friedrichs pour les fonctions

régulières par morceaux. Une inégalité de type Poincaré-Friedrichs sécrit généralement

∀v ∈ V (Ω), ∥v∥V (Ω) ≤ C∥Dv∥L2(Ω), (3.1)

où V (Ω) est un espace de Sobolev et D est un opérateur différentiel. Pour les schémas numériques

basés sur la méthode de Galerkin discontinue, il est essentiel d’étendre l’inégalité (3.1) aux fonc-

tions régulières par morceaux sur une triangulation donnée du domaine physique. Pour ce faire,

l’idée principale de ce chapitre est de construire un opérateur Ih défini sur l’espace des fonctions

polynomiales par morceaux tel que

(v − Ihv) ∈ V (Ω) (3.2)

et l’estimation suivante soit vérifiée :∑
D∈Ph

∥Ihv∥2H1(D) ≲
∑
e∈Eh

c(Ne)h
−1
e ∥[v]∥2L2(e), (3.3)

où c(Ne) > 0 est une constante dépendant du degré polynomial local Ne et [v] dénote le saut de la

fonction v. Dans de nombreux cas pratiques, les propriétés (3.1)-(3.3) sont suffisantes pour déduire
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l’inégalité

∥v∥V (Ω) ≲

(
∥Dv∥2L2(Ω) +

∑
e∈Eh

c(Ne)h
−1
e ∥[v]∥2L2(e)

)1/2

.

L’un des résultats obtenus dans ce chapitre sera utilisé dans le prochain chapitre pour donner des

majorations du terme non linéaire (u · ∇)u des équations de Navier-Stokes, ce qui va permettre

de montrer la stabilité et la convergence optimale du schéma numérique qui sera introduit à la

Section 4.2.

3.1 Notations et préliminaires

Soit Ω ⊂ R2 un domaine polygonal borné avec frontière ∂Ω. Nous considérons deux sous-

ensembles disjoints et mesurables γDir et γt de la frontière ∂Ω où les conditions aux bords de type

Dirichlet et les conditions aux bords tangentielles sont respectivement imposées. Soit {Ph}h une

famille de partitions de Ω en polygones, c’est-à-dire que nous supposons seulement que

D ∩D′
= ∅ si D ̸= D

′
et
⋃

D∈Ph

D = Ω.

Nous définissons une arête comme un segment de la frontière d’un sous-domaine dans Ph. L’en-

semble de toutes les arêtes des sous-domaines de la partition Ph est noté Eh . On note EI
h , EDir

h et

E t
h les sous-ensembles de Eh contenant les arêtes qui se trouvent à l’intérieur du domaine Ω, sur

γDir et γt respectivement. L’intersection de toute arête de la frontière avec γDir et γt est soit l’arête

elle-même, soit de mesure nulle. Nous assignons à chaque élément D ∈ Ph son diamètre hD, le

diamètre ρD de la plus grande boule contenue dans D et un degré polynomial ND. Nous notons

par he la longueur de l’arête e ∈ Eh et définissons Ne par la règle

Ne =

max {ND, ND′} si e = ∂D ∩ ∂D′ ∈ EI
h ,

ND si e ∈ EDir
h ∪ E t

h.

Nous notons par δ le couple (h,N ) où h := max
D∈Ph

hD est la taille du maillage et N := (ND)D∈Ph
.

Pour toutes quantités A et B, la notation A ≲ B signifie que la constante c dans l’inégalité A ≤ cB

ne dépend pas de δ. L’espace de Sobolev brisé H1(Ω,Ph) est défini comme suit :

H1(Ω,Ph) = {v : Ω −→ R; v|D ∈ H1(D), ∀D ∈ Ph}.
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L’espace polynomial brisé SN (Ω,Ph) se compose de fonctions polynomiales par morceaux (possi-

blement) discontinues, c’est-à-dire,

SN (Ω,Ph) = {v : Ω −→ R; v|D ∈ PND
(D), ∀D ∈ Ph},

où PN est soit l’espace des polynômes de degré total au plus égal àN , soit l’espace des polynômes de

degré inférieur ou égal à N par rapport à chaque variable. Pour D ∈ Ph, e ∈ Eh et v ∈ H1(Ω,Ph),

nous notons par v+ et v− la valeur de trace de v sur le bord e depuis l’extérieur et l’intérieur de

D respectivement. Nous définissons le saut de la fonction v par

[v] =
(
v+ − v−

)
|e .

Lorsque e appartient à la frontière, la quantité ci-dessus est simplement la valeur de trace, c’est-

à-dire

[v] = v|e.

Figure 3.1 – Le triangle de référence.

Soit Th une sous-partition de Ph telle que

1. chaque élément dans Th est soit un triangle, soit un rectangle,

2. l’intersection de deux éléments quelconques, si elle n’est pas vide, est soit un sommet, soit une

arête entière,

3. pour tout K ⊂ Th, il n’existe qu’un seul D ⊂ Ph tel que K ⊂ D. De plus s’il existe e ∈ Eh telle

que l’intersection ∂K ∩ e est une arête e′ du triangle K, alors he ≲ he′ .

4. Soit K̂ un triangle de référence(voir Fig.3.1). À chaque élément K ∈ Th, nous associons une

transformation affine inversible FK : K̂ → K qui satisfait la condition de compatibilité F−1
K1

(K1 ∩
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K2) = F−1
K2

(K1 ∩ K2), pour tous les éléments K1, K2 ∈ Th. À toute arête e ⊂ ∂K, K ∈ Th, on

associe l’arête de référence ê définie par

ê := F−1
K (e).

De même, pour toute fonction v définie sur K ∈ Th, on pose

v̂ := v ◦ FK .

Pour des raisons techniques, nous supposons que Th est formé par les patches suivants :

— Les patches ωDir et ωt consistent en des triangles avec au moins une arête sur γDir et γt,

respectivement.

— Étant donné un ensemble de sommets V , les macroéléments Mz, pour chaque z ∈ V , re-

groupent tous les triangles pour lesquels z est un sommet. Nous supposons que l’intersection

de deux macroéléments différents est vide. Nous définissons le patch ωM comme la réunion

de tous les Mz, pour z ∈ V .

— Le patch ω contient tous les quadrilatères reliant les macroéléments Mz, c’est-à-dire qu’un

élémentK appartient à ω si et seulement s’il existe deux sommets z, z
′
tels que l’intersection

de Mz et Mz′ avec K est une arête entière. Nous supposons que l’intersection de tout

quadrilatère dans ω avec γDir et γt a une mesure nulle.

— ω̃ regroupe les triangles entourés par les quadrilatères de ω (voir Fig. 3.2).

Pour aller plus loin, on considère les hypothèses suivantes sur le maillage Th :

(H1) Le nombre de triangles dans chaque composante connexe de ω̃ est uniformément borné par

rapport à la taille du maillage h.

(H2) Pour tout z ∈ V , le nombre d’éléments de Mz est borné indépendamment de h.

(H3) Le patch ωDir est l’union de deux parties ω1
Dir et ω

2
Dir telles que : chaque triangle dans ω

1
Dir

(resp. ω2
Dir) a seulement une arête (resp. un sommet) sur γDir, l’intersection de deux triangles

dans ω1
Dir, si elle n’est pas vide, est un sommet, et pour deux triangles K1, K2 ∈ ω1

Dir ayant

un sommet en commun, il n’existe qu’un seul triangle dans ω2
Dir qui partage une arête avec

à la fois K1 et K2.
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Figure 3.2 – Une portion de la sous-partition Th.

(H4) Le patch ωt est l’union de deux parties ω1
t et ω2

t telles que : chaque triangle dans ω1
t (resp.

ω2
t ) a seulement une arête (resp. un sommet) sur γt, l’intersection de deux triangles dans ω1

t ,

si elle n’est pas vide, est un sommet, et pour deux triangles K1, K2 ∈ ω1
t ayant un sommet

en commun, il n’existe qu’un seul triangle dans ω2
t qui partage une arête avec à la fois K1 et

K2.

Nous notons par T(Ph) l’ensemble de tous les maillages Th qui satisfont aux propriétés (1)-(4) et

aux hypothèses (H1)-(H4). Un indicateur de la qualité de la partition Ph est la constante

κ(Ph) := inf
Th∈T(Ph)

sup
K∈Th

|K|
ρ2K

.

Lemme 3.1. [12] L’inégalité inverse suivante est vérifiée :

∀v ∈ PN(−1, 1), ∥v∥L∞(−1,1) ≲ N ∥v∥L2(−1,1).

Lemme 3.2. [37] L’inégalité inverse suivante est vérifiée :

∀v ∈ PN(K̂), ∥v∥H1(K̂) ≲ N ∥v∥H1/2(K̂).

Lemme 3.3. [23] Soit K ∈ Th et e l’une de ses arêtes. L’inégalité de trace suivante est satisfaite :

∀v ∈ H1(K), ∥v∥L2(e) ≲ h1/2e |K|−1/2
(
∥v∥L2(K) + hK∥∇v∥L2(K)

)
, (3.4)

où |K| désigne l’aire de K.

Lemme 3.4. [36, Lemme 1.23] Une fonction v ∈ H1(Ω,P) appartient à H1(Ω) si et seulement si

∀e ∈ EI
h , [v] = 0.
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3.2 Fonctions à valeurs réelles

Dans cette partie, nous traitons des fonctions à valeurs réelles définies sur le domaine Ω. Nous

supposons que la portion γt du bord est vide.

Lemme 3.5. [53, Lemme 4.1] Soit N ≥ 1 un entier. Il existe un polynôme φN ∈ PN(−1, 1) tel

que

φN(1) = 1 , φN(−1) = 0

et

∥φN∥2L2(−1,1) =
2

N(N + 2)
.

Proposition 3.6. [40, Théorème 1.5.2.3] Soit D ⊂ R2 un polygone et ei, 1 ≤ i ≤ n ses arêtes

telles que ei+1 suit ei dans le sens positif. Pour tout 1 ≤ i ≤ n, soit ai le sommet commun à ei et

ei+1 (avec en+1 = e1) et ti le vecteur unitaire tangentiel à ei défini par

ti =
−−−→ai−1ai
|−−−→ai−1ai|

,

où |−−−→aiai+1| dénote le module du vecteur −−−→aiai+1. Une fonction v ∈ L2(∂D) appartient à l’espace

H1/2(∂D) si et seulement si, pour tout 1 ≤ i ≤ n,

v|ei ∈ H1/2(ei)

et la condition suivante est vérifiée :∫ hi

0

|v|ei+1
(ai + xti+1)− v|ei(ai − xti)|2

dx

x
< +∞, 1 ≤ i ≤ n,

où hi := min(hei+1
, hei).

Corollaire 3.7. Soit D un polygone quelconque. Une fonction v ∈ L2(∂D) polynomiale sur chaque

arête de D appartient à H1/2(∂D) si et seulement si v ∈ C0(∂D).

Démonstration. On adopte les notations de la Proposition 3.6. Soit v ∈ L2(∂D) une fonction

vérifiant les hypothèses du corollaire. Il est évident que v ∈ H1/2(ei) pour tout 1 ≤ i ≤ n. De plus,

si l’on suppose que v ∈ C0(∂D), alors il existe un polynôme wi, 1 ≤ i ≤ n, tel que

v|ei+1
(ai + xti+1 − v|ei(ai)− xti) = xwi(x), x ∈ [0, hi].
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Donc, ∫ hi

0

|v|ei+1
(ai + xti+1 − v|ei(ai)− xti)|2

dx

x
=

∫ hi

0

|wi(x)|2dx < +∞,

ce qui implique que v ∈ H1/2(∂D). La réciproque est évidente.

Lemme 3.8. Soit γ̂ la réunion de m ≥ 1 arêtes du triangle de référence K̂. Il existe un opérateur

linéaire E K̂
γ̂ : H1/2(∂K̂) −→ H1(K̂) tel que

1. Pour toute fonction v ∈ H1/2(γ̂), la trace de E K̂
γ̂ (v) sur γ̂ est égale à v.

2. Si v ∈ C0(γ̂) est une fonction polynomiale sur chaque arête de γ̂ et de degré inférieur ou

égal à N ≥ 1, alors E K̂
γ̂ (v) est un polynôme de degré inférieur ou égal à N sur Ω. De plus,

il existe une constante C > 0 telle que

∥E K̂
γ̂ (v)∥H1/2(K̂) ≤ C∥v∥L2(γ̂) (3.5)

et

∥E K̂
γ̂ (v)∥L2(∂K̂) ≤ C∥v∥L2(γ̂). (3.6)

Démonstration. L’opérateur d’extension souhaité est construit par Ainsworth et Demkowicz [1]

lorsque γ̂ cöıncide avec ∂K̂. Soit êi, i = 1, 2, 3 les arêtes du triangle avec ê3 = (−1, 1) (voir Fig.

3.1). Montrons 2. et considérons maintenant le cas où γ̂ = ê1 ∪ ê2. Soit v ∈ C0(γ̂) une fonction

polynomiale sur ê1 et ê2 de degré inférieur ou égal à N et notons v1, v2 ses restrictions sur ê1 et

ê2, respectivement.

On considère le polynôme φN,1 ∈ PN(−1, 1) défini dans le Lemme 3.5 tel que φN,1(−1) = 1 et

φN,1(1) = 0. De même, nous notons φN,2 le polynôme défini par φN,2(x) = φN,1(−x) pour tout

x ∈ (−1, 1). Le polynôme ψv défini sur ê3 par

ψv = v1(â2)φN,2 + v2(â1)φN,1
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satisfait à ψv(â1) = v1(â1), et ψv(â2) = v2(â2). De plus, nous avons par le Lemme 3.1

∥ψv∥2L2(ê3)
:= ∥ψv∥2L2(−1,1) ≲ |v1(â1)|2∥φN,2∥2L2(−1,1) + |v2(â2)|2∥φN,1∥2L2(−1,1)

=
2

N(N + 2)

(
|v1(â2)|2 + |v2(â1)|2

)
≲

2N2

N(N + 2)

(
∥v1∥2L2(ê1)

+ ∥v2∥2L2(ê2)

)
≲ ∥v∥2L2(γ̂). (3.7)

Ensuite, nous définissons l’extension de v par

E K̂
γ̂ (v) := E K̂

∂K̂
(ṽ),

avec

ṽ =

vi sur êi, i = 1, 2,

ψv sur ê3.

Remarquons que la fonction ṽ vérifie les hypothèse du Corollaire 3.7, ce qui nous assure que

ṽ ∈ H1/2(∂K̂) et donc, la trace du polynm̂e E K̂
∂K̂

(v) sur ∂K̂ est égale à ṽ. De plus, on a

∥E K̂
γ̂ (v)∥H1/2(K̂) = ∥E K̂

∂K̂
(ṽ)∥H1/2(K̂) ≲ ∥ṽ∥L2(∂K̂)

De plus, l’estimation (3.7) implique que

∥E K̂
γ̂ (v)∥L2(∂K̂) = ∥E K̂

∂K̂
(ṽ)∥L2(∂K̂) ≲ ∥ṽ∥L2(γ̂).

Les estimations (3.5)-(3.6) sont des conséquences directes des deux estimations ci-dessus.

Le cas où γ̂ est égal à une arête peut être traité de manière similaire. Par exemple, si γ̂ = ê1,

il suffit de considérer l’extension

ṽ =

v1 sur ê1,

v1(â3)φ3, sur ê2,

où φ3 est le polynôme du Lemme 3.5 tel que φ3(â3) = 1 et φ3(â1) = 0. Enfin, nous définissons

E K̂
ê1
(v) := E K̂

ê1∪ê2(ṽ).
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Remarque 3.9. L’opérateur d’extension E K̂
γ̂ du Lemme 3.8 donné sur le triangle de référence

peut être utilisé pour définir l’opérateur correspondant sur n’importe quel triangle K comme suit :

E K
γ (v) :=

(
E K̂
γ̂ (v ◦ FK)

)
◦ F−1

K .

Cette formule sera appliquée pour tous les opérateurs d’extension dans la suite.

Lemme 3.10. [34] Soit K̂ le carré unité (−1, 1)2 et ê1, ê2 deux arêtes opposées de K̂. Il existe un

opérateur linéaire E □,K̂
ê1∪ê2 : H

1/2(ê1 ∪ ê2) −→ H1(K̂) tel que

∀v ∈ H1(ê1 ∪ ê2), ∥E □,K̂
ê1∪ê2(v)∥H1(K̂) ≤ C∥v∥H1/2(ê1∪ê2).

Lemme 3.11. [32, Théorème 15.1] Pour tout K ∈ Th, l’application v −→ v̂ ◦ FK est un isomor-

phisme de Hn(K) dans Hn(K̂) et les estimations suivantes sont satisfaites :

∥v∥L2(K) ≲ |K|1/2∥v̂∥L2(K̂),

∥∇v∥L2(K) ≲
|K|1/2

ρK
∥∇v̂∥L2(K̂).

Nous énonçons maintenant le résultat principal.

Proposition 3.12. Supposons que les hypothèses (H1)-(H3) sont satisfaites. Alors, il existe un

opérateur linéaire Ih(γDir) défini sur S
N (Ω,Ph) et tel que : pour tout vδ ∈ SN (Ω,Ph),

(vδ − Ih(γDir)vδ) ∈ H1(Ω), (vδ − Ih(γDir)vδ) = 0 sur γDir

et l’estimation suivante est satisfaite :∑
D∈Ph

∥Ih(γDir)vδ∥2H1(D) ≲ sup
K∈Th

|K|
ρ2K

∑
e∈EI

h∪E
Dir
h

h−1
e N2

e ∥[vδ]∥2L2(e). (3.8)

Démonstration. Pour simplifier la notation, nous supprimons l’indice δ et posons Ih := Ih(γDir).

Pour faciliter l’exposition, considérons d’abord le cas simple où la partition Ph se compose de deux

triangles K1 et K2. Nous supposons également que γDir = e1 ∪ e2 (voir Fig. 3.3). L’opérateur Ih

est défini par

(Ihv)|K1 = E K1
e1∪e2(v|K1)
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et

(Ihv)|K2 = E K2
e12

(v|K2 − ṽ),

où ṽ =
(
(v − Ihv)|K1

)
e12
. Par définition, nous avons

(v|K2 − Ihv|K2)|e12 = ṽ = (v|K1 − (Ihv)|K1)|e12 ,

ce qui implique que la fonction v−Ihv est continue sur Ω. Donc, grâce au Lemme 3.4, on en déduit

que (v− Ihv) ∈ H1(Ω). De plus, comme E K1
e∪e2(v|K1) est égal à v|K1 sur e1∪e2, la fonction (v− Ihv)

s’annule sur γDir. En appliquant les Lemmes 3.11, 3.2 et 3.8, on obtient

∥Ihv∥H1(K1) ≲
|K1|1/2

ρK1

∥ ̂(Ihv)|K1∥H1(K̂)

≲
|K1|1/2

ρK1

NK1∥ ̂(Ihv)|K1∥H1/2(K̂)

≲
|K1|1/2

ρK1

NK1∥v̂∥L2(ê1∪ê2)

≲
|K1|1/2

ρK1

NK1(h
−1/2
e1

∥v|K1∥L2(e1) + h−1/2
e2

∥v|K1∥L2(e2)).

De même, nous avons

∥Ihv∥H1(K2) ≲
|K2|1/2

ρK2

∥ ̂(Ihv)|K2∥H1(K̂)

≲
|K2|1/2

ρK2

(
∥[̂v]|e12∥H1/2(K̂) + ∥ ̂E K1

e1∪e2(v|K1)∥H1/2(K̂)

)
≲

|K2|1/2

ρK2

(
Ne12∥[̂v]|e12∥L2(ê12 +NK1∥ ̂E K1

e1∪e2(v|K1)∥L2(ê1∪ê2)

)
≲

|K2|1/2

ρK2

(
h−1/2
e12

Ne12∥[v]∥L2(e12) + h−1/2
e1

Ne1∥v|e1∥L2(e1) + h−1/2
e2

Ne2∥v|e2∥L2(e2)

)

Figure 3.3 – Une partition simple composée de deux triangles.

Nous nous intéressons maintenant au cas général où Ph est une partition de Ω en polygones.

Considérons d’abord le cas où Ph cöıncide avec Th.
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Étape 1. (patch ωDir) Pour tout triangle K ∈ ω1
Dir, nous posons

(Ihv)|K = E K
∂K∩γDir

(v|K),

Soit K ∈ ω2
Dir. Selon l’hypothèse (H3), il existe deux triangles K1, K2 ∈ ω1

Dir tels que K partage

les arêtes e1, e2 avec K1 et K2, respectivement. On note e′1, e
′
2 les arêtes de K1 et K2 sur γDir,

respectivement. L’opérateur Ih est donné par

(Iv)|K = E K
e1∪e2(v|K − (v − Ihv)

+
|e1∪e2).

En appliquant les Lemmes 3.11, 3.2 et 3.8, on vérifie facilement que

∥Ihv∥2H1(K) ≲
2∑

i=1

h−1
ei
N2

ei
∥[v]∥2L2(ei)

+
2∑

i=1

h−1
e′i
N2

e′i
∥[v]∥2L2(e′i)

.

Maintenant, nous posons

γb := ∂

( ⋃
K∈ωDir

K

)
∩ Ω.

Étape 2. (patch ωM) Soit z ∈ V et Mz = {K1, K2, .., Kn} le macroélément correspondant. Nous

désignons par ei, i = 1, .., n, les arêtes Ki∩Ki+1 (avec Kn+1 = K1). Supposons pour simplifier que

K1 est le seul triangle pouvant avoir une arête sur γb et dans ce cas l’intersection ∂K1 ∩ γb est une
arête e0 ∈ Eh. L’opérateur Ih est défini comme suit :

(Ihv)|K1 =

E K1
e0

(v|K1 − (v − Ihv)
+
|e0) si e0 a une mesure non nulle,

0 sinon

et pour i = 2, .., n− 1,

(Ihv)|Ki
= E Ki

ei−1

(
v|Ki

− (v − Ihv)|Ki−1

)
.

Enfin, on pose

(Ihv)|Kn = E Kn
en−1∪en

(
v|Kn − (v − Ihv)

+
en−1∪en

)
.

Nous prouvons seulement l’estimation sur la norme H1 de Ihv, car la continuité de (v − Ihv) peut

être vérifiée comme dans le cas simple ci-dessus. Pour tout i = 2, . . . , n− 1, il existe K ∈ ωDir tel
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que

(Ihv)|Ki
= E Ki

ei−1
(v|Ki

− E Ki−1
ei−2

(v|Ki−1
− · · · − E K1

e0
(v|K1) · · · ))

= E Ki
ei−1

([v]|ei−1
) + E Ki

ei−1
(E Ki−1

ei−2
[v]|ei−2

)) + · · ·+ E Ki
ei−1

(E Ki−1
ei−2

(· · ·E K1
e0

([v]|e0) · · · ))

+ αE Ki
ei−1

(E K2
ei−2

(· · ·E K1
e0

((Ihv)|K) · · · )),

où

α =

1 si e0 a une mesure non nulle,

0 sinon.

Pour simplifier, on suppose que α = 0 car sinon, le terme qui dépend de K ∈ ωDir peut être traité

comme à l’étape 1. Maintenant, en appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et en tenant compte

de l’Hypothèse (H2), on obtient

∥Ihv∥2H1(Ki)
≲ ∥E Ki

ei−1
([v]|ei−1

)∥2H1(Ki)
+ ∥E Ki

ei−1
(E K2

ei−2
[v]|ei−2

))∥2H1(Ki)

+ · · ·+ ∥E Ki
ei−1

(E K2
ei−2

(· · ·E K1
e0

([v]|e0) · · · ))∥2H1(Ki)
.

Pour tout 1 ≤ j ≤ n, on a

∥E Ki
ei−1

(E K2
ei−2

(· · ·E Kj
ej−1

([v]|ej−1
) · · · ))∥2H1(Ki)

≲
|Ki|
ρ2Ki

∥ ̂
E Ki
ei−1(E

Ki−2
ei−2 (· · ·E Kj

ej−1([v]|ej−1
) · · · ))∥2

H1(K̂)

≲
|Ki|
ρ2Ki

N2
ej−1

∥ ̂
E Ki
ei−1(E

Ki−2
ei−2 (· · ·E Kj

ej−1([v]|ej−1
) · · · ))∥2L2(êi−1)

≲
|Ki|
ρ2Ki

N2
ej−1

∥ ̂
E

Ki−2
ei−2 (· · ·E Kj

ej−1([v]|ej−1
) · · · )∥2L2(êi−2)

...

≲
|Ki|
ρ2Ki

N2
ej−1

≲ ∥[̂v]|ej−1
∥2L2(êj−1)

≲
|Ki|
ρ2Ki

h−1
ej−1

N2
ej−1

∥[v]|ej−1
∥2L2(ej−1)

.

On en déduit que

∥Ihv∥2H1(Ki)
≲

i∑
j=0

|Ki|
ρ2Ki

h−1
ej−1

N2
ej−1

∥[v]|ej−1
∥2L2(ej−1)

.
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L’estimation restante pour Kn peut être obtenue de manière similaire.

Étape 3. (patch ω) Soit K un quadrilatère quelconque dans ω et Mz,Mz′ ∈ ωM les ma-

croéléments correspondants partageant les arêtes e1, et e2 avec K, respectivement. On définit

Ih par

(Ihv)|K = E □,K
e1∪e2(v|K − uK),

où

uK =

(v − Ihv)|Mz sur e1,

(v − Ihv)|Mz′
sur e2.

Étape 4. (patch ω̃) Soit ω̃0 une composante connexe de ω̃ et notonsK0
1 , K

0
2 , . . . , K

0
N les triangles

ayant une arête sur ∂ω̃. Soit K0
i , K

0
j deux éléments adjacents. On pose eij = K0

i ∩ K0
j et ek =

K0
k ∩ ∂ω̃

0, avec k = i, j. On définit Ih par

(Ihv)|K0
i
= E

K0
i

ei

(
v|K0

i
− (v − Ihv)

+
|ei

)
(3.9)

et

(Ihv)|K0
j
= E

K0
j

ej∪eij

(
v|K0

j
− uj

)
,

où

uj =

(v − Ihv)|K0
i

sur eij,

(v − Ihv)
+
|ej sur ej.

Si K0
i n’est adjacent à aucun autre K0

k , alors (Ihv)|K0
i
est défini par (3.9) indépendamment des

autres. Ensuite, nous définissons la nouvelle composante ω̃1 = ω̃0\
⋃
i=1

K0
i et répétons les mêmes

opérations, et ainsi de suite.

Maintenant, considérons le cas d’une partition Ph quelconque et soit Th ∈ T(Ph). Comme tout

élément K ∈ Th est inclus dans un sous-domaine D ∈ Ph et que la restriction de toute fonction

vδ ∈ SN (Ω,Ph) sur D est continue, les sauts de vδ sur les arêtes de EI
h sont nuls. De plus, par

hypothèse, pour tous K ∈ Th et e ∈ Eh, si l’intersection ∂K ∩ e est une arête e′, alors he ≲ he′ .

Donc, ∑
e′

h−1
e′ N

2
e′∥[vδ]∥2L2(e′) ≲

∑
e∈EI

h∪E
Dir
h

h−1
e N2

e∥[vδ]∥2L2(e),

ce qui conclut la preuve.
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Remarque 3.13. Supposons que pour tout élément K ∈ Ph et toute arête e ⊂ ∂K, nous avons

|K| ≲ h2e. Alors, en inspectant la preuve ci-dessus, nous pouvons vérifier que l’opérateur Ih(γDir)

satisfait à l’estimation suivante :

∀v ∈ H1(Ω,Ph), ∥Ih(γDir)v∥2L2(Ω) ≲

 ∑
e∈EI

h∪E
Dir
h

he∥[v]∥2L2(e)

 . (3.10)

En effet, par exemple, pour tout K ∈ ω1
Dir, on a

∥Ihv∥2L2(K) = ∥E K
e (v|K)∥2L2(K)

≲ |K|∥E K
e (v|K)∥2L2(K̂)

≲ |K|∥v∥2L2(ê)

≲ |K|h−2
e ∥v∥2L2(e),

où e est l’arête du triangle K sur γDir

Corollaire 3.14. Soit π0,e l’opérateur de projection L2 orthogonale défini de L2(e) dans P0(e).

Supposons que la portion γDir a une mesure non nulle. Alors, l’inégalité généralisée de Poincaré

suivante est valable :

∥v∥2L2(Ω) ≲
∑
D∈Ph

h2D(1 + κ(Ph)|D|−1)∥∇v∥2L2(D) + κ(Ph)
∑

e∈EI
h∪E

Dir
h

h−1
e ∥π0,e[v]∥2L2(e). (3.11)

pour tout v ∈ H1(Ω,Ph).

Démonstration. L’inégalité de Poincaré suivante est vérifiée :

∥v∥L2(Ω) ≤ cp ∥∇v∥L2(Ω) (3.12)

pour tout v ∈ H1
γDir

(Ω). Soit v0,h ∈ S0(Ω,Ph) la fonction constante par morceaux telle que pour

chaque sous-domaine D ∈ Ph [32, Théorème 15.1],

∥v − v0,h∥L2(D) ≲ hD∥∇v∥L2(D). (3.13)
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L’estimation (3.13), l’inégalité de Poincaré (3.12) et les propriétés de l’opérateur Ih(γDir) im-

pliquent que

∥v∥2L2(Ω) ≲ ∥v − v0,h∥2L2(Ω) + ∥v0,h − Ih(γDir)v0,h∥2L2(Ω) + ∥Ih(γDir)v0,h∥2L2(Ω)

≲
∑
D∈Ph

h2D∥∇v∥2L2(D) +
∑
D∈Ph

∥Ih(γDir)v0,h∥2H1(D)

≲
∑
D∈Dh

h2D∥∇v∥2L2(D) + κ(Ph)
∑

e∈EI
h∪E

Dir
h

h−1
e ∥[v0,h]∥2L2(e).

Maintenant, en utilisant le fait que v0,h = π0,ev0,h et en appliquant le Lemme 3.3, nous obtenons∑
e∈EI

h∪E
Dir
h

h−1
e ∥[v0,h]∥2L2(e) ≲

∑
e∈EI

h∪E
Dir
h

h−1
e ∥π0,e[v]∥2L2(e) +

∑
e∈EI

h∪E
Dir
h

h−1
e ∥π0,e[v − v0,h]∥2L2(e)

≲
∑

e∈EI
h∪E

Dir
h

h−1
e ∥π0,e[v]∥2L2(e)

+
∑
D∈Ph

|D|−1
(
∥v − v0,h∥2L2(D) + h2D∥∇(v − v0,h)∥2L2(D)

)
≲

∑
e∈EI

h∪E
Dir
h

h−1
e ∥π0,e[v]∥2L2(e) +

∑
D∈Ph

h2D|D|−1∥∇v∥2L2(D),

ce qui conclut la preuve.

Remarque 3.15. Pour les fonctions polynomiales par morceaux, nous pouvons obtenir des résultats

plus précis concernant la constante d’injection. Soit vδ ∈ SN (Ω,Ph). D’après le Proposition 3.12

et l’inégalité de Minkowski, nous avons

∥vδ∥L2(Ω) ≤ ∥vδ − Ih(γDir)vδ∥L2(Ω) + ∥Ih(γDir)vδ∥L2(Ω)

≤ cp

(∑
D∈Ph

∥∇vδ∥2L2(D)

)1/2

+ (1 + cp)

(∑
D∈Ph

∥Ihvδ∥2H1(D)

)1/2

≤ cp

(∑
D∈Ph

∥∇vδ∥2L2(D)

)1/2

+ c

 ∑
e∈EI

h∪E
Dir
h

h−1
e N2

e ∥[vδ]∥2L2(e)

1/2

,

où c > 0 est une constante indépendante de la taille du maillage et cp > 0 est défini dans (3.12).
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3.3 Champs de vecteurs

La théorie précédente développée pour les fonctions scalaires est maintenant adaptée au cas

des champs vectoriels définis sur Ω. On pose

κ(Ph) := inf
Th∈T(Ph)

sup
K∈Th

|K|
ρ2K

.

Lemme 3.16. Soit ê1, ê2 deux arêtes du triangle de référence K̂ et notons par â leur sommet

commun. Soit un entier N ≥ 1, v ∈ PN(ê2) et u ∈ PN(ê1)
2 tels que u(â) · t2 = v(â), où t2 désigne

le vecteur unitaire tangent à l’arête ê2. Alors, il existe un polynôme Ẽ K̂
ê1∪ê2(u, v) ∈ PN(K̂)2 tel que

1. Ẽ K̂
ê1∪ê2(u, v)|ê1 = u et Ẽ K̂

ê1∪ê2(u, v)|ê2 · t2 = v.

2. L’estimation suivante est vérifiée

∥Ẽ K̂
ê1∪ê2(u, v)∥

2
H1/2(K̂)

≲ ∥v∥2L2(ê2)
+ ∥u∥2L2(ê1)

. (3.14)

Démonstration. Soit n2 le vecteur unitaire normal à ê2. Supposons que ê2 = (−1, 1) pour simpli-

fier. Considérons le champ vectoriel ψ(u, v) défini sur ê2 ∪ ê1 par

ψ(u, v) =

u sur ê1,

vt2 +
(
φN,âu(â) · n2

)
n2 sur ê2,

où φN,â est le polynôme du Lemme 3.5 défini sur ê2 et tel que φN,â(â) = 1. Nous pouvons facilement

vérifier que ψ(u, v) est continue. Maintenant, nous posons

Ẽ K̂
ê1∪ê2(u, v) = E K̂

ê1∪ê2(ψ(u, v) · t2)t2 + E K̂
ê1∪ê2(ψ(u, v) · n2)n2,

où E K
ê1∪ê2 est l’opérateur d’extension du Lemme 3.8. En utilisant les propriétés de l’opérateur E K̂

ê1∪ê2
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et du polynôme φN,â et le Lemme 3.1, nous obtenons

∥E K̂
ê2∪ê1(ψ(u, v) · n2)∥2H1/2(K̂)

≲ ∥(ψ(u, v) · n2)∥2L2(ê1∪ê2)

= ∥φN,â∥2L2(−1,1)|u(â)|2 + ∥u · n2∥2L2(ê1)

≲

(
1 +

2N2

N(N + 2)

)
∥u∥2L2(ê1)

≲ ∥u∥2L2(ê1)
.

De manière similaire, nous montrons que

∥Ẽ K̂
ê2∪ê1(ψ(u, v) · t2)∥

2
H1/2(K̂)

≲ ∥v∥2L2(ê2)
+ ∥u · t2∥2L2(ê1)

,

ce qui conclut la preuve.

Proposition 3.17. Supposons que les hypothèses (H1)-(H4) soient satisfaites. Alors, il existe un

opérateur Ih(γDir, γt) défini de SN (Ω,Ph)
2 dans SN (Ω, Th)

2 avec les propriétés suivantes : pour

tout vδ ∈ SN (Ω,Ph)
2,

(vδ − Ih(γDir, γt)vδ) ∈ H1(Ω)2,

(vδ − Ih(γDir, γt)vδ) = 0 sur γDir,

(vδ − Ih(γDir, γt)vδ) · t = 0 sur γt

et l’estimation suivante est satisfaite :∑
D∈Ph

∥Ih(γDir, γt)vδ∥2H1(D)

≲ sup
K∈Th

|K|
ρ2K

 ∑
e∈EI

h∪E
Dir
h

h−1
e N2

e ∥[vδ]∥2L2(e) +
∑
e∈Et

h

h−1
e N2

e ∥vδ · t∥2L2(e)

 ,

où t est le vecteur unitaire tangent à ∂Ω.

Démonstration. Nous suivons exactement les mêmes étapes que dans le cas scalaire. Pour simplifier

la notation, nous posons Ih := Ih(γDir, γt). On note Ih,1, Ih,2 les deux composantes deIh.

Étape 1.(patch ωDir) Les opérateurs Ih,1, Ih,2 sont définis exactement comme dans le cas scalaire.
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Figure 3.4 – Les quatres cas possibles pour les triangles du patche ωm.

Étape 2. (patch ωt) Grâce à l’hypothèse (H4), il y a quatres cas (voir Fig. 3.4) :

Cas 1. Soit K1 ∈ ω1
t partageant une arête e12 avec un triangle K2 ∈ ωDir. Nous désignons par e1

l’arête K1 ∩ γt. Nous posons

(Ihv)|K1 =
(
E K1
e (v|K1 · te1)

)
te1 + Ẽ K1

e1∪e12((v − Ihv)|K2 , 0),

Cas 2. Soit K1, K2, K3 ∈ ωt trois triangles tels que leur intersection est égale à un sommet a, qui

est également un sommet de Ω. De plus, les triangles K1 et K2 ont chacun une arête e1 et e2 sur γt,

respectivement. On suppose aussi que K3 partage les arêtes e′1, e
′
2 avec K1 et K2, respectivement.

D’abord, on considère les polynômes ṽ2 et ṽ3 définis sur K2 et K3 comme suit :

ṽ3 = v|K3 − E K3

e′1
(v|K3 − v|K1),

ṽ2 = v|K2 − E K2

e′2
(v|K2 − ṽ3).

On peut vérifier que v|K1(a) = ṽ2(a). Maintenant, on considère la fonction ψ : e1 ∪ e2 −→ R2

définie par

ψ =

(v|K1 · t1)t1 + w1n1 sur e1,

(ṽ2 · t2)t2 + w2n2 sur e2,

84



où

w1 =
1

n1 · t2
(v|K1(a) · t2 − (v|K1(a) · t1)t2)

et

w2 =
1

n2 · t1
(ṽ2(a) · t1 − (ṽ2(a) · t2)t1 · t2).

La fonction ψ est définie de sorte que (v−ψ)|e1(a) = (v−ψ)|e2(a). En effet, on peut vérifier que

(v −ψ)|e1(a) · t2 = (v −ψ)|e2(a) · t2 et (v −ψ)|e1(a) · n2 = (v −ψ)|e2(a) · n2.

On définit l’opérateur Ih comme suit :

Ih(v)|K1 = E K1
e1

(ψ|e1 · t1)t1 + w1n1,

Ih(v)|K2 = E K2

e′2
(v|K2 − ṽ3) + E K2

e2
(ψ|e2 · t2)t2 + w2n2,

Ih(v)|K3 = E K3

e′1
(v|K3 − v|K1) + E K3

e′1∪e′2
(ṽ3 − v3),

où

v3 =

(v − Ihv)|K1 sur e′1,

(v − Ihv)|K2 sur e′2.

La fonction (v − Ihv) a une trace tangentielle nulle sur e1 et e2. En effet, en tenant compte de la

définition de ψ il est clair que

(v − Ihv)|e1 · t1 = v|e1 · t1 − E K1
e1

(ψ|e1 · t1)

= v|e1 · t1 −ψ|e1 · t1

= 0.

De même, on a

(v − Ihv)|e2 · t2 = v|e2 · t2 − E K2
e2

(v|K2 − ṽ3)− E K2
e2

(ψ|e2 · t2)

= ṽ2 · t2 − E K2
e2

(ψ|e2 · t2)

= ṽ2 · t2 −ψ|e2 · t2

= 0.
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On peut aussi vérifier la continuité comme suit

((v − Ihv)|K3)|e′1 =
(
v|K3 − E K3

e′1
(v|K3 − v|K1)− E K3

e′1∪e′2
(ṽ3 − v3)

)
|e′1

=
(
ṽ3 − E K3

e′1∪e′2
(ṽ3 − v3)

)
|e′1

= (ṽ3|e′1 − (ṽ3 − v3)|e′1
= v3|e′1

= ((v − Ihv)|K1)|e′1 .

On vérifie de la même façon que ((v − Ihv)|K3)|e′2 = ((v − Ihv)|K2)|e′2 . L’estimation sur la norme

H1 de l’opérateur Ih se démontre exactement comme dans le cas scalaire. Par exemple, dans le

triangle K1, on a

∥Ihv∥2H1(K1)
≲ ∥E K1

e1
(ψ|e1 · t1)∥

2
H1(K1)

+ ∥w1∥2H1(K1)

≲ ∥E K1
e1

(v|e1 · t1)∥2H1(K1)
+ |K1|2(|v|K1(a) · t2|2 + |v|K1(a) · t1|2)

≲
|K1|
ρ2K1

Ne1∥v|e1 · t1∥2L2(e1)
+ |K1|2(|v|K1(a) · t2|2 + |v|K1(a) · t1|2).

En tenant compte du fait que v|K1(a) = ṽ2(a) et en appliquant le Lemme 3.1, on obtient

|v|K1(a) · t2|2 ≤ ∥ṽ2 · t2∥2L∞(e2)

= ∥
(
v|K2 + E K2

e′2
([v]e′2) + E K2

e′2
(E K1

e′1
(([v]e′1))

)
· t2∥2L∞(e2)

≲ h−1
e2
N2

e2
∥v|K2 · t2∥2L2(e2)

+
2∑

i=1

h−1
e′i
N2

e′i
∥[v]∥2L2(e′i)

.

De même, le Lemme 3.1 nous donne

|v|K1(a) · t1|2 ≤ ∥v · t1∥2L∞(e1)

≲ h−1
e1
N2

e1
∥v · t1∥2L2(e1)

.

On a donc montré que

∥Ihv∥2H1(K1)
≲

|K1|
ρ2K1

Ne1∥v|e1 · t1∥2L2(e1)
+ h−1

e2
N2

e2
∥v|K2 · t2∥2L2(e2)

+
2∑

i=1

h−1
e′i
N2

e′i
∥[v]∥2L2(e′i)

.
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Cas 3. Soit K ∈ ω1
t un triangle dont l’intersection avec ωDir est vide et dont les sommets sont

différents de ceux de Ω. Nous posons

(Ihv)|K = E K
e (v|K · te)te,

où e est l’arête K ∩ γt.

Cas 4. Soit K ∈ ω2
t un triangle différent de ceux considérés dans le Cas 2. Selon l’hypothèse

(H4), il existe deux triangles dans ω1
t tels que chacun partage une arête avec K. Nous désignons

ces arêtes par e1 et e2 et posons

(Ihv)K =

v − (v − Ihv)+|e1 sur e1,

v − (v − Ihv)+|e2 sur e2.

Posons

γb := ∂

( ⋃
K∈ωDir∪ωt

K

)
∩ Ω.

Étape 3. Les opérateurs Ih,1, Ih,2 sont définis sur les patches ωM , ω et ω̃ exactement comme dans

le cas scalaire et dans le même ordre.

Remarque 3.18. Supposons que pour tout K ∈ Th et pour toute arête e ∈ Eh ∩ ∂K, nous avons

hK ≲ he. Nous pouvons facilement vérifier que

∥Ih(γDir, γt)vδ∥2L2(Ω) ≲

 ∑
e∈EI

h∪E
Dir
h

he∥[vδ]∥2L2(e)

 , (3.15)

pour tout vδ ∈ SN (Ω,Ph).

Théorème 3.19. Supposons pour tout sous-domaine D ∈ Ph et toute arête e ⊂ ∂D, on a |D| ≲ he.

Alors l’inégalité suivante est valable :
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∥vδ∥L4(Ω) +
∑
D∈Ph

∥vδ∥2H1(D) ≲
∑
D∈Ph

(
∥rotvδ∥2L2(D) + ∥divvδ∥2L2(D)

)

+ κ(Ph)

 ∑
e∈EI

h∪E
Dir
h

h−1
e p2e∥[vδ]∥2L2(e) +

∑
e∈Et

h

h−1
e p2e∥vδ · t∥2L2(e)


pour tout vδ ∈ SN (Ω,Ph), où t désigne le vecteur unitaire tangent.

Démonstration. Pour simlifier la notation on pose Ih := Ih(γDir, γt).

1) En appliquant l’inégalité (2.8) on obtient∑
D∈Ph

∥v∥2H1(D) ≲
∑
D∈Ph

∥(v − Ihv)∥2H1(D) +
∑
D∈Ph

∥Ihv∥2H1(D)

≲ ∥rot (v − Ihv)∥2L2(Ω) + ∥div (v − Ihv)∥2L2(Ω) +
∑
D∈Dh

∥Ihv∥2H1(D)

≲ ∥rotv∥2L2(Ω) + ∥div v∥2L2(Ω)

+ κ(Ph)
2

 ∑
e∈EI

h∪E
Dir
h

h−1
e ∥[v]∥2L2(e) +

∑
e∈Et

h

h−1
e p2e∥vδ · t∥2L2(e)

 .

2) On a l’inégalité suivante démontrée par l’auteur [20, Corollaire 4.5] :

∥v∥2L4(Ω) ≲
∑

D∈Ph

∥∇v∥2L2(D) +
∑

e∈EI
h∪E

Dir
h

h−1
e ∥[v]∥2L2(e).

Pur conclure il suffit de combiner cette inégalité avec celle pour la norme H1 déjà démontrée.
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Chapitre 4

Problème de Navier-Stokes

Soit Ω ⊂ R2 un domaine polygonal, borné et convexe. On considère le problème de Navier-

Stokes défini comme suit :

∂u

∂t
− ν∆u+ (u · ∇)u+∇p = f dans Ω×]0, T [,

divu = 0 dans Ω×]0, T [,

u(·, 0) = u0 dans Ω,

u = 0 sur ΓD×]0, T [,

u · t = 0 sur Γm×]0, T [,

p+
1

2
|u|2 = 0 sur Γm×]0, T [,

(4.1)

où u, p et ν représentent respectivement la vitesse, la pression et la viscosité constante du fluide.

Comme Ω est un domaine bidimensionnel, la vitesse u a deux composantes u1 et u2 et |u|2 := u21+

u22. L’objectif de ce chapitre est de proposer une approximation numérique du problème (4.1). Dans

la section suivante, on présente brièvement les méthodes de discrétisation temporelle et spatiale

qu’on va utiliser par la suite. Pour plus de détails, on réfère à [44, 45, 36]. Le schéma numérique

sera introduit dans la Section 4.2. On donne une démonstration détaillée de la stabilité du schéma

et de la convergence optimale en espace et en temps de la vitesse discrète. L’inégalité énoncée dans

le Théorème 3.19 du chapitre précédent sera utilisée de manière répétée afin de contrôler le terme

non linéaire (u · ∇)u. Les tests numériques présentés dans la section 4.3 confirment les résultats

théoriques.
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4.1 Rappel de quelques méthodes de discrétisation

4.1.1 Méthodes de projection

Les méthodes de projection sont considérées comme des méthodes de discrétisation économiques 1

des équations de Navier-Stokes par rapport au temps. Afin de simplifier la présentation des

méthodes introduites dans cette section on considère le problème de Stokes (linéaire) avec les

conditions aux bords de type Dirichlet :

∂u

∂t
− ν∆u+∇p = f dans Ω×]0, T [,

divu = 0 dans Ω×]0, T [,

u(·, 0) = u0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω×]0, T [.

(4.2)

Soit tn = nτ, n = 0, 1, .., K, une partition uniforme de l’intervalle [0, T ], où τ = T/K est le pas

de temps. Ayant donné des valeurs initiales ũ0,u0 et p0 convenablement choisies, le schéma de

projection a la forme suivante : pour tout n ≥ 0,

Étape intermédiaire : Trouver ũn+1 ∈ H1(Ω)2 tel que

ũn+1 − un

τ
− ν∆ũn+1 = f(tn+1) dans Ω, (4.3)

ũn+1 = 0 sur ∂Ω, (4.4)

Étape de projection : Trouver un+1 ∈ H(div,Ω) et pn+1 ∈ L2
0(Ω) tels que

un+1 − ũn+1

τ
+∇pn+1 = 0 dans Ω, (4.5)

divun+1 = 0 dans Ω, (4.6)

un+1 · n = 0 sur ∂Ω, (4.7)

1. par rapport au coût de calcul.
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Remarque 4.1. L’opérateur de trace normale

v ∈ H1(Ω)2 −→ v∂Ω · n

se prolonge de façon unique en une application définie de H(div ,Ω) dans le dual de l’espace

H1/2(∂Ω) [38, Théorème 2.5], ce qui assure que la condition (4.7) a bien un sens.

On remarque que la vitesse ũn vérifie la bonne condition sur le bord mais n’est pas nécéssairement

à divergence nulle. Par contre, un est à divergence nulle mais la condition sur la composante tan-

gentielle est sacrifieé afin que le problème (4.5)-(4.7) soit bien posé. On veut maintenant donner

une formulation équivalente au problème (4.5)-(4.7). D’abord, en appliquant l’opérateur de trace

normale à l’équation (4.5) et en tenant compte des conditions aux bords vérifieés par ũn et un on

voit que la pression satisfait la condition de Neumann homogène ∂pn+1/∂n = 0 sur ∂Ω. Ensuite,

En appliquant l’opérateur de divergence à l’équation (4.5), on trouve que la pression est solution

du problème de Poisson suivant : Trouver p ∈ H1(Ω) ∩ L2
0(Ω) tel que

−∆pn+1 = −1

τ
div ũn+1 dans Ω, (4.8)

∂pn+1

∂n
= 0 sur ∂Ω. (4.9)

Finalement, la vitesse-correction est donnée par

un+1 = ũn+1 − τ∇pn+1. (4.10)

Réciproquement, l’équation (4.10) est équivalente à (4.5) et si on applique l’opérateur div à (4.10)

et on tient compte de l’équation (4.8), on obtient

divun+1 = div ũn+1 − τ∆pn+1 = 0.

On a donc montré que l’étape de projection (4.5)-(4.7) est équivalente à (4.8)-(4.10). Clairement,

la condition ∂pn+1/∂n = 0 n’est pas vérifiée par la pression exacte en général. En fait, c’est cette

condition qui est responsable de l’ordre de convergence très bas du schéma (4.3)-(4.7). En effet,

les estimations d’erreur suivantes sont démontrées par Shen [56] :

max
1≤n≤N

∥u(tn)− ũn∥L2(Ω) + max
1≤n≤N

∥u(tn)− un∥L2(Ω) ≲ τ,(
N∑

n=1

τ∥p(tn)− pn∥2L2(Ω)

)1/2

+

(
N∑

n=1

τ∥u(tn)− ũn∥2L2(Ω)

)1/2

≲
√
τ .

(4.11)
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Remarque 4.2. Considérons l’espace suivant :

H = {v ∈ L2(Ω)d ; divv = 0 et v · n = 0}.

Il est clair que la vitesse-correction un appartient à cet espace. Donc, en tenant compte de la

décomposition orthogonale de Helmholtz suivante (voir Girault et Raviart [38] )

L2(Ω)d =H ⊕∇H1(Ω)/R

et de l’identité (4.10), on déduit que pour tout n ≥ 1, un est la projection orthogonale de ũn sur

H (remarquer que l’espace H est fermé car les opérateurs de divergence et de trace normale sont

continus sur H(div,Ω)).

Remarque 4.3. La formule d’intégration par parties (1.1) et la condition aux bords (4.4) nous

assurent que ∫
Ω

div ũn dx =

∫
∂Ω

ũn+1 · n dσ = 0.

Alors, le problème de Neumann (4.8)-(4.9) admet une unique solution.

Remarque 4.4. En prenant la somme de (4.3) et (4.5), on trouve que

un+1 − un

τ
− ν∆ũn+1 +∇pn+1 = f(tn+1),

ce qui signifie que la première équation du problème de Stokes (4.2) est en effet divisée en deux

équations.

Version incrémentale

Bien que le schéma (4.3)-(4.7) soit très simple, les estimations (4.11) montrent que l’ordre de

convergence est très bas, ce qui le rend sans intérêt. L’amélioration suivante a été proposée dans

[56] : comme il manque un terme sur la pression dans l’équation (4.3), l’idée est d’ajouter une

valeur précédente pn et ensuite un terme incrémental dans (4.5) . En d’autres termes, le schéma

(4.3)-(4.7) est remplacé par

ũn+1 − un

τ
− ν∆ũn+1 +∇pn = f(tn+1) dans Ω, (4.12)

ũn+1 = 0 sur ∂Ω (4.13)
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et

un+1 − ũn+1

τ
+∇(pn+1 − pn) = 0 dans Ω, (4.14)

div ũn+1 = 0 dans Ω, (4.15)

un+1 · n = 0 sur ∂Ω. (4.16)

Avec ces modifications on a les estimations d’erreurs suivantes (voir [56])

max
1≤n≤N

∥u(tn)− ũn∥L2(Ω) max
1≤n≤N

+ ∥u(tn)− un∥L2(Ω) ≲ τ, (4.17)(
N∑

n=1

τ∥p(tn)− pn∥2L2(Ω)

)1/2

+

(
N∑

n=1

τ∥u(tn)− ũn∥2L2(Ω)

)1/2

≲ τ. (4.18)

Le schéma (4.12)-(4.16) a donc les mêmes propriétés d’approximation que le schéma d’Euler

rétrograde considéré au Chapitre 2. Maintenant, on peut s’attendre à ce qu’il suffit d’utiliser

une méthode d’intégration d’ordre plus élevé par rapport au temps pour améliorer la précision du

schéma. Considérons par exemple le schéma suivant basé sur la formule des différences rétrogrades

d’ordre 2 (BDF 2) étudié par Guermond [42] :

3ũn+1 − 4un + un−1

2τ
− ν∆ũn+1 +∇pn = f(tn+1) dans Ω,

ũn+1 = 0 sur ∂Ω,

(4.19)

et
3un+1 − 3ũn+1

τ
+∇(pn+1 − pn) = 0 dans Ω,

div ũn+1 = 0 dans Ω,

un+1 · n = 0 sur ∂Ω.

(4.20)

On peut montrer les estimations suivantes [42]

max
1≤n≤N

∥u(tn)− ũn∥L2(Ω) + max
1≤n≤N

∥u(tn)− un∥L2(Ω) ≲ τ 2,(
N∑

n=1

τ∥p(tn)− pn∥2L2(Ω)

)1/2

+

(
N∑

n=1

τ∥u(tn)− ũn∥2L2(Ω)

)1/2

≲ τ. (4.21)

Bien que la convergence des deux vitesses en norme-L2 est à l’ordre désiré, l’estimation (4.21)

est clairement non optimale. En inspectant attentivement le problème (4.20), on découvre qu’on a
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imposé implicitement une condition aux bords inconsistante sur la pression. En effet, si on prend la

trace normale de première équation dans (4.20) et on tient compte du fait que un+1·n = ũn+1·n = 0

sur ∂Ω, on trouve que pour tout n ≥ 1,

∂pn

∂n
=
∂pn−1

∂n
= ... =

∂p0

∂n
.

La pression exacte ne satisfait pas forcément cette condition qui est responsable de la non op-

timalité des estimations (4.21) et de l’apparition des couches limites liées à la pression. Afin de

clarifier ce dernier point, considérons l’exemple suivant pris de [41] : dans le disque Ω = {(x, y) ∈
R2 ;

√
x2 + y2 ≤ 0.5}, on considère la solution du problème de Stokes instationaire :

u1(t, x, y) = sin(x+ t) sin(y + t),

u2(t, x, y) = cos(x+ t) cos(y + t),

p(t, x, y) = sin(x− y + t).

On donne une approximation par l’élément fini de Hood-Taylor P2/P1 (voir [38]). La taille du

maillage est h = 1/80 et le pas de temps τ = 0.0125. La Figure 4.1 (à gauche) montre le graphe

de l’erreur liée à la pression en norme L2 à l’instant t = 2. On observe que la solution numérique

constitue une mauvaise approximation près de la frontière du domaine.

Figure 4.1 – (à gauche) Couches limites relatives à la pression. (à droite) Disparition des couches
limites pour la version rotationnelle du schéma de projection.
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Version rotationnelle

Afin de surpasser les problèmes rencontrés dans les schémas précédents liés aux conditions aux

bords inconsitantes, Timmermans et al. [60] ont effectué une légère modification sur l’étape de

projection en ajoutant le terme ν∇div ũn+1 :

3un+1 − 3ũn+1

2τ
+∇

(
pn+1 − pn + νdiv ũn+1

)
= 0 dans Ω, (4.22)

div ũn+1 = 0 dans Ω, (4.23)

un+1 · n = 0 sur ∂Ω, (4.24)

L’étape intermédiaire (4.19) reste inchangée. Cette fois-ci, si on prend la somme de (4.19) et de

(4.22), on obtient

3un+1 − 3ũn+1

2τ
− ν∆ũn+1 + ν div ũn+1 +∇pn+1 = f(tn+1).

En tenant compte de l’identité

−∆u = rot rotu−∇divu,

on déduit que
3un+1 − 3un+1

2τ
+ ν rot rot ũn+1 +∇pn+1 = f(tn+1).

Maintenant, on applique l’opérateur de trace normale sur ∂Ω pour avoir

∂pn+1

∂n
=
(
f(tn+1)− ν rot rot ũn+1

)
· n,

qui est exactement la condition aux bords vérifiée par la solution exacte des équations de Stokes

(4.2). En effet, dans la Figure 4.1 (à droite), on remarque la disparition des couches limites présentes

pour la version incrémentale. On a l’estimation suivante (voir [41]) :

N∑
n=1

τ∥p(tn)− pn∥2L2(Ω) +
N∑

n=1

τ∥u(tn)− ũn∥2H1(Ω) ≲ τ 3/2.

Remarque 4.5. Le fait que les schémas de projection ne contiennent aucun problème de type point-

selle peut nous laisser croire qu’on n’aura pas besoins de la condition inf-sup quand on s’intéresse

à une approximation numérique. Les tests numériques effectués dans [44] montrent la nécessité

de cette condition afin d’assurer la convergence des schémas de projection. Plus précisément, si le

couple d’espaces discrets n’est pas inf-sup stable, la constante présente dans l’estimation d’erreur

tend vers +∞ lorsque le pas de temps τ −→ 0.
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Conditions aux bords.

Les conditions aux bords jointes aux équations de Navier-Stokes doivent être imposées délicatement

dans les schémas de projection. De plus, ces conditions peuvent avoir une mauvaise influence sur

la précision des schémas. En effet, Soit Γ1,Γ2 une partition de la frontière ∂Ω. Considérons par

exemple le cas des conditions aux bords suivantes :

u = 0 sur Γ1,

pn− ν (∆u) · n = 0 sur Γ2.

Guermond et al. [43] ont proposé le schéma suivant :

ũn+1 − un

τ
− ν∆ũn+1 +∇pn = f(tn+1) dans Ω,

ũn+1 = 0 sur Γ1,

(4.25)

et
un+1 − ũn+1

τ
+∇(ϕn+1) = 0 dans Ω,

div ũn+1 = 0 dans Ω,

un+1 · n = 0 sur Γ1,

ϕn+1 = 0 sur Γ2,

(4.26)

où ϕn+1 = pn+1−pn+νdiv ũn+1. Noter que comme on a imposé la condition un+1 ·n = 0 seulement

sur Γ1, on était obligé d’imposer la condition ϕ = 0 sur Γ2 pour que le problème (4.26) soit bien

posé. Sous des conditions de régularité sur le domaine Ω, on a les estimations d’erreur suivantes

pour le schéma (4.25)-(4.26) :

N∑
n=1

τ∥u(tn)− ũn∥2L2(Ω) +
N∑

n=1

τ∥u(tn)− ũn∥2L2(Ω) ≲ τ 3/2

N∑
n=1

τ∥p(tn)− pn∥2L2(Ω) +
N∑

n=1

τ∥u(tn)− ũn∥2H1(Ω) ≲ τ
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4.1.2 Découplage vectoriel

Lorsque la solution d’une équation aux dérivées partielles est un champs de vecteurs dont les

composantes sont couplées par au moins un opérateur différentiel, on préfère l’approcher par une

série d’EDPs scalaires afin de réduire le coût de calcul. Chaque équation de cette série fournit une

approximation à seulement l’une des composantes de la solution recherchée. Le principe de cette

technique est de remplacer le système linéaire associé 2 de taille M par m ≥ 2 système dont la

taille de chacun est égale à M/m (voir [45]). Soit tn = nτ, n = 0, 1, .., K, une partition uniforme

de l’intervalle [0, T ], où τ = T/K est le pas de temps. Considérons le schéma suivant basé sur la

méthode de compressibilité artificielle 3 pour approcher le problème de Stokes (4.2) :

un+1 − un

τ
− ν∆un+1 −∇divun+1 +∇pn = f(tn+1) dans Ω, (4.27)

pn+1 − pn + divun+1 = 0 dans Ω, (4.28)

un+1 = 0 sur ∂Ω. (4.29)

Pour tout champ de vecteurs u = (u1, u2) défini dans Ω, l’opérateur ∇div prend la forme suivante.

∇divu :=

∂x(∂xu1 + ∂yu2)

∂y(∂xu1 + ∂yu2)


=

 ∂2x ∂x∂y

∂y∂x ∂2y

u1
u2

 =: Gu.

On voit clairement que les composantes u1 et u2 sont couplées par la matrice G et qu’on est obligé

de les calculer simultanément dans le schéma (4.27)-(4.29).

Méthode de Jacobi

Considérons maintenant la décomposition de Jacobi de la matrice G définie comme suit :

G = (G−D) +D, (4.30)

2. Après avoir considéré une discrétisation de l’équation différentielle.
3. La méthode de compressibilité artificielle consiste à ajouter une petite “quantité de compressibilité” à

l’équation de continuité. Remarquer que (4.28) est la discrétisation de l’équation τ∂p/∂t+ divu = 0.
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où D = diag(G). La méthode de Jacobi consiste à utiliser les valeurs explicites des termes corres-

pondants aux éléments hors la diagonale de G. L’équation (4.27) est donc remplacée par

un+1 − un

τ
− ν∆un+1 −Dun+1 − (G−D)un +∇pn = f(tn+1),

ce qui est équivalent au système d’équations

un+1
1 − un1
τ

− ν∆un+1
1 − ∂2xu

n+1
1 = ∂x∂yu

n
2 − ∂xp

n + f1(t
n+1), (4.31)

un+1
2 − un2
τ

− ν∆un+1
2 − ∂2yu

n+1
2 = ∂x∂yu

n
1 − ∂yp

n + f2(t
n+1). (4.32)

Le schéma ci-dessus est inconditionnellement stable et est convergent d’ordre égal à 1 (voir [45]).

Block de Gauss-Seidel

Une alternative consiste à remplacer (4.30) par la décomposition de Gauss-Seidel

G = L+D +U , LT = U ,

où la matrice L est triangulaire inférieure. Cette fois-ci, les valeurs explicites de la solution sont

introduites seulement pour les termes correspondants à la partie triangulaire superieure de G. On

a donc le schéma suivant :

un+1 − un

τ
− ν∆un+1 − (L+D)un+1 −Uun +∇pn = f(tn+1), (4.33)

ce qui est équivalent au système d’équations

un+1
1 − un1
τ

− ν∆un+1
1 − ∂2xu

n+1
1 = ∂x∂yu

n
2 − ∂xp

n + f1(t
n+1), (4.34)

un+1
2 − un2
τ

− ν∆un+1
2 − ∂2yu

n+1
2 = ∂x∂yu

n+1
1 − ∂yp

n + f2(t
n+1). (4.35)

Si on fait une comparaison avec (4.31)-(4.32), on voit que la seule différence est qu’on a pris la

valeur implicite de u1 dans l’équation (4.35). Comme un+1
1 est déjà calculée dans (4.34), alors la

seule inconnue dans (4.35) est la composante un+1
2 . Le schéma (4.34)-(4.35)-(4.28) est incondition-

nellement stable et converge avec un ordre égal à 1. La démonstration de ce résultat est donné par

Guermond et Minev [45], mais comme on va utiliser des techniques similaires dans la Section 4.2,

on donne la preuve en détail.
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Théorème 4.6. Supposons que la vitesse initiale u0 ∈ H1(Ω)2 et que f = 0. La solution du

schéma (4.34)-(4.35) satisfait l’estimation de stabilité suivante : pour tout n ≥ 1,

∥un+1∥2L2(Ω) +
n∑

m=1

∥um+1 − um∥2L2(Ω) + 2ν
n∑

m=1

τ∥um∥2H1(Ω)

+ τ∥pn+1∥2L2(Ω) ≲ ∥u0∥2L2(Ω) + τ∥∂xu0∥2L2(Ω) + τ∥p0∥2L2(Ω)

Démonstration. Pour toute suite de fonctions (φn)n définies sur ]0, T [, on définit l’opérateur δt par

δtφ
n+1 := φn+1 − φn.

D’abord, si on note ûn = (un+1
1 , un2 )

T , l’équation (4.33) peut s’écrire de manière équivalente comme

suit
un+1 − un

τ
− ν∆un+1 −∇divûn+1 − (0, ∂2yδt u

n+1
2 )T +∇pn = 0. (4.36)

On prend le produit scalaire de (4.36) avec 2τun+1, on utilise l’identité

2(a− b, a) = ∥a∥2 − ∥b∥2 + ∥a− b∥2

et on effectue deux intégrations par parties pour obtenir

∥un+1∥2L2(Ω) − ∥un∥2L2(Ω) + ∥δtun+1∥2L2(Ω) + 2ντ∥un+1∥2H1(Ω) + 2τ(div ûn+1, divun+1)

+ τ
(
∥∂yun+1

2 ∥2L2(Ω) − ∥∂yun
2∥2L2(Ω) + ∥δt∂yun+1

2 ∥2L2(Ω)

)
− 2τ(pn, divun+1) = 0. (4.37)

On a de plus,

2(div ûn+1, divun+1) = 2(div ûn+1, divun+1 − div ûn+1) + 2∥div ûn+1∥2L2(Ω)

= ∥divun+1∥2L2(Ω) + ∥div ûn+1∥2L2(Ω) − ∥divun+1 − div ûn+1∥2L2(Ω)

= ∥divun+1∥2L2(Ω) + ∥div ûn+1∥2L2(Ω) − ∥δt∂yun+1
2 ∥2L2(Ω),

où on a utilisé le fait que un+1 − ûn+1 = (0, δt∂yu
n+1
2 )T . Donc, l’identité (4.37) devient

∥un+1∥2L2(Ω) − ∥un∥2L2(Ω) + ∥δtun+1∥2L2(Ω) + 2ντ∥un+1∥2H1(Ω) + τ
(
∥divun+1∥2L2(Ω)

+ ∥div ûn+1∥2L2(Ω)

)
+ τ

(
∥∂yun+1

2 ∥2L2(Ω) − ∥∂yun
2∥2L2(Ω)

)
− 2τ(pn, divun+1) = 0. (4.38)

Maintenant, on prend le carré de l’équation sur la pression (4.28) et on intègre sur Ω et on multiplie

par τ , on trouve

∥pn+1∥2L2(Ω) = ∥pn∥2L2(Ω) + ∥divun+1∥2L2(Ω) − 2(pn, divun+1). (4.39)

Pour conclure on additionne (4.38) et (4.39) et on prend la somme sur n.
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4.1.3 Méthode de Galerkin discontinue

La méthode de Galerkin discontinue est une méthode de discrétisation des équations aux

dérivées partielles qui permet à la solution discrète d’avoir des discontinuités sur les interfaces

du maillage [36]. Afin de voir comment ces schémas sont conçus, considérons le problème de Pois-

son suivant :

−∆u = f dans Ω, (4.40)

u = 0 sur ∂Ω, (4.41)

où f ∈ L2(Ω). Soit Th une triangulation du domaine Ω. On adopte la notation qui sera introduite

dans la Section 4.2. Nous devons maintenant proposer un schéma numérique consistant en utilisant

l’espace SN (Ω, Th). En d’autres termes, si le problème discret s’écrit sous la forme suivante

∀vh ∈ SN (Ω, Th), aDG(uh, vh) = (f, vh), (4.42)

alors la solution exacte u du problème de Poisson (4.40)-(4.41) doit vérifier (4.42). C’est-à-dire,

∀vh ∈ SN (Ω, Th), aDG(u, vh) = (f, vh).

Supposons que la solution est régulière (par exemple u ∈ H2(Ω)). En multipliant (4.40) par une

fonction test vh ∈ SN (Ω, Th) et en effectuant une intégration par parties sur chaque élément

K ∈ Th, on obtient

−
∫
Ω

∆u vh dx = −
∑
K∈Th

∫
K

∆u vh dx

=
∑
K∈Th

∫
K

∇u · ∇vh dx−
∑
K∈Th

∑
e∈Eh, e⊂∂K

∫
e

∂u

∂ne

vh dσ.

L’identité

ab− cd = (a− c)

(
b+ d

2

)
+

(
a+ c

2

)
(b− d),

où a, b, c, d ∈ R, et la régularité de la solution exacte, impliquent que

−
∫
Ω

∆u vh dx =
∑
K∈Th

∫
K

∇u · ∇vh dx−
∑
e∈Eh

∫
e

∂u

∂ne

[vh] dσ.
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On peut donc envisager de définir aDG(·, ·) par

(uh, vh) ∈ SN (Ω, Th) −→
∑
K∈Th

∫
K

∇u · ∇vh dx−
∑
e∈Eh

∫
e

{
∂u

∂ne

}
[vh] dσ.

Bien que ce choix est consistant, la forme bilinéaire définie ainsi n’est ni symmétrique ni coercive.

En suivant l’idée d’Arnold [4], on ajoute les deux termes suivants :

terme de symétrie :

−
∑
e∈Eh

∫
e

{
∂vh
∂ne

}
[uh] dσ,

(remarquer que ce terme garantit la symétrie de aDG(·, ·).)
terme de pénalisation : ∑

e∈Eh

αeh
−1
e

∫
e

[uh][vh] dσ,

où αe > 0, e ∈ Eh, sont les paramètres de pénalisation. La forme bilinéaire est donc définie par

aDG(uh, vh) =
∑
K∈Th

∫
K

∇uh · ∇vh dx−
∑
e∈Eh

∫
e

{
∂uh
∂ne

}
[vh] dσ

−
∑
e∈Eh

∫
e

{
∂vh
∂ne

}
[uh] dσ +

∑
e∈Eh

αeh
−1
e

∫
e

[uh][vh] dσ.

Comme les termes introduits sont nuls pour la solution exacte, la consistance n’est pas affectée.

On peut vérifier que la forme bilinéaire aDG(·, ·) est coercive. En effet, d’après l’inégalité (4.49),

on a pour tous K ∈ Th et e ⊂ ∂K,

∥vh∥L2(e) ≤ C∗h
−1/2
e ∥vh∥L2(K),

où C∗ > 0 est une constante indépendante de h. Par l’inégalité ci-dessus, on a pour tout vh ∈
SN (Ω, Th), ∫

e

{
∂vh
∂ne

}
[vh] dσ ≤ ∥

{
∂vh
∂ne

}
∥2L2(e)∥[vh]∥L2(e)

≤ 1

6

(
∥∇vh∥2L2(K1)

+ ∥∇vh∥2L2(K2)

)
+

3

2
C∗ h

−1
e ∥[vh]∥2L2(e).

On en déduit que pour des paramètres de pénalisation suffisamment grands,

aDG(vh, vh) ≥
∑
K∈Th

∥∇vh∥2L2(K) −
1

2

∑
K∈Th

∥∇vh∥2L2(e) +
∑
e∈Eh

(αe −
3

2
C∗)h

−1
e ∥[vh]∥2L2(e)

≥ 1

2

(∑
K∈Th

∥∇vh∥2L2(K) +
∑
e∈Eh

h−1
e ∥[vh]∥2L2(e)

)
=: ∥vh∥2DG.
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L’application ∥ · ∥DG := (aDG(·, ·))1/2 est une norme sur l’espace des fonctions H1-par-morceaux.

Pour montrer cette propriété il suffit de vérifier que ∥v∥DG = 0 implique que v = 0. Si ∥v∥DG = 0,

alors

∀K ∈ Th, ∇(v|K) = 0 et ∀e ∈ Eh, [v]|e = 0.

Donc, v est une fonction constante par morceaux, continue et nulle sur la frontière ∂Ω, ce qui

implique que v = 0.

On a l’estimation d’erreur suivante [36, Corollaires 4.18 et 4.18] :

∥u− uh∥L2(Ω) + ∥u− uh∥DG ≤ Chk∥u∥Hk+1(Ω), (4.43)

où C > 0 est une constante indépendante de h.

Remarque 4.7. Bien que la solution uh peut être totalement discontinue, la continuité et la

condition aux bords (4.41) est faiblement imposée dans le schéma (4.42). En effet, l’estimation

(4.43) implique en particulier que∑
e∈Eh

h−1
e ∥[uh]∥L2(e) ≲ hk∥u∥Hk+1(Ω).

Donc, les sauts à travers les interfaces du maillage et la trace sur la frontière de la solution discrète

tendent vers 0 lorsque h→ 0.

4.2 Approximation numérique du problème de Navier-Stokes

Soit {Th}h>0 une famille de triangulations du polygone Ω telle que

1. Pour tout h la triangulation Th constitue une partition de Ω par des quadrilatères convexes.

2. Soit K̂ le carré unité (0, 1)2. À chaque élément K ∈ Th, nous associons une transformation

bilinéaire inversible FK : K̂ → K qui satisfait la condition de compatibilité suivante :

∀K1, K2 ∈ Th, F−1
K1

(K1 ∩K2) = F−1
K2

(K1 ∩K2).

3. Pour tout élément K ∈ Th, on note T i
K , 1 ≤ i ≤ 4, les quatres sous-triangles du quadrilatère

K (voir Fig. 4.2). On pose

ρK := min
1≤i≤4

{diamètre du cercle inscrit à T i
K}.
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On suppose que la famille {Th}h>0 est régulière, i.e. il existe une constante κ > 0 indépendante

de h telle que

∀K ∈ Th, hK ≤ κρK .

4. À chaque élément K ∈ Th, on associe son diamètre hK et un degré polynomial NK ≥ 0. On

note par δ le couple (h,N ) où

h := max
K∈Th

hK et N := (NK)K∈Th ⊂ N.

Figure 4.2 – Les quatres sous-triangles du quadrilatère K.

On note Eh l’ensemble des arêtes des éléments du maillage Th. On note EI
h , ED

h et Em
h les sous-

ensembles de Eh contenant les arêtes qui se trouvent à l’intérieur du domaine Ω, sur ΓD et Γm

respectivement. Pour tout K ∈ Th, e ∈ Eh ∩ ∂K et toute fonction v ∈ H1(K), on note v+ et v− la

trace de v sur l’arête e depuis l’extérieur et l’intérieur de K, respectivement. Nous définissons le

saut et la moyenne de la fonction v par

[v]|e :=
(
v+ − v−

)
|e , {v}|e :=

(
v+ + v−

2

)
|e
.

Lorsque e appartient à la frontière, les quantités ci-dessus dénotent simplement la trace de v, i.e.

[v]|e = {v}|e = v|e.

Pour tout e ∈ Eh on note par he la longueur de e et on définit Ne par la règle suivante :

Ne =

max(NK , NK′) si e = ∂K ∩ ∂K ′ ∈ EI
h ,

NK si e ∈ ED
h ∪ Em

h et e ⊂ ∂K.

103



On définit l’espace polynomial brisé SN (Ω, Th) par

SN (Ω, Th) = {v : Ω −→ R; v|K ∈ PNK
(K), ∀K ∈ Th},

où PN est soit l’espace des polynômes de degré total au plus égal à N , soit l’espace des polynômes

de degré inférieur ou égal à N par rapport à chaque variable. Pour toutes quantités A et B, la

notation

A ≲ B

signifie que la constante c dans l’inégalitéA ≤ cB est indépendante des paramètres de discrétisation.

Pour toute suite de fonctions (φn)n définies sur Ω, on définit l’opérateur δt par

δtφ
n+1 := φn+1 − φn.

Il est clair que le maillage Th considéré dans cette section est un cas particulier de la partition Ph

introduite dans le Chapitre 3. Donc, l’inégalité suivante est une conséquence directe du Théorème

3.19 :

∥vδ∥L4(Ω) +
∑
K∈Ph

∥vδ∥2H1(K) ≲
∑
K∈Ph

(
∥rotvδ∥2L2(K) + ∥div vδ∥2L2(K)

)

+

 ∑
e∈EI

h∪E
D
h

h−1
e p2e∥[vδ]∥2L2(e) +

∑
e∈Em

h

h−1
e p2e∥vδ · t∥2L2(e)

 (4.44)

pour tout vδ ∈ SN (Ω,Ph). On rappelle aussi l’inégalité de trace suivante [23] :

∀v ∈ H1(K), ∥v∥L2(e) ≲ h1/2e |K|−1/2
(
∥v∥L2(K) + hK∥∇v∥L2(K)

)
, (4.45)

où |K| désigne l’aire de K. Pour la démonstration du lemme suivant, voir [13, Théorème 5.1] et

[27, Lemme 3.1]).

Lemme 4.8. Pour tout K ∈ Th et v ∈ PN(K), les inégalités inverses suivantes sont vérifiées :

∥v∥L4(K) ≲ h
− 1

2
K N

1
2∥v∥L2(K), (4.46)

∥∇v∥L2(K) ≲ h−1
K N2∥v∥L2(K) (4.47)

et pour tout 2 ≤ q ≤ +∞,

∥v∥L∞(K) ≲ h
− 2

q

K N
4
q ∥v∥Lq(K). (4.48)
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De plus, l’inégalité de trace suivante est satisfaite :

∥v∥L2(∂K) ≲ h
− 1

2
K N ∥v∥L2(K). (4.49)

Lemme 4.9. Pour tout u ∈ H2(Ω)2, soit

(rotu)× v :=
(
(rotu)v2,−(rotu)v1

)
.

On a l’identité suivante

(u · ∇)u = (rotu)× u+
1

2
∇|u|2.

4.2.1 Schéma numérique

L’espace discretXδ associé aux deux composantes de la vitesse est défini par

Xδ ⊂ SN (Ω, Th).

L’espace des pressions discrètes Mδ est un sous-espace de Xδ. On considère les hypothèses sui-

vantes :

(H1) Soit πMδ
l’opérateur de projection-L2 orthogonale sur Mδ. Pour toute fonction v H1-par-

morceaux,

∑
K∈Th

∥v − πMδ
v∥Hm(K) ≲

∑
K∈Th

(
hK
NK

)1−m

∥∇v∥L2(K), m = 0, 1.

(H2) Toutes les arêtes de Ω sont parallèles aux axes cartésiens.

En se basant sur la méthode de projection présentée dans la Section 4.1, nous proposons le

schéma semi-discret suivant :
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Étape intermédiaire : Trouver ũn+1 ∈ H1(Ω)2 tel que

ũn+1 − un

τ
+ νrot rot ũn+1 − χ1∇div ũn+1

+ rot ũn × ũn +∇(pn +
1

2
|ũn|2) = f(tn+1) dans Ω,

ũn+1 = 0 sur ΓD,

ũn+1 · t = 0 sur Γm,

div ũn+1 = 0 sur Γm,

(4.50)

où χ1 > 0 est un nombre réel.

Étape de projection : Trouver un+1 ∈ L2(Ω) et pn+1 ∈ H1(Ω) tels que

un+1 − ũn+1

τ
+∇

(
(pn+1 +

1

2
|ũn+1|2)− (pn +

1

2
|ũn|2) + χ2div ũ

n+1
)
= 0 dans Ω,

divun+1 = 0 dans Ω,

un+1 · n = 0 sur ΓD,

pn+1 +
1

2
|ũn+1|2 = 0 sur Γm,

où χ2 > 0 est un nombre réel. On remarque que les deux composantes de la vitesse intermédiaire

ũn+1 sont couplées par les opérateurs rot rot et ∇div dans la première équation de (4.50). On ap-

plique la méthode de Gauss-Seidel présentée dans la Sous-Section 4.1.2 pour remplacer le problème

(4.50) par deux sous-problèmes comme suit :

ũn+1
1 − un1
τ

+ ν
∂

∂y

(∂ũn2
∂x

− ∂ũn+1
1

∂y

)
− χ1

∂

∂x

(∂ũn+1
1

∂x
+
∂ũn2
∂y

)
+ (rot ũn)ũn2 +

∂

∂x
(pn +

1

2
|ũn|2) = f1(t

n+1) dans Ω,

ũn+1
1 = 0 sur ΓD,

ũn+1
1 n2 = 0 sur Γm,(

∂ũn+1
1

∂x
+
∂ũn2
∂y

)
n1 = 0 sur Γm, ,

(4.51)

où f = (f1, f2) et (rot ũn)ũn2 est la première composante de rot ũn × ũn. L’autre sous-problème
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pour la deuxième composante est donné comme suit :

ũn+1
2 − un2
τ

− ν
∂

∂x

(∂ũn+1
2

∂x
− ∂ũn+1

1

∂y

)
− χ1

∂

∂y

(∂ũn+1
1

∂x
+
∂ũn+1

2

∂y

)
− (rot ũn)ũn2 +

∂

∂y
(pn +

1

2
|ũn|2) = f2(t

n+1) dans Ω,

ũn+1
2 = 0 sur ΓD,

ũn+1
2 n1 = 0 sur Γm,(

∂ũn+1
1

∂x
+
∂ũn+1

2

∂y

)
n2 = 0 sur Γm,

(4.52)

Maintenant, on applique la méthode de Galerkin discontinue pour discrétiser le terme visqueux

dans (4.51). En multipliant le terme visqueux dans la première équation de (4.51) par une fonction

v ∈ (Xδ)
2, en effectuant une intégration par parties, en tenant compte de la condition vérifiée par

ũn+1
2 sur ΓD et en supposant que la solution ũn+1

1 est suffisamment régulière, on obtient pour tout

K ∈ Th,∫
K

∂y(∂xũ
n
2 − ∂yũ

n+1
1 )v dx = −

∫
K

(∂xũ
n
2 − ∂yũ

n+1
1 )∂y v dx+

∫
∂K

(∂x ũ
n
2 − ∂yũ

n+1
1 ) v n2 dσ.

En prenant la somme sur K ∈ Th et en utilisant la régularité de un1 et un2 , n > 1, l’intégrale

ci-dessus est égale à

−
∑
K∈Th

∫
K

(∂xũ
n
2 − ∂yũ

n+1
1 )∂y v dx+

∑
e∈Eh

∫
e

(∂x ũ
n
2 − ∂yũ

n+1
1 )[v]n2 dσ.

L’autre terme du second ordre dans (4.51) est discrétisé par

χ1

∑
K∈Th

∫
K

(∂ũn+1
1

∂x
+
∂ũn2
∂y

)∂v
∂x

dx.

Finalement, on ajoute les termes symétriques et de pénalisation appropriés. Le terme diffusif

dans (4.51) est donc discrétiser par la forme bilinéaire suivante : pour tout u = (u1, u2) ∈ (Xδ)
2

et v = (v1, v2) ∈ (Xδ)
2,

a1DG(u,v) = ν

(
−
∑
K∈Th

∫
K

(rotu) ∂y v1dx+
∑

e∈EI
h∪E

D
h

∫
e

{rotu}[v1]n2 dσ +
∑

e∈EI
h∪E

D
h

∫
e

{rotv}[u1]n2 dσ

)

+ χ1

∑
K∈Th

∫
K

divu ∂xv1 dx+
∑

e∈EI
h∪E

D
h

αeh
−1
e N2

e

∫
e

[u1][v] dσ +
∑
e∈Em

h

αeh
−1
e N2

e

∫
e

u1 n2 v n2 dσ.
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En répétant la même procédure pour le problème (4.52), nous trouvons que le terme diffusif est

discrétisé par la forme bilinéaire suivante : pour tout u = (u1, u2) et v = (v1, v2) ∈ Xδ

a2DG(u, v) = ν

( ∑
K∈Th

∫
K

rotu ∂x v2 dx−
∑

e∈EI
h∪E

D
h

∫
e

{rotu}[v2]n1 dσ −
∑

e∈EI
h∪E

D
h

∫
e

{rotv}[u2] dσ
)

+ χ1

∑
K∈Th

∫
K

divu ∂yv2 +
∑

e∈EI
h∪E

D
h

αeh
−1
e N2

e

∫
e

[u2] [v2] dσ +
∑
e∈Em

h

αeh
−1
e N2

e

∫
e

u2 n1 v n1dσ.

Dans la suite, on aura besoin de la somme de ces formes bilinéaires. On pose

aDG(u,v) := a1DG(u,v) + a2DG(u,v).

La norme associée est donnée pour tout vδ ∈ (Xδ)
2 et χ > 0 par

∥vδ∥DG,χ

:=
∑
K∈Th

ν∥rotvδ∥2L2(K) + χ∥div vδ∥2L2(K) +
∑

e∈EI
h∪E

D
h

αeh
−1
e N2

e∥[vδ]∥2L2(e) +
∑
e∈Em

h

αeh
−1
e N2

e∥vδ · t∥2L2(e)2 .

Lorsque l’indice χ est omis, cela signifie que χ = 1. Pour montrer que ∥ · ∥DG définit une norme

sur SN (Ω, Th)
2 il suffit de vérifier que ∥vδ∥DG = 0 implique que vδ = 0. En effet, si ∥vδ∥DG = 0,

alors vδ appartient à l’espace X (où X est définit au début du Chapitre 2) et rotvδ = divvδ = 0.

Le Corollaire 2.2 implique que vδ = 0. Comme dans la Sous-Section 4.1.3, on montre facilement

le résultat suivant :

Lemme 4.10. Supposons que les paramètres αe, e ∈ Eh, sont suffisamment grands. Alors, pour

tout vδ ∈ SN (Ω, Th)
2, on a

aDG(vδ,vδ) ≥
1

2
∥vδ∥2DG,χ,

L’opérateur gradient discret est donné pour tout vδ ∈ (Xδ)
2 et qδ ∈Mδ par

b(vδ, qδ) = −
∑
K∈Th

∫
K

(div vδ) qδ dx+
∑

e∈EI
h∪E

D
h

∫
e

[vδ] · n qδ dσ.

La forme trilinéaire correspondante au terme non linéaire est donnée par

c(u,v;w) =
∑
K∈Th

∫
K

(rotu)× vw dx.
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La discrétisation de l’opérateur de Laplace est réalisée par la forme bilinéaire définie pour tout

ϕδ, qδ ∈Mδ comme suit :

aL(ϕδ, qδ) =
∑
K∈Th

∫
K

∇ϕδ · ∇qδ dx−
∑

e∈EI
h∪E

m
h

∫
e

{∇ϕδ} · ne[qδ] dσ −
∑

e∈EI
h∪E

m
h

∫
e

{∇qδ} · ne[ϕδ] dσ

+
∑

e∈EI
h∪E

m
h

α̃eh
−1
e N2

e

∫
e

[ϕδ][qδ] dσ.

On définit la norme | · |DG par

|ϕδ|2DG =
∑
K∈Th

∥∇ϕδ∥2L2(K) +
∑

e∈EI
h∪E

m
h

α̃eh
−1
e N2

e∥[ϕδ]∥2L2(e).

Lemme 4.11. Supposons que les paramètres α̃e, e ∈ EI
h ∪ Em

h , sont suffisamment grands. Alors,

pour tout ϕδ ∈Mδ,

aL(ϕδ, ϕδ) ≥
1

2
|ϕδ|2DG,

Schéma de projection discret. Pour des valeurs initiales données ũ0
δ,u

0
δ ∈ (Xδ)

2 et p0δ ∈Mδ,

le schéma de projection prend la forme suivante : pour n ≥ 1, calculer la première composante de

la vitesse ũn+1
δ,1 ∈ Xδ telle que pour chaque v ∈ Xδ,(

ũn+1
δ,1 − unδ,1

τ
, v

)
+ a1DG((ũ

n+1
δ,1 , ũ

n
δ,2), v) + b((v, 0), pnδ +

1

2
|ũn

δ |2) + c(ũn
δ , ũ

n
δ ; (v, 0)) = (fn+1, (v, 0)),

(4.53)

où ũn
δ := (ũnδ,1, ũ

n
δ,2). Ensuite, la deuxième composante de la vitesse est donnée par(

ũn+1
δ,2 − ũnδ,2

τ
, v

)
+ a2DG((ũ

n+1
δ,1 , ũ

n+1
δ,2 ), v) + b((0, v), pnδ +

1

2
|ũn

δ |2) + c(ũn
δ , ũ

n
δ ; (0, v)) = (fn+1, (0, v)).

(4.54)

La pression intermédiaire φn+1
δ ∈Mδ satisfait pour tout qδ ∈Mδ,

aL(φ
n+1
δ , qδ) =

1

τ
b(ũn+1

δ , qδ), (4.55)

Enfin, pour tous qδ ∈Mδ et vδ ∈ Xδ, la pression pn+1
δ et la vitesse un+1

δ sont déterminées par

(pn+1
δ , qδ) = (pnδ +

1

2
|ũn

δ |2 −
1

2
|ũn+1

δ |2, qδ) + (φn+1
δ , qδ) + χ2b(ũ

n+1
δ , qδ), (4.56)
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(
un+1

δ − ũn+1
δ

τ
,vδ

)
= −b(vδ, φn+1

δ ), (4.57)

où un+1
δ := (un+1

δ,1 , u
n+1
δ,2 ).

Soit vδ = (vδ,1, vδ,2) ∈ (Xδ)
2. En posant v = v1,δ dans l’équation (4.53) et v = vδ,2 dans

l’équation (4.54) et en prenant la somme, nous trouvons que(
ũn+1

δ − un
δ

τ
,vδ

)
+ aDG(û

n+1
δ ,vδ) + a2DG((0, δtũ

n+1
δ,2 ), vδ,2)

+ b(vδ, p
n
δ +

1

2
|ũn

δ |2) + c(ũn
δ , ũ

n
δ ;vδ) = (fn+1,vδ), (4.58)

où ûn+1
δ = (ũn+1

1,δ , ũ
n
δ,2).

Pour effectuer l’analyse numérique du schéma (4.53)-(4.57), nous introduisons deux opérateurs

discrets linéaires liés à la forme bilinéaire b(·, ·). Pour tout vδ ∈ Xδ, ϕδ ∈ Mδ, nous définissons

Bδvδ ∈Mδ par ∫
Ω

Bδvδϕδ dx = b(vδ, ϕδ).

Le deuxième opérateur Gδ est défini de Mδ dans Xδ comme suit :∫
Ω

Gδ(ϕδ) · vδ =
∑

e∈EI
h∪Γm

∫
e

{vδ} · ne ϕδ dσ.

Remarquer qu’en effectuant une intégration par parties on trouve l’identité suivante :

b(vδ, ϕδ) = (∇hϕδ,vδ)− (Gδ([ϕδ]),vδ), (4.59)

où ∇h désigne l’opérateur de gradient brisé défini par

∀K ∈ Th, (∇hv)|K = ∇(v|K).

De même, l’équation (4.56) peut être réécrite sous la forme équivalente suivante :

P n+1
δ − P n

δ = φn+1
δ + χ2Bδũ

n+1
δ , (4.60)

où, pour tout n ≥ 1, on a mis

P n
δ = pnδ +

1

2
πMδ

|ũn|2.

Nous présentons maintenant quelques propriétés utiles de ces opérateurs.
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Lemme 4.12. Pour tous vδ ∈ Xδ et ϕδ ∈Mδ on a

∥Bδvδ∥2L2(Ω) ≲
∑
K∈Th

∥divvδ∥2L2(K) +
∑

e∈EI
h∪ΓD

h−1
e N2

e∥vδ∥2L2(e), (4.61)

∥Gδ([ϕδ])∥2L2(Ω) ≲
∑

e∈EI
h∪Γm

h−1
e N2

e∥[ϕδ]∥2L2(e). (4.62)

Démonstration. 1) Pour tout vδ ∈ (Xδ)
2, par l’inégalité (4.49) on a

∥Bδ vδ∥2L2(Ω) ≤
∑
K∈Th

∥div vδ∥L2(K)∥Bδ vδ∥L2(K) +
∑

e∈EI
h∪E

D
h

∥[vδ]∥L2(e)∥{Bδ vδ}∥L2(e)

≤

(∑
K∈Th

∥div vδ∥2L2(K)

)1/2(∑
K∈Th

∥Bδ vδ∥2L2(K)

)1/2

+

 ∑
e∈EI

h∪E
D
h

h−1
e N2

e∥[vδ]∥2L2(e)

1/2heN−2
e

∑
e∈EI

h∪E
D
h

∥{Bδ vδ}∥L2(e)


≲ ∥div vδ∥L2(Ω)∥Bδ vδ∥L2(Ω) +

 ∑
e∈EI

h∪E
D
h

h−1
e N2

e∥[vδ]∥2L2(e)

1/2

∥Bδ vδ∥L2(Ω),

ce qui implique l’estimation (4.61).

2) De même, pour tout ϕδ ∈Mδ, on a

∥Gδ([ϕδ])∥2L2(Ω) ≤
∑

e∈EI
h∪E

m
h

∥{Gδ([ϕδ])}∥L2(e)∥[ϕδ]∥L2(e)

≤

 ∑
e∈EI

h∪E
m
h

heN
−2
e ∥{Gδ([ϕδ])}∥L2(e)

1/2 ∑
e∈EI

h∪E
m
h

h−1
e N2

e∥[ϕδ]∥2L2(e)

1/2

≲

(∑
K∈Th

∥Gδ([ϕδ])∥2L2(K)

)1/2
 ∑

e∈EI
h∪E

m
h

h−1
e N2

e∥[ϕδ]∥2L2(e)

1/2

,

ce qui achève la démonstration.
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Lemme 4.13. Le triplet (un
δ , ũ

n
δ , φ

n
δ) solution du schéma (4.53)-(4.57) satisfait pour tout qδ ∈Mδ,

b(un
δ − ũn

δ , qδ) = −τaL(φn
δ , qδ) + τ

∑
e∈EI

h∪Γm

α̃eh
−1
e N2

e([φ
n
δ ], [qδ])− τ(Gδ([φ

n
δ ]), Gδ([qδ])), (4.63)

b(un
δ , qδ) = τ

∑
e∈EI

h∪Γm

α̃eh
−1
e N2

e([φ
n
δ ], [qδ])− τ(Gδ([φ

n
δ ]), Gδ([qδ])), (4.64)

Démonstration. 1) Si on pose vδ = ∇hqδ dans l’équation (4.57) et on tient compte de l’identité

(4.59), on trouve

(un+1 − ũn+1,∇hqδ) = −τ(∇hφ
n+1
δ +Gδ([ϕδ]),∇hqδ). (4.65)

De même, pour vδ = Gδ([qδ]) dans (4.57), on a

(un+1 − ũn+1,Gδ([qδ])) = −τ(∇hφ
n+1
δ −Gδ([ϕδ]),Gδ([qδ])). (4.66)

On soustrait (4.66) de (4.65) pour avoir

(un+1 − ũn+1,∇hqδ −Gδ([ϕδ])) = −τ(∇hφδ −Gδ([ϕδ]),∇hqδ −Gδ([qδ])).

Or, on a

(∇hφ
n+1
δ −Gδ([ϕδ]),∇hqδ −Gδ([qδ]))

= (∇hφ
n+1
δ ,∇hqδ)− (Gδ([φδ]),∇hqδ)–(Gδ([qδ]),∇hφ

n+1
δ ) + (Gδ([φδ]),Gδ([qδ])).

= aL(φ
n+1
δ , qδ)−

∑
e∈EI

h∪E
m
h

α̃eh
−1
e ([φn+1

δ ], [qδ])) + (Gδ([φδ]),Gδ([qδ])).

Pour conclure il suffit de remarquer que

(un+1 − ũn+1,∇hqδ −Gδ([qδ])) = b(ũn+1 − un+1, qδ).

2) D’après (4.55) on a

b(ũn+1, qδ) = τaL(φ
n+1
δ , qδ).

En tenant compte de l’identité (4.63) déjà démontrée, on obtient le résultat désiré.
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Théorème 4.14. Supposons que les hypothèses (H1)-(H2) sont vérifiées. Supposons de plus que

les paramètres χ1, αe et α̃e sont suffisamment grands. Alors, sous la condition CFL suivante

τ ≤ Cmin
K∈Th

(
hK
NK

)2

, (4.67)

où C > 0 est une constante suffisamment petite, il existe une constante χ∗ > 0 telle que le schéma

(4.53)-(4.54) satisfait l’estimation suivante pour tout n ≥ 1,

∥un
δ∥2L2(Ω) +

n∑
m=1

τ∥ũm
δ ∥2DG,χ∗ +

n∑
m=1

∥ũm
δ − um

δ ∥2L2(Ω) +
n∑

m=1

τ 2|φm
δ |2DG

≤ Cτ

(
ν−1

n∑
m=1

∥f(tm)∥2L2(Ω) + ∥u0
δ∥2L2(Ω) + ∥ũ0

δ∥4L4(Ω) + ∥p0δ∥2L2(Ω)

)
.

(4.68)

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence. Pour vδ = 2τ ũn+1
δ , l’équation (4.58)

devient

2(ũn+1
δ − un

δ , ũ
n+1
δ ) + 2τaDG(û

n+1
δ , ũn+1

δ ) + 2τa2DG((0, δtũ
n+1
δ,2 ), ũn+1

δ,2 ) + 2τb(ũn+1
δ , P n

δ )

+τ b(ũn+1
δ , |ũn

δ |2 − πMδ
|ũn

δ |2) + 2τc(ũn
δ , ũ

n
δ , ũ

n+1
δ ) = 2τ(f(tn+1), ũn+1

δ ).
(4.69)

Le premier terme peut être écrit sous la forme suivante :

2(ũn+1
δ − un+1

δ , ũn+1
δ ) + 2(un+1

δ − un
δ , ũ

n+1
δ − un+1

δ ) + 2(un+1
δ − un

δ ,u
n+1
δ ) =: T1 + T2 + T3.

Selon l’équation (4.56), on a

T1 = 2τb(ũn+1
δ , φn+1

δ )

= 2τb(ũn+1
δ , P n+1

δ − P n
δ − χ2Bδũ

n+1
δ )

= 2τb(ũn+1
δ , P n+1

δ − P n
δ )− 2χ2 ∥Bδũ

n+1
δ ∥L2(Ω).

Nous prenons la somme sur n dans l’équation (4.60) pour obtenir

P n+1
δ − P 0

δ =
n+1∑
m=1

φm
δ + χ2

n+1∑
m=1

Bδ ũ
n+1
δ . (4.70)
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Par conséquent, l’équation (4.55) implique que

b(ũn+1
δ , P n+1

δ ) = b(ũn+1
δ , P n+1

δ − P 0
δ ) + b(ũn+1

δ , P 0
δ )

= b(ũn+1
δ ,

n+1∑
m=1

φm
δ + χ2

n+1∑
m=1

Bδũ
m
δ ) + b(ũn

δ , P
0
δ )

=
τ

2

(
|Φn+1

δ |2DG − |Φn
δ |2DG + |Φn+1

δ − Φn
δ |2DG

)
+
χ2

2

(
∥Un+1

δ ∥2L2(Ω) − ∥Un
δ∥2L2(Ω) + ∥Un+1

δ −Un
δ∥2L2(Ω)

)
+ b(ũn+1

δ , P 0
δ ) + b(ũn+1

δ , P 0
δ ),

où Φn
δ =

∑n
m=1 φ

m
δ et Un

δ =
∑n

m=1Bδũ
m
δ . Ainsi,

T1 = τ 2
(
|Φn+1

δ |2DG − |Φn
δ |2DG + |φn+1

δ |2DG

)
+ τχ2

(
∥Un+1

δ ∥2L2(Ω) − ∥Un
δ∥2L2(Ω) − ∥Bδũ

n+1
δ ∥2L2(Ω)

)
+ 2τb(ũn+1

δ , P 0
δ )− 2τb(ũn+1

δ , pnδ).

De même, l’équation (4.57) et le Lemme 4.13 impliquent que

T2 = 2τb(un+1
δ − un

δ , φ
n+1
δ )

= 2τ 2
∑

e∈EI
h∪E

m
h

α̃eh
−1
e N2

e∥[φn+1
δ ]∥2L2(e) − 2τ 2∥Gδ([φ

n+1
δ ])∥2L2(Ω)

− 2τ 2
∑

e∈EI
h∪E

m
h

α̃eh
−1
e N2

e([φ
n+1
δ ], [φn

δ ]) + 2τ 2(Gδ([φ
n+1
δ ]),Gδ([φ

n
δ ]))

≥ τ 2
∑

e∈EI
h∪E

m
h

α̃eh
−1
e N2

e

(
∥[φn+1

δ ]∥2L2(e) − ∥[φn
δ ]∥2L2(e)

)
− Cτ 2

∑
e∈EI

h∪E
m
h

h−1
e N2

e

(
∥[φn+1

δ ]∥L2(e) + ∥[φn
δ ]∥L2(e)

)
.

En utilisant l’identité 2(a, a− b) = a2 − b2 + (a− b)2, le troisième terme est donné par

T3 = (∥un+1
δ ∥2L2(Ω) − ∥∥un

δ∥2L2(Ω) + ∥δtun+1
δ ∥2L2(Ω)).
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On a également

2aDG(û
n+1, ũn+1) + a2DG(0, δtũ

n+1
δ,2 ), ũn+1

δ,2 )

= 2aDG(û
n+1, ũn+1 − ûn+1) + 2∥ûn+1∥2DG + a2DG(0, δtũ

n+1
δ,2 ), ũn+1

δ,2 )

=
(
∥ũn+1

δ ∥2DG − ∥ûn+1
δ ∥2DG − ∥ũn+1

δ − ũn+1
δ ∥2DG

)
+ 2∥ûn+1∥2DG + a2DG(0, δtũ

n+1
δ,2 ), ũn+1

δ,2 )

= ∥ũn+1
δ ∥2DG − ∥ûn+1

δ ∥2DG − ∥(0, δtũn+1
δ,2 )∥2DG + a2DG(0, δtũ

n+1
δ,2 ), ũn+1

δ,2 )

= ∥ũn+1
δ ∥2DG − ∥ûn+1

δ ∥2DG + ∥(0, ũn+1
δ,2 )∥2DG − ∥(0, δtũnδ,2)∥2DG.

Maintenant, on donne des majorations pour les termes non linéaires. On a

τc(ũn
δ , ũ

n
δ ; ũ

n+1
δ ) = τc(ũn

δ , ũ
n
δ − un

δ ; ũ
n+1
δ − un+1

δ ) + τc(ũn
δ , ũ

n
δ − un

δ ;u
n+1
δ )

+ τ c(ũn
δ ,u

n
δ , ũ

n+1
δ − un+1

δ ) + τ c(ũn
δ ,u

n
δ ; δtu

n
δ) =:

4∑
i=1

Wi.

Pour le premier terme, en utilisant l’hypothèse de récurrence, la condition CFL (4.67) et l’inégalité

(4.44), nous trouvons que

W1 ≤ τ
∑
K∈Th

∥rotũn
δ∥L2(K) ∥ũn

δ − un
δ∥L4(K) ∥ũn+1

δ − un+1
δ ∥L4(K)

≤ C τ 2
∑
K∈Th

h−2
K N2

K∥rot ũn
δ∥2L2(K) +

ε

4
∥ũn+1

δ − un+1
δ ∥2L2(Ω)

≤ ε

4
τ∥ũn

δ∥2DG +
ε

4
∥ũn+1

δ − un+1
δ ∥L2(Ω),

où ε > 0 est une constante suffisamment petite. Par l’inégalité inverse (4.46), l’hypothèse de

récurrence et la condition CFL (4.67), on a

W2 ≤ τ
∑
K∈Th

∥rot ũn
δ∥L2(K) ∥ũn

δ − un
δ∥L4(K) ∥un+1

δ ∥L4(K)

≤ τ
∑
K∈Th

h−1
K NK∥rot ũn

δ∥L2(K) ∥ũn
δ − un

δ∥L2(K) ∥un+1
δ ∥L2(K)

≤ Cτ 2
∑
K∈Th

h−2
K N2

K∥rot ũn
δ ∥2L2(K) ∥un+1

δ ∥2L2(K) +
ε

4
∥ũn

δ − un
δ∥2L2(Ω)

≤ ε

4

(
τ∥ũn

δ∥2DG + ∥ũn
δ − un

δ∥2L2(Ω)

)
.

En procédant exactement de la même manière pour les termes restants, on obtient

c(ũn
δ , ũ

n
δ , ũ

n+1
δ ) ≤ ε

(
τ∥ũn

δ∥2DG + ∥ũn+1
δ − un+1

δ ∥2L2(Ω) + ∥ũn
δ − un

δ∥2L2(Ω) + ∥δtun+1
δ ∥L2(Ω)

)
.
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Mais, si nous prenons vδ = un+1
δ − ũn+1

δ dans l’équation (4.57), alors le Lemme 4.13 donne

∥un+1 − ũn+1∥2L2(Ω) = −τb(un+1 − ũn+1, φn+1
δ )

= τ 2|φn+1
δ |2DG − τ 2

∑
e∈EI

h∪E
m
h

αeh
−1
e N2

e∥[φn+1
δ ]∥2L2(e) + τ 2∥Gδ([φ

n+1
δ ])∥2L2(Ω)

≤ 3τ 2|φn+1
δ |2DG, (4.71)

ce qui implique que

c(ũn
δ , ũ

n
δ , ũ

n+1
δ ) ≤ ετ∥ũn

δ∥2DG + ε
(
3τ 2|φn+1

δ |2DG + ∥δtun+1
δ ∥L2(Ω)

)
.

On a aussi

b(ũn+1, |ũn|2 − πMδ
|ũδ|2)

= −
∑
K∈Th

(div ũn+1, |ũn|2 − πMδ
|ũδ|2) +

∑
e∈EI

h∪E
D
h

([ũn+1] · n, {|ũn|2 − πMδ
|ũδ|2})e =: b1 + b2.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que l’hypothèse (H1), nous trouvons que

b1 ≤
∑
K∈Th

∥div ũn+1
δ ∥L2(K)∥|ũn

δ |2 − πMδ
|ũδ|2∥L2(K)

≲
∑
K∈Th

hK
NK

∥div ũn+1
δ ∥L2(K)

(
2∑

i=1

∥ũnδi∇ũ
n
δ,i∥L2(K)

)

≲
∑
K∈Th

hK
NK

∥div ũn+1
δ ∥L2(K)

(
∥ũn

δ − un
δ∥L4(K)∥∇ũn

δ∥L4(K) + ∥un
δ∥L4(K)∥∇ũn

δ∥L4(K)

)
Maintenant, l’inégalité inverse (4.46), l’inégalité de Young, (4.44) et (4.71) impliquent que

b1 ≲
∑
K∈Th

∥div ũn+1
δ ∥L2(K)

(
∥ũn

δ − un
δ∥2L2(K) + ∥un

δ∥2L2(K) + ∥∇ũn
δ∥2L2(K)

)
≤ C

∑
K∈Th

∥div ũn+1
δ ∥2L2(K)

+
ε

3

(
∥ũn

δ − un
δ∥2L2(Ω) + ∥un

δ∥2L2(Ω) + ν
∑
K∈Th

∥∇ũn
δ∥2L2(K)

)
≤
∑
K∈Th

∥div ũn+1
δ ∥2L2(K) + ε

(
τ 2|φn

δ |DG + ∥ũn
δ∥2DG + ∥un

δ∥2L2(Ω)

)
.
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De même, l’inégalité de trace (4.49) implique que

b2 ≲
∑

e∈EI
h∪E

D
h

∥[ũn+1] · n∥L2(e) ∥{|ũn
δ |2 − πMδ

|ũn
δ |2}∥L2(e)

≲
∑

e∈EI
h∪E

D
h

(
h−1/2
e Ne∥[ũn+1

δ ] · n∥L2(e)

)(∑
e⊂∂K

∥|ũn
δ |2 − πMδ

|ũδ|2∥L2(K)

)

≤ C
∑

e∈EI
h∪E

D
h

heN
2
e∥[ũn+1] · n∥2L2(e) + ε

(
τ 2|φn

δ |2DG + ∥un
δ∥2L2(Ω) + ∥ũn∥2DG

)
,

* où le deuxième terme dans le membre de droite de la deuxième ligne est traité comme pour b1.

Toutes les estimations ci-dessus transforment l’équation (4.69) en

∥un+1
δ ∥2L2(Ω) − ∥un

δ∥2L2(Ω) + ∥δtun+1
δ ∥2L2(Ω) + τ

(
∥ũn+1

δ ∥2DG,χ − ε∥ũn
δ∥2DG,χ

)
+
(
∥ûn+1

δ ∥2DG + ∥(0, ũn+1
δ,2 )∥2DG − ∥(0, ũn

δ,2)∥2DG

)
+ τ 2

(
|Φn+1

δ |2DG − |Φn
δ |2DG

)
+ τ 2

(
|φn+1

δ |2DG − 4ε|φn
δ |2DG

)
+ τχ2

(
∥Un+1

δ ∥2L2(Ω) − ∥Un
δ∥2L2(Ω)

)
≲ τ∥fn+1∥2L2(Ω) + ∥un

δ∥2L2(Ω) + 2τb(ũn+1
δ , P 0

δ ),

≤ Cτ
(
∥fn+1∥2L2(Ω) + τ∥un

δ∥2L2(Ω) + ∥div ũn+1
δ ∥2L2(Ω)

+ ∥pδ(0)∥2L2(Ω) + ∥ũ0
δ∥4L4(Ω)

)
.

où la constante C > 0 est indépendante de n. Maintenant, en prenant la somme sur n, on obtient

∥un+1
δ ∥2L2(Ω) +

n+1∑
m=1

∥δtum
δ ∥2L2(Ω) + τ

n+1∑
m=1

∥ũm
δ ∥2DG,χ∗ + τ 2|Φn+1

δ |2DG

+ τ 2|φn+1
δ |2DG + τχ2∥Un+1

δ ∥2L2(Ω)

≤ |Φ0
δ|2DG + |φ0

δ|2DG + ∥U 0
δ∥2L2(Ω)

+ Cτ
( n+1∑

m=1

∥fn+1∥2L2(Ω) +
n+1∑
m=1

∥un
δ∥2L2(Ω) + ∥pδ(0)∥2L2(Ω) + ∥ũ0

δ∥4L4(Ω)

)
.

Pour conclure, il suffit d’appliquer le lemme de Gronwall discret. L’estimation suivante

∥ũn+1
δ − un+1

δ ∥L2(Ω) ≤ Cτ
( n+1∑

m=1

∥fn+1∥2L2(Ω) +
n+1∑
m=1

∥un
δ∥2L2(Ω) + ∥pδ(0)∥2L2(Ω) + ∥ũ0

δ∥4L4(Ω)

)
,

est une conséquence directe de l’estimation ci-dessus et de l’inégalité (4.71).
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4.2.2 Estimations d’erreur

Définition 4.15. Pour tout g ∈ L2(Ω)2, soit (φg, ψg) la solution du problème de Stokes station-

naire

−ν∆φg +∇ψg = g dans Ω (4.72)

divφg = 0 dans Ω, (4.73)

φg = 0 sur ΓD, (4.74)

φg · t = ψg = 0 sur Γm, (4.75)

Nous disons que Ω possède la propriété de régularité-H2 si (φg, ψg) ∈ H2(Ω)2 ×H1(Ω) pour tout

g ∈ L2(Ω) et si l’estimation suivante est vérifiée :

∥φg∥H2(Ω) + ∥ψg∥H1(Ω) ≲ ∥g∥L2(Ω).

Nous considérons les hypothèses suivantes :

(H3) Mδ ⊂ H1(Ω).

(H4) Le polygone Ω possède la propriété de régularité H2.

(H5) Pour tout K ∈ Th, h ≲ hK .

(H6) Il existe un entier N ≥ 1 tel que pour tout K ∈ Th,

NK = N.

(H7) Le couple (Xδ,Mδ) est inf-sup stable :

inf
qδ∈Mδ, qδ ̸=0

sup
vδ∈(Xδ)2,vδ ̸=0

b(vδ, qδ)

∥vδ∥DG ∥qδ∥L2(Ω)

≥ β > 0,

(H8) Pour tout v ∈ Hk(Ω), k ≥ 2,

∥v − πMδ
v∥L2(Ω) ≲

hs

Nk

∑
|m|=m1+m2≤k

∥ ∂mv

∂xm1∂ym2
∥Hk(Ω),

où s = min(k,N + 1).
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(H9) Si u0 ∈ W k,4(Ω)2, k ≥ 2, et p(0) ∈ H1(Ω) alors les valeurs initiales sont choisies telles que∑
K∈Th

(∥u0
δ − u0∥W 1,4(K) + ∥u0 − u0

δ∥H1(K) + ∥u0 − ũ0
δ∥H1(K)) + ∥p(0)− p0δ∥L2(Ω) ≲

hs−1

Nk−1
,

où s = min(k,N + 1).

Remarque 4.16. Les choix possibles du couple d’espaces (Xδ,Mδ) incluent tous les éléments finis

et spectraux stables classiques (voir [38, 15]). Un autre choix intéressant est de prendre des vitesses

discrètes totalement discontinues et des pressions discrètes continues de même degré polynomial,

c’est-à-dire Xδ = SN (Ω, Th) et Mδ = SN (Ω, Th) ∩H1(Ω) (voir[18]).

Lemme 4.17. Supposons que l’hypothèse (H2) est vérifiée. Il existe un opérateur Π : H1(Ω)2 −→
Sp(Ω, Th)

2 tel que

(Πv) · t = 0 sur Γm, Πv = 0 sur ΓD

et l’estimation suivante est vérifiée pour toute fonction Hk(Ω)2, k ≥ 1, et tout entier 0 ≤ m ≤ k,

∥Πv − v∥Hm(Ω) ≲
hs−m

Nk−m
∥v∥Hk(Ω) (4.76)

où s = min(N + 1, k). De plus, il existe deux opérateurs Π, Π̃ : H1(Ω)2 −→ Sp(Ω, Th)
2 tels que

Π = Π+ Π̃ (4.77)

et pour tout v ∈ Hk(Ω)2,

∥Πv − v∥L∞(Ω) ≲
hs−1

Nk−1
∥v∥Hk(Ω), (4.78)

∥Π̃v∥H1(Ω) ≲
hs−1

Nk−1
∥v∥Hk(Ω). (4.79)

Démonstration. On note par Γm,1 (resp. Γm,2) le sous-ensemble de Γm contenant toutes les arêtes

de Ω qui sont parallèles à l’axe des y (resp. parallèles à l’axe des x). D’après [5, Théorème 4.6], il

existe deux opérateurs Π1, Π2 : H
1(Ω) −→ Sp(Ω, Th) tels que pour i = 1, 2,

Πiv = 0 sur Γm,i

et pour tout v ∈ Hk(Ω),

∥Πiv–v∥Hm(Ω) ≲
hs−1

Nk−1
∥v∥Hk(Ω).
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Pour toute fonction v = (v1, v2) ∈ H1(Ω)2, l’opérateur Π est défini par

Πv = (Π1v1,Π2v2).

En inspectant la preuve du Théorème 4.6 dans [5], on vérifie facilement queΠ admet la décomposition

(4.77).

Lemme 4.18. [5, Lemma 4.5] Il existe un opérateur Π̃ : H2(Ω, Th) −→ Sp(Ω, Th) tel que pour tout

v ∈ Hk(Ω), k ≥ 2 et m = 0, 1,

∥v − Π̃v∥Hm(Ω) ≲
hs−1

Nk−1
∥v∥Hk(Ω), (4.80)

où s = min(p+ 1, k).

Afin de dériver des estimations d’erreur, nous avons besoin d’une approximation intermédiaire

de la solution exacte (u, p). Pour tout t ∈ (0, T ), nous considérons le couple (wδ(t), P̃δ(t)) ∈
(Xδ)

2 ×Mδ défini comme solution du problème de Stokes discret suivant :

∀vδ ∈ (Xδ)
2, aDG(wδ(t),vδ) + b(vδ, P̃δ(t)) = aDG(u(t),vδ) + b(vδ, P (t)), (4.81)

∀qδ ∈Mδ, b(wδ(t), qδ) = 0, (4.82)

où

P (t) = p(t) +
1

2
|u(t)|2

et (u, p) est la solution exacte du problème de Navier-Stokes (4.1).

Lemme 4.19. Soit k ≥ 2 un entier. Supposons que les hypothèses (H4)-(H8) soient satisfaites.

Supposons de plus que u ∈ H2(0, T ;Hk(Ω)2) et p ∈ H2(0, T ;Hk−1(Ω)). Alors,

∥u(t)−wδ(t)∥DG + ∥P (t)− P̃δ(t)∥L2(Ω) ≲
hs−1

Nk−1
(∥u(t)∥Hk(Ω) + ∥u(t)∥2Hk(Ω) + ∥p(t)∥Hk−1(Ω)),

où s = min(N + 1, l) pour tout K ∈ Th.

De plus, les deux estimations suivantes sont vérifiées :

∥u(t)−wδ(t)∥L2(Ω) ≲
hs

Nk
(∥u(t)∥Hk(Ω) + ∥u(t)∥2Hk(Ω) + ∥p(t)∥Hk−1(Ω))

et

∥wδ(t)∥L∞(K) + ∥∇wδ(t)∥L4(Ω) ≲ ∥u(t)∥H2(Ω) + ∥p(t)∥H1(Ω).
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Démonstration. D’abord, remarquons que les équations (4.81)-(4.82) sont équivalentes à

∀vδ ∈ (Xδ)
2,

aDG(wδ(t)− Πu(t),vδ) + b(vδ, P̃δ(t)− Π̃P (t)) = aDG(u(t)− Πu(t),vδ) + b(vδ, P (t)− Π̃P (t)),

(4.83)

∀qδ ∈Mδ, b(wδ(t)− Πu(t), qδ) = b(u(t)− Πu(t), qδ), (4.84)

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons pour tout vδ ∈ (Xδ)
2 :

aDG(u(t)− Πu(t),vδ)

≤
∑
K∈Th

(
∥rot (u(t)− Πu(t))∥L2(K)∥rotvδ∥L2(K) + ∥div (u(t)− Πu(t))∥L2(K)∥div v∥L2(K)

)
+

∑
e∈EI

h∪E
D
h

∥{rot (u− Πu)(t)}∥L2(e)∥[vδ] · n∥L2(e)

≤
( ∑

K∈Th

∥rot (u(t)− Πu(t))∥2L2(K) ++∥div (u(t)− Πu(t))∥L2(K)

+
∑

e∈EI
h∪E

D
h

heN
−2
e ∥{rot (u− Πu)(t)}∥2L2(e)

)1/2

×

∑
K∈Th

(
∥rotvδ∥2L2(K) + ∥div vδ∥2L2(K)

)
+

∑
e∈EI

h∪E
D
h

h−1
e N2∥[vδ] · n∥2L2(e)

1/2

.

En appliquant l’inégalité de trace (4.49), nous obtenons∑
e∈EI

h∪E
D
h

heN
−2∥{rot (u− Πu)(t)}∥2L2(e) ≲

∑
K∈Th

(
∥rot (u− Πu)(t)∥2L2(K) + h2K∥u− Πu(t)∥2H2(K)

)
.

Ainsi,

aDG(u(t)− Πu(t),vδ)

≤

(
∥rot (u(t)− Πu(t))∥2L2(Ω) +

∑
K∈Th

h2K∥u− Πu(t)∥2H2(K)

)1/2

× ∥vδ∥DG

≲
hs−1

Nk−1
(∥u(t)∥Hk(Ω) + ∥u(t)∥2Hk(Ω) + ∥p(t)∥Hk−1(Ω))∥vδ∥DG.

De manière similaire, on peut prouver que

b(vδ, P (t)− Π̃P (t)) ≲
hs−1

Nk−1
(∥u(t)∥2Hk(Ω) + ∥p(t)∥Hk−1(Ω)) ∥vδ∥DG.
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Ainsi, le Théorème de Brezzi-Babuska 1.8 nous assure que

∥wδ(t)−Π(u(t)∥DG + ∥P̃δ(t)− Π̃P (t)∥L2(Ω) ≲
hs−1

Nk−1
(∥u(t)∥Hk(Ω) + ∥u(t)∥2Hk(Ω) + ∥p(t)∥Hk−1(Ω))

(4.85)

et par une inégalité triangulaire, on obtient

∥u(t)−wδ(t)∥DG + ∥P (t)− P̃δ(t)∥L2(Ω) ≲
hs−1

Nk−1
(∥u(t)∥Hk(Ω) + ∥u(t)∥2Hk(Ω) + ∥p(t)∥Hk−1(Ω))

Pour tout g ∈ L2(Ω)2, la solution (φg, ψg) ∈ H2(Ω)2 ×H1(Ω) du problème (4.72)-(4.75), satisfait

les équations suivantes :

∀v ∈ H1(Ω, Th)
2, aDG(φg,v) + b(v, ψg) = (g,v), (4.86)

∀q ∈ L2(Ω), b(φg, q) = 0. (4.87)

Si nous choisissons v = u(t)−wδ(t) dans (4.86) nous trouvons que

aDG(φg(t),u(t)−wδ(t)) + b(u(t)−wδ(t), ψg(t)) = (g,u(t)−wδ(t)). (4.88)

Il est clair que pour tout vδ ∈ (Xδ)
2,

aDG(u(t)−wδ(t),vδ) + b(vδ, P (t)− P̃δ(t)) = 0.

De plus, puisque b(φg, q) = 0 pour tout q ∈ L2(Ω), l’équation ci-dessus est équivalente à

aDG(u(t)−wδ(t),vδ) + b(vδ −φg, P (t)− P̃δ(t)) = 0. (4.89)

De même, puisque b(u(t)−wδ(t), qδ) = 0 pour tout qδ ∈Mδ, l’équation (4.88) devient

aDG(φg(t),u(t)−wδ(t)) + b(u(t)−wδ(t), ψg(t)− qδ) = (g,u(t)−wδ(t)). (4.90)

Soustraire (4.89) de (4.90) donne

aDG(φg−vδ,u(t)−wδ(t))+b(u(t)−wδ(t), ψg−qδ)+b(φg−vδ, P (t)− P̃δ(t)) = (g,u(t)−wδ(t)).
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On en déduit que

∥u(t)−wδ(t)∥L2(Ω) = sup
g∈L2(Ω)2

(g,u(t)−wδ(t))

∥g∥L2(Ω)

≤
(
∥u(t)−wδ(t)∥DG + ∥P (t)− Pδ(t)∥L2(Ω)

)
× sup

g∈L2(Ω)2
inf

vδ∈(Xδ)2,qδ∈Mδ

(∥φg − vδ∥DG + ∥ψg − qδ∥L2(Ω)

∥g∥L2(Ω)

)
≤ h

N
sup

g∈L2(Ω)2

(∥φg∥H2(Ω) + ∥ψg∥L2(Ω)

∥g∥L2(Ω)

)(
∥u(t)−wδ(t)∥DG + ∥P (t)− Pδ(t)∥L2(Ω)

)
≲

h

N

(
∥u(t)−wδ(t)∥DG + ∥P (t)− Pδ(t)∥L2(Ω)

)
Maintenant, d’après le Lemme 4.17, on a la décomposition suivante :

Πu(t) = Πu(t) + Π̃u(t).

Par l’inégalité inverse (4.46) et le fait que H2 ↪→ L∞, nous obtenons

∥wδ(t)∥L∞(K) ≤ ∥wδ − Πu(t)∥L∞(K) + ∥Πu(t)− u(t)∥L∞(K) + ∥u(t)∥L∞(K)

≲ h−1N2 ∥wδ(t)− Πu(t)∥L2(K) + ∥Πu(t)− u(t)∥L∞(K) + ∥Π̃u(t)∥L∞(K) + ∥u(t)∥L∞(K)

≲ h−1N2∥wδ(t)− Πu(t)∥L2(K) +

(
1 +

h2

N2

)
∥u(t)∥H2(K) + ∥Π̃u(t)∥L∞(K).

De plus, on a

∥Π̃u(t)∥L∞(K) ≲ h−
1
2N∥Π̃u(t)∥L4(K)

≲ h−
1
2N∥Π̃u(t)∥H1(K)

≲ h
1
2∥u(t)∥H2(K).

On en déduit que

∥wδ(t)∥L∞(Ω) ≲
∑
K∈Th

∥wδ(t)∥L∞(K) ≲ ∥u(t)∥H2(K) + ∥p(t)∥H1(Ω).

Finalement, l’inégalité inverse (4.46) et l’injection H1 ↪→ L4 nous donnent

∥∇wδ(t)∥L4(K) ≲ ∥∇(wδ(t)−Πu(t))∥L4(K) + ∥∇Πu(t)∥L4(K)

≲ h−1/2N∥∇(wδ(t)−Πu(t))∥L2(K) + ∥∇Πu(t)∥H1(K)

≲ ∥u(t)∥H2(K) + ∥p(t)∥H1(Ω).
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Posons

Rn+1 =
u(tn+1)− u(tn)

τ
− ∂tu(t

n+1).

En multipliant la première équation de (4.1) par vδ ∈ (Xδ)
2 et en appliquant des intégrations par

parties, on peut vérifier que la solution exacte du problème de Navier-Stokes (4.1) satisfait(
u(tn+1)− u(tn)

τ
,vδ

)
+ aDG(wδ(t

n+1),vδ) + b(vδ, Pδ)

+ c(ũδ(t
n+1),u(tn+1);vδ) = (fn+1,vδ) + (Rn+1,vδ),

où on a utilisé l’identité

−∆u = rotrotu−∇divu

et le fait que la vitesse u est à divergence nulle. Par conséquent, en posant ẽnδ = ũnδ −wδ(t
n) et

enδ = un
δ −wδ(t

n), les équations d’erreur correspondantes sont données par(
ẽn+1
δ − enδ
τ

,vδ

)
+ aDG(ê

n+1
δ ,vδ) + a2DG((0, δtẽ

n+1
δ,2 ), vδ,2) + b(vδ, P

n
δ − P̃δ(t

n+1))

+ b
(
ẽn+1
δ , |ũn

δ |2 − πMδ
|ũn

δ |2
)
+ c(ũn

δ , ũ
n
δ ;vδ)− c(u(tn+1),u(tn+1),vδ) (4.91)

= (fn+1,vδ) + (Rn+1,vδ), (4.92)

où ên+1
δ = (ẽn+1

1,δ , ẽ
n
δ,2). La pression intermédiaire φn+1

δ ∈Mδ satisfait pour tout qδ ∈Mδ,

aL(φ
n+1
δ , qδ) =

1

τ
b(ẽn+1

δ , qδ). (4.93)

Enfin, pour tout qδ ∈Mδ et vδ ∈ Xδ, la pression pn+1
δ et la vitesse en+1

δ sont déterminées par

(P n+1
δ − P̃ (tn+1), qδ) = (P n

δ − P̃ (tn+1), qδ) + (φn+1
δ , qδ) + χ2b(ẽ

n+1
δ , qδ), (4.94)

(
en+1
δ − ẽn+1

δ

τ
,vδ

)
= b(vδ, φ

n+1
δ ). (4.95)

Théorème 4.20. Supposons que les hypothèses (H2)-(H9) soient vérifiées. Supposons de plus que

χ1 soit suffisamment grand, que χ2 = 0 et que

τ ≤ C

(
h

N3

)
,
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où C > 0 est une constante suffisamment petite. Alors, si la vitesse initaiale u0 ∈ W k,4(Ω) et la

solution exacte (u, p) ∈ H2(0, T ;Hk(Ω, Th)×H2(0, T ;Hk−1(Ω, Th)), k ≥ 2, il existe une constante

χ∗ > 0 telle que le schéma (4.53)-(4.57) satisfait pour tout n ≥ 1,

∥u(tn)− ũn
δ∥2L2(Ω) + ∥u(tn)− un

δ∥2L2(Ω) +
n∑

m=1

τ∥u(tm)− ũm
δ ∥2DG,χ∗ ≲

(
hs−1

Nk−1
+ τ

)2

,

où s = min(N + 1, k).

Démonstration. D’abord, prouvons l’estimation suivante par récurrence :

∥en+1
δ ∥2L2(Ω) +

n∑
m=1

∥ẽmδ − emδ ∥2L2(Ω) +
n∑

m=1

τ∥ẽmδ ∥2DG,χ∗ ≤ C

(
hs−1

Nk−1
+ τ

)2

, (4.96)

où C > 0 est une constante indépendante de n, h et N . Grâce à l’hypothèse (H9), l’estimation

ci-dessus est satisfaite pour n = 0.

En posant vδ = 2τ ẽn+1
δ dans l’équation (4.92), nous trouvons que

∥ẽn+1
δ ∥2L2(Ω) − ∥enδ∥2L2(Ω) + ∥ẽn+1

δ − enδ∥L2(Ω) + 2τaDG(ê
n+1
δ , ẽn+1

δ ) + 2τa2DG((0, δte
n+1
δ,2 ), ẽn+1

δ,2 )

+ 2τb(ẽn+1
δ , P n

δ − P̃δ(t
n+1)) + τb(ẽn+1

δ , |ũn+1
δ |2 − πMδ

|ũn+1
δ |2)

= 2τ(Rn+1, ẽn+1
δ ) + 2τc(ũn

δ , ũ
n
δ ; ẽ

n+1
δ )− c(u(tn+1),u(tn+1); ẽn+1

δ )) (4.97)

Pour contrôler le terme de pression, on a recours à une astuce due à Guermond et Quartapelle [46].

Nous prenons vδ = 2τ 2BT
δ (P

n
δ − P n+1

δ ) dans l’équation (4.95), substituons l’expression de φn+1
δ

donnée par (4.94) et utilisons l’identité 2(a− b, b) = ∥a∥2 − ∥b∥2 − ∥a− b∥2. On obtient

−2τ(ẽn+1, BT
δ (P

n
δ − P n+1

δ )) + 2τ 2(BT
δ (P

n+1
δ − P n+1

δ )−BT
δ (P

n
δ − P n+1

δ ), BT
δ (P

n
δ − P n+1

δ )) = 0,

ce qui est équivalent à

− 2τb(ṽn+1, P n
δ − P̃δ(t

n+1)) + τ 2∥BT
δ (P

n+1
δ − P̃δ(t

n+1)∥2L2(Ω)

= ∥en+1
δ − ẽn+1

δ ∥2L2(Ω) + τ 2∥BT
δ (P

n
δ − P̃δ(t

n+1))∥2L2(Ω)

= τ 2∥BT
δ (P

n
δ − P̃δ(t

n))−BT
δ δtP̃δ(t

n+1)∥2L2(Ω)

≤ τ 2
(
∥BT

δ (P
n
δ − P̃δ(t

n))∥2L2(Ω) + C2τ 2 + Cτ∥BT
δ (P

n
δ − P̃δ(t

n))∥L2(Ω)

)
≤ cτ 3 + τ 2(1 + τ)∥BT

δ (P
n
δ − P̃δ(t

n))∥2L2(Ω). (4.98)
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Ensuite, en posant vδ = 2τen+1
δ dans l’équation (4.95), on obtient

∥en+1
δ ∥2L2(Ω) − ∥ẽn+1

δ ∥2L2(Ω) + ∥en+1
δ − ẽn+1

δ ∥2L2(Ω) = 0. (4.99)

Nous prenons la somme de (4.98) et (4.99) pour obtenir

∥en+1
δ ∥2L2(Ω) − ∥ẽn+1

δ ∥2L2(Ω) + τ 2
(
∥BT

δ (P
n+1
δ − P̃δ(t

n+1))∥2L2(Ω) − ∥BT
δ (P

n
δ − P̃δ(t

n))∥2L2(Ω)

)
− 2τb(ẽn+1, P n

δ − P̃δ(t
n+1)) ≤ Cτ 3 + τ 3∥BT

δ

(
P n
δ − P̃δ(t

n)
)
∥2L2(Ω).

Maintenant, on donne des estimations pour les termes non linéaires. On a

b := τb(ẽn+1
δ , |ũn

δ |2 − πMδ
|ũn

δ |2)

= τb(ẽn+1
δ , |ũn

δ |2 − |uδ(t
n)|2) + τb(ẽn+1

δ , |u(tn)|2 − πMδ
|u(tn)|2)

+ τb(ẽn+1
δ , πMδ

(
|ũn

δ |2 − |uδ(t
n)|2
)
)

=:
3∑

i=1

bi

Le premier terme peut être décomposé davantage en

b1 = τb(ẽn+1
δ , (ũn

δ − u(tn)) · (ũn
δ + u(t

n))

= τb(ẽn+1
δ , |ẽnδ |2) + τb(ẽn+1

δ , ẽnδ · (wδ(t
n) + u(tn)))

+ b(ẽn+1
δ , ẽnδ · (wδ(t

n)− u(tn)) + τb(ẽn+1
δ , (wδ(t

n)− u(tn)) · (wδ(t
n) + u(tn))

=:
4∑

i=1

b1,i.
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En utilisant l’inégalité de trace (4.49) et l’hypothèse de récurrence, nous trouvons que

b1,1 ≤ τ
∑
K∈Th

∥div ẽn+1
δ ∥L2(K)∥|ẽnδ |2∥L2(K) +

∑
e∈EI

h∪E
D
h

∥[ẽn+1
δ ] · n∥L2(e)∥{|ẽnδ |2}∥L2(e)

≤ τ

2
∥div ẽn+1

δ ∥2L2Ω) +
τ

2
∥ẽnδ∥2L4(Ω)

+ τ
∑

e∈EI
h∪E

D
h

h−1
e N2∥[ẽn+1

δ ] · n∥2L2(e) + τ
∑

e∈EI
h∪E

D
h

∥{|ẽnδ |2}∥2L2(e)

≤ τ

2

∑
K∈Th

∥div ẽn+1
δ ∥2L2(K) + cτ

∑
e∈EI

h∪E
D
h

h−1
e N2∥[ẽn+1

δ ] · n∥2L2(e) + cτ∥ẽn+1
δ ∥4L4(Ω)

≲ τ
∑
K∈Th

∥div ẽn+1
δ ∥2L2(K) + τ

∑
e∈EI

h∪E
D
h

h−1
e N2∥[ẽn+1

δ ] · n∥2L2(e) +

(
τ 2 +

(
h2s

N2k

))
∥ẽδ∥2L4(Ω)

≤ Cτ

∑
K∈Th

∥div ẽn+1
δ ∥2L2(K) +

∑
e∈EI

h∪E
D
h

h−1
e N2∥[ẽn+1

δ ] · n∥2L2(e)

+ ετ∥ẽnδ∥2DG,

où ε > 0 est une constante suffisamment petite. De même, les propriétés de stabilité de wδ donnent

b1,2 ≤ τ
∑
K∈Th

∥div ẽn+1
δ ∥L2(K)∥ẽnδ∥L2(K)∥wδ(t

n) + u(tn)∥L∞(K)

≤ Cτ

∑
K∈Th

∥div ẽn+1
δ ∥2L2(K) +

∑
e∈EI

h∪E
D
h

h−1
e N2∥[ẽn+1

δ ] · n∥2L2(e)


+ ε
(
∥ẽnδ − en−1

δ ∥2L2(Ω) + ∥en−1
δ ∥2L2(Ω)

)
.
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De plus, l’inégalité inverse (4.46) et l’inégalité de trace (4.45) impliquent que

b1,3 ≤ τ
∑
K∈Th

∥div ẽn+1∥L2(K)∥ẽn∥L4(K)∥wδ(t
n)− u(tn)∥L4(K)

+ τ
∑

e∈EI
h∪E

D
h

∥[ẽn+1] · n∥L2(e)∥{ẽn · (wδ(t
n)− u(tn))}∥L2(e)

≲ τ
∑
K∈Th

h−1N∥div ẽn+1∥L2(K)∥ẽn∥L2(K)∥wδ(t
n)− u(tn)∥L2(K)

+ τ(
∑

e∈EI
h∪E

D
h

(
∥[ẽn+1] · n∥L2(e)

)
×
( ∑

e⊂∂K

h−1/2
e

(
∥ẽn · (wδ(t

n)− u(tn))∥L2(K)

+ h∥∇ (ẽn · (wδ(t
n)− u(tn))) ∥L2(K)

))
≤ τ

( h2(s−1)

N2(k−1)
+ τ 2

) ∑
K∈Th

h−2p2∥div ẽn+1∥2L2(K) + ∥wδ(t
n)− u(tn)∥2L2(Ω)

+ τ
∑

e∈EI
h∪E

D
h

h−1
e N2∥[ẽn+1] · n∥2L2(e) + τ

∑
K∈Th

∥ẽn∥2L∞(K)∥wδ(t
n)− u(tn)∥2L2(K)

+ τ
∑
K∈Th

h(∥∇ẽn∥2L2(K)∥wδ(t
n)− u(tn)∥2L∞(K)

+ ∥ẽn∥2L∞(K)∥∇(wδ(t
n)− u(tn))∥2L2(K))

Maintenant, nous majorons les trois derniers termes. Par l’inégalité inverse (4.46), l’hypothèse de

récurrence et le Lemme 4.19, nous avons

τ
∑
K∈Th

∥ẽn∥2L∞(K)∥wδ(t
n)− u(tn)∥2L2(K) ≲ τ

∑
K∈Th

h−1∥ẽn∥2L2(K)∥wδ(t
n)− u(tn)∥2L2(K)

≲
∑
K∈Th

h−2
(
τ 2 + h2s

)
∥wδ(t

n)− u(tn)∥2L2(K)

≲ τ∥wδ(t
n)− u(tn)∥2L2(Ω) ≲

h2s

N2k
.

De manière similaire, En utilisant les inégalités (4.44) et (4.46) on trouve

τ
∑
K∈Th

h(∥∇ẽn∥2L2(K)∥wδ(t
n)− u(tn)∥2L∞(K) ≲ τ

∑
K∈Th

h∥∇ẽnδ∥2L2(K)∥wδ(t
n)− u(tn)∥2L2(K)

≲ τ
∑
K∈Th

h−2h2s∥∇ẽnδ∥2L2(K)

≤ ε∥ẽnδ∥2DG.
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Enfin, par l’hypothèse de récurrence, nous avons∑
K∈Th

∥ẽnδ∥2L∞(K)∥∇(wδ(t
n)− u(tn))∥2L2(K) ≲

∑
K∈Th

h−2∥ẽnδ∥2L2(K)∥∇(wδ(t
n)− u(tn))∥2L2(K)

≲
∑
K∈Th

h−1 h
2(s−1)

N2(k−1)
∥ẽnδ∥2L2(K)

≲ ∥ẽnδ − en−1
δ ∥2L2(K) + ∥en−1

δ ∥2L2(K).

Ainsi, nous avons prouvé que

b1,3 ≤ C τ
( ∑

K∈Th

∥div ẽn+1∥2L2(K) + ∥wδ(t
n)− u(tn)∥2L2(Ω) +

∑
e∈EI

h∪Γm

h−1N2∥[ẽn+1] · n∥2L2(e)

+ ∥ẽnδ − en−1
δ ∥2L2(K) + ∥en−1

δ ∥2L2(K)

)
+ ε τ∥ẽnδ∥2DG.

Pour le dernier terme, on a

b1,4 ≤ τ
∑
K∈Th

∥div ẽn+1
δ ∥L2(K)∥wδ(t

n)− u(tn)∥L2(K)∥wδ(t
n) + u(tn)∥L∞(K)

+ τ
∑

e∈EI
h∪E

D
h

∥[ẽn+1] · n∥L2(e)∥{(wδ(t
n)− u(tn)) · (wδ(t

n) + u(tn))}∥L2(e)

≲ τ∥div ẽn+1
δ ∥2L2(Ω) + τ

h2s

N2k

+ τ
∑

e∈EI
h∪E

D
h

(
h−1N2∥[ẽn+1] · n∥2L2(e) + hN−2∥{(wδ(t

n)− u(tn)) · (wδ(t
n) + u(tn))}∥2L2(e)

)
En utilisant l’inégalité de trace (4.49) et l’inégalité inverse (4.46), le dernier terme peut être majoré

par

τ
∑
K∈Th

∥(wδ(t
n)− u(tn))∥2L2(K)∥(wδ(t

n) + u(tn))∥2L∞(K)

+ h2
(
∥∇(wδ(t

n)− u(tn))∥2L2(K)∥(wδ(t
n) + u(tn))∥2L∞(K)

+ ∥(wδ(t
n)− u(tn))∥2L4(K)∥∇(wδ(t

n) + u(tn))∥2L4(K)

)
≲ τ∥(wδ(t

n)− u(tn))∥2L2(Ω) + h2∥∇(wδ(t
n)− u(tn))∥2L2(Ω) +

∑
K∈Th

h−1N∥(wδ(t
n)− u(tn))∥2L4(K)

≲ τ
h2(s−1)

N2(k−1)
,

129



ce qui implique que

b1,4 ≲ τ
(
∥div ẽn+1

δ ∥2L2(Ω) +
∑

e∈EI
h∪E

D
h

h−1
e N2∥[ẽn+1] · n∥2L2(e) +

h2(s−1)

N2(k−1)

)
.

Maintenant, on répète les même arguments pour b2 et b3 pour obtenir

b ≤ C τ

( ∑
K∈Th

∥divẽn+1
δ ∥2L2(K)2 +

∑
e∈EI

h∪E
D
h

h−1
e N2∥[ẽn+1

δ ]∥2L2(e) + ∥ẽnδ − en−1
δ ∥L2(Ω)

+ ∥en−1
δ ∥2L2(Ω) +

h2(s−1)

N2(k−1)

)
+ ετ∥ẽnδ∥2DG.

L’autre terme non linéaire peut être décomposé comme suit :

c(ũn
δ , ũ

n
δ ; ẽ

n+1
δ )− c(u(tn+1),u(tn+1); ẽn+1

δ ))

= τ
(
c(ũn

δ −wδ(t
n), ũn

δ ; ẽ
n+1
δ ) + c(wδ(t

n), ũn
δ −wδ(t

n); ẽn+1
δ ) + c(wδ(t

n)− u(tn),wδ(t
n); ẽn+1

δ )

+ c(u(tn),wδ(t
n)− u(tn); ẽn+1

δ )− c(δtu(t
n+1),u(tn); ẽn+1

δ )− c(u(tn+1), δtu(t
n+1); ẽn+1

δ )
)

=
6∑

k=1

Wk.

Le premier terme peut être décomposé davantage en

τc(ũn
δ −wδ(t

n), ũn
δ −wδ(t

n); ẽn+1
δ ) + τc(ũn

δ −wδ(t
n),wδ(t

n); ẽn+1
δ ) := W11 +W12.

En appliquant l’inégalité (4.44), l’inégalité inverse (4.46) et l’hypothèse de récurrence, on obtient

W11 ≤ τ
∑
K∈Th

∥rot ẽnδ∥L2(K)∥ẽ∥L4(K)∥ẽn+1
δ ∥L4(K)

≤ Cτ
∑
K∈Th

h−2N2∥rot ẽnδ∥2L2(K)

(
∥ẽnδ − en−1

δ ∥2L2(K) + ∥en−1
δ ∥2L2(K)

)
+ ετ∥ẽn+1

δ ∥2DG

≤ Cτ
∑
K∈Th

((
h2(s−1)

N2(k−1)

)
+ τ

)
h−2N2∥rot ẽnδ∥2L2(K) + ετ∥ẽn+1

δ ∥2DG

≤ ετ
(
∥ẽnδ∥2DG + ∥ẽn+1

δ ∥2DG

)
.

De même, la stabilité L∞ de wδ implique que

W12 ≤ τ∥ẽnδ∥L2(Ω)∥wδ∥L∞(Ω)∥ẽn+1
δ ∥L2(Ω)

≤ ετ∥ẽnδ∥2L2(Ω)∥wδ∥2L∞(Ω) + Cτ∥ẽn+1
δ ∥2L2(Ω)

≲ τε∥ẽnδ∥2DG + Cτ
(
∥ẽn+1

δ − enδ∥2L2(Ω) + ∥enδ∥2L2(Ω)

)
.
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Nous répétons les mêmes arguments pour les autres termes. Nous trouvons que

c(ũn
δ , ũ

n
δ ; ẽ

n+1
δ )− c(u(tn+1),u(tn+1); ẽn+1

δ ))

≤ ετ∥ẽnδ∥2DG + Cτ
(
∥ẽn+1

δ − enδ∥2L2(Ω) + ∥enδ∥2L2(Ω)

+ ∥δtu(tn+1)∥2L2(Ω) + ∥wn
δ − u(tn)∥2L2(Ω)

)
.

En tenant compte de toutes les estimations précédentes, l’équation (4.97) devient

∥en+1
δ ∥2L2(Ω) − ∥enδ∥2L2(Ω) + ∥ẽn+1

δ − enδ∥2L2(Ω) + τ
(
∥ẽn+1

δ ∥2DG,χ∗ + ∥ên+1
δ ∥2DG

∥(0, ẽn+1
δ,2 )∥2DG − ∥(0, ẽnδ,2)∥2DG

)
+ τ 2

(
∥BT

δ (P
n+1
δ − P̃ (tn+1))∥2L2(Ω) − ∥BT

δ (P
n
δ − P̃ (tn))∥2L2(Ω)

)
≤ Cτ

(
∥Rn+1∥2L2(Ω) + ∥ẽn+1

δ − enδ∥2L2(Ω) + ∥enδ∥2L2(Ω) + ∥δtu(tn+1)∥2L2(Ω) + ∥wn
δ − u(tn)∥2L2(Ω)

)
+ τ 3∥BT

δ (P
n
δ − P̃ (tn))∥2L2(Ω),

où χ∗ > 0. En prenant la somme sur n on obtient

∥en+1
δ ∥2L2(Ω) +

n∑
i=0

+∥ẽi+1
δ − eiδ∥2L2(Ω) ++τ

n∑
i=0

∥ẽi+1
δ ∥2DG + τ 2∥BT

δ (P
n+1
δ − P̃ (tn+1))∥2L2(Ω)

≤ ∥e0δ∥2L2(Ω) + τ∥(0, ẽnδ,2)∥2DG + τ 2∥BT
δ (P

0
δ − P̃ (0))∥2L2(Ω)

+ Cτ
n∑

i=0

(
∥Ri+1∥2L2(Ω) + ∥δtu(tn+1)∥2L2(Ω) + ∥wδ(t

i)− u(ti)∥2L2(Ω)

)
+ τ 3

n∑
i=0

∥BT
δ (P

i
δ − P̃ (ti))∥2L2(Ω).

Donc, le lemme de Gronwall discret et l’hypothèses (H9) nous donnent

∥en+1
δ ∥2L2(Ω) +

n∑
i=0

+∥ẽi+1
δ − eiδ∥2L2(Ω) ++τ

n∑
i=0

∥ẽi+1
δ ∥2DG + τ 2∥BT

δ (P
n+1
δ − P̃ (tn+1))∥2L2(Ω)

≤ ∥e0δ∥2L2(Ω) + τ∥(0, ẽnδ,2)∥2DG + τ 2∥BT
δ (P

0
δ − P̃ (0))∥2L2(Ω)

+ C

(
h2(s−1)

N2(k−1)
+ τ 2

)
+ τ 3

n∑
i=0

∥BT
δ (P

i
δ − P̃ (ti))∥2L2(Ω).

Pour conclure il suffit donc de donner une estimation au dernier terme. D’abord, grâce à l’identité

(4.59) et l’estimation 4.62, on a pour tout ϕδ ∈Mδ,

∥BT
δ ϕδ∥2L2(Ω) ≲ ∥∇hϕδ∥2L2(Ω) +

∑
e∈Eh∪Et

h

h−1
e p2∥[ϕδ]∥2L2(e).
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On considère la décomposition suivante :

BT
δ (P

0
δ − P̃δ(0)) = BT

δ (P
0
δ − P (0)) +BT

δ (P (0)− Π̃P (0)) +BT
δ (Π̃P (0)− P̃δ(0)),

où P (0) = p(0) + 1
2
|u(0)|2 et Π̃ est l’opérateur du Lemme 4.18. Grâce à l’inégalité (4.45) on a

τ 2∥BT
δ (P

0
δ − P (0))∥2L2(Ω) ≲ τ 2∥∇h(P

0
δ − P (0))∥2L2(Ω) + τ 2

∑
e∈EI

h∪E
t
h

h−1
e p2∥[P 0

δ − P (0)]∥2L2(e)

≲ τ 2∥∇h(P
0
δ − P (0))∥2L2(Ω) + τ 2

∑
K∈Th

h−2p2
(
∥(P 0

δ − P (0))∥2L2(Ω) + h2∥∇h(P
0
δ − P (0))∥2L2(Ω)

)
≲ τ 2∥∇h(|u0

δ|2 − |u0|2)∥2L2(Ω) + ∥|u0
δ|2 − |u0|2∥2L2(Ω)

+ τ 2∥∇h(p
0
δ − p(0))∥2L2(Ω) + ∥p0δ − p(0)∥2L2(Ω).

Maintenant, l’hypothèse (H9) implique que

τ 2∥BT
δ (P

0
δ − P (0))∥2L2(Ω)

≲ τ 2∥∇h

(
(u0

δ + u0)
)
· (u0

δ − u0)∥2L2(Ω) + ∥(u0
δ − u0) · (u0

δ + u0)∥2L2(Ω)

+ τ 2∥∇h(p
0
δ − p(0))∥2L2(Ω) + ∥p0δ − p(0)∥2L2(Ω)

≲
h2(s−1)

N2(k−1)
.

Pour le deuxième terme, en procédant de la même façon, on obtient

τ 2∥BT
δ (P (0)− Π̃P (0))∥2L2(Ω) ≲ τ 2∥∇h

(
P (0)− Π̃P (0)

)
∥2L2(Ω) + τ 2h−2N2∥P (0)− Π̃P (0)∥2L2(Ω)

≲
h2(s−1)

N2(k−1)
.

Finalement, l’inégalité inverse (4.47) nous donne

τ 2∥Π̃P (0)− P̃δ(0)∥2L2(Ω) ≲ τ 2∥∇h

(
Π̃P (0)− P̃δ(0)

)
∥2L2(Ω) + τ 2h−2N2∥Π̃P (0)− P̃δ(0)∥2L2(Ω)

≲ τ 2h−2N6∥Π̃P (0)− P̃δ(0)∥2L2(Ω)

≲ ∥Π̃P (0)− P̃δ(0)∥2L2(Ω).

L’estimation (4.85) permet de conclure.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à trois sujets principaux :

- La discrétisation en espace par une méthode spectrale du problème de Stokes instationnaire

avec des conditions au bord sur la pression. Nous avons proposé une approximation non

conforme dans le cube unité. Nous avons montré une condition inf-sup discrète ainsi que la

convergence optimale des solutions discrètes.

- Les inégalités de type Poincaré-Friedrichs discrètes. Nous avons introduit une nouvelle tech-

nique pour démontrer ce type d’inégalités en utilisant les propriétés des opérateurs d’ex-

tension définis dans des géométries simples et en considérant des sous-partitions judicieuse-

ment construites. Cependant, cette nouvelle méthode s’applique seulement aux opérateurs

différentiels d’ordre 1 et aux domaines bidimensionnels. Un défi consiste donc à la généraliser

aux opérateurs différentiels d’ordre supérieur et au cas tridimensionnel.

- La discrétisation du problème de Navier-Stokes instationnaire avec des conditions au bord

non classiques. Nous avons proposé un schéma d’approximation du problème de Navier-

Stokes en combinant la méthode de projection avec la méthode de Galerkin discontinue. La

stabilité a été démontrée dans un cadre très général. Cependant, les estimations d’erreur ont

été établies seulement pour la version incrémentale de la méthode de projection (χ2 = 0) et

lorsque l’espace de pression discret est inclus dans C0(Ω). En fait, ce point reste un problème

ouvert, même dans le cas des conditions au bord de type Dirichlet (voir [50]).
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Résumé

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’analyse mathématique et numérique du problème
de Stokes instationnaire dans un domaine tridimensionnel borné avec des conditions aux bords
mixtes. Après avoir introduit une formulation variationnelle, on montre l’existence et l’unicité de
la solution faible. On propose aussi une approximation numérique par une méthode spectrale non
conforme. On montre la condition inf-sup pour le couple d’espaces discrets, ainsi que la convergence
optimale des solutions discrètes.

Une autre contribution de cette thèse est l’analyse numérique des équations de Navier-Stokes
instationnaires dans un domaine bidimensionnel avec des conditions aux bords mixtes. On propose
un schéma d’approximation en combinant la méthode de projection et la méthode de Galerkin dis-
continue pour la discrétisation temporelle et spatiale, respectivement. On introduit une méthode
pour établir les inégalités de Poincaré- Friedrichs discrètes, ce qui nous permet de donner des ma-
jorations pour le terme non linéaire et de montrer la stabilité du schéma numérique ainsi que la
convergence optimale de la vitesse discrète.

Mots clés : Equations de Stokes, Equations de Navier-Stokes, condition aux bords mixtes,
méthode spectrale, méthode non conforme, Galerkin discontinue, méthode de projection.
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Abstract

In this thesis, we focus on the mathematical and numerical analysis of an unsteady Stokes
problem in a bounded three-dimensional domain with mixed boundary conditions. After introdu-
cing a variational formulation, we prove the existence and uniqueness of the weak solution. We
also propose a numerical approximation using a non-conforming spectral method. We establish a
inf-sup condition for the pair of discrete spaces, as well as the optimal convergence of the discrete
solutions.

Another contribution of this thesis is the numerical analysis of the unsteady Navier-Stokes
equations in a two-dimensional domain with mixed boundary conditions. We propose an approxi-
mation scheme combining the projection method and the discontinuous Galerkin method for tem-
poral and spatial discretization, respectively. We introduce a method to establish the discrete
Poincaré-Friedrichs inequalities, which allows us to provide bounds for the nonlinear term and to
demonstrate the stability of the numerical scheme and the optimal convergence of the discrete
velocity.

Keywords : Stokes Equations, Navier-Stokes Equations, Mixed Boundary Conditions, Spectral
Method, Non-conforming Method, Discontinuous Galerkin, Projection Method.
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 الملخص

 

في هذه الرسالة، نركز على التحليل الرياضي والعددي لمشكلة ستوكس غير الثابتة في مجال   

شروط حدود مختلطة. بعد تقديم صيغة تباينية، نثبت وجود  حل    ثلاثي الأبعاد محدود مع 

     . كما نقترح تقريبات عددية باستخدام طريقة طيفية غير متوافقة. نعرض شرطوحيد ضعيف

 .الفضاءات المتقطعة، بالإضافة إلى التقارب الأمثل للحلول المتقطعة لزوج التوافق 

ستوكس غير الثابتة في مجال ثنائي -إسهام آخر لهذه الرسالة هو التحليل العددي لمعادلات نافير

الأبعاد مع شروط حدود مختلطة. نقترح مخططاً تقريبياً من خلال دمج طريقة الإسقاط وطريقة 

ركين المتقطعة للتفاضل الزمني والمكاني على التوالي. نقدم طريقة لإثبات متباينات غالي

فريدريش، مما يسمح لنا بتوفير حدود للحد غير الخطي وإثبات استقرار المخطط -بوانكاريه

 .العددي بالإضافة إلى التقارب الأمثل للسرعة المتقطعة

ستوكس، شروط حدود مختلطة، طريقة -فيرمعادلات ستوكس، معادلات نا : الكلمات المفتاحية

 .، طريقة الإسقاطةمتقطعالغاليركين طريقة طيفية، طريقة غير متوافقة، 
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