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Avant-propos

La rédaction d’'une these de doctorat ne se limite pas a la simple compilation de résultats
de recherche publiables dans des revues spécialisées. Elle dépasse cet objectif pour offrir une
vision d’ensemble, a la fois diachronique et scientifique, du sujet étudié. Une bonne these permet
au doctorant de replacer ses travaux dans leur contexte, de retracer 1’évolution des idées et des
approches, et de proposer des lectures et interprétations personnelles issues de son propre parcours
de recherche. Ainsi, la valeur d’une these ne réside pas seulement dans la présentation de résultats
originaux, mais aussi dans la réflexion, la mise en perspective et la maturité intellectuelle qu’elle
manifeste.

Dans cet esprit, j’ai tenté dans le présent manuscrit de concilier trois objectifs principaux. Le
premier est le désir de présenter mon expérience complete avec le sujet étudié : depuis les lectures
préliminaires et la recherche bibliographique jusqu’aux résultats finaux obtenus. Le deuxieme consiste
a faciliter le travail des experts examinateurs en leur offrant une vision claire et argumentée de la
démarche suivie, depuis la méthodologie adoptée jusqu’a l'interprétation des résultats et la discussion
des perspectives possibles. Enfin, le troisieme objectif est de répondre aux besoins du chercheur
débutant, qui ne trouve souvent ni dans les articles spécialisés ni dans les manuels d’enseignement
les détails, les principes et les réflexions nécessaires pour mieux appréhender le domaine de recherche

abordé dans cette these.

Loubna Cheriet
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Résumé

Cette thése traite du probleme de la création de particules scalaires dans les systémes dépendant
du temps, en utilisant la méthode des invariants d’Ermakov-Lewis. Nous avons d’abord présenté les
différentes formulations de la mécanique quantique, en soulignant celles qui peuvent étre étendues a
la théorie quantique des champs. Ensuite, nous avons étudié la création de particules dans des champs
électriques dépendant du temps, en nous appuyant sur la solution de I’équation d’Ermakov-Milne.
Plusieurs configurations exactement solubles sont considérées.

Dans une deuxieme étape, nous avons exploré la dynamique des champs quantiques dans un
contexte cosmologique, ou 'expansion de I'univers, qu’elle soit isotrope ou anisotrope, peut induire
la création de particules. Dans ce cadre, nous avons montré que le nombre de particules dépendant
du temps peut étre interprété comme une mesure de 1’écart entre le vide adiabatique et le vide
invariant. Nous avons également souligné qu’une reparamétrisation du temps suivie d’une redéfinition
appropriée du champ quantique est souvent nécessaire pour retrouver une évolution adiabatique
dans les limites asymptotiques, et ainsi donner une définition rigoureuse des particules.

Enfin, nous avons introduit I’approximation semi-classique uniforme pour traiter des situations
plus complexes ou les solutions analytiques exactes sont inaccessibles. Comme application, nous
avons considéré la création de particule lors de la transition entre I’ére de de-Sitter et ’ere dominée
par le rayonnement. Nous avons aussi considéré les modeles impliquant un principe d’incertitude
généralisé avec longueur minimale.

Ce travail montre que 'approche d’Ermakov-Lewis est un outil général et puissant pour décrire
les systemes quantiques non stationnaires et, en particulier, pour analyser la création de particules

dans divers contextes physiques.

Mots-clés : Systemes dépendant du temps, Invariant d’Ermakov-Lewis, Equation d’Ermakov-

Milne, Création de particules, Univers en expansion, Approximation uniforme semi-classique.
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Abstract

This thesis deals with the problem of scalar particle creation in time-dependent systems using
the Ermakov-Lewis invariant method. We begin by reviewing different formulations of quantum
mechanics, with an emphasis on those that can be extended to quantum field theory. We then study
particle creation in time-dependent electric fields, making use of solutions of the Ermakov—Milne
equation, and discuss several exactly solvable cases.

We next turn to the cosmological setting and consider the dynamics of quantum fields in an
expanding universe, both isotropic and anisotropic. In this context, we show that the time-dependent
particle number can be interpreted as a measure of the deviation between the adiabatic vacuum
and the invariant vacuum. We also point out that a suitable redefinition of the fields, together with
a reparameterization of time, is often necessary to recover an adiabatic evolution in the asymptotic
regimes, and hence to give a consistent definition of particles.

Finally, we introduce a uniform semiclassical approximation to deal with more complicated
situations where exact analytical solutions are not available, such as transitions between different
cosmological eras or models involving a generalized uncertainty principle with a minimal length.

This work shows that the Ermakov-Lewis approach provides a general and useful framework for
describing non-stationary quantum systems, and offers a coherent way to analyze particle creation

in various physical contexts.

Keywords : Time dependent systems, Ermakov-Lewis invariant, Ermakov-Milne equation,

Particle creation, expanding universe, Semiclassical uniforme approximation.
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Chapitre 1
Introduction générale

La physique du XIX€ siécle reposait principalement sur trois piliers majeurs : la mécanique
classique, ’électromagnétisme et la thermodynamique. La mécanique classique permettait de décrire
le mouvement des corps matériels, tandis que la théorie de ’électromagnétisme offrait, a travers les
équations de Maxwell, un cadre approprié pour comprendre le rayonnement électromagnétique et sa
propagation dans le vide et dans la matiére. Dans ce contexte, le rayonnement est représenté par
des ondes et la matiere par des corpuscules ou, dans un langage moderne, par des particules. La
thermodynamique, quant a elle, servait en une partie a expliquer les échanges d’énergie et ’évolution
des systemes macroscopiques, y compris les phénomenes liés aux interactions rayonnement-matiere.

Le succes prédictif remarquable de ces théories dans divers domaines a conduit de nombreux
physiciens a penser que la compréhension des lois fondamentales de la nature est en quelques sorte
achevée et que I’ensemble des phénomenes physiques connus, a cette epoque, pouvait etre expliqué
au moyen de ces théories [1]. Cependant, la confrontation des ces théorie avec les experiences a
bientot ébranlée cette confiance. Il devint clair que la physique classique échouait & décrire certains
phénomenes observés a I’échelle microscopique, ou les effets quantiques se révélaient déterminants.
Les lois établies ne suffisaient plus a expliqué certaines observations, telles que le spectre du
rayonnement du corps noir, l'effet photoélectrique ou la stabilité des atomes. De méme, a tres
haute énergie, les prédictions classiques sur des systeme a grande vitesse devenaient inexactes.
Une nouvelle approche qui doit tenir compte des effets relativistes est donc éxigée. Ces anomalies,
initialement considérées comme des détails a élucider, révélerent en réalité des failles profondes dans
les fondements mémes de la physique classique. C’est face a cette défaillance du cadre classique que,
des le début du XX€ siecle, émergerent les premieres initiatives de la physique moderne.

La relativité et la mécanique quantique, en rupture avec la vision déterministe et continue de la
physique du XIX® siecle, ont profondément renouvelé notre compréhension des lois physiques. Elles
ont introduit des concepts radicalement nouveaux, dont certains, tels que la quantification de I’énergie
ou 'indétermination de certaines grandeurs physiques, vont a ’encontre de 'intuition commune [2].
Devenues les fondements de la physique contemporaine, ces deux théories fondamentales, dont le
croisement a donné naissance a la théorie quantique des champs, permettent aujourd’hui de décrire
avec une grande précision des phénomenes allant de ’échelle subatomique jusqu’aux dimensions
cosmologiques.

La mécanique quantique, en particulier, constitue la base de notre compréhension des phénomenes

a I’échelle atomique et subatomique [3]. Dans ce cadre, de nombreux modeles ont été développés
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autour de systemes stationnaires, comme 1’oscillateur harmonique ou ’atome d’hydrogene, dont
les propriétés spectrales sont bien établies. Ces systemes possedent un spectre d’énergie discret,
constitué d’états quantiques stables appelés états stationnaires, dont le niveau d’énergie le plus
bas correspond a l’état fondamental [4]. L’évolution temporelle est alors décrite par des paquets
d’ondes construits comme des superpositions linéaires d’états stationnaires . Ce formalisme est
particulierement efficace pour décrire des systémes isolés ou faiblement perturbés.

Cependant, des que le systeme est soumis a une perturbation dépendante explicitement du
temps, I’hypothese d’un état stationnaire n’est en général plus valable. La manifestation d’un tel
régime non stationnaire rend inapplicables de nombreuses méthodes standards de la mécanique
quantique, notamment celles reposant sur la détermination du spectre par résolution stationnaire de
I’équation de Schriodinger. La dépendance temporelle explicite géneére une dynamique hors équilibre,
nécessitant le recours a des techniques spécifiques permettant de suivre I’évolution du systeme en
temps réel. Ce type de dynamique offre la possibilité de modéliser des processus fondamentaux tels
que l'excitation, I'ionisation ou I’émission de photons. Leur étude a pris une importance croissante
avec I’émergence de technologies avancées, comme les lasers femtosecondes ou les nanostructures,
qui rendent exploitables les dynamiques quantiques ultrarapides [5].

Cette dépendance temporelle prend une portée encore plus fondamentale dans le cadre de la
théorie quantique des champs, notamment lorsque le champ quantique évolue dans un champ
homogene dans 'espace et variable dans le temps. Dans de telles configurations, 1’état de vide
quantique n’est plus invariant, et peut devenir instable, donnant lieu a l'effet Schwinger [6, 8, 9] :
la création spontanée de particules a partir du vide par d’un champ électrique. Ce phénomene
s’interprete comme la matérialisation de fluctuations du vide quantique, c’est-a-dire la promotion
de paires virtuelles a des états réels sous 'action du champ. Une approche semi-classique fondée sur
le calcul de I’action effective permet d’estimer le taux de création, qui devient exponentiellement
significatif lorsque l'intensité du champ atteint une valeur critique caractéristique. Bien que cet
effet demeure, & ce jour, hors de portée des dispositifs expérimentaux actuellement disponibles,
il constitue un modele théorique de référence pour 'exploration du régime non perturbatif de
I’électrodynamique quantique [7].

Des phénomenes analogues se manifestent également en cosmologie, notamment dans les modeles
d’univers en expansion [10, 11, 12]. Dans ce contexte, la dynamique d’un champ quantique évoluant
dans un espace-temps dont la métrique dépend explicitement du temps peut, elle aussi, conduire
a la production de particules a partir du vide. A Tinstar de leffet Schwinger, une interprétation
heuristique repose sur 'idée qu’une paire de particules virtuelles peut étre séparée par I’expansion
de 'univers. Lorsque la distance entre elles devient comparable & la longueur d’onde de Compton,
leur recombinaison devient impossible, et la paire peut alors se matérialiser. Ce mécanisme constitue
une illustration caractéristique de la création de particules en espace-temps courbe [13, 14].

Ces deux phénomenes reposent sur un point fondamental commun : la dépendance temporelle du
champ extérieur compromet la stabilité du vide quantique. En présence d’un champ non stationnaire,
I’état du vide défini dans le passé asymptotique ne coincide généralement pas avec celui du futur,
ce qui traduit une inadéquation entre les bases de Fock associées aux régimes asymptotiques. Ce
décalage se manifeste par une amplitude de transition vide-vide non unitaire, dont la phase complexe

comporte une partie imaginaire directement reliée a la probabilité de création de particules.
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Dans ce cadre théorique riche et multidisciplinaire, il devient essentiel de mieux comprendre les
fondements conceptuels et les outils analytiques associés a la création de particules dans un champ
extérieur dépendant du temps, selon différentes perspectives. La question fondamentale qui se pose
dans ce contexte est liée a la définition du vide; puisque la dépendance temporelle brise la symétrie
de Poincaré, il n’y a pas d’état de vide commun a tous les observateurs inertiels. Par conséquent, la
notion méme de particules est, en général, ambigue.

C’est précisément dans ce cadre que s’inscrit I’ensemble des travaux de cette these. Nous nous
intéressons & la dérivation d’une expression explicite du nombre de particules créées en fonction
du temps. L’objectif est d’analyser la dynamique hors équilibre de ce systeme, afin de proposer
une définition du nombre de particules qui admette une limite asymptotique bien définie lorsque le
temps tend vers l'infini. A cette fin, nous considérons différentes configurations, qu’elles admettent
une solution exacte ou requierent le recours a des approches approximatives.

Depuis la publication de I’article fondateur de Schwinger [6], de nombreuses méthodes ont été
élaborées en vue d’analyser le phénomene de création de particules, que ce soit dans le cadre de
I’électrodynamique quantique ou dans celui de la cosmologie. Ces approches visent essentiellement
a évaluer la probabilité de création ainsi que le taux de production de particules, c’est-a-dire le
nombre de particules créées par unité de temps et par unité de volume. Ces grandeurs, en principe
accessibles a la mesure, ouvrent la voie & une éventuelle mise en évidence expérimentale de ce
mécanisme. Parmi les méthodes les plus répandues dans la littérature, nous pouvons notamment

mentionner :

1. L’approche par I'action effective de Schwinger, qui consiste a définir 'amplitude de transition
du vide-vide par l'intermédiaire d’une action effective, dont la partie imaginaire rend compte
de la probabilité de création de particules [15, 16, 17, 18]. Cette méthode peut étre affinée
par le recours a des techniques fonctionnelles, notamment dans le cadre d’une analyse

semi-classique fondée sur les solutions ”instantons” [19, 20, 21, 22].

2. Le formalisme de la matrice de diffusion, basé sur l'utilisation des transformations de
Bogolioubov permettant d’exprimer les états asymptotiques ”in” et "out” et d’en déduire la

densité de particules créées a partir des coefficients de Bogliubov [23, 24, 25, 26].

3. Les approches semi-classiques de type WKB reposant sur une analyse du comportement
asymptotique des solutions de I’équation de mode dans le régime adiabatique [27, 28]. Trés
récemment, une méthode WKB exacte est établie permettant de calculer d’'une maniere

exacte le taux de création de particules dans des champs variables [29, 30].

4. La méthode de diagonalisation de I’hamiltonien repose sur 'idée d’établir, & chaque instant,
une transformation dépendant du temps qui diagonalise le hamiltonien du systeme. Cette
transformation permet d’introduire une définition effective et instantanée des particules, en
associant & chaque moment un état de vide dit instantané. Elle s’exprime généralement a
I’aide de coefficients de Bogolioubov dépendant du temps, a partir desquels on peut déduire

le nombre de particules créées en fonction du temps [36, 37].

Une liste quasi exhaustive des méthodes analytiques utilisées pour étudier la création de particules
par un champ extérieur dépendant du temps est présentée en détail dans le troisieme chapitre.

La plupart de ces approches reposent sur la résolution d’équations de champ linéaires, telles
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que I’équation de Klein-Gordon pour les bosons ou celle de Dirac pour les fermions. Toutefois,
certaines formulations font intervenir des équations non linéaires, comme I’équation d’Ermakov-Milne
[38][39], ou encore des équations différentielles linéaires du troisieme ordre, telle que ’équation de
Gelfand-Dikii [40].

Parmi ces formulations, I’exploitation de ’équation d’Ermakov-Milne s’est révélée particulierement
efficace. Elle permet de déduire une expression explicite du nombre de particules créées en fonction
de la solution de cette équation. Ce résultat a notamment été établi a I’aide de diverses approches :
transformation de Bogolioubov, équation de Riccati, analyse spectrale, ou encore modélisation en
termes d’un oscillateur & fréquence variable [41].

En parallele, d’autres travaux s’appuient sur l'invariant d’Ermakov-Lewis associé a ’oscillateur
harmonique dépendant du temps pour en extraire une expression du nombre de particules [42, 43,
44, 45, 46, 47]. Toutefois, les résultats issus de ces différentes approches présentent généralement
des écarts, révélant ainsi la complexité inhérente a la notion de particule en régime hors équilibre.

L’équation d’Ermakov-Milne constitue une équation auxiliaire associée a ’oscillateur harmonique
dépendant du temps. En mécanique quantique, il est bien établi qu'un tel systéme admet un ensemble
d’opérateurs invariants, appelés invariants d’Ermakov-Lewis, dont les états propres permettent de
construire des solutions de I’équation de Schrédinger explicitement dépendantes du temps [48, 49, 50].
Etant donné que le champ scalaire est formellement équivalent a un ensemble infini d’oscillateurs
harmoniques indépendants, il est naturel d’étendre cette structure en introduisant un opérateur
invariant associé au champ quantique soumis a un champs extérieur dépendant du temps. Dans
cette perspective, 'introduction d’un opérateur invariant global permet de définir un état de vide
invariant relié au vide physique (adiabatique) par une transformation de Bogoliubov. Celle-ci permet
alors d’exprimer le nombre de particules en fonction du temps, ouvrant la voie a une analyse précise
de la dynamique hors équilibre de la création de particules [51].

Cette approche formelle constitue le point de départ des travaux présentés dans cette these.
Afin d’en proposer une mise en ceuvre concrete et d’en examiner les implications physiques, nous
nous attachons a étudier la dynamique de création de particules a partir des solutions de I’équation
d’Ermakov-Milne, en considérant plusieurs cadres modeles, tant dans le cas d’un champ électrique
dépendant du temps que dans celui d’un univers en expansion.

Outre cette introduction générale, le présent manuscrit se compose de huit chapitres développant
les différents aspects du sujet traité.

Le premier chapitre est consacré a la présentation des diverses formulations de la mécanique
quantique susceptibles d’étre généralisées a 1’étude de la création de particules. Nous y évoquons
I'origine de chacune d’elles, leur contexte historique d’apparition, ainsi que les motivations et les
raisons qui ont conduit a leur élaboration. Chaque approche est ensuite décrite a travers son principe
fondamental, les principales équations qui la caractérisent et leur interprétation physique. Nous
précisons également leurs domaines d’application respectifs et les avantages spécifiques qu’elles
présentent. La derniere partie de ce chapitre est dédiée a 1’étude des systemes explicitement
dépendants du temps, en particulier le cas de 'oscillateur harmonique a fréquence variable.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux différentes approches analytiques permettant d’étudier le
phénomene de création de particules scalaires sous ’action d’un champ électrique dépendant du

temps. Apres avoir rappelé la procédure de quantification canonique du champ scalaire complexe
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libre, nous abordons le cas d’un champ couplé minimalement & un champ électrique extérieur, dont
I'instabilité du vide quantique conduit a la création de paires particule-antiparticule. Nous passons
ensuite en revue plusieurs méthodes proposées dans la littérature pour calculer la probabilité ou la
densité de création de particules, en exposant les principes qui les fondent et les liens qui existent
entre leurs résultats.

Le troisieme chapitre applique la méthode des invariants d’Ermakov-Lewis au phénomene de
création de particules dans différents champs électriques temporellement variables. Nous déterminons
d’abord les solutions exactes de ’équation de Klein-Gordon pour les configurations considérées, ce
qui permet de construire la solution générale de I’équation d’Ermakov-Milne, exprimée comme la
valeur absolue de celle de Klein-Gordon. Enfin, une analyse graphique illustre ’évolution temporelle
du nombre de particules créées selon le profil du champ électrique.

Le quatrieme chapitre met en évidence la création de particules scalaires dans un univers en
expansion a l’aide de la méthode des invariants d’Ermakov-Lewis. Nous adaptons cette approche
au contexte cosmologique afin d’obtenir une expression exacte du nombre de particules créées en
fonction du temps conforme 7. Aprés avoir rappelé les équations fondamentales de Friedmann et les
principaux régimes d’expansion, nous introduisons une écriture unifiée du facteur d’échelle en temps
conforme, avant de développer la théorie quantique des champs correspondante. L’accent est mis
sur la définition du nombre de particules créées et sur 'interprétation physique des invariants. Ces
outils sont ensuite appliqués a plusieurs cas d’intérét cosmologique, notamment 1’ére dominée par le
rayonnement, I’ére de de-Sitter, ainsi que la transition entre ces deux régimes.

Le cinquieme chapitre s’attache a déterminer dans quelles conditions la notion de particule
conserve un sens physique dans un univers en expansion, et & identifier le cadre le plus cohérent
pour la quantification du champ scalaire. A travers I’exemple de ce champ, nous analysons le réle de
Iinvariance conforme et des criteres d’adiabaticité dans la construction d’une description quantique
consistante. Apres avoir établi le cadre géométrique autorisant les redéfinitions de champ et les
reparamétrisations temporelles, nous discutons le choix de la variable quantifiée et I'interprétation
associée des particules. Nous comparons ensuite la quantification effectuée dans le temps cosmique
et celle réalisée en temps conforme, afin de mettre en évidence leurs différences physiques, puis nous
appliquons ces concepts a ’espace-temps de de-Sitter pour étudier la création de particules et la
dynamique du vide a 'aide de l'invariant d’Ermakov-Lewis.

Dans le sixieme chapitre, apres avoir établi les fondements de la quantification dans un univers
homogene et isotrope, nous étendons ’analyse au cadre plus général des géométries anisotropes.
Dans ces espaces, la brisure partielle de la symétrie spatiale modifie la dynamique des modes et
peut engendrer des effets directionnels sur la création de particules. L’absence d’isotropie conduit a
une évolution non uniforme des fréquences modales, rendant la définition du vide et du contenu en
particules plus délicate. L’étude de tels univers constitue un terrain privilégié pour explorer I'influence
des anisotropies cosmologiques sur les phénomenes quantiques dans les espaces-temps en expansion.
Nous y dérivons ’expression du nombre de particules en fonction du temps cosmique, en accordant
une attention particuliere aux aspects conceptuels et formels, les dimensions observationnelles et
phénoménologiques étant délibérément laissées hors du champ de la présente étude.

Le septieme chapitre met en ceuvre ’approximation semi-classique uniforme afin d’estimer le

nombre de particules créées par un champ extérieur dépendant du temps. Initialement développée
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pour résoudre ’équation de Schrodinger en mécanique quantique, cette méthode a été étendue a
I’étude des oscillations de neutrinos et au calcul de 'action effective de Schwinger dans des champs
électriques variables. Nous construisons d’abord une solution approchée de I’équation d’Ermakov-
Milne, dont la validité est testée sur un cas exactement soluble. Cette approximation est ensuite
appliquée a un univers en expansion dominé par la matiere, ou I’équation de Klein-Gordon ne
possede pas de solution analytique exacte.

Le huitieme chapitre est consacré a une étude approfondie de l'effet Schwinger, enrichie par
I'introduction d’une longueur minimale. Dans ce contexte, I’équation de Klein-Gordon ne dispose pas
de solutions analytiques exactes. Nous considérons alors deux approches conceptuellement différentes :
la premiere, développée au chapitre précédent, repose sur 'approximation semi-classique uniforme;
la seconde consiste a reformuler I’équation de Klein-Gordon sous une forme hypergéométrique, dont
la solution est bien connue. Cette analyse met en évidence I'influence de la longueur minimale sur le
taux de création de particules et sur la structure du vide quantique.

Enfin, une conclusion générale vient récapituler les principaux résultats de cette étude et souligne

les perspectives de recherche qui en découlent.
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Chapitre 2

La mécanique quantique et ses

formulations

2.1 Introduction

Depuis ses origines, la mécanique quantique a suscité un vif intérét intellectuel, non seulement
en raison de sa capacité a prédire avec une précision remarquable les résultats expérimentaux, mais
aussi en raison des profonds défis conceptuels qu’elle pose a notre compréhension intuitive du monde
microscopique. En dépit de son caractere souvent contre-intuitif, elle demeure aujourd’hui la théorie
physique la plus fermement confirmée par I’expérience.

Fait remarquable, la mécanique quantique se présente sous plusieurs formulations théorique
distinctes [53], issues de démarches conceptuelles indépendantes, mais conduisant toutes a des
prédictions empiriquement équivalentes. Cette pluralité formelle, loin d’en affaiblir la théorie, en
renforce au contraire la cohérence interne et révele la richesse de sa structure fondamentale.

Le présent chapitre propose un panorama de ces différentes formulations. Il s’attache, en
particulier, a en souligner les avantages spécifiques ainsi que les contextes dans lesquels chacune
trouve une application privilégiée. Ces formulations serviront par la suite de cadre a ’étude des

processus de création de particules, notamment dans un champ extérieur dépendant du temps.

2.2 Meécanique matricielle (Heisenberg)

La mécanique matricielle constitue la premiére formulation rigoureuse de la mécanique quantique,
développée en 1925 par W. Heisenberg [54], avec la contribution déterminante de M. Born et P. Jordan
[55]. Cette approche repose sur I'idée que chaque grandeur physique est associée a un opérateur
hermitien, représenté mathématiquement par une matrice appelée observable. L’état quantique,
noté |¢), est quant a lui décrit par un vecteur dans un espace de Hilbert. Pa exemple, un tel état

peut s’écrire comme une superposition d’états propres d’'une observable B

|¢> = an |bn> ’ (2.1)
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ou {|b,)} constitue une base orthonormée de vecteurs propres de B, associés aux valeurs propres by,.
Lors d’une mesure de la grandeur B, le systéeme est projeté sur 'un des états propres, avec une

valeur mesurée égale a b,,. Nous avons ainsi la relation spectrale
Bbn) = by |by) avec B' = B. (2.2)

Dans le cadre de cette formulation, dite représentation de Heisenberg, les observables dépendent

explicitement du temps, tandis que le vecteur d’état |¢) reste fixe. L’évolution dynamique des

opérateurs est alors gouvernée par I’équation de Heisenberg
dA(t) i } 9A

O _ i a0+ 9,

: (2.3)

ot H désigne I’hamiltonien du systeme et h est la constante de Planck.
Les opérateurs fondamentaux de position & et d’impulsion p satisfont la relation de commutation

canonique
(&, ] = i, (2.4)

avec I lopérateur identité. Cette relation constitue la base formelle du principe d’incertitude de
Heisenberg, énoncé sous la forme

, (2.5)

Ce principe exprime une limite fondamentale a la précision avec laquelle deux grandeurs conjuguées,
comme la position et la quantité de mouvement, peuvent étre connues simultanément. Il traduit une
propriété intrinseque des systéemes quantiques, indépendante de toute imperfection instrumentale.

Bien que la mécanique matricielle constitue la premiere formulation de la mécanique quantique,
elle revéet aujourd’hui une portée beaucoup plus large que son statut historique. Elle présente de
nombreux avantages, tant sur le plan structurel que conceptuel. Parmi d’autres aspects importants,

nous pouvons relever les avantages suivants comme étant les plus significatifs :

1. La description matricielle ne fait intervenir que des grandeurs directement observables, telles
que les énergies, les fréquences de transition ou les intensités, ce qui renforce 'interprétation
opératorielle de la mécanique quantique. Elle est ainsi particulierement adaptée aux systémes

a spectre discret, comme les niveaux d’énergie quantifiés et les transitions spectrales.

2. Elle met en avant le formalisme algébrique des observables quantiques, en proposant une
méthode directe de quantification consistant a remplacer les grandeurs classiques par des

opérateurs non commutatifs dans un espace de Hilbert.

3. Elle s’integre naturellement a la description des particules par le biais des représentations
irréductibles des groupes de symétrie, tels que le groupe de Poincaré ou SU(2). Des lors,
elle constitue une base utile dans de nombreuses formulations modernes, notamment dans
la méthode des opérateurs en électrodynamique quantique (QED) ainsi que dans certaines

approches de la chromodynamique quantique (QCD).
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2.3 Meécanique ondulatoire (Schrodinger)

La formulation ondulatoire de la mécanique quantique a été élaborée par Erwin Schrodinger a
la fin de année 1925 [56], en s’appuyant sur I’hypothese de Louis de Broglie. Celle-ci postule que
toute particule de masse non nulle, se déplacant avec une vitesse 7 ou une impulsion ?, possede
également une nature ondulatoire. Ce concept, connu sous le nom de dualité onde-corpuscule,

implique qu’une particule est associée a une longueur d’onde donnée par

h 2
A= e = 2.6

- =
ou ? =hk et k désigne le vecteur d’onde.

Sur la base de cette hypothese, Schrodinger a introduit la fonction d’onde w(7, t), qui décrit
I’état quantique d’un systeéme, et a formulé I’équation qui porte désormais son nom [57]

(Tt k2 R
AN N V(T) | (7, t) = Hy(7,t) (2.7)
ot 2m

ou A représente le Laplacien et V(?) est 'opérateur d’énergie potentielle.

Cette équation nous permet de déterminer 1’évolution temporelle de la fonction d’onde w(ﬁ, t),

laquelle est reliée a I'état du systeme dans ’espace de Hilbert par

Y(T ) = (T (1)) (2.8)

Le vecteur d’état [i(t)) vérifie alors 1’équation

L0 A
tho [9(8) = H[¢(1)) - (2.9)

Contrairement a la représentation de Heisenberg, dans laquelle ce sont les opérateurs qui portent
I’évolution temporelle tandis que les états demeurent fixes, la représentation de Schrodinger fait
évoluer les états dans le temps.

Ces deux formulations, bien que conceptuellement distinctes, sont rigoureusement équivalentes.
Dans le cas particulier ou I'hamiltonien est indépendant du temps, la solution de 1’équation (2.9)

s’écrit sous la forme

W (1) = U(t,t0) [ (to)) (2.10)

ou 'opérateur d’évolution unitaire est défini par
Ult, to) = exp [—;f](t - to)} . (2.11)

Cette unitarité assure la conservation de la norme de I’état quantique et garantit la conservation de
la probabilité totale au cours du temps. Elle reflete également le caractere réversible de I’évolution
dans la mécanique quantique.

Notons que Dirac a généralisé, en 1927, ce cadre en introduisant la représentation d’interaction,
qui combine les deux approches afin de décrire de maniere plus flexible I’évolution des systemes

quantiques soumis a des perturbations.
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Dans la formulation ondulatoire, I’équation de Schrodinger constitue la pierre d’angle de la
théorie quantique. Sa résolution mobilise des outils analytiques relativement élémentaires, tels que le
développement en série ou les transformées de Fourier et de Laplace, ce qui en favorise 1’accessibilité.
Cette simplicité méthodologique explique en partie sa large adoption dans de nombreuses applications,
au détriment d’autres approches parfois plus difficiles a mettre en ceuvre. Toutefois, sa prédominance
s’explique également par les avantages substantiels qu’elle présente, tant sur les plans visuel et
intuitif que sur le plan analytique. Parmi ces avantages, les plus significatifs peuvent étre résumés

comme suit :

1. Interprétation probabiliste naturelle : La structure mathématique de I’équation de Schrodinger,
ainsi que ’équation de continuité qui en découle, justifient 'interprétation du module carré de
la fonction d’onde comme une densité de probabilité. Cela confére a la mécanique quantique
une signification immédiate en termes de prédictions mesurables et établit un lien direct

entre les états quantiques et les résultats observés.

2. Le potentiel y est généralement exprimé de maniere explicite dans ’espace des coordonnées,
ce qui rend l'analyse du systeme plus directe. De plus, les états quantiques sont décrits
par une fonction d’onde définie dans cet espace, permettant une visualisation claire de
phénomenes caractéristiques tels que la localisation, les paquets d’ondes, ’effet tunnel ou

encore la quantification dans un puits de potentiel.

3. Lorsque le probleme n’est pas exactement soluble, la formulation de Schrodinger s’adapte
naturellement a diverses méthodes d’approximation, notamment la méthode variationnelle
et approximation semi-classique. Elle se préte également efficacement aux traitements

numériques.

2.4 Intégrale de chemin (formulation de Feynman)

Alternative aux formulations de Schrédinger et de Heisenberg, la méthode des intégrales de
chemin, introduite par Richard Feynman [58], [59], propose une nouvelle maniere de décrire I’évolution
d’un systeme quantique. Plutot que de suivre une trajectoire unique, comme en mécanique classique,
cette approche considere que le systeme explore toutes les trajectoires possibles entre deux points
donnés. Chacune de ces trajectoires contribue a 'amplitude de probabilité, avec un poids donné par
un facteur oscillant dépendant de I'action le long du chemin. Les effets quantiques émergent alors
de linterférence entre toutes ces contributions.

En mécanique classique, il est bien établi que parmi toutes les trajectoires reliant une position
initiale x4 a l'instant ¢, & une position finale x;, & I'instant ¢;, une seule rend l’action S[z] stationnaire :
il s’agit de la trajectoire classique, notée x(t). Cette trajectoire classique satisfait donc au principe
de moindre action,

dS[z] =0, (2.12)

et vérifie 'équation d’Euler-Lagrange qui en découle.
En mécanique quantique, en revanche, 'amplitude de probabilité pour qu'une particule passe du

point x, au temps t, au point x; au temps t; est donnée par une somme sur toutes les trajectoires

10
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possibles

K (xp, tp; Ta,ta) = Z exp [;S[x(t)]} , (2.13)

chemins

ou K (zp, ty; x4, ts) est appelé le propagateur. Dans le cadre formel, cette somme devient une intégrale

fonctionnelle

K (2, th: o, ta) = / Da(t) exp [;S[a:(t)]] , (2.14)

avec ’action classique

Se(t)] = /ttb ij:z(t) _ V(x(t))] dt. (2.15)

Cette intégrale fonctionnelle s’interprete comme la limite d’une somme définie sur un maillage

temporel. En divisant U'intervalle de temps [tq, 5] en N sous-intervalles de longueur e = bta
I’action s’approxime alors par une somme sur les points intermédiaires
N m (g —x 2
. n — <4n—1
Sla] ~ S(zo,...,an) = Y [2 <€> —V(zn)| e (2.16)
n=1
et la mesure fonctionnelle prend la forme
m N N-1
Da(t) = lim (57 ) " [] do. 2.17
z(t) NE)noo 2mihe 7}:[1 n ( )

Cette formulation est équivalente a celle de Schrodinger, dans laquelle ’évolution de la fonction
d’onde ¥(x,t) s’écrit

wlant) = [ doo K., to) (o, o) (215)
ol le propagateur vérifie ’équation de Schrédinger :
iha—K = [—th + V(m)] K, (2.19)
ot 2m
avec la condition initiale
tli_gt K(xz,t;x0,t0) = 0(x — x0). (2.20)

L’approche de Feynman repose sur le lagrangien classique et présente ainsi plusieurs avantages

par rapport aux formulations fondées sur une approche hamiltonienne [60] :

1. Elle permet une généralisation naturelle de la mécanique quantique vers la théorie quantique
des champ, dans un cadre manifestement covariant, condition essentielle pour toute théorie

relativiste.

2. Le concept central est le propagateur, qui joue le réle de fonction de Green de 1’équation de
Schrodinger et renferme toutes les information sur le systeme. En tant que somme sur tous

les chemins possibles, il incarne le principe de superposition.

3. Comme les principales contributions au propagateur proviennent des trajectoires classiques,
on peut construire des approximations semi-classiques autour de ces trajectoires, ce qui rend

la méthode efficace pour traiter des problemes complexes.

11
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4. Enfin, grace aux transformations spatio-temporelles, la méthode des intégrale de chemin
traite uniformément les systemes dépendants ou indépendants du temps, ce qui constitue un

avantage notable par rapport aux approches hamiltoniennes.

2.5 Seconde quantification

La description des systémes comportant plusieurs particules identiques, qu’il s’agisse de fermions
ou de bosons, repose sur une méthode appelée seconde quantification, introduite par Paul Dirac [61],
[62]. Cette approche fournit un cadre unifié pour traiter des états & nombre variable de particules,
en particulier dans le contexte de la théorie quantique des champs.

Contrairement a la mécanique quantique en premiere quantification, ou les particules sont décrites
individuellement par des fonctions d’onde dans un espace de Hilbert, la seconde quantification
reformule la théorie en termes d’opérateurs de création et d’annihilation agissant sur un espace de
Fock. L’état fondamental de cet espace, noté |0), est appelé état du vide : il représente I’absence
de toute particule et vérifie ai|0) = 0 pour tout mode k.

Les opérateurs de création a,j et d’annihilation a; permettent d’ajouter ou de retirer une

particule dans I’état quantique k
arloy = [k, aulk) = 0). (2:21)
Les opérateurs obéissent a des relations de commutation pour les bosons
[ak,am = /s [ak, ax] = [ag,a;] =0, (2.22)
et a des relations d’anticommutation pour les fermions
{ar, 0} = O, {aw,aw} = {0} = 0. (2.23)

Ce formalisme trouve une utilité essentielle dans la description de phénomenes collectifs et de
systemes quantiques a nombre variable de particules, notamment en physique des champs, en théorie
de la matiere condensée et en physique statistique.

La seconde quantification est compatible avec les trois formulations fondamentales de la mécanique
quantique : Schrodinger, Heisenberg et Feynman. Dans la représentation de Schrodinger, comme
nous 'avons déja souligné, I’évolution étant portée par les états, les opérateurs de création et
d’annihilation sont indépendants du temps. Dans le formalisme de Heisenberg, ces opérateurs
évoluent dans le temps tandis que les états restent fixes. Enfin, la formulation par intégrale de

chemin peut étre étendue a la seconde quantification par la construction des états cohérents.

2.6 Matrice densité : Formalisme de von Neumann

Dans la continuité des formulations fondamentales de la mécanique quantique, le formalisme
de von Neumann introduit la notion essentielle d'un opérateur, appelé matrice densité et noté p,

permettant de décrire de maniere unifiée aussi bien les états purs que les états statistiques mixtes
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[63], [64]. Ce cadre général offre une description rigoureuse des systémes quantiques, en particulier
en présence d’incertitudes statistiques ou d’interactions avec un environnement.

Plus précisément, un état pur |1)) est associé a 'opérateur densité

p=1v) (I, (2.24)

tandis qu’un état mixte correspond & une superposition statistique d’états purs {|¢;)}, pondérée
par des probabilités p; :
p=">_pilvs) (Wil (2.25)
i

avec p; > 0et Y . p; = 1.

La valeur moyenne d’un opérateur observable M dans un tel état est donnée par
(M) = Tr(pM). (2.26)

L’opérateur p est hermitien (p = p), de trace unité (Tr(p) = 1), et vérifie p> = p dans le cas d’'un
état pur.
La dynamique temporelle de p est gouvernée par I’équation de Liouville-von Neumann, analogue
matriciel de I’équation de Schrodinger
dp(t
4Pt

L = (A1), (1) (2.27)

on H (t) est 'hamiltonien du systeme. Cette équation encode ’évolution unitaire du systeme
quantique, qu’il soit dans un état pur ou mixte, en 'absence de couplage dissipatif avec un
environnement extérieur.

La matrice densité constitue un outil central de la mécanique quantique, en particulier lorsqu’il
s’agit de décrire des systemes statistiquement mixtes, ouvert ou en interaction avec un environnement.

Son usage présente plusieurs avantages notables :

1. Contrairement a la fonction d’onde, qui ne permet de représenter que des états purs, la
matrice densité permet de traiter aussi bien les états purs que les superpositions statistiques

d’états (états mixtes), ce qui est crucial en physique statistique et en information quantique.

2. La moyenne quantique d’un observable A est donnée par (121> = Tr(ﬁfl), ce qui rend la
formulation tres pratique, notamment dans les systemes ol la décomposition en fonction

d’onde n’est pas unique ou difficile.

3. La matrice densité encode toutes les informations mesurables sur le systeme, y compris les
corrélations, sans nécessiter la connaissance explicite de la composition de I’état statistique
sous-jacent. De plus lorsqu’un systéme est en interaction avec un environnement, la dynamique

de sa matrice densité permet de décrire les effets de décohérence et de dissipation.

Notons que cette description opératorielle peut étre transposée dans I'espace des phases via la
transformation de Wigner, qui associe a la matrice densité une fonction quasi-probabiliste sur les
variables classiques x et p, ouvrant ainsi la voie & une reformulation de la mécanique quantique dans

ce cadre.

13
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2.7 Formultion dans ’espace des phases (Wigner)

Le formalisme de Wigner constitue une reformulation de la mécanique quantique dans ’espace
des phases, a l'interface des descriptions classique et quantique [65], [66]. Cette approche associe a
la matrice densité p(¢) une fonction réelle définie sur ’espace des phases, dite fonction de Wigner
W (z,p,t). Celle-ci peut étre obtenue, dans le cas d’une particule unidimensionnelle, & partir de la

transformation de Weyl

+

- ~ —ipy/ﬁ< Y
o | dye T+

W(m7p7t) 2

A(t) )x - %> , (2.28)

laquelle établit une correspondance entre les opérateurs quantiques et leurs représentations dans
I’espace des phases.

Lorsque le systeme est dans le cas d’un état pur, c’est-a dire que p(t) = [(t)) (¥ (t)|, et en
utilisant la notation de Dirac,

w(w—l—%,t> - <x+%}¢(t>>, (2.29)

nous obtenons ’expression explicite suivante

1
W(Z‘,p, t) = 271'}1/

—0o0

—+00

dy e~ P/ (x _ % t) " (:z; + % t) . (2.30)

La fonction de Wigner W (x, p,t) joue un réle analogue a celui d’'une densité de probabilité classique
dans l’espace des phases, bien qu’elle puisse prendre des valeurs négatives, traduisant le caractere

fondamentalement non classique de la mécanique quantique. Elle est normalisée selon

/da: dpW(x,p,t) = 1. (2.31)

Les densités de probabilité dans les représentations position et impulsion sont respectivement

obtenues par

+o0o

- W(IL‘,p,t) dp = W}(xat”Qa (232)
+00 ~

| Wiap,t)de = [ 1), (2.33)

oll d(p, t) désigne la transformée de Fourier de la fonction d’onde ¥ (z,t).
Pour tout opérateur observable A admettant une représentation de Weyl Ay (z,p), la valeur

moyenne associée s’exprime sous la forme :

(A) = /dxde(x,p,t)AW(m,p). (2.34)

L’évolution temporelle de la fonction de Wigner est gouvernée par I’équation de Moyal, équivalent
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quantique de I"équation de Liouville classique. Pour un Hamiltonien H (z,p), cette équation s’écrit

ow

ou {-,-}mp désigne le crochet de Moyal, défini comme une déformation du crochet de Poisson
2 h = =
{H,W s = 5 H(,p)sin (2 [E a — %axD W (z, p, ). (2.36)

Ici, nous avons introduit le produit star de Moyal

ih =
A(z,p) % B(z,p) = A(z,p) exp {2 ( 9,8, 9, ax)] B(z,p). (2.37)
qui encode la non-commutativité quantique au niveau de ’espace des phases.
Il est a noter que le crochet de Moyal admet un développement en série de puissances de h, dont

le premier terme coincide avec le crochet de Poisson
{H,Wus = {H,W}p + O(1?). (2.38)

Il en découle que, dans la limite classique A — 0, le crochet de Moyal tend vers le crochet de Poisson,

et I’équation de Moyal se réduit a I’équation de Liouville

%f L {H, W, (2.39)

Ce formalisme constitue ainsi un outil d’une grande pertinence pour I'’étude de la dynamique
quantique hors équilibre, notamment dans les régimes ou les effets d’interférence quantique ou la
transition vers un comportement classique deviennent significatifs.

Sans prétendre a I'’exhaustivité, nous nous contentons ici de mettre en évidence certains des
apports structurels majeurs du formalisme de Wigner, qui en font un outil analytique particulierement
pertinent pour 1’étude des dynamiques quantiques hors équilibre, notamment dans les régimes ou la

correspondance classique-quantique et les effets d’interférence jouent un role central

1. I offre une représentation en espace des phases (x,p) permettant une visualisation intuitive
de phénomenes quantiques tout en facilitant les comparaisons avec la mécanique classique.
Les moyennes d’observables s’expriment naturellement par intégration de la fonction de
Wigner contre les symboles de Weyl correspondants, unifiant ainsi les descriptions classiques
et quantiques. Ce cadre autorise également des développements semi-classiques systématiques

en puissances de A.

2. Les effets intrinsequement quantiques (interférences, non-localité, création de paires) se
manifestent sous forme de structures oscillantes ou non locales dans I’espace des phases. Cette
approche est donc particulierement adaptée a ’étude des systemes quantiques en régimes

transitoires ou hors équilibre.

3. L’utilisation explicite des variables réelles (x, p) confére au formalisme de Wigner une aptitude
remarquable aux traitements numériques, en particulier via des méthodes discretes telles

que les volumes finis ou les réseaux de phase, souvent plus performantes que les approches
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fonctionnelles abstraites.

Enfin, dans le cadre de la dynamique quantique hors équilibre en champs extérieurs, le formalisme
de Wigner fournit une passerelle précieuse entre les approches quantiques pleinement cohérentes et les
limites semi-classiques, en permettant une lecture en termes de flux de probabilité et d’interférences

dans l’espace des phases.

2.8 Principe d’action de Schwinger

Dans une perspective complémentaire, au-dela des formulations fondées sur les états ou les
observables, le principe d’action de Schwinger fournit une approche variationnelle générale, dans
laquelle I’évolution quantique émerge d’une stationnarité de 'action sur ’espace des opérateurs,
offrant ainsi un cadre unifié pour dériver les équations du mouvement dans les systéemes fermés
comme ouverts [67, 68, 69].

Le principe d’action de Schwinger constitue une généralisation du principe variationnel classique a
la mécanique quantique. Contrairement au principe de Hamilton classique, qui impose la stationnarité
de 'action le long d’une trajectoire dans ’espace des configurations, le formalisme de Schwinger
repose sur des variations de I'amplitude de transition entre états quantiques, considérée comme une
grandeur fondamentale.

On considere une amplitude de transition entre deux états |a,t,) et |b,t,) donnée par
Aap = (b, tp| a,ty) . (2.40)

Une transformation infinitésimale du systeme, décrite par un générateur hermitien G, induit la

variation .
)

h

Schwinger postule que cette méme variation peut étre exprimée a partir de la variation d’un opérateur

0Ap = — (b, ty| Gy — 060G, |a, ty). (2.41)

d’action effectif Wy, associé a I’évolution du systeme entre t, et t;

. ty
5 Aay = % (b, ty] Wiglasta),  Wap= [ dtL(t), (2.42)
ta
ou L(t) est I'opérateur lagrangien.
La variation de ’action prend alors la forme canonique
t L. dH ‘
Wy = dt |op ©—p 5x—5H+E5t + (pox — H 6t)| . (2.43)
ta

Les contributions aux extrémités temporelles permettent d’identifier le terme de bord sous la forme
0G = pox — H ot. (2.44)

Ainsi, pdx apparait comme le générateur d’une translation infinitésimale dans ’espace des coor-
données, tandis que —H dt est le générateur d’une translation temporelle.

La stationnarité de l’action, qui impose l'annulation de l'intégrande pour tout t € [t,, 1],
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fournit immédiatement les équations du mouvement en représentation de Heisenberg. Par ailleurs,
I'identification du générateur d’une translation temporelle infinitésimale, Gy = —H Jt, conduit
directement a 1’équation de Schrodinger.

En outre, cette identification, lorsqu’elle est appliquée au propagateur de position (xp, tp| Za, ta),

conduit a I’équation variationnelle
i
6 <§Cb, tb‘ xaa ta> == ﬁ 5w(xb7 tbu xa; ta) <xb7 tb‘ xaa ta> 9 (245)

ot dw(xp, ty; Ta,te) désigne la variation de l'action bien ordonnée, obtenue apres réarrangement
des opérateurs de position et de quantité de mouvement selon les regles de commutation [70]. On

obteint, apres intégration, la forme exponentielle du propagateur
)
(xp, tp| Tayta) = C exp 7 w(Tp, ty; Ta,ta)| (2.46)
la constante C' étant fixée par la condition de normalisation

tblig%a(zb, tp|Ta,ta) = 0(zp — T4). (2.47)
Il est & noter que le principe de Schwinger unifie les lois d’évolution avec la réponse du systéme a
des perturbations, en insistant sur le role central des amplitudes de transition. Il est particulierement
adapté a la généralisation vers des systemes ouverts ou couplés a un environnement, et il sert de

point de départ au formalisme & double temps de Schwinger-Keldysh (Closed Time Path integral)
[71, 72].

2.9 Formulation de 'onde pilote

Comme déja mentionné ci-dessus dans la formulation ondulatoire, une particule est toujours
associée a une fonction d’onde 1 (x,t) qui est un outil mathématique pour représenter un systeme
quantique. Cependant, en 1952 de Broglie et Bohm ont proposé une théorie ajoutant le concept
de corpuscule & la particule guidée par une onde appelée onde pilote [73]. Dans ce cas la fonction

d’onde s’écrit en termes d’une amplitude et d’une phase comme suit

. S(x,t)

Y (x,t) = R(x,t)e' (2.48)

ou R (x,t) et S (x,t) sont des fonctions réelles. En insérant 1 (x,t) dans I’équation de Schrodinger

(2.7), on obtient une partie réelle

s (VS22 V2R

el - = 2.4
ot + 2m 2m R +Vx) =0, (2:49)
et une partie imaginaire
OR? R?VS
=0 2.50
il +v< A ) , (2.50)
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La partie réelle se ressemble & I’équation de Hamilton-Jacobi qui differe de ’équation de Schrédinger
par le terme ) s

Q= —%% (2.51)
qui est appelé le potentiel quantique. C’est sous l'influence de ce potentiel que les particules évoluent
dans l'interprétation de Bohm.

D’autre part, la partie imaginaire est une équation de continuité ott R? (x,t) = P (x,t) est la
VS(x,t)
m

densité de probabilité et = v (x,t) représente la vitesse quantique de la particule qui satisfait
I’équation de mouvement

d
mov (1) = =YV (x) = VQ (x.1). (2.52)

La mécanique de Bohm, bien que pleinement compatible avec les prédictions de la mécanique
quantique standard, se distingue par I'introduction de trajectoires bien définies pour les particules,
rappelant formellement la mécanique classique. Toutefois, contrairement a cette derniere, les
trajectoires bohmiennes ne sont pas déterminées uniquement par le potentiel classique V' (x), mais
aussi par un potentiel quantique @ (x,t), qui encode les effets non locaux et interférentiels de la
fonction d’onde. Ainsi, la dynamique classique est récupérée dans la limite & — 0, ou le potentiel

quantique devient négligeable, établissant un pont rigoureux entre les deux cadres.

2.10 Formulation Hamilton-Jacobi quantique

La formulation Hamilton-Jacobi quantique vise a réinterpréter la mécanique quantique sous

une forme proche de la mécanique classique, en particulier & travers une quantité de mouvement

quantique P(z,t) = aséi’t)

[74, 75]. Cette approche repose sur Iécriture de la fonction d’onde sous

forme exponentielle

O(@, 1) = exp <;S(a:,t)> , (2.53)

ou S(z,t) est la phase associée a Iaction.

Considérons I’équation de Schriodinger stationnaire en une dimension

WP d*p(x)
2m  dx?

+ V(z)y(z) = Ev(x). (2.54)
On pose 'ansatz suivant pour la fonction d’onde
Y(x) = er5@, (2.55)

ou S(x) est une fonction complexe, et on définit 'impulsion quantique comme

as
P(z) = I (2.56)
Les dérivées de ¢ (x) s’écrivent alors
dy i d*y  (idP 1 ,
WP, = (G5 - @) v (257)
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Substituons ces expressions dans I’équation de Schrédinger :

_i’i 1 dP 1
2m

Fo = P @) ) + V@) = Bvle) (25%)

En divisant par ¢(z), supposée non nulle, ’équation se réécrit sous la forme

LP2($) _ ﬁ@ + V(x) =F, (2.59)

2m 2m dx
ce qui conduit a I’équation d’Hamiltone-Jacobi quantique

dP
P%(z) — ih—— =2m[E = V(z)]. (2.60)
x
Cette équation, exacte, généralise ’équation classique P? = 2m(E — V) en incorporant un terme
quantique proportionnel & i (un potentiel quantique).
Sous des conditions appropriées (potentiel confiné, solutions régulieres), les niveaux d’énergie

sont déterminés par la condition de quantification
fP(ZL‘) dx =2mnh, n€Z. (2.61)

Cette condition, analogue a la regle de Bohr-Sommerfeld-Wilson, s’obtient ici sans approximation
semiclassique.

La formulation Hamilton-Jacobi quantique présente une analogie frappante avec la dynamique
classique, mais s’en distingue par l'impulsion quantique P(z), qui encode les effets purement
quantiques. Cette méthode a donné lieu & de nombreuses applications en mécanique quantique,

aussi bien non relativiste que relativiste [76, 77].

2.11 Mécanique quantique stochastique

Au début des années 1980, bien que le formalisme de la mécanique quantique ait été solidement
établi, en particulier concernant le calcul des probabilités de mesure, Parisi et Wu ont proposé une
nouvelle approche dite mécanique quantique stochastique [78, 79]. Celle-ci reformule la mécanique
quantique comme la limite d’équilibre thermique d’un processus stochastique hypothétique, évoluant
dans un temps fictif s distinct du temps physique ordinaire. Elle fournit ainsi une interprétation
dynamique alternative du comportement quantique.

Brievement, pour un systéme quantique unidimensionnel, dont la variable dynamique x(t) est
promue & une variable stochastique x(t, s), dépendant du temps fictif s introduit artificiellement.
Cette variable évolue selon ’équation de Langevin stochastique

i 45

%x(t, s) = ﬁm +n(t, s), (2.62)

ou S est l'action classique du systeme, et n(¢, s) est un bruit blanc gaussien défini par :

(n(t,s)) =0, (nt,s)nt,s)) =2hr5(t—1t)5(s—s"). (2.63)
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L’introduction du facteur imaginaire ¢ dans I’équation de Langevin complexe permet de décrire
une dynamique stochastique oscillatoire, essentielle pour établir un lien direct avec la formulation
quantique via I’équation de Schrédinger. Dans cette approche, les corrélations quantiques a temps

égal sont obtenues par moyenne stochastique sur le bruit :
(2t $)a(ta, 5) ) = /D:vx(tl):n(tg) o Plus, (2.64)

ou P[x; s] est une densité de probabilité fonctionnelle satisfaisant 1’équation de Fokker-Planck :

OP[x;s] J ) i S _
9s ! / WS <5x(t) - hda:(t)) Pla; . (2:65)

S

La solution stationnaire est proportionnelle & e®”, ce qui garantit que, dans la limite s — oo, on

retrouve l'intégrale de chemin de Feynman :

. ehS
lim (x(ty, s)x(ty, 8) -+ ) = J Dxw(t)x(ta)

o | Dreis = O[Tz (t)z(tz) - [0).  (2.66)

Bien que relativement récente comparée aux autres formulations de la mécanique quantique, la
méthode de quantification stochastique a, au cours des dernieres décennies, démontré des avantages
techniques significatifs, en particulier dans la quantification des champs de jauge et la mise en
ceuvre de simulations numériques intensives — des résultats jusqu’alors inaccessibles par d’autres
approches. Cette méthode offre ainsi un cadre prometteur pour étendre le champ d’application de la
mécanique quantique et de la théorie quantique des champs. Nous en présentons ci-dessous quelques

caractéristiques essentielles (d’apres [80]) :

1. Tout d’abord, la quantification stochastique permet de partir directement des équations
du mouvement, contrairement aux approches conventionnelles telles que la quantification
canonique ou la méthode de I'intégrale de chemin de Feynman, qui exigent 1’existence explicite

d’un hamiltonien et/ou d’un lagrangien.

2. Il en résulte la possibilité de quantifier non seulement des systemes soumis a des contraintes
holonomes, mais également des systémes non holonomes. Un exemple emblématique est fourni
par les champs de jauge non abéliens, dans lesquels la contrainte non holonome introduite
par la condition de jauge peut étre naturellement intégrée par la méthode dite de fixation de

jauge stochastique.

3. Un autre aspect remarquable de cette méthode réside dans la possibilité d’extraire des
informations physiques pertinentes a partir du comportement asymptotique de la fonction de

corrélation & deux points, évaluée dans le temps fictif introduit par la dynamique stochastique.

4. Enfin, il convient de souligner que la majorité des simulations numériques intensives, en
particulier dans les théories de jauge non abéliennes, sont aujourd’hui réalisées dans le cadre

de la quantification stochastique, ce qui en constitue I'un des atouts majeurs.
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2.12 Systemes dépendant du temps

Dans le cas des systemes stationnaires, la séparation des variables spatiale et temporelle permet
de ramener ’équation de Schrodinger a sa forme stationnaire, dont la résolution, analytique ou
numérique, fournit les états propres et les niveaux d’énergie associés. L’évolution temporelle du
systeme se réduit alors a une phase dynamique simple. En revanche, lorsque le hamiltonien dépend
explicitement du temps, les états stationnaires ne sont plus définis, et I’évolution du systeme est
entierement gouvernée par I’équation de Schrodinger dépendante du temps, dont la résolution s’avere
en général particulierement délicate. C’est pourquoi nous consacrons cette section a la présentation

des principales approches permettant de traiter les systémes dépendant explicitement du temps.

2.12.1 Différente approches selon le régime de variation temporelle

Différentes approches théoriques permettent de décrire 1’évolution d’un systéme quantique
dépendant du temps, en lien avec le régime de variation de son hamiltonien. Plus précisément,
la réponse du systeme dépend essentiellement du rapport entre le temps caractéristique de cette
variation et les échelles dynamiques qui lui sont propres, telles que I'inverse des écarts entre niveaux
d’énergie. Ce rapport détermine le régime physique pertinent, adiabatique, impulsif ou intermédiaire,
et oriente le choix de la méthode d’analyse la plus appropriée.

— Variation lente (régime adiabatique) : Lorsque le hamiltonien varie trés lentement par
rapport aux échelles dynamiques du systeme, le théoréeme adiabatique s’applique. Le systeme
reste dans un état propre instantané du hamiltonien, a une phase pres. C’est dans ce contexte
que la méthode des états instantanés et la phase géométrique deviennent pertinentes.

— Variation brutale : Si le hamiltonien change soudainement (comme le saut ou I'impulsion
de Dirac), le systéme n’a pas le temps de s’adapter. On parle alors de quench quantique. La
description naturelle est celle de la projection immédiate sur les états propres du nouveau
hamiltonien, suivie d’une évolution selon ce dernier. La méthode de 'opérateur d’évolution,
I’analyse spectrale, ou les fonctions de Green hors équilibre sont alors plus appropriées.

— Variation modérée ou périodique (régime intermédiaire ou Floquet) : Si la variation est
ni adiabatique ni instantanée, des transitions entre états peuvent survenir. La théorie des
perturbations dépendante du temps est utile dans ce cas. Pour des hamiltoniens périodiques,
on peut utiliser la théorie de Floquet, qui permet de reformuler le probleme comme un

probleme stationnaire effectif.

2.12.2 Méthode des invariants

En mécanique quantique, 1’étude des systemes dont I’hamiltonien dépend explicitement du
temps repose sur I’analyse de ’équation de Schrodinger dépendante du temps. La résolution de
cette équation varie en fonction des propriétés spécifiques de I'hamiltonien. Parmi les méthodes
disponibles, la méthode des invariants dynamiques introduites par Lewis et Riesenfeld constitue une
approche puissante pour traiter des systemes non stationnaires, notamment ’oscillateur harmonique

a fréquence variable. Dans ce contexte, 'hamiltonien prend la forme

H =2 4 o2y, (2.67)
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ou m désigne la masse de la particule, Q(¢) la fréquence dépendant du temps, et z et p sont les
opérateurs position et impulsion vérifiant la relation canonique [z, p] = ifi. Cet hamiltonien n’est
pas invariant sous 1’évolution temporelle, ce qui complique I'analyse spectrale directe.

Lewis et Riesenfeld ont cependant montré qu’il est possible d’associer a ce systéme un opérateur

invariant hermitien I (t) , qui satisfait I’équation de von Neumann

dl - oI i
— = — —|H. Il =0. 2.

%= TR I=0 (2.68)
La recherche d'un tel invariant constitue le point de départ de leur méthode [48, 49]. Pour respecter

la structure quadratique de I’hamiltonien, Ils ont écrit I (¢) sous la forme

2
HORE. [(‘;) (- mpx>2] , (2.69)

ou p (t) est une fonction réelle satisfaisant I’équation différentielle non linéaire dite d’Ermakov-Milne-

Pinney
2

. w
p+ 0% = 5 (2.70)

oll w? est une constante.

L’opérateur I (t) admet un ensemble d’états propres orthonormés {|n,t)}, définis par

I |n,t) = A\, |n,t), (2.71)
ou .
Ap = <n + 2) hw, (2.72)

représente les valeurs propres associées, avec n € N.
Ces états propres servent de base dynamique pour exprimer la solution de I’équation de Schrédin-

ger

0
ou 1 (z,1) = (z |4 (£)).
Lewis et Riesenfeld ont démontré que la solution générale peut s’écrire sous la forme :

[ (1)) = €O |n, 1) . (2.74)

ou la phase ¢, (t) est déterminée par

dey, (1)

h
dt

= (n,t| ihgt — H |n,t). (2.75)

et admet ’expression explicite

sn(t):—<n+;>hw/t;l§. (2.76)

En combinant ces éléments, la solution de I’équation de Schrédinger pour 'oscillateur harmonique a
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fréquence variable s’écrit
1 mw\ ¥ [ i ( 1) dt]
n(x,t) = 7(—> exp|—= [n+ = hw/
Yn(zt) 2nnlp (t) \ Th P h 2 p?

o[ B (- () e

ou H, désigne les polynémes d’Hermite d’ordre n. Cette solution analytique illustre la puissance

de la méthode des invariants pour traiter des systemes dynamiques quantiques a hamiltonien non
stationnaire.

Il convient de souligner que cette approche, bien que formelle, demeure valable pour tout systéme
a dépendance temporelle explicite, sans exiger que la variation du hamiltonien soit nécessairement

lente (comme dans le régime adiabatique) ou brusque.

2.12.3 Intégrales de chemin

L’oscillateur harmonique dépendant du temps peut également étre traité a 1’aide de la formulation

des intégrales de chemin. Le propagateur associé a ce systéeme s’écrit sous la forme suivante

K (zp, ty; Tq; ta /Dx exp{ / dt Bme — %mﬂ2 (t) xz] } . (2.78)

Pour simplifier cette intégrale, nous introduisons le changement de variables x = p (t) ¢ et ds = di
o

ou p (t) est une solution de I’équation différentielle non linéaire

. 2 UJ2

p+Q(t)p= F (2.79)
avec w une constante. Ce changement permet de transformer le probléme en un oscillateur harmonique

a fréquence constante w, dont le propagateur est bien connu. Le propagateur original s’écrit alors

K (xp, ty; xa3 ta) =

im o (Py o Pa o
LM (Phy2  Pa Ko (b, S: qas Sa 2.80
p{m (pbwb pf)} 0 (bs S} Gas Sa) (2.80)

1
ex
vV PaPb

ou Ko (qp, Sp; qa, Sa) est le propagateur de l'oscillateur harmonique de fréquence constante w, donné

par
1 d 1
Ko (b, Sb3 4a, Sa) = /quxp{ [ dz> 2mw2qz] ds}.
= 2, 2 _
B m {hQSlan [(g5 + qz) coswS — 2g4qa }} (2.81)
avec S = S, — S, = tb;l;f'
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Le propagateur initial K (zp, tp; 24; ts) peut ensuite étre exprimé sous forme de série spectrale :

K (25, ty; a3 ta) i —iEafd 11 [mw
Zb, Lb; Ta; = € ‘e —_
are = VPapp 2™\ wh

m (W  Pa\ o mw Zq

A (eI C) H e

eXp{ 2h (/%H/)a)x“} "(\/ h pa>

m(w  pp\ o mw xp
S H, (=222 2.82
eXp{ 2h (pi ZPb) xb} "( h Pb) (2.82)

ou les H, sont les polynomes d’Hermite et E, = (n + %) hw les niveaux d’énergie de 'oscillateur

harmonique & fréquence w. En comparant cette expression avec la décomposition spectrale du pro-
pagateur, nous pouvons identifier la forme explicite des fonctions d’onde de 'oscillateur harmonique

dépendant du temps :
1 mw\ i 7 dt
n(T,t) = —/———m—|—r ——FE, | =
vl 2mnlp (t) (Wh) eXp[ h /pQ]
)

Notons que ’expression obtenue pour le propagateur conduit & une fonction d’onde rigoureusement

équivalente a celle obtenue via la méthode des invariants dynamiques de Lewis et Riesenfeld, ce qui

confirme la cohérence des deux approches.

2.13 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons dressé un panorama approfondi des principales formulations de
la mécanique quantique, chacune mettant en lumiere des facettes complémentaires de la théorie.
Loin d’étre mutuellement exclusives, ces approches se renforcent mutuellement et s’averent parti-
culierement adaptées a des contextes variés, allant de la description de systemes isolés a celle des
systemes dépendant du temps. Leur diversité témoigne de la richesse conceptuelle de la mécanique
quantique et constitue un socle fondamental pour son développement, notamment dans des régimes
hors équilibre, en présence de champs extérieurs ou en espace-temps courbe.

Dans la derniere partie du chapitre, nous avons porté notre attention sur I’étude des systemes
explicitement dépendants du temps, qui s’est révélée essentielle pour la compréhension d’une
vaste classe de phénomenes dynamiques, en particulier ceux relevant de la physique hors équilibre.
Contrairement aux systemes stationnaires, ces modeles ne permettent pas 'usage direct des outils
spectraux classiques et exigent des traitements adaptés, capables d’appréhender 1’évolution temporelle
intrinsequement non stationnaire. Les méthodes que nous avons explorées, notamment celles fondées
sur I’équation d’Ermakov-Milne, offrent un cadre conceptuel cohérent pour décrire la dynamique
quantique induite par la dépendance temporelle, sans recourir a des hypotheses restrictives sur
le caractere lent (adiabatique) ou brutal de cette variation. Ces résultats mettent en évidence la
structure riche des systémes hors équilibre et ouvrent naturellement la voie a I’étude du phénomene
de création de particules dans un fond extérieur variant dans le temps.

Le chapitre suivant s’inscrit dans cette continuité : nous y montrons comment plusieurs des
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formulations étudiées ici peuvent étre mobilisées dans le cadre de la théorie quantique des champs

pour analyser la création de particules en présence de champs extérieurs.
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Chapitre 3

Création de paires sous ’action d’un

champ électrique

3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’explorer les cadres théoriques qui permettent de décrire le processus
de création de paires de particules & partir du vide, sous l'influence d’'un champ électrique. Ce
phénomene, profondément ancré dans la théorie quantique de champs, découle des restrictions
fondamentales imposées par le principe d’incertitude de Heisenberg lorsqu’il est appliqué aux
fluctuation du vide quantique. Ces fluctuations sont capables, dans certaines conditions, de donner
naissance a des particules réelles.

En effet, une particule confinée dans une région de taille Ax présente une incertitude sur sa
quantité de mouvement pouvant dépasser mec, ce qui correspond & une énergie de I'ordre de mc?.
A cette échelle, des paires virtuelles peuvent spontanément émerger du vide, bien qu’elles soient
rapidement annihilées en raison de leur durée de vie extrémement breve.

Toutefois, lorsqu’une telle paire est soumise a un champ électrique extérieur, les deux particules
subissent des forces opposées qui tendent a les séparer. Si I’énergie acquise par ce processus dépasse
le seuil 2mc?, la paire peut étre promue a un état réel. En estimant la distance de séparation a

I’échelle de la longueur de Compton, on obtient une condition critique sur le champ

soit environ 10'® V/cm pour un électron. Au-dela de ce seuil, la création de paires devient un effet
quantique intrinsequement non perturbatif, nécessitant le recours & des approches qui dépassent le
cadre standard de la théorie des perturbations. Ces approches permettent notamment de déterminer
des quantités observables telles que la densité de particules créées ou la probabilité de création d’une
paire.

Dans la suite de ce chapitre, nous présenterons les différentes méthodes utilisées pour étudier ce
phénomene, depuis les approximations semi-classiques jusqu’aux formulations purement quantiques.
Nous mettrons en évidence les principes essentiels, ainsi que les avantages et les limites de chacune,
afin de dégager les mécanismes fondamentaux qui gouvernent la création de particules dans un

champ extérieur dépendant du temps.
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3.2 Le champ scalaire complexe libre

En mécanique quantique, les grandeurs physiques classiques, représentées par des quantités
numériques, sont promues, dans le cadre de la quantification canonique, au rang d’opérateurs
agissant sur un espace de Hilbert. La procédure de quantification d’un champ suit une logique
analogue, bien qu’elle s’applique a des systemes possédant une infinité de degrés de liberté. En
théorie quantique des champs, les variables dynamiques fondamentales sont des fonctions de I'espace
et du temps, qui deviennent, apres quantification, des champs dont les valeurs sont des opérateurs.
Cette généralisation repose sur des regles similaires a celles de la mécanique quantique, appliquées
localement & chaque point de ’espace.

Pour illustrer ces principes dans un cadre simple, considérons a présent un champ scalaire
complexe p(z) défini sur I'espace-temps de Minkowski, dont la dynamique est gouvernée par la
densité lagrangienne

L = 0,0" Mp — m*p*p. (3.1)

L’équation d’Euler-Lagrange correspondante est 1’équation de Klein-Gordon
(O+m?)p(7,t) = 0. (3.2)
Ce systeéme possede une symétrie globale U (1) associée a la conservation du courant de Noether
J* =i 0" p — p0Mp"). (3.3)

Dans cette procédure, les champs ¢ et ¢*, de méme que leurs moments conjugués, sont promus a
des opérateurs agissant sur un espace de Hilbert. Ces derniers sont donnés par
oL oL

m(z) = B Oop) dop*,  T(x) =

= 80(,0. (3.4)

Conformément au formalisme canonique, les opérateurs ainsi introduits satisfont les relations de

commutation & temps égal

(&), (i, 1)] = 103 (F — 7), (3.6)

tandis que tous les autres commutateurs sont nuls.

Cette prescription constitue le cceur de la quantification canonique. Cependant, la définition
d’un produit scalaire intervient en amont de cette procédure et joue un role fondamental dans la
structure de ’espace des solutions.

L’ensemble des solutions de cette équation forme un espace vectoriel complexe. Afin d’y définir

une structure de produit scalaire invariante, on introduit la forme bilinéaire dite de Klein-Gordon

(orlp2) = i /E 45H (5003 — 02050 (3.7)

ou X désigne une hypersurface de Cauchy et dX* = n*d>, avec n* le vecteur unitaire normal a 3.
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Le courant associé s’écrit

JH(p1,92) = i (910" 02 — p20"07), (3.8)

et satisfait la loi de conservation d,j* = 0. En conséquence, le produit scalaire (3.7) ne dépend
pas du choix de I'hypersurface ¥. Dans un espace-temps stationnaire, cette propriété assure la
conservation temporelle de la norme.

Le produit scalaire ainsi défini n’est pas de signe défini : il peut prendre des valeurs positives ou

négatives selon la solution considérée. Pour un champ complexe, les solutions oscillant comme e~

possedent une norme positive, tandis que leurs conjuguées complexes ont une norme négative. On

peut ainsi décomposer I'espace des solutions en deux sous-espaces orthogonaux :
S=85.05_, S_ =87, (3.9)

ou &4 contient les modes dits " positifs” et S_ leurs conjugués (modes " négatifs”).

Cette distinction jouera un role essentiel dans la définition des opérateurs du champ lors de la
quantification. En effet, pour un champ libre, les solutions de 1’équation de Klein-Gordon s’écrivent
sous la forme

fi(r, t) = Nemi(Bid=kr), (3.10)

ou Ey =ky = VEkZ +m2.

Le produit scalaire associé vaut alors
- - N N Y ey N
(MOl (R1) = i | da{ (R t) 5 fie (7 1) = fio (7 ) 5 fie (7 1)
14
= |N]? (2n)32E6% (k — K). (3.11)

Cette relation fixe la constante de normalisation

1

N —
(27)32Ey

On peut alors procéder a la quantification canonique en décomposant le champ sous la forme

—i(Bt—kn) 4yt ez‘(Ekt—k-r)) , (3.12)

d3k
o(z) :/\/(QW)TEk (ak e

ou ag et by sont des opérateurs dont les relations de commutation découlent directement des regles

de quantification imposées aux champs ¢ et ¢* et a leurs moments conjugués. Nous obtenons ainsi
lay, )] = 83k — ¥), b, b)) = 63 (k — K'). (3.13)

Dans ce cas, le Hamiltonien du systéeme prend la forme

Bk
H= Wko(ak ax + bkbk)a (314)
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que 'on peut réécrire, en tenant compte des relations de commutation, sous la forme
H= / ﬁko [eﬁ ax + b+ 6% (0) (3.15)
(2m)3 k k '

Comme on peut le constater, le dernier terme du membre de droite est doublement divergent : d’une
part en raison de la présence de la fonction 6®) (0), et d’autre part & cause de lintégration sur
I’ensemble des moments k.

Cette divergence, bien que problématique, est purement formelle et ne traduit pas un effet
physique réel. Pour y remédier, on introduit la prescription de la forme normale, notée : H :, qui
consiste a réordonner systématiquement les opérateurs de maniere a placer les opérateurs &l'f et IA)I"{F

a gauche des opérateurs ay et by
d3k At A s
H—:. H:= Wko(ak (0319 + bk bk) (316)

Cette opération revient & soustraire le terme divergent proportionnel & §(3) (0), permettant ainsi
d’obtenir une énergie finie. Cette prescription garantit que I’énergie de 1’état fondamental (vide) est
annulée par construction

(0] : H:|0)=0, (3.17)

ou 'état |0) est I’état du vide défini par
ay [0) = by [0) = 0. (3.18)

La forme normale permet ainsi de régulariser le hamiltonien, en retranchant une constante d’énergie
sans incidence observable, et rend les calculs physiques bien définis tant dans le cadre perturbatif
que dans le cadre non perturbatif.

I1 en résulte que les états propres de H (avec forme normale : H :) sont construits en appliquant
de maniere répétée les opérateurs de création dlf et BI sur le vide |0), ce qui définit I’espace de Fock
et fournit le spectre discret de ’énergie correspondant a des états & nombre de particules bien défini.

Cette structure canonique fournit un cadre de référence naturel pour évaluer les effets d’un
champ extérieur. En particulier, lorsqu’un champ électromagnétique classique est introduit par
couplage minimal, la dynamique des modes devient non triviale, menant a une reconfiguration de la

structure du vide et, ainsi, & des phénomenes de création de paires.

3.3 TQC en présence d’un champ électrique : Création de paires

Lorsque le champ scalaire que ’on veut quantifier est en interaction avec un champ électrique
extérieur, la résolution du probleme par la recherche du spectre de H n’est pas aussi simple que
dans le cas du champ libre, et, dans certains cas, ce spectre peut méme ne pas exister. Si le systeme,
constitué du champ scalaire complexe, est initialement (a t; — —o0) dans son état fondamental
(le vide), puis évolue sous l'influence du champ électrique pendant une durée finie (de —7" a +T
), alors, apres que le champ électrique soit éteint a ty — 400, I'état du systeme n’est plus le vide

initial, mais une superposition du vide et d’états excités. En fait, c’est cette instabilité du vide qui
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donne lieu & la création de particules tout en rendant difficile la quantification du champ scalaire.

3.3.1 TQC en présence d’un champ électrique

Afin de mettre en évidence les similarités et les différences entre la quantification canonique du
champ scalaire complexe libre et celle effectuée en présence d’'un champ extérieur, nous considérons
le cas d’'un champ électrique uniforme dépendant du temps, E(t) Plus précisément, nous étudions
un champ scalaire complexe ¢ évoluant dans un fond électromagnétique classique, représenté par un

potentiel extérieur A,. L’action du systeéme s’écrit

Sle] = / d'z [(Dup)"(D'g) — m2|l?] (3.19)

ou D, = 0, +ieA, est la dérivée covariante.

La dynamique du champ est alors gouvernée par I’équation de Klein-Gordon modifiée
(D, D" +m?] ¢(z) = 0. (3.20)

Nous choisissons de travailler dans la jauge temporelle A* = (0,0,0, A(t)), ce qui correspond & un
champ électrique homogene dirigé selon I’axe z et donné par E(t) = —A(t).

Ici, nous considérons un volume fini V = L3, de sorte que les vecteurs d’onde k prennent des
valeurs discretes. Dans la limite, V' — oo, k devient une variable continue et la somme sur les modes

de Fourier se transforme en une intégrale selon la regle
L3d%k
d = / - (3.21)
o (2)

Dans ce cadre, on obtient les identités utiles

+L/2 3

+oo o~
63 (0) = 13/ d3x ek = lim Bz = lim —. (3.22)
(2m)” Joo k=0 L7°J-r/2 Lo (2m)
et 5
~ o~
5®) (k —k ) - (%)351{1{, (3.23)

Enfin, pour assurer la cohérence des relations de commutation dans cette limite, il est commode de

redéfinir les opérateurs selon

ax —

ax. (3.24)
Ainsi, par séparation en modes de Fourier,

o)=Y € pi(t), (3.25)

k
I’équation d’évolution devient
02
5 T (ke = eA(t))? + k1 + m2] ex(t) =0, (3.26)
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on k% = k2 + k;
Cette équation est équivalente a celle d’un oscillateur harmonique dont la fréquence dépend du
temps
Gic(t) + Q1) px(t) = 0, (3.27)

avec
QL(t) = (k. — eA(t))? + K2 + m?. (3.28)

Si xk(t) est une solution de cette équation, alors sa conjuguée complexe xj(t) en est également
une. Ces deux fonctions sont respectivement associées aux états d’énergie positive et négative. Par

convention, nous les noterons Xl—: (t) et xy (). Le champ peut alors étre décomposé sous la forme :

o) =D facoxgt (1) + 050 (1) ] (3.29)
k

ou les fonctions de mode Xi (t) sont normalisées selon
Xk Xk — Xk Xic = 2. (3.30)

Il est alors possible de montrer, a partir de la prescription de sommation précédente (3.21), que les

opérateurs ay, alf , b, b[f vérifient les relations de commutation canoniques
[ak s alﬂ = [bk s b:] = 5k,k’ . (3.31)

Cependant, leur interprétation physique n’est pas universelle : elle dépend explicitement du choix
de la base temporelle lef(t), laquelle fixe la définition de ’état du vide quantique.

Dans ce cadre, le hamiltonien prend la forme suivante

H =) [Bx(t) (af axc + b b_se) + Fyi () bowear + Fie(t) b7, ] (3.32)
k

Ex(t) = [xa(®)* + QR () (1), (3.33)

Fie(t) = Xic(t) + ()X (D). (3.34)

On constate que H n’est pas diagonal : il contient des termes de création simultanée de paires
aIbJrk ainsi que des termes d’annihilation b_yayx. Cette structure reflete directement la possibilité

de création de paires de particules et d’antiparticules par le champ électrique extérieur.

3.3.2 Interprétation en termes de particules

Comme ’équation (3.26) est d’ordre deux, elle admet plusieurs ensembles de solutions linéairement
indépendantes {Xi(t),xlz (t)} La décomposition (3.29) n’est donc pas unique. Cependant, pour un
champ électrique qui s’annule & ¢ — +o00, on peut identifier deux ensembles de fonctions modes

asymptotiques.
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L’ensemble {Xigin(t), Xl:in(t)}, qui se comporte & t — —oo comme :

Xf{,in (t) = eiiEQint ’

oue==+et

Qin - tl}IEloo Qk(t)a

diagonalise le Hamiltonien H dans cette limite. En effet, comme :
Ek(t — —OO) = Qip, Fk(t — —OO) =0,
le Hamiltonien devient :

Hi o o= Z Qin [aLinak,in =+ bLinbk,in] .
k

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

De méme, a t — +o00, un autre ensemble de solutions { X out (B)s Xae Out(t)} se comporte comme

ngout(t) = e_iEQDUttv
ou
Qout = lim Quc(t).

t——+o0

Le Hamiltonien s’écrit alors

Ek(t — —|—OO) = Qout, Fk(t — —|—OO) =0,

Hisioo = Z Qout |:ajrk70utak,out + bLoutbk,out} .

k

Le champ peut donc se décomposer selon deux bases différentes :

(e t) = D il (D™ + by X (e

k

(p(I', t) = Z [akvoutxiout (t)eik.r + bL,outXlZ,out (t)e_ik.r] ’

k

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

On définit alors deux états du vide : |0in) et |Oout), annihilés respectivement par les opérateurs a in,

by in €t ak out, bi,ous- On dispose ainsi de deux définitions de particules. Dans ce sens, conformément

au formalisme général de la matrice de diffusion, on entend par création de particules a partir du

vide la création des particules ”out” dans le vide ”in”.
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3.3.3 Création de particules a partir du vide

Comme l’ensemble { X out (1) X Out(t)} forme une base complete, on peut écrire les fonctions

:t . . . ’ . .
inn(t) comme combinaisons linéaires :

Xl—:in (t) = akX:,out (t) + kal:,out (t)’ (345)
Xiein() = X out () + BiXat ous (B)- (3.46)

Il s’agit d’une transformation de Bogolioubov, ou les coefficients ay et [y satisfont :

|ou|* = |8k = 1. (3.47)

Cela permet d’écrire les opérateurs de création et d’annihilation ”out” en fonction de ceux ”in” :

Ak out = Qk0kin + 5kbLin, (3.48)

bL,out = Braxin + alib-rk,in' (3.49)
On en déduit que I’état du vide ”in” contient un nombre moyen de particules ”out” donné par :
(Oina, g @c.0ut10im) = (Oin[b, g brcont |0m) = |Bicl. (3.50)
Cela signifie que le champ électrique a créé des paires de particules a partir du vide.

Enfin, en théorie quantique des champs, 'amplitude de transition de I’état |0;,) vers I’état a

deux particules alT( OutbL out |0out) est donnée par :

A= <00ut| bk,outak,out |0in> . (3.51)

En exprimant by . en fonction de by i, et al on obtient :
p s ) k,out’

1 P i
bk out = ?ibk,in + ;ﬂak,out‘ (3.52)
Donc,
RS
Ak = |/ <Oout|0in>' (353)
QK

La probabilité de création d’une paire de moment k est donc :

2

Bic

ak

P = (3.54)

L’interprétation repose donc sur la non-équivalence des vides asymptotiques, et la transformation
de Bogolioubov permet d’en extraire directement des observables comme la densité spectrale ou le

taux de création.
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3.3.4 Champ électrique constant

En présence d'un champ électrique constant, décrit par la jauge A, = (0,0,0, Ept), les solution
de I’équation de Klein Gordon (3.26) s’écrivent en termes des fonctions paraboliques cylindriques de
Weber [87]

) = — e T (1 +i)¢) (3.55)
(26E0)4

valt) = — D~ (1+4)¢), (3.56)
(26E0>4

ouv = —%—z éezm et £ = veEpt
Dans ce cas, 'identification des etats in” et "out” devient subtile, puisque le champ constant

(t) et x2(t) sont aussi des solutions.

ne s’annule pas lorsque t — £oo. Pour distinguer, parmi les solutions de ’équation de Klein Gordon
(3.26), celles qui correspondent aux états ”in” et ”"out”, nous faisons appel a l'approximation

semi-classique fondée sur ’équation relativiste de Hamilton-Jacobi
g" (9,8 + eA,) (0,8 +eA,) —m? =0, (3.57)

oi1 S est la phase ('action) de la solution de I’équation de KG (3.26), ¢ = €'5.

Etant donné que le comportement asymptotique des solutions semi-classiques e***

est identique
a celui des états d’énergie positive et négative a oo, nous les confrontons au comportement
asymptotique des solutions exactes de ’équation de KG. Cette comparaison permet de classer sans
ambiguité les solutions en états ”in” et ”out”

Nous commengons par décomposer la phase S en une partie temporelle et une partie spatiale
S =G(t)+ k.7 (3.58)
ou G (t) est donnée par I’équation suivante

_ / dt\/ (- /T(t))Q +m?. (3.59)

Nous examinons ensuite le comportement asymptotique de cette phase lorsque ¢t — 400, ce qui

permet de déterminer celui des solutions semi-classiques eFG(!). Les états d’énergie positive et

négative sont alors définis par

xT = lim e ¢ et x~ = lim G

t—+o0 t—+oo

Par ailleurs, apres avoir résolu explicitement I’équation de Klein-Gordon, nous constatons que les

solutions exactes se comportent, dans le passé et le futur lointains, de la maniere suivante

O (3.60)
+ . i
Noow = ,lim e, (3.61)
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Les solution de I’équation de Klein Gordon (3.26) sont alors classées comme suit

X () = (26;0)316‘7”%((1“)5) (3.62)
Your (1) = @e;)ﬁleif”*py*«l—ws) (3.63)
() = @e;)ie?”mw—(l—i)g) (3.64)
X (1) = @e];)ﬂe—f”m(—uﬂ)s)- (3.65)

Pour déterminer la probabilité de création d’une paire de particules ainsi que la densité des particules

produites, nous faisons appel a la transformation donnée par [87]

V2r

_il(y+1) .
e e 'z D_,_1(iz), (3.66)

D,(z)=e™VD,(—2) +

qui relie les fonctions paraboliques de Weber et nous permet d’établir la transformation de Bogoliubov

Xin () = @ Xgut () + B Xout (1) (3.67)

ou les coefficients « et 8 sont donnés par

V 271' M(V*+l)
a= F(_V*)e 2 2 (3.68)
et
B= ™, (3.69)

La probabilité de création d’une paire de particules dans 1’état k est alors

F - i 2
B = ‘ 5/2%) e 3V (3.70)
mQJerl

exp (x2E2) 1
mQ—i-kEQl (37 )

14 exp (—7T <Fo )

Le nombre de particules créées dans ’état k est

2 2 k‘2

Ny = ™" = exp <—7Tm€_E|;0J‘> . (3.72)

3.4 Action effective de Schwinger

Le formalisme développé par Schwinger pour la création de paires dans des champs extérieurs
repose sur 'idée que 'amplitude de transition vide-vide peut étre exprimée en termes d’une action
effective. La partie imaginaire de cette action encode 'instabilité du vide et détermine la probabilité
de création de particules.

L’action effective Scrf est définie de telle sorte que 'amplitude de transition entre les états [0;y,)
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et I’état |0gye) s'écrit

(Oout| Oin) = exp (iSefs ) = exp (z’/d4x Lets ) , (3.73)

ou L.sy désigne le lagrangien effectif de Schwinger. Cette expression reflete le fait que la réponse
du vide quantique a un champ extérieur est entierement prise en compte dans l'action effective. De

cette relation découle la probabilité pour que le vide reste inchangé en présence du champ exterieur

vaacfvac = |<Oout| 0m>‘2

= exp(—2ImSesys )
= exp <—/d4x 2Im Leff> : (3.74)

Une partie imaginaire non nulle indique donc une instabilité du vide. En particulier, la probabilité

de création spontanée de paires est donnée par

PC’reat = 1_,Pvac—vac
~ /d% 2Im Leyy . (3.75)

La quantité 2Im L.y; s’interprete comme la probabilité de création de paires par unité de volume
et par unité de temps.

Pour expliciter ce formalisme, considérons un champ scalaire complexe couplé a un champ
électromagnétique extérieur A,. Dans ce cas, la densité lagrangienne L(yp, ¢*, 0,9, 0,¢*) prend la
forme suivante

L = ¢*Okae, (3.76)

et Oxc représente I'opérateur de Klein Gordon en présence du champ extérieur A,,.
Oka = (10, — eAM)2 —m?, (3.77)

L’amplitude vide-vide qui décrit I'effet du champ A, sur les fluctuations quantiques du champ
scalaire complexe est donnée par une intégrale fonctionnelle sur tous les chemins dans I’espace de

configuration du champ ¢ et p*
Avac—vac = /Dchgo* exp {i/d4a: L(p, ", 0uep, 8ug0*)} . (3.78)

Afin de calculer A, qc—yac, considérons les fonctions propres de Og¢,

OKGXn (m) = AnXn (l‘) ’ (379)

normalisées selon la relation

/ B 2xn () (2) = S (3.80)
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En projetant le champ ¢ (x) sur cette base orthonormée {x,},
o ()= anxn (), (3.81)
n

I’amplitude vide-vide se décompose en un produit d’intégrales gaussiennes;
-Avac—vac = /H daida; €xp {Z / d4$ Z a:zanX:nOKGXn}
@] n,m
/H da;daj exp {z Z An@y,Qn / d4l'X7*an}
1 n,m

]

= /l_Ialaida;f exp {Z’Z|6Ln|2 )\n}~

2¥) n

L’évaluation directe de ces intégrales donne alors

B C

1
Avac—vac =C —_— = 3.82
1;[ An det Oxg ( )

ou C est une constante.
Le calcul de Ayge_vae 8’est ramené donc au calcul du déterminant de Ok, ce dernier satisfait

la propriété suivante
———— =exp [— In <det OK(;>>} = exp [—Tr(ln OKg)] (3.83)
L’amplitude (3.78) devient alors

Avpac—vac = C exp [—TT (ln OAKC;)} , (3.84)

d’out on déduit immédiatement ’expression de I'action effective
Sepp =iTr (m OKG) . (3.85)

Cette derniere admet une représentation intégrale obtenue a partir des relations

1 toeo
o —i/o dsexp (is (z + ie)), (3.86)
et
. e ds . . ste
In (z + i€) = — ~ P (is (z +i€)) + C°*°. (3.87)
0

Nous obtenons ainsi la représentation en temps propre de 'action effective

Seff = —1 /0+OO %TT exp [z’s (OKG + ze)} + C5te, (3.88)

Nous considérons comme exemple d’application, un champ électrique constant et homogene décrit
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par la jauge
A¥ (t) = (07 07 07 _E(]t) ) (389)

dont I’équation qui détermine les fonctions propres x,, () s’écrit

d?
[dt2 (k. 4+ eEot)* +m?% — X x (t) = 0. (3.90)

La valeur propre, associée a 1’état (E, l), ou [ est un entier positif, est, dans ce cas, donnée par
A=m?+k+k, +i(2l+1)eEy. (3.91)

En faisant la somme sur tout 1’états (kz, l), nous arrivons a

teod L3dk dk dk,
Serf ——z/ 8/ E exp [is (m? +k2+k2—|—z(2l+ 1)eE)] +C*c.  (3.92)
L’intégrale sur k, et k, vaut
/dk dkyexp [i (k2 + k2) s] = i~ (3.93)
s

tandis que l'intégrale sur k. consiste & remplacer [ dk, par eEy [ dt = eEyT.

Pour la somme sur [ nous avons

—(2l+1)eEps] = ————— .94
Zexp[ (204 1) eFos] 2sinh (eEps) (3.94)
Finalement nous obtenons
S =TL}— cEo /+OO ﬁé ex (ist) +C (3.95)
efs 872 s2 2sinh (eEys) P ‘ ‘

La constante C' est fixée par soustraction de la contribution du vide libre (Ey = 0), ce qui donne

1 T ds ek 1
=TL? ——— = sm?) . .
Setf 1672 /0 s2 (Sinh (eEps) s> exp (ism”) (3.96)

Pour la partie imaginaire nous avons

2ImSesy = =i (Sers —Sipr)

1 ds eE 1
_ 73 0 s 2
= iTL 16 2 / 82 <Sl (e 05) S) exp (’LSm ) . (397)

Cette représentation met en évidence la structure dynamique sous-jacente a la création de paires
en présence d'un champ électrique : les singularités de Scyy pour certaines valeurs du temps propre
correspondent & des trajectoires d’énergie imaginaire. Ce sont précisément ces contributions non
réelles qui génerent la partie imaginaire de I'action effective et traduisent la possibilité physique de

convertir des fluctuations quantiques du vide en paires réelles.
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D’autre part, ces singularités se manifestent sous la forme de pdles du temps propre situés en

= — N 3.98
S, By’ neN, ( )

et la prise en compte de leurs résidus permet de calculer directement la contribution imaginaire de
I’action effective.

L’application du théoreme des résidus conduit alors a la fameuse formule de Schwinger

2 +oo n+1 2

3 (€E0)" g~ (=1) m

2ImSepy = L°T 2n)? E 3 exXP —nﬂe—EO . (3.99)
n=1

On remarque ici que la méthode de Schwinger fournit une probabilité globale de création de
particules, tandis que la méthode canonique de Bogolioubov permet de déterminer la probabilité, ou
le nombre moyen de particules créées dans un mode donné k. Toutefois, il est possible de démontrer

I’équivalence entre ces deux approches en effectuant la somme sur ’ensemble des modes.

3.4.1 Lien avec la méthode canonique de Bogoliubov

Etant donné que 'action effective de Schwinger Scr; est exprimée par 'amplitude de transition
de I'état |0;,) & I'état |0pyt), cela peut étre compatiblee avec la transformation de bogoliubov qui
relie les opérateurs de création et d’annihilation de ces états du vide. Nous pouvons donc trouver

un lien qui nous permet d’écrire I'action effective Scry en termes de coefficients de Bogoliubovce.

.12
Cependant, nous avons conclu que P, = ‘% est la probabilité de créer une paire de particules
dans I’état k d’ou
P, = 1—Ry (3.100)
il
= |— . 3.101
2 (3.101)

Ici Ri est la probabilité de ne créer aucune paire dans I’état k,

2 1

L .
1+ (8>

a*

Ry =1-—

A partir de 1a, nous pouvons redéfinir la probabilité de transition vide-vide en considérons tous les

états £ comme suit

[(Ooutl 0in)1* = T Rx (3.102)
k
1
_ 1;[<1+|/3!2) (3.103)

= Hexp [— In (1 + ],6’|2>] (3.104)
k

= exp [—Zln (1 + yﬁ\Q)] , (3.105)
k
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et donc

2ImSers = W (1+18).

k

Ecrivons In (1 + | B!Q) en série de Taylor

n+1

(14 187) = 3 5
n=1

si bien que la partie imaginaire de ’action effective se met sous la forme finale suivante

)" L3dPk
2ImSepr = Z( T)L /( )3 |/8k|
n=1

+
GEO 2 OO n+1 m2
= E eXp| —nm—-|».
3 €E()
n=1

qui est exactement la probabilité de la création des paires.

3.5 Meéthode semiclassique

(3.106)

(3.107)

(3.108)

Le probleme de la création de paires particule-antiparticule par un champ électrique intense peut

étre abordé a ’aide d’une méthode semi-classique, fondée sur le mécanisme de 'effet tunnel. L’idée

centrale de ce phénomene quantique repose sur le fait que, sous I'influence du champ électrique, les

niveaux d’énergie positifs et négatifs du spectre se déforment ou s’inclinent, ouvrant la possibilité

a une particule virtuelle issue de la mer de Dirac d’énergie négative de traverser la barriere de

potentiel (ou région interdite) par effet tunnel. Cette particule réapparait alors dans le domaine

des énergies positives sous la forme d’une particule réelle, tandis que le trou laissé derriere elle se

manifeste comme une antiparticule.

positive energy states

negative energy states

Figure 3.1: L'écart entre les états d’énergies positive et négative en présence d'un champ électrique.

La probabilité associée a ce processus de transition dépend principalement de 'action S évaluée

a l'intérieur de la barriere,
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W =exp(—29). (3.109)

On considére un champ électrique constant et homogene E (z), orienté suivant la direction z, pour
lequel Iénergie potentielle d’une particule chargée s’écrit V (z) = —eEyz. Dans ce cas, les spectres

d’énergie positive et négative sont données par

wi (P, pL32) = E£y\/p2+ pi +m? —eEyz (3.110)

Si 'on suppose que w est 1’énergie de la particule initiale de la mer de Dirac, l'effet tunnel n’a
lieu que de —z a +z avec la condition w = w; = w_ ou les points tournants z+ sont obtenus par

I’équation

‘pz| = \/pi—i—m2— (w—6E02)2 =0 (3'111)
comme suit )
= (i«/ p2 +m? — w) (3.112)
Posons par exemple w = —m, alors que 'action a l’'intérieur de la barriere qui est définie par
S = [T7dz |p. (2)], devient
+z
S = dz'\/pﬁ_ +m2 — (m — eEy2')?, (3.113)

—z
avec

1
= g <j:\/ p2 +m? +m> : (3.114)

Pour trouver la probabilité d’effet tunnel (3.109), on doit calculer I'intégrale (3.113) en effectuant le

changement de variable x = m — eEyz et en utilisant la formule

1
/\/ a? — x?dr = B [a: a? — 22 + a* arcsin <§>} (3.115)
a
ol a = \/pi + m2. Nous obtenons alors

W =exp <—7T (3.116)

pﬁ_ + m?
6E0 '

Ce résultat nous mene a I'expression du taux de création de paires par unité de volume et de temps

en prenant la somme sur tous les états possibles

L*Tdp,dp,d A 2
v= | B oy (_P;m) (3.117)
™ el
En utilisant dw = eE L, I'intégrale devient
2 2 2
N = eEo/d4x/ (272:;5) exp <_7FPL€";?0m) (3.118)

ou [diz =L3T.
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. 2
A Taide de lintégrale gaussienne en deux dimensions [ exp (—%Aij a:larj) d’x = %, nous
obtenons finalement ) )
dN (eEp) ™m
= — 3.119
dtav s P\ TR, ) (3.119)

qui est le premier terme de la série de Schwinger.

3.6 Diagonalisation d’Hamiltonien

Dans les approches discutées précédemment, 'idée maitresse était que I’hamiltonien (3.32) n’est
diagonal qu’aux limites asymptotique ¢ — +o0, ce qui nous a permis de définir les deux états de
vide [0;5,) état [0pys)-

Dans cette section, nous adoptons une perspective différente en supposant que I’hamiltonien (3.32)
est diagonal & un instant donné ¢y par rapport aux opérateurs ag, az, b, et b;, qui s’interpretent
alors comme opérateurs de création et d’annihilation des particules et antiparticules.

Une telle diagonalisation n’est possible que si la fonction Fj(t) s’annule a l'instant ¢,
Fy(to) = 0. (3.120)
A Dinstant tg, les modes xx(t) doivent, par conséquent, satisfaire la condition initiale

Xk (to) = % (o) xx(t0), (3.121)

laquelle est compatible avec la condition de normalisation (3.30) uniquement si Q% (¢y) > 0.
Sous cette hypothese, I’état du vide |0y,) correspondant & (3.121) est défini de maniére standard
par
ay, [0¢,) = by |04,) = 0. (3.122)

A un instant arbitraire ¢, la diagonalisation de ’Hamiltonien peut étre réalisée a I’aide des opérateurs
ck(t), ¢ (t) et dy(t), d}f (t), reliés aux opérateurs ay, a; et bg, by par une transformation de Bogoliubov

dépendante du temps

c(t) = ax(t)ag + ﬁ_k(t)bi-k (3.123)

df(t) = af(bf + B y(as (3.124)
ou, inversement,

ai = o (t)ex(t) — B_p(t)dH, (1) (3.125)

bF = an(®)df () — B p(He_i(t). (3.126)

Les coefficients de Bogoliubov dépendants du temps ay(t) = a_x(t) et Sx(t) = B_x(t) vérifient
I'identité
law ()] = [Br(1)* = 1 (3.127)
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et les conditions initiales

a(to)] = 1 (3.128)
Br(te) = 0. (3.129)

En substituant (3.125) et (3.126) dans l'expression de I’hamiltonien (3.32), nous obtenons la méme

expression mais en termes d’opérateurs cy, c:, dy et d;
H(t) = /d3k [Ek (C:Ck + dkdz_) + FkCZdi—k + F,:d,kck (3.130)
ol E~k et Fk sont donnés par

Ey = By, (lonf + |84l?) = 2Re (Fyox ;) (3.131)

Fy, = —2a1.B1LEy + i Fy, + BRF}. (3.132)

La diagonalisation du nouvel Hamiltonien (3.130), par rapport aux opérateurs c, cz, dy et dz a
I'instant ¢, impose la condition
F, =0, (3.133)

a partir de laquelle les coefficients de Bogoliubov peuvent étre déterminés.
Afin d’y parvenir, écrivons tout d’abord cette condtion sous la forme d’une équation du second

ordre pour le rapport %,

2
_Q%Ek‘f‘%

Bk B2

Nous utilisons ensuite l'identité (3.30) pour montrer que

Fi + Fy =0. (3.134)

E? —|F)? = 492. (3.135)
Une fois le rapport % déterminé, nous pouvons exprimer «j en fonction de S

B Ey. + 2Qy

. Bk- (3.136)

093

En utilisant I'identité (3.127) et la normalisation (3.30) nous obtenons finalement les coefficients

complexes de Bogoliubov

Xk — Xk
=g~ EAR 3.137
Br = &k Wil (3.137)
Ok
Xk = Bk X (3.138)

aszk 2\/97]9 )

ou & est une phase arbitraire.
En outre, dans la condition F, = 0, et compte tenu des résultats précédents, nous pouvons
vérifier que B}, est égale & la fréquence Qi (t), de telle fagcon que ’Hamiltonien se réécrit alors sous

la forme suivante
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H(t) = /d3k Qi(t) (cf e + didyf) - (3.139)

Ici, les opérateurs cy, c]i', dy et d,‘: vérifient les mémes relations de commutation que ay, a;f et by, b/l;F

[Ck, C;] = [dk, er/] = Opp (3.140)
[ck,cr] = [czr,c;r,] =0 (3.141)
[di,di] = [df,d}] =0 (3.142)

Il est & noter que les équations du mouvement d’Heisenberg pour les opérateurs de création et

d’annihilation de particules s’écrivent

% - aactk“[ﬂ()%] (3.143)
d(jf - 8;: +i [H(t), dy ] (3.144)

En utilisant les relations (3.125), (3.126) , (3.137) et (3.138) nous pouvons montrer que

0
% - zszk 4 — iQ(t)en (3.145)
k
d(dy) O n

Maintenant, nous définissons les opérateurs nombres de particules et d’antiparticules

N = ¢ (t)er(t) (3.147)
,E"“ = dff (t)di(t) (3.148)

Nous avons donc un vide instantané, associé a I’Hamiltonien diagonal instant ¢,
Ci |0t> = dk |0t> = 0. (3.149)

Supposons que le champ soit, a I'instant ¢o, dans 1’état du vide |04,) annihilé par aj et by. Le nombre

moyen de particules comptées a l'aide des opérateurs cy, c: s’écrit alors

(01| N7 05 = (Oro 6 (£)er(£) [04g) = B (3.150)
Ainsi, Pétat |0y,) contient en moyenne |S;|* paires de particules, avec

1

18kl = |Xk:| + a0 \Xkl — 5 (3.151)

Ce résultat décrit I’évolution temporelle du nombre de particules créées, dont la limite ¢ — +oo
reproduit, en principe, le résultat obtenu par la méthode canonique formulée dans le cadre de la

matrice de diffusion.
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3.7 Formalisme de Wigner

Le formalisme de Wigner constitue un outil puissant pour ’étude de la création de particules,
permettant de suivre la dynamique de cette création a travers une représentation spectrale dans
I'espace des phases (position et impulsion simultanément). Il établit ainsi un lien naturel entre la
mécanique quantique et la mécanique statistique classique.

En utilisant les expressions

i sy T _ S
Goutk = §tli>r£o e k?[Xgut),—k(t)ao_Xc(mt),—k(t)](P(tv?)
. - .
~ 2 oimd,) o (0 [0 — 1% (0] 91 (1) (3.152)
.. _iE
b = —gtm [ EFeTFT D 00— X, (0] e (1. F)
~ gm0 + 9% (5] 0 (1) (3.153)

nous pouvons exprimer la densité du nombre de particules ”out” créées,
N (8) = (Ounl 0 00ut 1 0in) (3.154)

en termes du champ ¢(t, Z) plutét qu’en fonction des opérateurs de création et d’annihilation

N9 (1) = e tlzing%omi()[atﬁmk (t1)] [0, — i (t2)] (25 (t1) ok (t2)) (3.155)

ou 0y, désigne la dérivée par rapport au temps ;.
Considérons maintenat les fonctions spectrales ou la transformé de Wigner des fonctions de
Pauli-Jordan notée A (¢, ko) et Hadamard notée D (t, ko)

At ko) = i/dT ekl < [g@k <t+ Z) o (t - g)b (3.156)
D(t,ky) = i/dT eikoT <{¢k <t+ g) o (t - g) }> (3.157)

ou V représente le volume spatial, kg ’énergie et T' 1’écart de temps. Si nous prenons les transfor-
mations inverses de A (¢, ko) et D (t, ko)

[ emmawh = 5 (o (e+3) e (-3)]) (3.158)
/‘;’jf e MTD (¢ k) = % <{cpk <t+ Z) N7xs <t — Z) }> (3.159)

la fonction de corrélation dans 1’équation (3.155) s’exprime comme

i (- 2) o))

V/dko e kT D (8, ko) — A, ko)]

S / Ko ko yy (¢, ko) (3.160)
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ou W(t, ko) = D(t, ko) — A(t, ko) est la fonction spectrale totale.
En posant t; =t —T/2 et to = t + T/2, et en considérant la limite t; = to = ¢ — oo, nous
obtenons pour N, ]Ea) (t)

KO0 = g [ G | 308+ (o + 02| Wit o) (3161)

La fonction spectrale totale peut ensuite étre exprimée en termes des solutions de ’équation de
Klein-Gordon

W(t,ko) = D(t ko) — A(t, ko) (3.162)

_ szT (+) T (=) T
= V/dT ( 2>xk<+2> (3.163)

Apres intégration et manipulations (détails en annexe A), nous obtenons finalement

1

) = - (3.164)

O + 5

N0 =

Ainsi, le formalisme de Wigner offre une perspective élargie sur la création de particules grace a
une description fine dans ’espace des phases, tout en permettant, a l'instar de la méthode basée
sur la diagonalisation de I’Hamiltonien, de suivre de maniere équivalente I’évolution temporelle du
nombre de particule.

Cependant, bien que puissant, ce formalisme peut s’avérer mathématiquement lourd, notamment
pour des systemes comportant plusieurs interactions, et les simulations numériques qui en découlent

peuvent exiger des ressources informatiques importantes.

3.8 Théorie cinétique quantique

Parmi les approches traitant la création de particules a partir du vide évoquées ci-dessus, il en
existe une autre, dérivée du formalisme de Wigner, qui permet d’étudier directement 1’évolution de

la fonction de distribution des particules
N (1) = (¢ (t)ex () (3.165)

a l'aide d’une équation différentielle, appelée équation cinétique quantique.

Cette derniere peut étre extraite de I’équation de mouvement du champ quantique par la
transformation canonique de Bogoliubov et ceci en présence d’une source dépendante du temps.
Pour montrer c¢a, nous considérons la création de particules dans un champ électrique constant et
homogene (3.89) ou les fonctions de mode ¢y (t) et 7 (t) s’expriment en terme des opérateurs de

création et d’annihilation (3.123) et (3.124) comme suit

o) = W) en )+ 35 0)dk, 1) (3.166)
m(t) = i) [W7 (0 d 0 -3 O @) (3.167)
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Ici, )Z,(:r) (t) et )2(72 (t) sont les fonctions de mode adiabatique, définies par

_(+) _ 1w
X (1) = D) (3.168)
o = (o) (3.169)

ou ¥ (t) est une phase dynamique, donnée par

9 (t) = / O (1) dt. (3.170)

)

Ces modes sont liées aux solutions X](€+) (t) et X(:k (t) par la transformation de Bogoliubov

W) = apmx" ) - srxS) @) (3.171)
0 = awx @) - sox e (3.172)

Apres un simple calcul, nous pouvons obtenir les expressions des coefficients de Bogoliubov

alt) = i(x;(f)—iﬂk(t)xé”) O (3.173)
B () = —i (x,§+)+mk(t)x,§+)) W, (3.174)

qui sont des solutions des équations différentielles suivantes

a(t) = 2QkB() et (3.175)
BE(t) = 2%(1{ (t) e, (3.176)

Par ailleurs, en utilisant la définition de la fonction de distribution des particules N (t) =

{¢if (t) ¢k (t)), nous pouvons montrer que
N (1) = Nop (k) + (14 N- (=k) + N+ (k)) |8y (1) (3.177)
ott N4 (k) = (aj ar,) et N_ (—k) = (b*,b_). Si nous posons
N, (k) = N_ (k) = Ny, (3.178)
il est possible d’écrire Ny (t) comme suit
N (t) = Ny + (14 2Ng) | Be (8)?. (3.179)

Maintenant, afin d’établir ’équation cinétique quantique , nous effectuons la dérivée par rapport au
temps de N (t) & aide de (3.175) et (3.176), on obtient

Qi

*/V’k;() o

K Re [ck (t) emm} , (3.180)
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olt la fonction Cy, (t) = (¢ (t) d¥,(t)) = (1 + 2Ny) a* (t) B;(t) satisfait 'équation suivante

4 _ 2 —2i(t)

et = 20, (14 2Ny) <2|Bk(t)l + 1) e (3.181)
— Qk —2i0(t )
= 50, ( +2Ng)e (3.182)

11 est évident que la solution de (3.182) est donnée par cette intégrale

Cr (1) = /t 0 dt’ 2?21((;,)) [1+ 2N ()] e 20, (3.183)

ce qui nous conduit finalement & une équation intégro-différentielle

%Nk (t) = QQQkk 5 dt’ {gt Et; [1+ 2N, (t')] cos [2 (9 (t) — 0 (t’))]} (3.184)
ou nous avons utilisé
Re [21O=0CT) — cos [2 (9 (1) = 9 (¢'))] (3.185)

Cependant, la résolution de cette équation nécessite le recours a ’analyse numérique ou il

convient d’introduire de nouvelles fonctions auxiliaires G (t) et H (t)

Gi(t) = /ttdt{gl;g; [1+ 2 (#)] cos [219@)_279(5)}} (3.186)
Hilt) = /ttdt{gtg; [1 4 20 (¢)] sin [219(t)—219(t’)]} (3.187)

pour lesquelles (3.184) se transforme en un systeme de trois équations différentielles ordinaires

comme suit

) = e (3189
%g’“ ®) = Etii [+ 2N (8)] — 2€c () Hye (1) (3.189)
THp) = 200G (1), (3.190)
avec les conditions initiales suivantes
Ni (10) = G (to) = Ha (1g) = 0 (3.101)
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3.9 Meéthode des invariants

D’un point de vue technique, la quantification d’un champ de matiére consiste a le décomposé
en une somme de modes indépendants. Chaque mode se comporte exactement comme un oscillateur
harmonique, ce qui permet de ramener le probleme d’un champ quantique en présence d’un champ
extérieur a un ensemble d’oscillateurs quantiques. Si le champ extérieur dépend explicitement du
temps, ces oscillateurs mémes ont une fréquence variable dans le temps.

Comme nous 'avons vu au chapitre précédent, un oscillateur harmonique dépendant du temps,
en mécanique quantique, possede une famille d’invariants, appelées invariants d’Ermakov-Lewis-
Reisenfeld, qui restent constantes au cours de 1’évolution, méme si ’hamiltonien varie avec le temps.
Leurs états propres fournissent une base naturelle pour décrire 1’évolution du systeme.

En appliquant cette idée au champ quantique, nous pouvons définir un opérateur invariant pour
chaque mode du champ de matiere. Pour chaque invariant, I’état fondamental se comporte comme
un vide invariant, c’est-a-dire un état de référence bien défini, méme lorsque ’hamiltonien du champ
quantique dépend explicitement du temps [51].

L’invariant d’Ermakov-Lewis pour un champ scalaire complexe est donné par

.k * . SOkSO*
=% [(pﬂ'k — per) (pmc — ppx) + 2 £l (3.192)

k

ol p est une solution de I’équation auxilliaire d’Ermakov-Milne

p+QEt)p= pls, (3.193)
associée a I’équation de Klein Gordon
P (8) + Q5 () i = 0. (3.194)
Cet invariant peut étre mis sous forme diagonale en introduisant la transformation
Pr = % et T = pmc — PP (3.195)

Nous avons alors deux représentations distinctes : la premiere, corespondant a @y et 7, diagonalise
I'invariant, tandis que la seconde associé aux champs ¢y et 7, correspond a la base instantanée qui
diagonalise I’hamiltonien de la théorie.

A partir de la transformation (3.195), nous pouvons établir la transformation de Bogoliubov qui
relie ces deux représentations. Les coeflicients de Bogoliubov ay et Sy issus de cette transformation

s’écrivent [51]

1 1 P
o = 5 <p\/Qk + PN z\/T{) (3.196)
= 1 _ 1 L
51( = 5 <p Qk p\/7k +Zﬁ> . (3197)
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Le coefficient S détermine le nombre des particules créées a partir du vide invariant

O 1 p?
N (t) = |Bef* = sz +

1
—. 3.198
4Qkp2 + 4Qk 2 ( )

Pour un champ électrique constant et homogene (3.89), la solution de I’équation d’Ermakov-Milne

[51] s’écrit sous la forme

1
p= () o (<) IDa - 1402, (3.199)
avec
2= /eEy (t + ;ZO) : (3.200)
A= mizoki, (3.201)
et
b= _% _ %A_ (3.202)

0.254

0.201 V U VVVV"""""

|2 0.151

B

0.10+
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z

Figure 3.2: Variation de Ny (¢) en fonction de la variable z = v/eEy (t + ekEzo) pour A = 0.5. La ligne droite représente la
limite de Schwinger exp (—m\).

3.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le phénomene de création de paires particule-antiparticule
a partir du vide quantique sous ’action d’un champ électrique extérieur, en utilisant différentes
méthodes afin de déterminer la densité de particules créées ou la probabilité de création d’une paire.
Cette étude a été menée dans le cadre général de la théorie quantique des champs en considérant le

cas d’un champ électrique constant et homogene. Dans ce contexte, la création de particules peut
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étre interprétée comme un processus non perturbatif qui se produit lorsque l'intensité du champ FEjy

. o e 2.3
atteint la valeur critique F. ~ "~.

Nous avons tout d’abord présenté 'approche canonique basée sur la transformation de Bogoliubov
qui relie les états ”in” aux états "out”, ou le coefficient de Bogoliubov 5 permet de déterminer
le nombre moyen de particules créées dans un mode donné ? Ensuite, nous avons considéré la
méthode basée sur I'action effective de Schwinger qui permet d’obtenir la probabilité globale de
création de paires a partir de la partie imaginaire de I'action effective. Nous avons montré que cette
expression peut étre reliée a la transformation de Bogoliubov, en prenant la somme sur I’ensemble des
modes. Dans ce cas, la méthode des transformations de Bogoliubov reproduit exactement la partie
imaginaire de 'action effective de Schwinger, assurant ainsi I’équivalence entre les deux approches.
En outre, la méthode semi-classique, via le processus d’effet tunnel, fournit une estimation du taux
de création de paires correspondant au premier terme de la série de Schwinger.

Nous avons également examiné la méthode de diagonalisation de ’hamiltonien, qui permet
d’introduire un nombre instantané de particules, exprimé en fonction des solutions de I’équation de
Klein Gordon et interprété en termes du coefficient de Bogoliubov fy, (t).

Le formalisme de Wigner offre une description complémentaire dans ’espace des phases, per-
mettant de suivre I’évolution temporelle du systeme et de relier la fonction spectrale aux solutions
du champ quantique, en conduisant ainsi & une expression du nombre de particules équivalente a
celle obtenue par la diagonalisation de I’hamiltonien. Par ailleurs, la théorie cinétique quantique
fournit un systeme d’équations différentielles ordinaires décrivant I’évolution temporelle du nombre
de particules.

Enfin, nous avons considéré la méthode des invariants d’Ermakov-Lewis, qui constitue un outil
puissant pour traiter les systemes quantiques dépendant du temps. Dans cette approche, le nombre
de particules créées est déterminé par a partir de la solution de I’équation d’Ermakov-Milne.

Ainsi, bien que ces méthodes reposent sur des principes différents, elles conduisent toutes & une
description cohérente du phénomene de création de paires. Cette diversité méthodologique souligne
la complémentarité et la robustesse du cadre théorique permettant d’étudier la création de particules
dans des champs extérieurs dépendant du temps.

Dans les chapitres suivants, la méthode des invariants sera développée et appliquée a des
configurations de champs plus générales, permettant d’explorer plus en détail le phénomene de

création de particules dans des champs non stationnaires.
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Chapitre 4

Equation d’Ermakov-Milne et
création de paires en champs

électriques dépendant du temps

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’utiliser la méthode d’Ermakov-Lewis pour étudier la
création de paires de particules dans des champs électriques dépendant du temps. Nous considérons
des configurations pour lesquelles I’équation d’Ermakov-Milne est exactement soluble, ce qui permet
une étude analytique complete du mécanisme de création de particules.

Nous introduisons, dans un premier temps, une transformation conjointe du champ et du
parametre temporel, dont 'effet est de convertir la dynamique en présence d’un champ électrique
temporellement non trivial en celle d’un champ complexe libre. Le hamiltonien effectif obtenu
s’identifie alors a l'invariant d’Ermakov-Lewis, ce qui fournit un cadre approprié pour caractériser
I’évolution quantique du systéme.

Dans un second temps, nous établissons I’expression du nombre de particules créées en déterminant
les coefficients de Bogoliubov reliant les opérateurs associés au vide adiabatique a ceux définis par
le vide invariant. Nous abordons ensuite la résolution de I’équation non linéaire d’Ermakov-Milne,
en généralisant la solution de Pinney, initialement formulée pour ’'oscillateur harmonique, au cas
d’un champ scalaire complexe.

Nous appliquons enfin cette méthodologie a quatre profils de champs dépendants du temps :

1) un champ électrique constant,

2) le champ électrique de Sauter,

3) un champ électrique décroissant exponentiellement,

4) un champ électrique constant pour ¢ < 0, puis décroissant exponentiellement pour ¢ > 0.

Ce dernier modele, en particulier, met en évidence I'impact de I’extinction, progressive ou brutale,
du champ électrique sur la dynamique de création de particules.

Pour chacune de ces configurations, nous présentons des illustrations graphiques avec une analyse
détaillée des résultats, en mettant en évidence les proprétés dynamiques du nombre de particules

créées et en examinant son comportement a temps tardif.
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4.2 Champ complexe et invariant d’Ermakov-Lewis

Dans cette section, nous abordons la méthode des invariants d’Ermakov-Lewis pour résoudre le
probléme du champ scalaire complexe interagissant avec un champ électrique dépendant du temps.

Considérons un champ scalaire complexe de charge e et de masse m soumis a un champ électrique

ﬁ(t) = —%X(t). L’action de ce systeme peut s’écrire sous la forme
S:/d4x [gb(t, X)p* (?gp t,X) —zeAgp (t, X ) (?cp t,X) —zeAgo(t ?))
—m%(t,?)w(t,?)} : (4.1)

d’ott nous tirons 1’équation du mouvement pour le champ p(t, ?),

[g;_ (e_iez)ﬁmﬂ p(t, X) = 0. (4.2)

Le hamiltonien du systeme s’écrit

H= /d3? t?) t? (?cpt? —zeAcpt?)(?gpt? —zeAgo(t ?))

+m*o(t, X" (t, X)), (4.3)
oll
m(t, X) = ¢*(t, X)- (4.4)
Etant donné que le champ électrique est homogene, nous introduisons la décomposition en séries de
Fourier
ﬁ
= Z exp <z k ?) k() (4.5)
k
La fonction ¢y (t) est alors solution de 1’équation
Br(t) + Q7 (1) pi(t) =0, (4.6)
avec )
= =
02 (1) = <k —eA(t)) +m?. (4.7)

Ainsi, 'action et le hamiltonien du systéme sont respectivement

S=Y 8 avee  S= [@t[adsi 0 - 9 0wt (0] (4.8)
k

H=) H avec My = [me () mic () + Qi () o)k ()] - (4.9)
k

Comme la fréquence Qi (t) dépend du temps, la quantification de ce probleme rencontre plusieurs
difficultés. La principale difficulté est liée a la définition du vide; puisque la dépendance temporelle
brise la symétrie de Poincaré, il n’existe pas d’état du vide commun a tous les observateurs inertiels.

Par conséquent, la notion de particule est en général ambigué. Pour cette raison, nous proposons de
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transformer le probleme en celui d’un champ libre. Pour cela, nous considérons la transformation

du champ
Px(t) = px (t) Px(t) (4.10)
suivie de la transformation temporelle
d&::fg, (4.11)
Px

ol py est, pour I'instant, une fonction réelle arbitraire du temps. Il est évident que py (t) et #y
dépendent des modes de Fourier. Pour alléger les notations, I'indice k sera omis et nous écrirons
simplement # et p.

Nous avons alors .

Pk(t) = 2 102w (t) + pi(1)] (4.12)

et, par conséquent, I’action Sy devient

" N\ 2 /
&:/ﬁh@@@—@ﬁ%%ﬂ;@@))%@ﬁo iCmMﬁ@ﬂ (4.13)

On note que le point (.) indique la dérivation par rapport au temps physique ¢, alors que la prime
(’) correspond & la dérivation par rapport au temps redimensionné . Nous choisissons alors p de

maniere a avoir

B p// p/ 2
w%:p%ﬁ@)+ﬁ)—2<p> (4.14)

ol wy est une constante arbitraire. L’action Sy s’écrit alors

sc= [ dt[eder® - dada® + % (Labed )| (4.15)

En négligeant la dérivée temporelle totale, nous extrayons le lagrangien du champ complexe libre

Ly = G(B) & (1) — wide(D)@i(D). (4.16)

SICe0)

nous obtenons pour p, I’équation d’Ermakov-Milne

En tenant compte du fait que

. W,
P+ () p= ;73' (4.18)

Maintenant, & partir de 'expression de Ly, nous obtenons le hamiltonien correspondant par la

transformation de Legendre

Hi = MO (2) + wiek (D@ (D) (4.19)

#d) = a1l (D). (4.20)

Il convient de noter que, dans le cas d’un oscillateur harmonique a fréquence dépendante du temps
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Q(t) et de masse m, 'invariant d’Ermakov-Lewis est donné par

L1 2, o XP
ou X et P sont les variables canoniques, et wy est une constante. On peut vérifier que I est conservé

en vérifiant qu’il satisfait I’équation de Liouville

dl ol
— ={I,H — =0 4.22
= (L H}+ 5 =0, (4.22)
ce qui confirme qu’il s’agit bien d’un invariant dynamique.
Pour le champ scalaire complexe en présence d’un champ extérieur dépendant du temps, en

utilisant la transformation inverse @y () = “ka(t) et en notant que p’ = p?p ainsi que

P (t) = pox(t) — ppi(t), (4.23)
le hamiltonien 7:lk devient

Pl = m(0) — (0] [ri(t) - pin(t)] + f I, (424)

Cette expression correspond & un invariant dynamique analogue a l'invariant d’Ermakov-Lewis,
désormais associé au champ scalaire complexe. Par suite de la transformation du champ et de la
reparamétrisation temporelle, le systéme initial & fréquence dépendante du temps est transformé en
un systeme équivalent a fréquence constante. Ainsi, le systeme admet un état du vide invariant,
posant ainsi les bases d’une définition cohérente des particules.

Il convient également de noter que, bien que la constante wy apparaissant dans ’équation
d’Ermakov-Milne puisse, en principe, étre absorbée dans une redéfinition de la fonction p(t), sa
valeur est contrainte par la condition de quantification canonique. Plus précisément, elle est fixée par
la normalisation du wronskien, qui garantit que les opérateurs de champ satisfont aux relations de
commutation appropriées. Dans la suite du mémoire, nous adopterons la convention pp* — pp* = 24,

ce qui revient a choisir wg = 1.

4.3 Création de particules

La procédure de quantification consiste a remplacer les champs @y (t) et @k (t) et leurs moments

conjugués Ty (f) et Ty (f) par des opérateurs, de telle sorte que
[x(t), T (£)] = @bk (4.25)

On obtient alors I'opérateur invariant

1= [m (D)7 (F) + ey (B)] (4.26)

k
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P(f) = @kﬁft) (4.27)
o () = o 6) — pii () (4.29)

Ici, nous pouvons distinguer deux représentations ; La premiere représentation est celle qui diagonalise

I'invariant I

au(t) = 5 e e ¥ (429)
(1) = —i\}i [ak(t)e_if vt (e } (4.30)

ou les opérateurs ay(t) et by (t) satisfont les relations de commutation
[ax (), a5 ()] = [ (2) , b (1)] = O (4.31)

Ceci définit un état du vide invariant (mais pas physique) |0;) tel que
ax(t) [07) = b (t) [07) =0 (4.32)

La seconde représentation est celle qui diagonalise I’Hamiltonien H

oult) = = [ O adt) + £ (0 a5, (0] (4.33)
(1) = ;5 [ty eadt) + foac () %, (1) (4.34)

avec les relations de commutation
[e(t), e (1)] = [du (), dif (8)] = O (4.35)

Les fonctions fi (¢) sont les solutions de I’équation

A +QE@) fi(t) =0 (4.36)

avec la normalisation

Fie () fic (8) = fic () fit (1) = 2i. (4.37)

Cependant, il convient de noter qu’en raison de la dépendance temporelle, cette représentation n’a

de sens que si fi (t) est la solution semiclassique

(4.38)

Cette représentation définit I’état de vide adiabatique |0), avec cx(t) |0) = dy (t) |0) = 0.

En partant des équations (4.27) et (4.28), on obtient la transformation de Bogolioubov reliant
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les deux représentations

( (1) ) _ ( ault) () > < cx(?) ) (439)
bry (1) Be(t) o) ) \ i (1)
ou les coefficients de Bogoliubov ay(t) et Sk (t) sont donnés par
w0) = 3 |5 Ao) +iph ) = ipf (0] T (1.40)
Belt) = Efk (t) — ipf (1) + i <t>] - (4.41)
En tenant compte de
R I B O (2) —i [£ W)t
fk (t) = Wk (t) < ZQk (t) QQk (t)) & (4.42)
on obtient
. P i . Qk (t) B i ito <p%7wk)dt/
ag (t) = s a0 n |7 + Q (t) — 1 <29k 0 + p) 2 (4.43)
__r 1 () N | i f ()
B (t) = N0 [p2 Qi (t) +1 (Qk 0 + p) e (4.44)
On remarque que ces coeflicients vérifient la condition
s (D)° = B (1)) = 1. (4.45)

Dans la représentation adiabatique, les opérateurs de nombres de particules sont définis par

Nous avons alors le nombre de particules dans 1'état |07)
(O1] i ()ex(8) [07) = (0] dif (2) i (1) [01) = |Bic ()] . (4.48)

Cela montre que 'état du vide invariant |07) contient Ny (t) = |8y (¢)|* paires de particules.
En général, le vide invariant |0;) differe du vide adiabatique. Toutefois, si I’on impose que la

solution de I’équation d’Ermakov-Milne satisfait la condition
1

SNNOND)

on trouve alors que 1’état |0;) coincide avec le vide adiabatique dans cette limite. Dans ce cas,

lorsque t — —o0, (4.49)
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| Bx (t)|2 représente le nombre de particules créées, dépendant du temps. On a donc

) ) ) _ ) 2
M) =[5 0 = (;Quw)+<2+;§@0 (4.50)

Remarquons que le nombre de particules (4.50), qui coincide exactement avec le résultat de [93],
differe de celui de [42, 43, 44, 45, 46] bien que les auteurs de ces articles aient dérivé le nombre de

particules en utilisant I'invariant d’Ermakov-Lewis.

4.4 Solution de I’équation d’Ermakov-Milne

L’équation d’Ermakov-Milne est antérieure a ’avenement de la mécanique quantique. Elle
remonte a 1880, lorsque Ermakov étudia 'intégrabilité d’un systéeme non linéaire soumis a une
force harmonique dépendante du temps avec un terme cubique inverse. En 1950, Pinney a obtenu
une solution générale a I’équation d’Ermakov en termes de deux solutions indépendantes pour
l'oscillateur harmonique linéaire dépendant du temps [81]. Par la suite, la solution de Pinney a été
étudiée dans différents contextes [82, 83, 84, 85, 86].

Avant de généraliser la solution de Pinney, montrons d’abord le lien entre I’équation de Klein
Gordon pour le champ complexe et ’équation auxiliaire d’Ermakov-Milne. Soit ¢y (¢) une solution

de I’équation de Klein Gordon. En écrivant la fonction complexe ¢y (t) sous la forme polaire
2ult) = p(t)e?® (4.51)

nous obtenons immédiatement & partir de I’équation (4.6) le systeme d’équations suivant

Bt + Q% (1) p(t) = 02 () p(t) (4.52)
p(t)0 (t) + p(t)20 (t) = 0 (4.53)
ce qui donne pour 'angle ¥ (t)
) wo
v (t) = 20 (4.54)

ol wy est, cette fois, une constante d’intégration, que 'on fixe & 1 pour les raisons mentionnées

précédemment. Ainsi, p(t) satisfait I’équation d’Ermakov

2
“o

H0+ 92 (0(0) = 305 (4.55)

On en déduit alors que si ¢k (t) est une solution de ’équation de Klein Gordon, p(t) = |¢k(t)| est

une solution de I’équation d’Ermakov. Toutefois, cette derniere est une équation non linéaire et il
n’est pas certain que p(t) = |¢k(t)| soit la solution générale. Selon Pinney, la solution générale de

I’équation auxiliaire est de la forme

p° = a’¢] + b* 5 + 2abeg po (4.56)
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ou ¢1 et ¢o sont deux solutions indépendantes de ’équation de Klein Gordon
o+ Q% (t)p=0 (4.57)
et les coefficients a, b, et ¢ satisfont la condition
a’* (1- )W =1. (4.58)
Ici, W est le Wronskien des deux solutions
W = d1¢s — daghr. (4.59)

Les fonctions ¢ et ¢] sont également des solutions indépendantes et, par conséquent, ¢ peut

s’écrire comme

P2 = pp1 + Aoy (4.60)

ou u et X\ sont des nombres complexes. Nous avons alors

W = g1¢po — dagp1 = A (@1% - <l.5>f¢1> =W (4.61)

et
p? =a% (¢1)” + % (¢1)" + 2abégy (¢1)" (4.62)

oll
a* = (a® + 2cabp + b*1i?) (4.63)
b? = b2\ (4.64)
abé = b (bu + ac). (4.65)

Les nouveaux coefficients @, b et & satisfont la méme condition que a, b et ¢
A (1-F)W2=a?? (1-A)W?=1 (4.66)
Cela signifie que la solution générale peut s’écrire uniquement en termes de ¢; et ¢J
p? = a?(1)* + b2 (87)° + 2abed1 6], (4.67)
ou 'on a omis les symboles tilde pour simplifier I’équation.

Puisque l'invariant doit étre un opérateur hermitien, la fonction p doit étre réelle et, par

conséquent b* = a. En écrivant a = re’ et b = re=*, on obtient

o2 =12 (40 (6n)? + 74 (67)° + 200167 ) (4.68)
et a partir de la condition (4.58), on détermine la constante ¢

/ 1
c=*+ 1+@. (469)
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En définissant la fonction
® = A¢; + Boi, (4.70)

ol les coefficients complexes A et B sont donnés par

1 1.
— 4 - - 0
A r -+ 1 + 5¢ (4.71)
1 1 _.
B = 4 - i 4.72
\/rt+ 1 5¢ (4.72)
on obtient
p* = 0D = |A¢y + B}, (4.73)
et donc
p=|Ad1 + Boi|. (4.74)

Notons que les coefficients A et B vérifient la relation

AP - |BP =1, (4.75)
et qu’il s’ensuit
PP* — PD* = ¢t — P10} = 2. (4.76)
La phase de la fonction @ est
i, O
O(t)=-ln— 4.77
()= (4.77)

En dérivant cette phase par rapport au temps, on obtient

: i 0O* — dP* 1
Ot)=g—=7— = 5> (4.78)
2 dP* p
ce qui est en parfait accord avec (4.54).
En conclusion, la solution générale de I’équation non linéaire d’Ermakov-Milne proposée par
Pinney pour l'oscillateur harmonique peut étre généralisée au champ complexe et s’écrit toujours

comme la valeur absolue ou le module de la solution de I’équation linéaire de Klein Gordon.

4.5 Exemples

Illustrons maintenant la méthode décrite ci-dessus en calculant le nombre de particules a partir
de I’équation d’Ermakov-Milne en considérant quelques exemples pour lesquels 1’équation de Klein

Gordon est exactement soluble.

4.5.1 Champ électrique constant

Le premier exemple que nous considérons est celui du champ électrique constant. Il s’agit du
modele le plus simple pour décrire 'effet de la création de paires de particules chargées dans un

champ extérieur, qui a été largement discuté dans la littérature. Ici, nous visons d’abord a tester la

60



Chapitre 4 — Equation d’Ermakov-Milne et création de paires en champs électriques
dépendant du temps

méthode adoptée dans cet article, puis & préparer I’étude du cas important du champ électrique
s’éteignant progressivement (champ de type switch-off ). Pour un champ électrique constant décrit

par le potentiel de jauge

A, =(0,0,0, Egt) (4.79)
I’équation de Klein Gordon du second ordre s’écrit

82

(b eBo)? + K+ mQ] o (1) = 0, (4.80)

ou k:i =k2 + k:Z Ensuite, en faisant le changement ¢ — 7, avec

n=—(1+i)\/ﬁ(t+ k) (4.81)

SEO

nous obtenons I’équation bien connue

2 9?1
_ - 3 =0 4.82
a7 d +5 +p} ¢k (n) =0, (4.82)
avec
1 kﬁ_ 4+ m?
_ Lt m 4.83
L o (4.83)

Selon [87], I’équation (4.82) admet comme solutions linéairement indépendantes les deux fonctions

¢1 =N Dp(—(1+1i)€) (4.84)
¢2=¢1 =N"D_p1 (= (1-4)¢) (4.85)

ou NV est une constante, Dy, (z) est la fonction du cylindre parabolique de Weber et & est défini par

£=\/ﬁ(t+ ) (4.86)

k.
BE(]
En tenant compte du fait que pour |z| >> |p| et |arg(z)| < 3T la fonction D,(2) se comporte comme

2

z

D,(z) >~ 2Pe” 71, (4.87)

nous pouvons voir que la solution qui satisfait la condition (4.49) est

1
2 \7
=[—) %
p(t) <6E0>68

ou le parametre v est donné par

D, (— (1+1i)+v/eEo <t + e’;{)))‘ (4.88)

m? + ki
GEO '
1

v/ (t)

de . On constate que ces deux fonctions coincident pour ¢ < 0 et commencent & se séparer pour

(4.89)

Dans la figure (4.1), nous représentons p (t) et en fonction du temps pour différentes valeurs

61



Chapitre 4 — Equation d’Ermakov-Milne et création de paires en champs électriques
dépendant du temps

t > 0. Ce comportement montre que, dans la limite ¢ — —o0, le vide adiabatique coincide avec le

vide invariant.

0, \

p(r) 087

0,59
0,69

0.4

0,44

0,
0,2

(a) (b) (c)

Figure 4.1: Variations de p(t) (ligne rouge) et \/% (ligne bleue) en fonction de veEot; (a) pour k; =0 et v = 0.5, (b)

pour k., =0 et v =1.25, (c) pour k; =0 et v = 2.

La figure (4.2) illustre I’évolution de Ny (t) en fonction du temps pour différentes valeurs de

et pour k, = 0. On observe que, a proximité de ¢t =0 (ou t = —ekgo pour k, # 0), le nombre de

particules subit une phase oscillatoire, ce qui indique que la notion de particule est mal définie dans
cet intervalle de temps. Au fur et & mesure que le temps s’écoule, 'amplitude de ces oscillations

décroit, de sorte que Ny (¢) tend finalement vers une valeur constante.

0,003 0,057 0,257

0,002
0,03

N, (1)

0,004

0,01 0,051

mt
(a) (b) (c)

Figure 4.2: Variations de N(t) en fonction de v/eEot (ligne rouge). La ligne bleue repésente la limite ¢ — 400, Equation
(4.90); (a) pour k. =0ety=2, (b) pour k. =0ety=1, (c) pour k. =0 et vy = 0.5.

Il convient de noter que nous avons ici considéré le développement adiabatique a ’ordre zéro
(n = 0), puisque la limite t — +o0 est indépendante de l'ordre adiabatique n. Cette limite est

donnée par
N (+00) = e ™. (4.90)
4.5.2 Champ électrique de Sauter

Bien que le champ électrique constant constitue le cas le plus étudié dans la littérature, le
potentiel de type Sauter occupe la deuxieme place en termes d’attention scientifique. Ce champ

présente deux caractéristiques majeures : il permet d’obtenir une solution analytique pour I’équation
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de Klein Gordon et décrit un champ électrique qui tend asymptotiquement vers zéro, propriété
essentielle pour une définition non ambigue des particules.
Le champ électrique de Sauter est défini par
Ey
Elt)=———. 4.91
®) cosh? (ut) (4.91)
ou Fy et p sont des constantes.

Le potentiel vecteur associé a ce champ électrique s’écrit

Vo

Vi
A, = (o,o,o, -+ ?0 tanh (ut)) , (4.92)

avec V) = 2%.

Dans cette jauge, ’équation de Klein Gordon prend la forme suivante

o < ¢Vo o () = 0. (4.93)

2
2 2

Pour résoudre explicitement cette équation, nous effectuons le changement de variable t — y tel que

y = % (1 — tanh (1)) (4.94)
La dérivée seconde par rapport a t donne
o= W0 sy (=) (- 20) (4.95)
et ’équation (4.93) devient alors
{y (1-y)° aa; +y(1—y)(1-2y) aay +1o+ny+ szf} P (y) =0, (4.96)

ou les parametres vy, v et vy s’écrivent comme suit

v = 4/32 B2+ (b + V)2 +m?] (4.97)
- —62‘;0 (ks + Vh) (4.98)
vy = ejﬁ, (4.99)
On cherche une solution sous la forme
S (y) =y (1 —y)" F(y), (4.100)
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ou ¢ et p sont des constantes données par

)
qg = —\/k:z (k. —f-eVo) +m2:@w0ut (4.101)

p = ﬂ k2 +m? = iwm. (4.102)

Nous trouvons alors une équation de type hypergéométrique

0? )
{y(1—y)8y2+[0—(A+B+1) ]ay—AB} (y) =0, (4.103)
avec
A=Lpi(¥ s (4.104)
= B 1 L .
o 1 L W+
B= z(u ) (4.105)
C=1+i22 (4.106)
1
et
1
we = 5 (Wout + Win) (4.107)
1 62%2
5= oL (4.108)

Selon [87], il existe deux solutions linéairement indépendantes de I’équation (4.103)

Fy\ = F(A,B,C;y) (4.109)
F=y""“F(A-C+1,B—C+1,2—C,y), (4.110)

ou F'(a,b,c,y) est la fonction hypergeométrique. Maintenant, afin de trouver la forme explicite de

la solution de I’équation d’Ermakov-Milne, nous utilisons les proprietés suivantes

F(a,b,c;y) = (1— y)c_a_bF(c— a,c—b,c;y) (4.111)
et
F(a,b,c;y) = EC) C(L) Tleo § (a,b,a+b—c+1;1—1y)
c—a— F() ((I—Fb—C) .
+(1—y)? OO F(c—a,c—bec—b—a+1;1—1y)(4.112)

et le comportement asymptotique de la fonction F (a,b,c,1 — y) lorsque y — 1 tel que

F(a,b,c,0) ~1, (4.113)
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pour finalement obtenir

1 (w_ 1 (w_ wml
F[—z(—é),2—z<u+5>,1+z . ,2(1+tanh(,ut))H, (4.114)

ou w_ est donné par )
wo =3 (Wout — Win,) - (4.115)

Le comportement de la fréquence dépendante du temps

Q) = \/(kz+62vo(1 —|—tanh(,ut))>2+ki+m2 (4.116)

at — —oo est donné par

Q(t) ~ VE2+m? = wip. (4.117)

Par conséquent la condition p ~ %, est confirmée a t — —oo.

SOn 0

(a) (b) ()

1

NAIO)
n=05eVo=4etk,=-2 (b)pourm=1, u=05eVo =4etk,=-2, (c)pourm=2 u=0.5eVo=4etk, =-2.

Figure 4.3: Variations de p(t) (La ligne continue) et (La ligne bleue en tiret) en fonction de ¢; (a) pour m = 0.5,

0,003

0,001+

(a) (b) (c)

Figure 4.4: Variations de Ny (t) en fonction de ¢; (a) pour m = 0.5, u = 0.5,eVp = 4 et k, = —2, (b) pour m = 1,
u=05eVo=4etk,=-2, (c) pourm=2, u=05eVy =4et k. =-2.
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4.5.3 Champ électrique décroissant exponentiellement

Un champ électrique décroissant de fagon exponentielle est de la forme E (t) = Eyexp (—%), ou

Ejy et 7 sont des constantes réelles. Il peut étre déduit du potentiel vectoriel

t
A, = (07 0,0, Byt — EoTexp <—>> . (4.118)
T

Outre le fait que ce champ électrique est exactement soluble, il donne, dans le cadre de l'effet
Schwinger, un spectre thermique. Il est utilisé dans [88] pour étudier lien entre la création de
particules en électrodynamique et la thermodynamique. Il a également été considéré dans [90], ou les
auteurs ont étudié les propriétés statistiques des particules créées. Cependant, & notre connaissance,
la création de particules dans un champ électrique décroissant exponentiellement n’a jamais été
étudiée sous une perspective dynamique.

Dans cette section, nous étudions la dépendance temporelle du nombre de particules créées par
ce champ électrique.

Notons d’abord que selon [88], le nombre de particules scalaires, calculé suivant le formalisme de

la matrice S, est donné par

Ny (400) = 1’ (4.119)
oll }
cosh [71' <[L + )\)} :
pP1l= . L (4.120)
cosh [77 </1 — /\)
et
A =1 (k, + eEyT) (4.121)
f= T\/k%_ + (ks + eEo7)* + m2. (4.122)
Nous pouvons simplifier ce résultat en utilisant la propriété suivante
e*¥ cosh (y — a) — cosh (y + a) = €7 “sinh (27). (4.123)
Nous obtenons alors .
cosh [77 (,& + )\ﬂ (-3)
N - —m{lh=A) 4.124
k (o0) sinh (27 1) ¢ ( )
Considérons maintenant 1’équation de Klein Gordon
2, t\1?
Ere) + kT +m” + |k, +eEgT — eEpT exp - ek (t) = 0. (4.125)
La solution de cette équation est simple. Il suffit de faire le changement de variable
o ¢
n = 2ieEyT"exp [ —— (4.126)
T
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(4.127)

et la factorisation .
Pk (t) = —=F (n)
n
pour obtenir I’équation de type Whittaker
? 1 A -2
— — -+ — F =0
[8?72 17y n? ()

oll A et u sont donnés par
A =it (k, + eEor) = i)

= 27'\/14:3_ + (ks + eEor)* + m? = ifi.

Deux ensembles de solutions linéairement indépendantes sont {Wy _, (1), W_x, (—n)}

et {Mx—p (1), M_x (=)} avec

My () =380t (=t

1
p=A+ 5 2p+1in

(4.128)

(4.129)
(4.130)

(4.131)

)
(4.132)

Wiu(n) = n’”%e‘gU (u - A+ §,2u+ 1;17> )

ou M (a,b,n) et U (a,b,n) sont les fonctions de Kummar [94]. En tenant compte du comportement

2
)

asymptotique de la fonction W a |n| — 400,
_n
Wi () ~ e

vV 2’7’6%5\

nous obtenons
p =
\/ 2ieFy12 exp

D Wy <2ieE07'2 exp (—T»

(4.133)

(4.134)

(4.135)

La fréquence dépendante du temps

se comporte a t — —o0, comme
Q(t) ~ eETexp (

et par conséquent la condition p >~ %
En représentant les variations de p (t), —~——
BRVAI0)

mémes conclusions que dans les deux cas précédents.
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n
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at— —oo, est satisfaite.
et Nk (t) en fonction du temps, on parvenons aux
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1
\ \
0.8 0,84 0,84
\
0,61
p(1) p(1) p(1)
06 0.64
0.4
] 044
02 0,4
T T T T T T U T T T T T
0 10 20 30 0 10 20 -5 0 5 10 15
/ EEO t / eEU t EEO t
(a) (b) (c)

Figure 4.5: Variations de p(t) (ligne rouge continue) et \/ﬁ (ligne bleue en pointillés) en fonction de v/eEot; (a) pour
k.=0,v=1et veEoT =1, (b) pour k. =0, vy =1 et VeEoT =5, (c) pour k; =0, v =1 et vVeEoT = 10.

0,08

0,06

N(1) 0,044

0,024

(a) (b)

Figure 4.6: Variations de N(¢) en fonction de v/eEyt. La ligne horizontale bleue en tirets-pointillés représente la limite
N (+00) calculée a partir du formalisme de la matrice S; (a) pour k. =0, v =1 et VeEoT =1, (b) pour k., =0, v =1 et
veEyr =5, (¢) pour k, =0, v =1 et vVeEor = 10.

4.5.4 Extinction exponentielle du champ électrique

Considérons enfin le champ électrique décrit par le potentiel vecteur

Eot t<0
—FEyTexp (—f) + Egt t>0

ou Fy et 7 sont des constantes.
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(a) (b)

Figure 4.7: Variations du potentiel électrique et du champ électrique en fonction du temps.

Ce champ est constant sur l'intervalle de temps |—o00,0[ et décroit exponentiellement sur
Iintervalle [0, 4+oco[. Selon la valeur du parametre 7, ce modele permet de décrire deux régimes
distincts. Dans le cas ou 7 est trés grand, la décroissance du champ est lente, reflétant par exemple
leffet progressif de la création de particules chargées. A l'inverse, pour un 7 faible, le champ
s’éteint rapidement, situation susceptible d’influencer significativement la dynamique de création de
particules [89].

D’apres les résultats du premier exemple, la solution de I’équation d’Ermakov-Milne sur I'intervalle

]—00,0] est donnée par

p=lor(t)] (4.137)
ou ¢y (t) est donnée par
V2 _m ) k.
or (t) = @e s D, (— (1+z)@<t+eE>> (4.138)

Sur lintervalle [0, +o00[ nous avons la solution
p = [Ad1r (t) + By ()]

ol ¢rr (t) et ¢ (t) sont données par

érr(t) = \/ZGXP <—gﬂ> =

t
My, <2ieE072 exp <—>> .
; 2 ¢ T
\/2zeEoT exp (—1)
1 t
\/Texp (—%ﬁ) M_y, (—2ieE072 exp (—)) .
K \/—2i6E07'2 exp (—1) T

Les coefficients A et B sont déterminés de telle sorte que les fonctions ¢r (t) et Aprr (t) + By, (1)

et leurs dérivées soient continues. Nous avons alors

¢?I (t) =

A=

B =

N = DO .

|71 (0) 61 (0) = 7 (0) 1 (0)] (4.139)

[dﬁ (0) é11 (0) — 11 (0) ¢1 (0)} ; (4.140)
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avec
A" —|BI* =

En conséquence, la solution de ’équation d’Ermakov-Milne s’écrit

_TmA .
\/%e S Dy (— (1+1)2)] t<0
p(t)= (4.141)
T 7r M ( 77) M ( )
\/%exp —ji ‘A 2l plha] >

Sur la figure (4.8), nous représentons les variations de Ny (¢) par rapport au temps pour différentes
valeurs de v et v/eEpT. Dans chaque cas, la ligne horizontale repréesente la limite Ny (+00). Ici,
nous constatons que plus v/eEyT est petit, plus 'amplitude des oscillations de Ny (t)est petite, ce
qui signifie que la coupure rapide du champ électrique pourrait conduire a une définition claire de

I’état final de la particule.

[--- [Fr=05s— [ =1 —— [ x=10| ‘—-—\/_I 05— [eB,1=1—— [eB,1=10] [--= [eFr-0s
r

020

0,0025+

0,0020

0,00154

N (1)

0,0010

0,054
0,0005+

(a) (b) (c)
Figure 4.8: Variations de Ny (t) en fonction de \/eEot. Les lignes pointillées représentent Ny (+00) calculées a partir de la
formalisation de la matrice S; (a) pour k. =0 et v =2, (b) pour k, =0 et vy =1, (c) pour k; =0 et v = 0.5.

Il convient de noter que, dans le formalisme de la matrice S, les états sortants des particules et

des antiparticules sont donnés par

1 t
Oy = \/Texp <——u) My _, <2ieE07'2 exp <—>> (4.142)
K \/226E07' exp (—1) T
1 t
oo = \F exp (~5 ) Moy, <—2z’eEo7'2 exp <—>> . (4.143)
K \/ 2ieEor?exp (—1) T

Le nombre de particules créées a la limite t — +o00 est alors donné par

N (+00) = |B* = 1 |1 (0) drr (0) — 611 0) b1 (0)] (4144)
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Figure 4.9: Variations de Ny (4+00) en fonction de v/eFEyT. La ligne noire en pointillés représente le cas du champ constant;;
(a) pour vy =1, (b) pour v =4, (c) pour v = 10.

En tragant la courbe de représentant Ny (+00) en fonction de la variable /e Ey7 pour différentes

valeurs de v et \/’%7 on constate que pour de faibles valeurs de +, l'effet d’une coupure rapide du

champ électrique sur le nombre de de particules créées est négligeable. En revanche, pour de grandes

valeurs de 7, cela entraine une forte amplification de Ny (+0o0).
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Figure 4.10: Variations de Nj(+00) en fonction de . La ligne en pointillés représente la courbe associée au champ

constant; (a) pour \/IEZTO = —1, (b) pour \/EZTO =0, (c) pour \/]ZZTO =2

Il est & noter que, méme si ce modele ne peut pas étre réalisé expérimentalement, le résultat

obtenu peut revétir une grande importance pour la raison suivante : I'effet Schwinger nécessite une

intensité de champ électrique de I'ordre de la valeur critique E. = mjhcs, qui correspond, pour les

paires électron-positon, & 1016Vem~! [95, 96]. Cependant, & notre connaissance, le champ électrique
le plus intense pouvant étre obtenu avec les développements technologiques actuels reste inférieur
a cette valeur critique. Dans ce cas, 'utilisation d’un champ laser plus réaliste, avec une coupure

rapide, pourrait considérablement amplifier la création de particules et ainsi la rendre perceptible.

La figure (4.11) représente les variations de Ny (+00) en fonction de la variable \/IZZTO On
remarque que pour les grandes valeurs de I'impulsion canonique k., N (+00) est, comme dans le

cas d’un champ constant, indépendante de k..
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Figure 4.11: Variations de Ni(400) en fonction de \/IZZTO i(a) pour v = 2.5, (b) pour v = 1.25, (¢) pour v = 0.75.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la création de paires de particules scalaires par certains
champs électriques dépendant du temps, d’un point de vue dynamique. Pour déterminer le nombre de
particules en fonction du temps, nous avons utilisé I'invariant d’Ermakov-Lewis ainsi que 1’équation
auxiliaire d’Ermakov-Milne. Nous avons ensuite défini deux représentations du champ quantique
complexe. La premiere, dite adiabatique, diagonalise le hamiltonien du systeme et définit un état
de vide adiabatique. La seconde diagonalise 'invariant d’Ermakov-Lewis et définit un état de vide
invariant.

En choisissant une solution particuliere de ’équation auxiliaire de maniere a ce que les vides
adiabatique et invariant coincident a l'instant initial (¢ — —o0), et en utilisant la transformation
de Bogoliubov entre ces deux représentations, nous avons pu déduire ’évolution temporelle du
nombre de particules. Cette quantité est entierement déterminée par la solution de I’équation
d’Ermakov-Milne. Nous avons également montré que la solution générale proposée par Pinney
correspond simplement au module de la solution de 1’équation de Klein Gordon.

Comme applications, nous avons considéré quatre formes différentes de champs électriques
homogenes dépendant du temps, pour lesquelles I’équation d’Ermakov-Milne peut étre résolue
exactement. Apres avoir étudié les cas du champ constant, champ de Sauter et du champ décroissant
exponentiellement, nous avons analysé le cas du champ électrique constant pour ¢ < 0 et décroissant
exponentiellement pour ¢ > 0. Cette configuration nous a permis d’étudier 'impact de I’extinction
du champ électrique sur la création de particules.

L’effet d’une extinction rapide du champ électrique peut se résumer en deux points :

1. Une extinction rapide du champ définit de maniere non ambigué la notion de particules et
d’états de vide, en accord avec [97], ou les auteurs montrent comment les ambiguités du vide

quantique peuvent se manifester concretement dans les calculs et les expériences.

2. Elle conduit a une forte amplification du nombre de particules créées, conclusion corroborée

par les résultats plus récents de [98].
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Chapitre 5

Création de particules en cosmologie

5.1 Introduction

A Tinstar du champ électrique, un champ gravitationnel non stationnaire peut également induire
la creation spontanée de paires particule-antiparticule a partir du vide. Il existe en effet une analogie
frappante entre l'effet Schwinger dans un champ électrique extérieur, et la création de particules en
cosmologie : d’un point de vue conceptuel, dans les deux cas, la création de particules est induite
par un champ extérieur variable dans le temps, qui modifie la structure du vide quantique. En outre,
ces deux phénomenes admettent 'interprétation semi-classique suivante : les paires virtuelles sont
séparées, soit par le champ électrique, soit par ’expansion de I'univers, pour finalement devenir des
paires de particules réelles.

En cosmologie, la création de particules, prédite par la théorie quantique des champs en espace-
temps courbe, illustre de maniere exemplaire I'interaction entre la relativité générale et la physique
quantique. Dans le cadre semi-classique, ou la métrique est traitée comme une grandeur classique
tandis que les champs de matiere sont quantifiés, la dépendance temporelle du facteur d’échelle
a (t) meéne une évolution non triviale des modes du champ. Dans ce cas, la dynamique de I'univers
influence la définition du vide quantique et, par conséquent, la notion méme de particule.

L’analyse de ce phénomene requiert ainsi la définition d’un état de vide pour les champs
quantiques, tache rendue délicate par 1’absence d’une notion unique et universelle du vide en
espace-temps courbe. La notion méme de particule devient alors dépendante du choix du référentiel
et revét un caractere fondamentalement ambigu. Cette indetermination s’explique par la limite de
la localisation quantique : une particule ne peut étre définie dans une région de taille inférieure
a sa longueur d’onde de De Broglie [99]. Lorsque cette derniere devient comparable a 1’échelle
de variation de a (t), la description particulaire perd sa pertinence au profit d’'un comportement
purement ondulatoire du champ.

Dans ce chapitre, nous étudions la création de particules dans un univers en expansion. Apres
avoir rappelé les équations fondamentales de Friedmann et les régimes d’expansion qui en découlent,
nous introduirons une formulation unifiée du facteur d’échelle en temps conforme. Nous développerons
ensuite la théorie quantique des champs dans ce contexte dynamique, en utilisant la méthode des
invariants d’Ermakov-Lewis pour dériver le nombre de particules créées. Enfin, ces outils seront
appliqués a plusieurs cas d’intérét cosmologique, notamment 1’ére dominée par le rayonnement, 1’ere

de de-Sitter ainsi qu’a la transition entre ces deux régimes.
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Pour éclaircir 'effet du champ gravitationnel sur la dynamique des champs de matiére, nous
introduisons le temps conforme 7, ce qui nous permet de réécrire la métrique cosmologique sous une
forme conforme & celle de Minkowski. Ce choix de parametre d’évolution simplifie considérablement
le traitement des équations d’évolution des champs quantiques et souligne la dépendance de la

création de particules vis-a-vis de la dynamique du facteur d’échelle.

5.2 Friedmannologie : différents régimes pour I’expansion de I’Uni-

Vers

La cosmologie fondée sur le modele de Friedmann s’inscrit dans le cadre de la relativité générale,
ou la dynamique de I'univers est régie par les équations de Friedmann, elles-mémes issues des
équations de champ d’Einstein sous 'hypothese d’homogénéité et d’isotropie a grande échelle. Ces
équations établissent un lien fondamental entre la courbure spatiale de I'univers, son contenu en
matiere et en énergie, et son évolution temporelle, décrivant ainsi les différentes eres possibles
d’expansion ou de contraction cosmique. Véritable pilier de la cosmologie moderne, le modele de
Friedmann fournit un cadre conceptuel unifié permettant d’interpréter la structure et la dynamique
de 'univers [100].

Sous 'hypothese d’homogénéité et d’isotropie a grande échelle, la géométrie de 'univers est

décrite par la métrique de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)

dr?

1- K2 +T2(d92 +sin29d¢2) , (5.1)

ds® = dt* — a*(t) [
ou a(t) désigne le facteur d’échelle et K le parametre de courbure spatiale (K = 0,+1).
L’évolution temporelle du facteur d’échelle est régie par les équations de Friedmann issues des

équations d’Einstein pour un fluide parfait de densité p et de pression p

N 2
a 8tG K A
H*=(-) =—p-=+= 5.2
(a) TP ATy (5.2)
a 4G A
-—=—-— 3 - 5.3
" 5 (p+3p)+ 5, (5.3)
ou H = a/a est le parametre de Hubble et A la constante cosmologique.
La loi de conservation du tenseur énergie-impulsion, V,T*" = 0, conduit a
p+3H(p+p) =0. (5.4)

En supposant une équation d’état du fluide cosmique sous la forme p = wp, avec w constant,

I'intégration de (5.4) donne

a —3(14w)
p(a) = o () | (5.5)
ao
et
2
a o< t3@+D) (5.6)

Ainsi, selon la valeur du parametre d’état w, on distingue plusieurs régimes d’expansion :
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: univers dominé par le rayonnement, a(t) oc t*/2;

Wl

o=

— w =0 : univers dominé par la matiere non relativiste, a(t) o t2/3 .

— w = —1: univers de de-Sitter dominé par I’énergie du vide, a(t) = age!™*;

— w < —1 : régime phantom, ou 'expansion s’accélere jusqu’a la singularité du Big Rip.

Ces différents régimes traduisent la sensibilité de la dynamique cosmique a la nature du contenu
énergétique de I'univers. La Friedmannologie, en établissant le comportement temporel du facteur
d’échelle a(t), constitue ainsi la base indispensable pour I’étude de la création de particules dans un
espace-temps en expansion, ou la variation de la métrique agit comme une source effective d’énergie

pour les champs quantiques.

5.3 Ecriture unifiée du facteur d’échelle en temps conforme

Apres avoir établi les solutions de Friedmann en temps cosmique, il est utile d’adopter une
formulation en temps conforme, qui offre une description plus unifiée et adaptée a I’étude des champs

quantiques dans un univers en expansion. On introduit le temps conforme 7, défini par
dn = —. (5.7)
Dans ces coordonnées, la métrique de FLRW s’écrit sous une forme conforme a celle de Minkowski
ds®> = a*(n) (dn? — dz?). (5.8)

Cette représentation permet d’unifier les différents régimes d’expansion a ’aide d’une loi générale

a(n) = <1 + Hn)n (5.9)

n

pour le facteur d’échelle

ou n € R* est un parametre caractéristique du régime cosmologique, et H une constante arbitraire
qui coincide avec la constante de Hubble dans le cas n = —1.

Cette formulation compacte permet, par un simple ajustement de n, de reproduire les principaux
régimes d’expansion cosmologique :

— Univers dominé par le rayonnement (n = 1) :
a(n) =1+ Hn, (5.10)

décrivant ’évolution caractéristique de I’ere dominée par le rayonnement, immédiatement
apres I'inflation.

— Univers inflationnaire (de-Sitter) (n = —1) :

1

= — 5.11
1—-Hn’ (5.11)

a(n)

correspondant a une croissance quasi-exponentielle du facteur d’échelle, propre au régime
de-Sitter.
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N[
N~—

— Univers dominé par une energie phantom menant & un Big Rip (n = —

1

a(n) = NS0k (5.12)

présentant une singularité a n = ﬁ, ou le facteur d’échelle diverge en un temps fini. Ce
scénario correspond a un parametre d’état w = —g < —1, pour lequel ’expansion s’accélére

jusqu’a la désintégration des structures gravitationnellement liées, un phénomene connu sous
le nom de Big Rip.

— Univers dominé par la matiére non relativiste (n = 2) :

a(n) = ( +H077> : (5.13)

reproduisant la dynamique de I'expansion au cours de 1’ére dominée par la matiere.

En posant u =1+ y, on obtient

t—1g = — du
0 /U H0n+1

d’ott w1 x t. On en déduit alors
a(t) = u" o<ttt (5.14)

Comparant cette loi avec 'expression standard (5.6), on obtient la relation directe

_ 2
3w+ 1"

(5.15)

Cette relation relie de manieére simple la dynamique du facteur d’échelle a la nature du contenu

énergétique de 'univers. Quelques cas remarquables sont rassemblés dans le tableau suivant :

2 —
nojw="= n Type de contenu a(n)
n
% Rayonnement (1+ Hon)*
9 0 Matiere non relativiste (1+ H077)
1 1 de-Sitter (inflation) (1-— Ho77)_1
~1 _g Régime phantom (1—2Hon)~/2

Pour n > 0, le facteur d’échelle croit comme une puissance du temps cosmique, ce qui correspond
a des univers dominés par la matiere ou le rayonnement. Pour n = —1, on retrouve la loi exponentielle
caractéristique du modele de de-Sitter. Enfin, pour n < 0, a(n) diverge lorsque le temps conforme
approche la valeur finie,
n
Thing = =7 (5.16)
signalant une singularité de type Big Rip, caractéristique des régimes ou le parametre d’état vérifie
w < —1.
Cette paramétrisation unifiée met en évidence la continuité entre les différentes éres de I'histoire
cosmologique. Elle permet de traiter, au sein d’'un méme cadre analytique, les régimes inflationnaire,

radiatif, matériel et méme phantom. Une telle approche constitue un outil particulierement efficace
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pour ’étude des processus de création de particules, en reliant directement la dynamique du facteur

d’échelle a I’évolution des champs quantiques dans un espace-temps en expansion.

5.4 Théorie quantique des champs dans un univers en expansion

Considérons un champ scalaire réel ¢(t, Z) de masse m, évoluant dans un espace-temps courbe

décrit par la métrique g,,,. La dynamique de ce systéme est gouvernée par l'action suivante

1

5= [t VIl [0 v — (m? +ER)?). (517)

ol g = det(g,), R est le scalaire de Ricci, et £ un parametre de couplage au champ de courbure. La
valeur particuliere & = &, = % correspond au couplage conforme, pour lequel I’action est invariante
sous les transformations conformes de la métrique.

En appliquant le principe de moindre action 45 = 0, on obtient ’équation du mouvement, qui

n’est autre que ’équation de Klein-Gordon généralisée a l’espace-temps courbe
1 v 2

ﬁau ( 9] 9" 5u90) + (m” +ER)p = 0. (5.18)

L’expansion cosmique est décrite par la métrique de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), homogene

et isotrope, sous la forme
ds® = dt? — a*(t) dz?, (5.19)

ou a(t) est le facteur d’échelle fonction du temps cosmique ¢. Il est souvent plus commode d’introduire

le temps conforme 7, défini par

dt
dn=—— 5.20
"= (5.20)
de sorte que la métrique prenne la forme conformément plate
ds* = a*(n) [dn® — di?] . (5.21)
Pour simplifier I’équation (5.18), il est utile de redéfinir le champ
(0.%) = —~ 3(n.7) (522)
e\, xr) = —F—e\n,x), .
a(n)

ce qui permet d’éliminer le terme de friction provenant de la dérivée du facteur d’échelle. En

décomposant ensuite le champ redéfini en modes de Fourier

F0,7) =Y |gcme™an + gi(me ™ af |, (5.23)
k

on obtient, pour chaque mode E, une équation d’évolution de type oscillateur paramétrique

g (n) + Qi (n) gk (n) = 0, (5.24)
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avec la fréquence effective donnée par

"

(1 - 66) + a?m?. (5.25)

a

Qp(n) = k?

Le symbole prime désigne ici la dérivée par rapport au temps conforme 7. La condition de normali-

sation de Wronskien des fonctions de mode est imposée sous la forme

G — 99 = 20, (5.26)

garantissant la validité des relations de commutation canoniques.

Les moments conjugués canoniques s’écrivent alors

w0, @) = > |gh(m)e™Tan + gi (n)e” Tt (5.27)
k

Le Hamiltonien canonique du champ s’obtient & partir de la densité hamiltonienne H = olm— L,

intégrée sur une hypersurface de temps conforme 7 = const.

H(n) = % / d*x [@’2 + (V) - (‘;/'(1 —68) — a2m2> 952] : (5.28)

En remplagant ’expansion en modes, le Hamiltonien s’écrit sous la forme diagonalisable

H(n) = [Bu(n) (a ax + a-xal)) + Fi(n) a7 a5 + Fy () a_xax] , (5.29)
k

ol les coefficients sont définis par

Beln) = 5 (lok ) + 22n) lawn)P) (5.30)
Filn) = 5 (62(n) + 9 n) 2(n). (531)

Ce résultat montre que la dynamique d’un champ quantique scalaire dans un univers en expansion
peut étre interprétée comme celle d’un ensemble d’oscillateurs harmoniques dont la fréquence varie
avec le temps conforme. Cette variation temporelle est a ’origine de la création de particules par le
champ gravitationnel de 'univers en expansion.

En outre, le hamiltonien (5.29) est non diagonal et dépend explicitement du temps conforme, ce
qui implique qu’il n’existe pas d’état fondamental fixe (vide invariant) associé a H(n). Autrement
dit, la notion de particule n’est pas bien définie de maniére universelle dans un espace-temps en
expansion. Pour décrire correctement la dynamique quantique et la production de particules, il est
alors nécessaire de recourir a des approches analytiques appropriées, telles que la diagonalisation
instantanée du Hamiltonien ou la méthode des invariants d’Ermakov-Lewis, qui permettent de

définir un vide invariant au cours du temps.
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5.5 Meéthode des invariants

L’étude de la création de particules dans un univers en expansion requiert une compréhension
précise de la maniére dont 1’évolution du champ quantique est influencée par la non-stationnarité de
I’espace-temps. Dans ce cadre, comme nous ’avons montré pour le champ électrique, la méthode
des invariants d’Ermakov-Lewis constitue un formalisme particulierement adapté a I’analyse des
systemes a fréquence effective variable. Cette approche permet de construire, pour chaque mode
du champ, un invariant quadratique gouvernant sa dynamique et d’établir la correspondance entre
différentes représentations du vide au moyen d’une transformation de Bogoliubov. Elle présente
I’avantage de fournir une interprétation claire du phénomene de création de particules a travers
la déviation de la fonction auxilliaire par rapport & la fréquence adiabatique W, qui indique le
caractere non adiabatique de 1’évolution.

Cette approche, pleinement compatible avec la quantification canonique, sera appliquée ci-dessous
au cas d’un champ scalaire réel dans un espace-temps de FLRW, afin d’en expliciter 'invariant
d’Ermakov-Lewis et le nombre de particules créées.

Considérons un champ scalaire réel ¢(n,x) de masse m dans un espace courbe. L’action du

systeme s’écrit

S = ;/d‘lx [af‘(p O — <a2m2 — ‘;”(1 — 6§)> ﬂ . (5.32)
En prenant le couplage conforme £ = £, = % et en effectuant la transformation de Fourier
31, %) = > € i(n), (5.33)
k
on obtient I'action totale sous la forme
S=Y S avee So= [dnfei? - 0k ot]. (5.34)
k
ol
Q2(n) = k? + a*m?. (5.35)
Le Lagrangien correspondant s’écrit alors
L= [0 - 02 ). (5.36)

k

Par transformation de Legendre, on obtient le Hamiltonien total

1
H = Z?—lk, avec Hy = 3 [Wﬁ +Q%(n) <b12{] , (5.37)
k
ou m(n) est le moment conjugué du champ ¢y (n)
me(n) = ¢(n)- (5.38)

De maniere analogue au cas du champ électrique, afin d’isoler toute la dépendance temporelle

dans une seule équation, dite équation auxiliaire, et de ramener ainsi le probléeme dans un cadre
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stationnaire, nous introduisons la transformation de champ

o) = p(n) ox(n),  di= —, (5.39)

ot p(n) est une fonction réelle du temps conforme 7. Cette transformation permet de mettre en
évidence la structure harmonique du champ tout en incorporant les effets de I’expansion de ’Univers.

La dérivée du champ se réécrit alors

1

1e(1) P (b i + chk) , (5.40)

ol le point indique la dérivée par rapport a 7.

L’action associée au mode k se réécrit sous la forme

1 S| 72 102 | P AR
Skzz/d”[¢k‘<”“k+p‘2(p>>¢k+dﬁ<p >] o4

En imposant que

. N\ 2
2 102 | P P
wh = p +—2<>, 5.42
0 Kt P (5.42)
I’action Sy se simplifie en
1 Tt ~
Se=y [ @i of - wh 2] (5.43)

ce qui correspond a un oscillateur harmonique de fréquence constante wy.

En revenant au temps conforme, on obtient pour p ’équation d’Ermakov-Milne

2
w,
P+ Qi (n)p = Fg- (5.44)
Le Hamiltonien associé devient alors
~ 1 ~ 2
Hy = 3 [7?1(2 + wgqbl%] , avec Tk = Q. (5.45)

A Paide de la transformation inverse ¢ = % et p = p%p’, on obtient

o = PP — P P (5.46)

On en déduit l'invariant dynamique d’Ermakov-Lewis

1 /N2 ""8 2
I'= B (pmc — p'di)” + ?gf)k ; (5.47)
qui satisfait I’équation de Liouville
dl ol
—={[,H}+ —=0. 5.48
e (5.49)

Cet invariant permet de définir de maniere non ambigué un état de vide dite ”invariant”.
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5.5.1 Création de particules

La définition du vide et la notion de de particule reposent sur la quantification canonique du

champ scalaire, qui impose, pour le champ ggk(n) et son conjugué 7, (n), la relation de commutation

(DK (), T (n)] = 10 g

(5.49)

Dans la représentation dite ”invariante”, les opérateurs de création et d’annihilation définis par

[“k(n) SRt (n)eifig]
[ak(n)eif A af (e’ Zg} ’
vérifient la relation de commutation

lax(n), GL ()] = 5k,k'-
L’état du vide invariant (mais non physique) est alors défini par

ax(n) [0r) =

La représentation dite ”adiabatique” est définie par

[fk( )ex(n) + fii (n) ¢y ()]
[fk( ) ex(n) + fi (n) ¢y ()]

%\

ou fx (n) est la solution semiclassique

L i) out)dn”
fi(n) = —=—==¢ "'
Qi (77>

Les opérateurs cx(n) et ¢, (n) vérifient la relation de commutation

[ex(n), ¢5(m)] = Ok

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

Les deux représentations, invariante et adiabatique, sont reliées par la transformation de Bogoliubov

oll
i 11 L i
) = g | 20+ i f () — i B )|
B (n) = % [ll)fk (n) —ipfi (n) +ip fi (n)} e_if%g
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avec la condition
JGnc|* — 1Bul® = 1. (5.61)

Le vide invariant coincide avec le vide physique (adiabatique) lorsque p ~ 1//€Qy pour n — —oo.

Le nombre moyen de particules créées dans le vide invariant est alors donné par
Nic(n) = (0] 6 exc [01) = [l (5.62)
En utilisant la transformation qui relie ¢ (n) et T () & @i(n) et ™. (1), on obtient
2 2 / ’ 2
p 1 P, (n)
Nx(n) = < — O 77)> + < + . 5.63
)= 10,0 [ P’ ( p 20 (n) (569

Cette expression représente la densité du nombre de particules créées en fonction du temps conforme

n.

5.6 Univers dominé par le rayonnement

Dans le cadre d’un univers dominé par le rayonnement, le facteur d’échelle peut, & un facteur de

normalisation pres, s’exprimer sous la forme
a(n) =1+ Hr,

ce qui implique que la coordonnée conforme satisfait n > —%. La singularité cosmologique du Big
Bang correspond alors a la valeur n = —%, équivalente a l'instant cosmique t = 0. Au voisinage
de cette singularité, I’évolution du facteur d’échelle devient extrémement rapide, entrainant une
violation manifeste de la condition d’adiabaticité. Dans ce régime fortement non adiabatique, la
définition du vide quantique et, par conséquent, celle des particules, perd sa signification habituelle.

Pour contourner cette difficulté conceptuelle, deux procédures équivalentes peuvent étre envi-
sagées. La premiere consiste a régulariser le facteur d’échelle en introduisant une dépendance lisse
de la forme [26]

H
a(n)=1+¢ tanh<n> ,
€

ou € est un parametre positif controlant la rapidité de la transition. Cette représentation permet de
rejeter la singularité vers le passé conforme n — —oo, tout en assurant une expansion suffisamment
lente pour restaurer la validité de 'approximation adiabatique et définir un état du vide non ambigu.
La limite € — +oo restitue ensuite la loi d’échelle initiale.

La seconde approche repose sur un prolongement formel de la coordonnée conforme a des valeurs
inférieures a —%, introduisant ainsi une région "image” symétrique de I'univers avant la singularité
[101]. Cette extension analytique engendre une description temporellement symétrique du modele,
comportant des zones adiabatiques au passé (n — —oo) et au futur (7 — +o00). Ces régions, ou la
variation du facteur d’échelle est suffisamment lente, permettent la définition cohérente des états

du vide et la formulation rigoureuse du mécanisme de création de particules suivant 'approche

d’Ermakov-Lewis.
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Nous adoptons ici la deuxieme approche et nous considérons I’équation de mouvement pour le

champ scalaire

0 2 2772 1)?
877724—16 +m°H <77+H) ¢x(n) =0 (5.64)

Pour résoudre cette équation, nous posons £ = v2imH (77 + %), afin d’obtenir I’équation différentielle

2
[552 +&+ 7] o (€) =0, (5.65)

avec y = %, qui admet des solutions linéairement indépendantes données par les fonctions du
cylindre parabolique de Weber D —1-iy ((141)&) et D-11iy ((1 —1i)&) [87]. Nous écrivons donc les
2 2

solutions comme suit

1 (1) = (2> ' exp (—%) Dois <— (1+ i) VmH <n + ;)) (5.66)

mH
2 \1 1
0 .
éo (1) = <mH> exp (‘@7) Dosie (— (1 — i) VmH (77 n H)) , (5.67)
1
ou le facteur (%) 4 exp (—”é—)‘) est une constante de normalisation obtenue en utilisant le Wronskien

(5.26) et le développement asymptotique des fonctions D, () lorsque |z| — oo et |arg(z)| < 2T,

D, (2) ~ 2P exp (—f) . (5.68)

Pour 7 — —oo, nous avons arg |— (1 +1) vVmH (n+ %)} = 7et donc la solution qui vérifie la
condition
61 (Do >~ (5.69)

Nous avons alors

p(n) = (njH)ieXp (-5 | (S (4 ) )

La figure (5.1) représente les variations de comparées & celles de ——. Comme attendu,
gure (5.1) rep p (1) comp Wi

les deux courbes coincident dans la région asymptotique 7 — —o0, et commencent a se séparer a

partir de n ~ —%, indiquant la création de particules.
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' ' T
m m
?(]+Hr') g(lﬁ»H‘q)

(b) (c)

Figure 5.1: Evolution temporelle de p(n) comparé a celle de % i(a) pour v = 2.5, (b) pour v = 1.25, (¢) pour v = 0.75.
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Figure 5.2: Représentation de Ny(n) en fonction de Hn pour différentes valeurs du paramétre v;(a) pour v = 2.5, (b)
pour v = 1.25, (¢) pour v = 0.75.

La figure (5.2) illustre I’évolution temporelle de Ny (n) en fonction de Hn pour différentes valeurs
du parametre . A travers cette figure nous pouvons constater que la dynamique du nombre de
particules Ny (t) présente trois régimes caractéristiques : une phase initiale d’équilibre quasi-vide ou
Nx(t) ~ 0, suivie d’une phase transitoire hors équilibre au cours de laquelle Ny (t) croit rapidement
tout en présentant des oscillations, puis enfin une phase stationnaire ot Ni(t) tend asymptotiquement
vers une valeur constante. Cette derniére traduit la relaxation du systéme vers un régime adiabatique
stable, assimilable & un vide effectif asymptotiquement invariant. Ainsi, la dynamique de Ny(t)
constitue un indicateur pertinent de I’adaptation progressive du champ quantique aux conditions

d’expansion cosmique.

5.7 Espace de de-Sitter

Dans cette section, nous considérons la création de particules résultant de ’expansion accélérée

de 'univers décrite par 'espace de de-Sitter, qui est une solution de I’équation de Friedmann en
)

présence d’une constante cosmologique positive. ’espace-temps de de-Sitter est un modele idéal, qui

fournit une meilleure description de cette ere, ou le facteur d’échelle est donné par

a(t) = exp (Ht). (5.70)
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Ici H est la constante de Hubble.

En terme du temps conforme 7, I’espace-temps de de-Sitter est décrit par la métrique

o
(1— Hn)®

Ici, le scalaire de courbure R est constant

ds® = (dn? — d2?) (5.71)

R=12H? (5.72)

Dans ce cas, ’équation de mouvement du champ scalaire en espace de de-Sitter se réduit a

0? m?
+k2+] k() =0. 5.73

e 6.7

Pour résoudre cette équation, nous utilisons la nouvelle variable p = ¢ (1 — Hn), ou ¢ est une

constante, et introduisons la factorisation ¢y (n) = p°f(p). Par conséquent, I’équation (5.73) peut

étre mise sous la forme suivante

02 250 1 [m? k2

{8p2+p8p+p2 [HQ—i-s(s )]+02H2}f(p) 0 (5.74)
Dans le cas ou s = % et c= % , cette équation différentielle peut étre transformée en celle de Bessel

9?2 10 22
— 4 - 1—— =0 5.75
{802+p3p+[ pz}}f(p) (5:75)

ou le parametre A est donné par
eolom (5.76)
4 HY ‘

La solution générale a ’équation (5.75) s’écrit comme une combinaison de deux solutions linéairement

indépendantes exprimées par les fonctions de Hankel
f(p) = ARY (p) + BH (p) (5.77)

ou A et B sont des constantes arbitraires. Il en résulte que

el =\ 0= ) [a8) (- m)) +mu (fa-m)| e

Pour déterminer les coefficients A et B, on examine le comportement asymptotique des fonctions de
Hankel lorsque n — —o0, c’est-a-dire lorsque les modes sont bien a 'intérieur de ’horizon et se

comportent comme des ondes planes. Dans cette limite, on a

2 . s us
Hf\l)(z) ~ 761(2—%—2) ,—m < arg(z) < (5.79)
H&Z)(z) ~ %e—i(z—%—ﬂ ,—7 < arg(z) < . (5.80)
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Quand n — —o0, la fréquence Q(n) devient constante
Q(n) =k (5.81)

Nous utilisons la condition , lorsque n — —o0,

p(n) = 0 (n) (5.82)

qui se réduit a
1
p(n) =k > (5.83)

Cette condition impose que le mode se comporte asymptotiquement comme une onde positive
de fréquence k, ce qui fixe le choix de la solution correspondante de Hankel de second type,
associée a la condition du vide de Bunch-Davies. On obtient ainsi la solution complete de ’équation
d’Ermakov-Milne

Ty ™ k
p(n) = |35 0 mmm? (4 —Hm)\ (5.84)
avec
- 2 1
A=id=i %_Z‘ (5.85)

La figure (5.3) représente la variation de Ny (1) en fonction du temps conforme 1 pour deux
valeurs de 7. La ligne droite représente le nombre de particules (indépendant du temps) calculé

suivant le formalisme de la matrice S ou [102]

) P S— (5.86)

exp (27&) -1

0,00051 0,000325 0,000325

0.0004] 0,000300 0,000300

2 0,000275
0.0003] 0,000275-

N (n)

0,000250 0,0002504
0,0002+4

0,000225 0,000225
0,000

0,000200 0,000200

T T T T T T T T T T T
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 0,900 0,925 0,950 0,975 1 0.9900 0,9925 0.9950 09975 1
Hn Hn Hn

(a) (b) (c)
Figure 5.3: Variations de N () en fonction de Hn;(a) pour £ =1 et

o =2, (b) pour £ =1et
et 7 =2.

m
H H
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Figure 5.4: Variations de Ny (1) en fonction de —In(1 — Hn) ;(a) pour £ =1 et
pour%:let%:4.

Il est clair qu’a la limite (1 — Hn) — 0~ et pour % = 1, Ny () est une fonction oscillatoire,
ce qui signifie que la notion de particules est mal définie. Cependant, pour % >> 1, le nombre
de particules subit une croissance continue et se stabilise asymptotiquement. De plus, lorsque
(1 - Hn) — 07, la limite de Ny (1) dépasse n (k) quelle que soit la valeur de 7.

Comme il a été mentionné par Haro et Elizald [103], pour les petites valeurs de %, le nombre
de particules Ny (1) n’a pas de limite au voisinage de (1 — Hn) ~ 0~. Toutefois, méme si la limite
Nk (n — %) existe (pour % >> 1), elle est strictement supérieure & n (k). Autrement dit, le nombre
de particules créées ne converge pas vers une valeur stationnaire lorsque n — 0~.

Dans la littérature, plusieurs expressions du nombre instantané de particules ont été proposées
pour décrire la création de particules dans un espace-temps en expansion. En particulier, Haro et

Elizalde [103] définissent le nombre de particules associées au mode k par

1
4% ()

1
5

Qi (n)
4

N () = 6 (m) |? —

|ox () > + (5.87)

Cette expression conduit, dans la limite stationnaire, & un spectre effectif plus élevé que le spectre
thermique de Gibbons-Hawking, ce qui traduit une surestimation du taux de création de particules.

De notre coté, en appliquant la méthode des invariants d’Ermakov-Lewis, nous obtenons

2 1 2 / Qo 2
i = sy | (- 00) + (54 2n) | o

La différence principale entre les deux expressions ne provient pas d’un terme d’ordre supérieur,

mais du choix de la dérivée temporelle du mode fondamental f] (n). En effet, dans notre approche,

nous considérons

Q/ s (M / /
fi(n) = =i/ (n) <1 - 1'2(;12{((”77))> N COR T (5.89)

tandis que Haro et al. utilisent

feln) = —in/Q (n)e " S’ (5.90)
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Si 'on applique la méme dérivation & partir de (5.90), on retrouve

12

Ni(n) = + + —_—
k() 2 P a0y T A () 2

ce qui correspond au nombre de particules obtenu par la diagonalisation instantanée du hamiltonien,

en posant
p=lox(n)l, (5.92)
avec .
[il” = 0" + . (5.93)
p
Ainsi,
Nk(n”invariant = Nk(n”diagonalisation’ (594)

ce qui confirme la cohérence entre les deux approches lorsque la dérivée des modes est traitée de
maniere adiabatique cohérente.
Cette distinction subtile, souvent négligée, a été soulignée par Dabrowski et Dunne dans leur

analyse du nombre super-adiabatique de particules [93].

R TTTTTTTTTI I

1,014

T

T T T T T T T T T T T
-10 0 10 20 30 40 -10 0 10 20 -15 -10
-In(1—Hn) ~In(1 — Hn)

(a) (b) ()
Figure 5.5: Variations de p*(1)Q(n) en fonction de —In(1 — Hn);(a) pour £ =1et 2 =1, (b) pour £ =1et 2 =2,
(c) pour & =let 2 =4.

Nous tentons de résoudre ce probleme dans la section suivante en considérant les corrections
adiabatiques d’ordres superieurs, en se basant sur la définition du vide adiabatique a ’ordre n de la

théorie WKB..

5.7.1 Troncature du développement adiabatique et nombre de particules

Le développement adiabatique des modes constitue un outil fondamental pour approximer
I’évolution de champs quantiques dépendant du temps et pour estimer le nombre de particules
créées au cours de cette évolution. Il s’appuie sur I'idée d’utiliser des séries asymptotiques pour
traiter des équations de type oscillateur, dans lesquelles la fréquence varie lentement.

Dans le cas simple ou (n) = Qg est constante, I’espace des solutions est immédiatement
identifié :

() = Cpe ™ 0n L Cye®on ¢y, Cy e C. (5.95)
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Ce point de départ motive I’étude du cas général Q(n) # const. comme une déformation du
cas stationnaire, en adoptant une approche perturbative ou la solution constante sert de point
d’expansion [14]. La méthode adiabatique consiste précisément & construire une série formelle en
puissances successives des dérivées de €2(n), traduisant le caractere lent de ses variations.

A TVexception de cas particuliers, notamment lorsque () est réellement constante, cette série
est divergente au sens strict. Toutefois, ses premiers termes fournissent en pratique une excellente
approximation des solutions exactes. Comme 'ont montré Dingle puis Berry, il existe un ordre
optimal de troncature minimisant ’erreur totale : au-dela de ce terme minimal, I’ajout de corrections
supplémentaires ne fait qu’aggraver I’approximation au lieu de 'améliorer [105][106].

Dans cette section, nous analysons les effets de cette troncature sur le calcul du nombre de
particules créées. Nous mettons en lumiere le role des corrections d’ordre supérieur, leurs limites,
ainsi que les subtilités liées a la nature asymptotique du développement adiabatique. Le probléeme
posé dans la section précédente a propos des oscillations apparantes dans la courbe du nombre
de particules et de la différence entre la limite de Ny (1) au voisinage de n = % et n (k) , nous
conduit & appliquer ’approche d’approximation adiabatique par laquelle nous définissons des vides
adiabatiques a ’ordre n ou 'ordre optimal est celui auquel ’évolution non-adiabatique est la plus
petite possible, ce qui traduit que la limite de Ny (1) coincide avec n (k).

Pour cela, nous écrivons d’abord, la représentation qui diagonalise le Hamiltonien sous la forme

or(n) = \}i[fk(ﬁ)ckJrf*k(??)ka} (5.96)
me () = —= [0 e+ M et (5.97)

V2

ou fi (n) est une solution de 1’équation différentielle suivante

¥ (n) + Q% (n) fi (n) = 0. (5.98)

Ainsi, la forme de la solution approximative de cette équation est donnée par

TR0 ———— AL (5.99)

La fonction auxiliaire W est généralement obtenue en utilisant I’approximation adiabatique en

introduisant un parametre formel € dans I’équation

e (n) + Q% (n) fic (n) = 0. (5.100)

puis en posant € = 1 a la fin des calculs. Ensuite, la solution approximative adiabatique a 'ordre n

est exprimée sous la forme d’une série entiere en 2
n A )
W () =Xl (), (5.101)
j=0

ou les fonctions peuvent étre obtenues en insérant (5.101) dans (5.100) et en comparant les termes

du méme ordre dans I’équation résultante. En conséquence, nous constatons que Wk(n) (n) vérifie la
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relation de récurrence suivante

()1 (n)/ 2

n W " () 3 (W (n

W = 0 o) ez | e 3 W“(n>() - (5.102)
2Wy (1) k (n)

Par itération et en posant € = 1, nous obtenons les trois premieres solutions

W () = Qu (). (5.103)
Vi 12
WY () = 90— ¢ |G - S| (5:104
et
@, 1) 392(n)
Wk2 (77) = Qk (77) - Z |:9112: (,'7) - 5 Qlé (77>:|
1 (1B () 999 (m) () SLALAG)
s\ 4 9 m 4  Q(n o (n)
1Y T ()
20f(n) 16 Q[ (n) ) (5:109)

Aux ordres supérieurs n, les expressions de WIE") (1), obtenues a partir de la fréquence initiale 2 (n),
deviennent rapidement de plus en plus compliquées et difficiles & manipuler.
En substituant la solution approchée (5.99) dans les expressions (5.59) et (5.60) des coefficientsla

de Bogoliubov, nous obtenons

(=P 11 (W) PN i (we)
k(n) = ST Lz + Wi () <2Wk ) + p)} (5.106)
__ |1 g Wilm) o o (=i )an'
B (1) NUAT) L)Q Wi (1) (2Wk O p)} , (5.107)
avec la condition
Jonel” — 18l = 1. (5.108)

Dans ce cas, le nombre de particule a ’order n est donné par

(n)! / 2
2 P 1 ), (W p
=L -mY) + X+ | (5.109)
aw™ | \p o™ p

1
W (n)
approximative. Le nombre de particules (5.109) est donc, comme indiqué dans [93], du a I’écart

N ) = [

1

Nous notons que ——— est une solution de ’équation d’Ermakov-Milne et est une solution
me wm d

entre la solution adiabatique de ’équation d’Ermakov-Milne et la solution exacte.
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Figure 5.6: Variations de N\™ (1)) en fonction de — In(1— Hn);(a) pour £ =1 et ™ = 0.75, (b) pour £ = 1 et 7 = 1.25,
(c) pour £ =1let 2 =2,

La figure (5.6) illustre les variations de NIEO) (n), ngl) (n) et NIEZ) (n) en fonction de la variable
—In(1 — Hn) pour différentes valeur de 7. La ligne droite représente le nombre de particules
indépendant du temps (5.86). Il est évident que NIEO) (n) et NIE2) (n) sont strictement oscillatoires
par rapport a la variation de NIEI) (1), qui semble cohérent avec la limite (5.86). On conclue alors

que ngl) (1) est optimal.

’—%:z——ﬂ=1.25— 2 =075
’ \ ~
\ ! [\
1,0504 I I\
\ [
| [
10254 | \ | \ | |
P TTGT e e L
N T I \
d | \
0,975 | | \ | \
\ /
0,950«T Y \I Y \/ Y
5 10
“In(1— Hn)

Figure 5.7: Variations de p(n)\/W1(n) en fonction de —In(1 — Hrn); pour £ = 1.

Wél) (n) en fonction de la variable —In(1 — Hn)

pour différentes valeur du rapport 7;. Cette représentation permet de visualiser la déviation de

La figure (5.7) représente la variation de p ()

p (n) par rapport a son approximation adiabatique du premier ordre, et de mettre en évidence la

dépendance de ce comportement en fonction de la masse du champ.
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Figure 5.8: Représentation de Ny (1) en fonction de —In(1 — Hp) pour 2 =4 et £ =1, 5 et 10.

La figure (5.8) illustre ’évolution de NV, ,gl)(n) en fonction de la variable —In(1 — Hn), considérée
séparément des ordres adiabatiques N ,50) (n) et N. é2) (n). Bien que N. él)(n) paraisse relativement sta-
tionnaire lorsqu’on le compare a ces deux autres contributions, on observe qu’il continue de présenter
des oscillations persistantes. Il ne converge donc pas véritablement vers la valeur asymptotique
attendue, laquelle correspond précisément a la limite définie en (5.86).

Dans un espace-temps en expansion, ’absence d’une structure de vide universellement définie
fait perdre a la notion de particule son caractere absolu, la rendant essentiellement relative. Sur le
plan physique, cette indétermination traduit la limite de la localisation quantique : une particule ne
peut étre définie dans une région de taille inférieure a sa longueur d’onde de Compton. Lorsque
celle-ci devient comparable a 1’échelle de variation du fond, la description corpusculaire se dissout
au profit d’'un comportement purement ondulatoire du champ. Cette correspondance se traduit

formellement par la condition d’adiabaticité. Dans un espace de de-Sitter, la fréquence instantanée

Qk(ﬁ):\/kQ‘i‘(l_Hn)g

et 'on obtient, dans la limite (1 — Hn) — 0~

des modes s’écrit

H

Ainsi, le régime adiabatique correspond a - << 1. Sous cette condition, I’évolution du fond

cosmologique est suffisamment lente pour que la structure du vide demeure stable et que la notion

de particule soit supposée bien définie. Cependant pour le cas ou % 21, si on compare la longueur
1

2B
que ATC 2 1, ce qui empeche la localisation de la particule rendant la notion de particule elle meme

d’onde de Compton de la particule A\¢ = % a I’échelle caractéristique de 'univers L = on voit
ambigue.

Remarque :

Pour que 'approximation adiabatique soit valide dans une région asymptotique n — 79, on exige

classiquement que la fréquence adiabatique ) (1) varie lentement. Une forme utile de cette exigence
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s’écrit sous la forme d’inégalité n — ng,

ou bien Y o
Q) 397 (n)
() 20 (n)

Pour comparer les deux termes, on remarque qu’au voisinage d’une borne asymptotique n — 7, les

<< 1.

rapports de dérivées peuvent étre mis en relation par la régle de 'Hopital. En effet

Q/Q 29/ Q// Q//
lim V) }((n) 15(77) Ll lg(”),
n—=no (n)  n—mo 48 (n) 0 (n) 2 n—=no Sy (n)

—_

lorsque les limites considérées existent et que les hypotheses d’application de la regle de I’'Hopital sont
satisfaites. Cette équivalence asymptotique montre que, au bord considéré, les deux contributions
QL (n) /922 (n) et Q2 (n) /4 (n) sont du méme ordre de grandeur. Il s’ensuit que la condition

d’adiabaticité précédente se réduit simplement a 'une des deux formes équivalentes plus simples

suivantes 0
k (n) <<1
O (n)
ou encore
h ) g
O (n) '

La seconde expression est souvent préférée car elle exprime de fagon directe la lenteur relative de la
variation de la fréquence adiabatique : I’échelle de variation de €2) doit étre beaucoup plus grande
que 1/ elle-méme.

Pour une justification rigoureuse, il convient de vérifier, dans chaque cas concret, ’existence
des limites et ’absence d’annulations de 25 qui rendraient invalides les divisions utilisées ci-dessus.
Lorsque 2, s’annule ou oscille fortement, la condition adiabatique doit étre réexaminée ou remplacée

par une condition locale adaptée.

5.8 Transition entre l’ere de de-Sitter et I’ere dominée par le

rayonnement

Le modele de de-Sitter pur offre une description idéale et élégante de l’ere inflationnaire.
Cependant, il demeure insuffisant pour reproduire fidéelement 1’évolution complete de I'univers. En
effet, une fois I'inflation achevée, I'univers ne reste pas indéfiniment dans un régime d’expansion
exponentielle : il doit progressivement passer a des eres ou la densité d’énergie est dominée par le
rayonnement, puis par la matiere. Pour décrire cette transition de maniere cohérente sur le plan
théorique, il est nécessaire d’adopter un modele en morceaux, dans lequel I’ere de de-Sitter est
raccordée a une ere post-inflationnaire dominée par le rayonnement, caractérisée par le facteur
d’échelle suivant

1 n<0

a(=4 7 - (5.110)

14+ Hn n>0
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Dans ce cas, le facteur d’échelle croit de facon exponentielle sur U'intervalle de temps |—o0, 0], qui
modélise 1'ére d’expansion rapide de type de-Sitter, puis il devient linéaire sur [0, +o00[, correspondant
a une ere d’expansion plus lente ou 17 = 0 marque le temps de transition entre les deux eres.

Ce modele présente plusieurs avantages conceptuels et analytiques : Il garantit d’abord la
continuité du facteur d’échelle a(n) et de sa dérivée premiere au moment de la transition, assurant
ainsi la régularité de la métrique et la cohérence de la description des perturbations quantiques. De
plus, il offre la possibilité d’étudier explicitement la création de particules induite par ’expansion,
non seulement pendant I’ére de de-Sitter, mais aussi a travers la transition vers ’éere dominée par
le rayonnement. Cette approche permet d’analyser comment les effets quantiques, initialement
présents dans le vide en expansion, se prolongent ou se modifient lorsque 'univers change de régime
dynamique.

Enfin, le modeéle en morceaux constitue un outil précieux pour relier la théorie a ’observation :
il permet de quantifier la production de particules et d’évaluer leur role dans la génération des
fluctuations primordiales, étape essentielle dans la formation des grandes structures cosmologiques
observables aujourd’hui. De ce point de vue, la transition entre I’ére inflationnaire de de-Sitter
et ’ere dominée par le rayonnement ne se résume pas a un simple calcul formel, mais constitue
un passage clé pour comprendre 'interaction entre effets quantiques et dynamique de I'expansion
cosmique.

Cependant, malgré ces avantages, le modeéle en morceaux présente une limitation notable sur le
plan géométrique. En effet, bien que le facteur d’échelle a(n) et sa dérivée premiere soient continus
au point de raccordement, le scalaire de Ricci R, qui dépend des dérivées secondes de a(n), subit
une discontinuité a 'interface. Cette rupture de courbure, physiquement peu réaliste, peut influencer
la création de particules, sensible a la dynamique du fond géométrique. Ainsi, bien que ce modele
fournisse un cadre analytique pratique, il reste une approximation simplifiée.

Pour obtenir une description entierement lisse et continue de I’expansion cosmique, on pourrait
introduire des fonctions de transition régulieres assurant la continuité du scalaire de Ricci, ou
employer des modeles numériques plus sophistiqués. Toutefois, dans le cadre analytique retenu
ici, il est possible d’atténuer les effets de cette discontinuité en adoptant un couplage conforme
du champ scalaire au fond cosmologique. En choisissant le parametre de couplage £ = %, le terme
proportionnel a R dans le lagrangien du champ scalaire disparait, et ’équation du champ ne dépend
plus directement de la courbure scalaire. Cette approche neutralise ainsi I'effet de la discontinuité
du scalaire de Ricci tout en permettant une analyse rigoureuse de la création de particules a travers
la transition.

Le choix du couplage conforme constitue donc une solution élégante et justifiée pour traiter les
modeles en morceaux, en évitant les artefacts géométriques liés aux dérivées secondes du facteur
d’échelle, tout en respectant la symétrie conforme de I’espace-temps pour un champ scalaire sans
masse.

Apres avoir établi les conditions géométriques de continuité, nous examinons maintenant la
dynamique du champ scalaire a travers la transition. Compte tenu des résultats obtenus dans

I’étude de la création de particules dans l’espace-temps de de-Sitter, la solution de 1’équation

94



Chapitre 5 — Création de particules en cosmologie

d’Ermakov-Milne sur I'intervalle |—oo, 0] s’écrit

p=lor(n)l (5.111)

o1 (n) = ﬁegS‘Hg) (Z (1-— Hn)> . (5.112)

Analysons ensuite la transition vers I’éere dominée par le rayonnement, en coordonnées conformes,

ou

avec a (n) = Hn + 1. L’équation de mouvement du champ scalaire pour n > 0 s’écrit

82

02 1)?
—— + k2 +m*H? ( ) o () = 0. (5.113)
En posant £ = v2imH (77 + %), cette équation se transforme en une équation différentielle du type
Weber o

[852 +&+ 7] ok (§) =0, (5.114)

avec y = %, dont les solutions linéairement indépendantes sont les fonctions du cylindre parabolique
de Weber D-i1-iy ((14+4)&) et D-1+iy ((1 —14)&) [87]. On peut alors écrire
2 2

11 (1) = <m2H> ' exp (—%) Doie, <(1 +i)VmH (77 + ;I>> : (5.115)

@Mm:<£;>iﬂ%—?)Dgﬁ(@—UV%H<W+;)>» (5.116)

1
ol (#) exp (—L/\) est une constante de normalisation obtenue & partir du Wronskien (5.26) et

du développement asymptotique

2

Dy (z = 00) ~ P exp (—Z) . (5.117)

La solution générale de I'équation (5.114) sur [0, +oo[ est alors

o (n) = Adrr (n) + Bopr (), (5.118)

et la solution correspondante de ’équation d’Ermakov-Milne

p = |Adrr (n) + Bepr (n)].- (5.119)

Les coefficients A et B sont fixés par les conditions de continuité du champ et de sa dérivée premiere

a la jonction n =0

A= 1 [671(0) 6 (0) — 6 (0) 61 (0)], (5.120)

1

B =2 [61/(0) 647 (0) — 611 (0) 6} 0], (5.121)
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avec la condition de normalisation

AP = |B]* = 1. (5.122)
Ainsi, la fonction p(n) s’écrit
V-5 HD (<)
p(n) = 1 A Do (140 Vi (n+ 4)) (5.123)
= , n>0.
+B D1 ((1 — i) VmH (n + %))

; n <0,

La fonction p(n) décrit de maniére unifiée I’évolution du mode quantique & travers la transition
inflation-rayonnement, tout en assurant la cohérence entre la structure géométrique de l’espace

temps et la dynamique du champ scalaire.

8,% 10704

0,0001004 5,107

6,% 1076 4,107 4_

0,000075

N(n) N(n) 3,x1077 4

0,000050

2,x1077 4

0,0000254 2,x10°°

1,x 10774

(a) (b) (c)

Figure 5.9: Variations de N (n) en fonction de Hn;(a) pour H =1, k=2etm=1, (b)pour H=1, k=4etm =2,
(¢) pour H=1,k=8etm=4.

La figure (5.9) représente les variations de Ni(n) en fonction du temps conforme 7. Comme

on peut voir clairement la transition vers l’ere dominée par le rayonnement reproduit la limite

stationnaire.
0,04 0,00204
0,00015{
0,03 0,0015
0,00010{
N(+®) N(+) N(+oe)
0,024 0,00104
0,00005{
0,04 0,0005
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0 2 4 6 8 0 25 5 15 10 0 25 5 75 10
k k k
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Figure 5.10: Variations de Ni(+oc) en fonction de k;(a) pour % =1, (b) pour % =2, (c) pour % = 4.
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Figure 5.11: Variations de Ny (+o0) en fonction de k;(a) pour % =1, (b) pour % =2, (c) pour % = 4.

Les figures (5.10) et (5.11) illustrent la dépendance de Ni(+00) du vecteur d’onde k. On observe
clairement, dans le domaine infrarouge, un comportement oscillatoire marqué. Ce comportement ne
traduit pas une mauvaise définition de la notion de particule mais résulte plutét d’un phénomene
d’interférence entre deux transformations de Bogoliubov successives.

En effet, dans I’ere de de-Sitter, les modes super-horizon ne conservent pas leur caractere de

fréquence positive pure. Leur comportement asymptotique conduit & un premier mélange décrit par

o () = a1 (k) oty (n) + B1 (k) ogg (1) (5.124)

Au moment du raccordement vers ’ére dominée par le rayonnement, les modes de Sitter sont projetés

sur la base naturelle de la région radiative

Pas (m) = aa (k)@ () + Ba (k) g (n) (5.125)
Cas () = a3 (k) ¢,q (n) + B3 (k) 0l (n) (5.126)

La transformation totale entre la base initiale et la base radiative s’obtient en combinant les deux

mélanges
i = o1 (k) a2 (k) + B (k)y B5 (k)] @0 + [0 () B2 (k) + Bu (k) a5 (k)] g (5.127)
On en déduit que le coefficient de Bogoliubov effectif est
Bers (k) = an (k) B2 (k) + b1 (k) a3 (k) (5.128)
et que le nombre final de particules est donné par
Bess ()1 = laa|* [Baf® + [B1]* |aal” + 2Re (ana25237) (5.129)

Le dernier terme, 2Re (128237 ), constitue le terme d’interférence, responsable du comportement
oscillatoire observé dans l'infrarouge.

Cependant, lorsqu’on s’intéresse non plus au nombre de particules par mode Ni, mais a la

97



Chapitre 5 — Création de particules en cosmologie

densité spectrale de particules, définie par

% gk
n(4o00) = / K Ny (+00), (5.130)
0 T

leffet d’interférence observé dans le domaine infrarouge disparait pratiquement. En effet, la mesure
physique pertinente est pondérée par k2, ce qui supprime la contribution des trés petits nombres
d’onde et atténue les oscillations en k présentes dans N pour k << 1. Le caractere oscillatoire
propre au régime super-horizon ne se manifeste donc pas dans la densité de particules, laquelle est
dominée par les modes proches de I’échelle caractéristique de la transition et non par les fluctuations

ultralarges ayant quitté I’horizon les premieres.

0,006

. 0,004 m_y
KN +e) =

0,002 — 2
\ o

T T
0 25

T T
H 75 10
k

Figure 5.12: Représentation de la densité k? Ny (+00) en fonction de k.

5.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le phénomene de création de particules dans un univers
en expansion, en nous appuyant sur la formulation canonique de la théorie quantique des champs
en espace courbe et sur la méthode de 'invariant d’Ermakov-Lewis. Nous avons d’abord rappelé
les différents régimes cosmologiques gouvernant 1’évolution du facteur d’échelle, et introduit une
écriture unifiée en temps conforme permettant de traiter de maniere homogene 1’ére dominée par le
rayonnement et I'eére de de-Sitter.

Ensuite, a I'aide de la méthode des invariants, nous avons pu obtenir de facon exacte le nombre
de particules en fonction du temps conforme. Cette quantité est interprétée comme une mesure du
décalage entre le vide adiabatique et le vide invariant et son évolution temporelle révele les trois
régimes caractéristiques : une phase d’équilibre initiale, une phase transitoire d’amplification et
d’oscillations, puis une phase stationnaire ou N(7) tend vers une valeur constante.

Nous avons montré que, dans un univers dominé par le rayonnement, la dynamique du champ
scalaire reproduit ce scénario typique, tandis que dans ’espace de de Sitter, la limite stationnaire
peut ne pas exister : le nombre de particules N(n) calculé en temps conforme continue d’osciller
indéfiniment. Cette absence de régime asymptotiquement stationnaire suggere que la formulation
directe du probleme en temps conforme est incompléete et nécessite une redéfinition du champ
adaptée a la géométrie de ’espace-temps.

Enfin, nous avons étudié la création de particules lors de la transition de ’ere de de Sitter
a l’ére dominée par le rayonnement. Nous avons montré qu’en quittant la phase de de Sitter, le
nombre de particules tend a se stabiliser & nouveau. Dans ce cas, le nombre de particules a la

limite asymptotique présente un phénomene d’interférence dans 'infrarouge, résultant de deux
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transformations de Bogoliubov successives. L’état de vide se décompose en modes positif et négatif
de de Sitter avant la transition vers la phase de rayonnement, puis au point de transition chacun
de ces modes se décompose a nouveau en modes correspondant a la phase finale, dominée par le
rayonnement.

Il est & noter que les résultats obtenus dans ce chapitre refletent, dans une certaine mesure,
les analyses de Polyakov concernant la non-éternité de I’espace de de Sitter au niveau quantique
[108, 109]. Polyakov explique le role déstabilisant des effets infrarouges et ’absence d’un vide stable
en présence d’interactions. En revanche, notre étude démontre clairement cette instabilité dans un
cadre cinétique effectif, sans faire intervenir d’effets d’interaction. Le comportement oscillatoire
dans I'espace-temps de de Sitter et les effets d’interférence qui apparaissent apres la transition
cosmologique montrent que la phase de de Sitter laisse une trace constante dans le domaine infrarouge
et confirment que 'hypothese d’'un espace de de Sitter éternel constitue un modele idéal limité.

Ces constats motivent ’analyse plus générale développée dans le chapitre suivant, ot nous
revisitons la quantification du champ scalaire a travers les reparamétrisations temporelles et les

redéfinitions conformes du champ.
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Chapitre 6

Mais quel champ devons-nous

vraiment quantifier 7

6.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons quantifié le champ scalaire dans un univers en expansion
en adoptant le temps conforme comme parametre d’évolution naturel. Cependant, comme nous
allons le voir dans le présent chapitre, il est possible d’introduire plusieurs définitions du champ
scalaire selon le choix du parametre temporel. Cette multiplicité est en lien direct avec 'ambiguité
méme des notions de particule et de vide.

Contrairement au cas plat de Minkowski, o ces notions sont fixées par la symétrie de Poincaré,
un espace-temps dynamique rend ces concepts ambigus et sensibles au choix des variables de champ
ainsi qu’a celui du parametre temporel.

Dans ce chapitre, nous examinons en détail cette dépendance au choix du temps et montrons
comment une redéfinition appropriée du champ permet de restaurer une description cohérente du
processus de création de particules. Nous proposons une analyse approfondie de cette question a
travers I'exemple du champ scalaire, en mettant en lumiere le réle du critere d’adiabaticité dans la
construction d’une quantification cohérente.

L’objectif est de déterminer dans quelles conditions la notion de particule conserve un sens
physique dans un univers en expansion et d’identifier le cadre le plus adéquat pour une quantification
consistante du champ scalaire.

Nous commencerons par établir le cadre géométrique permettant les redéfinitions de champ et les
reparamétrisations temporelles, avant de discuter le choix de la variable quantifiée et 'interprétation
associée des particules. Nous présenterons ensuite la procédure de quantification dans le temps
cosmique, puis dans le temps conforme, afin de mettre en évidence leurs différences physiques. Ces
outils seront finalement appliqués a ’espace-temps de de-Sitter, ou nous analyserons la création de

particules et la dynamique du vide a 'aide de 'invariant d’Ermakov-Lewis.
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6.2 Cadre géométrique pour les redéfinitions de champ

L’ambiguité inhérente au choix de la variable de champ et du parametre temporel dans la
définition du contenu en particules admet une interprétation géométrique naturelle. Elle trouve son
origine dans le fait qu’un champ scalaire évoluant sur un espace-temps courbe est décrit par une

action de la forme

S5 [ dov=g [ V.0 V00 + i + o] (6.1)

ou & représente le parametre de couplage a la courbure. En dimension quatre, la valeur particuliere
& = 1/6 correspond au couplage conforme.

Cette formulation met en évidence que la dynamique du champ dépend explicitement de la
géométrie de ’espace-temps a travers le tenseur métrique et la courbure scalaire. Par conséquent, toute
redéfinition du champ ou du parametre temporel équivaut a un changement de cadre géométrique,
modifiant ainsi la structure du mode d’évolution et, par voie de conséquence, la notion de particule
qui lui est associée.

Dans un espace-temps homogene et isotrope de type FLRW, la métrique peut s’écrire sous la

forme
ds* = a*(n) (dn? — dx?). (6.2)
Le scalaire de Ricci R s’exprime, en fonction du temps conforme, comme

CL”

R=6 3 (6.3)
En introduisant le champ redéfini
(1, %) = a(n) ¢(n, %), (6.4)
I’équation du champ prend la forme
82 a” ~

== A () + (66— 1)

a2 ¢(n,%) = 0. (6.5)

a
Cette équation met en évidence le role conjoint de la géométrie ( a travers le facteur d’échelle
a(n)) et du couplage ¢ dans la dynamique du champ scalaire. En particulier, un champ sans masse
en couplage conforme £ = 1/6, les deux derniers termes s’annulent et la dynamique se réduit a
celle d’'un champ libre dans I'espace de Minkowski. Dans ce cas, aucun mécanisme de création de
particules ne se manifeste.

Cette propriété géométrique peut étre interprétée a la lumiere de 'invariance conforme, qui,
dans certaines conditions, protege le vide contre la création de particules. Elle découle directement
de l'invariance simultanée des équations du champ et de I’état du vide sous les transformations

conformes

Quv — g,uzz = AQ(w) 9uv, (6.6)
$(x) = g(x) = A7 () ¢(x). (6.7)
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Pour un champ sans masse et couplé conformément, le facteur de rééchelonnement A(x) garantit
I'invariance de ’action et met en évidence que différents cadres conformes peuvent conduire a des
variables de champ distinctes, tout en partageant le méme état de vide.

Dans cette perspective, la redéfinition du champ scalaire (6.4) et la métrique (6.2) peuvent étre
interprétées comme une transformation conforme laissant invariant le vide défini par les modes de
¢. Celui-ci coincide alors avec le vide de Minkowski et demeure inchangé au cours de ’expansion

cosmologique. Dans ce cas, aucune création de particules n’intervient,
Ni(n) = 0. (6.8)

En somme, I'invariance conforme assure la préservation du vide a travers différents cadres conformes
et fournit un critere géométrique pour le choix des redéfinitions de champ cohérentes. Dans un
espace-temps conforme a Minkowski, un champ sans masse et couplé conformément conserve son
vide et ne produit aucune particule.

Cette invariance est cependant rompue dans plusieurs situations :

— lorsque le champ posséde une masse non nulle (m # 0),

— lorsque le couplage & la courbure differe de la valeur conforme (£ # 1/6),

— ou encore lorsque 'espace temps n’est pas conformement plat.

Dans ces cas, les modes de Fourier du champ redéfini (7, x) satisfont une équation d’oscillateur
dont la fréquence effective dépend explicitement du temps. Ce comportement entraine un mélange
des modes et des coefficients de Bogolioubov non triviaux, manifestation physique de la création de
particules.

Lorsque l'invariance conforme est brisée, le facteur A(x) suggere que des cadres conformes
différents peuvent définir des variables de champ distinctes, chacune susceptible de correspondre a
un vide quantique particulier. Ce constat confere au choix de la variable de champ une signification
profonde : le champ a quantifier est précisément celui dont la dynamique garantit la stabilité du

contenu en particules.

6.3 Choix de la variable de champ et interprétation des particules

L’analyse géométrique précédente ouvre la voie & une étude plus fine du choix de la variable de
champ et de son réle dans la définition du nombre de particules. Dans cette section, nous montrerons
comment ces redéfinitions, combinées a une reparamétrisation temporelle appropriée, permettent de
retrouver un régime asymptotiquement stationnaire et de clarifier la notion méme de création de
particules.

A linstar d’une transformation conforme, mais selon une logique conceptuelle différente, une
reparamétrisation du temps agit également sur la structure dynamique des modes. Dans un espace-
temps conformement plat, chaque mode du champ satisfait une équation différentielle analogue a

celle d’un oscillateur harmonique a fréquence dépendante du temps

d2
[an n ﬂ%)] o) = 0. (6.9)
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Sous une reparamétrisation du temps
dt = f(n) dn, (6.10)

on peut toujours redéfinir le champ de maniere a conserver la forme d’un oscillateur. En posant

Px(t) = vV f(n(t)) ex(n(t)), (6.11)

I’équation d’origine se réécrit sous la forme standard

0+ ko) o) =0

mais avec une fréquence effective modifiée

_ Lf(@) 3 (fQ@)
(0 = LOROO) + 550 - 3 (ﬂt))

Ici f(t) est la fonction f évaluée en 7 (t) et le point ”-” désigne la dérivée par rapport au nouvel
parametre temporel .

Cette liberté de reparamétrisation souléve une question tres importante : quelle variable de
champ doit-on associer a linterprétation quantique des particules ¢

En général, le champ original ¢(n) et le champ redéfini ¢(¢) sont physiquement non équivalents
lorsqu’ils sont quantifiés, car ils ne partagent ni le méme vide, ni le méme opérateur nombre de
particules. Ceci révele une difficulté centrale en théorie quantique des champs dépendante du temps,
qui réside dans l’identification de la variable de champ appropriée a quantifier pour définir un
concept de particule physiquement significatif.

En ce sens, 'interprétation particulaire du champ quantique devient liée non seulement a la
géométrie de I'espace-temps, mais aussi au choix du champ et du parametre d’évolution. Cette
observation motive la recherche d’un critere physique qui permet d’identifier le champ a quantifier. Le
critere le plus convaincant pour choisir le schéma de quantification approprié repose sur ’adiabaticité

des modes. On exige que la fréquence effective w(t) varie lentement devant son amplitude
dw 9
— | << w(?).
2] <<

En résumé, la variable de champ & quantifier n’est pas déterminée de maniére unique par ’action
classique seule, mais doit étre choisie de fagon a ce que sa décomposition en modes de Fourier

respecte le critere d’adiabaticité.

6.4 Quantification des particules dans le temps cosmique

Dans cette section, nous revenons sur la description du champ scalaire quantique formulée en
temps cosmique t, dans le but de mettre en évidence I'influence du choix de la variable temporelle
sur la définition du contenu en particules. Une telle approche permet de préciser le role joué par le
parametre d’évolution dans la dynamique quantique d’un champ dans un univers en expansion, et

d’examiner de quelle maniere la notion de particule dépend de ce parametre.
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Afin d’expliciter la différence entre les diverses définitions possibles du champ et les repa-
ramétrisations temporelles qui leur sont associées, considérons a présent la quantification du champ
scalaire exprimée dans le temps cosmique, plutot que dans le temps conforme. Dans ce cadre, la

métrique d’un univers spatialement plat s’écrit
ds® = dt* — a*(t) (da® + dy* + dz?). (6.12)

L’action correspondante pour un champ scalaire ® de masse m et de couplage £ au scalaire de

courbure R est alors donnée par
1 3 2 k? 2 2

Afin d’éliminer le facteur géométrique a3(t), il est commode d’introduire une variable de champ

redéfinie selon
O (t) = a2 (1) di(t), (6.14)

de telle sorte que ’action prenne la forme canonique
1 .
So= [ e[t - ukat]. (6.15)

dans laquelle la fréquence effective s’écrit

wi(t) = akz tm?pep— o83 <a> . (6.16)

En tenant compte de la relation reliant le scalaire de courbure a la dynamique du facteur d’échelle,

reo2(2)) (617

on obtient I’expression

wi(t) = af(gt) +m? + (65 — ;’) g + (65 - i) <Z>2 : (6.18)

Cette derniere traduit explicitement la dépendance de la fréquence effective aux dérivées temporelles

du facteur d’échelle et donc a la dynamique d’expansion du fond cosmologique.

L’invariant d’Ermakov-Lewis associé a chaque mode de Fourier s’écrit alors sous la forme

2
-1 [@kp — )+ (fj‘) ] , (6.19)

ou la fonction auxiliaire p(t) satisfait I’équation d’Ermakov-Milne :

1

it (6.20)

p+wi(t)p

En appliquant la méme procédure que celle développée dans le chapitre précédent, le nombre moyen
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de particules créées en fonction du temps cosmique s’obtient sous la forme

9 2 . . 2
Nu(t) = M’;k(t) (plg - Wk(t)) + (Z + 2%:%) . (6.21)

On constate alors que w?(t) # Q%(n(t)), ce qui entraine une évolution dynamique sensiblement
différente de celle obtenue en temps conforme. Cette distinction met en évidence la non-invariance
du concept de particule vis-a-vis du choix du parametre temporel et de la redéfinition du champ,
soulignant ainsi le caractere essentiellement dépendant du cadre de référence de la notion de création

de particules dans un univers en expansion.

6.4.1 Passage au temps conforme

Comme nous ’avons vu, 'analyse directe du probléme en temps conforme, telle qu’exposée
dans le Chapitre 4, ne reproduit pas une limite stationnaire pour N(n). Afin de comprendre cette
différence et de relier les deux descriptions, il est nécessaire d’examiner plus attentivement le passage
du temps cosmique au temps conforme et la redéfinition associée du champ scalaire.

Considérons maintenant la transformation au temps conforme

it 1 1,
_ 11 m 22
g / alt)  H H (6.22)

Dans ce cas, comme dt = a(n) dn et qﬁk = é 7.» Paction du mode k s’écrit

Sk = /dn Ly avec Ly = 1 [1¢i{2 - 1a2(77) wi(t(n)) g2 | . (6.23)
a(n) |2

Cette reparamétrisation modifie la structure du lagrangien du mode scalaire et la normalisation

canonique du champ. Le systeme se réécrit alors comme un oscillateur harmonique & masse

dépendante du temps, et la méthode des invariants d’Ermakov-Lewis permet de construire un

invariant dynamique associé au mode k.

Le hamiltonien du systeme s’écrit alors

M= o 508 + 598 ¢8| (6.24)
() = a*(n) wi (t(n)). (6.25)

La condition de normalisation pour le champ ¢; s’écrit
PLdr — Prdr = 2i, (6.26)

ce qui conduit a
kP — Pl = 2ia(n). (6.27)
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Pour I’équation de mouvement, nous avons

1d [/1d 9
—— | —= t =0 6.28
v (G +adietn o= (6.28)
qui peut s’écrire sous la forme
a/
k= — i+ Q) ¢ = 0. (6.29)

En plus de la fréquence variable, le systeme est analogue a un oscillateur harmonique avec une
7 / . . . A~ . . 7’ . N /
masse dépendante du temps. Le facteur % joue ici le role d’un terme de friction équivalent & %

L’invariant d’Ermakov-Lewis prend alors la forme

1
2

]' / /\2 ¢12(
—3(bep = drp)” + 2| (6.30)

ou la fonction auxiliaire p(n) satisfait I’équation d’Ermakov-Milne

a?

!/
a
=+ Q= 5. (6.31)

i)

Comme .
Tk = gqﬁi{, (6.32)

on peut écrire I'invariant sous la forme

1 1 2 g2
I=- — —¢rp X\ 6.33
! [(w s )+ % (6.33)
En introduisant la transformation canonique
- Pk (n
Buln) = 2, (634
p
- 1
wi(n) = pmi(n) — —p'éx(n), (6.35)
Iinvariant s’exprime simplement sous la forme
17 ~
1= |7 +d2m) - (6.36)

La procédure de quantification consiste alors a promouvoir les champs @ (n), 7x(n) et leurs conjugués

en opérateurs, de sorte que
[P (1), Trer ()] = 7 0y g (6.37)

On distingue deux représentations :

(i) celle qui diagonalise I'invariant I :

) = [akw)e” # 1t e ] , (6.38)
k(n) = —\% [ak(n)eifig - afk(n)eifig} , (6.39)
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ou les opérateurs ag(n) satisfont
lax(n), a ()] = Gy e (6.40)

et définissent un vide invariant (non physique) |07) tel que

ax(n)|0r) = 0. (6.41)

(ii) La seconde représentation diagonalise le hamiltonien H

() = Niz[jk(n)ck(n)%ink(n)ka(n)]v (6.42)
mln) = =
T Ve ()

[fe(mex(n) + et ()] (6.43)

avec les relations

[k (1), 6 (m)] = S0 (6.44)
Les fonctions fi(n) vérifient
C- L ois =0, (6.45)
et la condition de normalisation
Sl = fifi =2ia. (6.46)

En raison de la dépendance temporelle, cette représentation n’a de sens que si fx(7) est une

solution adiabatique

a —i [ Wi (n')dn'
fi(n) = Wi?;)e Jno Wity (6.47)
ot Wi () satisfait
LW 3 (W -
W+ g =2 (3E) —at o =0 (6.49)
avec 9
~ 1a” 3 [(d
Qi(n) =% e = 4
o =0t + 3% - 5 (%) (6.49)

Cette représentation définit alors ’état de vide adiabatique |0), tel que cx(n)|0) = 0.
A partir des équations (6.34) et (6.35), on obtient la transformation de Bogolioubov reliant les

deux représentations

ax(m) \ _ fax(n) B)) [ ) ' (6.50)
at, () Bi(n) ag(m) ) \c(n)
Les coefficients de Bogolioubov s’écrivent alors
onm) = 2 |2 + 1A n) — 2 i | (6.51)
k(7 2 ) k(7 0’k n A Ui ) .
111 / —i [
i) = 5 [0 = 28 + 82 g (6:52)
IIs vérifient la condition
() * = [Bi(m)® = 1. (6.53)
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La quantité | By (n)|? représente alors le nombre de particules créées

Ne(n) = 1B )
_ 1 p*(n) a(n) i 2 o) ~1£(77) B o) 2
 da(n) W) Qﬂm> W““) +<pm)+2ﬁiw) QMW) . (6.5)

Cette redéfinition canonique fournit la bonne expression de Ni(n), cohérente avec celle obtenue
dans le temps cosmique. Ainsi, la dynamique stationnaire du nombre de particules est correctement
reproduite dans le temps conforme uniquement lorsqu’on tient compte de la reparamétrisation
complete du champ scalaire et de sa normalisation. En particulier, le passage au temps conforme
fait apparaitre un terme de friction proportionnel a %, modifiant la structure du vide adiabatique

et rétablissant la limite stationnaire.

6.4.2 Développement adiabatique

Rappelons d’abord que le developpement adiabatique repose sur I’hypothése que les parametres
du systeme évoluent lentement au cours du temps, de sorte que les dérivées temporelles de la
fréquence effective peuvent étre traitées comme de petites quantités. En introduisant le parameétre
formel € qui compte les ordres de dérivations temporelles, I’équation du mode est réécrite sous la
forme £2¢ + w?(t)¢ = 0. La solution est alors construite sous la forme d'une série asymptotique
en puissances de ¢, ou chaque ordre décrit une correction progressive a la solution instantanément
stationnaire.

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de développer la série adiabatique correcte du champ
modifié apres reparamétrisation temporelle. Nous partons de la définition de Qk(n) que nous I’écrivons

sous la forme

Qi (n) = QR (n) + 26 (n) . (6.55)
avec )
1a” 3 [d
on)==———-(—1 . .
m=5%-31(%) (6.56)
Dans ce cas, I’équation
3 (WIN? 1AW
2 _ 2 2 (2 k) Wk 2 _ ‘
we=otm+< | (7)) — g )+ (6.57)

2 comme suit

g2 3 /(WIN\? 1w
1+2Q§(77)<4 (WE) _2W11<{+5(77)>], (6.58)

A ce niveau, nous prenons le developpement

peut s’écrire a 'ordre 1 en ¢

Wi = Qx (n)

W () = Zn}fzj w? (), (6.59)
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ou bien
W () = W () + P (), (6.60)
pour obtenir
2 (n) (n)n
WD () = O () + 2Qi o Z (VVVVE”) ) - ;V;ﬁén) +5. (6.61)
A Tordre zéro nous avons
W = 0 (n) (6.62)

La premiere correction est alors

2 I\ 2 " " I\ 2
W_qy & (3 (N _19 la” 3 /a
W Q+2Q <4<Q> 20 "24 4\a (6.63)

qui peut s’écrire sous la forme

W = + 2, (6.64)
ou ) )
3(0)° 1 14 3(a)

A= -k = 6.65

TR 402 T40a 80ya? (6.65)

Un developpement en puissance de €2 nous donne alors

Q/Q QO
Wl£2) _ Qk+52<3( ) ko 5)

8 O 402 20y

3 A 3AQ 1A 1

4 k " "

+et (25 -2 — S - —A 6.66
y <4Q§ 4.0 4038 k 402 > (6.66)

6.5 Retour sur la création de particule dans ’espace de de-Sitter

Forts des résultats précédents concernant la redéfinition du champ et le choix du parametre
temporel, nous nous proposons a présent d’examiner, dans cette méme perspective, la création
de particules dans un espace de de-Sitter. Nous réévaluons en particulier I'existence d’une limite
stationnaire pour le nombre de particules en considérant une redéfinition du champ satisfaisant la

condition d’adiabaticité, quel que soit le rapport m/H.

6.5.1 Nombre de particules dépendant du temps cosmique

En fonction du temps cosmique ¢, ’équation de Klein-Gordon associée a un champ scalaire réel
de masse m s’écrit

d? 1
[dﬂ + ke 2Ht 4?2 — 4H2] Pr(t) =0 (6.67)

ou la fréquence instantanée est donnée par

1
Wy = \/erZHt +m? — 1H2. (6.68)
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On remarque immédiatement que, pour certaines valeurs de k et de ¢, le terme sous la racine peut
devenir négatif, rendant la fréquence imaginaire. Cette situation, bien qu’apparemment masquée dans
la représentation en temps conforme, se manifeste des que le rapport % < 2 signalant ’apparition
de modes instables dominés par les grandes longueurs d’onde. Cette instabilité reflete le fait que les
fluctuations du champ ne se comportent plus comme des oscillateurs harmoniques, mais connaissent
une amplification exponentielle due a ’expansion accélérée de 'univers. Mathématiquement, ce
changement de signe de wl% (t) définit un point de retournement ou la solution passe d’un compor-
tement oscillatoire a un comportement exponentiel. Dans ce régime, I’approximation adiabatique
cesse d’etre valable et la notion méme de particule perd sa signification.

Pour éviter ces difficultés, liées a la perte de validité de ’approximation adiabatique et a la
présence de modes instables, nous nous limiterons dans la suite au cas % > % Dans ce domaine,
la fréquence wi(t) reste réelle pour tout ¢, assurant la stabilité des solutions et la cohérence de la
description quantique en termes d’états bien définis.

On a les dérivées temporelles

€—2Ht
Gy = —HE? (6.69)
\/k.2672Ht +m2— iHQ
et H2k‘2 2k2 —2Ht H2 4 2
o = gm2me M€ T T BT Am (6.70)

5
2 (k2e=2Ht 4 m2 — 1[2)>
Ces expressions montrent que la condition d’adiabaticité est toujours satisfaite, quel que soit le

rapport m/H, puisque

. 2 .
. w . Wk m
lim —1; = lim —=0; V.
t——+o00 Wy t——+o00 Wy H

Ainsi, a des temps cosmologiques tardifs, le régime devient effectivement adiabatique et la notion de
particule s’y trouve bien définie.
Pour simplifier ’analyse, introduisons la nouvelle variable temporelle 7, définie par la transfor-

mation
T = ke 1, (6.71)

ou k est une constante de normalisation. L’équation précédente se réécrit alors sous la forme

2 1d k2 M? 17 -
- A — = 79
[dﬂ Yrar T T e 72] P (7) =0, (6.72)

qui, pour le choix naturel x = %, devient ’équation canonique de Bessel :

2 1d 2\ -

Le parametre d’ordre complexe v est alors défini par

2. (6.74)
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Les solutions indépendantes de cette équation sont données par les fonctions de Hankel H, 51)(7) et

H ,SQ) (1), dont les comportements asymptotiques sont

HW (1) ~ %exp [z (7’ — 7;—]/ - Z)} , —m<arg(r)<m, (6.75)
H? (1) ~ %exp [—z’ (7‘ - %V - %)} , —m<arg(r) <. (6.76)

La condition de normalisation du Wronskien constant permet de fixer ’amplitude des modes a

C = \/z oxp <_w]‘;) . (6.77)

Pour I’équation d’Ermakov-Milne correspondante, la solution s’écrit alors

(1) = '\/z exp <—7r]\]§> i) (Ze_Ht) ‘ . (6.78)

Enfin, pour représenter graphiquement 1’évolution temporelle du nombre de particules, il est commode

d’introduire les variables sans dimensions

k M

€ ) K H’ /’l/ H?

qui permettent de décrire la dépendance du nombre de particules en fonction du temps cosmique
de maniere universelle, indépendante des unités choisies. Ces variables adimensionnées facilitent la
comparaison entre différents régimes de masse et de couplage, et mettent en évidence la transition
vers le régime adiabatique a temps tardif.

Les figure (6.1) et (6.2) représentent les variations de p? () comparées & celles de 1/w (t) pour

différentes valeurs du rappor m/H.

0.4+

0,39

pi(1)

0,2

0,14

(a) (b) ()
Figure 6.1: Evolution temporelle de p? (t) et de 1/w (t) pour différentes valeurs du rappor M/H. Ligne solide représente

p? (t) et la ligne tiret-point correspond a 1/w (t). Le vecteur d'onde est fixé 3 k/H = 0.5. (a) pour M/H = 0.5, (b) pour
M/H =1, (c¢) Pour M/H = 5.
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1,% 1077

'
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o
o=

-1,x 10774 T T

Ht

Figure 6.2: Variations de la fonction p* (t) — 1/w (t) par rapport au temps pour m/H =5 et k/H = 0.5.

La figure (6.3) illustre 1’évolution temporelle du nombre de particules NIEO) (n). On observe que
NIEO) (n) tend vers une limite stationnaire lorsque 7 — 0~. Le nombre de particules est donc bien

défini, ce qui reflete le bon choix du champ a quantifier.

’—-%:01——%=1— - %:10
0,0010 //\ \ l/ \\ !' A\‘\
\ | \ | B
/ I\ o
| \ I \
[ :
N(UFU) l \ ” \\ ] ‘\
0,0005 l \ | \ " \
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, | B \ \, -
[ \_,/ i -
/ / ~’
/ 1
/ / i
1 R S /. X ‘
-4 -2 0 2 4 6

(a)

Figure 6.3: Variations de N,io)(t) en fonction du temps pour différentes valeurs du vecteur d’onde k. Le rapport 7 = 1.25

L’analyse des variations de NIEO) (t) en fonction du temps met en évidence que les particules
associées aux plus petites valeurs du vecteur d’onde k apparaissent les premieres, tandis que la
valeur limite de NIEO) (t) & des temps tardifs demeure indépendante de k. Ce comportement trouve
son origine dans la structure méme de la fréquence instantanée, Eq. (6.68). Il est en effet aisé de

constater que le vecteur d’onde k dans le terme k2e~2H* peut étre absorbé par une simple translation

t—>t+%lnk, (6.79)

ce qui implique que 1’évolution temporelle des différents modes ne differe que par un décalage le
long de I'axe des temps. Autrement dit, les courbes Ny (t) possedent la méme forme fonctionnelle,
mais sont translatées dans le temps selon la valeur de k.

Les modes de plus faible impulsion (longues longueurs d’onde) atteignent plus rapidement le

—2Ht

régime ot la fréquence effective cesse d’étre dominée par le terme cinétique k%e . La production

de particules devient alors plus précoce pour ces modes. Cela explique le phénomene d’interférence
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observé lors de la transition vers ’ére du rayonnement dans le domaine infrarouge.

En revanche, les modes de grandes valeurs de k conservent plus longtemps un comportement
adiabatique, leur création n’intervenant qu’a des temps plus tardifs. Cette hiérarchie temporelle
n’affecte toutefois pas la valeur asymptotique du nombre de particules créées, qui demeure universelle
et indépendante du vecteur d’onde.

La figure (6.4) illustre I’évolution temporelle du nombre de particules ngn) (n) pour différentes
valeurs de l'ordre adiabatique n. On observe que l'ordre optimal, pour lequel Nén) (n) présente des
oscillations de faible amplitude, est n = 1. Cet ordre correspond & une approximation adiabatique
suffisamment précise et minimise les écarts temporaires entre le nombre de particules défini par
I'invariant et le comportement asymptotique physiquement significatif, ce qui permet de mieux

capturer la dynamique réelle de création de particules.

L 8%~ v—nDn] [ 80—~ 80— wP0] [ 80—~ v - nP ]
0,0012-] - T 0,00020 —T 1Lx 106 -
| |
|

0,00104 I !
| . 0,00015 : 7,5% 1077

0,0008
N(1) 0,00067 | | N(z) 0,00010q | | N(t) s,x1074 T
0,0004

0,00005- \ 25%10°74

0,0002

0 T

(a) (b) (c)

Figure 6.4: Evolution temporelle de N,i") (t) pour certaines valeurs de I'ordre adiabatique n. Le vecteur d’onde est fixé a
k/H =1. (a) pour M/H = 1.25, (b) pour M/H = 1.75, (¢) Pour M/H = 2.5.

6.5.2 Nombre de particules dépendant du temps conforme

Dans cette section, nous nous proposons d’examiner la nouvelle définition du nombre de particules
exprimée en fonction du temps conforme, ]\7150) (n), appliquée au cas particulier de ’espace de de-Sitter.

Dans ce contexte, le facteur d’échelle s’écrit a (n) =1/ (1 — Hn), ce qui conduit & la relation

la” 3\ _1_ A
2a 4\a _4(1_}]7,)2'

A Dordre zéro, la fréquence adiabatique prend la forme

2 1
7r(0) N _ _ 2 ™M T
W, =Q =kt ———=
k() = Q(n) \/ (1 — )’
et le nombre de particules associé s’écrit
2 2 / / I\ 2
= (0) p a P e
N, = — = _t = - — . .
) = (pz k) 4 (p b 2a) ] (6.80)
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La fonction auxiliaire p (1) satisfait ’équation d’Ermakov-Milne, dont la solution s’exprime comme

p(n) = ‘\/Zexp <7r]‘;> HZ,(}%B (Z (1- Hn)> ‘ . (6.81)

La figure (6.5) illustre 1’évolution temporelle du nombre de particules Néo) (n), comparée a celle
obtenue dans la représentation en temps cosmique, NIEO) (t(n)). On observe que les deux courbes se
superposent parfaitement, indiquant que la redéfinition en temps conforme restitue fidelement la
dynamique décrite dans la représentation en temps cosmique. L’accord remarquable entre les deux
courbes montre que la redéfinition en temps conforme préserve la continuité entre les descriptions
temporelles. Cette correspondance atteste de la cohérence interne de la construction proposée et

montre que le régime stationnaire du nombre de particules est correctement reproduit, y compris

dans le cadre de la paramétrisation conforme.

[0 == ¥ ()] [F = v = VO] — ¥(n) == ¥ (e(n))]

N 00037 ! \ 0.000100-

i [N ,I \
i

0,008 \
. 0,000075

0,002

0,006

I
|
i
NO () j NO(n) N () 40000501
|
I
!
|

0,004
0,001

0,000025

0,002

T i
-0,01 -100

(a) (b) (c)

Figure 6.5: Comparison entre ]\7,&0) (n) et ngo)(t(n)) Sur I'axe des abscisses, la variable représentée est Hn — 1, choisie de

maniére 3 permettre une visualisation en échelle logarithmique.

Il ressort de cette analyse que, dans un espace-temps courbe, I'invariance formelle de 1’équation
du mouvement classique vis-a-vis d’une reparamétrisation temporelle ou d’'une redéfinition du champ
ne garantit pas, a elle seule, I’équivalence quantique des descriptions. Seul le champ dont 1’équation

du mouvement satisfait rigoureusement a la condition d’adiabaticité constitue la variable pertinente

pour une quantification cohérente du systéme.

6.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a 1’étude du role de la reparamétrisation temporelle et de la redéfinition
du champ scalaire dans la description du phénomene de création de particules en cosmologie. En
partant du constat établi au chapitre précédent, selon lequel la formulation directe du probleme en
temps conforme ne conduit pas toujours & une limite stationnaire du nombre de particules, nous
avons entrepris de reformuler la dynamique quantique du champ dans le temps cosmique, ou la
notion de fréquence instantanée retrouve une interprétation physique plus transparente.

Cette approche a permis d’obtenir une expression du nombre de particules N (t) présentant un
comportement asymptotiquement stationnaire, en accord avec 'intuition adiabatique. En retour,

cette reformulation a conduit & une meilleure compréhension du lien entre la structure géométrique
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de 'espace-temps et la définition du vide quantique. La transformation inverse, ramenant le probleme
dans le temps conforme, a permis de proposer une nouvelle définition cohérente du nombre de
particules N (n), dérivée directement de la dynamique correcte en temps cosmique. Cette construction
restaure la continuité entre les deux représentations temporelles et reproduit le régime stationnaire
méme dans le cadre du temps conforme.

Ainsi, la reparamétrisation temporelle et la redéfinition du champ ne constituent pas de simples
artifices mathématiques : elles traduisent une propriété fondamentale de la covariance de la théorie
quantique des champs en espace-temps courbe, a savoir la dépendance du concept de particule au
choix du parametre d’évolution. Les résultats obtenus confirment que, pour un choix approprié de
la variable temporelle et du champ redéfini, la création de particules dans un espace de de-Sitter ou
quasi-de-Sitter retrouve un comportement asymptotiquement stable.

Bien que la reparamétrisation temporelle et la redéfinition du champ permettent de conserver
la forme différentielle d’un oscillateur harmonique, elles ne préservent pas en général la structure
canonique du systéeme. Par conséquent, les procédures de quantification conduisent a des notions
distinctes de vide et de particules. La transformation agit alors comme une transformation de
Bogolioubov, et le nombre de particules n’est pas invariant.

Ce résultat rejoint la remarque de Padmanabhan et al. [110], selon laquelle une méme dynamique
classique peut étre représentée comme un oscillateur normal ou inversé selon la paramétrisation

choisie, sans garantir pour autant I’équivalence des représentations quantiques.
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Chapitre 7

Création de particules dans un

univers anisotrope

7.1 Introduction

Apres avoir établi les fondements de la quantification des champs dans un univers homogene et
isotrope, il est naturel d’étendre cette analyse au cadre plus général des géométries anisotropes.

Il est bien connu que I’hypothese d’isotropie parfaite, bien qu’efficace pour décrire I'univers a
grande échelle, ne saurait rendre compte fidelement des toutes premieéres phases de 'expansion
cosmique, ou l'espace-temps pouvait présenter des anisotropies significatives. Dans ce contexte, les
modeles de Bianchi, et en particulier le modele de Bianchi I, représentent un cadre géométrique
approprié pour étudier les effets d’anisotropie de I'univers sur la création de particules.

Dans ces espaces, la brisure partielle de la symétrie spatiale affecte la dynamique des modes et
engendre des effets directionnels. En conséquence, I'absence d’isotropie conduit & une évolution non
uniforme des fréquences modales dépendante de I'orientation des vecteurs d’onde, ce qui rend plus
subtile la définition du vide quantique. L’étude de ces univers constitue ainsi un terrain privilégié
pour explorer I'influence des anisotropies cosmologiques sur les phénomenes quantiques dans les
espaces-temps dynamiques.

Au dela de cet intérét conceptuel, I’étude de la création de particules dans un univers anisotrope
revét une portée physique majeure. En effet, la création de particules par le champ gravitationnel
agit comme un mécanisme dissipatif susceptible de favoriser ’isotropisation de I'univers primordial :
ce processus tend a redistribuer I’énergie et a atténuer les écarts entre les directions d’expansion.
L’analyse conjointe de I’anisotropie et de la création de particules permet ainsi d’établir un lien
entre un état pré-inflationnaire possiblement anisotrope et le régime isotrope observé aujourd’hui.

Dans ce chapitre, nous nous attachons a établir I’expression du nombre de particules créées
en fonction du temps cosmique, en nous concentrant sur les aspects formels du probleme. Les
considérations phénoménologiques liées au cadre observationnel, bien que cruciales, dépassent les

objectifs de cette these.
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7.2 Quantification du champ scalaire en temps cosmique

Considérons un champ scalaire réel ®(z) de masse m se propageant dans un espace-temps courbe

décrit par la métrique de Bianchi I. L’action correspondante s’écrit
s—L[a WY OV, + m?®% 4 ¢ RD?
= 5 xz \/jg (g m v P+ m +¢ ) ,
ce qui conduit a I’équation de Klein-Gordon covariante
0,® + m?® + ERD = 0,

ou Ly = ¢g"'V,V, désigne I'opérateur d’Alembertien covariant.

L’élément de ligne associé a la métrique de Bianchi I s’écrit
ds® = dt* — (1) dz'da?

avec v;;(t) = diag(a?(t),a3(t), a3(t)), et dont le facteur de volume spatial est donné par

V() = /det7(t) = ar (B)az(t)as(t).

L’application de 'opérateur d’Alembertien a un champ scalaire conduit a I’expression

.. ITAN 1 g

L’équation de Klei-Gordon prend alors la forme

" <K> - %ai (VA7(t) 0;9) +m*® + (RP = 0.

En introduisant le développement de Fourier

O(t,x) = e X (t),

k

on obtient pour les fonctions de mode 1’équation différentielle
. K . k 2 2 -0
Pt |y ¢k + (k[ +m?) g = 0,

ou la norme du vecteur d’onde dans la métrique spatiale anisotrope est

3 ]{32
k|2 =97(t) kikj = —.
’ |g Y () J — a?(t)
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En définissant le champ canoniquement normalisé

Px(t) = (7.10)

I’équation se réduit a celle d’un oscillateur paramétrique :
X (t) + wie(8) xac(t) = 0, (7.11)

ou la fréquence effective anisotrope s’exprime sous la forme

.. . 2
v 1(v
wi(t) = k|2 +m?* — 5V 1 (V) : (7.12)

Cette formulation met en évidence le role central de la fonction de volume V (¢) dans la dynamique
des modes : elle agit comme un parametre de pompage gravitationnel, a I’origine de la création de
particules dans un espace-temps anisotrope. Dans la suite, nous considérons le modele de Bianchi
I & symétrie de rotation locale (LRS), caractérisé par 1’égalité de deux des facteurs d’échelle,
a1 (t) = az(t) = a(t) tandis que le troisieme, as(t) = b(t), décrit une direction d’expansion distincte.
Ce cadre, intermédiaire entre l'isotropie parfaite et I’anisotropie générale, permet d’appréhender de
maniere controlée I'influence des anisotropies résiduelles sur la dynamique quantique des champs et
sur les processus de création de particules.

Pour analyser explicitement I’évolution temporelle du spectre des particules dans un modele de

Bianchi I caractérisé par la métrique
ds* = dt* — a® (t) (da® + dy?) — b? (t) d2?, (7.13)
nous considérons un champ scalaire réel ® de masse m

S = % / d*z\/|g| [¢" 0,20, ® — (m* + ER)®?] (7.14)

En introduisant la décomposition de Fourier

B (t,x) = \/6175 S kg (1) (7.15)
k

nous pouvons écrire S sous la forme

S=) S (7.16)
k

avec

Sk = /dth (7.17)

et
Lo= 3 [# -~ () 6F] (7.18)
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La fréquence w? (t) est

2

1 { a2 1(a2) | K24k K2
2 z Y z 2
=== —= = R
wic(t) 4 | a?b 2 a?b + a? +b2+m e
La courbure scalaire associée est donnée par
Roall ol o8 0 (7.19)
a b a2 ab’ ’
et les dérivées utiles
@) _a b
=2—+- 7.20
(a2b) P (7:20)
@) 20 2a® d4ab b
_ %6 _ 40°  4ab O 7.21
a?b a * a? * ab + b (7.21)
Le moment conjugué associé est
oLy,
Tk = —— = ¢k7 (722)
Ok
et le hamiltonien correspondant . )
Hy = 57{ + 5wQ(t) 2 (7.23)

Le systeme est donc équivalent a un oscillateur harmonique a fréquence variable, dont 'invariant

dynamique d’Ermakov-Lewis s’écrit

T _1 — Heh )2 ﬁ
=5 | me— o+ (724

ce qui conduit au nombre de particules

. 2
P 1 2o, W
Nelt) = i <p2—Wk(t)> + <p+2Wk(t)> . (7.25)
7.3 Exemples illustratifs

Maintenant, nous procédons a I'application du formalisme a des exemples illustratifs, afin d’en

évaluer la cohérence et la portée conceptuelle.

7.3.1 Solution exacte pour a(t) = e/ et b(t) = 1

Considérons le cas particulier d’un univers anisotrope dont une direction (z) demeure statique,
tandis que les deux autres s’étendent de maniere exponentielle. Le tenseur de Ricci associé a la

métrique correspondante est caractérisé par une courbure scalaire constante donnée par

R=6H (7.26)
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L’équation du mouvement pour les modes de Fourier du champ scalaire ¢y (t) s’écrit alors

0 —2Ht1,2 2 2 2

52 T 'k + k2 +m? + H*(66 —1)| ¢p(t) = 0. (7.27)
Ce cas illustre clairement comment, dans une géométrie anisotrope de type de-Sitter généralisée,
la dynamique quantique d’'un mode scalaire se réduit a celle d’un oscillateur a fréquence effective
dépendante du temps

wi(t) = kT e 2 1 k2 m? + H2(6¢ — 1), (7.28)

mettant ainsi en évidence le role dissymétrique joué par les composantes transverses et longitudinales
du vecteur d’onde dans le processus de création de particules. Dans cet exemple, les composantes
de I'impulsion dans les directions non expansives jouent le role de masse, ce qui brise 'invariance
conforme.

Afin de résoudre ’équation différentielle (7.27), introduisons le changement de variable

k
r= ﬁe*f“, (7.29)
qui la transforme en une équation de Bessel modifiée
2 1d v?
— 4+ —— 1——= || F(r)=0 7.30
[d7'2+7'd7'+< T2>:| (7) ’ (7.30)

ou la dépendance temporelle du mode est implicitement incluse dans la variable 7. Le parametre

d’ordre de Bessel est défini par

. k2 +m?

La solution générale de I’équation (7.30) peut donc s’écrire en en termes de fonctions de Bessel de
premiere et de seconde espece
F(r) = AgJ, (1) + BrJ_, (1), (7.32)

ou bien en terme de fonctions de Hankel
F(r) = CLH{V (1) + Dy HP (7). (7.33)

ou les constantes A; et By sont déterminées par les conditions initiales et la prescription du vide

(par exemple, le vide de Bunch-Davies dans la limite adiabatique passée).
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Les comportements limites de ces solutions sont

. ki —Ht ki —Ht Y
t_lgrnoo Jy <H€ ) ~ <H€ , (7.34)
. ki _m ki _m)
A T (H ~\' : (7:35)
k ko
lim A <§em> ~elme ™ (7.36)
- @ (FL —m —ikLe—H?
t_l}r_n H; 7€ ~e 'H . (7.37)

Nous avons alors &
p(t) = ‘\/Zexp (—7D) HZ-(DQ) <56_Ht> ‘ . (7.38)

La figure (7.1) montre les variations de p(t) (la ligne rouge) en fonction du temps pour plusieurs
valeurs de \/m? + k2/H. La ligne bleue représente \/% Pour ¢t < 0, les deux courbes coincident

d’une maniére presque exacte, indiquant que le nombre de particules est pratiquement nul dans
1
NGO

ces oscillations décroit lorsque \/m? 4+ k2/H augmente, ce qui met en évidence la dépendance du

cette région. En revanche, pour ¢ > 0, p (t) exhibe des oscillations autour de . L’amplitude de

nombre de particules créées vis-a-vis de ce parametre.

p(1)

(a) (b) (c)

Figure 7.1: Variations de p(¢) (la ligne rouge) en fonction du temps. La ligne bleue représente % i(a) pour kp =1et

vm? +k2/H = 0.5, (b) pour k. =1et/m2+k2/H =1, (c) pour ky =1 et/m?+k2/H =1.75.
La figure (7.2) présente I’évolution temporelle du nombre de particules NlEn) (t) pour n =0 et

n = 1. On observe que, lorsque ¢ > 0, ngn) (t) atteind rapidement une limite stationnaire, ce qui

traduit I’accomplissement de la condition adiabatique dans ce régime.
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—Nm’(t)—'—/\’”)(t) —NfUl(,)—-—NH)m

0,00003

0,0010+

0,00084

0,00002+

0,00001

0,00024

0 T

(a) (b) (c)

Figure 7.2: Variations de Nj(t) en fonction du temps;(a) pour ky = 1 et /m? +k2/H = 0.5, (b) pour k; = 1 et
vm?2 +k2/H =1.25, (c) pour ky =1et/m?+Ek2/H = 2.

7.3.2 Solution exacte pour a(t) = agt et b(t) =1

Ce modele décrit un univers dont deux directions s’étendent linéairement avec le temps tandis
que la troisieme reste statique. Il présente une singularité de courbure en ¢ = 0, correspondant a une
singularité de type Big Bang. Il constitue ainsi un exemple typique ou une singularité temporelle
apparait dans un cadre anisotrope simple.

La métrique (7.13) prend ici la forme
ds® = dt* — alt*(dx* + dy?) — d2°. (7.39)

En substituant a(t) = agt et b(t) = 1 dans I’équation de Klein-Gordon (7.11), on obtient

0? 1
@+Tt2(k§+k§> +kZ4+m*+ER| F(t) =0, (7.40)
ag

ol le scalaire de courbure est donné par

2
En remplagant R dans I’équation, on obtient :
% 1 (K
—+ = -2 +2 k2+m?| F(t) = 42
[at2+t2<ag+£>+z+m] () 0, (7 )

avec k2 = k2 + k;
Pour résoudre cette équation, introduisons la variable adimensionnée
T = ot, (7.43)
ol o est une constante d’échelle & déterminer. On a alors

2, d?

a5 d A4
a2 =~ 7 a2 (7.44)
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et ’équation (7.42) devient

d2 1 ki k2 =+ m2 ~
0 2 (5 ) 52 o o
avec F(1) = F(t).
Posons alors
F(T) = 7"h(1), (7.46)

oll n est un parametre a choisir pour simplifier I’équation. Substitution faite, on obtient

2 2nd kE24+m? 1 k2
& oA e kT 2 1+ =L 49 h(7) = 0. 7.47
et ot Tt <n(n )+ 22 + 5)] (1) (7.47)

En choisissant

1
o= \kZ+m?, n=_, (7.48)

2

on obtient, encore une fois, I’équation de Bessel standard

d? 1d V2
[cw oot (1 - 72)] hr) =0, (7.49)

[ k% 1
== + 26— -. 7.50
v=1 22 + 2¢ 1 ( )

Les solutions générales sont donc données par les fonctions de Bessel de premiere et de seconde

avec

espece
M) = ApJu(7) + BiJ -y (7), (7.51)

ou, en régime asymptotique (¢ — +00), par les fonctions de Hankel
h(r) = CHY (7) + Dy HP (7). (7.52)
Les comportements limites de ces solutions sont
lim J, (7) ~ (v/k2 + m? )"V WL fagt2e-1/4 (7.53)
lim J_, () ~ (VA2 + m2t) ~iVF/ai+2-174 (7.54)

t—0
lim HW(7) ~ eVEEM L lim HP(7) ~ e VEML (7.55)
t——+o0 t——+o0

Ces comportements montrent que les fonctions de Bessel J4, décrivent les modes proches de la
singularité initiale (¢t — 0), tandis que les fonctions de Hankel représentent les états de particules
libres dans le régime asymptotique (¢ — 400). Cette correspondance permet d’interpréter la
création de particules comme une transition entre ces deux régimes dynamiques, caractérisés par

des définitions distinctes du vide quantique.
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— N0 ==~ N (0] — N0 = =N ¥2n)] — N0 == N V(0]
0,006 0,006 0,006
0,0044 0,0044 0,0044
N(o) N() M)
0,002 . O] 0,002 ~A 0,002 e
Yoo N~ -
/\f NS -/\/_
. 4 ./
/ Ke
; ’
) /
P Pl ‘ oA ‘ ‘ odmem e : ‘ ‘
0,01 0,1 1 10 0,01 0,1 1 10 0,01 0,1 1 10
t 1 t
(a) (b) (c)

Figure 7.3: Variations de Nj(¢) en fonction de t;(a) pour v/kZ +m2 = 0.5 et 1/’;—25 +2¢ =1, (b) pour VkZ+m2 =15
9]

2 2
et %—I—QE:I, (c) pour vVEZ+m2 =5 et \/%:1_
0 0

La figure (7.3) illustre I’évolution du nombre de particules en fonction du temps cosmique.
Contrairement au premier exemple, on observe, ici, que le nombre de particules calculé aux ordres
adiabatiques 0 et 2 ne tend pas vers zéro lorsque ¢t — 0. Ce comportement reflete la non-adiabaticité
du systéme & proximité du point singulier, ou la fréquence effective w?(t) diverge comme 1/t2. Dans
ce régime, les variations relatives de la fréquence deviennent rapides, et I’hypothese d’évolution
lente, nécessaire a la validité du développement adiabatique, n’est plus respectée. Par conséquent, la
définition du vide fondée sur cette approximation perd sa cohérence physique. Cette non-adiabaticité
découle directement de I’anisotropie de la métrique (7.39), qui entraine une contraction plus rapide

des directions transverses et amplifie la contribution dynamique des modes associés.

1,25+

0,50

(c)

(a) (b)

Figure 7.4: Variations de p(t) en fonction de ¢;(a) pour k2 + m2 = 0.5 et 1/% +2¢ =1, (b) pour VkZ+m?2 =15 et
0

2
1, (c¢) pour \/k§—|—m2:5et1/%2-+2§:1.

La non adiabaticité du systeme dans la limite ¢t — 0 est indiqué par la déviation de p (t) par

k2
2=

ap

raport a Wk(n) dans cette région, comme lillustre la figure (7.4). Cela montre que le vide adiabatique

ne coincide pas avec le vide invariant.
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7.4 Métrique de Kasner généralisée

Apres avoir illustré le formalisme de création de particules sur des exemples idéalisés, nous
considérons a présent un cas plus physique; la métrique de Kasner généralisée en présence d’un
champ scalaire homogene sans masse, équivalente a une matiere rigide [111]. Ce modele, représentant
un univers de type Bianchi I rempli d’'une matiere rigide, offre un cadre privilégié pour ’étude de
la création de particules dans des régimes anisotropes. La présence du champ scalaire homogene
agit comme une source d’anisotropie tout en régularisant partiellement le comportement proche de
la singularité, permettant d’évaluer comment la dynamique directionnelle influence le spectre des
particules créées.

La métrique s’écrit sous la forme
ds® = dt* — t*1dz?® — 22 dy? — 12%d2?, (7.56)
ou les exposants ¢i, g2 et g3 satisfont les conditions de cohérence
G t+qtag=1, 4+ +q3=1-87G ¢5. (7.57)

Pour qb% = 0, on retrouve la solution de Kasner en vide.
Nous considérons ici le cas d’un univers a symétrie de rotation locale, ot ¢1 = ¢2 = ¢ et

q3 = 1 — 2q. La métrique devient alors
ds? = dt* — 29(da® + dy?) — 12172042, (7.58)

Outre son intérét physique, ce modele présente I'avantage de conduire a des solutions exactes de
I’équation de Klein-Gordon pour différentes valeurs du parametre ¢ [113, 112].

Le scalaire de courbure correspondant est

2q(3q — 2)
R= —Qa (7.59)
L’équation des modes s’écrit alors
a2 Tek(®)| oult) =0, (7.60)
avec la fréquence effective
D=/~ (L sogeEa—2 t=24k3 + t4-2k2 + m? 7.61
wie(t) = 2 1t q€Bq—2) | + 1t z T me. (7.61)

Il convient de noter que la création de particules dans cette métrique a déja été étudiée par Duru et
al.[113] & I'aide de ’approche par intégrales de chemin, ainsi que par Pimentel et al. [112] suivant
le formalisme de la matrice S, pour les deux configurations particulieres ¢ = 0 et ¢ = 1. Dans ces
travaux, les auteurs ont obtenu l’expression du nombre asymptotique de particules, correspondant a
la limite stationnaire. C’est précisément cette limite que nous devons retrouver dans le cadre des

invariants d’Ermakov-Lewis.
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7.4.1 Solution exacte pour ¢ =0

Pour ¢ = 0, la métrique se réduit a
ds® = dt* — (da® + dy?) — t3dz?, (7.62)

et I’équation de Klein-Gordon prend la forme

o 1/1 ) 9
|:dtQ + 1?2 <4 + k‘z> + k?J_ +m ¢k(t) =0. (7.63)
Les solutions sont alors exprimées en termes de fonctions de Hankel ou, de maniere équivalente, de

fonctions de Bessel

Gea(t) = Vi, (\/ k2 +m?2 t> : (7.64)
Dea(t) = Vi . <\/ k2 +m? t> . (7.65)

Dans la limite z — 0, on a

Jy(z) ~ (%)V f‘(11—|—y) ; (7.66)

ce qui permet de normaliser les solutions a 1’aide de la condition de Wronskien et de la propriété

des fonctions Gamma 1 inh(rk,)
sinh(7k,
L(1+ik)T(1—iksy)  wk, (7.67)

On obtient ainsi la fonction d’amplitude

p(t) = ' m\/wﬂgz (W t> ‘ . (7.68)

La figure (7.5) illustre ’évolution du nombre de particules NIEO) (t) en fonction du temps
cosmique dans un univers de type Kasner, caractérisé par les exposants ¢ = 0. Comme dans
I’exemple précédent, le nombre de particules NIEO) (t) ne tend pas vers zéro lorsque ¢t — 0, un effet

qui reflete la non-adiabaticité du systeme a proximité du point singulier.

0,003 0,0008
0,018+
0,00074

0,016
0,0006

0,014 0.0029 000054
NO (1) 0,012 NO(n) N () 0,0004
0.0104 0,00034

0,001

0,00024
0,008

0,00014
0,006

0 T T 0

(a) (b) (c)

Figure 7.5: Variations de NJ(t) en fonction de t;(a) pour k. = 0.75 et \/k2 + m? = 0.5, (b) pour k. = 1.25 et

VE2 +m? =0.5, (¢) pour k. = 1.75 et \/k% +m? = 0.5.
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Ce résultat est du en fait au fait que dans la limite ¢ — 0, p?(t) et wi(t) se comportent comme

2 1
t kz + 1
P2 (t) ~ o wi(t) ~ — (7.69)
zZ
Dans ce cas nous avons
\R2+ L
PP (tw (t) = +———

k.,

ce qui montre que le vide adiabatique et le vide invariant ne coincident que dans le régime
k., >> 1.Voir figure (7.6).

——n=0 n

- —n=0——n=1

./.
1,044

1L02Hm e m e m o= -*
|

1,02+

7 (n)
PYWE o014

0,984

(a)

0 : 4
In(t)
(b) ()
Figure 7.6: Variations de p(t)\/W (%) (t) en fonction de t;(a) pour k.

=0.75 et \/k? +m?2 = 0.5, (b) pour k. = 1.25 et
VE2 +m? =0.5, (¢) pour k. = 1.75 et \/k% +m?2 = 0.5.

Dans la figure (7.7), nous avons représenté ’évolution du nombre de particules ngn) (t) calculé

(7.70)

aux ordres adiabatiques 0, 1 et 2. On remarque que ngl) (t) tend vers une valeur tres proche de

zéro tandis que NIEQ) (t) s’écarte de zéro, tout comme

N(O) (t)
k .
‘ — s Ntlm)\ ‘—N[O](Z) N Nmm‘ — N N () 1\/421(!)‘
0,00254 -
0,015 )
0,00204 v o
1073+ l' Y
oot0] 0,00154
N(1) (1) MO e
0,00104
0,005 "
000059 TS -
v 1078
| | | ‘ o : : T T T T T T
5 2 4 B 2 4 6 2 0 : ! ’
(o In(t) n
(@) (b)

(c)
Figure 7.7: Variations de N,i")(t) en fonction de ¢;(a) pour k. = 0.75 et \/k2 + m? = 0.5, (b) pour k. = 1.25 et
Vk% +m?=0.5, (c) pour k. = 1.75 et \/k% + m2 = 0.5.

Pour surmonter cette difficulté et restaurer un cadre adiabatique bien défini, il est naturel
d’introduire une reparamétrisation temporelle accompagnée d’une redéfinition du champ. Cette
transformation conduit & une équation des modes exprimée dans un temps conforme généralisé,

éliminant la singularité apparente de la fréquence et assurant une évolution réguliere des modes
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lorsque t — 0. Elle permet ainsi de définir de maniere non ambigué le vide initial, préparant le

terrain pour ’analyse adiabatique dans ce cadre anisotrope.

7.5 Temps conforme généralisé dans ’espace-temps de Bianchi I

Dans un univers isotrope et homogene, le temps conforme 7 constitue un outil privilégié pour
simplifier I’équation de Klein-Gordon et mettre en évidence la structure d’oscillateur harmonique
des modes du champ scalaire. Dans ce cadre, chaque mode évolue comme un oscillateur dont la
fréquence dépend a la fois de la longueur d’onde et de ’expansion cosmique.

En revanche, dans un univers anisotrope tel que celui décrit par le modele de Bianchi I, 'absence
d’un facteur d’échelle unique rend la définition du temps conforme moins évidente. Pour généraliser
cette notion, il est naturel d’introduire un facteur d’échelle effectif aeq (), défini comme la racine

cubique du volume spatial

ol

e (1) = [a1(t)az(t)as(0) (7.71)

Ce choix correspond a une moyenne géométrique, qui capture ’expansion globale tout en conservant
la trace de I'anisotropie. Le temps conforme généralisé 7 est alors introduit par
dt

= — oL (7.72)

Dans cette variable, la métrique de I'univers de Bianchi I s’écrit
ds® = aZg(n) [dn® — Ai(n) da'da’] | (7.73)
ol la métrique anisotrope rééchelonnée 7;;(n) est donnée par
Fij(n) = diag(af, a3, az), (7.74)

les fonctions a;(n) représentant les anisotropies relatives :

i) = 210 (7.75)

d(n,%) =Y ™ (), (7.76)
Kk
I’équation du mode devient
/
O+ 22 ot 4 (Fkk; + aZgm? + Ea2g R) i = 0. (7.77)

Qeff
En introduisant le champ rééchelonné yx = aefrpk, on obtient :
2

d y a//
d7772 + ’ka‘i/{j + mQagﬁ + £agﬁR - ﬁ Xk = 0. (778)
e
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Cette relation prend la forme d’une équation d’oscillateur harmonique dépendant du temps

X + wie(M)xi = 0, (7.79)

avec une fréquence effective
B a
wie(n) = 7V kik; +m*agy + Eadg R — ﬁ' (7.80)
(S)

Le scalaire de Ricci associé a la métrique (7.73) s’écrit explicitement comme suit

1 [ aly d i,
R=—[6-=5 -+ +2 == . 7.81
2 + Z a; + Z a; flj ( )

a a
eff off 550 i<j

Cette formulation permet d’interpréter physiquement 1’évolution des modes : chaque mode du
champ se comporte comme un oscillateur harmonique dont la fréquence effective integre a la fois
I’expansion moyenne et les effets anisotropes. Dans la limite isotrope a; = as = ag = aef, On
retrouve immédiatement la structure conforme de Minkowski.

Enfin, cette approche met en évidence que la question du choix du champ a quantifier,
déja soulevée au chapitre précédent, demeure délicate et devient encore plus subtile dans le cadre
anisotrope. Le formalisme ainsi établi fournit cependant un cadre rigoureux pour analyser la création

de particules et ’évolution quantique des modes dans les univers de type Bianchi I.

7.5.1 Application : métrique de Kasner généralisée

Considérons la métrique de Kasner généralisée, décrite par
ds? = dt? — t%(d2? + dy?) — 1?1720 42?2, (7.82)

ou le parametre ¢ caractérise le degré d’anisotropie de ’expansion. Le facteur d’échelle effectif

associé au volume total de 'univers s’écrit alors
acg(t) = t1/3. (7.83)
Le temps conforme généralisé est défini par
n= /t‘l/?’ dt = gt”?’, (7.84)

d’ou

La métrique devient alors

das2 = (20) |anz = (2 3q_l(d2 dy*) — 2 2(1_3q)d2 (7.85)
=\37) | 3 x” +dy 57 z|. :
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L’équation du mode prend la forme

d? k2 k2 9 (2 ) 1

— + — + = +m°(=n|—-—=(6—1)| xx =0. (7.86)
2 3q—1 2(1-3 2
[d” Go™ G O

Cas isotrope : Pour ¢ = 1/3, la métrique devient isotrope

2
ds* = (317> [dn? — dz® — dy* — dz?], (7.87)
et I’équation du mode s’écrit
P oreem? (2h) - L ee—1)] =0 (7.88)
dn? 3" 4n? Xk = T i

Elle se réduit a celle d’'un champ scalaire sans masse dans I’espace de Minkowski lorsque m = 0 et

¢ = 1/6, confirmant la cohérence du modele dans la limite conforme.

Cas anisotrope : Considérons maintenant le cas ¢ = 0, correspondant a une expansion anisotrope

axiale. L’équation du mode s’écrit alors

d2
|:d772 + Qi(ﬁ)] Xk =0, (7.89)
avec une fréquence effective
9k2 2 9
O (n) = \/4772 + 3 (m2 + kj_) 7. (7.90)

La solution associée a I’équation auxiliaire d’Ermakov-Milne, utilisée pour construire I'invariant

d’Ermakov-Lewis, est donnée par

p(n) =| m (in) v Jk(\/k‘iJrim2 (§n>3/2>‘- (7.91)

0,0025+

0,100
0,00204

0,00154
)

o 10°8(0) 2

0,0010+

0,025+ 0,0005-

T T T T T T T T T T T T T T T
0,01 0,1 1 10 0,05 0,1 0,5 1 5 10 0,05 0,1 05 1 5 10
(a) (b) (o)

Figure 7.8: Variations of Ny (n) en fonction de 7n;(a) pour k. = 0.5 et /k2 +m2 = 0.35, (b) pour k. = 0.5 et

VE2 +m?2 =1, (c) pour k, =0.75 et \/k? +m? = 1.5.
La figure ici montre les variations de NIEO) (n) pour différentes valeurs de k. et /k3 + m2, la
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courbe commencent désormais tres pres de zéro, contrairement au cas en fonction de ¢. L’introduction
du temps conforme généralisé dans un univers anisotrope rétablit donc ’adiabaticité et annule le

nombre initial de particules, lorsque n — 0.

7.6 Conclusion

L’étude de la création de particules dans un univers anisotrope met en évidence la richesse
des phénomenes quantiques induits par la dynamique directionnelle de ’expansion cosmique. En
I’absence d’isotropie, la fréquence effective des modes dépend de la direction de propagation, et le
processus de création devient intrinsequement anisotrope. Cette dépendance introduit des couplages
subtils entre la géométrie et le champ quantique, rendant la notion de particule plus délicate a
définir que dans le cadre isotrope de FLRW.

La reformulation du probleme dans le langage du temps conforme généralisé et du facteur
d’échelle effectif aog permet de retrouver une structure d’oscillateur harmonique a fréquence variable,
analogue a celle rencontrée dans les espaces-temps isotropes. Cette approche unifiée met en lumiere le
role essentiel de la fréquence effective Qi (n) dans la dynamique quantique des modes. La variation de
cette fréquence est a l'origine du phénomene de création de particules : lorsque €2y évolue lentement,
I’évolution reste adiabatique et 1’état du systeme conserve son caractere unitaire; inversement,
lorsque les variations sont rapides, 'adiabaticité est rompue et des transitions entre états de vide se
produisent.

Ainsi, 'analyse des champs scalaires dans les modeles de Bianchi I ne se limite pas & un simple
exercice mathématique : elle révele comment 1’anisotropie du fond cosmologique affecte la structure
méme de la théorie quantique en espace temps courbe. L’invariant d’Ermakov-Lewis apparait alors
comme un outil fondamental pour décrire le lien profond entre la géométrie de 'espace-temps,
I’adiabaticité et I'unitarité de I’évolution quantique. Ce résultat consolide la compréhension du role
dissipatif de la création de particules dans le processus d’isotropisation de I'univers primordial et
prépare le terrain pour une analyse plus complete dans les cadres semi-classiques et quantiques de

la gravitation.
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Chapitre 8

Approximation semi-classique

uniforme

8.1 Introduction

L’intérét de la redéfinition du champ, associée a une reparamétrisation appropriée du parametre
temporel, ne se limite pas a l'identification correcte de la variable & quantifier. Une telle démarche
constitue en effet un cadre naturel pour la construction de solutions approximatives, en particulier
dans le contexte de ’approximation semi-classique uniforme. Initialement développée pour I’obtention
d’états liés dans I’équation de Schrodinger[114], cette approche a ensuite été étendue a divers
domaines, notamment a ’étude des oscillations de neutrinos [115] et au calcul de 'action effective de
Schwinger dans des champs électriques dépendant du temps [117]. Elle offre ainsi un outil puissant
pour l'analyse de systemes dont 1’évolution temporelle n’est pas accessible de maniere exacte.

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’étendre cette méthode a la solution de 1’équation
d’Ermakov-Milne dans le but d’estimer le nombre de particules créées dans un univers en expansion.
Nous commencons par examiner un potentiel quadratique conduisant a un modele exactement
intégrable, ce qui nous permet d’obtenir une solution exacte de I’équation d’Ermakov-Milne. Cette
solution jouera le role de référence pour la construction d’une approximation uniforme applicable a
des situations plus complexes ot aucune solution analytique n’est disponible.

Dans un second temps, nous appliquons cette approximation & un modele résoluble afin d’évaluer
sa précision et d’identifier son domaine de validité. Enfin, nous étendons la méme méthodologie
au cas d’un univers dominé par la matiere, pour lequel I’équation de Klein-Gordon ne possede pas
de solution exacte. Cette derniere application met en évidence la pertinence et la robustesse de
I’approximation uniforme dans I’étude de la création de particules dans des contextes cosmologiques

réalistes.

8.2 Potentiel quadratique

Avant d’aborder en détail la technique de ’approximation semi-classique uniforme et de ’ap-
pliquer a des modeles particuliers, il est utile de commencer par un systeme exactement soluble

dont les solutions analytiques de 1’équation de Klein-Gordon sont bien établies. Dans ce but, nous
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considérons le cas d’un potentiel quadratique, pour lequel ’équation d’évolution des modes s’écrit

0 2,2 | 12
[(%2 + aot + bO Qf)k (t) = 07 (81)
ou ag et by sont des constantes réelles.

Un tel systeme se révele mathématiquement équivalent, apres un choix approprié de variables,
soit & un univers dominé par le rayonnement exprimé en temps conforme 7, soit a I'interaction d’un
champ scalaire avec un champ électrique constant, & travers une simple translation dans le temps.

Les identifications correspondantes sont les suivantes :

1. Pour un univers dominé par le rayonnement, on a

ag = mH (8.2)
bo=k '

2. Pour un champ électrique constant, on

ag = ek
(8.3)
b() = 1/ki + m2

Ces deux identifications montrent que le potentiel quadratique, V' (¢) = a%t2 + bg, constitue un
cadre particulierement pertinent pour le développement de la méthode d’approximation uniforme,
puisqu’il décrit des systemes analytiquement accessibles.

Pour faciliter la résolution, nous posons { = /agt, ce qui permet de réécrire I’équation différentielle

sous la forme

82
— +E 4 Xo| o (€) =0, (8.4)
29

2
avec \g = Z—g. Cette transformation conduit directement a une équation standard dont les deux

solutions linéairement indépendantes sont sont données en termes des fonctions parabolique de
Weber D -1-iy ((1414)&) et D-11ing ((1 —14)&) [87]. Nous écrivons donc les solutions comme suit
2 2

1
2\1% A .
0O =(2) e (-50) Dasgus (- 1-0)9) (85)
ag 8 2
1
2\1 T .
020 = (2) e (-2 Do (- (14109, (3.6)
ag 8 2
1
ou (%) ‘ exp <—%\0> est une constante de normalisation obtenue & ’aide du Wronskian W = —2i

et le développement asymptotique des fonctions D, (z) lorsque z — oo

2
D, (z — 00) =~ 2P exp <_";> . (8.7)
L’équation d’Ermakov-Milne peut étre réduite a
9%p 1
a72 T (& +X)p= - (8.8)

o3 p
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et donc la solution est donnée par

p(n) = <2>‘iexp (-5 [P (—a+09)]. (8.9)

ao

8.3 Approximation semi-classique uniforme

Dans cette section, nous présentons en détail la méthode analytique fondée sur I’approximation
semi-classique uniforme pour résoudre I’équation d’Ermakov-Milne

82

[hzang + O (77)] () =

p3(n)’

dans les situations ou I’équation de Klein-Gordon ne possede pas de solution exacte.

(8.10)

Le point de départ consiste a postuler que la solution approximative peut étre écrite sous la

forme

p(n)=R(1n)po(€n), (8.11)

ou la quantité R (n) est un facteur d’échelle & déterminer et pg (£ (1)) désigne une solution d’une
équation de référence exactement résoluble.

Cette écriture résulte de la transformation

n = £m)
() — R(n)do(§)

Le principe fondamental de ’approximation uniforme consiste a déterminer les fonctions & (1) et
R (n) de maniére a transformer 1’équation d’Ermakov-Milne originale en une équation de référence
exactement intégrable. Dans notre cas, cette équation modele est celle gouvernée par un potentiel
quadratique.

En substituant I’ansatz (8.11) dans I’équation d’Ermakov-Milne (8.10), nous obtenons 1’équation

1 9°R 1 (06 @%py
RS+ =) = 8.12
Rae " b <8n> % (8.12)
1 (0% 1 OR O€\ Opo 1
R = 42-—2 ) 224+ Q2 () = ——.
S (8772 T Ron 377) ge T h) Rip{
Afin d’éliminer le terme proportionnel a %—’2’, nous imposons que la fonction £ (n) satisfasse la
condition o | OR ¢
— 4+2=———=2=0 8.13
on? + R On On ’ (8.13)

ce qui fixe entierement la fonction R (7). L’intégration directe de cette relation conduit a

_(ogy o1
R(n) = <3n> ATk (8.14)

N
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Avec ce choix de R (n), et en négligeant le terme

,19°R

5 1

qui est effectivement de I'ordre de /%, et dont la contribution est donc subdominante dans le régime

semi-classique, ’équation se simplifie considérablement. Nous obtenons a premiere approximation

po | Qf (n) 1

— = —. 8.16

852 (85)2/)0 pg ( )
on

Cette équation constitue la version transformée de I’équation d’Ermakov-Milne dans la variable &,
débarrassée du terme en dérivée premiere, et préte a étre identifiée au modele exactement intégrable
choisi comme référence.

Pour reproduire ’équation d’Ermakov-Milne associée au potentiel quadratique nous choisissons

la transformation n — £ (1) telle que

96\* Q% (n)
<6n> Y (8.17)

condition qui garantit I’équivalence structurelle entre I’équation transformée et I’équation modele.

En substituant ce choix dans ’equation (8.16), nous obtenons
—+ (4N po = . (8.18)

Pour déterminer ), on cherche & ce que les racines de £? 4+ X\ correspondent aux racines de
Q2(n). Dans le cas simple ou 2(n) posséde exactement deux racines, 7y et 73, A est choisi de
maniere & ce que ces deux racines soient exactement alignés avec ceux de &2 + ), c’est-a-dire
& =& (o) et & = & (n§). Cette procédure garantit que la transformation capture correctement la
structure analytique de Qi(n) et que la solution approximative reflete fidelement le comportement
adiabatique/non-adiabatique du systeme.

Lorsque Qz(n) possede plus de deux zéros, il n’est pas possible de tous les associer simultanément
a €2 + )\, qui n’a que deux zéros. Ce cas plus subtil sera discuté dans la section suivante.

Nous procédons maintenant & la détermination de A ainsi que de £ en fonction de 7. A partir de

(8.17), nous écrivons
[oman= [ Ve (819)

Pour calculer la constante A, nous effectuons des intégrales sur un contour passant par les points
tournants g et 7, solutions de I'équation Q(n) = 0. Ces points correspondent, apres transformation,
aux solutions &g et &§; de I’équation \/ém = 0. Il en résulte la condition d’équivalence des actions
imaginaires,

Im (/58 \/§2+>\d§> =1Im (/%k Qk(n)d77> ) (8.20)
€o )

0

qui détermine la valeur de A.

Cette égalité impose que la transformation préserve la partie imaginaire de ’action complexe le
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long du contour reliant les deux points tournants, garantissant ainsi que la probabilité de transition
non adiabatique, entierement déterminée par cette action imaginaire, reste inchangée.

Comme {y = —iV A et { = iV A, nous obtenons

iV 1 T
[ vETRa =i [ Vimay=iga (8:21)
— —1

iV

En identifiant cette expression a la partie imaginaire de l'intégrale dans la variable n, il vient

A= —i %Im (/% (1) dn> . (8.22)

Considérons maintenant la fonction

9(©) = [ VET A= A (64 VETR) +36V/ETA (5.23)

finalement

Etant donné que g(&) est bijective sur I’axe réel, elle y admet une fonction réciproque bien définie. A
partir de la relation (8.17), nous obtenons alors I’expression explicite de la transformation 1 — &(n)

en fonction de ¢!, la fonction réciproque de g,

E(n) =g! < [ow) dn) , (.24)

Cette construction fournit ainsi la transformation fondamentale permettant de ramener 1’équation
d’Ermakov-Milne & une forme universelle, dont la solution est explicitement connue et sert de base

a la mise en ceuvre de 'approximation uniforme.

8.4 Exemple résoluble

Dans cette partie, nous examinons la validité de I'approche bassée ’approximation uniforme
en 'appliquant a un cas test pour lequel ’équation d’Ermakov-Milne associée admet une solution

exacte. Pour cela, nous considérons le cas suivant :

Qe (n) = \/@2 tanh? (un) + b2 (8.25)

ol a, b et pu sont des constantes réelles.

Un tel exemple résoluble constitue un cadre particulierement pertinent pour évaluer la précision
de 'approximation : il permet en effet de comparer de maniere directe les solutions approchées aux
solutions exactes correspondantes, et ainsi de mesurer quantitativement la fiabilité de la méthode

dans un contexte bien maitrisé.

8.4.1 Solution exacte

Dans ce cas particulier, I’équation linéaire de Klein-Gordon prend la forme

2

9
a2 T a” tanh? (un) + b | ¢i () = 0, (8.26)
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Afin de rendre cette équation intégrable analytiquement, il est commode d’introduire le changement
de variable
1 + tanh (un)
y=—0 (8.27)
qui transforme naturellement l'intervalle n € |—oo, 400 en y € ]0, 1].

Sous cette substitution, I’équation (8.26) se réécrit sous la forme

0? B) .
R e T L B (D
ou les parametres v, 11 et vo sont donnés par
vy = 1o b?
0 = —5 (a®+b?) (8.29)
1
2
a
v = —— 8.30
2 (8.30)
2
a
Vy = —5 (831)
12

Outre la singularité & y = oo, ’équation différentielle (8.28) possede deux points singuliers réguliers
en y = 0 et y = 1. En conséquence, la recherche d’une solution s’effectue avantageusement en isolant

les comportements singuliers aux points y = 0 et y = 1 par la factorisation suivante :

o (y) =y (1 -y F(y), (8.32)

ou ¢q et p sont des constantes données par
=p=i— 8.33
¢=p=igy, (8.33)

avec

w=+va2+b. (8.34)

L’équation initiale se réduit alors & une équation différentielle hypergéométrique de la forme

0? 0
1—y)— —(A+B+1 — —AB,; F = .
{va-n s rio-eBr14, —ABLF @) =0 (5.35)
ou les parametres A, B et C s’écrivent
A=tii(“54s (8.36)
=5 ti . .
1 w
B=—-+4+i|—-9§ .
2+z<u > (8.37)
c="11, (8.38)
1
avec
1 [4a?
= — |/ — — 1. .
=3\ (8.39)
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D’apres la table [87], les deux solutions indépendantes de ’équation (8.28) peuvent étre écrites sous

la forme
~ 1 i i 1 1 . LW
= ——qy "2 (l—y)2m F|= o, — —10,1 —:1— 8.40
o1 (y) 7Y P (L—y)ee [2+z,2 1+ y] (8.40)
~ 1 i i 1 1 . W
= ——y 2 (1 — 2u | = — 46, — 1—7—;1— 41
b2 (y) Nomia (1—y) o [2 id, 5 +id, i y] , (8.41)

L’équation d’Ermakov-Milne admet alors la solution suivante

p(n) W‘ ( +151+z% ngh()>‘ (8.42)

Dans cette expression, les facteurs de phase yiﬁ et (1 — y)ﬂi ont été supprimés, puisque p (1) est

défini comme un module.

8.4.2 Approximation uniforme

Passons maintenant a la solution approchée en consdérons la méthode semi-classique uniforme.

Pour cela nous déterminons d’abord I'expression du parametre A pour Qy (1) = \/ a2 tanh? (un) + b2
A partir de (8.22), nous avons

2 ’76‘
A="Im (/ \/a2 tanh? (un) + b2 dn) . (8.43)
T 1o
Pour calculer cette intégrale, nous effectuons le changement de variable
a
z=1iy tanh (un) . (8.44)

Nous obtenons donc

R /1 _ 2
/ : (8.45)
1+~ 22
ol
_0 (8.46)
Y= o .

La derniere intégrale est élémentaire. et en conséquence nous obtenons pour A le résultat suivant

by/v:+1—-1 _b
PR Lo et e ki . S (8.47)
I ¥ P/ +1+1

Nous disposons ainsi de I’expression de la solution approchée de I’équation d’Ermakov-Milne, donnée

par
2

p(n)=<a)4e \/5,7‘ —a (- (1

La figure (8.1) illustre la comparaison entre les variations du nombre de particules Ng(n) obtenues

+3)€ (). (8.48)

a partir des solutions exacte et approchée pour les parametres a =4, b = 0.1, k = 0.4 et = 0.04.
On observe une concordance remarquable entre les deux approches; les courbes exacte (ligne bleue

continue) et approximative (ligne rouge en tiret-point) se superposent presque parfaitement, ce qui
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indique que I'approximation semi-classique uniforme reproduit stricto sensu le comportement global
du systeme, y compris dans la région ou les variations de Ng(n) sont les plus rapides. Par ailleurs,
la coincidence des valeurs limites issues des deux méthodes confirme la fiabilité de I’approximation
uniforme pour décrire a la fois le régime transitoire et le comportement asymptotique du nombre

final de particules créées.

Exact = * — Approximate Exact limit- - - - - Approximate Limid

s /\

03 1 .[\.AAAL\I\L\I\A ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

V (VATAAA A AR
0,257 V
0,204
N,(n) %

0,154

0,107

0,05
T T T T T T T
-5 0 5 10 15 20 25

Figure 8.1: Comparaison des variations de N (n) obtenues a partir des expressions exacte et approchée dans le cas
apo =4, m=0.1k =04 et ;x = 0.04. On observe un régime oscillatoire marqué au voisinage de n = 0. Pour n — 400,
I'amortissement progressif des oscillations conduit a une valeur asymptotiquement bien définie de N (7).

La figure (8.2) présente une comparaison graphique entre le nombre de particules N (400)
obtenu a partir de la solution exacte et celui fourni par ’approximation uniforme, en fonction du
parametre v = g. Dans la région ot v << 1, correspondant a un régime fortement non adiabatique,
les deux courbes sont pratiquement indiscernables. Cette coincidence traduit la trés bonne capacité
de 'approximation uniforme a capturer correctement la dynamique de création de particules lorsque
les transitions non adiabatiques dominent.

A mesure que v augmente, on observe toutefois une séparation progressive entre les deux
estimations. La solution exacte présente une légere diminution de N (+00), alors que ’'approximation
uniforme, au contraire, croit rapidement et finit par surestimer significativement la valeur exacte.
Cette divergence met en évidence la limite naturelle de 'approximation : celle-ci perd en précision
des que le régime devient plus adiabatique, c’est-a-dire lorsque le ”gap” énergétique b devient
comparable ou supérieur a ’amplitude du potentiel effectif gouverné par a.

Ainsi, la figure illustre clairement les domaines de validité de ’approximation uniforme : excellente
dans la région non adiabatique (7 << 1), mais inadéquate dans le régime adiabatique (v = 1). Elle
met également en lumiere la sensibilité du processus de création de particules au rapport entre les
échelles dynamiques du systeme, soulignant le réle crucial joué par v dans la caractérisation précise
du phénomene, un role directement analogue a celui du parametre de Keldysh introduit dans le
contexte de 'ionisation de ’atome ou la création de paires sous un champ électrique dépendant du
temps [118].
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— — Exact — - — Approximate

0,305

0,300

0,295
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Figure 8.2: Variantion des limites de N (4-00) issues des expressions exacte et approchée en fonction de 7.

8.5 Univers dominé par la matiere

Considérons maintenant le probleme le plus important qui concerne la création de particule

dans un univers en expansion dominé par la matiere dont ’évolution est caractérisé par le facteur

d’échelle )
H
a(n) = (1 + 2”) : (8.49)

Nous notons qu’il n’existe généralement pas de solutions exactes a I’équation du mouvement qui
s’écrit comme suit
82

+
on?

k% 4+ m? (1 + ?)1 ¢k (n) =0, (8.50)

Le recours a des méthodes approximatives est généralement la seule solution permettant de résoudre
approximativement la derniere équation. Nous pouvons analyser la dynamique de I'univers dominé
par la matiere a ’aide de I'approximation semi-classique uniforme. Pour facilité la tache nous

effectuons la translation n — n — %

82
[z + 02 ) =0, (5:51)
avec
4,02
Qi (n) =/ k*+ ngb nt. (8.52)

Ici Q2 (n) possede deux couples de racines (11, 7}) et (n2,75) avec

1 /2k .
?71’2 = E E (Zl:l — ’L) . (853)

Chaque couple de racines peut étre interprété comme correspondant a une transition localement
non adiabatique dans I’évolution du mode considéré. Dans ’approximation semi-classique, la
probabilité de création de particules ('amplitude de transition) est principalement déterminée par
la contribution exponentielle associée a chacune de ces paires de points complexes. Cependant,

comme mentionné précédemment, il n’est pas possible, dans ce cas particulier, d’associer ces quatre
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racines & l’expression quadratique de type &2 + X. On procede alors en sélectionnant la paire de
poles dominante, c’est-a-dire celle dont la contribution est la plus significative pour la transition
non adiabatique, généralement la plus proche de I'axe réel.

Dans la situation considérée ici, toutes les racines sont équidistantes de I’axe réel. Par conséquent,
chaque paire de points conjugués fournit une contribution identique a la limite stationnaire de la
probabilité de création de particules. La principale limitation de cette méthode réside dans le fait
qu’elle ne permet pas de capturer les phénomenes d’interférences entre les différentes contributions,
ce qui constitue la seule restriction notable de I’approximation employée.

Dans la mesure ou les effets d’interférences sont négligeables, A s’obtient a partir de I’équation

(8.22)
A= 72 I g k2 tm? 1d 8.54
m /771 \/ + 16 nan |, ( . )

qui, apres normalisation et changement de variable, se simplifie en

)\_g\/ik\/E +1
_ﬂ' H\/m -1

Pour éviter toute manipulation de nombres complexes on écrit

1
Re\/l +4 (=14 iz)*dz. (8.55)

1+i(—1+i2)4:u(z)+iv(z)

avec
1, 3, 5
u(z) = 17 T9¥ g
v(z) = 22—z

La partie réelle de la racine complexe s’exprime alors de maniere purement réelle par la formule

standard

A dz. (8.56)

_ 2V2kVE +1\/ u? (z) + 02 (2) + u(z)
T 1 Hym |, 2

En regroupant les facteurs, on peut écrire la dépendance en k, m et H sous la forme

A=t (Z) ’ (8.57)

Njw

H

ou la constante numérique Ay est donnée par

1+
Ao = — \/1—22\/\/z4+622+25+5*22d2- (8.58)
7T

L’évaluation numérique de cette intégrale donne
Ao = 1.5738. (8.59)

La solution de I’équation d’Ermakov-Milne correspondant a 'univers dominé par la matiere s’écrit

comine
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1 2 \1 _m |
o)== (o) €% [P -0 g (5.60)

0.00030+

0.007
0.00025-
0.0064

0.0054 0.00020

N(n) 0.004 N(M) 0,00015

0.003
0.00010~
0.0029

0.00005-
0.0014

(a) (b)

Figure 8.3: Variations de N (n) en fonction de i dans I'ére dominée par la matiere; (a) pour H =1, k=1etm =1, (b)
pour H=1,k=2etm=2.

La figure (8.3) représente les variations de N (1) en fonction de n dans l’éere dominée par la
matiere pour H =1, k =1 et m = 1, (sous figure a.) et H =1, k = 2 et m = 2 (sous figure b.). Au
voisinage de n = 0, la figure montre un régime oscillatoire marqué avec des amplitudes relativement
élevées. Ces oscillations refletent la dynamique transitoire de la création de particules avant que
le systeme n’atteigne un état quasi-stationnaire. Pour n — 400, les oscillations s’amortissent
progressivement et Ng(n) tend vers une valeur limite asymptotiquement bien définie. Cela souligne

I’existence d’une saturation du nombre de particules créées a long terme.

8.6 Transition entre I’ere de-Sitter et I’ére dominée par la matiere

Apres avoir étudié le cas d’un univers dominé uniquement par la matiere nous abordons & présent
la transition entre I’ére inflationnaire de type de-Sitter et ’ére dominée par la matiere dont le facteur

d’échelle est donné par

1
Ty n<0
am=4 1 o . (8.61)
(1 + 777) n> 0

Ce scénario permet d’évaluer I'influence d’un changement soudain de régime cosmologique sur
I’évolution des modes quantiques, ainsi que sur la création de particules induite par I’expansion de
I"Univers. Comme nous I’avons déja mentionné dans la section (4.5), lors de ’étude de la transition
entre l'ere de de-Sitter et I’ere dominée par le rayonnement, le facteur d’échelle a (1) et sa dérivée
premiere sont continus, tandis que sa seconde dérivée présente une discontinuité. Une telle rupture
se traduit par un changement abrupt de la géométrie via le scalaire de Ricci R.

Afin d’éviter les difficultés associées a cette discontinuité de R, nous considérons ici le cas du
couplage conforme, correspondant a & = %.

Cette transition cosmologique scinde naturellement 1’évolution en deux régimes, dans chacun

desquels ’équation de mode admet une solution spécifique.
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1- Pour l'ére initiale de de-Sitter, nous avons déja présenté la solution dans le chapitre 4, a savoir

1) = e o7 - e (- ) (5.62)

2- Dans l’ere ultérieure dominée par la matiere, correspondant a n > 0, I’équation de mode,

apres la transformation n — £ (n) et ¢ (n) — R (n) ¢o (§), se réduit a I’équation différentielle

%o
0¢?

+ (&2 +2) 60 =0, (8.63)

ot A est donné par I’équation (8.57). Les deux solutions linéairement indépendantes sont alors

données par

1 2 \1T _m .

nin = o (mH) ¥ Doy (— (141)E () (8.64)
1 2 \1T = .

o) = o (mH) R D s (— (1= Em). (8.65)

Le Wronskien associé a ces deux solutions est

W = ¢1(n) ¢3 (n) — b2 (n) ¢} (n) = 2i. (8.66)

La solution générale dans la région 1 > 0 s’obtient ainsi sous la forme d’une combinaison linéaire,

¢11(§) = Cp1 (§) + D2 (§) - (8.67)

Les constantes C' et D se déterminent en imposant les conditions de continuité au point de

raccordement 1 = 0, c’est-a-dire :

¢1(0) = ¢11 (0) et ¢7(0) =7 (0).

On obtient alors

[¢2(0) ¢ (0) — ¢ (0) 1 (0)] (8.68)
(61 (0) ¢} (0) — ¢1 (0) ¢} (0)] - (8.69)

Finalement, la solution de '’équation d’Ermakov-Milne (3.193) correspondant a la transition (8.61)

s’écrit sous la forme
|1 ()] n<0

p(”):{ (Con (€ (m) + Déo (€ )| n>0 (870
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0,005

0,004

N(n) 0,003+

0,002+

0,001+

Figure 8.4: Variations de N (1)) en fonction de 7 dans le cas de la transition dS-Matiére pour H =1, k=1et m = 1.

La figure (8.4) illustre les variations de N (n) en fonction de 1. Au voisinage de n ~ 0 : on
observe des oscillations fortes reflétant la dynamique transitoire de création de particules. A 'infini,
ces oscillations s’amortissent et Ni(n) tend vers une valeur limite, indiquant la saturation du nombre

de particules.

8.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé une approximation semi-classique uniforme afin d’estimer
le nombre de particules créées au cours de 'expansion de 'univers. Cette approche consiste a ramener
le probleme initial, caractérisé par un champ scalaire soumis a une fréquence dépendante du temps,
vers un systeme de référence associé a un potentiel dont la solution est connue analytiquement.
L’idée centrale est d’effectuer une reparamétrisation adéquate du champ et du parametre d’évolution
de maniere a isoler les effets dynamiques essentiels, tout en négligeant les corrections quantiques
subdominantes qui accompagnent cette transformation.

Nous avons d’abord exposé les fondements de cette méthode dans le cadre de 1’équation
d’Ermakov-Milne, en considérant le cas d’un potentiel quadratique correspondant a un Univers
dominé par le rayonnement. La validité de I’approximation a été confirmée par ’analyse d’un modele
exactement soluble, dont les résultats numériques attestent de la robustesse et de la précision de
I’approche semi-classique uniforme.

Nous avons ensuite appliqué cette méthode au cas d’'un Univers dominé par la matiere, pour
lequel I’équation de Klein-Gordon ne présente pas de solution analytique exacte. Enfin, nous avons
étendu 'analyse au scénario, plus réaliste sur le plan cosmologique, d’une transition abrupte entre
une ere inflationnaire de type de-Sitter et une ére ultérieure dominée par la matiere. Dans ces deux
configurations, les résultats obtenus mettent en évidence, de maniere systématique, la présence
des trois régimes dynamiques caractéristiques de la création de particules : un régime stationnaire
initial, une phase transitoire marquée, puis ’établissement d’un nouveau régime stationnaire a temps
tardifs.

A travers cette étude nous pouvons confirmé que 'approximation semiclassique uniforme
développée dans ce chapitre ouvre la porte a plusieurs améliorations intéressantes. Parmi elles, la

plus prometteuse est de remplacer le potentiel quadratique de référence par un potentiel paramétrique,
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ou potentiel d’essai. L’idée est de choisir le parametre libre de facon & minimiser le nombre de
particules produites a l'infini. Cette approche variationnelle offre une estimation plus précise et
mieux adaptée a la dynamique réelle du systeme, tout en donnant une vision plus fine de son

comportement.
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Chapitre 9

Création de particules par un champ
électrique en présence d’une longueur

minimale

9.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié quelques aspects de ’approche semi-classique
uniforme, notamment son application a la création de particules dans un univers dominé par la
matiere, un systeme caractérisé par quatre points tournants. Nous y avons montré que les deux
paires de points tournants contribuent de maniere équivalente au nombre de particules créées, ce qui
entraine 'apparition de phénomenes d’interférence quantique, révélant la sensibilité du processus
aux effets de phase dus a la dynamique complexe du champ. Pour simplifier I’analyse, nous avons
alors restreint notre étude au régime ou ces interférences sont négligeables.

Dans le présent chapitre, nous examinons un cadre similaire mais physiquement distinct : un
systeme possédant également quatre points tournants, dont deux seulement dominent la contribution
au nombre de particules. Il s’agit du processus de création de paires par un champ électrique
constant en présence d’une longueur minimale. L’introduction d’une telle échelle fondamentale
modifie subtilement la structure de ’espace des phases et réorganise la hiérarchie des points tournants,
de sorte que les effets d’interférence deviennent négligeables.

Par ailleurs, la présence d’une longueur minimale induit un terme du quatrieme ordre en t
dans I’équation de Klein-Gordon modifiée, ce qui souleve la question de ’existence d’un régime
stationnaire a temps tardif, question essentielle pour la définition asymptotique des particules et

pour la cohérence de ’approche semi-classique dans ce contexte.

9.2 Longueur minimale et principe d’incertitude généralisé

L’hypothese d’une échelle de longueur minimale fondamentale est un caractéristique commune a
de nombreuses approches de la gravité quantique [120, 121, 122, 123]. Cette idée trouve son origine
dans des arguments heuristiques combinant la mécanique quantique et la relativité générale. En

particulier, des expériences de pensée menées par Mead [124] ont montré que les effets gravitationnels
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empéchent la localisation d’une particule en dessous de la longueur de Planck,

h
Ip= % ~ 1.6 x 107% m, (9.1)

qui résulte de la combinaison entre la constante G de Newton, la constante i de Planck et la
vitesse de la lumiere c. Cette échelle de longueur apparailt naturellement dans la théorie des cordes
[125, 126, 127, 128], la gravité quantique a boucles [129], la thermodynamique des trous noirs
[130, 131, 132] et la géométrie non commutative [133, 134, 135] .

Dans ce cadre, la notion de longueur minimale découle principalement de la modification du

commutateur habituel, [Z,p] = ih, par un terme suplémentaire sous cette forme
{X,P} = ih <1+5P2+...>, (9.2)

ou [ est un parametre positif, tres petit. Cette généralisation entraine une modification du principe

d’incertitude de Heisenberg, qui devient

AX AP > 2|14 8(AP)2 + } . (9.3)

[N~

La derniére relation est couramment désignée sous le nom de principe d’incertitude généralisé (GUP).
La présence du terme quadratique en AP implique 'existence d’une longueur de position minimale

non nulle, donnée par

(AX)min = h\/B) (94)

qui est généralement supposée étre de 'ordre de la longueur de Planck.

En mécanique quantique conventionnelle, 'impulsion et le vecteur d’onde sont liés par la relation
linéaire p'= E, ce qui signifie que le moment physique est identique au moment canonique. Afin de
reproduire le GUP dans (9.3), il est toutefois nécessaire d’introduire une relation non linéaire entre
ces deux quantités. Nous considérons pour cela une relation de la forme p = f(k), ou f est une
fonction bijective telle que k = f~!(p) est bien définie [122]. Cette relation impose une redéfinition

des opérateurs physiques en termes de leurs homologues canoniques

I
- ®

X

(9.5)
() (9.6)

ou & et p sont les opérateurs canoniques satisfaisant la relation de commutation standard [z, p] = 1.
Différentes formes fonctionnelles de f permettent d’obtenir une longueur minimale. La plus

simple consiste a considérer le développement perturbatif

f(ﬁ)zﬁ(1+§ﬁ2+--->, (9.7)

valable & ’ordre linéaire en 5. En utilisant 1’identité

2, f()] = if' () (9-8)
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ainsi que l'inversion perturbative

ﬁzﬁ<1—§ﬁ2+---), (9.9)

nous pouvons voir que le commutateur (9.2) est bien reproduit
[X, P} — (1 + 5152) . (9.10)

Il est alors facile de montrer que cette relation de commutation canonique modifiée conduit a
I’équation (9.3).
A partir des relations (9.5), (9.6) et (9.7), nous pouvons enfin construire la représentation

positionnelle des opérateurs modifiés. Dans ’espace des positions, ceux-ci prennent la forme

X =z, (9.11)
. 15 .
P={1+2pp" )0, (9.12)
avec P
h= —i—. 9.13
p=—ig (9.13)

Cette représentation, bien que non unique, constitue I'une des plus simples permettant de mettre en

ceuvre le GUP dans une formulation perturbative en 3 et sera utilisée dans la suite de ce travail.

9.3 Equation de Klein-Gordon en présence d’une longueur mini-

male

L’équation de Klein Gordon résulte de I'application du principe de correspondance, qui consiste
a remplacer les observables classiques par des opérateurs agissant sur les champs. A partir de la
représentation positionnelle des opérateurs physiques introduite précédemment, I’équation de Klein
Gordon libre, développée au premier ordre en 3, s’écrit

0? 0> 2B o
<_8t2+aI2_38$4_m2> w(t,x) =0. (914)

Le terme supplémentaire en 9% reflete directement la relation impulsion-vecteur d’onde modifiée
associée au principe d’incertitude généralisé. Il introduit une relation de dispersion non standard,
caractéristique des théories a longueur minimale, et altere de maniere significative la structure des
modes en propagation.

Pour une particule scalaire chargée, 'interaction avec un champ électromagnétique est introduite

a l'aide du principe du couplage minimal, qui consiste a effectuer les substitutions

0 0
0 0
ou A, = (Ao, A1) désigne le potentiel électromagnétique. En appliquant cette prescription a
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I’équation (9.14) nous obtenons ’équation de Klein-Gordon suivante

2 2 4
[(igt - er> - <z‘8‘1 —~ eA1> — ? <z’§x - eA1> - m2] ¥ (t,z) = 0. (9.17)

Cette équation demeure invariante sous une transformation de jauge locale
A (t,x) = Ay (t, @) + dux (9.18)

et
Y (t,x) = eXq) (t,z), (9.19)

ce qui confirme la compatibilité de la déformation induite par la longueur minimale avec la structure
usuelle de I’électrodynamique quantique.
L’équation (9.17) peut étre obtenue de maniére systématique a partir du principe de moindre

action appliqué a l’action suivante

S /d% [gb (o) (t.2) (((9‘1 _ z’eAx) o (t,x)) <<£E _ ieAx> <p(t,x)>*
_? ((3655 - z'eAx>2 w(t@) ((;z - ieAx>2 s0(t7w)>*

L’action (9.20) constitue donc le point de départ naturel pour 1’étude de champs scalaires dans

—m2p (t, ) p* (1, a:)] . (9.20)

des contextes ou les effets de gravité quantique introduisent une échelle minimale de position. Elle
servira de base pour les développements analytiques et les approximations semi-classiques étudiées

dans les sections suivantes.

9.4 Création de particules

Notre objectif est a présent de déterminer dans quelle mesure ’existence d’une longueur minimale,
issue d’une généralisation du principe d’incertitude standard, modifie les résultats classiques relatifs
au processus de création de particules par effet Schwinger. Plus précisément, nous cherchons a
comprendre comment cette notion se manifeste dans le nombre de particules produites selon la
méthode des invariants d’Ermakov-Lewis, ainsi que son influence éventuelle sur l’existence d’'un
régime stationnaire.

Pour ce faire, nous introduisons la décomposition en séries de Fourier

o (t,x) =Y exp(ik.a)pi(t), (9.21)

k

et nous 'insérons dans I’action (9.20), ce qui conduit &

S = Zsk’ (9.22)
k
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S = / dt [@ (D1 () — O2 (1) e (Dot ()] (9.23)

ou

O (t) = (k — eA, (1)* + ? (k —eAy (1)) +m2. (9.24)

Ainsi, le hamiltonien du systemes’écrit, dans ce cas, sous la forme
H=> H, (9.25)
k

avec

Hic = [me (1) mic () + Q5 (8) ()i ()] - (9.26)

De ces résultats, nous obtenons ’expression suivante de 'invariant dynamique

= (ma(0) = k(0 (omi 1) — pin(1)) + FEI2L, (9.27)

En appliquant ensuite la transformation de Bogoliubov, nous aboutissons a I’expression du nombre

de particules créées dépendant du temps

) 9 ) ) 2
M) = s | (- )+ (g ¥ 2‘;;;&) (9.28)

ou p (t) demeure, comme précédemment, la solution de 1’équation d’Ermakov-Milne

i) + 9 (1) p(0) = (9.29)

9.5 Solution pour un champ électrique constant

Pour examiner I'impact de la longueur minimale sur la création de particules scalaires, nous
considérons le cas d'un champ électrique constant et homogene, 4, = (0,0,0, Ept), pour lequel

I’équation d’évolution des modes s’écrit

0? 2
[W + (k + eEot)? + gﬂ (k + eEot)* + m2] P (t) =0, (9-30)

ou la contribution quartique en impulsion traduit la correction induite par la longueur minimale.

Pour de résoudre ’équation (9.30), il est d’abord nécessaire de la réécrire sous la forme

0? -
{822 + o+ 22+ 2az4} @x (2) =0, (9.31)
apres avoir effectué le changement de variable

k
\/6E0

+ SEgt, (932)

z =
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et introduit les parametres

2
m
X = — 9.33
0 €E0 ( )
_ B
a = geEo. (9.34)

Ensuite, nous multiplions par (1 — 2az2) et utilisons 'approximation (1 — az2)2 ~ (1 — 2az2).

L’équation (9.31) se réécrit alors sous la forme

2

[(1 - a22)2 682 + 22+ (1- 202%) )\0] ok (2) =0. (9.35)

En posant y = 1= \FZ , Péquation (9.35) peut étre ramenée a une équation différentielle de type

Riemann

|:372 + (l—ozl—o/l _ l—ag—aé) 9
C?y2 Yy , 171/ ay (936)
+ (alyal — g0 + Oﬁ?) m] Pk (y) =0,

ol les coefficients «; et o sont donnés par

1

a1:a3:§+ii\/l—)\ga—a2

of =ay=1—itV1—Xa—a? 037
s fl+f\/172)\ga71a2 (9:37)
S \/1—2)\004—7042
avec la condition
a) + o) + as + ah + a3+ af = 1. (9.38)

Selon [87], 'équation de Riemann (9.36) admet deux ensembles de solutions linéairement indépendantes,

que I'on peut exprimer en termes de fonctions hypergéométriques F' (a, b, ¢; y) de la maniere suivante

@1 (y) = NT(1—y)y™ F (200 + az, 201 + o, 2043 y) (9.39)
Go(y) = N~ (1 —y)™ y1F (1 + as, 1 + ah, 2a};y) (9.40)

et
@3 (y) = NT (1 —y)? y™ F (200 + ag, 200 + ay, 20331 — y) (9.41)
Ga(y)=N"(1—y)" y™ F (1+ 2,1+ ah, 2041 —y). (9.42)

Les constantes N* se déterminent & partir de la condition de normalisation du Wronskien

N* = 2exp [iz‘ln (ﬁ’zé)} <€E(1 _;)‘Oa_ag))}l. (9.43)

Comme nous 'avant vu au quatrieme chapitre, la solution générale de I’équation non linéaire

d’Ermakov-Milne s’écrit toujours comme le module de la solution générale de 1’équation linéaire
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de Klein Gordon. Afin de déterminer la solution laissant le vide invariant coincider avec le vide
adiabatique, nous considérons la limite 8 — 0 et comparons les solutions obtenues avec celles

correspondant au champ électrique constant dans le cadre standard (le calcul détaillé de cette limite

est présenté en annexe). Nous avons alors les limites

1
_ 2 \* _m :
¢1(2)g0 (€EO> e s D_% iy [(1+41) 2] (9.44)
) i m
P2 (2) 50 (€E0> e s D 1y [(1—1)z] (9.45)
) im
@3 (2) 50 <eEO> e 8D 1 i, [—(1+41)2] (9.46)
_ 2 \4 _mA
P1(sso = () @ FDppl-(-0 (9.47)
Il s’en suit que les états ”in” sont donnés par
1 A o 1
33 (2) = N* < +2\/az) ( 2\/&’2) F (2a1 + g, 201 + o, 2a; +2\/5‘Z> (9.48)
1 1 o 1
¢4(z) =NT ( +2\/az> ( Q\/az) F (1 + ag, 1 + ab, 2a%; +2\@> : (9.49)
La solution de I’équation d’Ermakov-Milne est donc
1
a 1 , 1+ Vaz
p(z)= (eE 1= ha_ aQ)) V1—az?|F (2041 + ag, 201 + o, 2a3; 2) ‘ . (9.50)
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Figure 9.1: Comportement temporel de p(t) dans le cadre de I'approximation directe de la solution de I'équation de
Klein-Gordon, en tenant compte des corrections induites par |'existence d'une longueur minimale

La figure (9.1) illustre les variations de p (t) par rapport au temps le cadre de l’approximation

directe de la solution de I’équation de Klein-Gordon (courbe bleue) comparées a celles de

\/Q()

(courbe verte). On observe une bonne superposition des deux courbes pour z < 0, tandis que pour

z >0, p(t) présente des oscillations autour de

de particules sous l'effet du champ électrique.
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Figure 9.2: Variations du nombre de particules issu de |'approximation de la solution de Klein Gordon en présence d'un
champ electrique avec une longueur minimale.

La figure (9.2) montre 1’évolution temporelle du nombre de particules N (¢) pour un mode
donné. On observe augmentation rapide au voisinage de z = 0, suivie d’un régime quasi-stationnaire
caractérisé par de petites oscillations autour d’une valeur constante. Cependant, on remarque
également qu’a mesure que z (ou t) augmente, les oscillations s’élargissent progressivement. Cela
peut traduire la non-stationnarité du nombre de particules due au terme (k + eEgt)4 dans I’équation
de Klein Gordon ou nien l'invalidité de I’approximation utilisée, (1 — az?)? =~ (1 — 2a2?), lorsque

az? et comparable a 1.

9.6 Approximation semi-classique avec longueur minimale

Nous examinons maintenant ’application de I’approximation semi-classique uniforme dans le
cas d’un champ électrique constant lorsque les effets d’une longueur minimale sont pris en compte.

Dans ce cadre, I’équation de Klein-Gordon associée prend alors la forme

d2
[dt2 + Qi(t)] br(t) = 0. (9.51)

ou la fréquence dépendante du temps s’écrit

Qi (1) = \/ (k + eEgt)* + ? (k + eEogt)* +m2. (9.52)

Afin de traiter l'intégrale intervenant dans ’expression définissant A (cf. (8.22)), il est commode

d’introduire la variable adimensionnée z = /eEyt + ﬁ, de sorte que 'on obtient
T zi
ZE)‘ = / VAo + 22+ 2az%dz (9.53)
2

ou z; et z; désignent les deux points tournants, solutions de Ao + 22 4 2az* = 0. Le polynéme

quartique peut étre factorisé sous la forme

Ao + 2% + 202t = 2a (2% + a®) (2* + a?) (9.54)
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avec
11
2 —_— — — — J—
b= = V= 8ak (9.55)
11
a® = — + —+/1 —8a, (9.56)
4o 4o
et .
— = V20 (1420 + 8aA}) . (9.57)

Cette factorisation fait apparaitre deux paires de points tournants. La premiere, correspondant a la
physique standard, converge vers les points tournants usuels lorsque S — 0. La seconde, induite par
le terme quartique, est rejetée a l'infini dans cette méme limite. Il convient néanmoins d’examiner la
contribution respective de ces deux paires. Pour évaluer I'intégrale, on effectue la rotation z — iz,
ce qui permet de la ramener a une intégrale réelle de type elliptique. On utilise alors les formules

suivantes (pour a > b > 0) :

/Ob V(@? = b?) (2% — a?)dz = % [(GQ +0°)E <Z> — (@ - K <b>] 7 (9.58)

a

[(a2 +0*)E (Z) — 20°K <Z>] , (9.59)

T b
23)\ = 22’\/%/0 V(22 — a?) (22 — a?)dz.

et

/a V(22 —0?) (22 — a?)dx =
b

wle

Then by the use of the following integral

/Ob V(@2 —12) (22 — a?)da = % [(a2 +V)E <2> (@)K <b>] 7 (9.60)

a

ou K (k) et E (k) sont respectivement les intégrales d’Euler de premiere et de seconde espece. En
tenant compte du fait que K (k) et E (k) ont les développements suivants pour les petites valeurs
de k,

T 1 9
Kk)== (142K + —k*+ .. 61
(k) 2<+4k:+64k+> (9.61)
1 3
E (k) = g <1 LA ) : (9.62)

Il en résulte que la paire de points tournants ordinaires contribue par
3
A=X |1+ Za)\o R (963)
tandis que la paire supplémentaire fournit la contribution
1

A~ = (9.64)

«
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Dans la limite o << 1, la contribution exponentielle associée aux points tournants usuels,

N7 = exp <—7T)\0 <1 + ia)\())) ,

domine largement celle provenant de la seconde paire,
T
N3 =~ exp (——) .
!

La solution approchée de I’équation d’Ermakov-Milne s’écrit alors

p0= <on>

La figure (9.3) représente le nombre de particules créées dans le cas d’un champ électrique

Do (- (1+D)EW®)|. (9.65)

constant en présence d’une longueur minimale, tel qu’obtenu a partir de cette approximation. On
observe les trois phase attendues; une phase stationnaire lorsque z < 0, ou le nombre de particules
demeure pratiquement nul, une phase non adiabatique, au voisinage immédiat de z = 0, avec une
croissance abrupte de N(t) et enfin une phase stationnaire, dans la région z < 0, ou N (t) atteint
rapidement un plateau autour d’une valeur asymptotique représentée par la ligne pointillée. Cette

valeur correspond au résultat de [136].
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T
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k
JeEt+
V eE

Figure 9.3: Nombre de particules créées avec champ électrique et longueur minimale : résultats de |'approximation uniforme.

De plus, I'existence d’une valeur limite stationnaire indique clairement que la non-stationnarité
résiduelle observée dans N (t) au sein de la premieére approximation ne provient pas du terme quartique
(k+ eEot)4 dans I’équation de Klein-Gordon, mais bien de la non-validité de ’approximation
(1 — az?)? = (1 — 2a2?), des lors que az? devient comparable & 1'unité.

La figure (9.3) met ainsi en évidence la robustesse de I’approximation semi-classique uniforme
par rapport a la méthode initiale fondée sur ’approximation directe de la fonction d’onde. La
premiere en particuliers parvient a reproduire correctement la saturation de N(t) a long terme,
tandis que la seconde demeure affectée par des effets non stationnaires dus aux limites de validité

de 'approximation utilisée (voir figure (9.4).)
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Figure 9.4: Comparaison des variations de N (t) obtenues a partir des deux approximations.

9.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons examiné en détail la dynamique de création de particules par un
champ électrique constant et uniforme en présence d’une longueur minimale. Nous nous somme
appuyé sur deux stratégies d’approximation de la solution de I’équation d’Ermakov-Milne.

Nous avons d’abord analysé la méthode fondée sur une approximation directe permettant d’écrire
I’équation de Klein Gordon sous la forme de I’équation différentielle de Riemann. Dans ce cadre,
nous avons montré que le nombre de particule ainsi obtenu subisse une montée rapide au voisinage
de la région non adiabatique, z ~ 0. Cette méthode cependant présente des limites dés que 'on
s’éloigne de z ~ 0. En particulier, nous avons mis en évidence que la non-stationnarité persistante
de N (t) dans cette approche ne résulte pas du terme quartique présent dans la fréquence effective,
mais de la rupture de validité de ’approximation lorsque devient de ’ordre de I'unité.

Afin de surmonter ces difficultés, nous avons développé une approximation semi-classique uniforme
reposant sur la construction de solutions associées a un potentiel de référence dont la structure
analytique est maitrisée. Cette méthode, adaptée aux systemes possédant plusieurs points tournants,
reproduit fidelement la saturation de N (¢) a long terme et rend compte de maniére homogene de
la dynamique intermédiaire, y compris dans les régimes ou ’approximation directe échoue. Les
résultats numériques confirment ainsi I'avantage de I’approche uniforme.

Ce chapitre établit donc les fondements analytiques et conceptuels nécessaires pour étudier de
facon fiable la création de particules par un champ électrique en présence d’une longueur minimale.
Il ouvre ainsi des perspectives pour l’extension de la méthode semi-classique uniforme a des champs

électriques dont la dépendance temporelle est plus complexe.
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Chapitre 10
Conclusion générale

La théorie quantique des champs en présence de champs extérieurs non stationnaires comporte
une ambiguité fondamentale dans la définition du vide quantique et, par conséquent, dans celle de la
particule. En effet, la dépendance temporelle du champ extérieur rompt la symétrie de Poincaré, de
sorte qu’aucun état du vide ne peut étre sélectionné de maniere privilégiée. L’étude proposée dans
cette these s’est concentrée sur la définition d’un état de vide invariant relié au vide adiabatique, dans
le but d’établir une expression précise du nombre de particules créées en fonction du temps, et cela
en adoptant une démarche basée sur la méthode des invariants d’Ermakov-Lewis. L’approche suivie
a rendu possible ’analyse de 1’évolution temporelle du phénomeéne de création de particules, non
seulement a ’équilibre stationnaire dans le passé et le futur lointains, mais aussi au cours de la phase
intermédiaire. La dynamique hors équilibre de la création de particules a été étudiée a partir des
solutions de ’équation d’Ermakov-Milne, en prenant en compte deux situations physiques différentes,
qu’il s’agisse de ’expansion de 'univers ou de la présence d’un champ électrique dépendant du
temps.

Tout d’abord, dans le premier chapitre, nous avons abordé la diversité des principales formulations
de la mécanique quantique. En présentant une vision globale de leurs notions fondamentales, nous
avons souligné la complémentarité de leurs différentes approches. Bien que variées, ces méthodes
théoriques se renforcent mutuellement et constituent des procédés particulierement adaptés a la
description de systémes isolés et/ou dépendants du temps. A travers cette présentation, nous avons
pu mettre en lumiere le développement de la mécanique quantique et illustrer sa richesse conceptuelle.
La derniere partie du chapitre s’est attachée a analyser des systéemes explicitement dépendant du
temps, qui jouent un role clé dans I’étude des phénomenes dynamiques, notamment ceux qui
concernent la création de particules. Cette étude a permis de mettre en évidence le fondement
théorique de la méthode des invariants établie a partir de ’équation d’Ermakov-Milne. Celle-ci
permet d’analyser la dynamique quantique résultant de la dépendance temporelle sans passer par
les hypotheses restrictives sur le caractére lent (adiabatique) ou brutal de cette variation. Nous
avons ainsi pu montrer que la structure riche des systemes hors équilibre fournit une base pour
étudier le phénomene de création de particules dans un champ extérieur dépendant du temps.

A la suite de I'analyse effectuée au premier chapitre, nous avons montré au deuxieme chapitre
que de nombreuses formulations initialement développées en mécanique quantique peuvent étre
généralisées et utilisées dans le cadre de la théorie quantique des champs, afin d’étudier la création

de particules sous l'effet d’'un champ électrique dépendant du temps. Nous avons d’abord passé en
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revue la technique de quantification canonique du champ scalaire complexe libre. Ensuite, nous
avons pris en compte l'interaction avec un champ électrique intense, lequel conduit & I'instabilité
du vide quantique qui se manifeste par la création de paires particule-antiparticule. La littérature
rapporte plusieurs approches dans ce domaine, dont nous avons introduit les concepts fondamentaux
de certaines d’entre elles dans le but de calculer la probabilité de création ou la densité de particules
créées. Enfin, les résultats issus de cette analyse nous ont permis d’établir des liens et de discuter de
I’équivalence entre certaines de ces approches.

Dans le troisieme chapitre, nous avons étudié la création de paires de particules scalaires par
certains champs électriques dépendant du temps en utilisant I'invariant d’Ermakov-Lewis. Nous
avons introduit le champ quantique complexe par deux représentations ; la premiere est celle qui
diagonalise 'invariant d’Ermakov-Lewis et définit un état du vide invariant, tandis que la deuxieme
diagonalise le hamiltonien du systéeme et définit un état du vide adiabatique. La transformation
de Bogoliubov permet d’établir un lien entre les deux représentations. En choisissant une solution
particuliere de I’équation auxiliaire d’Ermakov-Milne telle que les vides adiabatique et invariant
coincident & l'instant initial (¢ — —o0), nous avons pu déterminer le nombre de particules créées
qui dépend explicitement du temps, en fonction de la solution de ’équation auxiliaire. Nous avons
également montré que la solution générale proposée par Pinney est le module de la solution de
I’équation de Klein-Gordon. Pour illustrer le phénomene de création de particules a la base de la
méthode des invariants d’Ermakov-Lewis, nous avons considéré cing formes différentes de champs
électriques homogenes dépendant du temps, pour lesquels I’équation de Klein Gordon est exactement
soluble, o1 nous avons montré graphiquement ’existence de la limite stationnaire du nombre de
particules (lorsque ¢ — o0). Dans le cas du champ électrique défini par deux parties distinctes (i.e.
composé d'un champ constant pour ¢ < 0 et d’'un champ décroissant exponentiellement pour ¢ > 0),
nous avons pu illustrer I'effet de I'extinction rapide du champ électrique sur la notion de particules
et d’états du vide, et donc sur la création de particules.

Dans le quatrieme chapitre, nous avons examiné en détail le phénomene de création de particules
dans un univers en expansion, en nous appuyant sur la formulation canonique de la théorie quantique
des champs courbes et sur la méthode des invariants d’Ermakov-Lewis. L’application de la méthode
des invariants a permis d’établir une correspondance précise entre la dynamique des modes du
champ scalaire et celle d’un oscillateur harmonique & fréquence variable. Dans ce cadre, le nombre
moyen de particules N(7) s’interpréte comme une mesure de I’écart entre le vide invariant et le vide
adiabatique, et son évolution temporelle révele trois régimes caractéristiques : une phase initiale
d’équilibre, une phase transitoire d’amplification et d’oscillations, puis une phase stationnaire ou
N(n) tend vers une valeur constante. Nous avons montré que, dans un univers dominé par le
rayonnement, la dynamique du champ scalaire reproduit ce scénario typique d’approche adiabatique,
tandis que dans l'espace de de-Sitter, la limite stationnaire peut ne pas exister : le nombre de
particules N(n) calculé en temps conforme continue a osciller indéfiniment. Enfin, ’étude de la
transition entre I’eére de de-Sitter et I’éere dominée par le rayonnement met en évidence le role essentiel
du choix du parametre temporel et de la normalisation du champ dans la définition cohérente du
concept de particule.

L’absence de régime asymptotiquement stable dans le modele de de-Sitter suggere que la

formulation directe du probleme en temps conforme n’est pas complete et nécessite une redéfinition
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du champ adaptée a la géométrie du I'espace temps. C’est ainsi que nous avons exploré, dans le
cinquieme chapitre, les reparamétrisations temporelles et la redéfinition du champ scalaire, montrant
que ces transformations sont essentielles pour établir une description cohérente et géométriquement
consistante de la création de particules, méme dans des espaces de de-Sitter ou quasi-de-Sitter.
Nous avons montré en particulier que le bon champ & quantifier est celui qui preserve la condition
d’adiabaticité. Cette approche a permis de restaurer la limite asymptotique stationnaire du nombre
de particules et de clarifier la covariance du concept de particule en espace-temps courbe.

Dans le sixieme chapitre, on s’est intéréssé a la création de particules dans un univers anisotrope,
en mettant en évidence les effets de la dynamique directionnelle de ’expansion cosmique. La
fréquence effective des modes dépendant de la direction a mis en évidence des couplages subtils entre
la géométrie et la création de particules. Nous avons montré notament que ’expansion anisotrope
peut créer des particules sans masse méme en couplage conforme. L’invariant d’Ermakov-Lewis s’est
révélé tres important pour décrire la relation entre anisotropie, adiabaticité et unitarité de ’évolution
quantique, et pour comprendre le role dissipatif de la création de particules dans l'isotropisation de
I"univers primordial.

Dans le septieme chapitre, nous avons introduit une approximation semi-classique uniforme pour
estimer le nombre de particules dans des situations cosmologiques variées, incluant des transitions
abrupte entre ’ere inflationnaire et I’ére dominée par la matiere. Cette approche consiste & ramener
le probleme initial, caractérisé par un champ scalaire soumis a une fréquence dépendante du temps,
vers un systeme de référence associé a un potentiel dont la solution est connue analytiquement. Nous
avons confirmé la présence des trois régimes dynamiques caractéristiques : régime initial, phase
transitoire et régime stationnaire final.

Enfin, dans le huitieme chapitre, nous avons exploré la création de particules en présence
d’une longueur minimale et d’un champ électrique uniforme. Comme I’équation de Klein-Gordon
correspondante ne dispose pas de solutions analytiques exactes, nous avons examiné deux méthodes
d’approximation : la reformulation ’équation de Klein-Gordon sous une forme hypergéométrique,
dont la solution est bien connue et 'approximation semi-classique uniforme. Cette analyse a mis en
évidence I'influence de la longueur minimale sur le taux de création de particules et sur la structure
du vide quantique. L’approximation semiclassique a notamment permis de reproduire fidelement la
dynamique intermédiaire et la saturation de N (¢) a long terme.

En somme, cette these illustre que la méthode des invariants d’Ermakov-Lewis apparait comme
bien davantage qu’un simple formalisme mathématique destiné a reproduire la densité des particules
créées dans un champ exterieur dépendant du temps. Elle se révele étre un cadre conceptuel
d’une remarquable richesse, apte a saisir la structure profonde des phénomenes quantiques non
stationnaires. En reliant de maniere cohérente les aspects dynamiques, géométriques et quantiques
du champ, elle met en lumiere la continuité entre I’évolution classique et la description quantique,
et confére ainsi une portée physique nouvelle a la notion méme de particule dans un espace-temps
en expansion. Par cette capacité a unifier rigueur formelle et signification physique, la méthode
d’Ermakov-Lewis s’impose comme un instrument privilégié pour comprendre, au-dela des modeles
particuliers, la genese méme du phénomene quantique dans des régimes ou la gravitation et la
dynamique du champ s’entremélent intimement.

L’approximation semiclassique uniforme, quant a elle, constitue une approche tres puissante
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pour les calculs les plus délicats. Elle offre plusieurs pistes d’amélioration possibles, parmi lesquelles

nous pouvons en citer deux particulierement pertinentes :

1. L’approximation uniforme, telle que présentée, peut étre enrichie par 'inclusion systématique

des corrections d’ordre /2, en développant la transformation sous la forme

£(n) =& (n) + & (n) + ...,

puis en identifiant les contributions ordre par ordre en puissances de h. Cette procédure
permet de mieux quantifier les effets non-adiabatiques et les fluctuations quantiques dans les

régions critiques.

2. Une seconde voie consiste a remplacer le potentiel quadratique de référence par un potentiel
paramétrique (ou potentiel d’essai), dont le parametre libre est ensuite déterminé en minimi-
sant le nombre de particules produites a l'infini. Cette méthode, de nature variationnelle,

fournit une estimation améliorée et mieux adaptée a la dynamique réelle du systeme étudié.

Ces développements pourraient non seulement améliorer la précision des prédictions théoriques,
mais également élargir la portée de 'approximation uniforme a d’autres phénomenes quantiques

dépendant du temps.
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Annexe A

Formalisme de Wigner et création de

particules

Soit la densité du nombre de particules ”out” créées

N (1) =

tl:tggwmi i 0+ 1 ()]0 — 1% ()] (A (1)) (AD)

On cherche a déterminer I'expression explicite de la formule connue pour la densité de particules
créées en fonction des solutions de 1’équation de Klein Gordon. On considere d’abord la fonction de

corrélation dans I'équation (3.155) pour t; =t — L et to =t + %

k t1+t
<<,0k (t1) on t2 V/d 0 p—iko(t2— W <1;2’]§0>' (A.2)

En substituant dans I’équation (A.1), on obtient

A . t t
NO@) = lm —~ / R0 o, 4 i (10)] [0, — % (t2)] e~ ol —12) w< s 2,k0>.

t1,t0—00 8Qk (t) 2 2
(A.3)
A partir de cette expression, nous développons les étapes de calcul comme suit
“(a ) V dk ) )
MO = m s / 0 (91,0, — i, U (b2) + 1% (£1) Doy + Qp (1) Qe (£2)]
Xe*iko(tth) W <t1 ;_ t2 , k0> (A4)
B . 1% dkg ) 1 1
= tl’grgoom / o [6t1 <2k’0 + 2(9152) + (tz) ko — §Qk (tg) 8151
X O (t1) ko + fgk 1) O+ Qe (1) Qe ()] e otz yy (LEE2 4 o4 5
2
. V dkg 1
- s / - [ko + hodh, - koatz 0001 + O (2) o
1 1
X —§Qk (tg) 8t1 + Q. (tl) ko + §Q]C (tl) 8t2 + Q. (tl) O (t2>:|
Xe—iko(t2—t1) w <t1 ;—t2 , k;0> . (AG)

161



Chapitre A — Formalisme de Wigner et création de particules

Apres avoir appliqué la limite ¢; = o = ¢ — 0o, on obtient I'expression de N ,ia) (t) en fonction de
W (t, ko)

N () = SQZ(t)/ng: |:k70+ ~0F + 2 (t) ko + O (t)} W (t, ko) (A7)
= 85)::@)/6;?[ 07 + (ko + (L‘))z} W (t, ko) . (A.8)

Ensuite, il est possible d’exprimer W (¢, ko) en fonction des solutions de ’équation de Klein
Gordon en écrivant les zla)leurs En())yennes de [(pk (t + %) ,goz (t — %)} et{cpk (t + %) ,gpz (t — %)} en
et x>,

termes des fonctions X
(o 3) et (=3)]) - (™
X <X,(j) <t + Z) ar + x5 <t + :2F> b+k) ,
/ L 77
(2r)
(0Dt (D)
[ et

T T
. <X,<j> (t t 2) e (z: - 2) o a?]

comme suit

~ T T
—x <t T 2) X <t - 2) (A.10)

({or(+3) e (=2)]) = S ™7
x <X§€+) <t+ ;F) X (t _ T) Lap,al)
x5 <t+ 2) ) (t - 2) {b+k,b_q}> (A.11)
()

_ T T
+x5) <t + 2) Al (t - 2) . (A.12)
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Chapitre A — Formalisme de Wigner et création de particules

La fonction spectrale totale W (¢, ko) devient alors

Wt ko) = D(t ko) — At ko) (A.13)

- e (D) s ()
oe-3) (- D))
pfeen( DD we

Nous insérons maintenant I’équation (A.15) dans I’équation (A.8) et on procede a une dérivation

M\'ﬂ

par rapport a T' de maniere a faire éliminer les termes dépendants de kg, a ’exception de celui de

dk;O 'LkOTlat |: (‘;) < T) X(;) (t 4 T>:|
- 2 - 2
dko @Yo (0 L
4Qk / / ( 2> Xy | t+ 5 (A.16)

x[ 57E QZQk()aa +Q2()} ekl (A.17)

I’exponentielle. Il vient donc

Ensuite, nous effectuons une intégration par parties

vl dko ko1 T\
S0 = g far [y (=38 (
_ T T o T
+x ) (t - > o) (t + 2) + 200 ) (t - 2) o) (t N 2)}
dko iror O° [ (0 (, T\
4Qk / / o712 | Xk t 5 | X—k

dko GikoT ENGYa
4Qk /dT/ 212, a7 Xop |t

4Qk / /dko (+) < Z) X(;) <t+ z) 02 (1) eihoT (A.18)

En simplifiant la derniére équation et en utilisant le delta de Dirac ¢ (T') qui vérifie [ dT 6 (T') F (T) =

F (0), la condition de normalisation

Qw20 - 0 2D ) =2 (A19)

apparait clairement. Cela nous conduit a ’expression recherchée de la densité de particules créées

B 0 + g ek

N (1) = 2 % (A.20)
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Chapitre B — Normalisation des fonctions ¢; (y)

Annexe B

Normalisation des fonctions ¢; (y)

En présence d’une longueur minimale, ’équation de mouvement obtenue possede quatre solutions,
regroupées en deux ensembles de solutions linéairement indépendantes. Comme la constante de
normalisation N associée a chaque solution est identique, il suffit de la déterminer pour un seul

ensemble comme suit

G1(y) = Ny (1—y)®F(og+az+az,00 +0ah+a3,1+a —al;y) (B.1)
Paly) = N*y™ (1-y)*® F () +az+as,a) +a+a3,1+a] —o;y) . (B.2)

Nous pouvons préciser la constante N, de maniere a satisfaire la condition de normalisation

(Wronskien) suivante

W= p1(t)pa(t) —pa(t)pr(t) (B.3)
_— (B.4)

Nous devons d’abord réécrire le Wronskien W comme suit

W o

W= [@1(y) & (y) = @2 (v) £1 ()] (B.5)
o d VaeE
Y aeli
o B.6
o 5 (B.6)
il vient donc o
Voaerly . ~ ~ ~
W=—"=—1[aW&W-20)¢ b)) (B.7)
Nous continuons le calcul en utilisant 1’analyse asymptotique des fonction ¢; (y) et ¢2 (y) quand
y — 0 ou
F (u,v,w;0) ~ 1. (B.8)
On obtient alors
Pr(y) = Ny~ (B.9)
Paly) = N'y™, (B.10)
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Chapitre B — Normalisation des fonctions ¢; (y)

et
d ~ ap—1
d—ygol = Nayy (B.11)
d * 1 al—1
d—yg@ = N'ajy (B.12)
Par substitution de ces résultats dans 1’équation (B.7), on trouve
VaekE
W = |NJ? % (o1 —af) (B.13)
/i
= NP YEER0 (Z\/l —)\a—a2> (B.14)
2 o
i |eE
- |N2;\/2°(1—Aa_a2), (B.15)
et on déduit que
T
a
N|=2 . B.16
al (eEO(l—Aa—a2)> ( )
Imposons maintenant que
N = |NJexp (i),
ou la phase 1 est choisie de sorte que
A 1
¥ = —Ilna+—In2
4 o
AL
= In (a4 2a) .
En tenant compte de cette normalisation, les solutions ¢; (y) sont données par
A1 o} 4
1) = 20 (a2t S
¢1(y) exp |iln (a3 Fo(l—ra—ay) ! (1-y)
><F(0q+a2+a3,a1+o/2+a3,1+041—o/l;y) (B.17)
1
A1 « @
SR ) i
@2 (y) exp |—iln (a1 Fo(l—ra o) ! (1—-y)
XF (o) + az 4+ ag, o) + o+ ag, 1+ o) — a3 y) (B.18)
1
A1 o 4
) = 2o [ uda!)] o
¢3(y) exp [i1n o4 Fo(1=a—a?) (1-y)"y
XF (201 + a2, 201 + aby, 20331 — ) (B.19)
1
A1 « 4 /
5 — 9 [7'1 ( *25)} 1 - y)% gy
¢4 (y) exp [—iln (a3 o (1= ha — a?) (1-y) "y
XF (14 a1+ a),2a3;1—y) . (B.20)
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Chapitre C — Limite de ¢; (y) lorsque o« — 0

Annexe C

Limite de ¢; (y) lorsque a — 0

Comme indiqué au chapitre 8, nous devons étudier le comportement asymptotique des ensembles
de solutions de I’équation de Klein Gordon, pour déterminer la solution de ’équation d’Ermakov
Milne. Nous présentons ci-dessous l'analyse asymptotique de la fonction @; (2) lorsque av — 0, qui

est donnée par

01(2) = 2exp [iln (aﬁzéﬂ <eE0(1 _a)\a_oﬁ))i (1—2\/&;;)“1 (1 +2\/&z>°‘3

1
x F <2a1 + a9, 201 + b, 2a; ﬁ) . (C.1)

Avant tout, on la réécrit sous cette forme

PN

(1_2@2)@1 <1+2¢az>a3

w10 = 2o fim(at28)] (=)

1 1 13
X AF<a,b,2;a22> + B\/EZF<a+2,b+2,2;ozz2> , (C.2)
en utilisant cette propriété
1 1-¢ 1 5 1 13 5
F | 2a,2b b+ —=2 | =AF b, —; B¢ F — b+ =, = .

(CL, 7CL+ +27 2 ) (CL, 527§>+ f (CL+2, +272a€>) (CB)

ou il convient d’abord de vérifier la condition suivante

1

20[1 :a+b+§, (C4)

avec

fl“(a—i—b—i—l)
[at3)T(0+3)
2yal (a+b+3)

B = T'(a)T(b) (C.6)
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et
1 7 7 1
= —+—V1-da—-a?+ —/1-2xa—-a? C.7
a 4+2a « a+2a o 404 (C.7)
b= o LT da—ar— 1 2a— ta2 (C.8)

En prenant o — 0, les coefficients a et b s’écrivent approximativement comme suit

1 4 3
1 4
b ~ -+ —. C.10
1T (C.10)
En utilisant les limites
, 1 2?2 1,
slggoF (s,r, 3 b) = 1F (r, 53 > (C.11)
limaa = i, (C.12)
a—0
avec cette propriété
1 1
Flsr=2*)=F(rs = 2?), (C.13)
2 2
nous obtenons les résultats suivants
1 1 iz? 1
lim F <a,b, ;az2> ~ lim F (b,a, =; ZZ) = (b, ;iz2> (C.14)
a—00 2 a—00 2" a 2
, 1 13 , 1 1 3 iz? 9
ahﬁr&F <a—|— §,b—|— 375 0% > ~ slggoF <b+ 5,@—1— 2’27.9) =1 (b—{— —, =iz )(0.15)
1
I(a+b Jlr 3) — (14N  F (=X (C.16)
T (a + 5)
1
I'(a+b+3) IO TETRSV IR JCTRONY (C.17)
I (a)
Puisque
1 _ a1 1 a3 1 _ 2
vaz +vaz = expqog |ln as (C.18)
2 2 4
~ o iE ) (C.19)

I'équation (C.2) devient donc

(C.20)
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Ici, Pexpression de @1 (2) nous conduit & utiliser la propriété suivante

p 22 T 1—-p 1 a? x 1—p 3 2?
Dp (ﬂf) = 27236 4 L 1F1 <p, -3 ) -V 277'@ 1F1 (p, 5, 2> s (021)
2

T (1%7) 2 22 2
ol
p = —Qb:—%—%)\ (C.22)
r = (141)=. (C.23)
On obtient donc .
&1 () ~ (ezb)e— (292%%) D, i [ +1)2). (C.24)

De maniére analogue au calcul précédent, on trouve le comportement asymptotique des solutions

P2 (y), ¢3 (y) et @4 (y) lorsque o — 0 comme suit

P2 (2) =~ <€;0> ' e % <2% e*%) D7%+%>\ [(1—1)2] (C.25)
P3(2) =~ (;Eoye? (252F) Dy o\ [ (1+0)4 (C.26)

¢

p1(2) =~ <2>4e—’“§ (2—%%—%’)1)_1 N (C.27)
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Chapitre D — Propriétés générales du graphe de Stokes

Annexe D

Propriétés générales du graphe de
Stokes

Dans I'approximation semi-classique uniforme le calcul de A consiste a une intérale sur une ligne
de Stoke reliant deux points tournants. Ici, nous discutons certaines propriétés générales que doivent
satisfaire les ligne de Stokes [29].

Considérant ’équation

2
2+ QE)| a0 =0, (D.)

ou

Q(2) =% (2) (D.2)

D.1 Symétrie dans le plan complexe

Le graphe de Stokes est symétrique par rapport a l’axe imaginaire sous la transformation
Im(z) < —Im(z).

Preuve :

Puisque @ (t) est une fonction réelle sur I’axe réel, elle satisfait donc le principe de réflexion de

Schwarz

Q)] =Q (). (D-3)

Ainsi, si z; est un point tournant (turning point), son conjugué complexe z; est également un point

tournant, car

Q(z) =0=[Q(2)]" =Q (%) =0. (D.4)

De méme, si un point z appartient a une ligne de Stokes C,,, alors z* doit étre sur une ligne de

Stokes C.x, car

*

Im {2 / 420 (z')} — 0= Im [(z / 420 (z’)>*] — Im [Z [ @ (z’)] _0. (D)

t
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Chapitre D — Propriétés générales du graphe de Stokes

D.2 Ordre des points tournants
Soit z; un point tournant du potentiel Q). Alors z; est un point tournant d’ordre 1 si
Q' () # 0. (D.6)

Preuve :

Autour du point tournant z ~ z, le potentiel @ (z) se comporte comme

1
Q(2)=Q (%) (2 —2) + iQ” (z) (z — 2)* + ... (D.7)
Puisque
d
Q' (2) = @Qi (2) = 4af (adz? + b3) = # 0. (D.8)
Il vient donc
zh—>Hzth12‘ (2) ~ 4af (adzf +b5) 2 x (2 — 21), (D.9)

ce qui démontre 1’énoncé.

D.3 Liaison des points tournants par un segment de Stokes

Un point tournant z; et son conjugué complexe z; sont toujours reliés par un segment de Stokes.
Preuve :

Il suffit de montrer que

Im +i/ " dz Q(2)| =0. (D.10)
2t
En utilisant [Q (2)]* = Q (2*), on trouve que
+¢/ "l Qi (2) :—i—i/ Tl (). (D.11)
2t Zt

Donc l'intégrale dans 1’équation (D.11) est réelle, alors son imaginaire est nul ou

Im = 0. (D.12)

+i/ e Qx (2)

Zt

Ce qui implique que les deux points z; et 2/ sont reliés par un segment de Stokes.

D.4 Croisement du segment de Stokes avec ’axe réel

Le segment de Stokes reliant les points tournat z; et z; croise exactement 1’axe réel une seule fois
Preuve :
Puisque les deux points ont des parties imaginaires opposées, le segment ne peut pas couper

’axe réel plus d’'une fois. En effet, supposons qu'’il y a deux croisements (ou plus) en deux points ¢1,
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to € R ou t] # to. Alors, d’apres la définition d’une ligne de Stokes

Im [2 / Yo (z)] — Im [z / o (z)] o, (D.13)

2t 2t

on écrit
to

Im [z dz (z)] =0. (D.14)

t1

Cependant, sur I’axe réel, ) est réel et positif, donc I'intégrale ﬁ’f dz Q (z) est réelle et non nulle.

Par conséquent

Im [z /t 6o (z)} _ / * e e (2) £0. (D.15)

1 t1
ce qui contredit la condition du segment de Stokes. Donc, le segment ne traverse 'axe réel qu’une

seule fois.

D.5 Les autres lignes de Stokes issues d’un méme point tournant

ne croisent pas ’axe réel

A Texception du segment reliant les points tournants z; et 2/, les autres lignes de Stokes partant
de z;, ne peuvent pas traverser ’axe réel.

La preuve est la méme que pour la propriété (4). Supposons qu’il existe deux (ou plusieurs)
lignes/segments de Stokes partant du méme point tournant z; et croisant ’axe réel en t1, t2 € R.
On obtient alors la contradiction
to

Im [z dz Oy (z)] = 0. (D.16)

t1

Par conséquent, une seule droite de Stokes, qui n’est autre que le segment de Stokes reliant z; et 2/,

peut croiser 1’axe réel.

171



Bibliographie

Bibliographie

[1] S. T.Thornton and A.Rex, Modern Physics for Scientists and Engineers, (4th ed.)
(Brooks/Cole, Cengage Learning, Boston, MA, 2013) Chap. 1.

[2] P. C. Deshmukh, Quantum Mechanics : Formalism, Methodologies, and Applications, Cam-
bridge University Press (2024)

[3] T. Padmanabhan, Quantum Themes : The Charms of the Microworld, World Scientific,
Imperial College Press, London (2009).

[4] S. Capozziello and W.-G. Boskoff, A mathematical journey to quantum mechanics, UNITEX
for Physics (Springer, Dordrecht, 2021),

[5] J. E. Bayfield, Quantum Evolution : An Introduction to Time-Dependent Quantum Mechanics.
Wiley (1999).

[6] J. Schwinger, Phys. Rev. 82 (1951) 664

=)

E. S. Fradkin, D.M. Gitman and S.M. Shvartsman, Quantum Electrodynamics with Unstable
Vacuum (Springer-Verlag, Berlin 1991)

[8] F. Gelis and N. Tanji, Prog. Part. Nucl. Phys. 87 (2016) 1.

[9] A. Fedotov, A. Ilderton, F. Karbstein, B. King, D. Seipt, H. Taya, G. Torgrimsson, Phys.
Rep., 1010 (2023) 1

[10] L. E. Parker, The creation of particles in an expanding universe. Ph.D. Thesis, Harvard
University, (1966) [arXiv :2507.05372 [gr-qc]].

L. Parker, Phys. Rev. 183 (1969) 1057

L. Parker, Phys. Rev. D 3 (1971) 346 [Erratum ibid. 3 (1971) 2546]

L. H. Ford, Rept. Prog. Phys. 84 (2021)

E. W. Kolb, A. J. Long, Rev. Mod. Phys. 96 (2024) 045005

G. Dunne and T. M. Hall, Phys. Lett. B 419 (1998) 322

G. Dunne, From Fields to Strings : Circumnavigating Theoretical Physics, (2005) pp. 445-522

S. P. Kim, H. K. Lee, Y. Yoon, Phys.Rev. D 78 (2008) 105013

G. Dunne and C. Schubert, Phys. Rev. D 72 (2005) 105004

G. Dunne, Q. Wang, H. Gies, and C. Schubert, Phys. Rev. D 73 (2006) 065028
S. P. Kim and D. N. Page, Phys.Rev. D 65 (2002) 105002

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17] S. Haouat and L. Chetouani, Phys. Scr. 75 (2007) 759.
18]

[19]

[20]

[21]

[22] S. P. Kim and D. N. Page, Phys. Rev. D 73 (2006) 065020.

172



Bibliographie

23] A. L. Nikishov, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 57 (1969)1210
24] S.P. Gavrilov, D.M. Gitman, Phys.Rev. D 53 (1996) 7162
25] S. Haouat and R. Chekireb, Eur. Phys. J. C 72 (2012) 2034

26] S. Haouat and R. Chekireb, Int. J. Theor. Phys. 51 (2012) 1704

23]

[24]

[25]

[26]

[27] V.S. Popov, JETP Lett. 13 (1971) 185.

[28] S. Biswas, J. Guha and N. G. Sarkar; Class. Quantum Grav. 12 (1995) 1591

[29] H. Taya, T. Fujimori, T. Misumi, M. Nitta and N. Sakai, J. High Energ. Phys. 2021 (2021) 82.
[30] S. Enomoto and T. Matsuda, J. High Energ. Phys. 2021 (2021) 90.

[31]

31] Y. Kluger, J. M. Eisenberg, B. Svetitsky, F. Cooper and E. Mottola, Phys. Rev. Lett. 67
(1991) 2427.

[32] S. Schmidt, D. Blaschke, G. Ropke, S. A. Smolyansky, A. V. Prozorkevich, and V. D. Toneev,
Int. J. Mod. Phys. E 07 (1998) 709

[33] V. N. Pervushin, V. V. Skokov, A. V. Reichel, S. A. Smolyansky and A. V. Prozorkevich, Int.
J. Mod. Phys. A 20 (2005) 5689.

[34] C. K. Dumlu, Phys. Rev. D 79 (2009) 065027

[35] D. B. Blaschke, A. V. Prozorkevich, G. Roepke, C. D. Roberts, S. M. Schmidt, D. S. Shkirmanov,
S. A. Smolyansky, Eur. Phys. J. D 55 (2009) 341

[36] A. A. Grib, S. G. Mamayev and V. M. Mostepanenko : Gen. Rel. Grav. 7, 535 (1976).

[37] A. A. Grib, S. G. Mamayev, and V. M. Mostepanenko, J. Phys. A : Math. Gen 13, 2057
(1980)

V. Ermakov, Univ. Izv. Kiev, Series III 9 (1880) 1
W.E. Milne, Phys. Rev. 35 (1930) 863
I. M. Gelfand and L. A. Dikii, Russ. Math. Surv. 30 (1975). 5

e )
o ©

=~
—_

R. Dabrowski and G. V. Dunne, Phys. Rev. D 90 (2014) 025021.

e~
[\

C. Bertoni, F. Finelli and G. Venturi, Phys. Lett. A 237 (1998) 331

W~
w

F. Finelli, A. Gruppuso and G. Venturi, Class. Quant. Grav.16 (1999) 3923
S. Robles-Pérez, Phys. Lett. B 774 (2017) 608

=~
(@)

T. Padmanabhan, Mod. Phys. Lett. A, 33 (2018) 1830005

I
(=)

E. Greenwood. Int. J. Mod. Phys. D 24 (2015) 1550031

T~
\]

K. Rajeev, S. Chakraborty and T. Padmanabhan, Phys. Rev. D 100 (2019) 045019
H. R. Lewis, Jr., W.B. Riesenfeld, J. Math. Phys. 10 (1969) 1458

I. A. Pedrosa, J. Math. Phys. 28 (1987) 2662

L. Chetouani, L. Guechi, T. F. Hammann, Phys. Rev A 40 (1989) 1157

=~
[0

=~
Nej

ot

= e v X 3 g ok B O O

—_— o/ — —— — — — — — — — — =

ot

L. Cheriet, Méthode des invariants et création de particules, Mémoire de Master, Université
de Jijel, 2018.

[52] L. Cheriet and S. Haouat, Int. J. Mod. Phys. A 40 (2025) 2550094

173



Bibliographie

[53] D. F. Styer, M.S. Balkin, K.M. Becker, M.R. Burns, C.E. Dudley, S.T. Forth, J.S. Gaumer,
M.A. Kramer, D.C. Oertel, L.H. Park, M.T. Rinkoski, C.T. Smith, T.D. Wotherspoon, Am. J.
Phys. 70(3), 288-297 (2002).

| W. Heisenberg, Z. Phys. 33 (1925) 879-893.
| M. Born and P. Jordan, Z. Phys. 34 (1925) 858-888.

6] E. Schrodinger, Annalen der Physik 79 (1926) 361-376.
| E. Schrodinger, Annalen der Physik 81(1926) 109-139 .
| R. P. Feynman, Rev. Mod. Phys. 20 (1948) 367-387 .

]

R. P. Feynman and A. R. Hibbs, Quantum Mechanics and Path Integrals (McGraw-Hill, New
York, 1965).

0] S. Haouat , These de Doctorat, Université de constantine 1, (2008)
1] P. A. M. Dirac, Proc. R. Soc. London, Ser. A 114 (1927) 243-265.

2] H. J. Lipkin, Quantum Mechanics : New Approaches to Selected Topics (North-Holland,
Amsterdam, 1986), Chap. 5.

| J. von Neumann, Nachr. Ges. Wiss. Goettingen (1927) 245-272.

| U. Fano, Rev. Mod. Phys. 29 (1957) 74-93.

| E. P. Wigner, Phys. Rev. 40 (1932) 749-759.

6] Y. S. Kim and E. P. Wigner, Am. J. Phys. 58 (1990) 439-448.

| P. Jordan and O. Klein, Z. Phys. 45 (1927) 751-765.
| J. Schwinger, Quantum Kinematics and Dynamics (Addison-Wesley, Reading, MA, 1991)
]

J. Schwinger, Quantum Mechanics : Symbolism of Atomic Measurements (Springer-Verlag
Berlin Heidelberg 2001)

[70] M. Boudjema-Bouloudenine, T. Boudjedaa and A. Makhlouf, Eur. Phys. J. C 46, 807 (2006).
[71] J. Schwinger, Journal of Mathematical Physics, 2 (1961) 407-432.

[72] L. V. Keldysh, Soviet Physics, JETP, 20 (1965) 1018-1026, .

(73] D. Bohm, Phys. Rev. 35 (1952) 166-179 et 180-193.

[74] J.-H. Kim and H.-W. Lee, Can. J. Phys. 77 (1999) 411-425.

[75] R. A. Leacock and M. J. Padgett, Phys. Rev. D 28 (1983) 2491-2502.

[76] A Gharbi, A Bouda, Physica Scripta 88 (2013) 045007

[77] A Gharbi, S Touloum and A Bouda, Mod. Phys. Lett. A 30 (2015) 1550082

[78] G. Parisi and Y.-S. Wu. Sci. Sin. 24 (1981) 483.

[79] S. Haouat, N. Chine, and L. Chetouani, Can. J. Phys. 87, 399-405 (2009).

[80] M. Namiki, Stochastic quantization (Springer, 1992)

[81] E. Pinney, Proc. Am. Math. Soc. 1 (1950) 681.

[82] H.R. Lewis Jr., Phys. Rev. Lett. 18 (1967) 510, Erratum Phys. Rev. Lett. 18 (1967) 636
[83] C.J. Eliezer and A. Gray, STAM J. Appl. Math. 30 (1976) 463.

174



Bibliographie

84] R. M. Hawkins and J. E. Lidsey, Phys.Rev. D 66 (2002) 023523

[84]
[85] A. Geralico, G. Landolfi, G. Ruggeri, G. Soliani, Phys.Rev. D 69 (2004) 043504
[86] S. P. Kim and W. Kim, Journal of the Korean Physical Society 69 (2016) 1513
[87]

87] I. S. Gradshteyn and I. M. Ryzhik, Table of Integrals, Series, and Products (Academic Press,
1979).

[88] B.L. Spokoiny, Phys. Lett. A 88 (1982) 328

[89] T. C. Adorno, R. Ferreira, S. P. Gavrilov, D. M. Gitman, Int. J Mod. Phys. A 33 (2018)
1850060

90] S.P. Gavrilov, D.M. Gitman, J.L. Tomazelli, Nucl. Phys. B 795 (2008) 645.
91] P. R. Anderson, E. Mottola, and D. H. Sanders, Phys. Rev. D 97 (2018) 065016

[90]

[91]

[92] A. Ilderton, Phys. Rev. D 105 (2022) 016021.

[93] R. Dabrowski and G. V. Dunne, Phys. Rev. D 94 (2016) 065005.
[94]

94] M. Abramowitz and I. A. Stegun, Handbook of Mathematical Functions (Dover, New York,
1964)

[95] R. Schuetzhold, H. Gies, G. Dunne, Phys. Rev. Lett. 101 (2008) 130404
[96] A. Di Piazza, E. Lotstedt, A. I. Milstein, C.H. Keitel, Phys. Rev. Lett. 103 (2009) 170403.

[97] A Alvarez-Dominguez, J. A. R. Cembranos, L. J. Garay, M. Martin-Benito and A. Parra-Lopez,
Phys. Rev. D 108 (2023) 065008

[98] I. A. Aleksandrov, D. G. Sevostyanov, and V. M. Shabaev, Phys. Rev. D 111 (2025) 016010
[99] I. Antoniadis, P. O. Mazur and E.Mottola, New J. Phys. 9, 11 (2007)

100] J. V. Narlikar, Introduction to cosmology, 2nd Ed. (Cambridge University Press 1993)

101] G. Schéfer et H. Dehnen : J. Phys. A : Math. Gen, 13, 517 (1980).
]
]
]
]

[

[

[102] E. Mottola, Phys. Rev. D 31, (1985) 754

[103] J. Haro and E. Elizald ; J.Phys. A : Math. Theor. 41, 372003 (2008).
[104] S. Winitzki, Phys. Rev. D 72 (2005) 104011

[

105] R. B. Dingle, Asymptotic expansions : their derivation and interpretation, (Academic Press,
London, 1973).

106] R. Lim and M. V. Berry, J. Phys. A Math. Gen. 24 (1991) 3255-3264.
107] J. Haro, J. Phys. A : Math. Theor. 44 (2011).
108] A. M. Polyakov, Nucl. Phys. B 797, 199 (2008)
109] A. M. Polyakov, Nucl. Phys. B 834, 316 (2010)

111] K. C. Jacobs, Astro. J. 153, 661 (1968).
112] L.O. Pimentel, F. Pineda, Gen. Rel. Grav. 53 (2021) 62.

[106]
[107]
[108]
[109]
[110] K. Rajeev, S. Chakraborty and T. Padmanabhan, Gen Relativ Gravit 50 (2018) 116.
[111]
[112]
[113] I. H. Duru, Gen Relat Gravit 26 (1994) 969-978.

[114]

114] M V Berry and K E Mount, Rep. Prog. Phys. 1972 35 315-397

175



Bibliographie

[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[

134] S. Minwalla, M. Van Raamsdonk and N. Seiberg, JHEP 02 (2000) 020.
135] R. J. Szabo, Phys. Rep. 378 (2003) 207.
136] S. Haouat and K. Nouicer, Phys. Rev. D 89, (2014) 105030

115] A. Balantekin, S. Fricke, and P. Hatchell, Phys. Rev. D 38,(1988) 935
116] A. Balantekin, J. Seger, and S. Fricke, Int. J. Mod. Phys. A 6, (1991) 695
117] G. Dunne and T. M. Hall, Phys. Rev. D (1997)
118] L. V. Keldysh, Soviet Physics, JETP, 20 (1965) 2354
119] E. Bresin and C. Itzykson, Phys. Rev. D 2 (1970) 1191.
120] A. Kempf, J. Math. Phys. 35 (1994) 4483.
121] A. Kempf, G. Mangano and R. B. Mann, Phys. Rev. D 52 (1995) 1108.
122] S. Hossenfelder, Living Rev. Relativity 16 (2013) 2.
123] A. Tawfik and A. Diab, Int. J. Mod. Phys. D 23 (2014) 1430025
124] C. A. Mead, Phys. Rev. B 135, 849 (1964)
125] G. Veneziano, Europhys. Lett. 2 (1986) 199.
126] D. Amati, M. Ciafaloni, and G. Veneziano, Phys. Lett. B 197 (1987) 81
127] K. Konishi, G. Paffuti, and P. Provero, Phys. Lett. B 234 (1990) 276.
128] M. Kato, Phys. Lett. B 245 (1990) 43
129] L. J. Garay, Int. J. Mod. Phys. A 10 (1995) 145
130] F. Scardigli, Phys. Lett. B 452 (1999) 39.
131] F. Scardigli and R. Casadio, Class. Quant. Grav. 20 (2003) 3915.
132] R. J. Adler and D. I. Santiago, Mod. Phys. Lett. A 14 (1999) 1371.
133] M. R. Douglas and N. A. Nekrasov, Rev. Mod. Phys. 73 (2001) 977.

]

]

]

176



	Introduction générale
	La mécanique quantique et ses formulations
	Introduction
	Mécanique matricielle (Heisenberg)
	Mécanique ondulatoire (Schrödinger)
	Intégrale de chemin (formulation de Feynman)
	Seconde quantification
	Matrice densité: Formalisme de von Neumann
	Formultion dans l'espace des phases (Wigner)
	Principe d'action de Schwinger
	Formulation de l'onde pilote
	Formulation Hamilton-Jacobi quantique
	Mécanique quantique stochastique
	Systèmes dépendant du temps
	Différente approches selon le régime de variation temporelle
	Méthode des invariants
	Intégrales de chemin

	Conclusion

	Création de paires sous l'action d'un champ électrique
	Introduction
	Le champ scalaire complexe libre
	TQC en présence d'un champ électrique: Création de paires
	TQC en présence d'un champ électrique
	Interprétation en termes de particules
	Création de particules à partir du vide
	Champ électrique constant

	Action effective de Schwinger
	Lien avec la méthode canonique de Bogoliubov

	Méthode semiclassique
	Diagonalisation d'Hamiltonien
	Formalisme de Wigner
	Théorie cinétique quantique
	Méthode des invariants
	Conclusion

	Equation d'Ermakov-Milne et création de paires en champs électriques dépendant du temps
	Introduction
	Champ complexe et invariant d'Ermakov-Lewis
	Création de particules
	Solution de l'équation d'Ermakov-Milne
	Exemples
	Champ électrique constant
	Champ électrique de Sauter
	Champ électrique décroissant exponentiellement
	Extinction exponentielle du champ électrique

	Conclusion

	Création de particules en cosmologie
	Introduction
	Friedmannologie: différents régimes pour l'expansion de l'Univers
	Écriture unifiée du facteur d'échelle en temps conforme
	Théorie quantique des champs dans un univers en expansion
	Méthode des invariants
	Création de particules

	Univers dominé par le rayonnement
	Espace de de-Sitter
	Troncature du développement adiabatique et nombre de particules

	Transition entre l'ère de de-Sitter et l'ère dominée par le rayonnement
	Conclusion

	Mais quel champ devons-nous vraiment quantifier ?
	Introduction
	Cadre géométrique pour les redéfinitions de champ
	Choix de la variable de champ et interprétation des particules
	Quantification des particules dans le temps cosmique
	Passage au temps conforme
	Développement adiabatique

	Retour sur la création de particule dans l'espace de de-Sitter
	Nombre de particules dépendant du temps cosmique
	Nombre de particules dépendant du temps conforme

	Conclusion

	Création de particules dans un univers anisotrope
	Introduction
	Quantification du champ scalaire en temps cosmique
	Exemples illustratifs
	Solution exacte pour a(t) = eHt et b(t) = 1
	Solution exacte pour a(t)=a0t et b(t)=1

	Métrique de Kasner généralisée
	Solution exacte pour q=0

	Temps conforme généralisé dans l'espace-temps de Bianchi I
	Application: métrique de Kasner généralisée

	Conclusion

	Approximation semi-classique uniforme
	Introduction
	Potentiel quadratique
	Approximation semi-classique uniforme
	Exemple résoluble
	Solution exacte
	Approximation uniforme

	Univers dominé par la matière
	Transition entre l'ère de-Sitter et l'ère dominée par la matière
	Conclusion

	Création de particules par un champ électrique en présence d'une longueur minimale
	Introduction
	Longueur minimale et principe d'incertitude généralisé
	Équation de Klein-Gordon en présence d'une longueur minimale
	Création de particules
	Solution pour un champ électrique constant
	Approximation semi-classique avec longueur minimale
	Conclusion

	Conclusion générale
	Formalisme de Wigner et création de particules
	Normalisation des fonctions i( y) 
	Limite de i( y)  lorsque 0
	Propriétés générales du graphe de Stokes
	Symétrie dans le plan complexe
	Ordre des points tournants
	Liaison des points tournants par un segment de Stokes
	Croisement du segment de Stokes avec l'axe réel
	Les autres lignes de Stokes issues d'un même point tournant ne croisent pas l'axe réel




