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Notations

p− valeur La probabilité observer.

Cx
n Coefficient binomial.

π(θ) La loi a priori.

π(θ | x) La loi a posteriori.

∝ Proportionelle à .

PP Probabilité prédictive.

B la fonction Beta.

B La loi binomiale

Be La loi beta

Be− B La loi beta-binomiale

SCC Succés clinique composite.

E Expérimental.

C Contrôle.

AI Analyse intermédiaire.

FDA Food and Drug Administration.

I(θ) L’information de fisher.

1 La fonction indicatrice
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Introduction générale

Les essais cliniques sont une étape nécessaire à la mise en service d’un médicament sur

le marché [22]. On va s’intéresser aux essais de phase II dont l’objectif est de déterminer

la posologie optimale du produit en terme d’efficacité et de tolérance sur une population

limitée et homogène de patients (quelques centaines). Nous nous concentrons particulière-

ment sur les essais de phase IIB qui sont des études multi-bras pour comparer l’efficacité

du nouveau médicament par rapport aux médicaments standard ou d’autres médicaments

expérimentaux, nous utilisons dans ce cas les tests d’équivalence et de non-infériorité [14].

Plusieurs méthodes statistiques ont été développées pour définir des règles d’arrêt

en terme d’efficacité des nouveaux dispositifs médicaux dans la planification des essais

cliniques de phase II mais elles reposent sur une première analyse après l’inclusion d’un

nombre fixe de patients. Au cours d’un essai, l’information s’accumule progressivement

au fur et à mesure des inclusions et du suivi des patients. Mais c’est seulement au terme

de l’essai, après avoir recruté l’effectif prévu et suivi les patients avec le recul prévu,

que la quantité d’information est suffisante et que les données peuvent être analysées.

Cependant, des analyses intermédiaires à la recherche de l’effet du traitement en cours

d’essai sont envisageable pour diverses raisons avant que tous les patients prévus aient été

recrutés et/ou avant la fin de la période de suivi initialement prévue.

Notre objectif du mémoire c’est de donner les méthodes statistiques adaptatives pour

démontrer l’efficacité ou la supériorité d’un nouveau traitement par rapport à un autre

de contrôle via des tests d’hypothèse bien choisis.

On utilisera les deux approches d’un fréquentistes, et l’autre bayésiennes pour définir

des règles d’arrêt dans le contrôle intermédiaire. Ces règles d’arrêt prennent en compte

des considérations éthiques et économiques.

À cet égard, Food and Drug Administration (FDA) "l’agence américaine des produits

alimentaires et médicament" recommande l’importance de choix de la méthode pour l’ana-
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lyse des résultats intermédiaires et exige que les procédures réalisent les deux contraintes

d’erreurs de type I et de type II des tests statistiques [25].

Ce mémoire comporte trois chapitres :

• Le premier chapitre est un aperçu sur les essais cliniques, nous avons introduit les

notions des tests randomisé, et nous avons présenté les tests d’équivalence et de non-

infériorité et leur utilisation dans les essais cliniques. En ce basant aussi sur l’analyse

intermédiaire dans les essais des dispositifs médicaux.

• Le deuxième chapitre est consacré à l’approche bayésienne et ses méthodes adapta-

tives aux essais cliniques de phase II. Nous avons aussi présenté des règles d’arrêt bayé-

siennes qui respectent les conditions de FDA pour les essais bayésiens.

• Dans le troisième chapitre, nous avons illustré notre point de vue par une application

inspirée de l’article de Greg Maislin. (2011) [11]. en choisissant de calculer la probabilité

a postériori pour démontrer la supériorité d’un nouveau dispositif médical par rapport à

un autre de référence, en utilisant une seule analyse intermédiaire.
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Chapitre 1

Tests statistiques dans les essais

cliniques

Dans ce chapitre, nous allons introduire la notion des essais cliniques, et ses différentes

phases. Ainsi l’importance d’analyses intermédiaire et l’utilisation des tests statistiques

pour analyser les résultats de ces essais. Nous expliciterons aussi les tests d’équivalence

ou de non-infériorité qui sont la méthode la plus répondue pour définir une règle d’arrêt,

pour conclure la supériorité d’un traitement.

1.1 Essais cliniques

Les essais cliniques sont des études menées chez l’être humain pour démontrer la vali-

dité d’un nouveau produit thérapeutique (p.ex. un nouveau médicament, une association

de médicaments ou une méthode de diagnostic) [19]. Ils ont pour but d’évaluer les produits

thérapeutiques et d’estimer le bénéfice de leur utilisation favorable. Au cours du dévelop-

pement clinique leurs conditions optimales d’emploi sont déterminées. Le développement

d’un médicament entre le brevet et la commercialisation dure en moyenne 12 ans.

1.1.1 Les différentes phases d’un essai clinique

On distingue IV phases dans le développement d’un produit thérapeutique :

•Phase I : Le nouveau produit est testé pour la première fois chez l’homme, en général

1



CHAPITRE 1. TESTS STATISTIQUES DANS LES ESSAIS CLINIQUES

chez des volontaires sains. Dans certains cas, il n’est pas éthique de tester le produit sur les

volontaires humains sains, comme en oncologie, par exemple où le produit sera administré

à des malades ayant déjà reçu le traitement standard. Avant d’entamer une phase I, le

produit a été évalué sur des cultures cellulaires en laboratoire et sur des animaux. Le

but de cette phase est de définir la tolérance du nouveau produit et de vérifier si les

résultats toxicologiques obtenus lors du développement préclinique sont comparables à

ceux obtenus chez l’homme. La 1ere phase permet de déterminer la dose maximale tolérée

chez l’être humain.

Ces essais sont souvent menés sur quelques dizaines (20 à 100) volontaires sains [9].

•Phase II : Lors de la 2eme phase, on s’intéresse à la détermination de la posologie

optimale du produit en termes d’efficacité et de tolérance sur une population de patients

limitée et homogène.

Ces essais sont souvent menés sur des petits groupes de sujets (100 à 200 sujets).

• Phase III : Cette étape a pour objectif de prouver l’efficacité du nouveau produit

par rapport à un produit de référence déjà commercialisé ou par rapport à un placebo,

c’est-à-dire un traitement sans activité pharmacologique.

Les essais concernent un plus grand nombre de patients (500 à 3000) qui sont des malades

volontaires.

•Phase IV : Il s’agit de la seule phase qui est réalisée après la commercialisation

du produit. Ces essais vont approfondir les connaissances du produit dans les conditions

réelles d’utilisation et de ses effets secondaires sur une population importante.

Les phases II, III et IV peuvent comprendre plusieurs essais cliniques.

Définition 1.1.1 (Placebo).

C’est un produit qui ressemble en tout point à la molécule active étudiée dans l’essai

clinique mais qui ne contient pas de substance active. Le placebo sert de comparateur au

condidat médicament étudié.

1.1.2 Essais de phase II

Dans cet mémoire, nous abordons les considérations conceptuelles et statistiques pour

le développement des essais cliniques de phase intermédiaire (phase II et phase III), où

de la toxicité on passe à l’efficacité et où les essais sont menés sur des groupes beaucoup

plus importants de patients ( disons, 40 à 200) [4]. Nous approfondissons également le

2



CHAPITRE 1. TESTS STATISTIQUES DANS LES ESSAIS CLINIQUES

sujet des conceptions adaptatives, sujet d’intérêt et d’utilité grandissant dans les études

de phase intermédiaire. Après avoir obtenu des informations préliminaires sur le profil

d’innocuité, la dose et le schéma d’administration d’un médicament au début (phase I)

du développement, le prochain problème est d’examiner si un médicament a une efficacité

suffisante pour justifier un développement ultérieur. Les études de phase II peuvent être

divisées en deux parties :

Phase IIA : L’évaluation initiale de l’efficacité du médicament est l’objectif princi-

pal des essais de cette phase. Généralement, les essais de phase IIA sont menés en tant

qu’études à un seul bras pour évaluer l’efficacité de nouveaux médicaments, dans le but

d’éliminer ceux qui sont inefficaces.

Phase IIB : Les essais de phase IIB sont des études multi-bras pour comparer l’effi-

cacité du nouveau médicament par rapport au traitement standard ou à d’autres médi-

caments expérimentaux, de sorte que le plus prometteur peut être sélectionné pour une

évaluation à grande échelle.

Le profil de toxicité des nouveaux agents peut également être évalué dans des études

de phase II.

1.2 Tests d’hypothèses

Un test d’hypothèses est une procédure basée sur l’observation d’un ou plusieurs échan-

tillons permettant de faire un choix entre deux hypothèses formulées.

Plus précisément un test d’hypothèse consiste à décider d’accepter ou de rejeter une

hypothèse spécifiant que θ appartient à un ensemble de valeurs Θ0, cette hypothèse de

référence est appelée hypothèse nulle et est notée H0. Au contraire, on définit l’hypothèse

alternative notée H1 pour laquelle θ appartient à Θ1 = Θ − Θ0, où Θ − Θ0 dénote le

complémentaire de Θ0 par rapport à Θ. En bref on identifiera cette situation en écrivant

que l’on teste :

{H0 : θ ∈ Θ0} contre {H1 : θ ∈ Θ1}.

Définition 1.2.1. Un test d’hypothèse H0 contre l’hypothèse H1 de niveau α est la donnée

d’un ensemble aléatoire R qui dépend uniquement de X tel que :

supθ∈Θ0Pθ(X ∈ R(X)) ≤ α

3



CHAPITRE 1. TESTS STATISTIQUES DANS LES ESSAIS CLINIQUES

R(X) s’appelle le domaine (la région) de rejet, si X ∈ R(X) on rejette H0, sinon on

l’accepte.

Définition 1.2.2. (Risque de première espèce)

On appelle risque de première espèce du test la probabilité de rejeter à tort l’hypothèse

H0, c’est-à-dire, rejeter H0 alors que H0 est vraie,

α(θ) = PH0({accepterH1}) = PH0(R)

Où PH0 est la loi de probabilité sous l’hypothèse H0.

Définition 1.2.3. (Risque de seconde espèce)

On appelle risque de seconde espèce du test, la probabilité de rejeter à tort l’hypothèse

H1, c’est-à-dire, accepter H0 alors que H0 est non vraie,

β(θ) = PH1({accepterH0}) = PH1(R
c)

Où PH1 est la loi de probabilité sous l’hypothèse H1.

Définition 1.2.4. Le niveau du test est la probabilité maximale de rejeter à tort l’hypo-

thèse nulle,

α = supPθ(R), θ ∈ Θ0.

On dit qu’un test est exactement de niveau α, α ∈ [0, 1] si et seulement si

∀θ ∈ Θ0, Pθ(R) ≤ α.

Définition 1.2.5. La puissance du test est une fonction de Θ1 dans [0, 1] définie par

puissance(θ) = Pθ(R), θ ∈ Θ1.

Il est clair que puissance(θ) = 1− β(θ).

Définition 1.2.6. Un test est dit sans biais si

puissance(θ) ≥ α, ∀θ ∈ Θ1,

α étant le niveau du test.

4



CHAPITRE 1. TESTS STATISTIQUES DANS LES ESSAIS CLINIQUES

1.2.1 Test randomisé

Définition 1.2.7. (Modèle statistique)

on appelle "Modèle statistique" le triple (X ;A;P) òu
X est un ensemble appelé espace des résultats.

A est une tribu de parties de X .

P est une famille de probabilité sur l’espace mesurable (X ;A).

Définition 1.2.8. On appelle test randomisé une fonction ϕ mesurable de(X ,A) dans

[0, 1] telle que ϕ(w) = γ avec

– si γ = 1 : on décide H0,

– si γ = 0 : on décide H1,

– si 0 < γ < 1 : on effectue un tirage au sort auxiliaire, indépendant de l’expérience,

à valeurs dans {0, 1} :

P{0} = γ,

P{1} = 1− γ.

Proposition 1.2.1. [15] Il existe toujours un test randomisé de niveau exactement α.

Remarque 1.2.1. Par opposition, il n’existe pas toujours de test non randomisé de ni-

veau exactement α.

Définition 1.2.9. Un test randomisé est de niveau exactement α si et seulement si∀θ ∈ Θ0, 1− Eθ(ϕ) ≤ α

∃θ ∈ Θ0, 1− Eθ(ϕ) = α.

i)Le risque de première espèce vaut 1− Eθ(ϕ), θ ∈ Θ0.

ii)Le risque de seconde espèce vaut Eθ(ϕ), θ ∈ Θ1.

Définition 1.2.10. On appelle puissance du test randomisé ϕ la quantité 1 − Eθ(ϕ),

θ ∈ Θ1.

Définition 1.2.11. Soient ϕ et ϕ′ deux tests de niveau α, on dit que ϕ et plus puissant

que ϕ′ si

∀θ ∈ Θ1, puissance (θ) = 1− Eθ(ϕ) ≥ 1− Eθ(ϕ′) = puissance′(θ).

5



CHAPITRE 1. TESTS STATISTIQUES DANS LES ESSAIS CLINIQUES

Définition 1.2.12. Un test ϕ est dit uniformément le plus puissant (UPP ) de niveau α

si  ϕ est de niveau α,

∀ϕ′ un test de niveau α, 1− Eθ(ϕ) ≥ 1− Eθ(ϕ′), θ ∈ Θ1

On dit aussi qu’un tel test est optimal.

Exemple 1.2.1. Supposons que deux laboratoires A et B produisent le même type des

dispositifs médicaux, mais le laboratoire A fournit un produit plus cher et d’efficacité

supérieure. L’efficacité d’un dispositif médical se mesure à une entité aléatoire qui est de

loi N (5; 1) pour le laboratoire A et N (4; 1) pour le laboratoire B, et ne diffère donc que

par la moyenne. Un client achète le dispositif médical le plus cher par lots de 10 et désire

développer un test pour contrôler qu’un lot donnée provient bien du laboratoire A. Comme

accuser le producteur à tort peut avoir de graves conséquences, il doit limiter le risque

correspondant et tester H0 : µ = 5 contre H1 : µ = 4, à un niveau 0.05 par exemple. Il

semble naturel d’utiliser comme statistique de test la moyenne X̄ du lot. Sous H0 sa loi est

N (5, 1/10) et l’on a alors l’intervalle de probabilité 0.95 : [5 − 1.96/
√

10, 5 + 1.96/
√

10],

soit [4.38, 5.62]. D’où une règle de décision simple :

– Accepter H0 si la réalisation x̄ (moyenne de lot considéré) de X̄ est dans [4.38, 5.62].

– Rejeter sinon.

Il est possible de calculer la puissance d’un test puisque la loi de X̄ est connue sous

H1 : c’est la loi N (4, 1/10). Le risque de deuxième espèce vaut :

β = P (4.38 < X̄ < 5.62 \H1) = P

(
4.38− 4

1/
√

10
< Z <

5.62− 4

1/
√

10

)
= P (1.20 < Z < 5.12) ' 0.115, avecZ ∼ N(0.1).

D’où une puissance d’environ 0.885. Notons que l’on peut obtenir un test plus puissant en

prenant comme région d’acceptation l’intervalle de probabilité 0.95 : [5− 1.645/
√

10,+∞[

Où −1.64 est le quantile d’ordre 0.95 de la loi N (0, 1), soit [4.48,+∞[. En effet

β = P (4.48 < X̄ \H1) = P

(
4.48− 4

1/
√

10
< Z

)
= P (1.52 < Z) = P (1.52 < Z) ' 0.064,

ce qui donne une puissance de 0.936. Intuitivement, on sent bien que, dans le premier

test, il est peu pertinent de borner la zone d’acceptation vers le haut car cela conduit à

rejeter l’hypothèse nulle pour de très grandes valeurs de x̄, au-delà de 5.62.

Définition 1.2.13. (Notion de p-valeur) La fixation du niveau α du test ne précède pas

forcément la détermination de la règle de décision. En effet une démarche inverse est alors

6



CHAPITRE 1. TESTS STATISTIQUES DANS LES ESSAIS CLINIQUES

utilisée : on calcule la probabilité, en supposant que H0 est vrais, d’obtenir une valeur de

la variable de décision au moins aussi grande que la valeur de la statistique que l’on a

obtenu avec notre échantillon. Cette probabilité et appelée la p-valeur (p-value).

La connaisance de la p-valeur permet donc de décider si on accepte ou non H0.

Règle de décision : Si la p-valeur est supérieure au niveau α du test, on accepte H0,

sinon on rejette H0.

Mais l’intérêt de la p-valeur est qu’elle donne plus d’information que cela : son écart

avec α quantifie la marge avec laquelle on rejette H0 dans le cas contraire.

Exemple 1.2.2. Pour X ∼ N (θ, 1) et H0 : θ = 0 contre H1 : θ 6= 0, la région critique

(c’est-à-dire la région de rejet de H0 du test) est de la forme {|x| > kα} et la p-valeur est

donnée par :

p(x) = inf{|x|>kα}α = PX(|X| > |x|), ouX ∼ N (0.1)

= 1− PX(|X| < |x|)

= 2[1− φ(x)].

Par conséquent, si x = 1.68, P (x) = 0.10, et si x = 1.96, P (x) = 0.05.

Remarque 1.2.2. La règle d’acceptation qui précède montre que la p-valeur est également

définie comme le niveau de test à partir du quel on rejette H0.

1.2.2 Application dans les essais clinique

Mettre en place et tester des hypothèses est une partie essentielle de l’inférence sta-

tistique. Afin de formuler un tel test, des recherches antérieures ont généralement été

effectuées. Cela est fait soit parce que certaines hypothèses sont vraies ou parce qu’elles

doivent servir de base à un argument. La plus part des tests dans les essais cliniques

sont conçues pour tester l’efficacité d’un traitements ou d’un dispositif médicale et la plus

part des temps, on travail avec les modèles binomiale et leurs approximations par la loi

normale [17].

La situation générale est alors la suivante. Nous avons un ensemble d’observations

x1, ..., xN qui sont des réalisations de variables aléatoires indépendantes identiquement

distribuées (i.i.d.) X1, ..., XN de la distribution paramétrique Fp avec p ∈ Θ .
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Supposons en outre que Θ0 ⊂ Θ et Θ1 = Θ/Θ0. Nous voulons maintenant tester

H0 : p ∈ Θ0 contre l’hypothèse alternative H1 : p ∈ Θ1, c’est-à-dire que nous voulons

arriver à l’une des conclusions suivantes :

1. Rejeter H0.

2. Ne pas rejeter H0.

Les types d’erreurs que nous pouvons commettre. sont donnés dans le tableau 1.

PPPPPPPPPPPPP
Décision

Vérité
H0 H1

H0 1− α β

H1 α 1− β

Table 1 : Résumé des résultats possibles de tout test d’hypothèse

Choisissons un niveau de signification α0 et construisons un test tel que :

1. L’erreur de type I doit être plus petite ou égale à α0.

2. Réduisez l’erreur de type II.

Cela montre que nous concevons le test pour limiter l’erreur de type I. Pour l’erreur de

type II, nous n’essayons pas d’atteindre une valeur prescrite. Le test peut être décrit par

une région critique (ou de rejet) R avec R ∈ RN . Si x = (x1, ..., xN) est un vecteur de

réalisations de X = (X1, ...., XN) alors nous avons ce qui suit :

1. Rejeter H0 si x ∈ R.

2. Ne pas rejeter H0 si x /∈ R.

Par la conception du test, la probabilité de faire une erreur dans la première conclusion

est limitée par α0. Il n’y a pas de prescription sur la probabilité de commettre une erreur

dans la deuxième conclusion. D’où :

1. FP (x, x ∈ R) Pour chacun p ∈ Θ0.

2. Pour p /∈ Θ0, minimiser FP (x, x /∈ K), ou maximiser FP (x, x ∈ R).

La région de rejet R peut être dérivée en résolvant ces contraintes. Notez que la fonc-

tion p 7−→ FP (x, x ∈ R) s’appelle la puissance du test avec une région critique R, et

supp∈Θ0F (x, x ∈ R) = α et s’appelle la taille (le niveau de signification) du test.

Exemple 1.2.3. Supposons que nous ayons une observation d’une distribution B(10, p)

avec la distribution paramétrique FP : p ∈ Θ=[0, 1]. En outre, nous avons les hypothèses

suivantes pour tester :

8
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H0 : p ∈ Θ0 = [0, 1/4]

H1 : p ∈ Θ\Θ0

Notons que les hypothèses ci-dessus peuvent également être reformulées

H0 : p ≤ p0 : p ∈ Θ0

H1 : p ≥ p1 : p1 ∈ Θ1

Il est maintenant raisonnable d’utiliser une région critique de la forme [t, 10], pour cer-

tains t = 0, 1, 2.....10. Nous choisissons le niveau de signification pour être égal à 0.05

et dériver t en résolvant les contraintes données ci-dessus. Par conséquent, nous avons

α = sup0≤p≤1/4(1− Fp(t− 1)) = 1− F1/4(t− 1). Puisque, X a une distribution binomiale

et donc :

1− F1/4(t− 1) = 1−B(t− 1, 1/4, 10)=

0.0781...t=5

0.0197...t=6
Notez que parce que la distribution binomiale est discrète, il n’est pas possible d’obtenir

exactement un niveau de signification qui est égal à 0.05 et donc nous choisissons la région

critique comme intervalle [6, 10]. Après avoir dérivé la région critique, les conclusions

suivantes peuvent être faites

1. Rejeter H0 si x ∈ [6, 10].

2. Ne pas rejeter H0 si x ∈ [0, 5]

Dans cet exemple nous avons vu que pour un ensemble donné N observations B(N, p),

un niveau de signification donné et une Hypothèse donnée, nous pouvons construire un

test qui rejette l’hypothèse nulle en faveur de l’hypothèse alternative. Cela a été fait en

dérivant la région critique comme nous l’avons vu ci-dessus.

Inversement, comme nous le verrons dans la section 2 et plus loin dans ce mémoire,

nous sommes plus intéressés par le choix de N tel que pour un donné [p0, p1], nous avons

une erreur de type I et une erreur de type II bien spécifiée.

1.3 Tests d’équivalence et de non-infériorité

Dans certains cas, un produit expérimental est comparé à un traitement de référence

qui est l’objectif des essais de phase IIB et de phase III. L’objectif des tests d’équivalence

et de non-infériorité dans ce cas est d’étudié l’efficacité de produit expérimental [14]. On

donne les caractéristiques des deux tests statistiques [26].
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1.3.1 Tests d’équivalence

Soit :

–pe Le taux d’efficacité de traitement expérimental.

–ps Le taux d’efficacité de traitement standard[6].

– Pour traiter une maladie, on dispose d’un traitement standard et, de plus, on étudie

un nouveau traitement, expérimental.

– On juge la qualité de chacun des traitements à l’aide du pourcentage des patients

guéris (ou bien soulagés, par exemple).

Le non-rejet de H0 : « pe = ps » n’est pas une démonstration de H0.

L’échange littéral de H0 : « pe = ps » et H1 : «pe 6= ps » n’étant pas possible, on

se contentera d’imposer un maximum d’écart entre l’efficacité du traitement standard et

l’efficacité du traitement expérimental en prenant.
– H0 : «|pe − ps| ≥ δ» (c’est la non-équivalence)

– H1 : «|pe − ps| < δ» (c’est l’équivalence)
Le choix de la valeur de δ relevant, certes, de l’équipe médicale et/ou du statisticien,

mais essentiellement des « bonnes pratiques » préconisées par les organismes de contrôle,

nationaux et internationaux.

Test d’équivalence et l’intervalles de confiance

On peut aussi écrire un test d’équivalence comme suite :
– H0 : « ps − pe ≥ δ ou pe − ps ≥ δ »

– H1 : « ps − pe < δ et pe − ps < δ ».
Donc, on obtient un test d’hypothèse de H0 contre H1 en rejetant H0 lorsque l’intervalle

de confiance de ps − pe de niveau 1− 2.α est entièrement inclus dans]− δ; δ[.

En effet, la probabilité, dans le cas où H0 est vraie, de rejeter H0 par erreur par cette

méthode, se calcule de deux façons différentes, selon que la vraie valeur de ps − pe est

supérieure à δ ou bien inférieure à −δ, ces deux cas étant les seuls possibles pour que H0

soit vraie [23].

Dans les deux cas, le rejet ne peut avoir lieu, par définition, que si l’intervalle de

confiance est inclus dans ]− δ; δ[.

Rappelons aussi que c’est l’intervalle de confiance qui est aléatoire, alors que ps − pe
est une valeur de la nature, non aléatoire.
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Dans le premier cas, cette probabilité est donc inférieure à la probabilité que tous les

éléments de l’intervalle de confiance soient inférieurs à ps − pe, cette dernière probabilité

étant par définition pour un intervalle de confiance de niveau 1− 2α.

Dans le deuxième cas, cette probabilité est cette fois inférieure à la probabilité que

tous les éléments de l’intervalle de confiance soient supérieurs à p.s − pe, cette dernière

probabilité étant aussi, par définition, pour un intervalle de confiance de niveau 1− 2α.

Par disjonction des cas, a été prouvé qu’il s’agit bien d’un test de niveau inférieur ou

égal à α de H0 contre H1 ; cependant, rien ne prouve qu’il ait une puissance optimale [6].

1.3.2 Tests de non-infériorité

Pour les études de médicaments avec contrôle actif, on utilise quasi exclusivement la

version unilatérale de ce test [6]. On note ps la probabilité de succès avec la substance

active de référence, pe celle qui correspond au produit en cours d’essai.
– H0 : «pe − ps ≤ −δ» ou encore –H0 : «ps − pe ≥ δ»

–H1 : « pe − ps > −δ. – H1 : « ps − pe < δ»
Rejeter H0 signifie ici que
– pe > ps si ps − pe < 0

– ou, sinon, que pe n’est pas trop inférieur à ps : ps ≥ pe > ps − δ.

Le taux d’erreur de type I pour ces tests est la probabilité que nous concluons que

le groupe de traitement n’est pas inférieur au contrôle, alors qu’en fait il est inférieur.

Lorsque nous contrôlons l’erreur de type I pour ces hypothèses de non-infériorité, nous

protégeons contre la non-infériorité de conclusion incorrecte pour le groupe de traitement

par rapport au groupe de contrôle.

Mise en oeuvre d’un test de non-infériorité

Comme on l’a vu, on définit

– H0 : « ps − pe ≥ δ».

– et H1 : « ps − pe < δ».

et, donc, on peut utiliser comme valeur de la réalisation de la statistique de test asymp-

totiquement normale centrée réduite :

t =
psc − pec − δ√(

psc (1−psc )
ns

+ pec (1−pec)
ne

)

(translation des données de δ vers la gauche).
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–Ce sont les valeurs trop négatives de t qui permettent de rejeter H0.

–La zone de rejet est donc ] −∞;−Z1−α[, Z1−α étant le fractile d’ordre 1 − α de la loi

N (0, 1), ce qui donne ]−∞;−1, 65[ au risque α = 5%.

Exemple 1.3.1. Cellules souche

L’allogreffe de cellules souches hématopoïétiques est utilisée pour le traitement de certaines

maladies hématologiques. Une étude de 2007 a eu pour but de comparer l’emploi de cellules

sources du sang périphérique (PBSC) avec celui de la moëlle osseuse (BM).

On voit que l’avantage du sang périphérique beaucoup moins invasif pour le donneur ;

de plus, des études indiquent qu’il a une meilleure efficacité que BM dans le cas des don-

neurs jumeaux des receveurs. Cependant, dans le cas des donneurs non apparentés aux

receveurs, le risque de réaction du greffon contre l’hôte semble accru. On prend donc ici

BM comme traitement expérimental, PBSC comme traitement de contrôle (de référence)

et on cherche à savoir si BM n’est, au pire, que peu inférieur à PBSC pour la survie à 6

mois. Le choix a été fait de δ = 0.1 = 10%.

Mise en oeuvre du test

Données n mortalité au traitement

BM 583 187

PBSC 328 95

La statistique de test vaut donc

t =
233
328
− 396

583
− 0, 1√

233
328

(1− 233
328

)

328
+

396
583

(1− 396
583

)

583

∼= −2, 18

– Or la zone de rejet pour un « z-test » unilatéral à gauche au risque α = 5% est

environ ]−∞;−1, 65[.

– Donc, à ce risque, on rejette l’hypothèse H0 : « ps− pe ≥ δ» et on déclare que BM

est non-inférieur à PBSC du point de vue de la mortalité liée au traitement.

Exemple 1.3.2. « Comparaison d’anesthésiques [12]. a comparé l’efficacité et la sécurité

des effets anti-émétiques de l’ondansétron par voie intraveineuse avec ceux de la meto-

clopramide, lors de leur administration préchirurgicale pour les patients qui a subi une

cholécystectomie laparoscopique sous anesthésie générale intraveineuse (TIVA).

Dans cette étude, 80 patients ont été répartis au hasard en deux groupes recevant respec-

tivement de l’ondansétron (4 mg) ou du dropéridol (1.25 mg), donnés en une seule dose

intraveineuse immédiatement avant la mise en oeuvre d’une anesthésie générale standard.
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Un (autre) indice important pour la comparaison est le score relatif au "bien-être" du

patient. Celui-ci est évalué sur une échelle comportant trois valeurs : "pauvre", "modéré",

et "confortable". Des études antérieures ont généralement suggéré l’absence de différence

entre les scores de bien-être de l’ondansétron et du dropéridol.

Par conséquent, il est intéressant de déterminer si, pour les deux groupes, "pauvre ou mo-

déré" et "confortable" Dropéridol et Ondansetron sont équivalents en termes de bien-être

».

Score de bien-être du dropéridol et de l’ondansetron

Score de bien-être

Pauvre ou modéré Comfortable

Dropéridol 12 28

Ondansetron 9 31

Table 2 : Résultats de la répartitions des deux groupes selon le type d’anesthésie

Appliquons la méthode que nous avons vue. Borne gauche de l’intervalle de confiance

de pe − ps :

t =
28

40
− 31

40
− z1−α ∗

√( 28
40
.(1− 28

40
)

40
+

31
40
.(1− 31

40
)

40

)
∼= −0, 24

Borne droite :

t =
28

40
− 31

40
+ z1−α ∗

√( 28
40
.(1− 28

40
)

40
+

31
40
.(1− 31

40
)

40

)
∼= 0, 09

Ici, si l’écart maximal δ = 0, 1 est utilisé, on ne peut rien conclure car l’intervalle de

confiance, approximativement [−0, 24; 0, 09], n’est pas inclus dans [−0, 1; 0, 1].

Test de non-infériorité et intervalle de confiance

En admettant que l’approximation normale soit justifiée, un intervalle de confiance

de niveau 1 − α de la différence pe − ps est
[
pec − psc − z1−α

2

√
v; pec − psc + z1−α

2

√
v
]
où

v = pec (1−pec )
nec

+ psc (1−psc )
nsc

et zp est le fractile d’ordre p de N (0, 1). On définit aussi intervalle
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de confiance à gauche de niveau 1− α :

[pec − psc − z1−α
√
v; +∞[ ; de même à droite. Or, dans un test de non-infériorité, H0 :

pe − ps ≤ −δ est rejetée si et seulement si

pec − psc + δ√(
pec (1−pec )

ne
+ psc (1−psc )

ns

) > z1−α

c’est-à-dire pec−psc−z1−α

√(
psc (1−psc )

ns
+ pec (1−pec )

ne

)
> −δ. On voit donc que H0 est rejetée

si et seulement si l’intervalle de confiance à gauche de pe − ps de niveau 1− α est inclus

dans ]− δ; +∞[.

Test de non-infériorité et intervalle de confiance symétrique

Si on ne veut pas utiliser d’intervalle de confiance non symétrique, on peut aussi dire

que H0 est rejetée si et seulement si l’intervalle de confiance de pe − ps de niveau 1− 2α

a sa borne gauche incluse dans ]− δ; +∞[.

1.4 Analyses intermédiaires dans les essais de disposi-

tive médicaux

Les analyses intermédiaires sont des analyses des données réalisées en cours d’essai

(L’information s’accumule progressivement au fur et à mesure des inclusions et du suivi

des patients). Des analyses intermédiaires à la recherche de l’effet du traitement en cours

d’essai sont envisageables pour diverses raisons avant que tous les patients prévus aient

été recrutés et avant la fin de la période de suivi initialement prévue.

1.4.1 Motivation

D’aprèr(ZERARI. A) [24] Le but de ces analyses intermédiaires est :

•Arrêt pour efficacité : Pouvoir détecter au plus tôt le bénéfice du traitement

afin d’éviter de traiter des patients par un placebo alors que les données amassées sont

suffisantes pour conclure à l’efficacité du traitement étudié. De plus, la confirmation au

plus tôt du bénéfice apporté par un traitement permet de faire bénéficier du traitement

tous les patients hors essai le plus rapidement possible.
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•Arrêt pour toxicité : Donner les moyens de détecter au plus tôt un éventuel effet

délétère du traitement afin de limiter le nombre de patients exposés au risque. Dans ces

deux circonstances, le but des analyses intermédiaires est d’éviter de continuer à inclure

des patients alors que l’on dispose d’une réponse suffisamment fiable à la question posée.

•Arrêt pour futilité : Arrêter une étude dont on peut prédire avec une certitude rai-

sonnable qu’elle ne pourra pas aboutir. L’arrêt précoce permettra de diriger les ressources

vers le test de nouvelles hypothèses. La réalisation de ces analyses pose cependant un

certain nombre de problèmes méthodologiques et nécessitent une méthodologie adaptée.

1.4.2 Objectifs de surveillance des essais

Les analyses intermédiaires s’intègrent dans un processus global de surveillance des

essais.

À coté de la recheche anticipée d’un effet du traitement et de la protection des per-

sonnes inclusés dans l’essai. Cette surveillance a pour objectif de vérifier le bon déroule-

ment de l’essai.

Il s’agit d’éviter des dérives dans la réalisation de l’essai, qui, si elles n’étaient détectées

qu’à la fin, rendraient l’essai inutilisable en raison de défauts de qualité rédhibitoires.

Les éléments à surveiller sont les suivants :

• Le taux d’écart au protocole : l’essai est-il de qualité ?

• Le taux d’inclusion : est-ce que l’essai pourra être réalisé dans un délai acceptable ?

• Les caractéristiques des patients inclus : le risque de base des patients effectivement

inclus correspond t-il à celui initialement prévu et utilisé dans les calcul du nombre de

sujets nécessaire ? Les patients recrutés correspondent-ils à la population cible de l’essai ?

Cette surveillance permet de prendre au plus tôt des mesures correctrices. Les centres

investigateurs ayant des difficultés à suire le protocole pourront rectifier le tire. En cas

de taux de recrutement insuffisant, d’autres centres investigateurs porront être recrutés

afin d’éviter qu’un essai dure trop longtemps. En effet, une durée excessive limite l’intérêt

d’un essai.

Cette surveillance par analyse des données amassées se superpose à la surveillance «

de terrain » de l’essai ( appelé parfois «monitorage») qui est focalisée sur le contrôle de

qualité des données( visite de centres, contrôles des données, audit).
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Exemple 1.4.1. Le but de cet exemple est d’étudiée l’arrêt d’analyse intermédiaire [24].

Le nombre total de comparaisons qui seront effectuées est de 4 : les 3 intermédiaires

plus la comparaison finale. Le seuil à utiliser pour chacune de ces analyses est de 5%/4 =

1.25%. Si une p-valeur(p) inférieur à 1.25% est obtenu à l’une des analyses intermédiaires,

il est alors possible de conclure et d’arrêter l’essai sans attendre la fin du recrutement

prévu.

On prend 4 cas comme suit :

1er cas : Dans la situation dépeinte par le tableau ci dessous, l’essai peut être arrêté à

la 2eme analyse intermédiaire. Le p obtenu lors de cette analyse est inférieur au seuil de

signification corrigé et l’essai peut donc être arrêté prématurément. Cette situation met

en avant tout l’intérêt des analyses intermédiaires.

Analyses intermédiaires Analyse

1 2 3 finale

p = 0.10 p = 0.011

2eme cas : Dans ce deuxième exemple, p < 5% lors de la troisième analyse intermé-

diaire ne permet pas de conclure à une différence significative car la valeur obtenue reste

supérieure au seuil corrigé pour 4 tests (1, 25%). L’essai va donc à son terme et lors de

l’analyse finale le p devient inférieur au seuil corrigé ce qui donne donc finalement un

résultat statistiquement significatif.

Analyses intermédiaires Analyse

1 2 3 finale

p = 0.25 p = 0.08 p = 0.04 p = 0.012

3emecas : Le cas suivant peut paraître déroutant. Aucune analyse intermédiaire ne conduit

à interrompre prématurément l’essai. Lors de l’analyse finale un p de 4% est obtenu.

Cette valeur, bien qu’elle soit inférieure à 5% n’autorise pas à conclure à un résultat

statistiquement significatif car elle reste supérieure au seuil corrigé. Il ne peut pas être

considéré comme significatif car du risque alpha a été consommé au cours des analyses

précédentes, effritant le contrôle du risque d’erreur de première espèce apporté par un

p < 5% au niveau d’une comparaison donnée.

Analyses intermédiaires Analyse

1 2 3 finale

p = 0.42 p = 0.28 p = 0.12 p = 0.04
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4eme cas : Dans le dernier cas, aucune analyse n’atteint le seuil corrigé de signification

statistique. L’essai n’obtient donc pas de résultat statistiquement significatif.

Analyses intermédiaires Analyse

1 2 3 finale

p = 0.89 p = 0.48 p = 0.25 p = 0.10

1.4.3 Situations conduisant à un arrêt prématuré

1) L’effectif d’un essai est le nombre de sujets minimal nécessaire pour garantir une

probabilité élevée de mettre en évidence l’effet du traitement.

En fait, si l’effet réel du traitement est bien supérieur à l’effet initialement suspecté ou

que le risque de base des patients inclus est bien supérieur à celui attendu, il sera possible

de mettre en évidence l’effet du traitement avec moins de sujets que l’effectif prévu. Dans

les deux cas, il y a eu sous-estimation de l’un ou de ces deux paramètres dans le calcul

du nombre de sujets nécessaires et l’effectif initialement calculé est surdimensionné par

rapport à la réalité.

2) Inflation du risque alpha : La comparaison répétée de l’efficacité de deux traitements

par des tests statistiques successifs accroît le risque de conclure à tort à la supériorité de

l’un par rapport à l’autre.

La réalisation de plusieurs analyses statistiques dans la même expérience, pour tester

la même hypothèse, conduit à des comparaisons statistiques multiples. A chaque analyse

intermédiaire un test statistique est réalisé pour rechercher un effet du traitement. La

répétition à chaque test du risque d’obtenir une résultat significatif par le hasard augmente

le risque global de conclure à tort a l’efficacité du traitement lors de cet essai. Enfin le

risque alpha n’est plus de 5% ( même si c’est le seuil retenu pour chaque test) mais il est

bien supérieur.

L’utilisation de techniques statistiques adaptées est nécessaire pour empêcher cette

augmentation du risque alpha, appelée en jargon statistique « inflation du risque alpha

». Le but de ces méthodes est de garantir un risque global, sur l’ensemble des comparai-

sons effectuées, de conclure à tort de l’efficacité du traitement de 5%. Sur l’ensemble des

comparaisons effectuées le risque d’obtenir au moins un résultat significatif par le fait du

hasard est contrôlé et garde sa valeur prédéfinie de 5%.
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Plusieures solutions sont possibles qui sont à la base de défférentes méthodes. L’une

d’entre elles consiste à diminuer le seuil de signification statistique de chacune des com-

paraisons intermédiaires, par exemple en divisant le risque alpha global par le nombre

de comparaisons effectuées n. C’est la méthode de Bonferroni. Ainsi malgré l’inflation du

risque alpha, le risque final de conclure à tort à l’efficacité restera compris dans les valeurs

habituelles.

Il existe aussi d’autre méthodes bayésiens pour résoudre ce problème qu’on verra dans

le 2eme chapitre.

1.4.4 Nombre de sujets nécessaire

Le nombre de sujets nécessaires n’est plus un nombre fixe puisque l’essai peut être

arrêté après des tailles d’échantillon variables [24]. Deux notions sont couramment utili-

sées :

–Le nombre maximal de sujets nécessaires : est le nombre de sujets qui sera

inclus si toutes les analyses intermédiaires sont négatives et si l’essai n’est pas arrêté

précocement .

–Le nombre moyen (ou attendu) de sujets : est le nombre de sujets qui sera

inclus en moyenne avant d’arrêter l’essai. Ce nombre peut se calculer sous l’hypothèse

nulle d’absence d’effet du traitement, sous l’hypothèse alternative de supériorité d’un des

traitements ou par une pondération de ces deux hypothèses. On pourra également rendre

le nombre de sujets nécessaire sous forme de courbes en fonction de l’effet du traitement.

Comparé à un essai à analyse unique, le nombre maximal de sujets sera plus élevé,

mais le nombre moyen plus faible. En d’autres termes, un centre qui n’effectuerait que

des essais séquentiels conclurait en moyenne plus rapidement qu’un centre qui effectuerait

les mêmes essais sans analyse intermédiaire. Mais dans certains cas, notamment lorsqu’il

n’existe pas de différence entre les deux bras, l’essai ne sera pas arrêté précocement et le

nombre de sujets inclus sera plus grand.

Remarque 1.4.1. Il faut retenir ici le fait que le calcul du nombre de sujets nécessaires

a été fait pour un risque d’erreur α constant et fixé à l’avance. Si on fait une analyse

intermédiaire, ce sera forcément avec moins de sujets, donc avec moins de puissance que

prévu initialement.
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Il semble donc logique d’utiliser une valeur de plus petite à chaque analyse intermé-

diaire pour conserver le niveau α final de 5%.

Remarque 1.4.2. [17] Dans le cas classique le nombre maximal de sujets donnée comme

suite :

Nmax =
(Zα + Zβ)2p̄(1− p̄)

(p1 − p0)2
Ou p̄ =

(p0 + p1)

2

Ou p0 est la proportion de réponse indésirable.

et p1 est la proportion de réponse désirable.

Exemple 1.4.2. Supposons que nous voulons étudier un traitement pour une certaine

maladie et que 20% serait un taux de réponse intéressant. D’un autre côté, si la réponse

n’était que de 10%, le traitement ne mériterait pas d’être approfondi.

Pour α = 0.05 (unilatéral), β = 0.20,

-H0 : p = 0.10

et

-HA : p = 0.20

On a P̄ = (0.10+0.20)
2

= 0.15, Z1−α = 1.645, Z1−β = 0.845 donc

Nmax =
(1.645 + 0.845)20.15(0.85)

(0.1)2

nous constatons que le nombre de patients est égal à : 79.
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Chapitre 2

Conditions fréquentistes appliquées sur

les tests Bayésiens

L’étude de phase II des essais clinique joue un rôle central dans le développement des

médicaments. Le but de cette phase est de détecter les traitements montrant une efficacité

suffisante pour justifier la poursuite des étude [8] [16] [17] [24].

Dans ce chapitre, notre but, est d’étudier cette phase en démontrons l’efficacité et la

robustesse de l’inférence bayésienne, en utilisant la probabilité prédictive et la distribution

a posteriori, et on termine par une conception bayésienne dans les tests de non infériorité

qui justifie l’utilisation de ces designs dans cette phase.

2.1 Modélisation bayésienne

L’analyse statistique bayésienne se réfère principalement à une inversion ; en effet

elle vise à déterminer les causes (paramètres du mécanisme générateur) à partir des ef-

fets(observations). En d’autres mots, ayant observé un phénomène aléatoire contrôlé par le

paramètre θ, une méthode statistique permet de déduire de ces observation une inférence

sur θ, alors que la modélisation probabiliste caractérise le comportement des observation

futures conditionnellement à θ. Une telle inversion est apparente dans la notion de fonc-

tion de vraisemblance puisque formellement, il s’agit simplement d’une densité réécrite

dans le bon ordre.

L(θ;x) = f(x/θ)

Soit donc comme fonction de θ, qui est inconnu, dépendante de la valeur observée x.
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De manière générale, l’inversion des conditionnements dans les probabilités se fait à

partir du théorème de Bayes :

Théorème 2.1.1. (Théorème de Bayes)

Soient A et E deux évènements tels que P (E) 6= 0,

P (A/E) =
P (E/A)P (A)

P (E/A)P (A) + P (E/Ac)P (Ac)
=
P (E/A)P (A)

P (E)

où Ac désigne le complémentaire de A. Bayes donnait aussi une version continue de ce

théorème, à savoir, pour deux variable aléatoires X est Y , de densité conditionnelle f(x/y)

et marginale g(y), la densité conditionnelle de Y sachant x est

g(y/x) =
f(x/y)g(y)∫
f(x/y)g(y)dy

Bien que ce théorème d’inversion soit naturel d’un point de vue probabiliste, Bayes

et Laplace allaient plus loin et considéraient que l’incertitude sur le paramètre θ d’un

modèle peut être décrite par une distribution de probabilité de densité π sur θ appelée

distribution a priori. L’inférence est alors basée sur la distribution de θ conditionnelle à

x, de densité π(θ/x), appelée distribution a posteriori et définie par :

π(θ/x) =
f(x/θ)π(θ)∫
f(x/θ)π(θ)dθ

Notons que m(x) =
∫

Θ
f(x/θ)π(θ)dθ ne dépend pas de θ, c’est la densité prédictive de

x. La densité de la loi de θ conditionnellement à x est proportionnelle à la densité de la

loi de x conditionnellement à θ multipliée par la densité de la distribution a priori de θ.

Définition 2.1.1. Un modèle statistique bayésien est la double donné d’un modèle para-

métrique {f(x/θ) : θ ∈ Θ} et d’une distribution a priori pour les paramètres, de densité

π(θ).

Exemple 2.1.1. (Bayes,1763) Une boule de billard W roule sur ligne de longueur un,

avec une probabilité uniforme de s’arrêter n’importe où.

Supposons qu’elle s’arrête en p. Une deuxième boule O roule alors n fois dans les

mêmes conditions, et on note X le nombre de fois que la boule O s’arrête à gauche de W .

Connaissant X. quelle inférence pouvons-nous mener sur p ?

Dans la terminologie moderne, le problème est de déterminer la distribution a posté-

riori de p conditionnellement à X, quand la distribution a priori de p est uniforme sur

[0, 1] et X ∼ B(n, p) une variable aléatoire binomiale. Comme
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P (X = x/p) =

n
x

 px(1− p)n−x,

P(a<p<b et X=x)=
∫ b
a

n
x

 px(1− p)n−xdp,

P(X=x)=
∫ 1

0

n
x

 px(1− p)n−xdp,

nous trouvons que

P (a < p < b/X = x) =

∫ b
a

n
x

 px(1− p)n−xdp

∫ 1

0

n
x

 px(1− p)n−xdp

=

∫ b
a
px(1− p)n−xdp

B(x+ 1, n− x+ 1)
,

donc la distribution de p conditionnellement à X = x est une distribution Bêta, Be(x +

1, n− x+ 1).

2.1.1 Distribution a priori et a posteriori

L’aspect de l’analyse bayésienne, qui est à la fois le plus délicat et le plus critiqué, est

certainement celui du choix de la loi a priori et a posteriori des paramètres.

Définition 2.1.2. La loi a priori de densité π(θ) est la loi marginale du paramètre θ,ou

en d’autres termes, la loi du paramètre avant que x ne soit observé. Elle résume, donc

l’information sur θ disponible a priori (avant observation).

Définition 2.1.3. La loi a posteriori de densité π(θ/x) donne alors l’information dont

on dispose sur θ, après observation. Elle représente un compromis entre l’information a

priori (donné par π), et l’information tirée de l’observation de x (donnée par f(x/θ)).

Une fois que la densité de distribution a priori sur θ, π(θ), et celle d’échantillonnage

f(x/θ), soient disponible, nous pouvons en construire plusieurs autres densités, telles que :
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1. La densité de la distribution jointe de (θ, x),

ϕ(θ, x) = f(x/θ)π(θ),

2. La densité de la distribution marginale de x,

m(x) =

∫
ϕ(θ, x)dθ =

∫
f(x/θ)π(θ)dθ,

Exemple 2.1.2. (Suite de l’exemple 2.1.1) Si X ∼ B(n, p) et p ∼ Be(α, β) (avec α =

β = 1 dans le cas particulier de Bayes)

f(x/p) =

n
x

 px(1− p)n−x, x = 0, 1, ..., n,

π(p) =
1

B(α, β)
pα−1(1− p)β−1, 0 ≤ p ≤ 1.

La densité de la distribution jointe de (x, p) est alors

ϕ(x, p) =

n
x


B(α, β)

pα+x−1(1− p)n−x+β−1,

La densité de la distribution marginale de x est

m(x) =

n
x


B(α, β)

B(α + x, n− x+ β),

donc la densité de la distribution a postériori de p est

π(p/x) =
pα+x−1(1− p)n−x+β−1

B(α + x, n− x+ β)
,

qui est la densité d’une loi Bêta, Be(α + x, β + n− x).

Exemple 2.1.3. Considérons une observation x d’une distribution N ( θ1+θ2
2
, 1) avec une

a priori π sur (θ1, θ2) telle que π(θ1, θ2) = π1(θ1 + θ2)π2(θ1 − θ2). Si nous réalisons le

changement de variable

ς1 =
θ1 + θ2

2
, ς2 =

θ1 − θ2

2

La densité de la distribution a posteriori de ς2 est alors

π(ς2/x) ∝
∫
R
exp{−(x− ς1)2\2}π1(2ς1)π2(2ς2)dς1

∝ π2(2ς2)

∫
R
exp{−(x− ς1)2\2}π1(2ς1)dς1

∝ π2(2ς2),

pour chaque observation x. l’observation n’apporte donc pas d’information sur ς2.
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Exemple 2.1.4. Supposons que x suive une distribution normale avec la moyenne θ

et la variance σ2

n
, c’est-à-dire, X ∼ N (θ, σ

2

n
). Supposons également que le paramètre

d’intérêt θ suit une distribution normale avec la moyenne µ et la variance σ2

n0
, c’est-à-

dire, θ ∼ N (µ, σ
2

n0
). Ainsi, nous avons

π(θ/X) ∝ f(X/θ)π(θ).

Par conséquent, la distribution postérieure de θ donnée X peut être obtenue

π(θ/X) = Ce−
(X−θ)2n

2σ2 e−
(θ−µ)2n0

2σ2 (2.1)

où C est une constante avec θ. On peut vérifier que (2.1) est une distribution normale

avec la moyenne θn0µ+nx
n0+n

et la variance σ2

n0+n
, c.-à-d.

θ/X ∼ N
(
θn0µ+nX

n0+n
, σ2

n0+n

)
.

Maintenant, basé sur (2.1), nous pouvons faire des prédictions concernant les valeurs

futures de x en prenant en compte l’incertitude sur sa moyenne θ. Dans ce but, nous

réécrivons X = (X−θ)+θ de sorte que X est la somme de deux grandeurs indépendantes,

c’est-à-dire, (X − θ) ∼ N (0, σ
2

n
) et θ ∼ N (µ, σ

2

n0
). En conséquence, la distribution de

probabilité prédictive peut être obtenue comme :

X ∼ N
(
µ, σ2

(
1
n

+ 1
n0

))
.

Notez que si nous observons les premières observations n1 (c’est-à-dire, la moyenne des

premières n1 , xn1 est connue), alors la distribution de probabilité prédictive est donnée

par

X/xn1 ∼ N
(
n0µ+n1xn1
n0+n1

, σ2
(

1
n0+n1

+ 1
n

))
.

Les concepts bayésiens de base peuvent être facilement appliqués à certains modèles clas-

siques dans des essais cliniques. Cependant, cela peut affecter la puissance et par consé-

quent le calcul de la taille de l’échantillon. À des fins d’illustration, nous considérons

l’exemple (2.1.8).
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2.1.2 Modélisation de l’information a priori

La modélisation a priori est sans doute le plus délicat de l’analyse bayésienne. deux

types d’approches sont généralement considérés :

— Une approche dite subjective, ou informative, qui revient à tenir compte (lors-

qu’elles existent) d’informations a priori sur le paramètre (expériences précédentes,

avis d’experts, connaissances extérieures au processus d’observation, etc).

— Une approche dite objective, ou non informative, qui revient à modéliser l’absence

d’information a priori.

Dans la suite, nous présenterons un modèle des lois informatives(lois a priori conjuguées)

et un autre des lois non informatives(loi de Jeffreys).

A) Lois a priori conjugués

Une famille conjuguée est une famille de lois liée au processus étudié et qui est parti-

culièrement intéressante dans des modèles paramétriques où des statistiques exhaustives

qui peuvent être dénies. Il s’agit d’une famille de lois, c-à-d d’un ensemble de lois, qui

soit d’une part, assez riche et fléxible pour représenter l’information a priori que l’on a

sur les paramètres du modèle et, d’autre part, qui se combine remarquablement avec la

fonction de vraisemblance dans la formule de Bayes, pour donner a posteriori une loi sur

les paramètres du modèle qui appartienne à la même famille [15].

On verra que le choix de cette famille se déduit à partir du noyau de la vraisemblance

considérée comme fonction des paramètres.

Définition 2.1.4. Une famille F de distributions de probabilité sur Θ est dite conjuguée

(ou fermée par échantillonnage) par une fonction de vraisemblance f(x/θ) si pour tout

π ∈ F, la distribution a posteriori π(./x) appartient également à F .

Définition 2.1.5. Famille exponentielle

La famille exponentielle regroupe les lois de probabilités qui admettent une densité de la

forme :

f(x/θ) = h(x)exp(α(θ)T (x)− ψ(θ)), θ ∈ Θ

T est une statistique exhaustive. Une telle famille est dite régulière si Θ est un ouvert tel

que :

Θ =
{
θ/
∫
h(x)exp(α(θ)T (x)− ψ(θ))dµ(x) <∞

}
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Théorème 2.1.2. [15]Six ∼ f(x/θ) = h(x)exp(α(θ)T (x) − ψ(θ))alors la famille de lois

a priori {π(λ,µ)(θ) ∝ h(x)exp(α(θ)µ− λψ(θ))} est conjuguée.

La loi a posteriori correspondante est :

π(θ/λ+ 1, µ+ T (x))

Le tableau 3 présente quelques lois a priori conjuguées pour quelques lois exponentielles

usuelles :

p(x/θ) π(θ) π(θ/x)

Normale N (θ, σ2) Normale N (µ, r2) N(ρ(σ2µ+ r2x), ρσ2r2) ρ = 1
(σ2+r2)

Poisson P(θ) Gamma G(α, β) G(α + x, β + 1)

Gamma G(ν, θ) Gamma G(α, β) G(α + ν, β + x)

Binomiale B(n, θ) Beta Be(α, β) Be(α + x, β + n− x)

Normale N (µ, 1
θ
) Gamma G(α, β) G(α + 1

2
, β + (µ−x)2

2
)

Table 3 : Lois conjuguées naturelles pour quelques lois exponentielles usuelles.

Exemple 2.1.5. Loi de poisson

Pour X ∼ p(λ)

p(x/λ) = exp(−λ) =
λx

λ!
=
exp(x log λ− λ)

λ!

Le paramètre canonique dans ce cas θ = log λ

B)Lois à priori non informative

La section précédente a montrée que les lois conjuguées peuvent être utilisées comme

approximations des véritables lois a priori par contre lorsqu’aucune information n’est

disponible sur le modèle, leur utilisation n’est justifiée que par des considérations analy-

tiques. Dans de telles situations, il est impossible de bâtir une distribution a priori sur

des considérations subjectives. On peut alors chercher à utiliser malgré tout des tech-

niques bayésiennes qui intègrent notre ignorance sur les paramètres du modèle, de telles

méthodes sont appelées de manière évidente, non informative.

Il existe plusieurs techniques basées sur les distributions invariantes [15]. On citera la

plus utilisée qui est la loi a priori de Jeffreys.
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Loi a priori de Jeffreys

Jeffreys (1946, 1961) propose une approche intrinsèque qui évite effectivement le be-

soin de prendre en compte une structure d’invariance potentielle, tout en étant souvent

compatible lorsque cette structure existe [15]. Les lois a priori non informatives de Jeffreys

sont fondées sur l’information de Fisher, donnée par :

I(θ) = Eθ

[(
∂ log f(X/θ)

∂θ

)2
]

dans le cas unidimensionnel. Sous certaines conditions de régularité, cette information est

aussi égale à

I(θ) = −Eθ
[
∂2 log f(X/θ)

∂θ2

]
La loi a priori de Jeffreys est

π∗(θ) ∝ I
1
2 (θ)

définie à un coefficient de normalisation prés quand π∗ est propre.

Exemple 2.1.6. Si x ∼ B(n, p),

f(x/p) =

n
x

 px(1− p)n−x

∂2 log f(x/p)

∂p2
=

x

p2
+

n− x
(1− p)2

donc

I(p) = n

[
1

p
+

1

1− p

]
Donc la loi de Jeffreys pour ce modèle est

π∗(p) ∝ [p(1− p)]
−1
2

et est alors propre, car il s’agit de la distribution Be(1/2, 1/2).

Dans le cas où θ est un paramètre multidimensionnel, on définit la matrice d’informa-

tion de Fisher, Pour θ ∈ Rk, I(θ) a les éléments suivants :

Iij(θ) = −Eθ
[

∂2

∂θi∂θj
log f(x/θ)

]
(i, j = 1, ..., k)

et la loi non informative de Jeffreys est alors définie par :

π∗(θ) ∝ [det(I(θ))]
1
2
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Exemple 2.1.7. Soit x ∼ N (µ, σ2) avec θ = (µ, σ2) inconnu.

On a

f(x/µ, σ2) ∝ 1
σ
exp

{
− (x−µ)2

2σ2

}
,

alors

log f(x/µ, σ2) ∝ −1
2

log σ2 − (x−µ)2

2σ2 ,

donc 
∂
∂µ

log f(x/µ, σ2) = (x−µ)
σ2 ;

∂
∂σ2 log f(x/µ, σ2) = − 1

2σ2 + (x−µ)2

2(σ2)2
,

et 
∂
∂µ2

log f(x/µ, σ2) = −1
σ2 ;

∂
∂(σ2)2

log f(x/µ, σ2) = 1
2(σ2)2

− (x−µ)2

(σ2)3
;

∂2

∂µ∂σ2 log f(x/µ, σ2) = − (x−µ)
2(σ2)2

.

la matrice d’information de Ficher s’obtient en calculant l’espérance mathématique des

dérivées secondes. On a E(x− θ) = 0 et E [(x− θ)2] = σ2,

donc

I(µ, σ2) =

 1
σ2 0

0 1
σ2

 ,

et la densité de la loi de Jeffreys est

π(θ) ∝ 1
σ2 .

2.2 La densité prédictive

Dans le pratique, nous somme intéressés par les données de l’expérience future F et on

veut utiliser nos reconnaissances sur le paramètre inconnu pour prévoire les probabilités du

future échantillon, et ce, est le fond de l’approche bayésienne [1]. Le concept des problèmes

de prédiction est de trouver la distribution de probabilité d’observation y d’un échantillon

future F en donnant l’échantillon x de l’expérience informative E :
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Définition 2.2.1. La fonction de densite prédictive pour une expérience futur F de fonc-

tion de densité

{f(y/θ) : θ ∈ Θ} sur Y

Une expérience informative E de classe de fonctions de densité

{f(x/θ) : θ ∈ Θ} sur X

Et une fonction de densité π(θ) sur Θ, la fonction de densité prédictive p(y/x) pour F est

définie par la formule (1) suivant :

f(y/x) =

∫
f(y/θ, x)π(θ/x)dθ

=

∫
f(y/θ)π(θ)f(x/θ)dθ∫

π(θ)f(x/θ)dθ

Remarque 2.2.1. Figure (1) Montre les étapes essentielles conduisant à la densité pré-

dictive.
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Figure (1) : Les étapes de base conduisant à la densité prédictive.

Un avantage de l’approche bayésienne est la capacité de considérer les probabilités des

résultats non encore observées. Cela est illustré dans l’exemple suivant :

Exemple 2.2.1. Une étude publiée par Freireich et Al., à été conçue pour évaluer les

effectives de chimio thérapeutique 6-mercaptopurine (6 - MP) pour le traitement de

la leucémie aigue. Les patients ont été randomisés pour thérapie par paires. Soit θ la

proportion de la population de couples dans lesquels la 6 - MP séjour des patients en

rémission plus longue que le patient du groupe placebo, (Pour distinguer une probabilité

θ à partir d’une distribution de probabilité sur θ, nous appellerons cela une proportion de

la population ou une propension). L’hypothèse nulle est H0 : θ = 1
2
i.e. pas d’efficacité

de 6 - MP ; et H1 : θ 6= 1
2
. Il y avait 21 paires de patients dans l’étude, et 18 d’entre

eux favorisaient 6 - MP. Supposons que la distribution a priori est Uniforme sur (0, 1) :

La distribution Uniforme de (0, 1) est également la version de la distribution Be(1, 1).

La mise à jour de la distribution Be(a, b) après les y succès et n-y échecs est facile, car

la version Beta est une probabilité a priori conjuguée, ce qui signie que la distribution a

posteriori apparaît comme un membre de la même famille de répartition que la précédente.
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Pour voir cela dans le cas des Beta - Binomiales de la règle de Bayes nous avons :

π(θ/x) ∝ f(x/θ)π(θ)

∝ Cx
nθ

x(1− θ)n−x Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)
θa−1(1− θ)b−1

∝ θx+a−1(1− θ)n−x+b−1

Nous reconnaissons cette forme comme étant proportionnelle à la densité d’une distri-

bution Be(x + a, n − x + b). Ainsi, dans notre cas (y = 18, n-y= 3), la distribution a

posteriori est Be(19, 4), comme c’est tracée dans la Figure (2) :

Figure (2) : La densité a posteriori de θ est Be(19, 4)

Remarquons que cette distribution est unimodale avec une moyenne de 19
(19+4)

= 0.8261.

Dans le contexte prédictif, on suppose qu’il est possible de prendre 5 observations sup-

plémentaires. Comment s’en servir ? Une façon de répondre est d’évaluer la conséquence

d’obtenir k succès au cours des 5 prochaines paires de patients (pour un total de 26 paires)

pour k = 1,...., 5, puis de peser ces conséquences par les probabilités de prévisions des

valeurs possibles de k. Pour calculer les probabilités de futures observations, on trouve

premièrement ces probabilités en supposant que les paramètres sont connus, et puis on

trouve la distribution a posteriori des paramètres. Nous avons ensuite la moyenne des

distributions conditionnelles à l’égard de la distribution a posteriori des paramètres. Cela

donne la distribution inconditionnelle prédictive d’intérêt.
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Pour illustrer, premièrement, envisager une seule paire de patients, la paire de 22

patients, ayant un résultat binaire variable x22. Supposons que cette paire est échangeable

avec les 21 premières paires, x = (x1, x2, ..., x21)′, pour laquelle y =
∑i=21

i=1 xi = 18. Un

membre de la nouvelle paire est affecté à la 6 -MP, et l’autre est affecté au placebo. La

probabilité prédictive que le patient 6-MP restera dans la remise est plus que la moyenne

de la distribution a posteriori de θ. Pour la distribution Be(19, 4), considérée séparément,

la probabilité prédictive de succès est donnée par la règle du placebo de la succession :
19

(19+4)
= 0.8261. D’où la distribution prédictive de x22 est :

g(x22/x) =
∫
f(x22/θ)π(θ/x)dθ =

∫
θx22 (1−θ)1−x22

Γ(19)Γ(4)
θ18(1− θ)3dθ

Donc la chance que la 22eme observation soit un succès (x22 = 1) est :

f(x22 = 1/x) =

∫
f(x22/θ)π(θ/x)dθ

=
Γ(23)

Γ(19)Γ(4)

Γ(20)Γ(4)

Γ(20)

∫
Γ(24)

Γ(20)Γ(4)
θ19(1− θ)3dθ

=
Γ(23)Γ(20)

Γ(19)Γ(24)

=
19

23
= 0.8261

La 3eme égalité a résulté puisque l’intégrale fixée égale à 1, et la 4eme a résulté puisque

Γ(z) = (z − 1)Γ(z − 1)pourtoutz.

Maintenant supposons que deux paires additionnelles de patients (les deux sont échan-

geables par les 21 premières paires, x = (x1, x2, ..., x21)′) sont traitées, un membre de

chaque paire par 6-MP et l’autre par placebo. La probabilité prédictive des deux paires

soient succès pour 6 -MP n’est pas le carré de 0.8261, mais plutôt la probabilité que la 1ere

paire soit un succès multipliée par la probabilité que la 2eme paire soit un succès sachant

le résultat de la 1ere. En utilisant la formule (1) deux fois, nous avons :

f(x22 = 1 ∧ x22 = 1/x) = f(x22 = 1/x)f(x23 = 1/x22 = 1, x)

=
19

23

20

24
= 0.6884

Pour 5 paires additionnelles, la probabilité prédictive pour 4 succès pour 6-MP est :

5
(

22×21×20×19×4
27×26×25×24×23

)
= 0.3624

Le prépondérant «5» est survenu puisque il y a 5 ordres possibles auxquels les 4 succès

peuvent être arrivés (SSSSE, SSSES,..., ESSSS), dont tous les évènements ont la même

probabilité globale.
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Remarque 2.2.2. Le Tableau (6) dans l’annex I donne les distributions prédictives pour

les modèles.

2.2.1 Puissance et nombre de sujets nécessaire

Grâse à l’importance de nombre de sujets nécessaire (la taille de l’échantillon) et sa

relation avec la puissance dans les essais cliniques.

Nous proposons d’évaluer cette relation par l’approche bayésienne, en incorporant les

informations a priori.

Pour ce faire nous avons besoin de donner tout d’abord la notion de taille d’effet des

échantillons normales et indépendants.

Définition 2.2.2. Pour une population d’étude de moyenne µ et d’écart type σ, la taille

effet d’écart type ajusté d’un traitement à tester est défini par :

ε =
µe − µs

σ

où µe et µs sont les moyennes des populations du traitement à tester et du témoin (ou de

l’agent de contrôle), respectivement.

Exemple 2.2.2. Considérons le design d’un groupe à deux bras parallèle comparant un

traitement d’essai et une thérapie standard ou un agent de contrôle actif, sous l’essai de

deux bras [5]. La puissance est une fonction de taille d’effet ε telle que :

puissance(ε) = Φ

(√
nε

2
− z1−α

)
où Φ est la fonction de répartition de la distribution normale standard et z1−α est le quan-

tile de la loi normale centrée et réduite d’ordre (1− α)%. On suppose que la distribution

a priori de ε est π(ε), donc la puissance espérée est donnée par :

Pesp =

∫
Φ

(√
nε

2
− z1−α

)
π(ε)dε (2.2)

En pratique, l’intégration numérique est généralement utilisée pour l’évaluation de l’équa-

tion (2.2). Pour illustrer l’équation (2.2) on suppose qu’on a un test unilatéral de niveau

α = 0.025 (i.e, z1−α = 1.96), et l’a priori de ε est :

π(ε)=


1
3

si ε = 0.1; 0.25; 0.4

0 sinon
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Par convention, on utilise la moyenne (médiane) de la taille d’effet ε̄ = 0.25 pour la

taille de l’échantillon, on suppose que ε̄ = 0.25 est la vraie valeur de la taille d’effet.

Pour le design à deux bras balancé avec β = 0.2 ou la puissance=80% l’approche

classique donne la taille de l’échantillon suivante :

n =
4(z1−α − z1−β)2

ε2
=

4(1.96 + 0.842)2

0.252
= 502

D’autre part, l’approche bayésienne basée sur la puissance espérée de l’équation (2.1) est

donnée par :

Pesp =
1

3

[
Φ

(
0.1
√
n

2
− z1−α

)
+ Φ

(
0.25
√
n

2
− z1−α

)
+ Φ

(
0.4
√
n

2
− z1−α

)]
=

1

3

[
Φ

(
0.1
√

502

2
− 1.96

)
+ Φ

(
0.25
√

502

2
− 1.96

)
+ Φ

(
0.4
√

502

2
− 1.96

)]
=

1

3
[Φ(−0.83973) + Φ(0.84067) + Φ(2.5211)]

=
1

3
(0.2005 + 0.7997 + 0.9942)

= 0.6648

= 66%

Donc la puissance espérée (66%) est inférieure à la puissance désirable de (80%). Pour

obtenir la même puissance, il est nécessaire d’augmenter la taille de l’échantillon.

Si π(ε) suit une distribution normale comme N (µ, σ
2

n0
), Alors la puissance attendue

peut être obtenue en utilisant la distribution prédictive en évaluant la probabilité que l’évé-

nement critique se produise, c’est-à-dire, Si π(ε) ∼ N (µ, σ
2

n0
). et d’après l’exemple (2.1.4).
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Pesp = P

(
X >

1√
n
z1−ασ

)
= P

X − µ√
n0+n
n0n

>

σ√
n
z1−α − µ√
n0+n
n0n


= 1− Φ

 σ√
n
z1−α − µ√
n0+n
n0n


= 1− Φ

(√
n0

n0 + n
z1−α −

√
n
√
n0µ

σ
√
n+ n0

)
= Φ

( √
n0

√
nµ

σ
√
n0 + n

−
√

n0

n0 + n
z1−α

)
= Φ

(√
n0

n0 + n

(√
nµ

σ
− z1−α

))

Avec la taille de l’échantillon totale est :

n(ε) =
4(z1−α + z1−β)2

ε2

Et la taille de l’échantillon espérée est :

nesp =

∫
4(z1−α + z1−β)2

ε2
π(ε)dε

Si π(ε) ∼ 1
b−a où a ≤ ε ≤ b On a le nombre de sujets nécessaires espéré :

nesp =

∫ b

a

4(z1−α + z1−β)2

ε2

1

b− a
dε =

1

b− a
4(z1−α + z1−β)2

(
−1

b
−
(
−1

a

))
=

1

b− a
4(z1−α + z1−β)2

(
b− a
ab

)
=

4

ab
(z1−α + z1−β)2)

Cela donne le rapport de taille d’échantillon :

Rn =
nesp
n

=
4
ab

(z1−α + z1−β)2

4(z1−α+z1−β)2

ε2

=
ε2

ab

Si ε = 0.25, α = 0.025, β = 0.8, n = 502, a = 0.1, b = 0.4 (on note que, a+b
2

= ε) on a

donc :

Rn =
0.252

0.1× 0.4
= 1.56

Cela indique que l’approche fréquentiste pourrait sous-estimer considérablement la taille

de l’échantillon nécessaire pour atteindre la puissance désirée.
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2.3 Règles d’arrête bayésiennes pour les essais de phase

II

Les études de phase II fournissent des étapes intermédiaires importantes pour un déve-

loppement de médicament réussi. Dans l’ère post-génomique et à haut débit d’aujourd’hui,

le nombre de nouveaux agents candidats augmente à pas de géant. Puisque les études en

phase tardive sont longues et coûteuses, les essais en phase intermédiaire jouent un rôle

essentiel dans l’élimination du «chaff» de notre collection de médicaments, de sorte que

seuls les traitements les plus prometteurs sont acheminés vers le développement en phase

tardive.

2.3.1 Conditions de FDA sur les essais bayésiens

Il y a un grand besoin de réflexion créative dans la conception des essais de dispositifs

médicaux pour améliorer l’efficacité tout en maintenant l’intégrité scientifique des résul-

tats des essais cliniques. [17] Les conceptions bayésiennes d’essais cliniques offrent une

flexibilité supplémentaire en ce qui concerne les caractéristiques de conception, mais la

validité des résultats dans le cadre réglementaire demeure préoccupante. Les indications

de la FDA(Food and Drug Administration’s) sur les essais bayésiens (févrie 2010) [25]

indiquent que la démonstration des caractéristiques d’essai bayésiennes dans une perspec-

tive fréquentiste (c’est-à-dire les taux d’erreur attendus de type I, II et puissance) est un

élément essentiel de l’évaluation bayésienne.

Par exemple dans les essais sur les dispositifs médicaux, une seule analyse intermé-

diaire de l’information tardive peut réduire le délai avant le dépôt réglementaire. De

plus, les dispositifs de candidats contrôle sont souvent le sujet de leur propre étude ré-

glementaire récente, sinon d’études multiples. Ignorer complètement cette information au

moment de l’analyse est de plus en plus difficile à justifier. Les conceptions bayésienne

a postériori et prédictive, sont proposées pour résoudre ces problèmes. Les objectifs de

conception incluent la rétention de certains randomisation pour adresser le biais caché

tout en permettant une réduction substantielle de la taille de l’échantillon de contrôle

grâce à l’utilisation d’une a priori bayésienne informative correctement calibré [11] [10].
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2.3.2 Méthode Bayésienne comme un outil des fréquentiste

Dans le contexte de la conception et l’analyse des études enregistrées, l’approche bayé-

sienne peut être un outil pour construire de bonnes conceptions fréquentistes. Par exemple,

nous pouvons utiliser le paradigme Bayésien pour construire un essai clinique qui néces-

site une plus petite taille d’échantillon espérée indépendamment des valeurs réelles des

paramètres. La conception peut être compliquée, mais nous pouvons toujours trouver ses

caractéristiques de fonctionnement fréquentiste en utilisant la simulation. En particulier,

nous pouvons nous assurer que le taux de faux-positifs se situe dans la plage acceptable

pour les organismes de réglementation [4].

Le paradigme bayésien permet d’utiliser l’information historique et les résultats des

autres essais, qu’ils impliquent le même médicament, des médicaments similaires, ou peut-

être le même médicament mais avec des populations de patients différentes. L’approche

bayésienne est idéale pour emprunter la force à travers les groupes de patients et de mala-

dies dans le même essai et à travers les essais. Cependant, nous mettons en garde que les

informations historiques ne peuvent généralement pas être simplement considérées comme

échangeables avec les informations actuelles.

Exemple 2.3.1. Certains essais proposés par des sociétés pharmaceutiques et d’appa-

reils sont déficients et peuvent être améliorés en adoptant une approche bayésienne. Par

exemple, une entreprise peut considérer que son médicament est le plus approprié pour

une maladie particulière, mais ne sait pas exactement quels sous-types de la maladie se-

ront les plus sensibles. Ils proposent donc des essais séparés pour les différents sous-types.

Pour être précis, considérons le cancer de l’ovaire avancé, une maladie particulièrement

difficile pour obtenir des réponses tumorales. En explorant les effets possibles de sa drogue,

supposons qu’une compagnie essaye de détecter un taux de réponse de tumeur de 10%. Il

a proposé de traiter 30 patients dans un groupe et 30 patients dans le groupe complémen-

taire, mais de mener deux essais distincts. Tous les 60 patients seraient accumulés dans

le but d’obtenir au moins une réponse tumorale. Supposons qu’il n’y ait eu aucune réponse

sur les 30 patients enregistrés à l’essai 1 et aucune réponse sur 25 patients à ce jour dans

l’essai 2. Leur conception, ils ajouteraient encore 5 patients de plus à l’essai 2. Mais ce

serait une folie. Jusqu’à présent, nous aurions appris deux choses : d’abord, le médicament

n’est pas très actif, et deuxièmement, les deux sous-groupes de patients répondent de la

même façon. Une analyse de modélisation hiérarchique bayésienne permettrait de le faire,
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et une telle analyse raisonnable montrerait qu’il est fort futile (et éthiquement discutable)

d’ajouter les 5 patients restants dans l’essai 2.

Remarque 2.3.1. Les conceptions bayésiennes intègrent les méthodes séquentiel lorsque

cela est possible sur le plan logistique, utilisent les probabilités prédictives des résultats

futurs et la robustesse via les études des sous-groupes de patients. Ces caractéristiques

bayésiennes ont des implications à la fois pour l’analyse et pour la conception. Tous les

impliquent la modélisation dans la construction des fonctions de vraisemblance.

2.3.3 Règle d’arrêt binaire pour futilité et efficacité

A)Règle d’arrêt a postériori

D’aprèr (Thall et Simon) [20] (Simon R. et Thall) [21], Simon et Estey (1995)

présentent une classe de plans bayésiens pour les essais cliniques de phase II qui incluent

des règles d’arrêt basées sur des bornes de décision pour des événements cliniquement

significatifs [4].

Pour illustrer, soit xi ∈ {0, 1} un indicateur de réponse pour le ime patient. Soit pe
et ps la probabilité de réponse sous la thérapie expérimentale (e) et la norme de soins

(s), respectivement. Les études de phase IIA ne comprennent pas la randomisation pour

contrôler.

Dans de tels cas, nous supposons que ps est connu, suit une distribution a priori

informatif π(ps).

Définition 2.3.1. Soit x = (x1, ...., xn) toutes les données jusqu’au patient n. Nous pou-

vons évaluer de manière significative les probabilités a postériori qui sont de la forme

πn = P (pe > ps + δ/x).

La probabilité πn est la probabilité a posteriori que la probabilité de réponse sous

la thérapie expérimentale domine celle sous la norme de soins d’au moins δ. Le résultat

est déterminé par l’investigateur et devrait refléter l’amélioration minimale cliniquement

significative. Cela dépend aussi de la nature de la réponse, de la maladie et support de

ps. La probabilité πn est actualisée après chaque patient (ou cohorte de patients), et est

ensuite utilisée pour définir des règles d’arrêt séquentielles comme suit :
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Algorithme

décision =


Arrêter et déclarer E prometteur si πn > Un

Continuer à inscrire des patients si Ln < πn < Un

Arrêter et déclarer E non prometteur si πn < Ln

Les limites de décision {(Ln, Un), n = 1, 2, ...} sont les paramètres de la conception.

Par exemple, on pourrait utiliser Ln = 0.05 et Un = 0.95 pour tout n.

Les considérations qui entrent dans le choix de ces limites sont similaires à celles du

choix des limites d’arrêt pour les conceptions séquentielles de groupes fréquentistes.

Remarque 2.3.2. Dans la pratique, on commence par un premier choix raisonnable, on

évalue les caractéristiques de fonctionnement fréquentistes et on ajuste itérativement les

bornes de décision jusqu’à ce que les caractéristiques de fonctionnement désirées soient

atteintes.

Par exemple, nous pourrions commencer avec Ln = 1% et Un = 80%.

Ensuite, nous calculons les caractéristiques de fonctionnement. Nous pourrions considérer

deux scénarios : un scénario nul S0 avec pe = ps, et un scénario alternatif S1 avec pe > ps+δ

comme vérité de simulation.

L’erreur de type I est alors la probabilité de terminer l’essai avec la conclusion (fausse)

que E est prometteur, alors que la puissance est la probabilité, par rapport au simulation

répétée de l’essai possible sous S1, que l’essai se termine avec une conclusion correcte que

E est promettant.

Supposons que nous trouvons que l’erreur de type I est de 8%, un peu plus grande

que souhaité. Nous essayons ensuite d’augmenter la borne inférieure Ln pour réduire

l’erreur de type I. Maintenant, nous pourrions avoir une erreur de type I acceptable sous

S0, mais une puissance de seulement 70% sous S1. Pour augmenter la puissance, nous

pourrions maintenant essayer de réduire la borne supérieure, disons à Un = 75%. Une

séquence de telles corrections itératives conduira éventuellement à un ensemble de limites

qui atteignent des caractéristiques de fonctionnement souhaitables.

B)Règle d’arrêt utilisant la probabilité prédictive

La probabilité prédictive joue un rôle essentiel dans la conception et la surveillance

des essais. Par exemple, le conditionnement de ce qui est connu à propos des covariables

et les résultats des patients à tout moment pendant un essai, permettent de déterminer
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la probabilité d’obtenir une signification statistique à la fin d’essai [4].

Dans cette partie, nous allons donner une nouvelle méthode pour calculer les proba-

bilités prédictives, et nous décrivons leur utilisation pour améliorer le design des essais

cliniques de la phase II. Un avantage de cette approche est qu’elle imite le processus dé-

cisionnel clinique. Basé sur les données intérimaires, la probabilité prédictive est obtenue

en calculant la probabilité d’une conclusion positive (de rejeté d’hypothèse nulle) si l’essai

se déroule à la taille maximale de l’échantillon prévue [13].

Donc, on peut prendre une décision de continuer ou d’arrêter l’essai en fonction de la

puissance de cette probabilités prédictives.

Notre objectif est d’évaluer la proportion p pour un nouveau médicament en testant

les deux l’hypothèses :

H0 : p ≤ p0

H1 : p ≥ p1

Où p0 représente un taux de réponse pré spécifié du traitement standard et p1 représente

un taux de réponse cible d’un nouveau traitement. dans la phase II d’un essai.

En donnant p0, p1, la distribution a priori du taux de réponse π(p) et la taille de

cohorte de contrôle intérimaire, nous cherchons les paramètres de design, y compris la

taille de l’échantillon maximum Nmax, θL, θT et θU pour obtenir un design satisfaisant les

contraintes de l’erreur du 1ère et du 2ème espèce simultanément.

La règle de décision peut être construite comme suit :

Algorithme(phase II basée sur la Conception de PP ).

décision =


Arrêter et déclarer E prométteur si PP > θU

Continuer à inscrire des patients si θL < PP < θU

Arrêter et déclarer E non prométteur si PP < θL

Typiquement, θL et θU sont deux nombres positives choisis compris entre 0 et 1, avec

θL est très proche de 0 et θU est très proche de 1.

PP < θL signifie qu’il est improbable que le taux de succès serait supérieur à p0, d’ici à

la fin de l’essai, compte tenu des données actuelles. Dans ce cas, nous pouvons également

arrêter l’essai et rejeter l’hypothèse alternative à ce moment là.
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PP > θU , les données actuelles suggèrent que, si le même mouvement s’étend, nous

aurons une probabilité élevée pour conclure que le traitement est efficace à la fin de l’étude.

Ceci résulte, et conduit à arrêter prématurément l’essai en raison d’efficacité.

Remarque 2.3.3. En choisissant θL > 0 et θU < 1, l’essai peut se terminer prématuré-

ment en raison soit de futilité soit d’efficacité. Pour l’essai de la phase II, nous préférons

souvent de choisir θL > 0 et θU = 1, pour privilégier un arrêt prématuré en raison de

futilité, mais non pour l’efficacité [4].

Calcul de la probabilité prédictive

Supposons que la distribution a priori de p est, π(p), la distribution Beta (a, b). La

quantité a
a+b

indique la moyenne a priori, les quantités a et b peuvent être considérées

comme le nombre de réponses a priori favori ou pas, respectivement, a + b peut être

considérée comme une mesure de la précision a priori.

Supposons que nous avons fixé un nombre maximum de patients Nmax, et supposons

que X qui est le nombre de réponses chez les patients parmi les n patients en cours

(n ≤ Nmax) suite une distribution B(n, p), alors la distribution a posteriori de p serai :

p/x ∼ Be(a+ x, b+ n− x).

L’approche de probabilité prédictive regarde vers l’avenir sur la base des données ac-

tuelles observées pour projeter si une conclusion positive à la fin de l’étude est susceptible

ou non, puis prendre une décision raisonnable à l’heure actuelle par conséquence.

Soit Y le nombre de réponses dans le potentiel de futur patients m = Nmax − n.
Supposons que notre design est de déclarer l’efficacité, si la probabilité a posteriori de p qui

est supérieure à un certain niveau prédéfini p0 est supérieure à un seuil θT . Marginaliser

p de la probabilité binomiale, il est bien connu que Y suit une distribution de Beta-

Binomiale [1],

Y/X = x ∼ Be− B(m, a+ x, b+ n− x).

Quand Y = i, la distribution a postériori de

p/(X = x, Y = i) ∼ Be(a+ x+ i, b+Nmax − x− i).

La probabilité prédictive (PP ) du succès de l’essai peut être alors calculé comme suit :

41



CHAPITRE 2. CONDITIONS FRÉQUENTISTES APPLIQUÉES SUR LES TESTS
BAYÉSIENS

Soit : Bi = P (p > p0/x, Y = i) et 1i = 1{Bi>θT }, on a :

PP = E
[
1{P (p>p0/x,Y )>θT }/x

]
=

∫
1{P (p>p0/x,Y )>θT }dP (Y/x)

=
m∑
i=0

P (Y = i/x)× 1{P (p>p0/x,Y )>θT }

=
m∑
i=0

P (Y = i/x)× 1{Bi>θT }

=
m∑
i=0

P (Y = i/x)× 1i.

La quantité Bi est la probabilité que le proportion p est plus grand que p0 en donnant x

réponses dans n patients des données actuelles et i réponses dans les m futurs patients.

La comparaison de Bi à une valeur seuil θT donne un indicateur 1i pour considérer l’effi-

cacité du traitement à la fin de l’essai compte tenu des données actuelles et des résultats

potentiels des Y = i.

La somme pondérée des indicateurs 1i donne la probabilité prédictive de conclusion

d’un résultat positif, d’ici à la fin de l’essai, sur la base du informations cumulées dans la

phase actuelle.

• La PP élevé signifie que le traitement susceptible être efficace, d’ici à la fin de l’étude,

compte tenu des données actuelles.

• Alors qu’un faible PP suggère que le traitement ne peut avoir une activité suffisante.

• Par conséquent, PP peut être utilisé pour déterminer si l’essai doit être arrêté

prématurément en raison de l’efficacité /de futilité ou poursuivi parce que les données

actuelles ne sont pas encore concluantes. C’est pour cela est définit en introduisant deux

seuils sur PP , (θL et θU).

Exemple 2.3.2. Supposons qu’un chercheur envisage de recruter un maximum de Nmax =

40 patients dans l’étude de phase II. À un moment donné, x = 16 réponses sont observées

dans n = 23 patients.

Que sera la P(proportion > 60%) ?

l’hypothèse d’une vague distribution est une Be(0.6, 0.4) pour la proportion p et soit
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Y le nombre de réponse dans m = 17 futures observations, donc Y/X = 16 ∼ Be −
B(17, 16.6, 7.4).

Pour chaque valeur possible de Y = i, l’a posteriori conditionnelle de p suit une

distribution de Beta, p/x, Y = i ∼ Be(16.6 + i, 24.4− i).

Dans cet exemple, on prend θT = 0.90. Comme on peut le voir au tableau (4), lorsque

0 ≤ Y ≤ 11, 0.0059 ≤ P (p > 0.60) ≤ 0.8314. Par conséquent nous concluons H0 pour

Y ≤ 11. D’autre part, lorsque 12 ≤ Y ≤ 17 ; 0.9022 ≤ P (p > 0.60) ≤ 0.9989. Dans

ce cas, au lieu de favoriser H1 pour y ≥ 12 la probabilité prédictive est la moyenne

pondérée à l’indicateur d’un essai qui se déroule jusqu’à la fin de l’étude. Le calcul donne

PP = 0.5656. Si θL = 0.10, l’essai ne serait pas arrêté à cause de la futilité, car PP est

supérieur à θL, (Voir le programme 1 dans l’annexe).

Y=i Pr(Y=i/x) Bi = P (p > 0.60/x, Y = i) 1(Bi>0.90)

0 0.0000 0.0059 0

1 0.0000 0.0120 0

2 0.0001 0.0263 0

3 0.0006 0.0526 0

4 0.0021 0.0963 0

5 0.0058 0.1624 0

6 0.0135 0.2529 0

7 0.0276 0.3651 0

8 0.0497 0.4910 0

9 0.0794 0.6186 0

10 0.1129 0.7354 0

11 0.1426 0.8314 0

12 0.1587 0.9022 1

13 0.1532 0.9488 1

14 0.1246 0.9760 1

15 0.0811 0.9901 1

16 0.0381 0.9964 1

17 0.0099 0.9989 1

Table 4 : Calcul de la probabilité prédictive bayésienne pour p0 = 0.60, θT = 0.90, Nmax =

40, x = 16, n = 23, et une distribution a priori Beta (0.6, 0.4) sur p.
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2.4 La probabilité prédictive dans les tests de non in-

fériorité

Guosheng Yin, Nan Chen, et J. Jack Lee (2012) proposent une conception

d’essai clinique de phase II randomisée basée sur la randomisation adaptative bayésienne

et la surveillance prédictive. La randomisation adaptative assigne plus de patients à un

bras de traitement plus efficace, en comparant les probabilités a postériori d’efficacité entre

différents bras. On surveille continuellement l’essai en utilisant la probabilité prédictive.

L’essai est terminé prématurément lorsqu’il démontre qu’un traitement est extrêmement

supérieur aux autres, ou que tous les traitements sont équivalents [10].

Deux méthodes utilisées ont été proposées pour calculer la probabilité prédictive en

considérant l’incertitude de la taille de l’échantillon des données futures. Cette conception

contrôle également les erreurs de type I et de type II et offre une approche bayésienne

alternative à la conception séquentielle de groupe fréquentiste [2]. La conception proposée

est comme suit :

Supposons que nous comparions les K traitements dans un essai de phase II randomisé

sur K-bras. Soit pk le taux de réponse du keme traitement, et assignons une distribution

a priori pk ∼ Be(αk, βk), pour k = 1, ..., K.

Si, parmi les nk sujets traités dans le keme bras, on observe des réponses xk, alors

Xk ∼ B(nk, pk)

et la distribution a postériori de pk est

pk/(Xk = xk) ∼ Be(αk + xk, βk + nk − xk).

Si la taille maximal de l’échantillon du keme bras est Nk, alors le nombre de réponses pour

les futurs patients Nk − nk, Yk, suit une distribution beta-binomiale [1] :

Yk/(Xk = xk) ∼ Be− B(Nk − nk, αk + xk, βk + nk − xk).

Lorsque Yk = yk, la distribution a posteriori du taux de réponse compte tenu des données

actuelles et futures est

pk/(Xk = xk, Yk = yk) ∼ Be(αk + xk + yk, βk +Nk − xk − yk).
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Pour faciliter l’exposition, nous considérons deux traitements pour illustrer la conception,

c’est-à-dire K = 2. Nous spécifions une différence de traitement cliniquement significative

δ et une probabilité de seuil θT . Si

P (|p2 − p1| > δ/X1 = x1, X2 = x2, Y1 = y1, Y2 = y2) ≥ θT .

nous revendiquons la non-équivalence des deux traitements, c’est-à-dire qu’un traitement

est supérieur à l’autre. Cependant, Y1 et Y2 sont les données futures, qui n’ont toujours

pas été observées au stade actuel de la prise de décision. Nous calculons la moyenne sur

le caractère aléatoire du Y1 et Y2 en calculant la PP comme suit :

PP = EY1Y2 [1{P (|p2−p1|>δ/X1=x1,X2=x2,Y1,Y2)≥θT }]

=

N1−n1∑
y1=0

N2−n2∑
y2=0

P (Y1 = y1/X1 = x1)P (Y2 = y2/X2 = x2)

× 1{P (|p2−p1|>δ/X1=x1,X2=x2,Y1,Y2)≥θT } (2.3)

où 1 est la fonction indicatrice et PP désigne la probabilité prédictive pour revendiquer

la supériorité à la fin d’essai. Nous devons spécifier les probabilités de seuil inférieur (θL)

et supérieur (θU) pour la prise de décision adaptative dans la conduite de l’essai. La règle

de décision basée sur la PP est la suivante :

a) Arrêt pour équivalence : Si PP < θL, nous arrêtons l’essai et acceptons l’hypothèse

nulle pour revendiquer l’équivalence du traitement.

b) Arrêt pour supériorité : Si PP > θU , on arrête l’essai et rejette l’hypothèse nulle

pour réclamer un bras de traitement supérieur.

Nous pouvons maintenir les taux d’erreur fréquentistes ; de type I et de type II en

calibrant les paramètres de conception (N, δ, θT , θL, θU), où N est la taille maximale de

l’échantillon, N = N1 +N2.

Une conception d’essai basée sur la PP permet une surveillance continue ; si les deux

traitements ont des effets similaires sur l’efficacité, ou si un traitement est largement

supérieur à l’autre, l’essai peut être arrêté rapidement lorsque des preuves suffisantes se

sont accumulées. Cela se traduirait par une plus petite taille d’échantillon prévue, et donc

un essai plus efficace. À la fin de l’essai, nous déclarons qu’un traitement est meilleur que

l’autre ou l’équivalence de deux traitements.
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2.4.1 Les méthodes pour calculer la probabilité prédictive

On a deux façons différentes de calculer la PP . La première méthode est plus rigoureuse

mais plus intensive en calcul, et la seconde applique une approximation, mais elle est

relativement rapide.

Méthode 1

Une fois la randomisation adaptative est en vigueur, le nombre total de sujets dans

le 1er bras et 2eme bras, N1 et N2, deviennent aléatoires, alors que le nombre de sujets

restants dans l’essai, m, est fixe, si l’essai n’est pas autorisé pour l’arrêt précoce. Soit Z

le nombre de sujets qui seraient assignés au 2eme bras, alors Z ∼ B(m,π) avec

π =
P (p2 > p1/X1 = x1, X2 = x2)τ

P (p2 > p1/X1 = x1, X2 = x2)τ + {1− P (p2 > p1/X1 = x1, X2 = x2)}τ

Nous assignons la prochaine cohorte de patients au 2eme bras avec la probabilité π, et au

1er bras avec la probabilité 1 − π. Nous utilisons le paramètre d’accord τ pour contrôler

le taux de la randomisation adaptative : si τ = 0, alors π = 0.5, conduisant à une

randomisation égale. Une plus grande valeur de τ conduirait à un déséquilibre plus élevé

dans l’allocation des patients entre les deux bras et vice versa.

Et donc :

PZ(z/X1 = x1, X2 = x2) =

m
z

 πz(1− π)m−z (2.4)

Pour obtenir la PP , nous calculons d’abord la moyenne sur Y1 et Y2 sur Z = z, puis sur

Z moyenne selon la distribution binomiale dans l’équation (2.4). D’où

PP =
m∑
z=0

m−z∑
y1=0

z∑
y2=0

PZ(z/X1 = x1, X2 = x2)

× P (Y1 = y1/X1 = x1, Z = z)P (Y2 = y2/X2 = x2, Z = z)

× 1{P (|p2−p1|>δ/X1=x1,Y1=y1,X2=x2,Y2=y2)≥θT },

Ce qui peut être très intensif en calcul en raison de la somme additionnelle marginalisée

sur Z. Cette méthode énumère toutes les possibilités des tailles d’échantillons futures.

Méthode 2

La première méthode implique trois sommations intégrées et est coûteuse en termes de

calcul. La seconde approche consiste à approximer Nk−nk par le nombre attendu de sujets

assignés au keme bras pour k = 1, 2, c’est-à-dire N1−n1 = m(1−π) et N2−n2 = mπ. Ceci

est une approximation directe basée sur les données actuellement observées qui n’imposent

plus de difficultés de calcul.
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Bien que la taille totale de l’échantillon soit fixe, la taille de l’échantillon restant

n’est pas fixe si l’essai est autorisé pour une résiliation anticipée. L’arrêt d’un essai est

une caractéristique supplémentaire d’un plan d’étude. les paramètres de conception sont

étalonnés selon une procédure séquentielle en deux étapes : Nous choisissons d’abord δ

et θT sans arrêt anticipé, puis sélectionnons les paramètres d’arrêt précoce θU et θL. Les

paramètres de conception sont étalonnés dans un ordre séquentiel afin d’éviter les effets

entrelacés d’un arrêt précoce.

Exemple 2.4.1. (Comparaison entre les deux méthode)

Les cinq paramètres de conception (N, δ, θT , θL, θU) doivent être calibrer sur la base du

taux d’erreur de type I souhaité et de la puissance de l’essai.

On effectué une série d’études de simulation avec différentes valeurs de (θL, θU), et on

comparé les taux d’erreur de type I et les puissances correspondants. Choisissant N = 160,

bien que la taille réelle de l’échantillon puisse être beaucoup moindre en raison de l’arrêt

prématurée de l’essai. Les 40 premiers patients (n1 = n2 = 20) ont été randomisés de

manière égale dans les deux bras et les patients ont ensuite été randomisés de manière

adaptative sur la base des probabilités a posteriori de comparaison entre les taux de réponse

des deux traitements après chaque observation, pour contrôler à la fois le taux d’erreur de

type I (10% ou moins) et la puissance (au moins 80%). Pour

Un taux d’efficacité pour le traitement standard p1 = 0.2.

Un taux de réponse pour le nouveau traitement p2 = 0.4.

On a simulé 10000 essais cliniques.

En fixant δ = 0.05 et θT = 0.85, (θL, θU) sont calibrées, pour déterminer l’arrêt précoce

d’un essai en raison d’équivalence ou de supériorité, respectivement. Bien que la concep-

tion permette une surveillance après que chaque résultat soit disponible, du point de vue

informatique et pratique, la taille de cohorte est choisit de 10.

La table 5 donne toutes les valeurs de l’erreur du type I et la puissance selon les deux

méthodes de calcule.
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Tableau 5 : Taux d’erreur de type I et valeurs de puissance en faisant varier les

paramètres de conception θL et θU en utilisant la méthode 1 et la méthode 2 (fixation

δ = 0, 05 et θT = 0, 85)

Dans le tableau 5, nous pouvons voir que les taux d’erreur de type I et les puissances

obtenues à partir des méthodes 1 et 2 sont très proches, ce qui implique que l’utilisation

du nombre attendu de futurs sujets dans la méthode 2 donne une très bonne approximation

des résultats futurs tailles. Notre objectif est toujours de maintenir un taux d’erreur de

type I au plus 10% et d’atteindre une puissance au moins 80% lorsque l’essai est autorisé à

se terminer tôt. Il y a plusieurs paires de (θL, θU) qui satisfont nos exigences de conception,

comme indiqué par les valeurs dans les zones teintées du tableau 5, à partir des quelles

nous pouvons sélectionné θL = 0.05 et θU = 0.99.

Dans la conception d’essai clinique de phase II basée sur la randomisation adapta-

tive bayésienne et la surveillance prédictive, et d’après cette section on peut voir que la

probabilité prédictive joue un rôle très important pour l’arrêt précoce d’essai, donc nous

utilisons PP pour contrôler les erreurs de type I et de type II, ce qui nécessite un calcul

approfondi au stade de la planification, et aussi pour surveiller le test et prendre la déci-

sion d’arrêter l’essai comme suit :

–Si un traitement est supérieur à l’autre, arrêtez l’essai et déclarez la supériorité.

–Si les deux traitements ont une efficacité similaire, arrêter l’essai et déclarer l’équivalence.

–Sinon, poursuivez l’essai jusqu’à ce que la taille maximale de l’échantillon ait été atteinte.
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Application

Dans notre travail, on discute une classe de modèles d’essais cliniques randomisés pour

la démonstration de la non-infériorité clinique entre un dispositif expérimental (E) et un

dispositif de contrôle (C) basé sur un critère de succès clinique composite (SCC) évalué

post opératoire. Pour plus de simplicité, les exemples dans ce chapitre supposent que l’état

clinique sera évalué au 24e mois après l’intervention. La conception de l’essai comprend

une seule analyse intermédiaire (AI) de l’information tardive (section 2.2.1) ; l’objectif

est de réduire considérablement le délai de dépôt réglementaire. De plus, les dispositifs de

candidats contrôle font souvent l’objet de leur propre étude réglementaire récente, voire

d’études multiples. Ignorer complètement cette information au moment de l’analyse, est

difficile à justifier lorsque les ressources ne sont pas illimitées. Pour accommoder l’utilisa-

tion de cette information, la conception de probabilité a posteriori bayésienne est étendue

pour incorporer une a priori informatif sur le dispositif de contrôle seulement. Les objec-

tifs de conception comprennent la rétention d’une certaine randomisation pour adresser

le biais caché tout en permettant une réduction substantielle de la taille de l’échantillon

de contrôle grâce à l’utilisation d’une a priori informatif bayésienne correctement calibrée.

Les caractéristiques de fonctionnement fréquentistes des conceptions avec et sans utilisa-

tion d’une information informative de contrôle (c-informative) pour plusieurs exemples de

conceptions sont explorées et comparées en fonction de la taille de l’échantillon et de la

manière dont le contrôle est supposé être informatif.
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3.1 Considérations de modélisation

3.1.1 Justification de l’analyse intermédiaire et tardif

La raison d’être d’une analyse intermédiaire (AI) est de réduire le fardeau des répon-

dants associé au délai de soumission qui résulte du fait d’attendre que tous les patients

évaluables sur le plan de l’efficacité deviennent théoriquement responsables du suivi du

24ème mois. Les paramètres de conception peuvent être ajustés de sorte que le plan ex-

périmental ait une probabilité relativement élevée de permettre une soumission précoce

(c’est-à-dire aboutir à une conclusion de non-infériorité clinique à l′AI), mais contrôle

l’erreur de type I (α). Il existe un autre problème important qui motive l’utilisation d’une

AI à temps d’information tardif : Maintenir en double aveugle dans les essais cliniques

randomisés des dispositifs médicaux expérimentaux n’est souvent pas faisable et, si pos-

sible, n’est pas pratique pour des raisons techniques. Idéalement, une AI est réalisée et

les résultats sont interprétés par un «tiers indépendant» afin de ne pas influencer le com-

portement ultérieur des patients ou des investigateurs. Afin d’éliminer la possibilité que la

dissémination des résultats de l′AI influe sur les tendances d’inscription futures, l′AI ne

devrait pas être effectuée avant que les tailles d’échantillon maximales ciblées dans chaque

groupe d’appareils aient été randomisées. De cette manière, il n’est pas possible que la

publication des résultats de l’analyse d’impact influence la future inscription à l’étude,

évitant ainsi le biais de sélection. Par exemple, si le dernier patient est randomisé 6 mois

avant l′AI planifiée, alors plus de 18 mois devront s’écouler avant que l’opportunité ne se

présente pour l’analyse finale.

3.1.2 Utilisation d’une a priori informative pour le contrôle

Il est naturel d’utiliser une distribution a priori non informative sur le CCS du mois

24 pour E. En revanche, les dispositifs candidats C font souvent l’objet de leur propre

étude réglementaire récente, si ce n’est de multiples études. De plus en plus, il peut y

avoir des candidats C pour lesquels des données récapitulatives suffisantes sont dispo-

nibles pour guider la construction d’une a priori raisonnable. Ignorer complètement cette

information au moment de l’analyse est de plus en plus difficile à justifier lorsque les res-

sources ne sont pas illimitées. La conception bayésienne des probabilités a posteriori avec

un AI-information-temps unique est proposée pour résoudre ce problème. Les objectifs de

conception incluent la rétention de certains randomisation pour adresser le biais caché tout
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en permettant une réduction substantielle de la taille de l’échantillon de contrôle grâce

à l’utilisation d’une a priori bayésienne informative correctement calibrée. De cette ma-

nière, l’approche bayésienne améliore l’efficacité en n’ignorant pas les preuves scientifiques

valables concernant la performance du dispositif de contrôle lors des comparaisons avec

un nouveau dispositif expérimental. L’approche bayésienne comprend une façon formelle

d’incorporer ces informations dans les comparaisons de groupes de traitement et d’influen-

cer les résultats statistiques concernant la non-infériorité clinique. Ceci est en opposition

avec l’approche fréquentiste qui permet seulement l’utilisation de telles informations à

la phase de conception de l’étude mais pas à la phase d’analyse. Par conséquent, il est

essentiel que le commanditaire justifie suffisamment la distribution a priori particulière à

utiliser et qu’il parvienne à un consensus avec les conditions de FDA.

3.1.3 Aperçu de la procédure d’examen de non-infériorité

Les méthodes utilisées reposent sur le modèle statistique relativement familier et direct

basé sur les distributions bêta-binomiales.

Soit pe ∼ Be(1
2
, 1

2
), et pc ∼ Be(a, b) avec X ∼ B(N, p)

Les distribution a posteriori

pe/(Xe, Ne) ∼ Be(1
2

+Xe,
1
2

+ (Ne −Xe))

et

pc/(Xc, Nc) ∼ Be(a+Xc, b+ (Nc −Xc))

telle que (Xe, Ne) et (Xc, Nc) sont les données observées.

Un programme dans R pour calculer cette probabilité a posteriori est donné dans

l’annexe (programme 2 et 3).
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Figure(1.3) : La distribution a postériori pour la différence d’appareil dans. 24 SCC

La distribution a posteriori de la différence de groupe peut être déterminée à partir de

la différence de ces distributions bêta mises à jour de manière appropriée. Le support de

cette distribution est [−1,+1], la figure (1.3) est simulée par le programme(2 et 3) de

l’annexe qui est une distribution gaussienne. L’intégrale de −0.10 à 1 est la probabilité a

posteriori bayésienne que le taux de SCC au 24 mois pour les patients implantés avec E

ne soit pas inférieur à −0.10 à celui de C.

3.2 Mise en œuvre du design

3.2.1 Modèle statistique

L’approche adoptée ici a été formulée en termes de détermination de la probabilité

a posteriori de non-infériorité au moment de l′AI et de nouveau à l’analyse finale s’il

n’y avait pas suffisamment de preuves favorisant la non-infériorité au moment de l′AI.

Les étapes suivantes supposent des a priori non informatifs pour les deux périphériques.
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Une section suivante examine l’impact d’une a priori informative uniquement pour le

dispositif de contrôle. La description de l’algorithme suivant suppose que le critère de

rejet de l’hypothèse d’infériorité à l′AI est une probabilité a posteriori de non-infériorité

au moins égale à 0.95. Si la probabilité postérieure est inférieure à 0.95, elle sera recalculée

après l’ajout des données des patients évaluables d’efficacité restants après qu’ils soient

tous théoriquement dus pour le suivi du 24e mois. Les seuils a posteriori bayésiens réels

utilisés à l’analyse AI et finale doivent être considérés comme des paramètres de réglage

qui permettent aux conceptions de varier en termes d’erreur de type I et de type II.

1. Supposons des distributions a priori non informatives (Jeffreys) pour les probabi-

lités de succès des groupes expérimentaux (pe) et des dispositifs de contrôle (pc).

2. En utilisant les résultats d’une analyse intermédiaire, déterminer la distribution

bivariée a postériori bayésienne pour la différence(pe−pc). Individuellement, pe et pc
ont des distributions bêta. La distribution bivariée nécessaire peut être obtenue de

manière empirique par des simulations dans lesquelles une valeur de pe est obtenue

à partir de sa distribution (spécifique au groupe de dispositifs) et une valeur de

pc est obtenue à partir de sa distribution. La différence (pe − pc) peut alors être

calculée. Si ce processus est répété un grand nombre de fois, la distribution de

fréquence résultante de l’observation (pe − pc) est une estimation empirique de la

distribution de probabilité nécessaire.

3. A partir de la distribution a posteriori bivariée obtenue à l’étape 2, déterminer

la probabilité que (pe − pc) > −δ, (soit δ = 0.10). Cette probabilité peut être

déterminée en comptant le nombre de simulations dans lesquelles cette condition

est remplie.

4. Si le 5eme centile de la distribution bivariée de (pe − pc) dépasse −0.10, alors la

probabilité que le taux de réussite pour E ne soit pas plus de 0.10 inférieur à C est

d’au moins 0.95. Cette constatation appuie la décision d’autoriser l’enregistrement

et l’approbation précoces des appareils puisque des renseignements suffisants sont

disponibles au moment de l′AI pour appuyer la demande de non-infériorité.

5. Si le 5eme centile de (pe− pc) ne dépasse pas −0.10, alors la probabilité que le taux

de réussite de E ne soit pas plus de 0.10 inférieur à celui de C est inférieure à 0.95.

Par conséquent, le statut du point final pour les patients évaluables restants doit

être obtenu et un calcul de probabilité postérieur final effectué après que tous ces

patients sont théoriquement dus pour le suivi du 24eme mois en répétant les étapes

décrites ci-dessus.
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3.2.2 Simulation

Cet exemple est une étude visant à démontrer la non-infériorité clinique d’un nouveau

dispositif médical expérimental par rapport au contrôle.

Par conséquent, trois scénarios ont été initialement évalués. Celles-ci étaient (pe0, pc0) =

(0.85, 0.85), (0.74, 0.85) et (0.87, 0.85). Ceux-ci reflètent la véritable équivalence, la vraie

infériorité et la légère supériorité. Les second et troisième scénarios ont été utilisés pour

obtenir des estimations de puissance statistique et le premier a été utilisé pour obtenir

des estimations d’erreur de type I.

Dans les trois scénarios le nombre d’échantillons simules numsim = 3000,Ne1 =

140, Nc1 = 70, Ne2 = 60, Nc2 = 30 et delta = −0.10.

Les résultats ont été pris de l’article de Greg M (2011)

scénarios 1 : pour (pe0, pc0) = (0.74, 0.85)

Type de rejet Fréquence Pourcentage Fréquence Pourcentage

cumulée cumulée

Rejeter à titre provisoire 102 3.40 102 3.40

Rejeter en finale 52 1.73 154 5.13

Ne pas rejeter 2846 94.87 3000 100.00

scénarios 2 : pour (pe0, pc0) = (0.85, 0.85)

Type de rejet Fréquence Pourcentage Fréquence Pourcentage

cumulée cumulée

Rejeter à titre provisoire 1991 66.37 1991 66.37

Rejeter en finale 468 15.60 2459 81.97

Ne pas rejeter 541 18.03 3000 100.00

scénarios 3 : pour (pe0, pc0) = (0.87, 0.85)

Type de rejet Fréquence Pourcentage Fréquence Pourcentage

cumulée cumulée

Rejeter à titre provisoire 2278 75.93 2278 75.93

Rejeter en finale 438 14.60 2716 90.53

Ne pas rejeter 284 9.47 3000 100.00
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Il y a aussi un autre scénarios lorsque Ce cas a été comparé à un cas où le critère de

probabilité postérieure AI a été augmenté de 0.95 à 0.975 à titre d’exemple de paramètres

de conception «d’ajustement» pour améliorer les caractéristiques de fonctionnement fré-

quentistes

Les résultats pour "l’infériorité limite" définie comme (pe0, pc0) = (0.75, 0.85) étaient :

Type de rejet Fréquence Pourcentage Fréquence Pourcentage

cumulée cumulée

Rejeter à titre provisoire 154 5.13 154 5.13

Rejeter en finale 65 2.17 219 7.30

Ne pas rejeter 2781 92.70 3000 100.00

Discussion :

Dans le premier scénarios le taux d’erreur de type I proche de 0.05(5.13%) lorsque.

D’après le second scénarios si les vraies probabilités de succès sont toutes les deux égales

à 0.85, la probabilité estimée d’atteindre le critère d’enregistrement précoce est de 0.664.

Il’ya une probabilité de 0.156 que l’étude échouera à rejeter la non-infériorité pendant l′AI,

mais sera alors capable de rejeter la non-infériorité durant l’analyse finale. Par conséquent,

la puissance statistique globale est estimée à 82.0%.

Cependant, si (pe0, pc0) = (0.87, 0.85) (scénarios 3), la probabilité d’un arrêt précoce

augmente de 0.663 (dans scénarios 2) à 0.759 (dans scénarios 3). De plus, il ya une

probabilité de 0.146 que l’étude échoue à rejeter la non-infériorité à l′AI, mais soit en-

suite capable de rejeter la non-infériorité au cours de l’analyse finale. Par conséquent, la

puissance statistique globale de ce scénario est de 90.5%.

Pour le dernier scénario, l’erreur de type I est un peu plus grande que 5%(7, 3%).

L’erreur de type I peut être contrôlée en ajustant les seuils de probabilité a posteriori.

Par exemple, le seuil AI pourrait être augmenté de 0.95 à 0.975 comme illustré ci-dessous.

3.2.3 Conception à l’aide du contrôle a priori informative

Les Caractéristiques de fonctionnement sous une a priori informative pour

C

L’interprétation de l’erreur de type I n’est pas aussi simple dans le cas des a priori
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informatives que dans celle des a priori non informatifs. Pour cette raison, dans les essais

bayésiens, voici quelques points à considérer concernant les erreurs de type I : La FDA

considère les erreurs de type I, ainsi que d’autres caractéristiques opérationnelles pour la

conception de l’essai, dans l’évaluation de la soumission. Nous nous efforçons de contrôler

raisonnablement le taux d’erreur de type I. Une caractérisation adéquate des caractéris-

tiques de fonctionnement de toute conception particulière peut nécessiter des simulations

approfondies.

Lors de l’utilisation d’informations a priori, il peut être approprié de contrôler les

erreurs de type I à un niveau moins strict que lorsqu’aucune information a priori n’est

utilisée. Par exemple, si l’information a priori est favorable, l’essai en cours peut ne pas

avoir besoin de fournir autant d’informations concernant la sécurité et l’efficacité. Le degré

auquel nous pourrions relâcher le contrôle des erreurs de type I est une décision au cas par

cas qui dépend de nombreux facteurs, principalement la confiance que nous avons dans

le précédent. Nous pouvons recommander d’actualiser l’information historique / a priori

si la distribution antérieure est trop informative par rapport à l’étude actuelle. Ce qui

constitue "trop informatif" est aussi une décision au cas par cas.

Les choix de la priori bayésiens

Toutes les distributions bêta considérées, à l’exception de l’a priori non informatif

de Jeffreys, ont des valeurs attendues égales à a
(a+b)

∼= 0.72. Le «+0.5» supplémentaire

dans le numérateur et le dénominateur de ces ratios sont des facteurs de «rétrécissement»

qui réduisent légèrement le taux. Les variables a priori de contrôle informatif varient en

fonction de la quantité d’information qu’elles contiennent (a + b). Pour les primitives de

contrôle informatives, ces valeurs sont 1, 10, 20, 30, 40, 50, 60 et 70, respectivement. En

utilisant la stratégie de simulation.

Les valeurs suivantes ont été déterminées en utilisant le programme R. Pour ces simu-

lations, des tirages 3000/3000 beta - binomial ont été utilisés pour chaque simulation.
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Figure 1 : Résume l’analyse intermédiaire de la puissance fréquentiste en utilisant une

distribution a priori non informative pour E et une a priori informative pour C, avec des

sommes de a+ b égales à 1 + 1, 10 + 1, ..., 70 + 1. Les termes "+1" représentent les termes

0.5 qui forment le précédent de Jeffreys. La puissance AI est augmentée de 56.6% à 68.3%

grâce à l’utilisation d’une a priori sur les commandes pour le choix final de la conception

"60 + 1".

Figure 2 : Résume le pouvoir fréquentiste cumulatif en utilisant une distribution non

informative et pour le contrôle informatif avec des sommes de a + b égales à 1 + 1, 10 +

1, 20+1, 30+1, 40+1, 50+1, 60+1 et 70+1. La puissance cumulée est augmentée de 73.3%

à 82.7% grâce à l’utilisation d’une a priori informative sur les commandes pour le choix

final du design "60+1". Au moins 80% de la puissance est conservée pour une conception

qui compare 182E vs 91C à l′AI sur la base d’une probabilité a posteriori calculée avec

un contrôle informatif a priori défini par bêta (a = 43.7, b = 17.3) et comprend alors 78

dispositifs supplémentaires E et 39C à ajouter à l’échantillon d’analyse après que tous les

patients évaluables sont théoriquement dus pour le suivi du 24 mois.

Figure 3 : Résume l’erreur de type I pour chaque conception calculée en supposant

que les taux réels de SCC au 24 mois étaient de 62% et de 72%, respectivement, pour les

dispositifs E et C. Pour cette conception particulière, il n’a pas été observé qu’il existe

une forte association positive entre la quantité d’informations dans l’a priori et le taux
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d’erreur de type I. Pour l’a priori définie par bêta (a = 43.7, b = 17.3), le taux d’erreur

de type I estimé est de 5.4%. Étant donné que ce taux estimé est si proche de 5%, on a

estimé qu’aucun ajustement de la probabilité a posteriori bayésienne au moment de l′AI

ne devait être effectué afin de mieux contrôler l’erreur de type I.

Ce chapitre montre qu’une conception probabiliste a postériori bayésienne avec une

seule analyse intermédiaire en temps réel sans ou avec un dispositif de contrôle infor-

matif antérieur a un potentiel substantiel pour raccourcir le délai d’approbation tout en

contrôlant les erreurs de type I et de type II.
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Conclusion générale

Chaque phase joue un rôle très important dans le cycle de développement des médi-

caments. Ce travail est basé sur l’étude de phase II qui consiste à testé l’efficacité d’un

nouveau traitement par rapport à un autre contrôle.

Dans notre travail nous avons étudié l’importance de tests d’équivalence et de non-

infériorité dans le concept des essais cliniques, soit en utilisant l’approche fréquentiste ou

bayésienne pour étudier les plans adaptatifs prenant en compte les réponses disponibles.

Nous avons compris que la probabilité a postériori et la probabilité prédictive four-

nissent un résumé utile pour étudié la supériorité d’un nouveau traitement par rapport à

un traitement de référence, dans un concept séquentiel.

Bien que les approches fréquentistes ont historiquement dominé le domaine des designs

et l’analyse des essais cliniques [7], les méthodes bayésiennes fournissent plusieurs proprié-

tés attirantes [3]. Il s’agit notamment de la capacité d’incorporer l’information obtenue

avant et pendant l’essai, aussi les tests d’équivalence et de non-infériorité devenus l’un

des meilleurs tests statistiques pour étudier l’efficacité ou bien la supériorité de nouveaux

traitements.
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Résumé

L’objectif de ce mémoire, motivé par des problèmes méthodologiques qui se posent

dans le contexte des essais thérapeutiques, est de donner quelques méthodes adaptées à

l’analyse et au contrôle de ces essais clinique.

Nous avons essayé dans ce travail, d’exposer les méthodes statistiques fréquentistes et

bayésiennes utilisons dans l’évaluations des résultats cliniques.

Nous avons parlé des tests d’équivalence et de non-infériorité qui sont utilisées pour

comparer l’efficacité d’un nouveaux traitement par rapport à un autre de référence en

utilisant des analyse intermédiaires pour arrêter le plus tôt possible l’essai pour des consi-

dérations étiques et commerciales.
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Annexe

Programme :1

>#Pour Pr(y = i/x)

>p0 = 0.6 ; n = 23 ; Nmax = 40 ; m = (Nmax-n) ; x = 16 ; a = 0.6 ; b = 0.4

>ab = c(x + a, n - x + b)

>ys = 0 : m

>pred = pbeta(ab, m, ys)

>dist = round(cbind(ys, pred), 4)

>#Pour Bi = Pr(p > p0/x, y = 0)

>f = 1 - (pbeta(p0, a + x + 0, b + Nmax-x - 0))

>fdis = round(cbind(1, f), 4)

>fdis

>#Pour Bi = Pr(p > p0/x, y = i), i = 1 : m

>f = 1 - (pbeta(p0, a + x + 0, b + Nmax-x - 0))

>fdis = round(cbind(1, f), 4)

>p0 = 0.6 ; n = 23 ; Nmax = 40 ; m = (Nmax-n) ; x = 16 ; a = 0.6 ; b = 0.4

>g = numeric(length(m + 1))

>for (i in 1 : m) {g[i] = 1- (pbeta(p0, a + x + i, b + Nmax-x- i)) ; g[i]}

>dis = round(cbind(1 : m, g), 4)

>Bi = c(fdis[, 2], dis[, 2])

>pred = c(dist[, 2])

>mat1 = cbind(ys, pred,Bi)

>#Pour la probabilite predictive

>theta.t = 0.90

>k = NA

>for(i in 1 : (m + 1)) {if (mat1[i, 3] > theta.t){k[i] = 1} else{ k[i] = 0}}

>mat2 = cbind(mat1, k)

>colnames(mat2) = c("i","Pr(Y=i/x)","Bi","1(Bi>0.90)")
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>mat2

>PP=0

>for(i in 1 :(m+1)){if(mat2[i,4]==1){PP=PP+mat2[i,2]}}

>PP

Programme :2

>library(lattice)

>posterior <-function(ai0,bi0,ac0,bc0,xi1,ni1,xc1,nc1,delta,numsim) {

ai1 <- ai0 + xi1

bi1 <- bi0 + (ni1 - xi1)

ac1 <- ac0 + xc1

bc1 <- bc0 + (nc1 - xc1)

pi1 <- rbeta(numsim,ai1,bi1)

pc1 <- rbeta(numsim,ac1,bc1)

pstdif <- pi1 - pc1 ;

pstdif.ge.delta <- pstdif > delta

sum.pstdif.ge.delta <- sum(pstdif.ge.delta)

posterior.prob <- sum.pstdif.ge.delta / length(pstdif.ge.delta)

rate i <- xi1/ni1

rate c <- xc1/nc1

rate s <- c(rate i, rate c)

require(stats)

out=list(Rates=rates,

Posterior prob=posterior.prob,

histogram(pstdif, nint=50,xlab=’Delta’,main="Posterior Distribution for

Device Difference in Mo. 24 CCS")

)

out

}

>posterior(0.5,0.5,0.5,0.5,xi1,ni1,xc1,nc1,delta,numsim)

pi0=0.74 ; pc0=0.85 ; ni1=140 ; nc1=70 ; ni2=60 ; nc2=30 ; numsim=3000 ;delta=-0.10

Programme 3 :

>library(lattice)

>posterior <-function(ai0,bi0,ac0,bc0,xi1,ni1,xc1,nc1,delta,numsim) {

ai1 <- ai0 + xi1

bi1 <- bi0 + (ni1 - xi1)
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ac1 <- ac0 + xc1

bc1 <- bc0 + (nc1 - xc1)

pi1 <- rbeta(numsim,ai1,bi1)

pc1 <- rbeta(numsim,ac1,bc1)

pstdif <- pi1 - pc1 ;

pstdif.ge.delta <- pstdif > delta

sum.pstdif.ge.delta <- sum(pstdif.ge.delta)

posterior.prob <- sum.pstdif.ge.delta / length(pstdif.ge.delta)

rate i <- xi1/ni1

rate c <- xc1/nc1

rates <- c(rate i, rate c)

require(stats)

out=list(Rates=rates,

Posterior prob=posterior.prob,

histogram(pstdif, nint=50,xlab= ’Delta’,main="Posterior Distribution for

Device Difference in Mo. 24 CCS")

)

out

}

>posterior(0.5,0.5,0.5,0.5,xi1,ni1,xc1,nc1,delta,numsim)

pi0=0.85 ; pc0=0.85 ; ni1=140 ; nc1=70 ; ni2=60 ; nc2=30 ; numsim=3000 ;delta=-0.10

Programme 4 :

>library(lattice)

>posterior <-function(ai0,bi0,ac0,bc0,xi1,ni1,xc1,nc1,delta,numsim) {

ai1 <- ai0 + xi1

bi1 <- bi0 + (ni1 - xi1)

ac1 <- ac0 + xc1

bc1 <- bc0 + (nc1 - xc1)

pi1 <- rbeta(numsim,ai1,bi1)

pc1 <- rbeta(numsim,ac1,bc1)

pstdif <- pi1 - pc1 ;

pstdif.ge.delta <- pstdif > delta

sum.pstdif.ge.delta <- sum(pstdif.ge.delta)

posterior.prob <- sum.pstdif.ge.delta / length(pstdif.ge.delta)

rate i <- xi1/ni1
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rate c <- xc1/nc1

rates <- c(rate i, rate c)

require(stats)

out=list(Rates=rates,

Posterior prob=posterior.prob,

histogram(pstdif, nint=50,xlab= ’Delta’,main="Posterior Distribution for

Device Difference in Mo. 24 CCS")

)

out

}

>posterior(0.5,0.5,0.5,0.5,xi1,ni1,xc1,nc1,delta,numsim)

pi0=0.87 ; pc0=0.85 ; ni1=140 ; nc1=70 ; ni2=60 ; nc2=30 ; numsim=3000 ;delta=-0.10

Évaluation d’erreur de type I :

Évaluation de puissance :

Évaluation de puissance :
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Annexe I

Table 6 : Les distributions prédictives pour quelque modèles
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