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Abréviations et notations

Abréviations et notations

v.a variable(s) aléatoire(s).

AIC Critère d�information d�Akaike.

AICC Critère d�information d�Akaike corrigé.

B Distribution de Beta.

BIC Critère d�information Bayésien.

BQHR Distribution à taux de hasard Beta quadratique.

Exp Distribution Exponentielle.

EGE Extension de l�Exponentielle Généralisée.

EGWG Exponentielle Weibull-Gumpertz généralisée.

WE Exponentielle Weibull.

G Distribution Gamma.

GD Distribution Generalisée.

GE Exponential Generalisée.

GEV Generalized Extreme Value.

GIG Inverse Gaussien Généralisée..

GP

IGE

Pareto Généralisée.

Inverse Exponential Généralisée.

i.i.d identiquement indépendant distribuée.

QHRD Distribution à taux de hasard Quadratique.

MEGE Extension de l�exponential Généralisée modi�ée.

MLE Estimateur du maximum de vraisemblance.

MTBF

MTTF

MTTR

Durée moyenne entre deux pannes.

Temps moyen de panne.

Durée moyenne avant la réparation.

ODE Equation Di¤érentielle Ordinaire.

W Distribution de Weibull.
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Motivation

En modélisation statistique, les lois classiques à variance �nie, en particulier la loi nor-

male, sont largement utilisées pour étudier de nombreux phénomènes physiques et des don-

nées de nature variée. Cependant, une telle modélisation devient ine¢ cace lorsque l�on dé-

sire étudier des phénomènes présentant de nombreuses valeurs extrêmes, qui ne peuvent être

considérées comme des valeurs aberrantes. Dans cette situation les lois classiques présentent

certaines limites. Par exemple loi exponentielle à un seul paramètre � > 0, ne s�adapte à

une telle situation. Les travaux précédents ont montré que les lois Généralisées présentent

une meilleure qualité d�ajustements de la fonction de survie que les lois classiques lorsque

les taux d�hasard sont en forme de baignoire. C�est dans ce sens que Gupta et Kundu et

plusieurs chercheurs ont introduit des nouvelles distributions appelées « distributions géné-

ralisées (GD)» et qui sont concentrées sur l�amélioration de la fonction de distribution dans

di¤érentes directions.
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Introduction générale

La généralisation des fonctions de distribution a attiré beaucoup d�attention et d�in-

térêt, après l�introduction d�une distribution exponentielle généralisée (GE) par Kundu.D

et Gupta.R.D (1999), plusieurs chercheurs se soient concentrées sur l�amélioration de cette

fonction de distribution dans di¤érentes directions dont le but est d�obtenir une fonction de

distribution qui sera plus robuste, et applicable en modélant di¤érents types de données.

L�exponentielle généralisée à deux paramètres c�est une nouvelle distribution notée GE

et est présentée par les auteurs Gupta et kundu (1999, 2000, 2001, 2003, 2004, 2007) ont

également continué dans cette direction. Ils ont étudié les propriétés de cette distribution,

aussi par rapport à Weibull et à la distribution gamma. Ils ont observé que cette distribution

peut être employée au lieu des distributions gamma et Weibull, depuis les deux paramètres

du gamma, du Weibull et de la distribution GE ont les mêmes propriétés d�augmenter et

de diminuer la fonction de risque si leur paramètre de forme � est le plus grand ou moins

d�un, et elles ont une fonction constante de risque si leur paramètre de forme � est égal

à un. Plusieurs chercheurs ont fait la même chose, ainsi Balakrishnan et Leung (1988), lie

Hsiu-Mei, (2000), George et al (1980) et Olapade (2004, 2005, 2006) qui ont travaillé sur

plusieurs types de distribution logistique généralisée.

Les modèles exponentiels généralisés inverses sont des modèles qui peuvent être employés

dans la �abilité. Aussi elles peuvent être employées comme norme pour modéliser des données

de panne dépendant du temps. Ce nouveau modèle de �abilité est une généralisation de la

distribution exponentielle inverse.

La distribution exponentielle généralisée inverse (IGE) s�approche à la distribution ex-

ponentielle inverse (IE) quand � = 1 et t0 = 0. Cette distribution peut être employée

pour modéliser une variété de caractéristiques de pannes telles que la mortalité infantile,

échecs aléatoires, ... Aussi elle peut être également utilisée pour déterminer les périodes de

rentabilité et d�entretien.
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Introduction Générale

La distribution exponentielle généralisée inverse (IGE) conviendra à modéliser dans le

domaine de l�agriculture, la botanique, les sciences économiques, la médecine, la psychologie,

la zoologie, essais des durées de vie et la �abilité mécanique. Quelques travaux ont été

e¤ectués sur cette distribution par Gupta et Kundu (1999, 2001, 2003).

La loi inverse-gaussienne généralisée est une loi de probabilité continue qui généralise la

loi inverse-gaussienne en introduisant un troisième paramètre.

Cette loi est utilisée, par exemple, en géostatistique, en hydrologie ou en �nance. Elle a

été initialement proposée par Etienne Halphen, la loi est également connue sous le nom de

loi Sichel, elle est utilisée dans la modélisation de nombreux phénomènes réels, notamment

la modélisation de données concernant les temps d�attente (Jorgensen, 1982), des phéno-

mènes extrêmes en hydrologie (Chebana et al, 2010), l�activité neuronale (Iyengar et al,

1997). Concernant l�étude des propriétés statistiques de cette loi, on peut citer par exemple

(Jorgensen, 1982), Perreault et al 1999a, 1999b).

La théorie des valeurs extrêmes propose d�approximer la queue d�une distribution expé-

rimentale par une loi théorique particulière et faire des estimations à partir de cette dernière.

Deux approches sont envisagées :

- l�analyse des maxima par intervalles de temps �xes (crues maximales décennales par

exemple),

- l�analyse des valeurs au-dessus d�un seuil (toutes les crues supérieures à une certaine

hauteur par exemple).

La loi généralisée des extrêmes ou GEV (Generalized Extreme Value) est utilisée dans

le premier cas et la loi de Pareto généralisée GPD dans le second.

La distribution Pareto généralisée (GP ) a été introduite par Pikands (1975) et été étudié

ensuite par Davison, Smith (1984), Castillo (1997, 2008) et autres. Cette distribution peut

être utilisée pour approcher la loi des excès.

La GP a des applications dans certains domaines, y compris des études de �abilité, dans

la modélisation des grandes demandes d�assurance, comme une répartition du temps d�échecs.

Ainsi joue- t- il un rôle important dans la modélisation des évènements extrême ? Un modèle

est fréquement utilisé dans l�étude de la répartition de revenu et dans l�analyse d�évènements

extrêmes, par exemple pour l�analyse des données sur les précipitations, dans l�analyse des

données de la plus grande hauteur de vagues ou le niveau dela mer, les vents maximaux,

analyse de la chute de pluie, dans l�analyse des plus grandes valeurs des inondations annuelles,

8



Introduction Générale

rupture force des matériaux, charges d�avion, etc. Letac et Seshadri (1983) ont caractérisé

la loi GIG comme étant la loi d�une fraction continue constituée par des variables aléatoires

indépendantes de loi gamma.

Le modèle x-exponentielle, comme alternative des distributions Lindley généralisé GL,

Gamma généralisé GG et exponentielle Weibull (EW ). Ce modèle est plus simple que les

distributions, GL, GG, EW et qui a l�avantage que son taux de hasard a une forme en

baignoire.

La théorie des valeurs extrêmes sera alors un prétexte pour comprendre l�impact des

évènements rares sur les mesures de risque en cherchant a caractériser la loi des extrema, le

minimum et le maximum a�n de mesurer les risques.

La plupart des techniques statistiques pour les sciences expérimentales sont basées sur

une décomposition de la variance (des cycles et des régimes). Que se passe-t-il quand le

système considéré n�est sensible qu�à de grandes variations d�un paramètre ? L�analyse de

la variance se concentre sur les valeurs les plus communes, l�analyse des valeurs rares lui

échappe. Les phénomènes extrêmes sont par essence rares, et demandent des techniques

statistiques plus approfondies.

Ce mémoire est constitué de trois chapitres

Dans le premier chapitre nous présentons quelques lois classiques et notions de base,

notamment les fonctions associées à une distribution de probabilité, que nous voyons utiles

pour la suite de ce travail.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons les propriétés mathématiques de quelques

distributions généralisées en se référant à leurs caractéristiques

Au troisième chapitre, nous donnons des applications des distributions généralisées en

�abilité et en analyse des données en réalisant l�impact ces distributions en utilisant des

critères d�information comme AIC, BIC, AICC .
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Chapitre 1

Rappels et quelques notions de

probabilité

Dans le premier chapitre nous présentons quelques lois classiques et notions de base,

notamment les fonctions associées à une distribution de probabilité, que nous voyons utiles

pour la suite de ce travail.

1.1 Distributions de la durée de survie

Supposons que la durée de survie T soit une variable positive non nulle, et absolument

continue, alors sa loi de probabilité peut être dé�nie par l�une des fonctions équivalentes

suivantes (chacune des fonctions ci-dessous peut être obtenue à partir de l�une des autres

fonctions) :

1.1.1 Fonction de survie

La fonction de survie est, pour t �xé est la probabilité de survivre jusqu�à l�instant t.

C�est le complément à un de la fonction de répartition, elle est donnée par

S(t) = P (T > t) = 1� F (t) ; t � 0:

où F (t) est la fonction de répartition associée à la v.a T:

10



1.1. DISTRIBUTIONS DE LA DURÉE DE SURVIE

Propriétés

- S(t) 2 [0; 1], t � 0 et lim
t!+1

S(t) = 0:

- S est une fonction décroissante à valeurs dans [0; 1] et continue monotone c�est-à-dire

t1 < t2 ) S(t1) � S(t2); t1; t2 > 0:

- S(0) = 1; si on pose P (T = 0) = 0:

Si T possède une densité f par rapport à la mesure de Lebesgue

f(t) = lim
4t!0

P (t < T < t+4t)
4t ; t � 0:

et

F (t) =

Z t

0

f(u)du:

aussi

S(t) =

Z +1

t

f (u) du = 1�
Z t

0

f(u)du = 1� F (t); t > 0:

donc

dS(t)

dt
= �dF (t)

dt
= �f(t); t > 0:

1.1.2 Risque instantané (taux de hasard ou de défaillance)

Le taux de hasard, pour t �xé caractérise la probabilité de mourir dans un petit intervalle

de temps après t, condionnellement au fait d�avoir survécu jusqu�au temps t (c�est-à-dire le

risque de mort instantané pour ceux qui ont survécu).

h (t) = lim
�t!0

P (t � T < t+4t=T � t)

�t
:

où le graphique de taux de hasard est une courbe en baignoire.

On distingue 3 périodes :

a) Le risque instantané décroissant (défaillances précoces).

b) Le taux de hasard constant (défaillances aléatoires).

c) Le taux de défaillance croissant (période de vieillesse).

11



1.2. QUELQUES DISTRIBUTIONS USUELLES

Propriétés

1- h : R+ ! R+:

2-
Z t

0

h (u) du <1; 8t > 0 mais
Z 1

0

h (u) du =1:

3- h n�est pas nécessairement monotone.

4- h (t) =
f (t)

S (t)
= � d

dt
lnS (t) ;

En e¤et,

h (t) = lim
�t!0

p (t � T < t+�t=T � t)

�t
= lim

�t!0

1

�t

P ((t � T < t+�t) \ (T � t))

P (T > t)

= lim
�t!0

1

�t

P (t � T < t+�t)

P (T > t)
=

1

P (T > t)
lim
�t!0

p (t � T < t+�t)

�t
=
f (t)

S (t)
:

et
d lnS (t)

dt
=
S 0 (t)

S (t)
= �f (t)

S (t)
= �h (t) :

La fonction de hasard est donnée par

h (t) =
f (t)

S (t)
= �S

0 (t)

S (t)
:

1.1.3 Taux de hasard cumulé

C�est l�intégrale du taux de hasard

H(t) =

Z t

0

h(u)du:

On peut écrire la fonction H(t) en fonction de S (t)

H(t) = � ln[S(t)]:

En e¤et

h(t) =
f(t)

S(t)
= � d

dt
[lnS(t)]

) S(t) = e

0B@�
Z t

0

h(u)du

1CA
= e�H(t):

1.2 Quelques distributions usuelles

Considérons dans toute la section que T soit une v.a continue positive distribuée selon

la distribution que l�on doit dé�nir à chaque fois.
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1.2. QUELQUES DISTRIBUTIONS USUELLES

1.2.1 Distribution exponentielle

Cette loi a de nombreuses applications dans plusieurs domaines. C�est une loi simple,

très utilisée en �abilité dont la fonction de hasard est constante et généralement utilisée pour

modéliser la durée de vie d�un phénomène.

- La fonction de densité de probabilité correspondante à la distribution exponentielle est

f(t; �) = �e��t; t � 0; � > 0:

où � 2 R� est le paramètre d�intensité ou d�inverse échelle et on note T  Exp(�).

On peut maintenant calculer la fonction de répartition F avec

F (t; �) = P (T � t); t � 0; � > 0:

donc

F (t; �) = 1� e��t ; t � 0; � > 0:

Notons que

P (T > t) = 1� F (t) = e��t; t � 0; � > 0: (1.1)

- La fonction de survie associée est

S(t; �) = e��t; t � 0; � > 0:

- La fonction de risque est

h(t; �) = �; t � 0; � > 0:

- La fonction de risque cumulée est

H(t; �) = �t; t � 0; � > 0:

- La moyenne appelé le temps caractéristique est donnée par

E(T ) =
1

�
:

En procédant par récurrence, on peut prouver que

E(T n) =
n!

�n
; n 2 N�:

13



1.2. QUELQUES DISTRIBUTIONS USUELLES

- La variance de la distribution exponentielle est

V ar(T ) =
1

�2
:

- La médiane est

median =
ln (2)

�
:

- Le mode correspondant à la distribution exponentielle est nul, le skewness est égal à 2 et

le Kurtosis normalisé est égal à 6.

- La fonction génératrice des moments est

MT (t) =

�
1� t

�

��1
:

- La fonction caractéristique est

�T (t) =
�

�� it
:

Cette loi est sans mémoire car la probabilité de la panne pour un individu dans certain

période de temps est la même quelle que soit sa durée de vie, c�est à dire

8s; t > 0 P (T > s+ t=T > t) = P (T > s):

Preuve. Si T suit la loi Exp(�) alors, d�aprés (1:1)

P (T > s+ t=T > t) =
P (T > s+ t)

P (T > t)
=
e��(s+t)

e��t
= e��s = P (T > s):

1.2.2 Distribution Inverse-exponentielle

- Sa fonction de densité de probabilité est

fIE (t; �) =
1

�

�
1

t

�2
exp

�
�1
�

�
1

t

��
; t > 0; � > 0:

- Sa fonction de répartition est

FIE (t; �) = exp

�
�1
�

�
1

t

��
; t > 0; � > 0:

- Sa fonction de survie est

14



1.2. QUELQUES DISTRIBUTIONS USUELLES

SIE (t; �) = 1� exp
�
�1
�

�
1

t

��
; t > 0; � > 0:

- Sa fonction de hasard est

hIE (t; �) =

1
�

�
1
t

�2
exp

h
� 1
�

�
1
t

�i
1� exp

h
� 1
�

�
1
t

�i ; t > 0; � > 0:
- Sa fonction de hasard cumulée est

HIE (t; �) = � ln
�
1� exp

�
�1
�

�
1

t

���
; t > 0; � > 0:

1.2.3 Distribution x-exponentielle

On essaye de présenter une nouvelle distribution, appelé x-exponentielle, comme une

alternative des distributions de Lindley généralisé (GL), Gamma généralisé (GG) et expo-

nentielle de Weibull (EW ) et on donne leurs propriétés (voir [10]).

C�est un modèle plus simple que les distributions, GL, GG, EW , et qui a l�avantage que

son taux de hasard est en forme de baignoire.

- La fonction de répartition correspondante à la distribution x-exponentielle est

F (t; �; �) =
�
1�

�
1 + �t2

�
e��t

��
; t; �; � > 0:

où � est le paramètre d�échelle.

Il est clair que F (0) = 0; F (1) = 1, la fonction de répartition est continue à droite, non
décroissante, et elle est absolument continue.

- Sa fonction de densité croît d�abord, puis décroît donc n�est pas unimodal, elle est

donnée par

f (t; �; �) = �e��x
�
�2t2 � 2�t+ �

� �
1�

�
1 + �t2

�
e��t

���1
; t; �; � > 0:

- Sa fonction de survie est

S(t; �; �) = 1�
�
1�

�
1 + �t2

�
e��t

��
; t > 0; �; � > 0:

- Sa fonction de hasard est

h(t; �; �) =
�e��t

�
�2t2 � 2�t+ �

� �
1� (1 + �t2) e��t

���1
1� (1� (1 + �t2) e��t) ; t; �; � > 0:
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1.2. QUELQUES DISTRIBUTIONS USUELLES

- Sa fonction de risque cumulée est

H(t; �; �) = � ln
�
1�

�
1�

�
1 + �t2

�
e��t

���
; t; �; � > 0:

Le calcule des moments de T nécessite le lemme suivant

Lemme 1.2.1 Pour t > 0; �; � > 0; K (�; �; c) =
Z 1

0

tc
�
1� (1 + �t2) e��t

���1
e��tdt;

alors,

K (�; �; c) =

��1X
i=0

C��1i (�1)i
iX
j=0

Cij�
j

�Z 1

0

t2j+ce�i�te��tdt

�
:

Preuve. Nous savons que

(1� z)��1 =

��1X
i=0

C��1i (�1)i zi:

Par conséquent

K (�; �; c) =

Z 1

0

tc
�
1�

�
1 + �t2

�
e��t

���1
e��tdt

=

Z 1

0

tc
��1X
i=0

C��1i (�1)i
��
1 + �t2

�
e��t

�i
e��tdt

=
��1X
i=0

C��1i (�1)i
Z 1

0

tc
��
1 + �t2

�
e��t

�i
e��tdt

=
��1X
i=0

C��1i (�1)i
Z 1

0

tc
��
1 + �t2

��i
e�i�te��tdt

=
��1X
i=0

C��1i (�1)i
Z 1

0

tc
iX
j=0

Cij
�
�t2
�j
e�(i+1)�tdt

=
��1X
i=0

C��1i (�1)i
iX
j=0

Cij�
j

Z 1

0

tc
�
t2
�j
e�(i+1)�tdt

=
��1X
i=0

C��1i (�1)i
iX
j=0

Cij�
j

Z 1

0

tct2je�(i+1)�tdt

=
��1X
i=0

C��1i (�1)i
iX
j=0

Cij�
j

Z 1

0

t2j+ce�(i+1)�tdt

=

��1X
i=0

C��1i (�1)i
iX
j=0

Cij�
j

�
� (2j + c+ 1)

((i+ 1)�)2j+c+1

�
:
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et par suite

E (T ) =

1Z
0

t�e��t
�
�2t2 � 2�t+ �

� �
1�

�
1 + �t2

�
e��t

���1
dt

et le moment d�ordre r 2 N�

E (T r) =

1Z
0

tr�e��t
�
�2t2 � 2�t+ �

� �
1�

�
1 + �t2

�
e��t

���1
dt:

Les moments sont

E (T ) = ��2K (�; �; 3)� 2��K (�; �; 2) + ��K (�; �; 1) :

E (T r) = ��2K (�; �; r + 2)� 2��K (�; �; r + 1) + ��K (�; �; r) ; r = 1; 2; 3; :::

- Sa fonction génératrice des moments associée est

MT (t) = ��2K (�; �� t; 3)� 2��K (�; �� t; 2) + ��K (�; �� t; 1) :

- Sa fonction caractéristique est

�T (t) = ��2K (�; �� it; 3)� 2��K (�; �� it; 2) + ��K (�; �� it; 1) :

Écart moyen par rapport à la moyenne

La quantité de la dispersion dans une population est évidement mesurée dans une cer-

taine unité par la totalité des écarts par rapport à la moyenne et à la médiane.

- L�écart moyen par rapport à la moyenne � est dé�nie par

MD (�) = 2�F (�)� 2�+ 2
Z 1

�

tf (t) dt

= 2�F (�)� 2�+ 2��2L (�; �; 3; �)�

2��L (�; �; 2; �) + ��L (�; �; 1; �) :

où f (t) est la fonction de densité associée à la distribution x-exponentielle et
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1.2. QUELQUES DISTRIBUTIONS USUELLES

L (�; �; c; �) =

Z 1

�

tc
�
1�

�
1 + �t2

�
e��t

���1
e��tdt

=

��1X
i=0

C��1i (�1)i
iX
j=0

Cij�
j

�Z 1

�

t2j+c+1e�(j+1)�tdt

�
:

- La déviation moyenne de la médiane M est dé�nie par

MD (M) = �M + 2

Z 1

M

tf (t) dt

= �M + 2��2L (�; �; 3 ; M)� 2��L (�; �; 2; M) +

��L (�; �; 1; M) :

1.2.4 Distribution à hasard quadratique

La distribution QHRD peut être une fonction de risque (décroissante) croissante ou en

forme de baignoire ou en forme de baignoire renversée (voir [2]).

- Sa fonction de répartition est

GQHRD(t; �; �; �) = 1� e�(�t+
�
2
t2+�

3
t3) ; t > 0; �; � � 0; � � �2

p
��:

On note T  QHRD(�; �; �).

- Sa fonction de densité est

gQHRD(t; �; �; �) = (�+ �t+ �t2)e
�(�t+ �

2 t
2+

�
3 t
3)

; t > 0:

- Sa fonction de survie est

S
QHRD

(t; �; �; �) = e�(�t+
�
2
t2+�

3
t3); t > 0:

- Sa fonction de risque est

h
QHRD

(t; �; �; �) = �+ �t+ �t2; t > 0:

- Sa fonction de risque cumulée est

H
QHRD

(t; �; �; �) = �t+
�

2
t2 +

�

3
t3; t > 0:

- Son espérance est

E(T ) =Wk;m

�
�
�(2k + 3m+ 2)

�2k+3m+2
+ �

�(2k + 3m+ 3)

�2k+3m+3
+ �

�(2k + 3m+ 4)

�2k+3m+4

�
:
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où

Wk;m =

+1X
k=0

(�1)k+m�k�m

k!m!2k3m
:

Preuve.

E(T ) =

Z +1

0

tg(t)dt =

Z +1

0

t(�+ �t+ �t2)e
�(�t+ �

2 t
2+

�
3 t
3)
dt:

comme 0 < e
�(�t+ �

2 t
2+

�
3 t
3)
< 1; le développement en séries de e�

�
2
t2 et e�

�
3
t3 donne

e�
�
2
t2 =

+1X
k=0

(� �
2
t2)k

k!
:

et

e�
�
3
t3 =

+1X
m=0

(� �
3
t3)m

m!
:

donc

E(T ) =
+1X
k;m=0

(�1)k+m�k�m

k!m!2k3m

Z +1

0

t1+2k+3m(�+ �t+ �t2)e
��t
dt

= Wk;m

�
�

Z +1

0

t1+2k+3me��tdt+ �

Z +1

0

t2+2k+3me��tdt+

�

Z +1

0

t3+2k+3me��tdt

�
:

On utilise la propriété suivante a�n de simpli�er l�intégration ci-dessus

�(z) = �z
Z +1

0

tz�1e��tdt:

donc Z +1

0

tz�1e�
�t

dt =
�(z)

�z
:

on trouve

E(T ) =Wk;m

�
�
�(2 + 2k + 3m)

�2+2k+3m
+ �

�(3 + 2k + 3m)

�3+2k+3m
+ �

�(4 + 2k + 3m)

�4+2k+3m

�
:

- La variance est

V (X) = Wk;m

�
�
�(2 + 2k + 3m)

�2+2k+3m
+ �

�(3 + 2k + 3m)

�3+2k+3m
+ �

�(4 + 2k + 3m)

�4+2k+3m

�
��

Wk;m

�
�
�(3 + 2k + 3m)

�3+2k+3m
+ �

�(4 + 2k + 3m)

�4+2k+3m
+ �

�(5 + 2k + 3m)

�5+2k+3m

��2
:
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- Sa fonction caractéristique est

�T (t) =Wi;k;m

�
�
�(2 + 2k + 3m)

(�� it)1+2k+3m
+ �

�(2 + 2k + 3m)

(�� it)2+2k+3m
+ �

�(3 + 2k + 3m)

(�� it)3+2k+3m

�
:

Preuve.

�T (t) = E(eixt)

=

Z +1

0

eixtg(t)dt

=

Z +1

0

eixt(�+ �t+ �t2)e
�(�t+ �

2 t
2+

�
3 t
3)
dt

=

Z +1

0

(�+ �t+ �t2)e
�((��ix)t+ �

2 t
2+

�
3 t
3))
dt:

On utilise la même méthode pour simpli�er l�intégration. Comme 0 < e
�(�t+ �

2 t
2+

�
3 t
3)
< 1; le

développement en séries de e�
�
2
t2 et e�

�
3
t3 donne

e�
�
2
t2 =

+1X
k=0

�
� �
2
t2
�k

k!
:

et

e�
�
3
t3 =

+1X
m=0

�
� �
3
t3
�m

m!
:

donc

�T (t) =
+1X

i;k;m=0

(�1)k+m�k�m

k!m!2k3m

Z +1

0

t2k+3m(�+ �t+ �t2)e
�(��ix)t

dt

= Wi;k;m

�
�

Z +1

0

t2k+3me�(��ix)tdt+ �

Z +1

0

t1+2k+3me�(��ix)tdt +

�

Z +1

0

t2+2k+3me�(��ix)tdt

�
:

On utilise la propriété suivante a�n simpli�er l�intégration

�(z) = �z
Z +1

0

tz�1e��tdt:

donc

�T (t) =Wi;k;m

�
�
�(2 + 2k + 3m)

(�� it)1+2k+3m
+ �

�(2 + 2k + 3m)

(�� it)2+2k+3m
+ �

�(3 + 2k + 3m)

(�� it)3+2k+3m

�
:
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1.2.5 Distribution à taux de hasard Beta-quadratique

Cette nouvelle distribution a été introduite par Ibrahim Elbatal en 2015 (voir [2]). Elle

est dénotée par BQHR:

- Sa fonction de répartition est

GBQHR(t; �) = I(
1�e�(�t+

�
2 t
2+

�
3 t
3)
)(a; b); (1.2)

GBQHR(t; �) =
1

B(a; b)

Z 1�e�(�t+
�
2 t
2+

�
3 t
3)

0

w(a�1)(w � 1)(b�1)dw; t > 0:

où � = (�; �; �; a; b);et � � 0; � � 0; � � �2
p
��; a > 0 et b > 0:

On a Z t

0

w(a�1)(w � 1)(b�1)dw =
+1X
i=0

(�1)i
�
b�1
i

�
(a+ i)

ti:

où �
b� 1
i

�
=

�(b)

�(b� i)i!
:

en e¤et �
b� 1
i

�
=

(b� 1)!
(b� 1� i)!i!

=
(b� 1)!

((b� i)� 1)!i! =
�(b)

�(b� i)i!
:

donc

GBQHR(t; �) =
1

B(a; b)

+1X
i=0

(�1)i
�
b�1
i

�
(a+ i)

�
1� e�(�t+

�
2
t2+�

3
t3)
�i
:

- Sa fonction de densité est

gBQHR(t; �) =
(�+ �t+ �t2)e

�(�t+ �
2 t
2+

�
3 t
3) h
1� e�(�t+

�
2
t2+�

3
t3)
ia�1 n

e�(�t+
�
2
t2+�

3
t3)
ob�1

B(a; b)

=
(�+ �t+ �t2)e

�b(�t+ �
2 t
2+

�
3 t
3)

B(a; b)

h
1� e�(�t+

�
2
t2+�

3
t3)
ia�1

; t > 0:

On a h
1� e�(�t+

�
2
t2+�

3
t3)
ia�1

=

+1X
j=0

(�1)j
�
a� 1
j

�
e�j(�t+

�
2
t2+�

3
t3).

où �
a� 1
j

�
=

�(a)

�(a� j)j!
:

donc

gBQHR(t; �) =

X+1

j=0
(�1)j

�
a�1
j

�
B(a; b)

(�+ �t+ �t2)e�(b+j)(�t+
�
2
t2+�

3
t3); t > 0: (1.3)
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- Sa fonction de survie est

SBQHR(t; �) = 1�
1

B(a; b)

+1X
i=0

(�1)i
�
b�1
i

� �
1� e�(�t+

�
2
t2+�

3
t3)
�i

(a+ i)
; t > 0:

- Sa fonction de risque est

hBQHR(t; �) =

P+1
j=0(�1)j

�
a�1
j

�
(�+ �t+ �t2) e�(b+j)(�t+

�
2
t2+�

3
t3)

B(a; b)�
P+1

i=0

(�1)i(b�1i )
(a+i)

�
1� e�(�t+

�
2
t2+�

3
t3)
�i ; t > 0:

- Sa fonction de risque cumulée est

HBQHR(t; �) = � ln
"
1� 1

B(a; b)

+1X
i=0

(�1)i
�
b�1
i

�
(a+ i)

�
1� e�(�t+

�
2
t2+�

3
t3)
�i#

; t > 0:

Pour calculer la moyenne d�ordre r 2 N�; on utilise la formule suivante

E (T r) =Wj;k;m

"
�
�(r + 2k + 3m+ 1)

[�(b+ j)]r+2k+3m+1
+ �

�(r + 2k + 3m+ 2)

[�(b+ j)]r+2k+3m+2
+ �

�(r + 2k + 3m+ 3)

[�(b+ j)]r+2k+3m+3

#
:

où

Wj;k;m =
+1X

j;k;m=0

(�1)j+k+m
�
a�1
j

�
�k�m (b+ j)k+m

B(a; b)k!m!2!3!
:

donc

E (T ) =Wj;k;m

"
�
�(2 + 2k + 3m)

[�(b+ j)]2+2k+3m
+ �

�(3 + 2k + 3m)

[�(b+ j)]3+2k+3m
+ �

�(4 + 2k + 3m)

[�(b+ j)]4+2k+3m

#
:

- La variance associée est

V ar(T ) = Wj;k;m

(
�
�(3 + 2k + 3m)

[�(b+ j)]3+2k+3m
+ �

�(4 + 2k + 3m)

[�(b+ j)]4+2k+3m
+ �

�(5 + 2k + 3m)

[�(b+ j)]5+2k+3m

)
�

W 2
j;k;m

(
�
�(2 + 2k + 3m)

[�(b+ j)]2+2k+3m
+ �

�(3 + 2k + 3m)

[�(b+ j)]3+2k+3m
+ �

�(4 + 2k + 3m)

[�(b+ j)]4+2k+3m

)2
:
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- La fonction caractéristique est

�T (t) = E
�
eixt
�
=

Z +1

0

eixtf(t;�)dt

=

P+1
j=0 (�1)

j �a�1
j

�
B(a; b)

Z +1

0

(�+ �t+ �t2)e�(b+j)((ix+�)t+
�
2
t2+�

3
t3)dt

=

+1X
j;k;m=0

(�1)j+k+m
�
a�1
j

�
�k�m (b+ j)k+m

B(a; b)k!m!2!3!

�
�

Z +1

0

tk+me�(b+�+j+ix)tdt+

�

Z +1

0

t1+k+me�(b+�+j+ix)tdt+ �

Z +1

0

t2+k+me�(b+�+j+ix)tdt

�
= Wj;k;m

(
�

�(1 + 2k + 3m)

[(b+ �+ j + it)]1+2k+3m
+

�
�(2 + 2k + 3m)

[(b+ �+ j + it)]2+2k+3m
+ �

�(3 + 2k + 3m)

[(b+ �+ j + it)]3+2k+3m

)
:

où

Wj;k;m =
+1X

j;k;m=0

(�1)j+k+m
�
a�1
j

�
�k�m (b+ j)k+m

B(a; b)k!m!2!3!
:

Cas spéciaux de la distribution BQHR

On distingue les cas suivants

1- Pour a = b = 1 alors (1:3) réduit à la ditribution quadratique.

2- Pour � = � = 0 nous obtenons la distribution beta exponentielle.

1.2.6 Distribution de Pareto

- Sa fonction densité de probabilité est

f(t; �; k) =
�k��1

t�+1
; t � k; �; k > 0:

- Sa fonction de répartition est

F (t; �; k) =

Z t

k

f (u) du = 1�
�
k

t

��
; t � k:

- Sa fonction de survie est
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S (t; �; k) =

�
k

t

��
; t � k:

- Sa fonction de risque est

h (t; �; k) =
�

t
; t � k:

- Sa fonction de risque cumulée est

H (t; �; k) = �� ln
�
k

t

�
; t � k:

- Sa moment d�ordre r 2 N� est

E (T r) =
�k�

�� r
:

- La variance est

V ar (T ) =
�k2

(�� 1) (�� 2) ; � > 2:

1.2.7 Distribution inverse-gaussienne

La distribution inverse-gaussienne (ou loi gaussienne inverse ou encore loi de Wald) de

paramètres �; � > 0 fournie les caractéristiques suivantes

- La fonction densité de probabilité est donnée par

f (t; �; �) =

�
�

2�t3

�1=2
exp

�
�� (t� �)

2�2t

�
; t; �; � > 0:

où � est son espérance et � est le paramétre de forme.

On note T  IG (�; �) :

Lorsque � tend vers l�in�ni, la loi inverse-gaussienne se comporte comme une loi normale,

elle possède plusieurs propriétés similaires avec cette dernière.

- La fonction de répartition est

F (t; �; �) = �

 r
�

t

�
t

�
� 1
�!

+ exp

�
2�

�

�
�

 
�
r
�

t

�
t

�
+ 1

�!
; t; �; � > 0:

où � (:) est la fonction de répartition de la loi normale.
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- La fonction de survie est

S (t; �; �) = 1�
"
�

 r
�

t

�
t

�
� 1
�!

+ exp

�
2�

�

�
�

 
�
r
�

t

�
t

�
+ 1

�!#
:

- La fonction de risque est

h (t; �; �) =

�
�
2�t3

�1=2
exp

�
��(t��)
2�2t

�
1�

h
�
�q

�
t

�
t
�
� 1
��
+ exp

�
2�
�

�
�
�
�
q

�
t

�
t
�
+ 1
��i :

- La fonction de risque cumulée est

H (t; �; �) = � ln
"
1�

"
�

 r
�

t

�
t

�
� 1
�!

+ exp

�
2�

�

�
�

 
�
r
�

t

�
t

�
+ 1

�!##
:

- Son espérance de survie est

e (t) =
�

1�
h
�
�q

�
t

�
t
�
� 1
��
+ exp

�
2�
�

�
�
�
�
q

�
t

�
t
�
+ 1
��i :

- Sa moyenne est

E (T ) = �:

- Sa variance est

V ar (T ) =
�3

�
:

- Le skewness est

3
��
�

�1=2
:

- Le Kurtosis normalisé est
15�

�
:

- La fonction génératrice des moments associée est

MT (t) = e

0@�
�

1A
2641�

vuut
1�
2�2t

�

375
:

- La fonction caractéristique est

�T (t) = e

0@�
�

1A
2641�

vuut
1�
2�2it

�

375
:
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Chapitre 2

Quelques distributions généralisées et

leurs propriétés

Dans ce chapitre, nous présentons les propriétés mathématiques de quelques distributions

généralisées en se référant à leurs caractéristiques.

2.1 Distribution exponentielle généralisée

La généralisation des fonctions de distribution a attiré beaucoup d�attention et intérêt,

après l�introduction d�une distribution (GE) exponentielle généralisée par Gupta et Kundu

(1999), plusieurs chercheurs ont concentrées sur l�amélioration de cette fonction de distribu-

tion dans di¤érentes directions dont le but est d�obtenir une fonction de distribution plus

robuste, et applicable en modélant di¤érents types de données.

2.1.1 Distribution exponentielle généralisée à deux paramètres

C�est une nouvelle distribution notée GE qui a été introduite par les auteurs Gupta et

kundu en (1999). Gupta et Kundu (2000, 2001, 2003, 2004, 2007) ont également continué

dans cette direction. Ils ont étudié les propriétés de cette distribution, aussi par rapport au

Weibull et à la distribution gamma. Ils ont observé que cette distribution peut être employée

au lieu des distributions gamma et Weibull (voir [7]).
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2.1. DISTRIBUTION EXPONENTIELLE GÉNÉRALISÉE

Densité de probabilité

Dé�nition 2.1.1 On dit qu�une variable aléatoire X est distribuée selon la loi exponentielle

généralisée à deux paramètres �; � > 0 et on note X  GE (�; �) si elle a pour densité de

probabilité la fonction suivante

fGE (x; �; �) = ��
�
1� e��x

���1
e��x; x > 0; �; � > 0: (2.1)

où � est le paramètre de forme et � est le paramètre d�échelle.

Remarque 2.1.2 Les fonctions de densités de l�GE peut prendre di¤érentes formes selon

la valeur de � ;

1- pour � � 1, la fonction de densité est une fonction décroissante.
2- pour � > 1, c�est une forme unimodal, similaire à la fonction de Weibull ou gamma, elle

n�est pas symétrique.

3- Pour � = 1, le mode est égal à

mod =

8<: log� , si � > 1

0 , si � � 1
:

elle a comme médiane
h
� ln

�
1� (0:5)

1
�

�i
:

4- La moyenne, la médiane et le mode sont des fonctions non linéaires de �, alors que si �

tend vers 1, tout tend vers 1:

5- Pour des grandes valeurs de �, la moyenne, la médiane et le mode sont approximativement

égaux à (log�), mais ils convergent à des taux di¤érents.

Autres caractéristiques

Considérons la v.a X  GE (�; �), alors

- La fonction de répartition associée est

FGE (x; �; �) =
�
1� e��x

��
; x; �; � > 0:

- La fonction de survie est

SGE (x; �; �) = 1�
�
1� e��x

��
; x; �; � > 0:

- La fonction de hasard est
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2.1. DISTRIBUTION EXPONENTIELLE GÉNÉRALISÉE

hGE (x; �; �) =
��
�
1� e��x

���1
e��x

1� (1� e��x)�
; x; �; � > 0:

- La fonction de hasard cumulée est

HGE (x;�; �) = � ln
�
1�

�
1� e��x

���
; x; �; � > 0:

- La fonction renversée de risque est donnée sous la forme pratique suivante

r (x; �; �) =
f (x; �; �)

F (x; �; �)
=

��e��x

1� e��x
:

On observe que pour toutes valeurs de �, la fonction renversée de risque est une fonction

décroissante de x. La fonction de risque et la fonction renversée de risque peuvent être

utilisées pour calculer la matrice de l�information de Fisher des paramètres inconnus, voir

([7]).

- Les di¤érents moments de cette distribution peuvent être obtenus en utilisant sa fonc-

tion génératrice des moments:

Dé�nition 2.1.3 Si la v.a X  GE (�; �), alors la fonction génératrice des moments

MX (t) de X pour t < �, est

MX (t) = E
�
etx
�
=
� (�+ 1)�

�
1� t

�

�
�
�
�� t

�
+ 1
� ; t; �; � > 0:

Par conséquent il suit immédiatement que

E (X) =
1

�
[ (�+ 1)�  (1)] .

Les moments centrés du deuxièmes, troisièmes et quatrièmes ordre sont

�2 =
1

�2

h
 
0
(1)�  

0
(�+ 1) + ( (�+ 1)�  (1))2

i
;

�3 =
1

�3

h
 
00
(�+ 1)�  

00
(1) + 3 ( (�+ 1)�  (1))�

 
0
(1)�  

0
(�+ 1)

�
+ ( (�+ 1)�  (1))3

i
;

�4 =
1

�4

�
 
000
(1)�  

000
(�+ 1) + 3

�
 
0
(1)�  

0
(�+ 1)

�2
+ 4 ( (�+ 1)�  (1))��

 
00
(�+ 1)�  

00
(1)
�
+ 6 ( (�+ 1)�  (1))2 ��

 
0
(1)�  

0
(�+ 1)

�
+
�
 
000
(1)�  

000
(�+ 1)

�4�
:
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2.1. DISTRIBUTION EXPONENTIELLE GÉNÉRALISÉE

et

V ar (X) =
1

�2

h
 
0
(1)�  

0
(�+ 1)

i
:

où  (:) et ses dérivées  
0
(:) sont les fonctions digamma et poly-gamma respectivement.

Remarque 2.1.4 1- GE (1; �) représente la distribution exponentielle.

2- La fonction de risque ne dépend pas du paramètre �, elle dépend uniquement de �:

3- Pour � �xé, la fonction de risque correspondant à la distribution GE est décroissante pour

� < 1; croissante si � > 1 et constante pour � = 1:

4- Pour � �xé, la moyenne de la distribution GE diverge lorsque � augmente.

5- Pour � �xé la variance augmente également et tend vers
�
�2

6�

�
:

6- Les coe¢ cients skewness �1 et kurtosis �2 de GE peuvent être calculées comme suit

�1 =
�3

�
3
2
2

; �2 =
�4
�22
:

7- Les coe¢ cients de skewness et Kurtosis sont indépendant du paramètre d�échelle �, d�ailleurs,

la valeur limite de skewness est approximativement 1:139547. La distribution exponentielle

généralisée a le coe¢ cient skewness de MacGillivray


X (u; �) =
ln
�
1� u1=�

�
+ ln

�
1�

�
1� u1=�

��
� 2 ln

�
1�

�
1
2

�1=��
ln (1� u1=�)� ln (1� (1� u1=�))

:

où �2, �3 et �4 sont respectivement le deuxième, troisième et quatrième moment centé.

La distribution de la somme

Puisque la fonction génératrice des moments de la distribution GE n�est pas dans une

forme très pratique, la répartition de la somme de n v.a i.i.d de l�exponentielle généralisée

ne peut pas être obtenue facilement. On constate que si X suit GE(�; 1), alors e�X a la

distribution Béta. Étant donné que le produit des v.a bêta indépendantes a été bien étudié

dans la littérature, il est utilisé e¢ cacement pour calculer la répartition de la somme de n

v.a i.i.d exponentielles généralisées. On observe dans [7] que la distribution de la somme

de n v.a i.i.d exponentielles généralisées peut être écrite comme étant mélange in�ni des

distributions exponentielles généralisées.

29



2.1. DISTRIBUTION EXPONENTIELLE GÉNÉRALISÉE

2.1.2 Distribution exponentielle généralisée à trois paramètres

C�est la distribution qui a comme fonction de répartition pour la v.a X la fonction

FGE (x; �; �; �) =
�
1� e�

(x��)
�

��
; x > �; �; � > 0: (2.2)

où le paramètre � s�appelle le paramètre de forme, � d�échelle et � de position (voir [6]).

On note X  GE (�; �; �) :

Densité de probabilité

Dé�nition 2.1.5 Si la v.a X admet comme fonction de répartition la fonction (2:2), alors

la densité de probabilité est donnée par

fGE (x; �; �; �) =
�

�

�
1� e�

(x��)
�

���1
e�

(x��)
� ; x > �; � > 0; � > 0:

Lemme 2.1.6 La densité de GE (�; �; �) est log-convexe si � < 1 et log-concave si � > 1:

Preuve. La preuve résulte du fait que la second dérivée du logarithme de la fonction de

densité est
d2

dt2
log f (x; �; �; �) = � (�� 1) e�

(x��)
��

1� e�
(x��)
�

�2 :

Autres caractéristiques

Soit X  GE (�; �; �) alors

- Sa fonction de survie est

SGE (x; �; �; �) = 1�
�
1� e�

(x��)
�

��
; x > �; � > 0; � > 0:

- Sa fonction de hasard est

hGE (x; �; �; �) =
�

�

�
1� e�

(x��)
�

���1
e�

(x��)
�

1�
�
1� e�

(x��)
�

�� ; x > �; � > 0; � > 0:

- Sa fonction de risque cumulée est
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HGE (x; �; �; �) = � ln
h
1�

�
1� e�

(x��)
�

��i
; x > �; � > 0; � > 0:

Le tableau suivant montre les di¤érents comportements des distributions : Gamma,

Weibull et exponentielle généralisée selon la valeur du paramètre de forme � ;

Tableau 1 :

Comportement des fonctions de hasards des trois distributions

Paramètre Gamma Weibull GE

� = 1
1

�

1

�

1

�

� < 1 Augmente de 0 à
1

�
Augmente de 0 à 1 Augmente de 0 à

1

�

� > 1 Diminue de 1 à
1

�
Diminue de 1 à 0 Diminue de 1 à

1

�

Théorème 2.1.7 Pour tout (�; �), la distribution GE a une fonction de hasard croissante

si � > 1, il a une fonction de hasard décroissante si � < 1 et pour � = 1 la fonction de

hasard est constante pour x > �:

Preuve. La preuve se résulte de log-convexité de la fonction de densité (voir [2]).

Moments et autre mesures Pour la simplicité et la clarité, nous supposons � = 0 et

� = 1 et développons les résultats pour GE (�) = GE (�; 1; 0), car si X  GE (�) alors

�+ �X  GE (�; �; �) :

SiX  GE (�) ; alors la fonction génératrice des moments notéeMX (t) correspondante,

est donnée par

MX (t) = E
�
etx
�
= �

1Z
0

�
1� e�x

���1
e(t�1)xdx: (2.3)

En e¤ectuant le changement de variable y = e�x; (2:3) devient

MX (t) = �

1Z
0

(1� y)��1 y�tdy =
� (�+ 1)� (1� t)

� (�� t+ 1)
; t < 1: (2.4)

di¤érenciant [logM (t)] et l�évaluant à t = 0, on obtient la moyenne et la variance de GE (�)

E (X) =  (�+ 1)�  (1) ; et V ar (X) =  
0
(1)�  

0
(�+ 1) ;

31



2.1. DISTRIBUTION EXPONENTIELLE GÉNÉRALISÉE

où  (:) et  
0
(:) sont la fonction digamma et sa dérivé respectivement.

Ces moments peuvent être obtenus en forme des séries �nies ou in�nies dépendant de

�. Puisque 0 < e�x < 1 pour x > 0, en utilisant la série binomiale suivante

�
1� e�x

���1
=

1X
j=0

(�1)j
�
��1
j

�
e�jx;

(2:3) devient

MX (t) = �

1Z
0

1X
j=0

(�1)j
�
��1
j

�
e�(j+1�t)xdx: (2.5)

Puisque la quantité sous
P
est absolument intégrable, en échangeant l�addition et l�in-

tégration nous avons obtenons

MX (t) = �

1X
j=0

(�1)j
�
��1
j

� 1

j + 1� t
; t < 1: (2.6)

Nous observons que les séries in�nies sont sommables, di¤érentiables et elles ont seule-

ment un nombre �ni de termes si � est un nombre entier. Par conséquent en di¤érenciant r

fois les moments et l�évaluant à t = 0, nous obtenons le moment d�ordre r comme

�r = �r!
1X
j=0

(�1)j
�
��1
j

� 1

(j + 1)r+1
; r = 1; 2; ::: (2.7)

Distribution de la somme et des valeurs extrêmes

Il est bien connu que la distribution d�une somme de v.a gamma indépendantes de

même paramètre d�échelle � est à nouveau une distribution gamma. Elle peut être obtenue

très simplement en utilisant la fonction génératrice des moments de la v.a gamma. Dans le

cas de la distribution de Weibull, parce que la fonction génératrice des moments n�est pas

dans une forme très pratique, nous ne pouvons pas facilement obtenir la répartition de la

somme des v.a Weibull indépendantes.

Pour la distribution GE également, la fonction génératrice des moments n�a pas une

forme appropriée pour obtenir la répartition de la somme des v.a i.i.d GE.

Cependant, la répartition de la somme peut être obtenue en utilisant une transformation

vers la distribution beta.

Dé�nition 2.1.8 Si X  GE(�), alors U = e�X  B(1; �): Par conséquent, si X1; X2;

:::; Xn sont des v.a indépendantes telles que Xi  GE (�i) ; alors Ui = e�Xi  B (1; �i) et
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2.1. DISTRIBUTION EXPONENTIELLE GÉNÉRALISÉE

les Ui sont indépendantes pour i = 1; :::; n: Soit

U =
nY
i=1

Ui = e
�

nX
i=1

Xi

= e�X : (2.8)

On sait que le produit des v.a bêta indépendantes appartient à une famille dont les den-

sités sont des fonctions particulières de fonction de Meijer G, très étudiées dans la littérature

(voir [6]). Nous énonçons le résultat suivant sans preuve.

- Sa fonction de densité de probabilité est

fU (u) =
1X
j=0

CjfB (u; 1; �
� + j) ;

où �� =
nX
i=1

�i; fB (u; 1; �
� + j) est la fonction de densité de la distribution bêta de paramètre

1 et �� + j, et les constantes Cj sont dé�nie par

C0 =

nY
i=1

� (�j + 1)

� (1 + ��)
; Cj =

C0�
�

(�� + j)
C
(n)
j ; j = 1; :::;

et

C
(2)
j =

(�1)j (�2)j
j! (�1 + �2)j

; C
(k)
j =

(�1 + �2 + :::+ �k�1)j
(�1 + �2 + :::+ �k)j

jX
i=0

(�k)i
i!

C
(k�1)
j�i ; k = 3; :::; n:

avec

(�)j =
� (�+ j)

� (�)
:

En utilisant la transformation (2:8) ; la fonction de densité de X =

nX
i=1

Xi est

fX (x) =

1X
j=0

Cj (�
� + j) e�x

�
1� e�x

���+j�1
=

1X
j=0

CjfGE (x;�
� + j) (2.9)

pour X  GE (k) ; k un entier, alors sa fonction de répartition est

FX (x) =
1X
j=0

djFG (kx;nk + j) ; (2.10)

où les coe¢ cients dj sont les suivants

d0 =

�
k!

k

�n
dj =

d0 (nk)j d
(k)
j

kj
; j = 1; 2; :::;

33
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et

d
(2)
j =

(n)j
(2n)j j!

; d
(m)
j =

((m� 1)n)j
(mn)j

jX
i=0

d
(m�1)
j�1

i!
; m = 3; 4; :::; k:

Si � est un petit entier (< n), il pourrait être plus facile d�utiliser la dernière représenta-

tion (mélange de gamma) et si � est un entier, alors la représentation antérieure (en mélange

de GE) pourrait être plus utile. Pour � = 1, la fonction de répartition de la somme se réduit

à la distribution gamma avec le paramètre de forme n. Lorsque � = 2, (2:10) devient

FX (x) =
1X
j=0

(n)j
j!2n+j

FG (2x; 2n+ j) :

où FG est la fonction de répartition de la distribution gamma.

La représentation suivante montre que la répartition du maximum de n variables indé-

pendantes de GE est également une exponentielle généralisée. Il montre que ce modèle peut

être utilisé pour représenter un système parallèle.

Théorème 2.1.9 Si les Xi sont des v.a i.i.d de la distribution GE (�i) ; pour i = 1; :::; n;

alors X(n) = max (X1; :::; Xn) est distribuée selon la distribution GE

 
nX
i=1

�i

!
:

Le théorème suivant donne une caractérisation de la distribution GE en termes du

maximum.

Théorème 2.1.10 Supposons que X1; X2; :::; Xn sont des v.a i.i.d. Alors les Xi sont des

v.a de la distribution GE si et seulement si le maxfX1; X2; :::; Xng est une v.a de GE:

Après une normalisation appropriée, les distributions de n v.a maximales et minimales

i.i.d GE ont tendance à être des distributions de valeur extrême de type I (type Gumbel) et

de type III (type Weibull), respectivement. Les résultats peuvent être indiqués comme suit

Théorème 2.1.11 Si X(n) = maxfX1; X2; :::; Xng, où les Xi sont des v.a i.i.d de loi

GE (�), alors pour tous �1 < y <1, et bn = log n+ log�;

lim
n!1

PrfX(n) � bn � yg = e�e
�y
:

Théorème 2.1.12 Si X1 = minfX1; X2; :::; Xng; où les Xi sont des v.a i.i.d de la distri-

bution GE (�) ; puis pour tous y > 0 et cn = n�
1
� ;

lim
n!1

Prf
X(1)

cn
� yg = 1� e�y

�

:
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Remarque 2.1.13 1- GE (1; �; �) représente la distribution exponentielle.

2- Si � � 1 la densité de probabilité est strictement croissante.
3- Si � > 1 la densité de probabilité de la distribution GE est unimodal.

4- La fonction de hasard de GE se comporte comme la fonction de hasard de la distribution

gamma et Weibull, malgré que les deux densités sont totalement di¤érentes. Les di¤érents

comportements de ces trois distributions sont mentionnés dans le tableau 1.

5- La variance de GE(�) est une fonction croissante de �, la variance augmente jusqu�à une

constante, égal à
�2

6
:

6- Les coe¢ cients de Skewness et Kurtosis peuvent être exprimés en termes de fonctions

poly-gamma et ils sont des fonctions décroissantes de �.

2.1.3 Distribution exponentielle généralisée à quatre paramètres

Nous présentons une nouvelle distribution appelée la distribution Extension Exponen-

tielle Généralisée (EGE) d�Olapade, s�améliorant, de ce fait, sur le résultat d�Olapade (2014),

de Gupta et de Kundu (1999, 2000) en présentant un paramètre additionnel (voir [5]).

- Sa fonction de densité est donnée par

fX(x; �; �; �; �) =
��
�
� � e��(x��)

���1
e��(x��)

[�� � (� � 1)�] ; x; �; � > 0; �; � > 1: (2.11)

- Sa fonction répartition est

F (x; �; �; �; �) =

�
� � e��(x��)

��
e�� [�� � (� � 1)�] ; x > 0:

- Sa fonction de survie est

S(x; �; �; �; �) = 1�
�
� � e��(x��)

��
e�� [�� � (� � 1)�] ; x > 0:

- Sa fonction de hasard est

h(x; �; �; �; �) =
��
�
� � e��(x��)

���1
e��x

e�� [�� � (� � 1)�]� [� � e��(x��)]
� ; x > 0:

- Sa fonction de risque cumulée est

H(x; �; �; �; �) = � ln
 �

e�� [�� � (� � 1)�]�
�
� � e��(x��)

���
(��)� (�� 1) (� � e��(x��))

!
+ �x; x > 0:

35



2.1. DISTRIBUTION EXPONENTIELLE GÉNÉRALISÉE

Remarque 2.1.14 il est important de noter que l�introduction du paramètre � dans l�équa-

tion (2:1) par Olapade (2014) obtenue pour l�équation (2:11) n�a aucun e¤et sur :

(a) la fonction de risque au point modal.

(b) les propriétés de la fonction de risque du modèle original par Gupta et Kundu(1999).

(c) le facteur de détermination pour l�existence du mode.

Indépendamment du fait que ces propriétés de la fonction de risque sont très importantes

dans la statistique inférencielle des données de durée de vie, Gupta et Kundu ont utilisé

ces propriétés pour présenter les similitudes de la distribution GE avec quelques autres

distributions (gamma et Weibull) .

Par conséquent, la distribution EGE dé�ni par Olapade (2014) n�a pas pu prolonger les

propriétés de la fonction de risque du modèle original par Gupta et Kundu (1999) au point

modal.

2.1.4 Distribution exponentielle généralisée à six-paramètres

Olapade (2014) a introduit une nouvelle distribution de probabilité appelée Extension

Exponentielle Généralisée Modi�ée (MEGE) à six paramètres (voit [5]):

Dé�nition 2.1.15 Soit X une v.a continue, alors X  MEGE (�; �; �; �; �; �) si sa

fonction de densité est donné par

fX(x; �) =
��
�
� � �e��(

x��
� )
��
�
�1
e��(

x��
� )

�
h
�
�
� �

�
� � �e��

�
�

��
�

i ; x; �; �; �; �; �; � > 0:

où � = (�; �; �; �; �; �) :

- Sa fonction de répartition est

F (x; �) =

�
� � �e��(

x��
� )
��
�h

�
�
� �

�
� � �e��

�
�

��
�

i ; x > 0:
- Sa fonction de survie est

S(x; �) = 1�

�
� � �e��(

x��
� )
��
�h

�
�
� �

�
� � �e��

�
�

��
�

i ; x > 0:
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- Sa fonction de hasard est

h(x; �) =
��
�
� � �e��(

x��
� )
��
�
�1
e��(

x��
� )

�

�h
�
�
� �

�
� � �e��

�
�

��
�

i
�
�
� � �e��(

x��
� )
��
�

� ; x > 0:
- Sa fonction de risque cumulée est

H(x; �) = �

�
x� �

�

�
+ ln

0BB@
�h
�
�
� �

�
� � �e��

�
�

��
�

i
�
�
� � �e��(

x��
� )
��
�

�
�
�
� � �e��(

x��
� )
�(���1)

1CCA ; x > 0:
Si X  MEGE (x;�), également sans aucune perte de généralisation si nous supposons

que � = 0, de sorte que

fX(x; �) =
��
�
� � �e��x

��
�
�1
e��xh

�
�
� � (� � �)

�
�

i ; x; �; �; �; � > 0: (2.12)

où � = (�; �; �; �; 0; 1) tel que �; �; �; �; �; �; sont des paramètres de forme, extension,

échelle, régularisation, position et de dispersion respectivement et notée par MEGE(:; �;

�; � ; �) (ou MEGE pour l�abréviation).

Nous obtenons la fonction de répartition FX à partir de l�équation (2:12)

FX(x; �; �; �; �; 0; 1) =

xZ
0

fY (y; �; �; �; �; 0; 1)dy

= K

xZ
0

�
� � �e��y

��
�
�1
e��ydy; K =

��h
�
�
� � (� � �)

�
�

i
= K

1

��

xZ
0

��e��y
�
� � �e��y

��
�
�1
dy

= K
1

��

�
� � �e��y

��
�

ix
0
:

par conséquent nous avons

FX(x; �; �; �; �; 0; 1) =

8>>>>><>>>>>:
0 ; x < 0�

� � �e��x
��
� � (� � �)

�
�h

�
�
� � (� � �)

�
�

i ; 0 < x <1

1 ; x � 0

: (2.13)
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Comme lim
x!1

FX = 1; alors fX est réellement une fonction de densité.

- La fonction de survie correspondante, la fonction de risque et la fonction renversée de

risque sont données ci-dessous

S(x; �) =
(� � �)

�
� �

�
� � �e��x

��
�h

�
�
� � (� � �)

�
�

i :

hX(x; �) = ��

�
� � �e��x

��
�
�1
e��x

(� � �)
�
� � (� � �e��x)

�
�

:

rX(x; �) = ��

�
� � �e��x

��
�
�1
e��x

(� � �e��x)
�
� � (� � �)

�
�

: (2.14)

De l�équation (2:12) à l�équation (2:14), si nous prenons � = 1; nous obtenons les résultats

pour la distribution d�EGE introduite par Olapade (2014).

Dans l�équation (2:12) si � = � = 1, nous obtenons la distribution GE introduite par

Gupta et Kundu(1999) et si � = � = � = 1 nous obtenons la distribution exponentielle

classique avec le paramètre � = 0.

- La fonction génératrice des moments de la distribution MEGE est donnée par

MX(t) =

+1Z
0

etxf (x;�) dx où � = (�; �; �; �; 0; 1)

=
��h

�
�
� � (� � �)

�
�

i +1Z
0

etx
�
� � �e��x

��
�
�1
e��xdx

MX(t) = K�
�
�
�1

+1Z
0

�
1�

�
�

�
e��x

���
�
�1

e�x(��t)dx: (2.15)

où K =
��h

�
�
� � (� � �)

�
�

i ; on pose p = �

�
e�t�x ; e��x =

�p

�
; x = �1

�
ln

�
�p

�

�
et x =

ln

�
�p

�

��1=�
=) dx = � (�p)�1 dp

En utilisant l�équation (2:15) nous obtenons

MX(t) = �K�
�
�
�1

0Z
�
�

(1� p)
�
�
�1
�
�

�

�1� t
�

p1�
t
� (�p)�1 dp

= �K� t
�
�1�

�
�
� t
���1

0Z
�
�

(1� p)
�
�
�1 p�

t
�dp
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MX(t) = K�
t
�
�1�

�
�
� t
���1

�
�Z
0

(1� p)
�
�
�1 p�

t
�dp: (2.16)

Par développement binomial de (1� p)
�
�
�1 et en remplaçantK, l�équation (2:16) devient

MX(t) =
��

t
�
�1�

�
�
� t
�h

�
�
� � (� � �)

�
�

i
�
�Z
0

1X
r=0

(�1)r :C
�
�

�
� 1; r

�
:pr�

t
�dp

où

C

�
�

�
� 1; r

�
=

�
�
�
� 1
��

�
�
� 2
�
:::
�
�
�
� r
�

r!
:

donc

MX(t) =
��

t
�
�1�

�
�
� t
�h

�
�
� � (� � �)

�
�

i
�
�Z
0

1X
r=0

rY
i=1

�
i� �

�

�
pr�

t
�

r!
dp

=
��

t
�
�1�

�
�
� t
�h

�
�
� � (� � �)

�
�

i 1X
r=0

rY
i=1

�
i� �

�

�
r!

�
�Z
0

pr�
t
�dp:

Comme la série converge en échangeant l�intégrale et l�addition, nous obtenons

MX(t) =
���

2t
� �

�
�
�1

��
2t
�

h
�
�
� � (� � �)

�
�

i 1X
r=0

 (r)

r!

�r

�r
�
r + 1� t

�

�
MX(t) =

��
�
�
�1

��
2t
�

h
�
�
� � (� � �)

�
�

i 1X
r=0

 (r) �r

�rr!

�
r + 1� t

�

��1
(2.17)

où

 (r; �; �) =

8><>:
rY
i=1

�
i� �

�

�
; r > 0

1 ; r = 0

:

Posons

C =
��

�
�
�1

��
2t
�

h
�
�
� � (� � �)

�
�

i 1X
r=0

 (r) �r

�rr!
; u = �2

�
; v =

1

�
:

par di¤érenciement k fois l�équation (2:17), nous obtenons

MX(t)
(k) = C

kX
s=0

�
k

s

�
Ds
�
�ut
�
Dk�s

�
r + 1� t

�

��1
:
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MX(t)
(k) = C

kX
s=0

�
k

s

�
(ln �u) �ut (k � s)!

�
r + 1� t

�

��(k�s+1)
vk�s: (2.18)

L�évaluation de l�équation (3:9) au point t = 0 donne le moment centré d�ordre k de

MEGE

�k =
��

�
�
�1

��
2t
�

h
�
�
� � (� � �)

�
�

i 1X
r=0

kX
s=0

k! (�2)s (ln �)s

�ks!r! (r + 1)k+1�s
 (r)

�
�

�

�r

=
��

�
�
�1

��
2t
�

h
�
�
� � (� � �)

�
�

i 1X
r=0

 
k!

�kr! (r + 1)k+1
+

kX
s=0

k! (�2)s (ln �)s

�ks!r! (r + 1)k+1�s

!
 (r)

�
�

�

�r

�k =
��

�
�
�1k!��k

��
2t
�

h
�
�
� � (� � �)

�
�

i 1X
r=0

 
1 +

kX
s=0

k! (�2 (r + 1) (ln �))s

s!

!
 (r)

�
��1�

�r
r! (r + 1)k+1

: (2.19)

De l�équation (2:19) nous calculons la moyenne, la variance, skewness et les Kurtosis.

En outre, lorsque s = 0; nous obtenons

�k =
��

�
�
�1k!��k

��
2t
�

h
�
�
� � (� � �)

�
�

i 1X
r=0

 (r)

�
��1�

�r
r! (r + 1)k+1

:

si nous posons � = 1 et � = 1, alors nous obtenons

�k =
��

�
�
�1k!h

�
�
� � (� � �)

�
�

i 1X
r=0

(�1)r
�
�� 1
r

�
��r

(r + 1)k+1
:

Comme cas particulier, ce résultat est prouvé par Olapade (2014).

Médiane de distribution exponentielle généralisée prolongée modi�ée

Ici, nous cherchons xm 2 R tels que
xmZ
0

f (x) dx =
1

2
; =) F (xm) =

1

2
:

L�équation (2:13), implique�
� � �e��xm

��
� � (� � �)

�
�h

�
�
� � (� � �)

�
�

i =
1

2
:

La solution de cette équation donne la médiane xm

xm = �
1

�
ln
1

�

24� � ��=� � (� + �)�=�

2

! �
�
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2.1. DISTRIBUTION EXPONENTIELLE GÉNÉRALISÉE

Le mode de la distribution MEGE

Existe-t-il x� 2 R tel que f (x�) � f (x) pour tout x > 0

De l�équation (2:12)

fX (x; :) = K
�
� � �e��x

��
�
�1
e��x; K =

��

�
�
� � (� � �)

�
�

:

Ainsi la première dérivée de f est donné par

f 0X = K�
h�
� � �e��x

��
�
�2
e��x

�
�e��x � �

�i
:

résolvant f
0
= 0, nous obtenons les trois solutions

x1 =1 ou x2 = �
1

�
ln

�
�

�

�
ou x3 = �

1

�
ln

�
�

�

�
:

Seules les solutions x2 et x3 sont admissibles. Nous employons la deuxième dérivée de

fX donné par

f
00

X = K�2e��x
�
� � �e��x

��
�
�2 �

(�� 2�) e��x
�
�e��x � �

�
�
�
2�e��x � �

��
:

On remarque que f
00
X (x2) = 0 donc x2 ne s�agit pas d�un maximum c�est-à-dire n�est pas

un point modal

f
00

X (x3) = C (�� �)
�
�
+2 ; C = K�2�

�
� �

�
�
+1: (2.20)

Pour � > � et comme C est une constantes positive alors le mode est au point x3, donc

fX est unimodal au point x3:

fX ; SX ; hX et rX sont donnés par

(i) fX (x3) =
�� (�� �)

�
�
�1

�
�
� �

�
�� ��

�

��
�

; (ii) SX (x3) =
�
�
� � (�� �)

�
�

�
�
� �

�
�� ��

�

��
�

:

(iii) hX (x3) =
�� (�� �)

�
�
�1

�
�
� � (�� �)

�
�

; (iv) rX (x3) =
�� (�� �)

�
�
�1

(�� �)
�
� �

�
�� ��

�

��
�

:

d�après l�équation (2:20), la condition su¢ sante pour l�existence du point modal est � > �

ce qui est indépendant de � et si nous posons � = 1, nous obtenons la condition su¢ sante

de l�existence du point modal de la distribution GE introduit par Gupta et Kundu (1999).
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Comportement de la fonction de risque instantané

Lemme 2.1.16 (Glaser 1980) Soit f une fonction de densité deux fois di¤érentiable d�une

v.a continue X on dé�nit h (x) =
f
0
X (x)

fX (x)
. Supposons, que la première dérivée h0 (x) existe.

1- Si h
0
(x) < 0 pour tout x > 0, alors la fonction de risque croissante.

2- Si h
0
(x) > 0 pour tout x > 0, alors la fonction de risque décroissante.

3- S�il existe x0 tels que h
0
(x) < 0 pour tout 0 < x < x0; h

0
(x) = 0 et h

0
(x) > 0 pour tout

x > x0, et lim
x�!1

fX (x) = 0, alors la fonction de risque est en forme de baignoire inversée.

4- S�il existe x0 tels que h
0
(x) > 0 pour tout 0 < x < x0; h

0
(x) = 0 et h

0
(x) < 0 pour tout

x > x0. Et lim
x�!1

fX (x) =1, alors la fonction de risque est en forme de baignoire.

Pour étudier le comportement de la fonction de risque instantané de la distribution de

MEGE, il su¢ t de dé�nir

h (x) =
d loge (f (x))

dx

=
d
�
logeK +

�
�
�
� 1
�
loge

�
� � �e��x

�
� �x

�
dx

=

�
�
�
� 1
�
��e��x

� � �e��x
� �:

ainsi

h
0
(x) =

���2 (�� �) e��x

(� � �e��x)2
: (2.21)

Par conséquent, d�après (2:20), (2:21) et le lemme 2.1.16 nous énonçons le théorème

suivant

Théorème 2.1.17 Soit X une v.a continue de la loi MEGE, alors :

(i) h
0
(x) < 0 pour tout x > 0 si � > �, alors la fonction de risque de MEGE est croissante.

(ii) h
0
(x) > 0 pour tout x > 0 si � < �, alors la fonction de risque de MEGE est décrois-

sante.

(iii) h
0
(x) > 0 pour tout x > 0 si � = �, alors la fonction de risque deMEGE est constante.

(iv) la densité de MEGE (:;� ; �; �; �) est log-concave si � > � et log-convexe si � < �.

Preuve. La preuve se résulte de l�utilisation des équations (2:20), (2:21) et le lemme

2.1.16. Comme cas particulier, pour � = 1 on retrouve le résultat obtenu par Gupta et à

Kundu (1999, 2000, 2001).
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L�équation di¤érentielle ordinaire de la distribution MEGE

Soit fX une fonction à valeurs réelles monotone continue, nous supposons que f est une

solution unique de certain ODE à valeur initiale. En e¤et, l�unicité de la solution caractérise

la fonction de densité.

Théorème 2.1.18 Soit g une fonction à valeurs réelles continue, alors g est une solution

du problème (2:22) à valeur initiale si et seulement si g = fX .8><>:
�
� � �e��x

�
g
0
(x) + �

�
� � �e��x

�
g (x) = 0

g (0) =
�� (� � �)

�
�
�1

�
�
� � (� � �)

�
�

(2.22)

Preuve. Étant donné

�
� � �e��x

�
g
0
(x) + �

�
� � �e��x

�
g (x) = 0:

,
Z
g
0
(x)

g (x)
dx =

Z
�
�
� � �e��x

�
(� � �e��x)

dx;

,
Z
g
0
(x)

g (x)
dx = �

�
�

Z
e��x

(� � e��x)
dx� �

Z
dx

(� � �e��x)

�
(2.23)

si nous prenons u = � � �e��x; =) du = ��e��xdx, donc (2:23)

, ln g (x) =

��
�

�

�Z
du

u
�
Z �

1

u
+

1

� � u

�
du

�
, ln g (x) = ln

�
u
�
�
�1 (� � u)C

�
; =) g (x) = u

�
�
�1 (� � u)C;

, g (x) = �e��x
�
� � �e��x

��
�
�1
C: (2.24)

en utilisant la condition initiale, nous obtenons

C =
��

�
h
�
�
� � (� � �)

�
�

i :
par substitution C dans (2:24), nous obtenons

g (x) =
��
�
� � �e��x

��
�
�1
e��xh

�
�
� � (� � �)

�
�

i :
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2.2 Distribution inverse exponentielle généralisée

Cette section considère une distribution exponentielle généralisée inversée à trois para-

mètres notée IGE. Elle se concentre sur l�analyse théorique de la distribution exponentielle

généralisée inverse au modèle dans laquelle un certain temps de fonctionnement a déjà été

accumulé pour l�équipement d�intérêt. Aussi, elle présente la relation entre le paramètre de

forme et d�autres propriétés telles que fIGE (t) ; FIGE (t), SIGE (t) ; hIGE (t) ; HIGE (t). Le

coe¢ cient de variation, le coe¢ cient de skewness et de coe¢ cient de kurtosis sont présentés

mathématiquement.

2.2.1 Analyse des modèles exponentiels généralisées inverses

Cette nouvelle distribution a été traîté par M. Suhaib Khan dans l�article "Theoretical

Analysis of Inverse Generalized Exponential Models" en 2011.

Densité de probabilité

Dé�nition 2.2.1 La distribution exponentielle généralisée inverse (IGE) à trois paramètres

� > 0; � > 0 et t0 > 0 peut être employée pour représenter la fonction de densité de probabilité

d�une durée de vie d�une v.a T qui est donnée par

fIGE (t) =
�

�

�
1

t� t0

�2
exp

�
�1
�

�
1

t� t0

���
; � > 0; � > 0; t0 > 0; �1 < t0 < t: (2.25)

où � > 0 est le paramètre de forme qui représente le motif di¤érent de la densité de probabilité

de l�IGE, � > 0 est le paramètre d�échelle et t0 est la paramètre de position ou de seuil

(parfois appelé un temps de garantie, temps échec-libre ou vie minimum).

- Quand t0 = 0, la distribution IGE est considérée comme une distribution exponentielle

généralisée inverse à deux paramètres et sa densité doit être donnée par

fIGE (t) =
�

�

�
1

t

�2
exp

�
�1
�

�
1

t

���
; � > 0; � > 0:

- Si t0 > 0 alors l�origine de la densité se trouve à gauche de la densité des données de

vie enregistrées.

- Quand t0 < 0, l�origine de la fonction de densité de la distribution IGE se trouve à

droite de densité de probabilité.
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Fonction de répartition

Dé�nition 2.2.2 La fonction de répartition de la distribution IGE est donnée par

FIGE (t) = exp

�
�1
�

�
1

t� t0

���
; � > 0; � > 0; t0 > 0; �1 < t0 < t:

- Quand t = t0 + � alors FIGE (t0 + �) =
�
exp

�
� 1
�

���
:

- Pour � = 1 alors FIGE (t0 + 1) = (exp (�1))� = (0:3678)� ; il représente la vie caracté-
ristique ou la valeur caractéristique.

Fonction de survie

Dé�nition 2.2.3 C� est la fonction connu par la fonction de �abilité, est dé�nie comme

suit

SIGE (t) = 1� exp
�
�1
�

�
1

t� t0

���
; � > 0; � > 0; t0 > 0; �1 < t0 < t:

- Nous voyons que SIGE (t) + FIGE (t) = 1:

Fonction de hasard

Dé�nition 2.2.4 La fonction de risque est également connue sous le nom de fonction de

risque ou de taux d�échec instantanné, et est donnée par

hIGE (t) =

�
�

�
1

t�t0

�2
exp

h
� 1
�

�
1

t�t0

�i�
1� exp

h
� 1
�

�
1

t�t0

�i� ; �; �; t0 > 0; �1 < t0 < t:

- Quand � = 1, la distribution est identique à la distribution exponentielle inverse avec

une fonction de risque constante.

- Quand � < 1, la fonction de risque est continûment décroissante et représente des

défaillances constatées.

- Quand � > 1, la fonction de risque est continûment croissante et représente des dé-

faillances survenues.
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Fonction de hasard cumulée

Dé�nition 2.2.5 Cette fonction est dé�nie par

HIGE = � ln
�����1� exp

�
�1
�

�
1

t� t0

�������� ; �; �; t0 > 0; �1 < t0 < t:

Remarque 2.2.6 1- l�inverse exponentielle généralisé est une distribution très robuste. Il

peut être utilisé pour représenter Une grande variété de modèles de durrée de vie en cours

d�utilisation pour de nombreux types de produits.

2- Les relations entre la répartition et la fonction de hasard cumulée de la distribution IGE

sont représenté par

FIGE (t) = 1� exp [�HIGE (t)] ou HIGE (t) = � ln [1� FIGE (t)] :

Evaluation des moments inverses du modèle inverse exponentiel généralisé

L�estimateur des moments inverse du modèle inverse exponentiel généralisé est dé�nie

comme

�r�1 =

�
n

�

�r
� (1 + r) ; r = 1; 2; 3; 4; :::

L�estimateur des moments inverse est utile pour trouver les propriétés de la distribution

inverse exponentielle généralisée. L�estimation par les moments inverses pour les paramètres

est

mr�1 =
1

n

nX
i=1

1

tri
:

Coe¢ cient de variation

Le coe¢ cient de variation CVIGE est le rapport entre la fonction de survie et le MTTF

de l�IGE et

CVIGE = 1:

Il est clair qu�il existe un coe¢ cient de variation unique de la vie. La relation entre � et

CVIGE est �xée. La plus grande ou la plus petite valeur de � n�a aucun e¤et sur la valeur de

CVIGE.
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Coe¢ cient de Skewness

Le coe¢ cient de Skewness CSIGE est dé�nie comme
E (t�1 � E (t�1))

3�
E (t�1 � E (t�1))2

� 3
2

tel que

E
�
t�1 � E

�
t�1
��3

=
2�3

�3
;

E
�
t�1 � E

�
t�1
��2

=
�2

�2
:

où CSIGE = 2 est la quantité utilisée pour mesurer le skewness de la distribution IGE, ici

CSIGE > 0.

- Lorsque � < 0, il est clair que le skewness n�est pas dé�ni.

Coe¢ cient de Kurtosis

Le coe¢ cient de Kurtosis dé�ni comme
E (t�1 � E (t�1))

4�
E (t�1 � E (t�1))2

�2 tel que
E
�
t�1 � E

�
t�1
��4

=
9�4

�4
:

où CKIGE = 9; cette quantité est utilisée pour mesurer le kurtosis ou la décroissance de la

distribution.

Ces propriétés fIGE(t), FIGE (t), hIGE (t), HIGE (t), SIGE (t) peuvent être utilisés pour

mesurer la vie du système ou du processus. Il est important de noter que CVIGE, CSIGE

et CKIGE sont indépendants de t0 et CVIGE, CSIGE et CKIGE sont tous des valeurs �xes.

Il convient de mentionner que lorsque � = 1 et t0 = 0, la distribution est parfois appelée

la distribution exponentielle inverse généralisée standard sous la relation entre � et ces

propriétés.

2.3 Distribution de Pareto généralisée

La distribution Pareto généralisée (GP ) a été introduite par Pikands (1975) et a encore

été étudié par Davison, Smith (1984), Castillo (1997, 2008) et autres. Cette distribution peut

être utilisée pour approcher la loi des excès.

La GP a des applications dans certains de domaines, à savoir des études de �abilité, la

modélisation dans le domaine d�assurance. Ainsi joue un rôle important dans la modélisation
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2.3. DISTRIBUTION DE PARETO GÉNÉRALISÉE

des évènements extrêmes. Par exemple pour l�analyse des données sur les précipitations, dans

l�analyse de la fréquence des inondations annuelles, dans l�analyse des données de la plus

grande hauteur de vagues ou le niveau de la mer, les vents maximaux, analyse maximale de

la chute de pluie, de rupture force des matériaux, charges d�avion, etc (voir [11]).

Fonction de répartition

Dé�nition 2.3.1 Considérons une v.a Y de distribution exponentielle standard. Soit une

v.a X dé�ni comme

X = b (1� exp (�aY )) =a;

où a et b sont des paramètres.

Alors, la distribution de X est de Pareto généralisée à deux paramètres.

Si c est le seuil ou la limite inférieure de X, alors la distribution de X est la distribution de

Pareto généralisée que l�on note GP à trois paramètres qui peut être exprimé par

FGP (x; a; b; c) =

8<: 1�
h
a(x�c)
b

i 1
a

, si a 6= 0

1� exp
�
�x�c

b

�
, si a = 0:

(2.26)

avec b > 0; x � 0 pour a � 0 et 0 � x � �b
a
pour a < 0.

où c est le paramètre de position, b est le paramètre d�échelle, a est le paramètre de forme,

et F (x) est la fonction de répartition.

Densité de probabilité

Dé�nition 2.3.2 La fonction de densité de probabilité de la distribution GP est donnée par

fGP (x; a; b; c) =

8<: 1
b

h
1� a(x�c)

b

i 1
a
�1
; si a 6= 0

1
b
exp

�
�x�c

b

�
, si a = 0:

Remarque 2.3.3 1- La distribution GP se réduit à la distribution GP de deux paramètres

pour c = 0.

2- Pour a = 0 et c = 0, GP se réduit à la distribution exponentielle.

3- Quand c = 0 et a = 1; GP se réduit à la distribution uniforme sur [a; b].
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Quelques propriétés importantes de la distribution GP

Certaines propriétés importantes de la distribution GP méritent d�être mentionnées :

1- Pickands(1975) a montré que la distribution GP donné par l�équation (2:26) est la

distribution limite pour les excès au delà d�un seuil si et seulement si la distribution est dans

le domaine d�attraction de l�une des distributions de valeurs extrêmes.

2- Par comparaison avec la distribution exponentielle, la distribution GP a une queue

plus lourde pour a < 0 (distribution à queue longue) et une queue plus légère pour a > 0

(distribution à queue courte).

3- Soit Z = max (c; X1; X2; :::; XN) ; où N > 0 est un entier. Si Xi, i = 1; 2; :::; N;

sont i.i.d de la distribution GP , et N a une distribution de Poisson, alors Z a la distribution

généralisée des valeurs extrêmes. Ainsi, un processus de Poisson des temps de dépassement

avec des excès GP implique la distribution classique de la valeur extrême. En cas particulier,

le maximum d�un nombre de Poisson de variantes exponentielles est une distribution de

Gumbel. Alors les pics exponentiels mènent à Gumbel maxima et les pics de distribution

GP conduire à des maxima des GEV . La GEV peut être exprimé comme suit

F (z) =

8>>><>>>:
exp

"
�
�
1� �

z � 


�

� 1
�

#
; � 6= 0; z � 0

exp

�
� exp

�
�z � 


�

��
; � = 0:

où les paramètres �, � et 
 sont indépendants de z. En outre, � = a ; c�est-à-dire que les

paramètres de forme des distributions GEV et GP sont les mêmes. Notez que Z n�est pas

autorisé à prendre des valeurs négatives, et

Pr (Z < 0) = 0 et Pr (Z = 0) = exp (�x) ;

4- La fonction de taux de hasard est exprimée comme suit

h (t) =
1

[b� a (x� c)]
:

c�est une fonction monotone, décroissante si a < 0; constante si a = 0 et croissante si a > 0:
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2.4. DISTRIBUTION DE CLASSE X-EXPONENTIELLE GÉNÉRALISÉE (G
X-EXPONENTIELLE)

2.4 Distribution de classe x-exponentielle généralisée

(G x-exponentielle)

Considérons la fonction de répartition,

F (x; �; �; �) =
�
1�

�
� + �x2

�
e��x

��
; x; �; � ; � > 0:

La fonction de taux de hasard, a fourni di¤érents modèles en forme de baignoire selon

les valeurs des paramètres �; � et �. Elle est donnée par

h (x; �; �; �) =
�e��x

�
�2x2 � 2�x+ �

� �
1� (� + �x2) e��x

���1
1� (1� (� + �x2) e��x)�

; x; �; � ; � > 0:

- La fonction de survie associée à ce modèle est

S (x; �; �; �) = 1�
�
1� (� + �x) e��x

��
; x; �; � ; � > 0:

- La fonction de hasard cumulée dé�nie comme [� ln (S (x))] est

H (x; �; �; �) = � ln
�
1�

�
1�

�
� + �x2

�
e��x

���
; x; �; � ; � > 0:

Le taux de hasard est en forme de baignoire renversé pour

F (x; �; �; �) =
�
1� (� + �x) e��x

��
; x; �; � ; � > 0:

Toutes les procédures pour trouver les moments, la fonction génératrice des moments, et

la fonction caractéristique sont similaires à celles de la distribution x-exponentielle. Si nous

insérons un autre paramètre � dans le modèle nous obtenons toujours la forme en baignoire

et en baignoire renversée pour ses fonctions de hasard pour

F (x; �; �; �; �) =
�
1�

�
� + �x+ �x2

�
e��x

��
; x; �; �; �; � > 0:

2.5 Distribution gaussienne inverse généralisée

La loi inverse-gaussienne généralisée est une loi de probabilité continue qui généralise

la loi inverse-gaussienne en introduisant un troisième paramètre. Cette loi est utilisée, par

exemple, en géostatistique, en hydrologie ou en �nance. Elle a été initialement proposée par
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le statisticien et hydraulicien Etienne Halphen, la loi est également connue sous le nom de

loi Sichel. Elle intervient dans la modélisation de nombreux phénomènes réels, notamment

la modélisation de données concernant des temps d�attente, des phénomènes extrêmes en

hydrologie (voir [1]).

Soit X une v.a suit une loi inverse-gaussienne généralisée, alors

- Sa fonction de densité est

f (x; �; �; 
) =
�

�

�� 1

2K� (�
)
x��1e

� 1
2

�

2x+ �2

x

�
;x > 0; �; 
 � 0; � 2 R:

où K� est la fonction de Bessel modi�ée de troisième espèce et de paramètre �, tel que ces

paramètres véri�ent 8>><>>:
� � 0 , 
 > 0 si � > 0;

� > 0 , 
 > 0 si � = 0;

� > 0 , 
 � 0 si � < 0;

On note X  GIG (�; �; 
) :

- Sa moyenne est

E(X) =
�K�+1 (�
)


K� (�
)
:

- Son mode est

mod =
(�� 1) +

q
(�� 1)2 + (�
)2


2
:

- Sa variance est

V ar(X) =

�
�




�2 "
K�+2 (�
)

K� (�
)
�
�
K�+1 (�
)

K� (�
)

�2#
:

- Sa fonction génératrice des moments est

MX (t) =

�

2


2 � 2t

��
2
K�

�q
�2 (
2 � 2t)

�
K� (�
)

:

- Sa fonction caractéristique est

�X (t) =

�

2


2 � 2it

��
2
K�

�q
�2 (
2 � 2it)

�
K� (�
)

:
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- Son entropie est

H (f (x)) =

"
log

�
�




�
+ log (2K� (�
))� (�� 1)

�
d
dv
Kv (�
)

�
v=�

Kv (�
)
+

�


2Kv (�
)
(K�+1 (�
) +K��1 (�
))

�
:

où
�
d
dv
Kv (�
)

�
v=�

est la dérivée par rapport à l�ordre v de la fonction de Bessel modi�ée et

évaluée en v = �:

Remarque 2.5.1 1- Lorsque � = �1
2
, la loi GIG

�
�1
2
; �; 


�
est une loi inverse-gaussienne.

2- La loi gamma est un cas particulier de la loi inverse-gaussienne généralisée pour � = 0:
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Chapitre 3

Application sur quelques distributions

généralisées

Au troisième chapitre nous donnons des applications des distributions généralisées en

�abilité et en analyse des données en réalisant l�impact de ces dernières sur la qualité de la

modélisation en utilisant des critères d�information comme AIC, BIC, AICC .

3.1 Critères d�information pour la sélection des mo-

dèles

Dans cette partie nous avons dé�nie quelques critères d�information pour séletionner le

bon modèle.

3.1.1 Critère d�information d�Akaike

Le critère d�information d�Akaike (AIC) est une mesure de la qualité d�un modèle sta-

tistique proposée par Hirotugu Akaike en 1973. Ce critère permet de pénaliser les modèles

en fonction du nombre de paramètres. On choisit alors le critère d�information d�Akaike le

plus faible.

Dé�nition 3.1.1 Le critère d�information d�Akaike dé�nie comme suit

AIC = 2k � 2 ln (l) :
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où k est le nombre de paramètres à estimer du modèle et l est la fonction du maximum de

vraisemblance du modèle.

L�AIC est basé sur la théorie de l�information : il propose une estimation de la perte

d�information lorsqu�on utilise le modèle considéré pour représenter le processus qui génère

les données. L�AIC ne fournit pas un test de modèle dans le sens d�une hypothèse nulle,

c�est-à-dire que ce test ne dit rien de la qualité absolue du modèle.

3.1.2 Utilisation pratique de l�AIC

Supposons disposer d�un ensemble de modèles candidats, dont on calcule les valeurs

d�AIC associées. Il y aura toujours une perte d�information, du fait qu�on utilise un modèle

pour représenter le processus générant les données réelles, et nous cherchons donc à sélec-

tionner le modèle qui minimise cette perte d�information (ou plus exactement son estimation

par l�AIC).

Notons les diverses valeurs d�AIC des di¤érents modèles AIC1; AIC2; :::; AICR et

AICmin le minimum de ces valeurs. Dans ce cas exp
��

AICmin�AICi
2

��
peut être interprété

comme la probabilité pour que le i�eme modèle candidat minimise l�estimation de la perte

d�information, où la quantité exp
��

AICmin�AICi
2

��
est la vraisemblance relative au modèle i.

3.1.3 Critère d�information d�Akaike corrigé AICC

L�AICc a été proposé en premier lieu par Hurvich et Tsai (1989).

Dé�nition 3.1.2 L�AICC est une correction de l�AIC pour le cas d�échantillons de petite

taille, est donnée par

AICC = AIC +
2k (k + 1)

n� k � 1 :

où k est le nombre de paramètres à estimer du modèle et n est la taille de l�échantillon.

L�utilisation de l�AICC à la place de l�AIC lorsque n n�est pas assez grand que k aug-

mente la probabilité de sélectionner un modèles avec un trop grand nombre de paramètres,

c�est-à-dire de sur-ajuster. Cette probabilité de sur-ajustement avec l�AIC peut être élevée

dans certains cas. On note d�ailleurs que l�AICC tend vers l�AIC lorsque n devient grand.

On remarquera que lorsque le nombre de paramètres k est le même pour tous les modèles,

54



3.1. CRITÈRES D�INFORMATION POUR LA SÉLECTION DES MODÈLES

alors l�AICC et l�AIC auront des valeurs relatives identiques. Dans cette situation l�AIC

peut donc toujours être utilisé.

3.1.4 Critère d�information Bayésien

Le critère d�information Bayésien est un critère d�information dérivé du critère d�infor-

mation d�Akaike (AIC) proposé par Gideon Schwarz en 1978.

Dé�nition 3.1.3 Sa formule est donnée par

BIC = k ln (n)� 2 ln (l) :

avec l la fonction du maximum de vraisemblance du modèle, n le nombre d�observations dans

l�échantillon et k le nombre de paramètres du modèle.

La sélection du modèle

Le modèle qui sera sélectionné est celui qui minimise le critère BIC, soit

MBIC = argmod elsminBIC (M) :

3.1.5 Comparaison au BIC

- L�AIC pénalise le nombre de paramètres moins fortement que le BIC.

- L�AIC et l�AICC possèdent certains avantages théoriques sur le BIC : d�abord parce

que l�AIC=AICC est dérivé des principes de la théorie de l�information, au contraire du BIC.

- L�AIC est asymptotiquement optimal lorsque l�on souhaite sélectionner le modèle avec

l�erreur quadratique moyenne (si l�on fait l�hypothèse que le modèle générant les données

n�est pas parmi les candidats, ce qui est en fait presque toujours le cas en pratique) ; ce n�est

pas le cas du BIC.

- La vitesse de convergence de l�AIC vers l�optimum est, dans un certain sens, la meilleure

possible.
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3.2 Distribution exponentiel généralisée de Weibull-

Gompertz

Dans cette section on présente des études sur la distribution généralisée de Weibull-

Gompertz à l�échelle exponentielle EGWGD (a; b; c; d; �) qui généralise plusieurs distribu-

tions. Plusieurs propriétés de la EGWGD tel que la fonction de hasard, la fonction renver-

sée de risque, les moments, l�estimation du maximum de vraisemblance, MTTF , MTTR,

MTBF sont étudiés dans cette section. Un ensemble de données réelles est analysé et on

constate que cette distribution peut o¤rir un meilleur ajustement que d�autres distributions

très connues. On utilise souvent Weibull, Gompertz, Weibull-Gompertz, Gompertz généra-

lisé, distribution généralisée de Weibull-Gompertz à l�analyse les données des durées de vie

(voir [3]).

Dé�nition 3.2.1 La v.a X suit la loi EGWGD si elle a la fonction de répartition suivante

FX(x; �) =
h
1� e�ax

b(ecx
d�1)

i�
; a; b; c; d; � > 0 (3.1)

où � = (a; b; c; d; �) tel que b, � et d sont les paramètres de forme, a est le paramètre

d�échelle et c est le paramètre d�accélération, .

- La densité de probabilité de EGWGD(a; b; c; d; �) est

fX(x; �) = ab�xb�1e�ax
b(ecx

d�1)+cxd
�
1 +

cd

b
xd � e�cx

d

�h
1� e�ax

b(ecx
d�1)

i��1
: (3.2)

alors La fonction de survie associée est

S(x; �) = 1�
h
1� e�ax

b(ecx
d�1)

i�
:

- La fonction de risque est

h (x; �) =
ab�xb�1e�ax

b(ecx
d�1)+cxd

�
1 + cd

b
xd � e�cx

d
� h
1� e�ax

b(ecx
d�1)

i��1
1�

h
1� e�axb(ecx

d�1)
i� :

- La fonction de risque renversée l�EGWGD (a; b; c; d; �) est

r (x; �) = ab�xb�1e�ax
b(ecx

d�1)+cxd
�
1 +

cd

b
xd � e�cx

d

�h
1� e�ax

b(ecx
d�1)

i��1
:
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Remarque 3.2.2 Dans une distribution EGWGD(a; b; c; d; �), les cas particuliers sui-

vants peuvent être envisagés :

1- La distribution Gompertz GD(a; c), quand � = 1; b = 0 et d = 1:

2- Distribution exponentielle ED(a), quand c tend à zéro, et d = 1; � = 1 et b = 0.

3- Distribution exponentielle généralisée GED(a; �), quand c tend à zéro, d = 1 et b = 0:

3.2.1 Propriétés Statistiques

La médiane

On remarque que la moyenne d�EGWGD(a; b; c; d; �) ne peut pas être obtenue sous

une forme explicite, elle peut être obtenue en tant qu�une puissance in�nie de série ainsi,

en général les di¤érents moments d�EGWGD(a; b; c; d; �). En outre, nous ne pouvons

pas obtenir le quartile xq d�EGWGD(a; b; c; d; �) sous une forme explicite en employant

l�équation

FX(xq; a; b; c; d; �)� q = 0. Ainsi, en employant l�équation (3:1), nous trouvons cela

(xq)
b ec(xq)

d

= �1
a
ln
h
1� (q)

1
�

i
; 0 < q < 1: (3.3)

- La médiane d�EGWGD(a; b; c; d; �) peut être obtenue à partir de (3:3), quand q = 0:5,

comme suit

(x0:5)
b ec(x0:5)

d

= �1
a
ln
h
1� (0:5)

1
�

i
:

De plus, le mode de EGWGD(a; b; c; d; �) est la solution de l�équation non linéaire

suivante

d

dx
fX(x; a; b; c; d; �) = 0

d

dx

�
xb�1e�ax

b(ecx
d�1)+cxd

�
1 +

cd

b
xd � e�cx

d

�h
1� e�ax

b(ecx
d�1)

i��1�
= 0:

Il est impossible d�obtenir une solution explicite dans un cas général. Elle peut être

obtenue numériquement. Les formes explicites peuvent être obtenues seulement dans des cas

particuliers.
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Moments

Le lemme suivant donne le ri�eme moment d�EGWGD(a; b; c; d; �):

Lemme 3.2.3 Si X  EGWGD(a; b; c; d; �) le moment d�ordre r de X, noté �r est

donné par

pour a; b; c; d > 0; x > 0 et � > 1

�r =
ab�

d

1X
i=0

1X
j=0

jX
k=0

1X
l=0

(�1)i+j+k cl

j!l!d (ck)
r+b(j+1)+ld

d

�
j

k

��
� � 1
i

�
�

��
(1 + j)l � jl

�
�

�
r + b (j + 1) + d (l � 1)

d
+ 1

�
+
d (1 + j)l

kb
�

�
r + b (j + 1) + dl

d
+ 1

�)
:

(3.4)

Preuve.

�r =

1Z
0

xrfX (x; a; b; c; d; �) dx

= ab�

1Z
0

xr+b�1e
�axb

�
ecx

d�1
�
+cxd

�
1 +

cd

b
xd � e�cx

d

��
1� e

�axb
�
ecx

d�1
����1

dx

�r = ab�I1 � ab�I2 + a�cdI3: (3.5)

où

I1 =

1Z
0

xr+b�1e
�axb

�
ecx

d�1
�
+cxd

�
1� e

�axb
�
ecx

d�1
����1

dx;

I2 =

1Z
0

xr+b�1e
�axb

�
ecx

d�1
� �
1� e

�axb
�
ecx

d�1
����1

dx;

I3 =

1Z
0

xr+b+d�1e
�axb

�
ecx

d�1
�
+cxd

�
1� e

�axb
�
ecx

d�1
����1

dx;

et comme 0 <
�
1� e

�axb
�
ecx

d�1
����1

< 1 pour x > 0; alors en employant la série binomiale

nous obtenons

�
1� e

�axb
�
ecx

d�1
����1

=

1X
i=0

(�1)i
�
��1
i

�
e
�iaxb

�
ecx

d�1
�
.
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alors

I1 =

1Z
0

xr+b�1ecx
d
1X
i=0

(�1)i
�
��1
i

�
e
�(i+1)axb

�
ecx

d�1
�
dx;

et comme

e
�(1�i)axb

�
ecx

d�1
�
=

1X
j=0

jX
k=0

(�1)k+j (a (1 + i))j xbj
j!

�
j
k

�
ecjx

d

e�ckx
d

donc,

I1 =
1X
i=0

1X
j=0

jX
k=0

1X
l=0

(�1)i+j+k (c (1� j))l (a (1 + i))j

j!l!d!

�
j
k

� �
��1
i

� 1Z
0

xr+b+bj+ld�1e�ckx
d

dx:

Soit y = ckxd ) dx = 1
d

�
y
ck

� 1
d
�1 � 1

ck

�
dy alors

I1 =
1X
i=0

1X
j=0

jX
k=0

1X
l=0

(�1)i+j+k (c (1� j))l (a (1 + i))j

j!l!d!

�
j
k

� �
��1
i

� 1Z
0

y
r+b(j+1)+d(l�1)

d e�ydy

I1 =
1X
i=0

1X
j=0

jX
k=0

1X
l=0

(�1)i+j+k (c (1� j))l (a (1 + i))j

j!l!d!

��
j
k

� �
��1
i

�
�

�

�
r + b (j + 1) + d (l � 1)

d
+ 1

��
: (3.6)

de même, nous trouvons

I2 =
1X
i=0

1X
j=0

jX
k=0

1X
l=0

(�1)i+j+k cl (a (1 + i))j

j!l!d! r+b(j+1)+ld
d

�
j
k

� �
��1
i

�
�

�
r + b (j + 1) + d (l � 1)

d
+ 1

�
:

(3.7)

I3 =

1X
i=0

1X
j=0

jX
k=0

1X
l=0

(�1)i+j+k cl (a (1 + i))j

j!l!d! r+b(j+1)+ld
d

�
j
k

� �
��1
i

�
�

�
r + b (j + 1) + ld

d
+ 1

�
: (3.8)

en substitutiant (3:6), (3:7) et (3:8) dans (3:5), nous obtenons (3:4). Ceci accomplit la preuve.
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3.2.2 Analyse de �abilité

Temps moyen de panne

A�n de concevoir et de fabriquer un système maintenable, il est nécessaire de prévoir

le temps moyen de panne (réparation), MTTF (MTTR) respectivement, pour di¤érentes

conditions de panne qui pourraient se produire. Ceci est généralement basé sur des expé-

riences antérieures des concepteurs et d�expertise disponible. Le lemme suivant donne le

temps moyen de panne (réparation) de la v.a T qui suit EGWGD(a; b; c ; d; �).

Lemme 3.2.4 Si T est une variable aléatoire de loi EGWGD(a; b; c; d; �) le temps moyen

de panne (réparation) est donnée pour a; b; c; d > 0 et � > 1

MTTF =
ab�

d

1X
i=0

1X
j=0

jX
k=0

1X
l=0

(�1)i+j+k cl

j!l!d (ck)
r+b(j+1)+ld

d

�
j

k

��
� � 1
i

�
�
n�
(1 + j)l � jl

�
�

�

�
r + b (j + 1) + d (l � 1)

d
+ 1

�
+
d (1 + j)l

kb
�

�
r + b (j + 1) + dl

d
+ 1

�)
Preuve. Nous avons

MTTF =

1Z
0

S (t) dt =

1Z
0

tf (t; a; b; c; d; �) dt = �1;

La preuve découle de l�équati on (3:4) en posant r = 1:

Même chose pour MTTR en changeant f par la densité de réparation.

3.2.3 Estimation des paramètres

Estimateur du maximum de vraisemblance

Dans cette section, nous dérivons les estimateurs du maximum de vraisemblance des

paramètres inconnus a; b; c; d et � d�EGWGD(a; b; c; d; �), dans un échantillon complet.

Considérons un échantillon des v.a X1; : : : ; Xn d�EGWGD(a; b; c; d; �). La fonction de

probabilité de cet échantillon est

l =
nY
i=1

f (xi; a; b; c; d; �) : (3.9)

Par la substitution de l�équation (3:2) dans l�équation (3:9), nous obtenons

l =
nY
i=1

ab�xb�1i e�ax
b
i (e

cxdi �1)+cxdi

�
1 +

cd

b
xdi � e�cx

d
i

��
1� e�ax

b
i (e

cxdi �1)
���1

: (3.10)
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La fonction log-vraisemblance devient

L = n lnn+ n ln b+ n ln � + c

nX
i=1

(xi)
d � a

nX
i=1

(xi)
b
�
ec(xi)

d � 1
�
+ (b� 1)�

nX
i=1

ln (xi) + (� � 1)
nX
i=1

ln

 
1� e

�a(xi)b
�
ec(xi)

d
�1
�!

+ ln
�
1 + cd

b
(xi)

d � e�c(xi)
d
�
:

Ainsi, les équations normales sont

@L

@a
=
nba �

nX
i=1

(xi)
bb �ebc(xi)bd � 1�+ (� + 1) nX

i=1

(xi)
bb �ebc(xi)bd � 1� e�ba(xi)bb�ebc(xi)bd�1� 
1� e

�ba(xi)bb�ebc(xi)bd�1�! = 0:

(3.11)

@L

@b
=
nbb �

nX
i=1

(xi)
bb �ebc(xi)bd � 1� lnxi + bcbdbb2

nX
i=1

(xi)
bd�

1 + bcbdbb (xi)bd � e�c(xi)
bd�+

ba�b� � 1� nX
i=1

(xi)
bb �ebc(xi)bd � 1� e�ba(xi)bb

0@ebc(xi)bd�1
1A
0B@1� e

�ba(xi)bb
0@ebc(xi)bd�1

1A
1CA
�1

(3.12)

@L

@c
=

nX
i=1

(xi)
bd � ba nX

i=1

(xi)
bb+bd �ebc(xi)bd�+ ba�b� � 1� nX

i=1

(xi)
bb+bd e�ba(xi)bb

�
ebc(xi)bd�1

�
+bc(xi)bd

�

 
1� e

�ba(xi)bb�ebc(xi)bd�1�!�1
+

nX
i=1

(xi)
bd � bdbb (xi)bd � e�bc(xi)bd��

1� bcbdbb (xi)bd � e�bc(xi)bd� = 0 (3.13)

@L

@d
= bc nX

i=1

(xi)
bd lnxi � babc nX

i=1

(xi)
bb+bd �ebc(xi)bd�+ babc�b� � 1� nX

i=1

(xi)
bb+bd ebc(xi)bd�1 lnxi 

1� e
�ba(xi)bb�ebc(xi)bd�1�!+

bcbb
nX
i=1

(xi)
bd �1 + bd lnxi +bbe�bc(xi)bd lnxi��
1 + bcbdbb (xi)bd � e�bc(xi)bd� = 0: (3.14)

Les équations normales n�ont pas une solution explicite. Le MLE de �; b� �ba; bb; bc; bd�
est donné b� �ba; bb; bc; bd� = �n nX

i=0

ln

"
1� e

�ba(xi)bb�ebc(xi)bd�1�#!�1
: (3.15)
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Ainsi, leMLE de ba; bb; bc et bd peut être obtenu en résolvant quatre équations non linéaires
de (3:11) à (3:14) en employant l�équation (3:15).

Limites de con�ance asymptotiques

Dans cette section, nous dérivons les intervalles asymptotiques de con�ance de ces pa-

ramètres quand a; b; c; d > 0 et � > 0 comme MLEs des paramètres inconnus a; b; c; d ne

peuvent pas être obtenus sous les formes explicites, en employant la matrice I�10 de variance

covariance, où I�10 est l�inverse de la matrice d�information.

I�10 =

2666666664

�@2L
@a2

�@2L
@a@b

�@2L
@a@c

�@2L
@a@d

�@2L
@a@d

�@2L
@b@a

�@2L
@b2

�@2L
@b@c

�@2L
@b@b

�@2L
@b@�

�@2L
@c@a

�@2L
@c@b

�@2L
@c2

�@2L
@c@d

�@2L
@c@�

�@2L
@d@a

�@2L
@d@b

�@2L
@d@c

�@2L
@d2

�@2L
@d@�

�@2L
@�@a

�@2L
@�@b

�@2L
@�@c

�@2L
@�@d

�@2L
@�2

3777777775

�1

:

ainsi

I�10 =

26666666664

var (ba) cov
�ba;bb� cov (ba;bc) cov

�ba; bd� cov
�ba;b��

cov
�bb;ba� var

�bb� cov
�bb;bc� cov

�bb; bd� cov
�bb;b��

cov (bc;ba) cov
�bc;bb� var (bc) cov

�bc; bd� cov
�bc;b��

cov
�bd;ba� cov

�bd;bb� cov
�bd;bc� var

�bd� cov
�bd;b��

cov
�b�;ba� cov

�b�;bb� cov
�b�;bc� cov

�b�; bd� var
�b��

37777777775

�1

:

Les termes de I0 sont donnés comme suit
@2L

@�2
=
�n
�2
:

@2L

@�@a
=

nX
i=1

xbi
�
ecxid � 1

�
e
�axbi

�
ecx

d
i �1

�

1� e
�axbi

�
ecx

d
i �1

�

@2L

@�@b
=

nX
i=1

axbi

�
ecx

d
i � 1

�
e
�axbi

�
ecx

d
i �1

�
lnxi

1� e
�axbi

�
ecx

d
i �1

� :

@2L

@�@c
=

nX
i=1

axb+di e
�axbi

�
ecx

d
i �1

�
+cxdi

1� e
�axbi

�
ecx

d
i �1

� :

@2L

@�@d
=

nX
i=1

acxb+di e
�axbi

 
e
cxdi �1

!
+cxdi

lnxi

1�e
�axb

i

 
e
cxd
i �1

! :
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@2L

@b2
=
�n
b2
�

nX
i=1

xbi

�
ecx

d
i � 1

�
(lnxi)

2� cd
b2
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2b�1xbi

�
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�
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0BB@� � 1 @@b
nX
i=1

xbi

�
ecx

d
i � 1

�
e
�axbi

�
ecx

d
i �1

�
lnxi

1� e
�axbi

�
ecx

d
i �1

�
1CCA

@2L

@b@a
= �

nX
i=1
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b2

nX
i=1

xdi

�
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d
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�
�
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�
d
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� e�cx

d
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�
1 + cd
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d
i

�2�
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ecx
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@2L

@c@d
=

nX
i=1

xdi lnxi � a

nX
i=1
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�
1 + cxdi

�
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nX
i=1
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1 + cxdi
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2+

ac (� � 1) @
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nX
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ecx
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b
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d
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1A ;

Nous pouvons trouver les intervalles de con�ance approximatifs au niveau (1� �) 100%
des paramètres a; b; c; d; � en employant la matrice de variance-covariance dans les formes

suivantes

ba� Z �
2

p
var (ba), bb� Z �

2

r
var

�bb�, bc� Z �
2

p
var (bc),

bd� Z �
2

r
var

�bd� and b� � Z �
2

r
var

�b��;
où Z �

2
est le quantile d�ordre

�
�
2

�
au niveau de (1 � �) 100% de la distribution normale

standard.

3.2.4 Analyse des données et discussion

Dans cette section, nous présentons l�analyse d�un ensemble de données réelles à l�aide

du modèle d�EGWGD (a; b; c; d; �) et le comparons à d�autres modèles, comme la dis-

tribution généralisé Gompretz GD (a; c), distribution exponentielle ED (a), distribution

exponentiel généralisé de Gompertz GED (a; �), Weibull inverse IW (�), inverse Weibull

généralisé GIW (�; �), inverse exponentiel Weibull généralisé EGIW (a; �; �). Les données

qui ont été obtenues à partir de [5] qui comme suit pour les donnée de vies de 50 dispositifs.

0.1 0.2 1 1 1 1 1 2 3 6

7 11 12 18 18 18 18 18 21 32

36 40 45 46 47 50 55 60 63 63

67 67 67 67 72 75 79 82 82 83

84 84 84 85 85 85 85 85 86 86
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Le modèle d�EGWGD est utilisé pour ajuster cet ensemble de donnée. Le MLEs du

(des) paramétre(s) inconnu (s), la valeur de log-vraisemblance (L), Kolmogorov-Smirnov

(K-S), les critères d�information (AIC), critère d�information corrigé (AICc) et le critère

d�information bayésien (BIC) et ses P-valeurs respectives pour sept modèles di¤érents sont

donnés dans le Tableau 2.

Tableau 2 : Le MLE(s) du paramétre(s), du L, de l�AIC, du AICC, du BIC,

des valeurs de K-s et des P-valeurs
Le Modèle MLE(s) K-s -L AIC AICC BIC P-valeurs

ED (a) ba = 0:022 0.191 241.09 484.18 484.16 486.09 0.045

GED (a; �)
b� = 0:021b� = 0:902 0.194 240.36 484.72 484.96 488.54 0.0402

GD (a; c)
ba = 0:011bc = 0:018 0.157 235.39 474.78 475.024 478.60 0.155

IW (�) b� = 0:397 0.435 281.07 566.14 566.39 569.96 5.9�10�9

GIW (�; �)
b� = 0:274b� = 1:273 0.324 287.47 580.95 581.47 586.68 0.000035

EGIW

(�; �; �)

b� = 0:75b� = 0:61b� = 2:142 0.254 254.91 517.83 518.72 525.48 0.002477

EGWGD

(a; b; c; d; �)

ba = 0:000085bb = 0:128bc = 0:401bd = 0:69901b� = 0:246
0.143 224.54 467.96 469.264 477.52 0.241

Le tableau 2 montre que les distributions GD(a; c) et EGWGD(a; b; c; d; �) sont

les plus adaptés (bon ajustements) à cette situation. Mais, nous voyons que le modèle

d�EGWGD (a; b; c; d; �) est le meilleur parmi ces distributions car il a la plus petite valeur

de test (K-s), d�AIC, d�AICc et de BIC. En substituant le MLE des paramètres inconnus

dans l�équation (3:8), nous obtenons une estimation de la matrice de variance-covariance
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comme

bI�10 =

2666666664

5:854� 10�10 �1:581� 10�4 8:574� 10�6 3:987� 10�8 4:158� 10�4

�1:581� 10�4 3:101� 10�5 �7:004� 10�4 �1:012� 10�5 2:175� 10�4

8:574� 10�6 �7:004� 10�4 3:215� 10�7 �5:274� 10�4 �2:158� 10�6

3:987� 10�8 �1:012� 10�5 5:854� 10�10 9:257� 10�9 �5:254� 10�5

4:158� 10�4 2:175� 10�4 5:854� 10�10 �5:254� 10�5 8:154� 10�5

3777777775
:

Les intervalle approximatifs de con�ance au risque de 5% pour les paramètres a; b;

c; d et � sont [0:000037; 0:000132]; [0:11708; 0:13891]; [0:39988; 0:40211]; [0:69881; 0:69918] et

[0:2285; 0:26389] respectivement.

3.3 La distribution à taux de hasard Bêta quadratique

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé certaines propriétés de la loi à taux de

risque bêta quadratique et certaines propriètés (f; F; S; h; :::), et dans cette section, nous

allons prendre soin des autres caractéristiques, l�estimateur du maximum de vraisemblance

avec une application illustratif (voir [2]).

3.3.1 Estimateurs des moindres carrés et des moindres carrés pon-

dérés

Dans cette section nous fournissons la régression basée sur la méthode des estimateurs

de méthode des paramètres inconnus de. La méthode proposée emploie la distribution de

G(X(i)). Pour un échantillon de la taille n, nous prenons

E
�
G
�
X(i)

��
=

i

n+ 1
; V

�
G
�
X(i)

��
=

i (n� i+ 1)

(n+ 1)2 (n+ 2)

et Cov
�
G
�
X(i)

�
; G
�
X(j)

��
=

i (n� j + 1)

(n+ 1)2 (n+ 2)
; si i < j; où G est la fonction de réparti-

tion du distribution à taux de hasard Bêta quadratique.

voir Johnson, Kotz et le Balakrishnan (1995) pour beaucoup de détails.

Estimateurs des moindres carrés

Obtenir les estimateurs en réduisant au minimum
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BQHR (�; �; �; a; b) =
nX
i=1

�
G
�
X(i)

�
� i

n+ 1

�2
: (3.16)

En ce qui concerne les paramètres inconnus. Par conséquent en cas de distribution de BQHR

les estimateurs des moindres carrés de �; �; �; a et b, b�LSE; b�LSE; b�LSE; baLSE et bbLSE
respectivement, en employant (1:2) et (3:16) nous avons l�équation suivante.

BQHR (�; �; �; a; b) =
nX
i=1

24I(
1�e

�(�x(i)+ �
2x

2
(i)
+
�
3 x

3
(i))

) (a; b)� i

n+ 1

352 :
3.3.2 Estimation du maximum de vraisemblance

Dans cette section nous considérons les estimateurs du maximum de vraisemblance de

la distribution de BQHR. Soit � = (�; �; �; a; b)T ; a�n d�estimer les paramètres �; �;

�; a et b de la loi de taux de risque Beta quadratique, soit X1; X2 : : : ; Xn un échantillon

aléatoire de taille n de BQHR(x; �). La fonction de score associée est donnée par

Un (�) =

�
@L

@�
;
@L

@�
;
@L

@�
;
@L

@a
;
@L

@b

�T
La fonction log- vraisemblance peut être écrite comme suit

L
�
�; x(i)

�
= �n ln � (a)� n ln � (b) + n ln � (a+ b) +

nX
i=1

log
�
�+ �x(i) + �x2(i)

�
�

b�
nX
i=1

x(i) � b�
2

nX
i=1

x2(i) �
b�
3

nX
i=1

x3(i)+

(a� 1)
nX
i=1

ln
h
1� e�(�x(i)+

�
2
x2
(i)
+�
3
x3
(i))
i
:

Di¤érenciant L par rapport à chaque paramètre �; �; �; a et b et posons les résultat égal

à zéro, nous obtenons des évaluations de maximum de vraisemblance.

@L

@�
=

nX
i=1

1

�+ �x(i) + �x2(i)
� b

nX
i=1

x(i) + (a� 1)
nX
i=1

x(i)e
�(�x(i)+ �

2
x2
(i)
+�
3
x3
(i))

1� e
�
�
�x(i)+

�
2
x2
(i)
+�
3
x3
(i)

� ; (3.17)

@L

@�
=

nX
i=1

x(i)
�+ �x(i) + �x2(i)

� b

2

nX
i=1

x2(i) + (a� 1)
nX
i=1

x2(i)e
�(�x(i)+ �

2
x2
(i)
+�
3
x3
(i))

2

�
1� e

�
�
�x(i)+

�
2
x2
(i)
+�
3
x3
(i)

�� ; (3.18)
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@L

@�
=

nX
i=1

x2(i)
�+ �x(i) + �x2(i)

� b

3

nX
i=1

x3(i) + (a� 1)
nX
i=1

x3(i)e
�(�x(i)+ �

2
x2
(i)
+�
3
x3
(i))

3

�
1� e

�
�
�x(i)+

�
2
x2
(i)
+�
3
x3
(i)

�� ; (3.19)

@ logL

@a
= �n (a) + n (a+ b) +

nX
i=1

�
1� e�(�x(i)+

�
2
x2
(i)
+�
3
x3
(i))
�
; (3.20)

et
@L

@b
= �n (b) + n (a+ b)�

nX
i=1

�
�x(i) +

�

2
x2(i) +

�

3
x3(i)

�
: (3.21)

où  (:) est la fonction de digamma.

L�estimateur MLE de �, b� est obtenu en résolvant le système non linéaire Un (�) = 0.
Pour résoudre les équations de (3:17) à (3:21), il est, habituellement plus pratique, d�uti-

liser des algorithmes d�optimisation non linéaire tels que l�algorithme quasi-Newton pour

maximiser numériquement la fonction log-vraisemblance. A�n de calculer les erreurs et les

intervalles de con�ance asymptotiques, nous employons l�approximation habituelle de grand

échantillon, dans lequel les MLEs peuvent être traités comme étant approximativement

multi normales.

Par conséquent comme n ! 1, la distribution asymptotique du MLE est donnée par

(voir [2]) :0BBBBBBBB@

b�b�b�babb

1CCCCCCCCA
~

2666666664

0BBBBBBBB@

b�b�b�babb

1CCCCCCCCA
;

0BBBBBBBB@

bV11 bV12 bV13 bV14 bV15bV21 bV22 bV23 bV24 bV25bV31 bV32 bV33 bV34 bV35bV41 bV42 bV43 bV44 bV45bV51 bV52 bV53 bV54 bV55

1CCCCCCCCA

3777777775
;

où
�bVij = Vijn' = b'� ; et0BBBBBBBB@

V11 V12 V13 V14 V15

V21 V22 V23 V24 V25

V31 V32 V33 V34 V35

V41 V42 V43 V44 V45

V51 V52 V53 V54 V55

1CCCCCCCCA
=

0BBBBBBBB@

A11 A12 A13 A14 A15

A21 A22 A23 A24 A25

A31 A32 A33 A34 A35

A41 A42 A43 A44 A45

A51 A52 A53 A54 A55

1CCCCCCCCA
;

est la matrice de variance-covariance approximative avec ses éléments obtenus à partir

du système suivant
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A11 =
@2L

@�2
A12 =

@2L

@�@�
A13 =

@2L

@�@�
A14 =

@2L

@�@a
A15 =

@2L

@�@b

A22 =
@2L

@�2
A23 =

@2L

@�@�
A24 =

@2L

@�@a
A25 =

@2L

@�@b

A33 =
@2L

@�2
A34 =

@2L

@�@a
A35 =

@2L

@�@b

A44 =
@2L

@�2
A45 =

@2L

@a@b

A55 =
@2L

@b2

La matrice de dispersion inverse, donne les variances et les covariances asymptotiques

des MLEs pour �; �; �; a et b.

Les intervalles de con�ance approximatifs au risque 100 (1� �)% pour �; �; �; a et b

peuvent être donnés par

b�� Z�
2

qbV11; b� � Z�
2

qbV22; b� � Z�
2

qbV33; ba� Z�
2

qbV44; bb� Z�
2

qbV55:
où Z�

2
est le quantile d�ordre � de la distribution normale standard.

3.3.3 Application

Dans cette section, nous exploitons des ensembles des données réelles pour véri�er que

la distribution de BQHR est mieux adapté que la distribution QHRD: Cet ensemble de

données donne le temps d�échec (103h) du turbocompresseur d�un type de moteur donné

dans [2]:

1.6, 2.0, 2.6, 3.0, 3.5, 3.9, 4.5, 4.6, 4.8, 5.0, 5.1, 5.3, 5.4, 5.6, 5.8, 6.0, 6.0, 6.1, 6.3, 6.5,

6.5, 6.7, 7.0, 7.1, 7.3, 7.3, 7.3, 7.7, 7.7, 7.8, 7.9, 8.0, 8.1, 8.3, 8.4, 8.4, 8.5, 8.7, 8.8, 9.0.

La matrice I
�b���1 de variance-covariance des MLEs est0BBBBBBBB@

3:429e� 03 �8:939e� 04 1:008e� 05 0:409 0:390

�8:939e� 04 2:772e� 04 �4:14e� 06 �0:124 �0:1433
1:008e� 05 �4:148e� 06 1:302e� 06 0:008 0:013

4:090e� 01 �1:242e� 01 8:0521e� 03 32:924 19:232

3:906e� 01 �1:433e� 01 1:368e� 02 19:232 2:385

1CCCCCCCCA
Les variances des MLE de �; �; �; a et b sont var (b�) = 3:429 � 10�3; var

�b�� =
2:772� 10�4; var

�b�� = 1:302� 10�6; var (ba) = 32:924 et var �bb� = 2:385:
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Par conséquent, les intervalles de con�ance au niveau 95% pour �; �; �; a et b sont

[0:163; 0:273] ; [�0:098;�0:066] ; [0:008; 0:011] ; [4:976; 15:879] et [11:237; 14; 1715] respecti-
vement.

Tableau 3 :

Les estimateurs de ML, log-vraisemblance, AIC et AICc pour l�ensemble de

données
Modèle a b � � � AIC BIC AICC

BQHRD 10.428 12.704 -0.082 0.218 0.009 168.413 176.857 170.177

QHRD 1 1 -0.024 0.006 0.009 173.143 178.21 173.810

BGE 0.171 91.54 0.224 32.27 1 170.307 177.062 171.449

BW 0.907 0.380 0.177 1 4.282 172.258 179.014 173.401

GW 1 1 0.481 11.93 1.010 186.859 191.926 187.526

BE 7.701 17.47 0.059 1 1 180.929 185.995 181.595

GE 1 1 0.449 9.514 1 184.285 187.663 184.609

A�n de comparer les deux modèles de distribution, nous considérons des critères comme,

AIC, AICc et BIC pour l�ensemble de données. La meilleure répartition correspond à la

plus petite valeur, AIC, AICc et BIC (les formules sont données au début de la section).

Le tableau 3 montre les paramètres des MLEs pour chacune des trois distributions et

les valeurs d�AIC et d�AICc. Les valeurs dans le tableau 3, indiquent que le BQHRD est

un concurrent fort pour d�autres distributions utilisées ici pour l�ajustement des données.

3.4 Exponentielle généralisée à trois paramètres

3.4.1 Estimateurs du maximum de vraisemblance

Dans cette sous-section, nous discutons comment obtenir lesMLEs et en discutant leurs

propriétés asymptotiques (voir [6]). Nous donnons d�abord les résultats pour un échantillon

complet, puis pour les données censurées de type II (type Fréchet). Nous considérons le

modèle GE à trois paramètres, et pour des raisons de simplicité, nous réparamétrisons � =
1

�
. Soit X1; X2; :::; Xn un échantillon de taille n de GE

�
�;

1

�
; �

�
; alors la fonction log-

vraisemblance L (�; �; �) pour � < x(1) est
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L (�; �; �) =

"
n log (�) + n log (�)�

nX
i=1

� (xi � �)+

(�� 1)
nX
i=1

log
�
1� e�(xi��)�

�#
:

où �; �; � > 0:

Si � > 1 en prenant la dérivée par rapport à �, � et � et égalant à 0, on obtient les

équations normales suivantes

@L

@�
=
n

�
+ log

�
1� e�(xi��)�

�
= 0; (3.22)

@L

@�
=
n

�
�

nX
i=1

(xi � �) + (�� 1)
nX
i=1

(xi � �) e�(xi��)�

1� e�(xi��)�
= 0; (3.23)

@L

@�
= n� � � (�� 1)

nX
i=1

e�(xi��)�

1� e�(xi��)�
= 0: (3.24)

Les trois équations peuvent être réduites à deux équations si nous remplaçons � en

termes de � et � dans (3:22). Nous devons utiliser l�algorithme de notation ou l�algorithme de

Newton-Raphson pour résoudre simultanément les deux équations non linéaires. Considérons

les secondes dérivées de L (�; �; �)

@2L

@�2
= � n

�2
;
@2L

@�@�
=

nX
i=1

(xi � �) e�(xi��)�

1� e�(xi��)�
;

@2L

@�2
= � n

�2
� (�� 1)

nX
i=1

(xi � �)2 e�(xi��)�

(1� e�(xi��)�)
2 ;

@2L

@�@�
= ��

nX
i=1

e�(xi��)�

1� e�(xi��)�
;

@2L

@�@�
= n+ (�� 1)

nX
i=1

�
� (xi � �)� 1 + e�(xi��)�

�
e�(xi��)�

(1� e�(xi��)�)
2 ;

@2L

@�2
= ��2 (�� 1)

nX
i=1

e�(xi��)�

(1� e�(xi��)�)
2 :

pour � > 2;

E

�
@2L

@�2

�
= � n

�2
;

71



3.4. EXPONENTIELLE GÉNÉRALISÉE À TROIS PARAMÈTRES

E

�
@2L

@�@�

�
= nE

�
(X � �) e�(X��)�

1� e�(X��)�

�
= n

�
�

� (�� 1) ( (�)�  (1))� 1

�
( (�+ 1)�  (1))

�

E

�
@2L

@�2

�
= �n

"
1

�2
+ (�� 1)E

 
(X � �)2 e�(X��)�

(1� e�(X��)�)
2

!#

=
�n
�2

� n� (�� 1)
(�� 2) �2

�
 
0
(1)�  

0
(�� 1) + ( (�� 1)�  (1))2

�
+
n�

�2

�
 
0
(1)�  (�) + ( (�)�  (1))2

�
;

E

�
@2L

@�@�

�
= ��nE

�
e�(X��)�

1� e�(X��)�

�
= ��n 1

1� �
;

E

�
@2L

@�@�

�
= n

"
1 + (�� 1)E

 
e�(X��)�

�
� (X � �)� 1 + e�(X��)�

�
(1� e�(X��)�)

2

!#

=
n� (�� 1)
�� 2 ( (�� 1)�  (1))� n� ( (�)�  (1)) ;

E

�
@2L

@�2

�
= �n�2 (�� 1)E

 
e�(X��)�

(1� e�(X��)�)
2

!
= �n�2 �

�� 2 :

où  (:) et  
0
(:) sont la fonction digamma et sa dérivée poly-gamma respectivement.

Pour � > 2; La famille GE satisfait toutes les conditions de régularité (voir [6]) d�une

manière similaire à la famille gamma ou à la famille Weibull, et nous avons donc le résultat

dans le théorème suivant

Théorème 3.4.1 Pour � > 2, les estimateurs du maximum de vraisemblance
�b�; b�; b��

de (�; �; �) sont des estimateurs sans biais et
p
n
�b�� �; b� � �; b�� �

�
sont asymptoti-

quement normaux avec le vecteur moyen 0 et la matrice de variance-covariance I�1, où

I = � 1
n

26664
E
�
@2L
@�2

�
E
�
@2L
@�@�

�
E
�
@2L
@�@�

�
E
�
@2L
@�@�

�
E
�
@2L
@�2

�
E
�
@2L
@�@�

�
E
�
@2L
@�@�

�
E
�
@2L
@�@�

�
E
�
@2L
@�2

�
37775 :

Même pour la distribution de Weibull à trois paramètres ou la distribution gamma à

trois paramètres, les conditions de régularité ne sont pas remplies pour � � 2 (voir [6]). Les
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résultats asymptotiques ne sont pas connus pour � � 2 bien que certains cas spéciaux ont
été étudiés numériquement par Harter (1969) pour la distribution gamma.

Comme les données des durées de vie sont souvent censurées, nous dérivons des équations

normales pour les données censurées de type II. La fonction de vraisemblance logarithmique

pour les premières observations commandées d�un échantillon de taille n peut être écrite

comme

L (�; �; �) = C + r (log�+ log �) + (�� 1)
rX
i=1

log
�
1� e�(x(i)��)�

�
�

rX
i=1

�
x(i) � �

�
� + � (n� r) log

�
1� e�(x(r)��)�

�
:

Les équations normales deviennent

r

�
+

rX
i=1

log
�
1� e�(x(i)��)�

�
+ (n� r) log

�
1� e�(x(r)��)�

�
= 0;

r

�
�

rX
i=1

�
x(i) � �

�
+ (�� 1)

rX
i=1

�
x(i) � �

�
e�(x(i)��)�

1� e�(x(i)��)�
+ � (n� r)

�
x(r) � �

�
e�(x(r)��)�

1� e�(x(r)��)�
= 0;

r� � � (�� 1)
rX
i=1

e�(x(r)��)�

1� e�(x(r)��)�
� � (n� r)

e�(x(r)��)�

1� e�(x(r)��)�
= 0:

Notons que la matrice d�information de Fisher est de même type que le cas d�échantillonnage

complet. La distribution de la i�eme statistique d�ordre X(i) est donnée par

n!

(i� 1)! (n� r)!

n�iX
j=0

�
n�i
j

� (�1)j
(i+ j)

GE

�
� (i+ j) ;

1

�
; �

�
:

Tableau 4

Estimations, log-vraisemblance, chi-deux et statistiques de

Kolmogorov-Smirnovb� b� b� LL �2 K-S

Gamma 2.7316 0.0441 10.2583 -112.8501 0.950 0.107

Weibull 1.5979 0.0156 14.8479 -112.9767 1.321 0.118

GE 4.1658 0.0314 4.7476 -112.7666 0.675 0.103

Par conséquent, la matrice d�information de Fisher peut être calculée à l�aide de cette

distribution.
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Si le paramètre de position est connu, les MLEs de � et � peuvent être obtenus en

résolvant les équations (3:22) et (3:23). Il est possible d�écrire en termes de � ; Donc, il

réduit à la résolution d�une seule équation. Si le paramètre de position est connu, alors, sans

perte de généralité, nous pouvons supposer qu�il soit nul. Dans ce cas, les MLSs existent

toujours et la famille GE
�
�;
1

�

�
satisfait les conditions de régularité pour toutes les valeurs

possibles de � et �. Si, � > 2 la matrice de variance-covariance asymptotique de
p
n
�b�; b��

est l�inverse de la première sous-matrice (2� 2) de I, et pour 0 < � � 2, c�est l�inverse de la
matrice carrée (2� 2) symétrique A = (aij), où

a11 =
1

�2
; a12 = a21 = �

�

�

1Z
0

xe�2x
�
1� e�x

���2
dx; � > 0:

a22 =
1

�2
+
(�� 1)�

�2

1Z
0

x2e�2x
�
1� e�x

���3
dx; � > 0:

3.4.2 L�analyse des données

Dans cette section, nous considérons le jeu de données réel d�Lawless (1982 p. 228).

Les données sont apparues dans les tests sur l�endurance des roulements à billes à rainure

profonde. Ils ont d�abord été abordés par Lieblein et Zelen (1956) et par Gupta et Kundu

(1997). Les données sont le nombre de millions de tours avant l�échec pour chacun des 23

roulements à billes dans le test de vie et sont les suivants : 17.88 28.92 33.00 41.52 42.12

45.60 48.40 51.84 51.96 54.12 55.56 67.80 68.64 68.88 84.12 93.12 98.64 105.84

127.92 128.04 173.40.

Nous avons utilisé les trois distributions, à savoir gamma à trois paramètres, Wei-

bull à trois paramètres et GE à trois paramètres. Nous présentons les estimations, le log-

vraisemblance LL, les valeurs observées et les valeurs attendues, les statistiques de Kolmogorov-

Smirnov (K-S) et de Chi-deux dans le tableau 4, avec les fréquences observées et attendues

dans le tableau 5.

Tableau 5 :

Fréquences observées et attendues
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Intervalles Observé Gamma Weibull GE

0-40 3 4.493 4.738 4.322

40-80 12 10.658 10.016 10.913

80-120 5 5.423 5.627 5.303

120-160 2 1.805 1.992 1.739

160-200 1 0.621 0.627 0.723

Nous observons que leGE à trois paramètres correspond légèrement mieux que le gamma

à trois paramètres ou Weibull à trois paramètres, dans ce cas.

75



Conclusion générale

Dans le domaine de la modélisation, il existe de nombreuses distributions statistiques

réalistes du point de vu pratique à cause de leurs propriétés intéressantes comme la forme en

baignoire du taux de hasard et les distributions limites non dégénérées. Cependant la plupart

d�entre elles sont compliquées pour discuter certaines propriétés, comme les moments, la

�abilité, etc. De plus, le nombre accru de paramètres entraine la complication et la di¢ culté

dans le processus d�estimation. Certaines distributions généralisées proposés sont similaires

à des distributions classiques de sorte que toutes les procédures de calcul sont les mêmes,

la distribution exponentielle généralisée peut être considérée comme une distribution de

min(X1; :::; Xn) où les fXig sont i.i.d de fonction de distribution 1 � (1 + �x)e��x, x > 0,

� > 0 qui est un modèle à taux de hasard linéaire.

Dans l�analyse des données avec un support réel, une raison évidente par exemple pour

généraliser une distribution standard QHR est parce que la forme généralisée o¤re une

plus grande �exibilité dans la modélisation des données réelles où nous pouvons donner des

extensions pour les moments et pour la fonction génératrice des moments.
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Annexe

3.5 Fonctions usuelles

3.5.1 Fonction digamma

La fonction digamma ou fonction psi est dé�nie comme la dérivée logarithmique de la

fonction gamma.

Les premières dérivées de cette fonction

 (z) =
d [ln � (z)]

dz
=

1

� (z)

d� (z)

dz
:

Une extension en série de cette fonction est donnée par

 (z + 1) = �
 �
1X
n=1

�
1

z + n
� 1

n

�
pour z 6= 0; � 1; � 2; � 3; :::

où 
 = 0:5772156649 est la constante d�Euler qui est égale à [� (1)].
Si la dérivée de la fonction gamma elle-même est dé�nie, nous pouvons donc utiliser

simplement
d� (z)

dz
= � (z) (z) .

notons que certains auteurs écrivent

 (z) =
d

dz
ln � (z + 1) =

d

dz
z!:

3.5.2 Fonction poly-gamma

La fonction poly-gamma d�ordre n est une fonction spéciale dé�nie comme la (n+ 1)�eme

dérivée logarithmique de la fonction gamma

 (n) (z) =

�
d

dz

�n
 (z) =

dn+1

dzn+1
ln � (z) pour n = 1; 2; 3; :::
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3.5. FONCTIONS USUELLES

où  (z) =  (0) (z) =
�
0
(z)

� (z)
est la fonction digamma.

Deux relations utiles utilisées pour trouver des cumulatifs pour certaines distributions

sont

 (n) (1) = (�1)n+1 n!� (n+ 1) :

 (n)
�
1

2

�
= (�1)n+1 n!

�
2n+1 � 1

�
� (n+ 1) =

�
2n+1 � 1

�
 (n) (1) :

où � est la fonction zêta de Riemann.

3.5.3 Fonction de Bessel modi�ée

Les fonctions de Bessel modi�ées génèrent l�ensemble des solutions de l�équation di¤é-

rentielle

x2
d2y

dx2
+ x

dy

dx
�
�
x2 + n2

�
y = 0:

Les fonctions de Bessel modi�ées de première espèce In et de deuxième espèceKn sont reliées

à la fonction de Bessel de première espèce Jn par

In (x) = i�nJn (ix) ;

Kn (x) =
�

2

inJ�n (ix)� i�nJn (ix)

sin (n�)
lorsque n =2 Z:

Kn (x) = lim
p!n

�

2

ipJ�p (ix)� i�pJp (ix)

sin (p�)
lorsque n 2 Z:

3.5.4 Kurtosis ou d�aplatissement

C�est le moment d�ordre 4.

Dé�nition 3.5.1 Le coe¢ cient d�aplatissement ou Kurtosis est le moment centré d�ordre 4

�4 = E
�
(X � E (X))4

�
:

Pearson a dé�ni le coe¢ cient d�aplatissement (Kurtosis) qui permet d�étudier la forme plus

ou moins pointue ou aplatie

K =
�4
�4
:

Fisher propose d�étudier K
0
= K � 3 ce qui permet de faire référence a une distribution

particulière qui est la loi normale pour laquelle K vaut 3. Les logiciels statistiques vous

donnent la valeur de K0.
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3.5. FONCTIONS USUELLES

- Le Kurtosis donne une information sur les queues de distribution. En e¤et, ce coe¢ cient

est grand quand il y a beaucoup de valeurs éloignées de la moyenne.

- Le Kurtosis gaussienne est nul.

Kurtosis non normalisé

Etant donnée une variable aléatoire réelle X d�espérance � et d�écart type �, on dé�nit

son kurtosis non normalisé comme le moment d�ordre quatre de la variable centrée réduite :

�2 = E

"�
X � �

�

�4#
:

Losque cette espérance existe. On a donc

�2 =
�4
�22
:

avec �i les moments centrée d�ordre i.

3.5.5 Skewness ou coe¢ cient d�asymétrie

C�est un moment d�ordre 3

Dé�nition 3.5.2 Le coe¢ cient d�asymétrie ou Skewness est le moment d�ordre 3 centré

�3 = E
�
(X � E (X))3

�
:

Le coe¢ cient d�asymétrie ou skewness de Fisher est relatif

S =
�3
�4
:

- Lorsque la distribution est symétrique, le coe¢ cient de skewness est nul.

- Lorsque la distribution possède une forte queue vers la droite, le coe¢ cient de skewness

est positif.

- Lorsque la distribution possède une forte queue vers la gauche, le coe¢ cient de skewness

est négatif.
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3.6. THÉORIE DES VALEURS EXTRÊMES

3.6 Théorie des valeurs extrêmes

La théorie des valeurs extrêmes propose d�approximer la queue d�une distribution expé-

rimentale par une loi théorique particulière et faire des estimations à partir de cette dernière.

Deux approches sont envisagées :

- l�analyse des maxima par intervalles de temps �xes (crues maximales décennales par

exemple),

- l�analyse des valeurs au-dessus d�un seuil (toutes les crues supérieures à une certaine

hauteur par exemple).

La loi généralisée des extrêmes ou GEV est utilisée dans le premier cas et la loi de

Pareto généralisée GPD dans le second.

Dé�nition 3.6.1 Soit X1; X2; :::; Xn un échantillon i.i.d. Si FX est la fonction de répartition

commune des Xt alors :

P (Mn � x) = P (max (X1; X2; :::; Xn) � x) = P (X1 � x; :::; Xn � x) = (FX (x))
n :

avec Mn = max (X1; X2; :::; Xn) = �min (�X1; �X2; :::; �Xn). Ce résultat a une

double conséquence :

D�une part, dans le cas d�un échantillon i.i.d, la loi des maxima s�obtient facilement dès

lors que FX (:) est connue, et d�autre part la loi des minima se déduit très simplement des

résultats obtenus sur les maxima.

On considère dans la suite l�échantillon ordonné X(1); X(2); :::; X(n) ; a�n d�alléger les

notations.

On notera parfois Xk;n = X(n�k+1), de sorte que le sous-échantillon des k valeurs les plus

élevées s�écrivent : Xk;n � ::: � X1;n. On notera dans la suite S (x) = 1 � F (x) la fonction

de survie associée à F .
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3.6. THÉORIE DES VALEURS EXTRÊMES

3.6.1 Loi des valeurs extrêmes

le théorème de GnedenKo (1943) a¢ rme que la loi des valeurs extrêmes appartient à

une famille composée de trois lois de probabilité donnée par

Types La fonction de répartition La fonction densité

I (Gumbel) G (x) = exp (�e�x) x 2 R g (x) = exp (�x� e�x)

II (Fréchet) G (x) =

8<: 0 x � 0
exp (�x��) x > 0

g (x) =

8<: 0

�x�(�+1) exp (�x��)

III (weibull) G (x) =

8<: exp (� (�x)�) x � 0
1 x > 0

g (x) =

8<: � (�x)��1 exp (� (�x)�)
0

Voici le théorème qui donne la loi du maximum.

Théorème 3.6.2 ( Fisher-Tippet-Gnedenko-Von Mises-Jenkinson). Si (X1; X2; :::; Xn)

est une suite de v.a i.i.d, et s�il existe un paramètre 
 2 R et deux suites normalisantes de
réels an > 0 et bn 2 R et une fonction de distribution H
 non dégénérée (V ar(Z) 6= 0;

Z  H
) tel que pour tout x 2 R

lim
n!1

P

�
X(n) � bn

an
� x

�
= H
(x):

avec

H
(x) =

8<: e�(1+
y)
�1=


1f1+
y>0g si 
 6= 0
e�e

�y
sinon

alors H
 doit être une distribution standard des valeurs extrêmes er qui a nécessairement

l�une des trois formes suivantes (Weibull, Fréchet, Gumbel).

où 
 l�indice des valeurs extrêmes, il se di¤ère selon les distributions de valeurs extêmes

comme suit8>><>>:

 > 0 Fréchet, distribution de type Pareto : 1� F (x) = x�

1

 lF (x)


 < 0 Weibull, X admet un point terminal �ni


 = 0 Gumbel, queue à décroissance exponentielle

Les lois des valeurs extrêmes peuvent être représentées sous une seul forme, appelée

distribution des valeurs extrêmes généralisée.
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3.6. THÉORIE DES VALEURS EXTRÊMES

3.6.2 Distribution généralisée des valeurs extrêmes

La distribution généralisée des valeurs extrêmes (GEV ) est une distribution à trois

paramètres, elle est utilisée en hydrologie. Von Mises et Jenkinson ont uni�é ces 3 lois par

la distribution GEV dé�nie par la fonction de répartition suivante

H(x) =

8<: exp
�
�
�
1 + �

�
x��
�

��� 1
�

�
pour � 6= 0 et 1 + �

�
x��
�

�
> 0

exp
�
� exp

�
�x��

�

��
pour � = 0

avec � le paramètre de position, � le paramètre de dispersion et � le paramètre de forme.

Elle se réduit selon la valeur de � de la façon suivante :

- A la loi de Gumbel si � = 0

- A la loi de Fréchet si � > 0 ; avec H(x) = 0 pour x < �� �
�
:

- A la loi de Weibull si � < 0; avec H(x) = 1 pour x � �� �
�
:

Plus la valeur de � est élevée plus la queue de la distribution est épaisse.

- La loi GEV a pour densité de probabilité

g(x) =

8<: 1
�
e�(1+�(

x��
� ))

�
1 + �

�
x��
�

���1� 1
� pour � 6= 0

1
�
exp

�
�
�
x��
�

��
exp

�
� exp

��
x��
�

���
pour � = 0

:

3.6.3 Autres caractéristiques

Si on considère la v.a X  GEV (�; �; �) alors on a

- L�espérance est

E (X) =

8>><>>:
�+ � (g1 � 1) =� ; si � 6= 0; � < 1
�+ �
 ;si � = 0

1 ;si � � 1

Où gk = � (1 + k�), 
 est la constante d�Euler

- La médiane est

median =

8<: �+ � (ln 2)
���1
�

si � 6= 0
�+ � ln ln 2 si � = 0

- Le mode est

mod =

8<: �+ � (1+�)
���1
�

si � 6= 0
� si � = 0
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3.7. DISTRIBUTIONS CLASSIQUES

- La variance est

V ar (X) =

8>><>>:
�2 (g2 � g21) =�

2 si � 6= 0; � < 1
2

�2
�2

6 si si � = 0

1 si � � 1
2

3.7 Distributions classiques

3.7.1 Distribution x-exponentielle

On dit qu�une variable aléatoire continue T de temps de la vie suit une loi x- exponentielle

de paramètre �; � 2 R�+:
-Si sa fonction de densité est donnée par :

f(t) = ��e��t(�t)(1� (1 + �t)e��t)��1; t > 0:

On désigne que T  x-Exp(�; �).

La fonction de répartition d�une variable aléatoire T  x-Exp(�; �) est

F (t) = (1� (1 + �t)e��t)�; t > 0:

- Clairement F (0) = 0; F (1) = 1.
- La fonction F est non décroissante et continue à droite, elle est absolument continue.

- Si T  x-Exp(�; �) alors

- La fonction de survie est

S(t) = 1� (1� (1 + �t)e��t)�; t > 0:

- La fonction de risque est

h(t) =
��e��t(�t)(1� (1 + �t)e��t)��1

1� (1� (1 + �t)e��t)� ; t > 0:

- La fonction de risque cumulée est

H(t) = � ln(1� (1� (1 + �t)e��t)�); t > 0:
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3.7. DISTRIBUTIONS CLASSIQUES

3.7.2 Distribution Gumbel

La distribution de Gumbel est une bonne approximation de la loi du maximum d�un

échantillon de v.a indépendantes et de même loi. Parmi les lois appartenant au domaine

d�attraction de la loi de Gumbel, on compte la loi exponentielle. La loi de Gumbel est un

cas particulier de la loi d�extremum généralisée au même titre que la loi de Weibull ou la loi

de Fréchet.

- Sa fonction de densité est

f(x; �; �) =
1

�
exp

�
�(x� �)

�
� exp

�
�(x� �)

�

��
; � > 0; � > 0; x 2 R:

où � est le paramètre de position et � est le paramètre d�échelle

On dénote par T  Gumbel (�; �) :

- Sa fonction répartition est

F (t; �; �) = exp

�
� exp

�
�(t� �)

�

��
; t 2 R:

pour � = 0 et � = 1, on obtient la loi standard de Gumbel .

- Sa fonction de survie est

S(t; �; �) =

�
1� exp

�
� exp

�
�(t� �)

�

���
; t 2 R:

- Sa fonction de risque est

h(t; �; �) =

exp

�
�(x� �)

�
� exp

�
�(x� �)

�

��
�

�
1� exp

�
� exp

�
�(t� �)

�

��� ; t 2 R:

- Sa fonction de risque cumulée est

H(t; �; �) = � ln
�
1� exp

�
� exp

�
�(t� �)

�

���
; t 2 R:

- Sa espérance de survie est

e (t) =
� + �


1� exp
�
� exp

�
�(t� �)

�

��
- Sa moyenne est

E(T ) = � + �
:
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3.7. DISTRIBUTIONS CLASSIQUES

où 
 = 0:5772 est la constante d�Euler.

- Sa variance est

V ar(T ) =
�2�2

6
:

- La Médiane est

median = � � � ln (ln (2)) :

- Le mode est

mod = �:

- L�asymétrie est
12
p
6� (3)

�3
� 1:14:

- Le Kurtosis normalisé est
12

5
:

- L�entropie est

ln (�) + C + 1 pour � > exp (� (C + 1)) :

- La fonction génératrice des moments est

� (1� �t) exp (�t) :

- La fonction caractéristique est

'T (t) = � (1� i�t) exp (i�t) :

3.7.3 Distribution Fréchet

- Sa fonction de densité est :

f(t; �; �) =
�

s

�
t�m

s

��1��
; � > 0; s > 0;m 2 R ; t > m:

où � est le paramètre de forme , s est le paramètre d�échelle (par défaut : s = 1)et m est le

paramètre de position (par défaut : m = 0).

On dénote par T  Frechet (�; s; m) :

- Sa fonction de répartition est

F (t; �; �) = exp

(
�
�
t�m

s

���)
; t > m:
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3.7. DISTRIBUTIONS CLASSIQUES

- Sa fonction de survie est

S(t; �; �) = 1� exp
(
�
�
t�m

s

���)
; t > m:

- Sa fonction de risque est

h(t; �; �) =

�

s

�
t�m

s

��1��
1� exp

n
�
�
t�m
s

���o ; t > m:

median = m+
s

�
p
loge (2)

:

- Son mode est

mod = m+ s

�
�

1 + �

� 1
�

:

- Son entropie est

Entropie = 1 +



�
+ 
 + ln

� s
�

�
; où 
 est le constante d�Euler-Mascheroni.

- L�asymétrie de cette loi est8><>:
�(1� 3

�)�3�(1�
2
�)�(1�

1
�)+2�3(1�

1
�)q

(�(1� 2
�)��2(1�

1
�))

3 ; pour � > 3

1 ; sinon
:

- Son kurtosis normalisé est8<: �6 + �(1� 4
�)�4�(1�

3
�)�(1�

1
�)+3�2(1�

2
�)

[�(1� 2
�)��2(1�

1
�)]

2 ; pour � > 4

1 ; sinon
:

- Sa fonction de risque cumulée est

H(t) = � ln
 
1� exp

(
�
�
t�m

s

���)!
; t > m:

- Son l�éspérance de survie est

e(t) =
��
�
1� 1

�

�
1� exp

n
�
�
�
t

��o ; t > 0:
- Sa moyenne est
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E(T ) =

8<: m+ s�
�
1� 1

�

�
pour � > 1

1 sinon
:

- Sa variance est

V ar (T ) =

8<: s2
�
�
�
1� 2

�

�
�
�
�
�
1� 1

�

��2�
; pour � > 2

1 ; sinon
:

Et pour calculer la moyenne d�ordre k 2 N�; il su¢ t utiliser la formule suivante

E(T k) = �k�

�
1� k

�

�
:

Remarque 3.7.1 1- La loi de Fréchet est un cas spécial de la loi d�extremum généralisée au

même titre que la loi de Gumbel ou loi de Weibull.

2- En hydrologie, cette loi s�utilise pour des évènements extrêmes tels que le maximum annuel

des précipitations journaliéres ou le débit des rivières.

3- On remarque quelques liens avec d�autres lois :

- Si T  U [0; 1] alors m+ s (� log (T ))
�1
�  Frechet (�; s;m) :

- Si T  Frechet (�; s;m) alors kT + b Frechet (�; ks; km+ b) :

- Si Ti = Frechet (�; s;m) et Y = maxfT1; :::; Tng alors Y  Frechet
�
�; n 1

�
s;m

�
:

- Si T  Weibull (k = �; � = m) alors m2

T
 Frechet (�; s;m) :

3.7.4 Distribution Gamma

Les distributions Gamma sont utilisées pour modéliser une grande variété de phéno-

mènes, et tout particulièrement les phénomènes se déroulant au cours du temps où par

essence, le temps écoulé est une grandeur réelle positive ; c�est le cas par exemple dans

l�analyse de survie.

- Sa fonction de densité est

f (t; �; �) =
��

� (�)
t��1 exp (��t) ; t � 0 et �, � > 0:

où � est le paramètre forme et � le paramètre d�échelle.

Cette relation est notée T  � (�; �) :

Dans cette formule, � est la fonction Gamma d�Euler est dé�nie par

� (t) =

Z 1

0

exp (�u)ut�1du:
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3.7. DISTRIBUTIONS CLASSIQUES

Proprièté

1- � (t+ 1) = t� (t) pour t > 0 (par l�intégral par partie) pour cette raison Gamma est

appelée factorielle généralisée.

2- � (1) =
R +1
0

exp (�t) dt = � exp (�t)]+10 = 1:

3- � (n) = (n� 1)!.
4- �

�
1
2

�
=
p
�:

5- La loi Gamma de paramètre � > 0 et � = 1 s�appelle loi exponentielle de paramètre

�:

6- La loi Gamma de paramètre � > 0 et � = n entier � 1 , est la probabilité de la

somme de n v.a indépendantes de même loi exponentielle de paramètre � (loi d�Erlang):

7- Si T1 et T2 deux variables aléatoires supposées indépendantes telle que T1  G(�; �)

et T2  G(�; �) alors T1 + T2  G(�+ �; �):

8- Si T  � (� = n; �) avec n entièr,alors FT (t) = 1�FY (n� 1) avec Y  Poi (c = �x) :

- Sa fonction de répartition est

F (t;�; �) =
1

� (�)

Z �t

0

u��1 exp (�u) du:

F (t;�; �) =

 (�; �t)

� (�)
:

telle que


 (�; t) =

Z t

0

u��1 exp (�t) dt.

donc


 (�; �t) =

Z �t

0

u��1 exp�u du; si Re(�) > 0:

est nommée fonction Gamma inachevée (Gamma incomplète), on Note, par dé�nition


 (�; t) + � (�; t) = � (�) :

- Sa fonction de survie est

S (t) = 1� 
 (�; �t)

� (�)
:

- Sa fonction de hasard est
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h (t) =
��t��1 exp (��t)
1� 
 (�; �t)

:

- Son espérance mathématique d�ordre r 2 N est

E (T r) =
� (�+ n)

�r� (�)
=
� (�� 1) ::: (�+ n� 1)

�r
:

donc

E (T ) =
�

�
:

- Sa variance est

V ar (T ) =
�

�2
:

- Son mode est

mod =
1

�
(�� 1) :

- Son asymétrie est
2p
�
:

- Son kortosis normalisé est
6

�
:

- Son entropie est

E [log f (x)] = �
1

�
+ (1� �) ln

�
1

�

�
+ ln (� (�)) + (1� �) (�) :

- Sa fonction génératrice des moments est�
1� 1

�t

���
pour t < �:

- Sa fonction caractéristique est

' (t) =

�
1� i

t

�

��
:
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3.7.5 Distribution de weibull

- La fonction de densité de probabilité est donnée par

f(t; �; �) =
�

�
(
t

�
)��1e

�

0@ t
�

1A�

; t � 0; �; � > 0:

où � est le paramètre de forme et � est le paramètre d�échelle.

On marque ceci par T  W (�; �).

- Sa fonction de répartition est donnée par

F (t; �; �) = 1� e
�

0@ t
�

1A�

; t � 0:

Remarque 3.7.2 1- Nous remarquons que la distribution exponentielle est une cas particu-

lier des distributions de gamma et de Weibull.

2- La famille des distribution de weibull a été présentée par le physicien Suédois Waloddi en

1939.

3- Quand � = 1 la fonction de densité devient

f(t; �) =
1

�
e
�
t

� ; t � 0.

ce qui est la densité pour une distribution exponentielle avec le paramètre � =
1

�
.

- Sa fonction de survie est

S(t; �; �) = e
�

0@ t
�

1A�

; t � 0.

- Sa fonction de risque est

h(t; �; �) =
�

�

�
t

�

���1
; t � 0.

- Sa fonction de risque cumulée est

H(t; �; �) =

�
t

�

��
; t � 0 .

- Son espérance de survie est

e (t) = ��

�
1

�
+ 1

�
e

0@ t
�

1A�

:
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3.7. DISTRIBUTIONS CLASSIQUES

- Les moment d�ordre r 2 N� est dé�nie par

E(T r) =

Z +1

0

trf(t)dt = �r
Z +1

0

y
r
� e�ydy = �r�

�
r

�
+ 1

�
.

où nous avons fait même substitution y =
�
t

�

��
a�n de simpli�er l�intégration

� = E(T ) = ��

�
1

�
+ 1

�
.

- La variance associée à cette distribution est

�2 = V ar(T ) = �2
�
�

�
2

�
+ 1

�
+ E(T )2

�
.

- La médiane est

median = � (ln 2)
1
� :

- Le mode est

mod = �

�
�� 1
�

� 1
�

; � > 1:

- La fonction génératrice des moments est

M (t) = �n�
�
1 +

n

�

�
:

- Skewness est


1 =
�3�

�
1 + 3

�

�
� 3��2 � �3

�3
:

- Le Kurtosis normalisé est


2 =
�4�

�
1 + 4

�

�
� 4��3
1 � 3�4 � 6�2�2 � �4

�4
:

- L�entropie est




�
1� 1

�

�
+

�
�

�

��
+ ln

�
�

�

�
:

La distribution de Weibull est souvent utilisée dans le domaine de l�analyse de la durée

de vie, grâce à sa �exibilité ; comme dit précédemment, elle permet de représenter au moins

approximativement une in�nité de lois de probabilité.

Liens avec d�autres lois

� si T  W (� = k; � = m) ; alors
m2

T
 Frechet (k; s; m) :

� si T  W (� = k; � = m) ; alors log (T ) Gumbel (�; �).

� si T�  Exp (�) ; alors T  Weibull (�; �) :
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  الملخص

ما في بعض الخصائص الرياضية من بعض التوزيعات المعممة، بكرة ذه المذناقشنا في ه   

بطريقة الحد  ط، التقديرالوسي الدالة المميزة، ،لعزومالحسابي، الدالة المولدة للوسط ل لك الوسطذ

مكن تطبيقه توزيع يالحقيقية. كل  المعطياتا العمل ببعض التطبيقات على ذختمنا هالأقصى و

يع هي امتداد لجمه المجموعة ذندسة و علم الأحياء. هعلى نطاق واسع في العديد من مجالات اله

 القوانين الكلاسيكية. 

      Résumé 

     Dans ce mémoire nous avons discutés certaines propriétés 

mathématiques de quelques distributions généralisées, y compris les 

moments ordinaires, la fonction génératrice des moments, la fonction 

caractéristique, la médiane, l'estimation par la méthode du maximum de 

vraisemblance et en fin ce travail est illustré par quelques applications 

sur des données réelles. 

     L'ensemble des distributions généralisées permet une plus grande 

flexibilité de ses queues et peut être largement appliquée dans de 

nombreux domaines de l'ingénierie et de la biologie. Cet ensemble qui 

étend quasiment toutes les lois classiques. 

     Mots clés : Généralisée, taux de hasard, génératrice, caractéristique, 

estimateur, excès extrême, information. 

     Abstract 

      In this work, we have discussed some mathematical properties of 

some generalized distribution, including ordinary moments, the moment 

generating function, the characteristic function and estimation by the 

maximum likelihood method, the median and the end this work is 

illustrate by some applications on real data. The set of generalized 

distributions allows for greater flexibility of its tails and biology. This set 

extends almost all the classic laws. 

  

 


