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Abréviations et notations

Abréviations et notations
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variable(s) aléatoire(s).

Critére d’information d’Akaike.

Critére d’information d’Akaike corrigé.

Distribution de Beta.

Critere d’information Bayésien.
Distribution a taux de hasard Beta quadratique.
Distribution Exponentielle.
Extension de I’Exponentielle Généralisée.
Exponentielle Weibull-Gumpertz généralisée.

Exponentielle Weibull.

Distribution Gamma.

Distribution Generalisée.
Exponential Generalisée.
Generalized Extreme Value.
Inverse Gaussien Généralisée..
Pareto Généralisée.
Inverse Exponential Généralisée.
identiquement indépendant distribuée.
Distribution a taux de hasard Quadratique.
Extension de 'exponential Généralisée modifiée.
Estimateur du maximum de vraisemblance.
Durée moyenne entre deux pannes.
Temps moyen de panne.
Durée moyenne avant la réparation.
Equation Différentielle Ordinaire.

Distribution de Weibull.



Motivation

En modélisation statistique, les lois classiques a variance finie, en particulier la loi nor-
male, sont largement utilisées pour étudier de nombreux phénomeénes physiques et des don-
nées de nature variée. Cependant, une telle modélisation devient inefficace lorsque 'on dé-
sire étudier des phénomenes présentant de nombreuses valeurs extrémes, qui ne peuvent étre
considérées comme des valeurs aberrantes. Dans cette situation les lois classiques présentent
certaines limites. Par exemple loi exponentielle & un seul parameétre A > 0, ne s’adapte a
une telle situation. Les travaux précédents ont montré que les lois Généralisées présentent
une meilleure qualité d’ajustements de la fonction de survie que les lois classiques lorsque
les taux d’hasard sont en forme de baignoire. C’est dans ce sens que Gupta et Kundu et
plusieurs chercheurs ont introduit des nouvelles distributions appelées « distributions géné-
ralisées (GD)>» et qui sont concentrées sur 'amélioration de la fonction de distribution dans

différentes directions.



Introduction générale

La généralisation des fonctions de distribution a attiré beaucoup d’attention et d’in-
térét, apres 'introduction d’une distribution exponentielle généralisée (GE) par Kundu.D
et Gupta.R.D (1999), plusieurs chercheurs se soient concentrées sur 'amélioration de cette
fonction de distribution dans différentes directions dont le but est d’obtenir une fonction de
distribution qui sera plus robuste, et applicable en modélant différents types de données.

L’exponentielle généralisée a deux parameétres c’est une nouvelle distribution notée GE
et est présentée par les auteurs Gupta et kundu (1999, 2000, 2001, 2003, 2004, 2007) ont
également continué dans cette direction. Ils ont étudié les propriétés de cette distribution,
aussi par rapport & Weibull et a la distribution gamma. Ils ont observé que cette distribution
peut étre employée au lieu des distributions gamma et Weibull, depuis les deux parameétres
du gamma, du Weibull et de la distribution GE ont les mémes propriétés d’augmenter et
de diminuer la fonction de risque si leur parameétre de forme « est le plus grand ou moins
d’un, et elles ont une fonction constante de risque si leur parameétre de forme a est égal
a un. Plusieurs chercheurs ont fait la méme chose, ainsi Balakrishnan et Leung (1988), lie
Hsiu-Mei, (2000), George et al (1980) et Olapade (2004, 2005, 2006) qui ont travaillé sur
plusieurs types de distribution logistique généralisée.

Les modéles exponentiels généralisés inverses sont des modeéles qui peuvent étre employés
dans la fiabilité. Aussi elles peuvent étre employées comme norme pour modéliser des données
de panne dépendant du temps. Ce nouveau modeéle de fiabilité est une généralisation de la
distribution exponentielle inverse.

La distribution exponentielle généralisée inverse (IGFE) s’approche a la distribution ex-
ponentielle inverse (IE) quand § = 1 et tg = 0. Cette distribution peut étre employée
pour modéliser une variété de caractéristiques de pannes telles que la mortalité infantile,
échecs aléatoires, ... Aussi elle peut étre également utilisée pour déterminer les périodes de

rentabilité et d’entretien.



Introduction Générale

La distribution exponentielle généralisée inverse (/G E) conviendra & modéliser dans le
domaine de I’agriculture, la botanique, les sciences économiques, la médecine, la psychologie,
la zoologie, essais des durées de vie et la fiabilité mécanique. Quelques travaux ont été
effectués sur cette distribution par Gupta et Kundu (1999, 2001, 2003).

La loi inverse-gaussienne généralisée est une loi de probabilité continue qui généralise la
loi inverse-gaussienne en introduisant un troisiéme parametre.

Cette loi est utilisée, par exemple, en géostatistique, en hydrologie ou en finance. Elle a
été initialement proposée par Etienne Halphen, la loi est également connue sous le nom de
loi Sichel, elle est utilisée dans la modélisation de nombreux phénomeénes réels, notamment
la modélisation de données concernant les temps d’attente (Jorgensen, 1982), des phéno-
meénes extrémes en hydrologie (Chebana et al, 2010), l'activité neuronale (Iyengar et al,
1997). Concernant I’étude des propriétés statistiques de cette loi, on peut citer par exemple
(Jorgensen, 1982), Perreault et al 1999a, 1999b).

La théorie des valeurs extrémes propose d’approximer la queue d’une distribution expé-
rimentale par une loi théorique particuliére et faire des estimations & partir de cette derniére.
Deux approches sont envisagées :

- Panalyse des maxima par intervalles de temps fixes (crues maximales décennales par
exemple),

- Panalyse des valeurs au-dessus d’un seuil (toutes les crues supérieures a une certaine
hauteur par exemple).

La loi généralisée des extrémes ou GEV (Generalized Extreme Value) est utilisée dans
le premier cas et la loi de Pareto généralisée GPD dans le second.

La distribution Pareto généralisée (GP) a été introduite par Pikands (1975) et été étudié
ensuite par Davison, Smith (1984), Castillo (1997, 2008) et autres. Cette distribution peut
étre utilisée pour approcher la loi des exces.

La G'P a des applications dans certains domaines, y compris des études de fiabilité, dans
la modélisation des grandes demandes d’assurance, comme une répartition du temps d’échecs.
Ainsi joue- t- il un role important dans la modélisation des événements extréme ? Un modele
est fréquement utilisé dans I’étude de la répartition de revenu et dans ’analyse d’événements
extrémes, par exemple pour I'analyse des données sur les précipitations, dans 'analyse des
données de la plus grande hauteur de vagues ou le niveau dela mer, les vents maximaux,

analyse de la chute de pluie, dans I’analyse des plus grandes valeurs des inondations annuelles,
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rupture force des matériaux, charges d’avion, etc. Letac et Seshadri (1983) ont caractérisé
la loi GIG comme étant la loi d’une fraction continue constituée par des variables aléatoires
indépendantes de loi gamma.

Le modéle x-exponentielle, comme alternative des distributions Lindley généralisé G'L,
Gamma généralise GG et exponentielle Weibull (EW). Ce modele est plus simple que les
distributions, GL, GG, EW et qui a 'avantage que son taux de hasard a une forme en
baignoire.

La théorie des valeurs extrémes sera alors un prétexte pour comprendre I'impact des
évenements rares sur les mesures de risque en cherchant a caractériser la loi des extrema, le
minimum et le maximum afin de mesurer les risques.

La plupart des techniques statistiques pour les sciences expérimentales sont basées sur
une décomposition de la variance (des cycles et des régimes). Que se passe-t-il quand le
systéme considéré n’est sensible qu’a de grandes variations d’un parameétre? L’analyse de
la variance se concentre sur les valeurs les plus communes, ’analyse des valeurs rares lui
échappe. Les phénomeénes extrémes sont par essence rares, et demandent des techniques
statistiques plus approfondies.

Ce mémoire est constitué de trois chapitres

Dans le premier chapitre nous présentons quelques lois classiques et notions de base,
notamment les fonctions associées & une distribution de probabilité, que nous voyons utiles
pour la suite de ce travail.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons les propriétés mathématiques de quelques
distributions généralisées en se référant a leurs caractéristiques

Au troisiéme chapitre, nous donnons des applications des distributions généralisées en
fiabilité et en analyse des données en réalisant 'impact ces distributions en utilisant des

critéres d’information comme AIC, BIC, AICc.



Chapitre 1

Rappels et quelques notions de

probabilité

Dans le premier chapitre nous présentons quelques lois classiques et notions de base,
notamment les fonctions associées & une distribution de probabilité, que nous voyons utiles

pour la suite de ce travail.

1.1 Distributions de la durée de survie

Supposons que la durée de survie 1" soit une variable positive non nulle, et absolument
continue, alors sa loi de probabilité peut étre définie par I'une des fonctions équivalentes
suivantes (chacune des fonctions ci-dessous peut étre obtenue & partir de I'une des autres

fonctions) :

1.1.1 Fonction de survie

La fonction de survie est, pour t fixé est la probabilité de survivre jusqu’a l'instant ¢.

C’est le complément & un de la fonction de répartition, elle est donnée par

St =P(T>t)=1-F(t); t >0.

ou F(t) est la fonction de répartition associée a la v.a T.

10



1.1. DISTRIBUTIONS DE LA DUREE DE SURVIE

Propriétés
-S(t)e[0,1],t>0et tliin S(t) =0.
- S est une fonction décroissante & valeurs dans [0, 1] et continue monotone ¢’est-a-dire

t1 <1y = S(tl) > S(tg); t1, to > 0.

- 5(0) =1, si on pose P(T'=0) = 0.
Si T posséde une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue

Pt <T <t+ At)

== 112"
et
F(o) = [
0
aussi
—+o00 t
S(t) = fwydu=1— [ f(u)du=1-F(t); t>0.
t 0
donc
ds(t)  dF(t) B .
i f(t); t>0.

1.1.2 Risque instantané (taux de hasard ou de défaillance)

Le taux de hasard, pour ¢ fixé caractérise la probabilité de mourir dans un petit intervalle
de temps aprés ¢, condionnellement au fait d’avoir survécu jusqu’au temps ¢ (c’est-a-dire le

risque de mort instantané pour ceux qui ont survécu).

< >
h<t>:AlimoP@_TdAjAt/T_t)'

ou le graphique de taux de hasard est une courbe en baignoire.
On distingue 3 périodes :
a) Le risque instantané décroissant (défaillances précoces).
b) Le taux de hasard constant (défaillances aléatoires).

c) Le taux de défaillance croissant (période de vieillesse).

11



1.2. QUELQUES DISTRIBUTIONS USUELLES

Propriétés

1-h:R+—>R+.
t (o)
2—/h(u)du<oo;‘v’t>0mais/ h (u) du = 0.
0 0

3- h n’est pas nécessairement monotone.

_ S d
4—h(t)—5(t)— dtlnS(t),
En effet,
L pST<t+AYT>t) . 1 P(ST<t+A)N(T>1)
h(t) = fim, At = AR P(T > 1)
oy LPUST<t+Ah 1 i PUST <t+ A f(D)
T a0 At P(T>t)  P(T >1) ateo At TS
et
dlnS(t):S(t):_f(t):_h<t>.
dt S (t) S (t)
La fonction de hasard est donnée par
_ S S
"O=50~ "5

1.1.3 Taux de hasard cumulé

C’est l'intégrale du taux de hasard

En effet

1.2 Quelques distributions usuelles

Considérons dans toute la section que 7' soit une v.a continue positive distribuée selon

la distribution que l'on doit définir & chaque fois.

12



1.2. QUELQUES DISTRIBUTIONS USUELLES

1.2.1 Distribution exponentielle

Cette loi a de nombreuses applications dans plusieurs domaines. C’est une loi simple,

tres utilisée en fiabilité dont la fonction de hasard est constante et généralement utilisée pour

modéliser la durée de vie d’'un phénoméne.

- La fonction de densité de probabilité correspondante & la distribution exponentielle est

flt; A)=Xxe ™ t>0, A>0.

ol A € R* est le parameétre d’intensité ou d’inverse échelle et on note T ~» Exp(\).

On peut maintenant calculer la fonction de répartition F' avec
F(t; N)=P(T <t); t>0, A>0.

donc

Ft; N)=1—e; t>0, A>0.

Notons que

PT>t)=1-F(t)=e*; t>0, A>0.

- La fonction de survie associée est
St; N)=e M t>0, A>0.
- La fonction de risque est

h(t; A) =X t >0, A>0.

- La fonction de risque cumulée est
H(t; \)=At; t >0, A>0.

- La moyenne appelé le temps caractéristique est donnée par

En procédant par récurrence, on peut prouver que

|
B(T") = % n e N,

13



1.2. QUELQUES DISTRIBUTIONS USUELLES

- La variance de la distribution exponentielle est

1
VCW’(T) = F
- La médiane est
, In (2)
d = .
median 3

- Le mode correspondant a la distribution exponentielle est nul, le skewness est égal a 2 et
le Kurtosis normalisé est égal a 6.

- La fonction génératrice des moments est

MT(t)_<1—§>_l.

- La fonction caractéristique est

A
A — it

Br(t) =

Cette loi est sans mémoire car la probabilité de la panne pour un individu dans certain

période de temps est la méme quelle que soit sa durée de vie, c’est & dire
Vs, t>0 P(T>s+t/T>t)=P(T > s).
Preuve. Si 7" suit la loi Exp(\) alors, d’aprés (1.1)

P(T>s+t) e
P(T>s+t/T >t)= (P<T>t))= v =e M= P(T > s).

1.2.2 Distribution Inverse-exponentielle

- Sa fonction de densité de probabilité est

2
fre (t; n)z%(%) exp (—% (%)) t>0,n>0.

- Sa fonction de répartition est

1/1
Frg (t; 1) = exp [—— (;)} ;t>0,n>0.
n

- Sa fonction de survie est

14



1.2. QUELQUES DISTRIBUTIONS USUELLES

Sie(t; n) =1—exp {—% <%> >0, n>0.
- Sa fonction de hasard est
1 (1\2 1 /(1
(D) exp -1 (L
hie (t; n)zn(t) [ n(f;})];t>0,n>0-
T

=

1 —exp [—

- Sa fonction de hasard cumulée est

Hin(t: 1) = —In {1 —exp <—% G))

1.2.3 Distribution x-exponentielle

; >0, n>0.

On essaye de présenter une nouvelle distribution, appelé x-exponentielle, comme une
alternative des distributions de Lindley généralisé (GL), Gamma généralisé (GG) et expo-
nentielle de Weibull (ETV) et on donne leurs propriétés (voir [10]).

C’est un modeéle plus simple que les distributions, GL, GG, EW , et qui a I’avantage que

son taux de hasard est en forme de baignoire.

- La fonction de répartition correspondante a la distribution x-exponentielle est
F(t; a, \) = (1 — (1 + )\t2) e‘”)a; t, a, A > 0.

ol A est le parameétre d’échelle.

Il est clair que F'(0) = 0, F(co) = 1, la fonction de répartition est continue a droite, non

décroissante, et elle est absolument continue.

- Sa fonction de densité croit d’abord, puis décroit donc n’est pas unimodal, elle est

donnée par
Fta, A)=ae™™ (22 =20+ 2) (1= (1+12) e ™)' 1, a, A> 0.
- Sa fonction de survie est
St a, N)=1—(1—(1+M)e™)"t>0, a, A>0.

- Sa fonction de hasard est

ae M (N2 =2t + ) (1 — (1 + \2) e_M)a_l

ot A > 0.
- (- (L AR e ) hm s

h(t; a, ) =

15



2. QUELQUES DISTRIBUTIONS USUELLES

- Sa fonction de risque cumulée est
Ht; a, ) =—In[1— (1— (1+ M) e )] ¢, a, A>0.
Le calcule des moments de 7" nécessite le lemme suivant
Lemme 1.2.1 Pourt>0; o, A >0, K (a, A, ¢) = /Ootc [1—(1+ At?) e‘”]a_l e Mdt,
0

alors,
Z Ca 1 Z Cz/\] |:/ t2j+ce—i)\t€—>\tdt .
Preuve. Nous savons que

a—1

L=zt =) Co' (-1) 2"

i=0
Par conséquent

K (a, A\, ¢) = / t°[1— (1+ At?) e_At}a_l e Mdt

0

_ / e Z Co (=) [(1+ M) e M) e Mat
= Z cot (—1)i/ o [(1+ At?) e_’\t}i e~ Mdt
i=0 0

a—1

= Z cot (—1)i/ e [(1+ )\t2)]ie_i’\te_’\tdt
0

1=0

_ Ca 1 / tCZCZ )\t2 J —H—l )\tdt

1= U

a—1

_ an 1 ZOZ)\]/ 1e t?)] —(i+1) )\tdt
=0

a—1

_ ZCO‘ L( ZCW / tet¥ e DA gy
1=0

= Zoa ! ch / tPteem (Mg
—~ NLES F(2j+c+1)]

= cot(—1) ciN { : )
; v ( ) Z J ((i—i—l) )\)2J+c+1

J=0

16



1.2. QUELQUES DISTRIBUTIONS USUELLES

et par suite

E(T) = /tae_)‘t (V282 —2Xt + ) (1= (1+ M%) e ™) at

0

et le moment d’ordre r € N*

o0

FE (TT> — /tra(?)\t ()\2t2 — 2t —+ )\) (1 — (1 + )\t2) efAt)Oéfl dt.
0
Les moments sont

E(T) = aX’K (o, \, 3) —2aMK (a, A, 2) 4+ a)K (a, A, 1).

E(T") = aX’K (o, A, 74+2) —20AK (o, A, 74+ 1) +a K (a, X\, r),r=1, 2, 3,...

- Sa fonction génératrice des moments associée est
My (t) = aX*K (o, A —1t, 3) —20AK (o, A —t, 2) + o K (a, A—t, 1).
- Sa fonction caractéristique est

Or (1) = N’ K (a, A —it, 3) —20\K (a, X —it, 2) + oK (o, A —it, 1).

Ecart moyen par rapport a la moyenne

La quantité de la dispersion dans une population est évidement mesurée dans une cer-
taine unité par la totalité des écarts par rapport a la moyenne et a la médiane.

- L’écart moyen par rapport a la moyenne p est définie par

MD (p) = 2uF (n) —2,u+2/ootf (t)dt

m
= 2uF () = 2p 4 20N L (a, A, 3, p) —

20A\L (o, A, 2, p) + AL (o, A, 1, p).

ou f (t) est la fonction de densité associée a la distribution x-exponentielle et

17



1.2. QUELQUES DISTRIBUTIONS USUELLES

L(a, \, ¢, p) = / t° [1 — (1 + )\t2) e_’\t}a_l e Mdt
n

a—1 ) )
_ Z Cria—l (_1)1 Z C;}\] |:/ t2j+c+16—(j+1)/\tdt )
i=0 j=0 H
- La déviation moyenne de la médiane M est définie par
MD (M) = —M—|—2/ tf(t)dt
M

= —M+20)L(a, A3, M) —2a)\L(a, )\, 2, M)+
alL (a, A\, 1, M).

1.2.4 Distribution a hasard quadratique

La distribution QH RD peut étre une fonction de risque (décroissante) croissante ou en
forme de baignoire ou en forme de baignoire renversée (voir [2]).

- Sa fonction de répartition est
Gourp(t; a, 6, B)=1— e~ (ot+36+5¢) it>0, a, >0, 0> —=2/ap.

On note '~ QHRD(a, 0, [3).

- Sa fonction de densité est

9 —(at+gt2+§t3)
gourp(t; a, 0, B) = (a+ 0t + Bt)e ; 1> 0.
- Sa fonction de survie est
Somnn(t; @, 0, B) = e (2+37458). 4 5
- Sa fonction de risque est
hounn (6 @, 0, B) = a+6t+ Bt t > 0.
- Sa fonction de risque cumulée est
0, B
HQHRD(t; a, 0, 5) = ot + ét + gt ;> 0.
- Son espérance est
['(2k +3m + 2) ['(2k + 3m + 3) ['(2k +3m + 4)
E(T) = Wim | o 2k+3m+2 +0 o 2k+3m+3 p o 2k+3m+4
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1.2. QUELQUES DISTRIBUTIONS USUELLES

ou
—+00
> (-ppmghgn

klm/!2k3m

Preuve.
- (at+%t2+§t3)

+o0o +o0o
E(T) = tg(t)dt = / t(a+ 0t + Bt)e dt.
0

0
—(at+%t2+gt3>

, L. _ 042 _B43
comme 0 < e < 1, le développement en séries de e 2 et e~ 3" donne

+00 ( 6,2\k
e
k=0
et
6_9,53 _ ~+o0 ( §t3>m
— m)!
donc
+oo k+mpk om  p+oo
E(T) = ) % /0 PR3 (o 4 0t + BEP)e ' dt

k,m=0

+00 +oo
0 0

+oo
0

On utilise la propriété suivante afin de simplifier 'intégration ci-dessus

+00
I'(z) = az/ e,
0

donc .
© at F
/ p1e=" g — L2)
0 o
on trouve
D2+ 2k+3m) D(3+2k+3m) T4+ 2k+3m)
E(T) = Wim {O‘ 2 +2k+3m + 3 +2k+3m A2kt 3m :
]
- La variance est
T(2+2k+3m) D(3+2k+3m) T4+ 2k+3m)
V(X) = Wim {O‘ 2 +2k+3m 4 o3+ 2k+3m B A2kt 3m -
(3+2k+3m) T+ 2k+3m)  T(5+2k+3m) 2
Wem |0 iam A2 +3m B—srorram :
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- Sa fonction caractéristique est

I'2+2k+3m)  T(2+2k+3m) (3 + 2k + 3m)
Cr(t) = Wikm {O‘ (a0 — it)1+2k+3m (a — it )2+ 2k+3m p (o — it)3+2k+3m

Preuve.

or(t) = E(™)
= /0 e“ta(t)dt

+oo
= / o+ 0t + Bt?)e
0

_((a—iz)t+%t2+%t3))

7(at+%t2+§t3)

dt

400
= / (a + 0t + Bt?)e dt.
0
(at+9:24 843
On utilise la méme méthode pour simplifier I'intégration. Comme 0 < e (erg5) <1, le
développement en séries de e~ 5" et e~ 5" donne
+00 6,2\
i _ (—5t%)
k!
k=0
et . .
< (0,3
e—“’t3 _ ( 3t )
— m)!
donc
+oo k+mpk om  p+oo
_]. 0 /8 m —(a—ix)t
() = > %Tgm/ 2R3 (o 4 Ot + Bt?)e dt
. . 0

i,k,m=0

Foo +o0
= [/VZ om {OZ / t2k+3m€—(a—im)tdt +0 / t1+2k+3m6—(a—iw)tdt +
0 0

+0o0
6 / t2+2k+3m6—(a—i:p)tdt} )
0

On utilise la propriété suivante afin simplifier I'intégration
+00
I'(z) = CVZ/ e L,
0

donc

T(2+2k+3m) [(2+2+3m) T3+ 2k+3m)
(o — gt)1+2h+3m (v — it)2H+2k+3m b (a0 — it)3+2k+3m

CDT(t) - VVi,k,m «
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1.2. QUELQUES DISTRIBUTIONS USUELLES

1.2.5 Distribution a taux de hasard Beta-quadratique

Cette nouvelle distribution a été introduite par Ibrahim Elbatal en 2015 (voir [2]). Elle
est dénotée par BQHR.

- Sa fonction de répartition est

l—e

Gpqur(t; ¢) = I{ _(at+gt2+§t3)}(a’7 b), (1.2)

—(at+gt2+§t3)

1 1—e
t: @) = @D — DO Vdw: ¢ > 0.
GBQHR( Y ¢) B(a,b)/o w (w ) w7 >
ou¢p=(a, 0, 5,a, beta>05>00>-2/ab a>0etb>0.
On a + b—1
t (=) .
/ w(“’l)(w — 1)(b’1)dw = Z —( ) ( - )t’.
0 —~  (a+1)
ou
b—1\ I'(b)
i ) T(b—i)il
en effet
b—1\ (b—1)! B (b—1) B I'(b)
i ) (b—1—=0)k  ((b—14) =1k T(b—id)l
donc . (b 1)
1 X (=) el s\
4 _ i 1— (at+t+t) '
Gpour(t; ¢) Ba.0) ; @t i) ( e st +5 )
- Sa fonction de densité est
(a0 + gy T [ nloreneg)) T o(oregeg )
t¢) =
gBQHR( ) Qb) B(a,b)
—b(at+9t2+’8t3)
(at bt +pe = ° 7 [1 - e—(at+§t2+§t3)r—1 > 0.
B(a,b)
On a .
a—1 iy fa—1 : 0,2, B3
1— e—(at+§t2+§t3) _ _1y ( . >e—](at+2t +5t )
| [ =2 (
j_
ou
<a — 1) [(a)
J ['(a - j)j!
donc

Zj:o; (_1)j (a;l)

(o + 0t + B2)eCr(ett545). 4 o g, (1.3)

9sQur(t; ¢) =
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1.2. QUELQUES DISTRIBUTIONS USUELLES

- Sa fonction de survie est

1 re (=D <1 _ e—(at+gt2+§t3)>i

S t¢)=1— ' >0,
BQHR( ) ¢) B(a, b) ; (a+z)
- Sa fonction de risque est
FO(1)T (T (o + 6t + Bi2) e G (et 5E)
hpour(t; ¢) = =2 ! —— — ¢t > 0.
© +oo (_1)2(,)1'1) —(at+ﬁt2+ﬁt3) v
Bla, ) - £ Sy (1 - eoritese))

- Sa fonction de risque cumulée est

1 X (-Dih —(at+22+883)\" | .

Hpour(t; ¢) = —1n

Pour calculer la moyenne d’ordre » € N*, on utilise la formule suivante

I'(r+2k+3m+1)  T'(r+2k+3m+2) [(r+ 2k +3m+ 3)

E(T") = Wjpm [a

[a(b+j)]r+2k+3m+1 [a(b+j)]r+2k+3m+2 [a(b+j)]r+2k+3m+3
ou + J+k+ 1\ pk k+
o] _1 m a—' 9 m b—|— . m
™ Pt B(a, b)k!m!2!3!
donc

2 + 2k T'(3 + 2k T(4+2k+3
B(T) = Wy [ar( + 2k + 3m) (3 + 2k + 3m) (4 + 2k + m)]

[a(b+ P a4+ P a4 )

- La variance associée est

['(3 + 2k + 3m) (4 + 2k + 3m) (5 + 2k + 3m)
Var(T) = Wipm +6 + —
( ) Jsk, { [Od(b + j)]3+2k+3m [Oé(b + j)]4+2k+3m 6 [Oé(b + j)]5+2k+3m
2
['(2 + 2k + 3m) (3 + 2k + 3m) (4 + 2k + 3m)
W2 «Q +0 +
J.k,m { [O[(b + j)]2+2k+3m [O{(b + j)]3+2k+3m 5[04(b + j)]4+2k+3m
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1.2. QUELQUES DISTRIBUTIONS USUELLES

- La fonction caractéristique est

Sr(t) = E (&) = /0 T s )t
+o00 (_1)]' (a—'l

= == - / ot b1+ prrye R (e 145 g
B(CL, b) 0

+oo ([ 1\Jjtktm (a—1\pk om A\ k+m 00
_ Z (—1) (710" 8™ (b+ j) a/+ phetm = (basttia)t gy 1
B(a, b)klm!213] 0

j.k;m=0

9/+00t1+k+me(b+a+j+iz)tdt I 6/+°°t2+k+m€(b+a+j+im)tdt}
0 0

(1 + 2k + 3m)
= Wirmqa +
7.k, { [(b +a+ j + Z.t>}l—‘,-2]€-i-3’rn

T'(2 + 2k + 3m) I'(3 + 2k + 3m)
[(b+ o+ j + at))F2Heem [(b+ o+ j +at)PH2reem

ou

W +o00 (_1)j+k+m (a;l)ekﬁm (b + j)k-i-m
= B(a, b)k!m!2!3!

j7k7m:0

Cas spéciaux de la distribution BQHR

On distingue les cas suivants
1- Pour a = b =1 alors (1.3) réduit a la ditribution quadratique.

2- Pour 6 = 8 = 0 nous obtenons la distribution beta exponentielle.

1.2.6 Distribution de Pareto

- Sa fonction densité de probabilité est

ka—l
Flty o, k)=t >k a, k>0

tatl ’

- Sa fonction de répartition est

Ft; a k:):/ktf(u)du:l— (é) t> k.

- Sa fonction de survie est
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1.2. QUELQUES DISTRIBUTIONS USUELLES

- Sa fonction de risque est

h(t; «, k):%; t>k.

- Sa fonction de risque cumulée est

H (t; «a, k:):—aln(—); t>k.

- Sa moment d’ordre r € N* est

ak®
E(T") = .
(T7) g
- La variance est
ak?
Var (T) = > 2.
)= ey °

1.2.7 Distribution inverse-gaussienne

La distribution inverse-gaussienne (ou loi gaussienne inverse ou encore loi de Wald) de
parameétres A\, u > 0 fournie les caractéristiques suivantes

- La fonction densité de probabilité est donnée par

1/2
ft N p)= {ﬁ} exp <%) ity A, op > 0.
ou /4 est son espérance et A\ est le paramétre de forme.
On note T~ IG (A, p).
Lorsque A tend vers 'infini, la loi inverse-gaussienne se comporte comme une loi normale,
elle posséde plusieurs propriétés similaires avec cette derniere.

- La fonction de répartition est

F(t; A, u):@(@(%—l)) + exp (%)@(—@(%H)) A > 0.

ou ® (.) est la fonction de répartition de la loi normale.
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1.2. QUELQUES DISTRIBUTIONS USUELLES

- La fonction de survie est

o P2

- La fonction de risque est

ht; A, p) =

- La fonction de risque cumulée est

[ (ViG-) ree (B) 2 (43 ()]

s =i [o (3 () e (D) (i (i

- Son espérance de survie est

TR ) e e (VI

- Sa moyenne est

E(T) = p
- Sa variance est ,
Var (T) = —
- Le skewness est
[\ 1/2
3(5)
A
- Le Kurtosis normalisé est
15p
o

- La fonction génératrice des moments associée est
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Chapitre 2

Quelques distributions généralisées et

leurs propriétés

Dans ce chapitre, nous présentons les propriétés mathématiques de quelques distributions

généralisées en se référant a leurs caractéristiques.

2.1 Distribution exponentielle généralisée

La généralisation des fonctions de distribution a attiré beaucoup d’attention et intérét,
apres U'introduction d’une distribution (GE) exponentielle généralisée par Gupta et Kundu
(1999), plusieurs chercheurs ont concentrées sur I’amélioration de cette fonction de distribu-
tion dans différentes directions dont le but est d’obtenir une fonction de distribution plus

robuste, et applicable en modélant différents types de données.

2.1.1 Distribution exponentielle généralisée & deux parameétres

C’est une nouvelle distribution notée GE qui a été introduite par les auteurs Gupta et
kundu en (1999). Gupta et Kundu (2000, 2001, 2003, 2004, 2007) ont également continué
dans cette direction. Ils ont étudié les propriétés de cette distribution, aussi par rapport au
Weibull et a la distribution gamma. Ils ont observé que cette distribution peut étre employée

au lieu des distributions gamma et Weibull (voir [7]).
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2.1. DISTRIBUTION EXPONENTIELLE GENERALISEE

Densité de probabilité

Définition 2.1.1 On dit qu’une variable aléatoire X est distribuée selon la loi exponentielle
généralisée a deux paramétres a, A > 0 et on note X ~~ GE (a, \) si elle a pour densité de

probabilité la fonction suivante
for (z; a, A\) =al (1 — 6_,\96)04—1 e M x>0, o, A>0. (2.1)
ol « est le paramétre de forme et \ est le paramétre d’échelle.

Remarque 2.1.2 Les fonctions de densités de 'GE peut prendre différentes formes selon
la valeur de o ;

1- pour a < 1, la fonction de densité est une fonction décroissante.

2- pour o > 1, c’est une forme unimodal, similaire & la fonction de Weibull ou gammea, elle
n’est pas symétrique.

3- Pour A =1, le mode est égal a

logar , sia>1

0 , st <1

mod =

elle a comme médiane [— In (1 - (0.5)é>] :

4- La moyenne, la médiane et le mode sont des fonctions non linéaires de o, alors que si «
tend vers oo, tout tend vers oo.

5- Pour des grandes valeurs de o, la moyenne, la médiane et le mode sont approrimativement

égauz o (log av), mais ils convergent o des taux différents.

Autres caractéristiques

Considérons la v.a X ~» GE (a, A), alors

- La fonction de répartition associée est

Fop (z; o, \) = (1 —e‘”)a; x, a, A>0.

- La fonction de survie est

Sce (r; a, \)=1-— (1—6’)‘m)a; x, a, A>0.

- La fonction de hasard est
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2.1. DISTRIBUTION EXPONENTIELLE GENERALISEE

a\ (1 — 67/\30)%1 e~
1—(1—e )"
- La fonction de hasard cumulée est

hee (z; o, \) = cx, a, A>0.

Hop (z;0,0) = —In[1— (1—e )5 2, a, A> 0.

- La fonction renversée de risque est donnée sous la forme pratique suivante
flzy o, A)  ade™™
F(x; a, \) 1—e

On observe que pour toutes valeurs de «, la fonction renversée de risque est une fonction

r(x; o, A) =

décroissante de x. La fonction de risque et la fonction renversée de risque peuvent étre
utilisées pour calculer la matrice de I'information de Fisher des parameétres inconnus, voir
(7).

- Les différents moments de cette distribution peuvent étre obtenus en utilisant sa fonc-

tion génératrice des moments.

Définition 2.1.3 Si la v.a X ~ GE(«a, ), alors la fonction génératrice des moments

Mx (t) de X pourt < X, est

F(a+1)T(1-
r (a — § + 1)

Par conséquent il suit immédiatement que

B(X) =1 [0la+1) - ().

t
MX(t):E(em) = ’\); t, a, A > 0.

Les moments centrés du deuxiémes, troisiémes et quatriémes ordre sont

o= 53 [ () =4 (a4 )+ @ (a1 = v ()],
b = s [0 @)= ()43 1) = e 1)
(v =¥ (@+1) + @@+ ) —v )],
o= e |00 @) 43 (0 0= @k D) H @t ) - v ) x
(¢" (@+1) ="

(1)) +6 (W (a+1) = (1) x
(¢ 0=v @)+ (" 0 -v" @+ )],
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2.1. DISTRIBUTION EXPONENTIELLE GENERALISEE

et
i @/}l (1) — 1[1, (a+ 1)]
)\2 '

ot ¢ (.) et ses dérivées 1 (.) sont les fonctions digamma et poly-gamma respectivement.

Var (X) =

Remarque 2.1.4 1- GE (1, \) représente la distribution exponentielle.

2- La fonction de risque ne dépend pas du paramétre X\, elle dépend uniquement de .

3- Pour \ fixé, la fonction de risque correspondant & la distribution GE est décroissante pour
a < 1, croissante st o« > 1 et constante pour o = 1.

4- Pour X\ fixé, la moyenne de la distribution GE diverge lorsqu26 o augmente.

5- Pour \ fixé la variance augmente également et tend vers T

61/
6- Les coefficients skewness [3, et kurtosis 5, de GE peuvent étre calculées comme suit

u 1
51:%562:_;1‘
T K2

7- Les coefficients de skewness et Kurtosis sont indépendant du paramétre d’échelle )\, d’ailleurs,
la valeur limite de skewness est approrimativement 1.139547. La distribution exponentielle

généralisée a le coefficient skewness de MacGillivray

i (1= 00/%) 41 (1= (1= ) 210 (1 (3))
Tx (U; Oé) - In (1 _ ul/a) _ ln(l _ (1 — ul/o‘))

o [iy, [tg €t 1y sont respectivement le deuxiéme, troisiéme et quatriéme moment centé.

La distribution de la somme

Puisque la fonction génératrice des moments de la distribution GE n’est pas dans une
forme trés pratique, la répartition de la somme de n v.a i.i.d de I'exponentielle généralisée
ne peut pas étre obtenue facilement. On constate que si X suit GE(«, 1), alors e™* a la
distribution Béta. Etant donné que le produit des v.a béta indépendantes a été bien étudié
dans la littérature, il est utilisé efficacement pour calculer la répartition de la somme de n
v.a i.7.d exponentielles généralisées. On observe dans [7] que la distribution de la somme
de n v.a i.i.d exponentielles généralisées peut étre écrite comme étant mélange infini des

distributions exponentielles généralisées.
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2.1. DISTRIBUTION EXPONENTIELLE GENERALISEE

2.1.2 Distribution exponentielle généralisée a trois parameétres

C’est la distribution qui a comme fonction de répartition pour la v.a X la fonction

(z—p)

Fop (x; a, A\, p) = (1 —e’f> x>, o, A>0. (2.2)
ou le parameétre « s’appelle le parameétre de forme, A d’échelle et p de position (voir [6]).
On note X ~» GE (a, A, p).
Densité de probabilité

Définition 2.1.5 Si la v.a X admet comme fonction de répartition la fonction (2.2), alors

la densité de probabilité est donnée par

o a—1 T
for (x; a, A, ,u):%(l—e’( A“)) e AM); x>p, a>0, A>0.

Lemme 2.1.6 La densité de GE (o, A, p) est log-conveze si a < 1 et log-concave si o > 1.

Preuve. La preuve résulte du fait que la second dérivée du logarithme de la fonction de

densité est
2 _(z—p)
A

d e
g losf (@ o A p) = —(a—1) papeeE
()

Autres caractéristiques
Soit X ~» GFE («, A, p) alors

- Sa fonction de survie est

(z—p)

Sce (T, a, A, u)zl—(l—e_f> x>, >0 A>0.

- Sa fonction de hasard est

_e=w ¥ @ew
a(l—e A) e X
hee (x; o, A, p) = — G o>, >0 A>0.
A 1—(1—5#)

- Sa fonction de risque cumulée est

30
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_(z—p)

Heg (z; o, A, u):—ln[l—(l—e X >a};x>,u, a>0, A>0.

Le tableau suivant montre les différents comportements des distributions : Gamma,

Weibull et exponentielle généralisée selon la valeur du paramétre de forme a;

Tableau 1 :

Comportement des fonctions de hasards des trois distributions

Parameétre | Gamma Weibull GE
_ T I I
- ) ) )
a<l1 Augmente de 0 a 1 Augmente de 0 & oo | Augmente de 0 a 1
1 1
a>1 Diminue de oo & X Diminue de oo &4 0 Diminue de oo a X

Théoréme 2.1.7 Pour tout (A, p), la distribution GE a une fonction de hasard croissante
st a > 1, il a une fonction de hasard décroissante si o < 1 et pour o = 1 la fonction de

hasard est constante pour x > pu.

Preuve. La preuve se résulte de log-convexité de la fonction de densité (voir [2]). =

Moments et autre mesures Pour la simplicité et la clarité, nous supposons p = 0 et
A = 1 et développons les résultats pour GE (o) = GE (o, 1, 0), car si X ~ GE («) alors
p+AX ~ GE (a, A, p).

Si X ~ GE (), alors la fonction génératrice des moments notée Mx (t) correspondante,

est donnée par

My (t) = E (") = a/ (1- e"”)a_l ety (2.3)
0
En effectuant le changement de variable y = e™*, (2.3) devient

F'la+1)T'(1—t)
'a—t+1)

Mx (t) = a/ (1—y)*  yldy = ;<1 (2.4)

différenciant [log M (t)] et ’évaluant a ¢t = 0, on obtient la moyenne et la variance de GE («)

! I

EX)=¢(a+1)=¢1), et Var (X) =¢ (1) =¢ (a+1),
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2.1. DISTRIBUTION EXPONENTIELLE GENERALISEE

ot ¢ (.) et 4 (.) sont la fonction digamma et sa dérivé respectivement.
Ces moments peuvent étre obtenus en forme des séries finies ou infinies dépendant de

a. Puisque 0 < e™® < 1 pour x > 0, en utilisant la série binomiale suivante

(2.3) devient
My (t) = a / S (1) (oY) U0y (2.5)

Puisque la quantité sous > est absolument intégrable, en échangeant ’addition et 'in-

tégration nous avons obtenons

1 .
j+1-t

My (t)=a) (=1) (G7)

J

t <1 (2.6)

Nous observons que les séries infinies sont sommables, différentiables et elles ont seule-
ment un nombre fini de termes si a est un nombre entier. Par conséquent en différenciant r
fois les moments et I’évaluant a ¢t = 0, nous obtenons le moment d’ordre r comme

o0
pr=ort D (17 (7)) ¢
5=0

ﬁ77’

o =1,2,.. (2.7)

Distribution de la somme et des valeurs extrémes

Il est bien connu que la distribution d’une somme de v.a gamma indépendantes de
méme parametre d’échelle A est & nouveau une distribution gamma. Elle peut étre obtenue
trés simplement en utilisant la fonction génératrice des moments de la v.a gamma. Dans le
cas de la distribution de Weibull, parce que la fonction génératrice des moments n’est pas
dans une forme trés pratique, nous ne pouvons pas facilement obtenir la répartition de la
somme des v.a Weibull indépendantes.

Pour la distribution GFE également, la fonction génératrice des moments n’a pas une
forme appropriée pour obtenir la répartition de la somme des v.a u.i.d GE.

Cependant, la répartition de la somme peut étre obtenue en utilisant une transformation

vers la distribution beta.

Définition 2.1.8 Si X ~ GE(«a), alors U = e X ~ B(1, a). Par conséquent, si X1, Xo,
...y X, sont des v.a indépendantes telles que X; ~ GE (o), alors Uy = e=Xi ~ B (1, ) et
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2.1. DISTRIBUTION EXPONENTIELLE GENERALISEE

les U; sont indépendantes pour i = 1,...,n. Soit

_ X;
U=HUZ~=6 ; =e . (2.8)

i=1

On sait que le produit des v.a béta indépendantes appartient a une famille dont les den-
sités sont des fonctions particuliéres de fonction de Meijer G, trés étudiées dans la littérature
(voir [6]). Nous énongons le résultat suivant sans preuve.

- Sa fonction de densité de probabilité est

fo(w) = Cjfp(u;l,a +j),
=0

oua* = Z a;, [ (u; 1, a* + j) est la fonction de densité de la distribution béta de paramétre
i=1
1 et a* + j, et les constantes C; sont définie par

f[F(Oé]—i‘l)

Coo™  m).
0 F(1+OZ*) ) i (OZ*+j) j 5 J ) 9
et
o _ (), gy (et d ) I~ (), e
C. = 0V . — . C"fi 7 k:37 7n
J ]!(a1+a2)j J <041+CY2+...+Oék)j =0 7! J
avec
['(a+ )
(), = .
I'(a)

En utilisant la transformation (2.8), la fonction de densité de X = Z X; est
i=1

fx (@)= Ci(a”+j) e (L=e)" " =3 Cifon (w:a” +) (2.9)
§=0 §=0
pour X ~~ GE (k), k un entier, alors sa fonction de répartition est
Fx (x) =) d;Fg (kxink + j) (2.10)
j=0
ot les coefficients d; sont les suivants

LI\ " do (nk). d®
d(): (E) dj:M7 j:]., 2,,
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et

d\ dy"" = : =3, 4,.., k.
) (2n), 5V (mn); 3 m=3 4y

j -1
@_ ;o (= D), dyy
2!

=0
Si «v est un petit entier (< n), il pourrait étre plus facile d’utiliser la derniére représenta-
tion (mélange de gamma) et si v est un entier, alors la représentation antérieure (en mélange
de GE) pourrait étre plus utile. Pour aw = 1, la fonction de répartition de la somme se réduit

a la distribution gamma avec le parameétre de forme n. Lorsque a = 2, (2.10) devient

— (n); .
Fx (z) = Z j!2nij Fg (2z;2n + j) .
=0

ol Fg est la fonction de répartition de la distribution gamma.
La représentation suivante montre que la répartition du maximum de n variables indé-
pendantes de GE est également une exponentielle généralisée. Il montre que ce modeéle peut

étre utilisé pour représenter un systéme paralléle.

Théoréme 2.1.9 Si les X; sont des v.a i.i.d de la distribution GE (o), pouri = 1,...,n,

alors X,y = max (X7, ..., X,,) est distribuée selon la distribution GE Z o
i=1

Le théoréme suivant donne une caractérisation de la distribution GE en termes du

maximum.

Théoréme 2.1.10 Supposons que X1, Xo, ..., X,, sont des v.a i.i.d. Alors les X; sont des

v.a de la distribution GE si et seulement si le max{Xy, Xs, ..., X,,} est une v.a de GE.

Apres une normalisation appropriée, les distributions de n v.a maximales et minimales
i.i.d GFE ont tendance a étre des distributions de valeur extréme de type I (type Gumbel) et

de type III (type Weibull), respectivement. Les résultats peuvent étre indiqués comme suit

Théoréme 2.1.11 Si X(,,) = max{Xy, Xo,..., X,,}, ot les X; sont des v.a i.i.d de loi

GE (), alors pour tous —oo < y < oo, et b, = logn + log a,

lim Pr{Xg) —b, <yl=e"*"

Théoréme 2.1.12 Si X; = min{ Xy, Xs,..., X,,}, ou les X; sont des v.a i.i.d de la distri-
bution GE (), puis pour tous y > 0 et ¢, = na,
X o
lim Pr{ﬂ <yl=1—e".
Cn

n—o0

34



2.1. DISTRIBUTION EXPONENTIELLE GENERALISEE

Remarque 2.1.13 1- GE (1, A\, p) représente la distribution exponentielle.

2- Si a <1 la densité de probabilité est strictement croissante.

3- St > 1 la densité de probabilité de la distribution GE est unimodal.

4- La fonction de hasard de GE se comporte comme la fonction de hasard de la distribution
gamma et Weibull, malgré que les deux densités sont totalement différentes. Les différents
comportements de ces trois distributions sont mentionnés dans le tableau 1.

5- La variance de GE(«) est une fonction croissante de «, la variance augmente jusqu’a une
constante, égal a %2

6- Les coefficients de Skewness et Kurtosis peuvent étre exprimés en termes de fonctions

poly-gamma et ils sont des fonctions décroissantes de c.

2.1.3 Distribution exponentielle généralisée & quatre parameétres

Nous présentons une nouvelle distribution appelée la distribution Extension Exponen-
tielle Généralisée (EGE) d’Olapade, s’améliorant, de ce fait, sur le résultat d’Olapade (2014),
de Gupta et de Kundu (1999, 2000) en présentant un parametre additionnel (voir [5]).

- Sa fonction de densité est donnée par

aX (8 - e—/\(ar—u))o"l o MNa—p)

3 —(B-17 sx, pw, A>0, a, B> 1. (2.11)

fX(x; My O 67 )‘) =

- Sa fonction répartition est

8 — e Me=m]®

F(x; p, a, B, \) = = —; x> 0.
(® 4 )= (o)
- Sa fonction de survie est
_ o AMa—p)]®
S(x; pw, ay B, N\) =1 [ﬁ c ] x> 0.

S e[ — (B-1)
- Sa fonction de hasard est

a\ (ﬁ — e‘A(Z’_“))afl e

M0 BN = T Gy — = e 7
- Sa fonction de risque cumulée est
, [M[B% = (B =1)] = [B — e m]"] ,
H(z; p, o, B, A)z—ln( (08) = (0 —1) (3 — ) + Az; x> 0.
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Remarque 2.1.14 il est important de noter que l'introduction du paramétre \ dans l’équa-
tion (2.1) par Olapade (2014) obtenue pour l’équation (2.11) n’a aucun effet sur :

(a) la fonction de risque au point modal.

(b) les propriétés de la fonction de risque du modéle original par Gupta et Kundu(1999).

(c) le facteur de détermination pour l’existence du mode.

Indépendamment du fait que ces propriétés de la fonction de risque sont trés importantes
dans la statistique inférencielle des données de durée de vie, Gupta et Kundu ont utilisé
ces propriétés pour présenter les similitudes de la distribution GE avec quelques autres
distributions (gamma et Weibull) .

Par conséquent, la distribution EGE défini par Olapade (2014) n’a pas pu prolonger les
propriétés de la fonction de risque du modéle original par Gupta et Kundu (1999) au point

modal.

2.1.4 Distribution exponentielle généralisée a six-parameétres

Olapade (2014) a introduit une nouvelle distribution de probabilité appelée Extension
Exponentielle Généralisée Modifiée (M EGE) a six parameétres (voit [5]).

Définition 2.1.15 Soit X une v.a continue, alors X ~ MEGE («, B, A\, 1, u, o) si sa

fonction de densité est donné par

o (5 = ne () T (=)

fX(xa (b): y & 57 a, 1, W, )\7 o> 0.

o= (a, B, \, n, p, 7).

- Sa fonction de répartition est

F(z; ¢) = ;x> 0.

- Sa fonction de survie est




2.1. DISTRIBUTION EXPONENTIELLE GENERALISEE

- Sa fonction de hasard est

h(z; ¢) = o <B _ neﬂ(m;u)) e ;x> 0.
EETE

- Sa fonction de risque cumulée est
A
3 (8- e (59) 57

Si X ~ MEGE (z;¢), également sans aucune perte de généralisation si nous supposons

o

H(z; ¢) = (u) +1In

>|

que p = 0, de sorte que
a\ (5 — ne*)‘x) 0l g
187 = (8-n)7]

fx(z; @) = ;x, B, a, n, A>0. (2.12)
oo =(a, B, A, n, 0, 1) tel que o, B, \, 0, p, o, sont des parameétres de forme, extension,
échelle, régularisation, position et de dispersion respectivement et notée par M EGE(., a,
B, A, n) (ou MEGE pour I'abréviation).

Nous obtenons la fonction de répartition Fx a partir de I’équation (2.12)

Fy(w; ay B, A m, 0, 1) = / s o, B, A, m, 0, 1)dy

0
Y a_1 Y O[)\
= K (5—7}6 y)” e Vdy; K=+ m
, [5" —(B=mn)n
A
0

Ao 0

par conséquent nous avons
( 0 s <0
B—ne )1 — (8 —n)7
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Comme lim Fx =1, alors fx est réellement une fonction de densité.

Tr—00

- La fonction de survie correspondante, la fonction de risque et la fonction renversée de

risque sont données ci-dessous

(=1
n

(B—n)7" — (B —ne )

S(x; ¢) = - -
[B" - (5—77)"]
(6 _ 7767)@)%71 ef)\z
hx(z; = al — =
xr o =e (B=m)7 = (B —ner)n
—Ax %71 —Ax
rx(z; ¢) = aA (B=ne™)r e (2.14)

(B —ne>m)n — (B—n)n
De I’équation (2.12) a I’équation (2.14), si nous prenons i = 1, nous obtenons les résultats
pour la distribution d’FG'E introduite par Olapade (2014).
Dans ’équation (2.12) si n = 5 = 1, nous obtenons la distribution GE introduite par
Gupta et Kundu(1999) et si n = f = a = 1 nous obtenons la distribution exponentielle
classique avec le paramétre p = 0.

- La fonction génératrice des moments de la distribution M EGFE est donnée par
+oo

My(t) = / e f (2;6) dz on ¢ = (@, B, A, 1, 0, 1)

0

400
: 8% - ?;— )| 0/ G e K

+o0 %_1
Mx(t) = K3n l1 — <ﬁe_)‘x)] e "M Dy, (2.15)
[i-(:

1
ou K = ~ A — ;onposep:ﬁe“‘x;e’\‘”:@;x:—xln<@) et r =
8% — (8 -m)7] g L L
—1/A
In (%) — de=—(\p) "dp
En utilisant I’équation (2.15) nous obtenons
« ’ @ /8 17% t
Mxt)) = ~k55 [a-pt (2) T p 0w

koS

0
= —Kni‘lﬁi_ik‘l/(l —p)" ' p Rdp

n
B
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Ma(t) = Kot 15550 [ (1= )iy (2.16)
0

Par développement binomial de (1 — ]0)%_1 et en remplacant K, ’équation (2.16) devient

ou

donc

n
«@ t B t
T R
Mx(t) = | - ]/Z (’7) o
n . .
0

Comme la série converge en échangeant l'intégrale et ’addition, nous obtenons

,_1 r
M (t) — o™ B e (r U
x(t) 77[5"—@ 772}2 rl B (r+1—4%)
Bnt = () t\ !
Mx(t) = ——— . . (r+1——> (2.17)
. nox [6?—(6 n]; " A
ou .
b= TEZ8) im0
1 ;r =20
Posons 5g’1 e
C = aer : :—g;vzl.
3|87 - (8- n)v}rz 57”' A

par différenciement k fois I’équation (2.17), nous obtenons

wi-es (oo (e-t)
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—C Z ( > (Inn*) ™ (k — s)! <r +1-— %) e vk, (2.18)

L’évaluation de lequatlon (3.9) au point ¢t = 0 donne le moment centré d’ordre k de

MEGE

a_q r
Hr = _2[ jﬁ o ZZ /\k ln’Zr)l () <%)
n

BT - (B-n)i] == 8’7“'

k

- afi”! N k! k! (=2)" (Inn)® (E>
g3 [5% —(B— n)%] e (x\kr! (r+ 1) i 2; Aeslrl (r + 1)k+1—8> vir) B

aﬂ%flk!)\ik o0 <1 N zk: E'(=2(r+1)(In 77))8) W (r) (6_177)

M = + a a T, o Nk+1
Lo 85— (8- | = ' L+ 1)

De l’équation (2.19) nous calculons la moyenne, la variance, skewness et les Kurtosis.

. (2.19)

En outre, lorsque s = 0, nous obtenons

afn T EINTE > (87'n)
— - Y (r) ——
n-x [B? — (6—77)"] Z

si nous posons 7 = 1 et A = 1, alors nous obtenons

o af R = e fa-1\ B
- [ﬁ‘;—(ﬁ—nﬁ];( ! ( r )(r+1>’““'

Comme cas particulier, ce résultat est prouvé par Olapade (2014).

My, =

Médiane de distribution exponentielle généralisée prolongée modifiée

Ici, nous cherchons x,, € R tels que
T 1 1
flx)de=<-; = F(xy,) = <.
2 2
0

L’équation (2.13), implique
(8 —ne ™) — (5 1)
[6% — (8- 77)%]

La solution de cette équation donne la médiane z,,

S R B(ﬁa/"(ﬁ+n)“/">z
Y

3R
DN | =

i 2
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Le mode de la distribution MEGE

Existe-t-il * € R tel que f (z*) > f (z) pour tout x > 0
De I’équation (2.12)

-z,
)

(&

fx(z;) =K (@ — ne—kw)%—l K — a\

R

Ainsi la premiere dérivée de f est donné par

fio= KN[(5 =) i 2o (ae ™ — ).

s ! . .
résolvant f = 0, nous obtenons les trois solutions

T1 = 00 ou 1'2_—%111 <§> ouxg——iln (é)
Ui

«

Seules les solutions x5 et x3 sont admissibles. Nous employons la deuxiéme dérivée de
fx donné par

[ = K\e (8- ne_m)%_Q [((a—2n)e™ (ae™ = B) = (2ae™ — B)]
On remarque que f;/( (x2) = 0 donc x5 ne s’agit pas d’un maximum c’est-a-dire n’est pas
un point modal

Jx (w3) = Cla=m)T™; C = KN*ghad ™

(2.20)

Pour o > 1 et comme C' est une constantes positive alors le mode est au point x3, donc
fx est unimodal au point z3.

fx, Sx, hx et rx sont donnés par

(i) fxlas) = —CAOZD"

N T (“) SX (1‘3) O;n — (a — 77) ng-
oﬁ—(a—% ! an — a—%)n
aX(a—n) "t oA (o —n)n !
(1ii) hx (z3) = g( ) =3 () rx (z3) = o= )
an — (a—mn)n

d’aprés ’équation (2.20), la condition suffisante pour lexistence du point modal est « > 7
ce qui est indépendant de 3 et si nous posons 17 = 1, nous obtenons la condition suffisante

de Dexistence du point modal de la distribution GE introduit par Gupta et Kundu (1999).
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Comportement de la fonction de risque instantané

Lemme 2.1.16 (Glaser 1980) Soit f une fonction de densité deux fois différentiable d’une
_ fx (z)
fx (z)

1- Si b (x) < 0 pour tout x > 0, alors la fonction de risque croissante.

v.a continue X on définit h () . Supposons, que la premiére dérivée h' (x) existe.

2-Si b (x) > 0 pour tout x > 0, alors la fonction de risque décroissante.

8- S’il existe xqy tels que h' (z) < 0 pour tout 0 < & < ¢, h' () =0 et ' (z) > 0 pour tout
T > xg, €t mli_r}noo fx (x) =0, alors la fonction de risque est en forme de baignoire inversée.
4- S’il existe xq tels que b’ (x) > 0 pour tout 0 < x < xg, h' (z) =0 et h' (x) < 0 pour tout

x> x9. Bt lim fx (x) = 00, alors la fonction de risque est en forme de baignoire.
Tr—>00

Pour étudier le comportement de la fonction de risque instantané de la distribution de

MEGE, il suffit de définir

oy = Do)

d <logeK + (% — 1) log, (ﬂ — 776_)@) — )\x)

d
<% — 1) Ane A '

B —ne A

- A

ainsi

, —BA (v —m) e
h (x) = :
() (8 —ne—e)”

Par conséquent, d’aprés (2.20), (2.21) et le lemme 2.1.16 nous énongons le théoréme

(2.21)

suivant

Théoréme 2.1.17 Soit X une v.a continue de la lot MEGE, alors :

(i) h' (z) < 0 pour tout x > 0 si a > 0, alors la fonction de risque de M EGE est croissante.
(i1) B’ (x) > 0 pour tout x > 0 si a < n, alors la fonction de risque de MEGE est décrois-
sante.

(#ii) h' (x) > 0 pour tout x > 0 si « = 0, alors la fonction de risque de M EGE est constante.

(1v) la densité de MEGE (;a, B, A\, n) est log-concave si a > n et log-convexe si a < 1.

Preuve. La preuve se résulte de l'utilisation des équations (2.20), (2.21) et le lemme
2.1.16. Comme cas particulier, pour n = 1 on retrouve le résultat obtenu par Gupta et a

Kundu (1999, 2000, 2001). =
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L’équation différentielle ordinaire de la distribution MEGE

Soit fx une fonction & valeurs réelles monotone continue, nous supposons que f est une
solution unique de certain ODFE & valeur initiale. En effet, I'unicité de la solution caractérise

la fonction de densité.

Théoréme 2.1.18 Soit g une fonction a valeurs réelles continue, alors g est une solution

du probléeme (2.22) a valeur initiale si et seulement si g = fx.

(B=ne) g (@) + A (B—ae™) g(z) =0
aX (B —mn)n (2.22)
0) = — i
9(0) LR

Preuve. Etant donné
(B=ne™)g (z) + A (B —ae™)g(x)=0.

@/ifffdx—/?(f}—ii?d@

s ) e

si nous prenons u = 5 ne % = du = \ne~ ’\xdm donc (2.23)

= ((2) [ (5t

& g() = (ui " (B-wC); = g@)=ui (B-u)C;

& g(z) =ne ™ (B— ne_m)%_l C. (2.24)

en utilisant la condition initiale, nous obtenons

A
77 [B% — (B8 —77)%} |

C:

par substitution C' dans (2.24), nous obtenons

\ (5 . ne—m)%—l oA
{6% — (8- n)%} |

g(x)=
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2.2 Distribution inverse exponentielle généralisée

Cette section considére une distribution exponentielle généralisée inversée & trois para-
meétres notée /G E. Elle se concentre sur ’analyse théorique de la distribution exponentielle
généralisée inverse au modéle dans laquelle un certain temps de fonctionnement a déja été
accumulé pour I’équipement d’intérét. Aussi, elle présente la relation entre le parameétre de
forme et d’autres propriétés telles que fior (1), Ficr (t), Sicr (), hice (t), Hice (t). Le
coefficient de variation, le coefficient de skewness et de coefficient de kurtosis sont présentés

mathématiquement.

2.2.1 Analyse des modéles exponentiels généralisées inverses

Cette nouvelle distribution a été traité par M. Suhaib Khan dans I'article "Theoretical

Analysis of Inverse Generalized Exponential Models" en 2011.

Densité de probabilité

Définition 2.2.1 La distribution exponentielle généralisée inverse (IGE) a trois paramétres
B> 0,n>0 etty > 0 peut étre employée pour représenter la fonction de densité de probabilité

d’une durée de vie d’une v.a T qui est donnée par

free (t) P Ly ! ! ’ >0, >0, t>0 <tg<t. (2.25)
= — exp|— | —— — 00 . (2.
IGE 0\t — 1 P 1\t — 1 7 ) » Lo , 0

ou 8 > 0 est le paramétre de forme qui représente le motif différent de la densité de probabilité
de 'IGE, n > 0 est le paramétre d’échelle et ty est la paramétre de position ou de seuil

(parfois appelé un temps de garantie, temps échec-libre ou vie minimum,).

- Quand ty = 0, la distribution /G E est considérée comme une distribution exponentielle

généralisée inverse & deux parametres et sa densité doit étre donnée par

2 B
free () = % (%) exp {—% (%)] ,n>0,8>0.

- Si tp > 0 alors l'origine de la densité se trouve a gauche de la densité des données de
vie enregistrées.
- Quand ty < 0, l'origine de la fonction de densité de la distribution /GFE se trouve a

droite de densité de probabilité.

44



2.2. DISTRIBUTION INVERSE EXPONENTIELLE GENERALISEE

Fonction de répartition

Définition 2.2.2 La fonction de répartition de la distribution IGE est donnée par

1/ 1 \1°
F[GE<t>:eXp|:——(t t>:| , >0, >0, tg>0, —oo<ty<t.
n — 1o

B
- Quand ¢ =ty + 7 alors Figp (to +1) = (exp (‘%)) '
- Pour n = 1 alors Fygp (to + 1) = (exp (—1))” = (0.3678)" , il représente la vie caracté-

ristique ou la valeur caractéristique.

Fonction de survie

Définition 2.2.3 ("’ est la fonction connu par la fonction de fiabilité, est définie comme

suit

1/ 11\’
S[GE(t):l—eXp{——(ﬁ>:| , >0, >0, tg>0, —oco<ty<t.
n —lo

- Nous voyons que Sigg (t) + Frge (t) = 1.

Fonction de hasard

Définition 2.2.4 La fonction de risque est également connue sous le nom de fonction de

risque ou de taux d’échec instantanné, et est donnée par

o ) )]
1 —exp [_% (ﬁ)]ﬁ

- Quand S = 1, la distribution est identique a la distribution exponentielle inverse avec

67 m, t0>07 _Oo<t0<t

hice

une fonction de risque constante.

- Quand § < 1, la fonction de risque est contintiment décroissante et représente des
défaillances constatées.

- Quand § > 1, la fonction de risque est contintiment croissante et représente des dé-

faillances survenues.
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Fonction de hasard cumulée

Définition 2.2.5 Cette fonction est définie par

e 5 ()]

Remarque 2.2.6 1- linverse exponentielle généralisé est une distribution trés robuste. Il

Higp=—1In ,6,7],t0>0, —o0 <ty <t.

peut étre utilisé pour représenter Une grande variété de modéles de durrée de vie en cours
d’utilisation pour de nombreux types de produits.
2- Les relations entre la répartition et la fonction de hasard cumulée de la distribution IGE

sont représenté par
FIGE (t) =1- exp [_HIGE (t)] ou HIGE (t) =—In [1 - FIGE' (t)] .

Evaluation des moments inverses du modéle inverse exponentiel généralisé

L’estimateur des moments inverse du modéle inverse exponentiel généralisé est définie

comme

[y = (%) T(1+7), r=1,234,..

L’estimateur des moments inverse est utile pour trouver les propriétés de la distribution
inverse exponentielle généralisée. L’estimation par les moments inverses pour les parameétres

est

Coeflicient de variation

Le coefficient de variation C'V;qg est le rapport entre la fonction de survie et le MTTF
de 'IGFE et
CVige = 1.

Il est clair qu’il existe un coefficient de variation unique de la vie. La relation entre (3 et
CVigE est fixée. La plus grande ou la plus petite valeur de § n’a aucun effet sur la valeur de

C(‘/]GE'-
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Coefficient de Skewness
E(t ' = E@{t)°®

Le coefficient de Skewness C'S;qg est définie comme

2 3
Bt -E ) - 2L
8
2 n?
E(t'-E(t") = 4.
s
ou CSiar = 2 est la quantité utilisée pour mesurer le skewness de la distribution /GFE, ici
CSiqr > 0.

- Lorsque ( < 0, il est clair que le skewness n’est pas défini.

Coefficient de Kurtosis
E@ ' —E@¢ 1)
(Bt —E{t"))

Le coeflicient de Kurtosis défini comme

5 tel que

Bt — ) =2
g
ou CKjgr =9, cette quantité est utilisée pour mesurer le kurtosis ou la décroissance de la
distribution.

Ces propriétés fige(t), Frge (t), hiee (t), Hige (t), Sicr (t) peuvent étre utilisés pour
mesurer la vie du systéme ou du processus. Il est important de noter que CVigg, CSiar
et CKgg sont indépendants de tg et CVigg, CSiar et CKigg sont tous des valeurs fixes.
Il convient de mentionner que lorsque 7 = 1 et tg = 0, la distribution est parfois appelée
la distribution exponentielle inverse généralisée standard sous la relation entre [ et ces

propriétés.

2.3 Distribution de Pareto généralisée

La distribution Pareto généralisée (G P) a été introduite par Pikands (1975) et a encore
été étudié par Davison, Smith (1984), Castillo (1997, 2008) et autres. Cette distribution peut
étre utilisée pour approcher la loi des exces.

La G'P a des applications dans certains de domaines, & savoir des études de fiabilité, la

modélisation dans le domaine d’assurance. Ainsi joue un réle important dans la modélisation
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2.3. DISTRIBUTION DE PARETO GENERALISEE

des évenements extrémes. Par exemple pour I'analyse des données sur les précipitations, dans
I’analyse de la fréquence des inondations annuelles, dans I'analyse des données de la plus
grande hauteur de vagues ou le niveau de la mer, les vents maximaux, analyse maximale de

la chute de pluie, de rupture force des matériaux, charges d’avion, etc (voir [11]).

Fonction de répartition

Définition 2.3.1 Considérons une v.a Y de distribution exponentielle standard. Soit une
v.a X défini comme

X =0b(1 —exp(—aY)) /a,
ou a et b sont des paramétres.
Alors, la distribution de X est de Pareto généralisée o deux parameétres.
Si c est le sewil ou la limite inférieure de X, alors la distribution de X est la distribution de
Pareto généralisée que l’on note GP a trois paramétres qui peut étre exprimé par

1
1_ |:a(xfc)j| a ) . 0
Fop (x5 a, b, ¢) = b sia 7

1—exp[—%} , sta=0.

(2.26)

—b
avechb >0, x>0 poura>0et0<z<— poura <D0.
a
ol ¢ est le paramétre de position, b est le paramétre d’échelle, a est le paramétre de forme,

et F' (z) est la fonction de répartition.

Densité de probabilité
Définition 2.3.2 La fonction de densité de probabilité de la distribution GP est donnée par

1
1 a]T T sia 20

exp [— w;c} , sta=0.

fGP('r; a, b7 C):

= o=

Remarque 2.3.3 1- La distribution GP se réduit a la distribution GP de deux paramétres
pour ¢ = 0.
2- Pour a =0 et c =0, GP se réduit a la distribution exponentielle.

3- Quand c =0 et a =1, GP se réduit o la distribution uniforme sur |a,b).
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2.3. DISTRIBUTION DE PARETO GENERALISEE

Quelques propriétés importantes de la distribution GP

Certaines propriétés importantes de la distribution G P méritent d’étre mentionnées :

1- Pickands(1975) a montré que la distribution GP donné par I’équation (2.26) est la
distribution limite pour les excés au dela d’un seuil si et seulement si la distribution est dans
le domaine d’attraction de I'une des distributions de valeurs extrémes.

2- Par comparaison avec la distribution exponentielle, la distribution GP a une queue
plus lourde pour a < 0 (distribution & queue longue) et une queue plus légére pour a > 0
(distribution & queue courte).

3- Soit Z = max (¢, X7, Xa,..., Xn), ot N > 0 est un entier. Si X;, ¢ = 1, 2,..., N,
sont i.7.d de la distribution GP, et N a une distribution de Poisson, alors Z a la distribution
généralisée des valeurs extrémes. Ainsi, un processus de Poisson des temps de dépassement
avec des exceés G'P implique la distribution classique de la valeur extréme. En cas particulier,
le maximum d’un nombre de Poisson de variantes exponentielles est une distribution de
Gumbel. Alors les pics exponentiels ménent & Gumbel maxima et les pics de distribution

GP conduire a des maxima des GEV. La GEV peut étre exprimé comme suit

1

_ 5
exp —(1—5Zﬁ7) 5 40,2>0

exp | —exp (_z;’y) ;0 =0.

ou les parametres §, § et v sont indépendants de z. En outre, § = a; c’est-a-dire que les

F(z)=

parameétres de forme des distributions GEV et GP sont les mémes. Notez que Z n’est pas

autorisé a prendre des valeurs négatives, et
Pr(Z <0)=0et Pr(Z=0)=exp(—z),

4- La fonction de taux de hasard est exprimée comme suit

1

Sy

c’est une fonction monotone, décroissante si a < 0, constante si a = 0 et croissante si a > 0.
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2.4. DISTRIBUTION DE CLASSE X-EXPONENTIELLE GENERALISEE (G
X-EXPONENTIELLE)

2.4 Distribution de classe x-exponentielle généralisée
(G x-exponentielle)
Considérons la fonction de répartition,
F(z; a, A\, B) = [1— (6+)\x2) e’”]a; x, a, A,B>0.

La fonction de taux de hasard, a fourni différents modéles en forme de baignoire selon

les valeurs des parameétres o, \ et 5. Elle est donnée par

ae™ (N2 — 2z + A) (1 — (B + Az?) 67/\%)&71

1—(1— (B4 Ax?)e A=)

h(z; o, A\, B) = cx, o, A, B >0.

- La fonction de survie associée a ce modéle est
S(x; a, A\, B)=1-— (1—(ﬁ—|—)\x)e’M)a; xz, a, A,B>0.
- La fonction de hasard cumulée définie comme |[—In (S (z))] est
H(z; a, A\, ) =—1In [1 — (1 — (6+)\5L’2) e_m)a} cx, o, A, B >0.
Le taux de hasard est en forme de baignoire renversé pour
F(z; a, N\, B) = (1 — (B—I—)\x)e_’\w)a; x, a, A,B>0.

Toutes les procédures pour trouver les moments, la fonction génératrice des moments, et
la fonction caractéristique sont similaires a celles de la distribution x-exponentielle. Si nous
insérons un autre parametre 6 dans le modéle nous obtenons toujours la forme en baignoire

et en baignoire renversée pour ses fonctions de hasard pour

F(z;a, A, 8, 0)=(1—(B+Ax+02%) e ™) 2, A\, a, B, 0> 0.

2.5 Distribution gaussienne inverse généralisée

La loi inverse-gaussienne généralisée est une loi de probabilité continue qui généralise
la loi inverse-gaussienne en introduisant un troisiéme parameétre. Cette loi est utilisée, par

exemple, en géostatistique, en hydrologie ou en finance. Elle a été initialement proposée par
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2.5. DISTRIBUTION GAUSSIENNE INVERSE GENERALISEE

le statisticien et hydraulicien Etienne Halphen, la loi est également connue sous le nom de
loi Sichel. Elle intervient dans la modélisation de nombreux phénomeénes réels, notamment
la modélisation de données concernant des temps d’attente, des phénomeénes extrémes en
hydrologie (voir [1]).

Soit X une v.a suit une loi inverse-gaussienne généralisée, alors

- Sa fonction de densité est

Flasx s = (3) m””“”w“f);w ~0,6,7>0, AeR

ou K, est la fonction de Bessel modifiée de troisiéme espéce et de parameétre A\, tel que ces

parameétres vérifient
0>0,y>0 si A>0,

0>0,vy>0 si A=0,
0>0,7>0 si A<O,
On note X ~» GIG (A, 9, 7).

- Sa moyenne est
0 K41 (67)
E(X)=———-.
(X) YK (67)

- Son mode est

mod =

(A= 1)+ /(= 1)+ (57)°
ok '

- Sa variance est

o= (2) [ - ()]

- Sa fonction génératrice des moments est

My () = <727_22t>2 K < ;j Z;— 2t)).

- Sa fonction caractéristique est

o= (5 fzétf al ; (gw_ ) |

o1



2.5. DISTRIBUTION GAUSSIENNE INVERSE GENERALISEE

- Son entropie est

[d%Kv (57)} b=\
K, (67)

H(f(2) = llog (%) T log (2K (57)) — (A — 1)

#z&}’) (Kag1 (69) + Kx—1 (07)) ] -

ol [d%KU (57)] _, est la dérivée par rapport a l'ordre v de la fonction de Bessel modifiée et

v=

évaluée en v = \.

Remarque 2.5.1 1- Lorsque A = —%, laloi GIG (—%, 0, 7) est une loi inverse-gaussienne.

2- La lot gamma est un cas particulier de la loi inverse-gaussienne généralisée pour d = 0.
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Chapitre 3

Application sur quelques distributions

généralisées

Au troisiéme chapitre nous donnons des applications des distributions généralisées en
fiabilité et en analyse des données en réalisant 'impact de ces derniéres sur la qualité de la

modélisation en utilisant des critéres d’information comme AIC, BIC, AICc.

3.1 Critéres d’information pour la sélection des mo-

déles

Dans cette partie nous avons définie quelques critéres d’information pour séletionner le

bon modéle.

3.1.1 Critére d’information d’Akaike

Le critéere d’information d’Akaike (AIC) est une mesure de la qualité d’un modele sta-
tistique proposée par Hirotugu Akaike en 1973. Ce critére permet de pénaliser les modéles
en fonction du nombre de parameétres. On choisit alors le critére d’information d’Akaike le

plus faible.
Définition 3.1.1 Le critére d’information d’Akaike définie comme suit

AIC =2k —2In(l).
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3.1. CRITERES D’INFORMATION POUR LA SELECTION DES MODELES

ou k est le nombre de paramétres a estimer du modéle et | est la fonction du maximum de

vraisemblance du modéle.

L’AIC est basé sur la théorie de I'information : il propose une estimation de la perte
d’information lorsqu’on utilise le modéle considéré pour représenter le processus qui génére
les données. AIC' ne fournit pas un test de modéle dans le sens d’une hypothése nulle,

c’est-a-dire que ce test ne dit rien de la qualité absolue du modéle.

3.1.2 Utilisation pratique de ’AIC

Supposons disposer d'un ensemble de modeéles candidats, dont on calcule les valeurs
d’AIC associées. Il y aura toujours une perte d’information, du fait qu’on utilise un modéle
pour représenter le processus générant les données réelles, et nous cherchons donc a sélec-
tionner le modeéle qui minimise cette perte d’information (ou plus exactement son estimation
par 'AIC).

Notons les diverses valeurs d’AIC' des différents modeles AIC,, AIC,,..., AICRk et

AICmin—AIC;

2 )) peut étre interprété

AIC i, le minimum de ces valeurs. Dans ce cas exp ((
“m¢ modele candidat minimise I’estimation de la perte

AlCwin—AIC;
2

comme la probabilité pour que le ¢
d’information, ou la quantité exp (( )) est la vraisemblance relative au modéle 1.

3.1.3 Ciritére d’information d’Akaike corrigé AIC,

L’AICc a été proposé en premier lieu par Hurvich et Tsai (1989).

Définition 3.1.2 L’AIC¢ est une correction de I’AIC pour le cas d’échantillons de petite

taille, est donnée par
2k (k+1)
n—k—1

ou k est le nombre de paramétres a estimer du modéle et n est la taille de [’échantillon.

AlCe = AIC +

L’utilisation de ’AIC¢ a la place de ’AIC lorsque n n’est pas assez grand que k aug-
mente la probabilité de sélectionner un modéles avec un trop grand nombre de paramétres,
c’est-a-dire de sur-ajuster. Cette probabilité de sur-ajustement avec I’AIC peut étre élevée
dans certains cas. On note d’ailleurs que ’AIC¢ tend vers I’AIC' lorsque n devient grand.

On remarquera que lorsque le nombre de parameétres k est le méme pour tous les modéles,
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3.1. CRITERES D’INFORMATION POUR LA SELECTION DES MODELES

alors 'AICo et 'AIC auront des valeurs relatives identiques. Dans cette situation ’AIC

peut donc toujours étre utilisé.

3.1.4 Critére d’information Bayésien

Le critére d’information Bayésien est un critére d’information dérivé du critére d’infor-

mation d’Akaike (AIC) proposé par Gideon Schwarz en 1978.
Définition 3.1.3 Sa formule est donnée par
BIC =kln(n)—2In(l).

avec | la fonction du maximum de vraisemblance du modéle, n le nombre d’observations dans

[’échantillon et k le nombre de paramétres du modéle.

La sélection du modéle

Le modele qui sera sélectionné est celui qui minimise le critére BIC, soit

Mpic = arg,, g, min BIC (M) .

3.1.5 Comparaison au BIC

- IAIC pénalise le nombre de paramétres moins fortement que le BIC.

- IAIC et TAIC possédent certains avantages théoriques sur le BIC : d’abord parce
que PAIC /AIC¢ est dérivé des principes de la théorie de I'information, au contraire du BIC.

- ’AIC est asymptotiquement optimal lorsque 1’on souhaite sélectionner le modéle avec
I'erreur quadratique moyenne (si l'on fait 'hypothése que le modele générant les données
n’est pas parmi les candidats, ce qui est en fait presque toujours le cas en pratique) ; ce n’est
pas le cas du BIC.

- La vitesse de convergence de I’AIC' vers 'optimum est, dans un certain sens, la meilleure

possible.
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3.2. DISTRIBUTION EXPONENTIEL GENERALISEE DE WEIBULL-GOMPERTZ

3.2 Distribution exponentiel généralisée de Weibull-

Gompertz

Dans cette section on présente des études sur la distribution généralisée de Weibull-
Gompertz a I’échelle exponentielle EGWGD (a, b, ¢, d, ) qui généralise plusieurs distribu-
tions. Plusieurs propriétés de la EGW G D tel que la fonction de hasard, la fonction renver-
sée de risque, les moments, I'estimation du maximum de vraisemblance, MTTF, MTTR,
MTBF sont étudiés dans cette section. Un ensemble de données réelles est analysé et on
constate que cette distribution peut offrir un meilleur ajustement que d’autres distributions
trés connues. On utilise souvent Weibull, Gompertz, Weibull-Gompertz, Gompertz généra-
lisé, distribution généralisée de Weibull-Gompertz & I’analyse les données des durées de vie

(voir [3]).

Définition 3.2.1 La v.a X suit la loi EGWGD si elle a la fonction de répartition suivante

Cfl)d 9
Fx(z: ¢) = [1— e o’ *1>] Ca, b e d 6>0 (3.1)

ot ¢ = (a, b, ¢, d, 0) tel que b, 0 et d sont les paramétres de forme, a est le paramétre

d’échelle et c est le parameétre d’accélération, .

- La densité de probabilité de EGWGD(a, b, ¢, d, 0) est

CfEd d Cﬂ’,‘d 071
fx(z; ¢) = abfatlemert (e et (1 + %xd - ecxd> [1 — el 71)] : (3.2)

alors La fonction de survie associée est

- La fonction de risque est

0—1
abel,bflefamb(eczdfl)Jrcxd (1 + %ixd _ e,cxd> [1 _ efa:rb(e“dfl)

h (ZL’, ¢) = 1 [1 _ e—axb(ecxd—l)i|0

- La fonction de risque renversée ' EGWGD (a, b, ¢, d, 0) est

o—
r (ZL’; Qb) _ abexb—le—axb(e”d—l)—i-cxd (1 + %Zxd _ 6—C$d> [1 _ e—a:vb(ecxd—l)] ' .
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3.2. DISTRIBUTION EXPONENTIEL GENERALISEE DE WEIBULL-GOMPERTZ

Remarque 3.2.2 Dans une distribution EGWGD(a, b, ¢, d, 0), les cas particuliers sui-
vants peuvent étre envisagés :

1- La distribution Gompertz GD(a, ¢), quand 8 =1, b=0 et d = 1.

2- Distribution exponentielle ED(a), quand c tend & zéro, et d=1,0 =1 et b= 0.

3- Distribution exponentielle généralisée GED(a, 0), quand ¢ tend & zéro, d =1 et b = 0.

3.2.1 Propriétés Statistiques
La médiane

On remarque que la moyenne d’ EGWGD(a, b, ¢, d, §) ne peut pas étre obtenue sous
une forme explicite, elle peut étre obtenue en tant qu’une puissance infinie de série ainsi,
en général les différents moments d’EGWGD(a, b, ¢, d, ). En outre, nous ne pouvons
pas obtenir le quartile z, ’EGWGD(a, b, ¢, d, ) sous une forme explicite en employant
I’équation

Fx(zga, b, ¢, d, §) —q = 0. Ainsi, en employant 1’équation (3.1), nous trouvons cela

1 )
(2) e = —=In [1 - (q)ﬂ 0<qg<l. (3.3)

- La médiane I’ EGW G D(a, b, ¢, d, 0) peut étre obtenue a partir de (3.3), quand ¢ = 0.5,
comme suit

1 1
boc(ros)? _ _ = _ 7
(z05) e ~In [1 (0.5) ]

De plus, le mode de EGWGD(a, b, ¢, d, 0) est la solution de I’équation non linéaire

suivante

d
—fx(x; a, b, ¢, d, ) =0
dx Jx( )
0—1
i Ibflefamb(ecmd71)+cwd 1 + C_dl,d . efc:pd |:1 . efaxb(e‘“dfl)i| = 0.
dx b
Il est impossible d’obtenir une solution explicite dans un cas général. Elle peut étre
obtenue numériquement. Les formes explicites peuvent étre obtenues seulement dans des cas

particuliers.
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3.2. DISTRIBUTION EXPONENTIEL GENERALISEE DE WEIBULL-GOMPERTZ

Moments

Le lemme suivant donne le 7" moment d’EGWGD(a, b, c, d, 6).

Lemme 3.2.3 Si X ~~ EGWGD(a, b, ¢, d, §) le moment d’ordre r de X, noté p, est

donné par

pour a, b, ¢, d>0,x>0eth>1
A A o ()R N g1
Ky = 7 Z ZZZ f T»+b(jji»1)+ld (k) ( i ) X

{((1+j)l_jl>r(r+b(j+1)+d(l—1)+1> +d(1+j)lr(r+b(j+1)+dl+1)}_

d kb d
(3.4)
Preuve.
W, = /foX (x; a, b, ¢, d, 0)dx
0
r —ax? (eczd—l) +ezd Cd d —ax® (eczd—l) o1
= ab@/x’”*ble <1 + ?xd —e ) [1 —e } dz
0
i, = abll; — abfly + abedls. (3.5)
ou
7 704(L'b CId CId 6_1
R T S

0—-1
Iy = /xﬂrb_le_(wb <6C1d71) ll - eaxb<6mdl)} dz,

I3y = /$T+b+dlewb (ewd_l)ﬂxd [1 - e_axb(ewd_l)} dz,

0—1
_ b czdi
et comme 0 < |1 —e ** <e 1>] < 1 pour x > 0, alors en employant la série binomiale

nous obtenons
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alors N
h= [artet Sy () e 0 Y,
0 i=0
et comme
7(171)&%[}(661 1) = i g (_]‘)k+j (a (|1 + Z))] ':ij (j) ecjmd _ck:nd
j=0 k=0 J
donc,

o0

]1 = i i j i (_1)i+j+k (C(l. — j))l ((L (1 + Z))J (?C) (f—l) /x'r—‘rb-&-bj-&-ld—le—ckzddx‘

. o0

L A L)) AILER) T [y g,

© X I X VTR~ N (a (1)) 0—1
11:ZZZZ< ) H'!l!{z?!))( =[G )

F(r+b(j+1;+d(l—1)+l>]‘ 36

de méme, nous trouvons

i (—1)z‘+j+kcz (a(1~|—z‘))j (i) ((9—1) r (r+b(j+ +d(l-1) N 1) '

. r+b(j+1)+ld (
Jllg e d

(3.7)

SS DT @Y oy (”W thtid 1) . (38)

. r+b(j+1)+ld i
jllld UL d

en substitutiant (3.6), (3.7) et (3.8) dans (3.5), nous obtenons (3.4). Ceci accomplit la preuve.
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3.2.2 Analyse de fiabilité

Temps moyen de panne

Afin de concevoir et de fabriquer un systéme maintenable, il est nécessaire de prévoir
le temps moyen de panne (réparation), MTTF (MTTR) respectivement, pour différentes
conditions de panne qui pourraient se produire. Ceci est généralement basé sur des expé-
riences antérieures des concepteurs et d’expertise disponible. Le lemme suivant donne le

temps moyen de panne (réparation) de la v.a T' qui suit EGWGD(a, b, ¢, d, 0).

Lemme 3.2.4 Si T est une variable aléatoire de loi EGWGD(a, b,c, d, 0) le temps moyen
de panne (réparation) est donnée pour a,b,c,d >0 et § > 1

( 1)i+j+k Cl

e = WSSy e (1) (17 1) < {0400 51) »

i—0 j=0 k=0 1—0 j!d (ck)
N .
F<r+b(]+1)+d(l 1>+1) L d+)) F<r+b(j+1)+dl+l)}

d kb d

Preuve. Nous avons

[e.9]

MTTF:/S(t)dt:/tf(t; 0, b, e, d, 6)dt =y,
0

La preuve découle de I’équati on (3.4) en posant r = 1. m

Méme chose pour MTTR en changeant f par la densité de réparation.

3.2.3 Estimation des parameétres
Estimateur du maximum de vraisemblance

Dans cette section, nous dérivons les estimateurs du maximum de vraisemblance des
parameétres inconnus a, b, ¢, d et 6 EGWGD(a, b, ¢, d, §), dans un échantillon complet.
Considérons un échantillon des v.a Xi,..., X, YEGWGD(a, b, ¢, d, §). La fonction de

probabilité de cet échantillon est

:ﬁfx,,abcde) (3.9)

1=

Par la substitution de I’équation (3.2) dans I’équation (3.9), nous obtenons

oad 0—-1
z—Habexb 1gmast(errt 1) (1+ ) {1—66”?(6 ’U} . (310)

=1
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La fonction log-vraisemblance devient

L= nlnn—knlnb—l—nln@—l—cZ(mi)d —aZ(mi)b <ec(zz‘)d — 1> +(b—1)x

i=1 i=1

= u fa(mi)b(ec(””i)d71> 4 d o
Zln(xi)—i-(g—l)z:ln 1—e +1n(1+%($i) e c(xl)>'
=1 i—1

Ainsi, les équations normales sont

b d —a(z;)® ec(‘”z)d_
oL n n ~, s n (.Tl)b (ec(wi)d 1) (@) ( 1)
Oa a i=1 i=1 < 76(;51)17(66(”1) 71)
1—e
(3.11)

oL n - 5 od > Z d

L (z:)" <e (@) _ 1) Inz; + = Z _ (xg) ~+

= b* i3 (1 + %l (z;)" — e~ )

—~
&
N
N—
&)
|
ml
o)
3
=,
S~

) | oIy

7 N
—_
|
® |
2
8
e
~
®
gy
‘:3
|
—
~_
~
R
]
—
8
N
N—
&)
@‘)lﬁ)

— e—clz)?

—~
8
.
~
&)
)
N—

n (:ci)g (1 +dln T —|—/b\e_5(5”")£ln xl)

i=1 (1 + %J(%)d - e_e(fﬁi)dA)

= 0. (3.14)

Les équations normales n’ont pas une solution explicite. Le M LFE de 0, [ (Zi, 3, c, c?)

n o b a(e;)d -t
/9\< b c, c?) =-n (Z In [1 — e_a(m) (6 ( l)d_l)]> . (3.15)
=0
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Ainsi, le MLE de a, ?)\, Cetd peut étre obtenu en résolvant quatre équations non linéaires

de (3.11) & (3.14) en employant 1’équation (3.15).

Limites de confiance asymptotiques

Dans cette section, nous dérivons les intervalles asymptotiques de confiance de ces pa-
ramétres quand a, b, ¢, d > 0 et # > 0 comme M LEs des parameétres inconnus a, b, ¢, d ne
peuvent pas étre obtenus sous les formes explicites, en employant la matrice I ! de variance
covariance, ol I; " est l'inverse de la matrice d’information.

- |
—02L —90%L —9%°L —9°L —93L
0a? 0adb dadc 0add 0add
—0%L —9%°L —9°L —9*L —9*L
obda b2 dbdc  ObOb  ObOO

Il — -02L -=9°L 0L -—-9°L —9°L

0 dcda  Ocob dc2 dcdd  9coo

—02L —0%L —9%°L —9°L —93L

8ddoa  8dob  Bddc ad? 8do6

ainsi

Les termes de I sont donnés comme suit
9’L -
00> 6> )

—axl( e%i —1
L gt () (et)
900a

d
e R

d
b cxd —ax} (eczi _1)
2L n_ax; (e i —1>e Inz;

d

000h — st (e)

— €

o cad d

5 n btd 0% (e i—1 |+tcxj
0°L _ ax; ‘e
8980 i—1 1 _a;pi? (eczid—1>
— €

82L = aCI?+d67 b
R S — o
= 1—e
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3.2. DISTRIBUTION EXPONENTIEL GENERALISEE DE WEIBULL-GOMPERTZ

1 b cd d —czd\ _ (cd d _ —cald d
PL  —n & n 2b” ( + 5T —e > <b2x e )917z

e _ " b (perd _ N2_cd
507 72 izlxz (6 1) (Inx;) b2 ,Zl (1 o cd d e—cwf)z +

—ax? ecz;'i—l

0*L - b d 8 " x? (ecmg - 1) € ( ) In x;

= — x; (e“i—l)lnxi—i—a -1 =

‘ 1—e
n cx? (% — e_“?>
b+d cx d cd ,.d —cxd

= —a x; Inx; — s (1 Lt —e ) —

8()80 Z — v + b (1 4 cd d —e @ 2

0@-1 23w (et 1) g, <1 e (6”“)) |
ot (et 1) ) .

8 b+d cx 2
g = _acz$ (Inz;) 2 4 a(f0—1) 5 Z _axb(ecz?_l)
=1 l—e '
ool (1 + Gaf - e_cx") (1+dlnz;) — da} [E (1+dinz) + e xz]
b (1+ 5t —e7er)
—azl | e®®i -1
O?L  —n? N <€c:r _ 1> ‘ ( )
@~ 7V ()
=1 (1 _e (e l 1>>
—azb Eczg—

921, n " <€C$? B 1)6 ( 1>

802 N az$+2d . ZZ

cd ,.d —exd)2
i=1 i=1 (1+3 Ca)
b
n b+d axi<e )+cx
a(@—1)25 L
86 b czd
i=1 B efazi e i —1
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3.2. DISTRIBUTION EXPONENTIEL GENERALISEE DE WEIBULL-GOMPERTZ

8086[ Zaj Inz;, — abe+decx 1+ czd) Inz+

d
n brd —ax? (ecri _1> +exd 7@ <%l _ efc:rf>
0 i
a(e_l)_ Y cz‘,i + cd d _c$d2
i—1 —az]|ei—1 (1 —+ ?le —e z)

2 n
g —ch (Inx;) —achHd o (1+cx)(lnxz)
i=1

ey (1 +dlnz; + be=%i In xz)

2
i=1 \1 _ e—‘”ﬂi’ (ecz?—1> b(1+ Lad - e*cxf)
Nous pouvons trouver les intervalles de confiance approximatifs au niveau (1 — ) 100%

) n b+d —cx?l

ac(@—l)%

Y

des parameétres a, b, ¢, d, # en employant la matrice de variance-covariance dans les formes

suivantes
a+ Zs\/var (a M/var b , T+ Zs/var (2),
2 2 2
d+7Zs var d d o+ Zs|va 9
2 2

ou Z s est le quantile d’ordre (g) au niveau de (1 — §) 100% de la distribution normale

standard.

3.2.4 Analyse des données et discussion

Dans cette section, nous présentons ’analyse d’un ensemble de données réelles a ’aide
du modele ’EGWGD (a, b, ¢, d, 0) et le comparons a d’autres modéles, comme la dis-
tribution généralise Gompretz GD (a, c¢), distribution exponentielle ED (a), distribution
exponentiel généralisé de Gompertz GED (a, #), Weibull inverse IW (), inverse Weibull
généralise GIW (0, (3), inverse exponentiel Weibull généralise EGIW (a, 0, ). Les données

qui ont été obtenues a partir de [5] qui comme suit pour les donnée de vies de 50 dispositifs.

017021111 |1}]2|3]|6

36 | 40 | 45|46 | 47|50 | 55| 60 | 63 | 63
67 | 67 | 67|67 | 72|75 7982|8283
84 | 84 |84 |85 |8 |8 |8 |85 |86 | 86
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3.2. DISTRIBUTION EXPONENTIEL GENERALISEE DE WEIBULL-GOMPERTZ

Le modeéle ’EGWGD est utilisé pour ajuster cet ensemble de donnée. Le M LEs du
(des) paramétre(s) inconnu (s), la valeur de log-vraisemblance (L), Kolmogorov-Smirnov
(K-S), les critéres d’information (AIC), critére d’information corrigé (AIC,) et le critére
d’information bayésien (BIC) et ses P-valeurs respectives pour sept modéles différents sont
donnés dans le Tableau 2.

Tableau 2 : Le MLE(s) du paramétre(s), du L, de I’AIC, du AIC., du BIC,

des valeurs de K-s et des P-valeurs

Le Modéle MLE(s) K-s -L AIC | AIC: | BIC | P-valeurs
ED (a) a = 0.022 0.191 | 241.09 | 484.18 | 484.16 | 486.09 0.045
a = 0.021
GED (a, 0) - 0.194 | 240.36 | 484.72 | 484.96 | 488.54 0.0402
0 = 0.902
a=0.011
GD (a,c) 0.157 | 235.39 | 474.78 | 475.024 | 478.60 0.155
¢=0.018
W (0) 0 =0.397 0.435 | 281.07 | 566.14 | 566.39 | 569.96 | 5.9x10~°
0 =0.274
GIW (0, 5) . 0.324 | 287.47 | 580.95 | 581.47 | 586.68 | 0.000035
5 =1273
a=0.75
EGIW ~
0 =0.61 0.254 | 254.91 | 517.83 | 518.72 | 525.48 | 0.002477
(o, 6, ) ~
B =2.142
a = 0.000085
b=0.128
EGWGD
¢ =0.401 0.143 | 224.54 | 467.96 | 469.264 | 477.52 0.241
(a, b, ¢, d, 0) ~
d = 0.69901
0 =0.246

Le tableau 2 montre que les distributions GD(a, ¢) et EGWGD(a, b, ¢, d, 0) sont
les plus adaptés (bon ajustements) a cette situation. Mais, nous voyons que le modele
dEGWGD (a, b, ¢, d, 0) est le meilleur parmi ces distributions car il a la plus petite valeur
de test (K-s), ’AIC, A’AIC. et de BIC'. En substituant le M LE des paramétres inconnus

dans I’équation (3.8), nous obtenons une estimation de la matrice de variance-covariance
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3.3. LA DISTRIBUTION A TAUX DE HASARD BETA QUADRATIQUE

comme
[ 5854 x 10710 —1581 x 1074 8574x 10°°  3.987 x 108 4158 x 10~* |
—1.581 x 107*  3.101 x 107 —7.004 x 107* —1.012x 10™® 2.175 x 10~*
IV =| 8574x 107 —7.004x10* 3.215x 1077 —5274x 10~* —2.158 x 10~
3.987 x 1078  —1.012x 107° 5.854 x 107 9257 x 107 —5.254 x 107°
| 4158 x107* 2175 x 107* 5854 x 10710 5254 x 1077 8.154 x 107° |

Les intervalle approximatifs de confiance au risque de 5% pour les paramétres a, b,
¢, d et 6 sont [0.000037,0.000132],[0.11708,0.13891], [0.39988, 0.40211], [0.69881, 0.69918] et
[0.2285, 0.26389] respectivement.

3.3 La distribution a taux de hasard Béta quadratique

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé certaines propriétés de la loi a4 taux de
risque béta quadratique et certaines proprietés (f, F, S, h,...), et dans cette section, nous
allons prendre soin des autres caractéristiques, I’estimateur du maximum de vraisemblance

avec une application illustratif (voir [2]).

3.3.1 Estimateurs des moindres carrés et des moindres carrés pon-
dérés
Dans cette section nous fournissons la régression basée sur la méthode des estimateurs

de méthode des parameétres inconnus de. La méthode proposée emploie la distribution de

G(X(;)). Pour un échantillon de la taille 7, nous prenons

E(G(X@)) = ni o VIE(Ke)) = (T:'(jl}i(zi)z)
i(n—j+1)

et Cov (G (X(i)) , G (X(j))) -

5 ;sit < j, ou G est la fonction de réparti-
n+1)"(n+2)
tion du distribution & taux de hasard Béta quadratique.

voir Johnson, Kotz et le Balakrishnan (1995) pour beaucoup de détails.

Estimateurs des moindres carrés

Obtenir les estimateurs en réduisant au minimum
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3.3. LA DISTRIBUTION A TAUX DE HASARD BETA QUADRATIQUE

n . 2
7
BQHR (a, 0, B3, a, b) = ;1 <G (X)) — n—i—l) : (3.16)

En ce qui concerne les paramétres inconnus. Par conséquent en cas de distribution de BQHR

les estimateurs des moindres carrés de «, 0, 3, a et b, Arsg, Orse, Brsp, Arse €t brse

respectivement, en employant (1.2) et (3.16) nous avons I’équation suivante.

7
BQHR(@: 0.8, 0. 0= 3, I et @)

3.3.2 Estimation du maximum de vraisemblance

Dans cette section nous considérons les estimateurs du maximum de vraisemblance de
la distribution de BQHR. Soit ¢ = («a, £, 0, a, b)T, afin d’estimer les parameétres «, [3,
0, a et b de la loi de taux de risque Beta quadratique, soit X;, X5..., X,, un échantillon

aléatoire de taille n de BQH R(x; ¢). La fonction de score associée est donnée par

(o) |21 oL oL oL oL)”
" 0’ 907 0B da’ Ob

La fonction log- vraisemblance peut étre écrite comme suit

L(¢,24) = —nInl (a) —nInl (b) + nInl (a +b) + Zlog (a + 0z + ﬁgc%i)) —

i=1

baz%‘) -5 Zfﬂ%i) -¥ Z“”?ﬁ)*
(a—1) Zln [ ~(awq) +2x<z)+3z<z))]

Différenciant L par rapport a chaque parameétre «, 3, 0, a et b et posons les résultat égal

a zéro, nous obtenons des évaluations de maximum de vraisemblance.

OL & (‘)6_(‘1"”“)%”6@)*?96?1))
= —b T —|- a — ]. : ) (317)
da Z o+ 93: (0 + B, Z 2 ; 1 o (ow@ 523,453,
n n —(az@y+da?, + 823 )
ol ) x%i)e ( OT2THT3IT)
oL _ A N (3.18)
(@) ’
00 Z o+ 916( + 537 Z ; 2 [1 _ *(aw(zﬁzxﬁﬁgﬁi))
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3.3. LA DISTRIBUTION A TAUX DE HASARD BETA QUADRATIQUE

0,2 B3
OL & a0 - x?z')e‘(a”””)*fx@)*?x(i))
— = — =Y i+ (a—1) , (3.19)
op Z o+ 0 + Bx Z Zzl 3 [1 _ e‘(“””(l’)‘”‘%”"%i)*‘?ﬁi))}
alog L = —(azx; +Q$2' +§x3’_
aa :—n¢<a)+nw(a+b)+;<l—e ( OHT2%@) T3 (L))>, (320)
et
oL = 0 6]
5 —np (b) + np (a +b) — Z (ax(i) + 5:1:?2) + gxf’z)) : (3.21)
i=1

ou 7 (.) est la fonction de digamma.

L’estimateur M LE de ¢, gAb est obtenu en résolvant le systéme non linéaire U, (¢) = 0.
Pour résoudre les équations de (3.17) a (3.21), il est, habituellement plus pratique, d’uti-
liser des algorithmes d’optimisation non linéaire tels que l'algorithme quasi-Newton pour
maximiser numériquement la fonction log-vraisemblance. Afin de calculer les erreurs et les
intervalles de confiance asymptotiques, nous employons ’approximation habituelle de grand
échantillon, dans lequel les M LEs peuvent étre traités comme étant approximativement
multi normales.

Par conséquent comme n — oo, la distribution asymptotique du M LE est donnée par

(voir 2]) : )
a a Vi Vi Vig Via Vis
0 0 Vor Voo Vag Var Vis
BATLL B Vo Ve Vi Vau Vs ||
i a Vi Vis Vig Vi Vi

o (T = Vi\p = 7). e

Vin Vi Vig Vg Vs A A Az A Ass
Vor Vao Vag Vag Vs Agp Agg Az Agg Ass
Var Vi Vag Vg Vas = | Asi Az Azz Az Az |
Vi Vie Vig Vi Vs Ap Agg Az Ay Ags
Vor Vs Vs Ve Vas As1 Asz Asz Ass Ass

est la matrice de variance-covariance approximative avec ses éléments obtenus a partir

du systeme suivant
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PL L 2L 02L L
An =55 Az= 9 Aig = dadp A = dada s = dadb
L L 2L L
App = == Apy= " Apy= - Ay =
27002 BT 0008 T 0000 TP 000b
e 0L _PL L
BT o2 T 9poa TP 9B0b
_PL L
“T 002 TP 0gb
A, _ 0L
T

La matrice de dispersion inverse, donne les variances et les covariances asymptotiques
des M LFEs pour «, 0, 5, a et b.
Les intervalles de confiance approximatifs au risque 100 (1 — o) % pour «, 0, 3, a et b

peuvent étre donnés par

aiZ%\/‘A/n, aiZ%\/‘A/ﬂ, Bizg\/%:’n aiZ%\/‘A@L, 6iZg\/‘/}ss-

ou Zg est le quantile d’ordre «v de la distribution normale standard.

3.3.3 Application

Dans cette section, nous exploitons des ensembles des données réelles pour vérifier que
la distribution de BQH R est mieux adapté que la distribution QHRD. Cet ensemble de
données donne le temps d’échec (103h) du turbocompresseur d'un type de moteur donné
dans [2].

1.6, 2.0, 2.6, 3.0, 3.5, 3.9, 4.5, 4.6, 4.8, 5.0, 5.1, 5.3, 5.4, 5.6, 5.8, 6.0, 6.0, 6.1, 6.3, 6.5,
6.5, 6.7,7.0,7.1,73,7.3,7.3,7.7,7.7,78,7.9, 80, 81, 8.3, 8.4, 84, 8.5, 8.7, 8.8, 9.0.

-1
La matrice [ <gz5) de variance-covariance des M LE's est

3.429¢ — 03 —8.939¢ —04 1.008¢ —05 0.409 0.390
—8.939¢ — 04 2.772e — 04 —4.14e—-06 —0.124 —0.1433
1.008e — 05 —4.148¢ — 06 1.302¢ —06  0.008 0.013
4.090e — 01 —1.242¢ — 01 8.0521e — 03 32.924 19.232
3.906e — 01 —1.433e —01 1.368¢—02 19.232  2.385

Les variances des MLE de «, 3, 0, a et b sont var (@) = 3.429 x 1073, var (5) =
2772 x 10, var (B) — 1.302 x 105, var (a) = 32.924 et var (6) — 9.385.
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3.4. EXPONENTIELLE GENERALISEE A TROIS PARAMETRES

Par conséquent, les intervalles de confiance au niveau 95% pour «, 3, 0, a et b sont
[0.163,0.273], [—0.098, —0.066] , [0.008,0.011], [4.976,15.879] et [11.237,14, 1715] respecti-

vement.

Tableau 3 :
Les estimateurs de ML, log-vraisemblance, AIC et AIC, pour ’ensemble de
données
Modéele a b 0 o I5; AIC BIC AIC,
BQHRD | 10.428 | 12.704 | -0.082 | 0.218 | 0.009 | 168.413 | 176.857 | 170.177
QHRD 1 1 -0.024 | 0.006 | 0.009 | 173.143 | 178.21 | 173.810

BGE 0.171 | 91.54 | 0.224 | 32.27 1 170.307 | 177.062 | 171.449
BW 0.907 | 0.380 | 0.177 1 4.282 | 172.258 | 179.014 | 173.401

GW 1 1 0.481 | 11.93 | 1.010 | 186.859 | 191.926 | 187.526
BE 7.701 | 17.47 | 0.059 1 1 180.929 | 185.995 | 181.595
GE 1 1 0.449 | 9.514 1 184.285 | 187.663 | 184.609

Afin de comparer les deux modeéles de distribution, nous considérons des critéres comme,
AIC, AIC, et BIC pour 'ensemble de données. La meilleure répartition correspond a la
plus petite valeur, AIC, AIC. et BIC (les formules sont données au début de la section).

Le tableau 3 montre les parametres des M LFE's pour chacune des trois distributions et
les valeurs d’AIC' et A’AIC.. Les valeurs dans le tableau 3, indiquent que le BQHRD est

un concurrent fort pour d’autres distributions utilisées ici pour I'ajustement des données.

3.4 Exponentielle généralisée a trois parameétres

3.4.1 Estimateurs du maximum de vraisemblance

Dans cette sous-section, nous discutons comment obtenir les M L E's et en discutant leurs
propriétés asymptotiques (voir [6]). Nous donnons d’abord les résultats pour un échantillon
complet, puis pour les données censurées de type Il (type Fréchet). Nous considérons le
modele GE a trois parameétres, et pour des raisons de simplicité, nous réparamétrisons 3 =
%. Soit X1, X, ..., X,, un échantillon de taille n de GF (a, %, 1 | ; alors la fonction log-

vraisemblance L (a, 3, p) pour p < x(1) est
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3.4. EXPONENTIELLE GENERALISEE A TROIS PARAMETRES

n

L(a, B,p) = |nlog(a)+nlog(8) =D B (zi—p)+

i=1
(—1) Z log (1 — e_(“_“)ﬁ)
i=1
ou «, B, > 0.
Si @ > 1 en prenant la dérivée par rapport a «, 5 et u et égalant a 0, on obtient les

équations normales suivantes

oL
Em _ g + log (1 _ 6—(%—#)5) =0, (3.22)
n (xz J— /’L) ef(xiflu')ﬂ B
aﬁ 5 Z @=1) Z; 1= g O (3.23)
aL n 6_(537.'_/‘)5

Les trois équations peuvent étre réduites a deux équations si nous remplacons « en
termes de (3 et 1 dans (3.22). Nous devons utiliser I’algorithme de notation ou l’algorithme de
Newton-Raphson pour résoudre simultanément les deux équations non linéaires. Considérons

les secondes dérivées de L («, 3, )

L n 0L Z )e (zi—p)B
02— a2’ 9adf 1 —e (@i-mwb 7

e_(l'i —u)B

PL__n (@ — p)te e L "
= _ 1 _ _ewmmmr
o7~ 7 ); (1— e-@-m)? " dady 6; | — o Gwnp

82L n €; — —1 + ef(xifﬂ)ﬁ 6*(%‘*#)/5
n+(a_1)z(ﬁ( D) 2) |
1 (1 — e_(l’i—li)ﬁ)

82L 9 n 6_(9311_.“)6
g B2 a—-1 .
ou? (a ) Z (1-— e—(ﬂﬁi—u)ﬁ)z

i=1
0L n
Joll (= I
(8042) a?’
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82[/ o (X — Iu) 6_(X_M)6
E (aaaﬁ) = Nk ( 1— e~ (X8 )

(b 0) =0 (1) = 5 (a1 —z/»<1>>]

:”{m

A 1 (X — p)? e (X-mB
E<8_52> = —-n —+(a—1)E< )]

52 (1 — e~ (X-mB)?
—n_ na(a—1)

- -l (W - D+ @ a- - ))
2 (¥ () =0 (00 + () — v (1)),

2L e~ (X—n)B 1
E (aaa,u) = —fnkb (1 — e(X“)ﬁ) B —5711 —a’

2L B B e~ (X—n)p (5 (X —p) — 1+ 6—(X—u)6)
E(358M> = n|l+(a—1E ( (1_6—(X—u)ﬂ)2 )]
na (o —1)

= — 5 Wl-1)-¢Q)-na@)-vQ1),

62L 9 e_(X_:u)B 9 o
E (G_/P) = nfla-DE <(1 — e (X-mp)? | et

ot ¢ (.) et 4 (.) sont la fonction digamma et sa dérivée poly-gamma respectivement.

Pour o > 2, La famille GE satisfait toutes les conditions de régularité (voir [6]) d'une
maniére similaire & la famille gamma ou a la famille Weibull, et nous avons donc le résultat

dans le théoréme suivant

Théoréme 3.4.1 Pour a > 2, les estimateurs du mazximum de vraisemblance <&, B, ﬁ)

de (o, B, ) sont des estimateurs sans biais et \/n <& — a, B— B, 1u— u) sont asymptoti-

quement normauz avec le vecteur moyen 0 et la matrice de variance-covariance I 1 ou
9%L %L %L
] E (W) E <8a35> E (aa )
_ 2L 2’L ok
1= | Q) 2 (%) £ ()
8%L 0%L 02
E(d) E(d) £(5)

Meéme pour la distribution de Weibull a trois parameétres ou la distribution gamma a

S
S

~

trois parameétres, les conditions de régularité ne sont pas remplies pour o < 2 (voir [6]). Les
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3.4. EXPONENTIELLE GENERALISEE A TROIS PARAMETRES

résultats asymptotiques ne sont pas connus pour o < 2 bien que certains cas spéciaux ont
été étudiés numériquement par Harter (1969) pour la distribution gamma.

Comme les données des durées de vie sont souvent censurées, nous dérivons des équations
normales pour les données censurées de type II. La fonction de vraisemblance logarithmique
pour les premieéres observations commandées d’un échantillon de taille n peut étre écrite
comme

L(a, B, p) = C+r(loga+logh)+(a—1)) log (1 _ ef(x(i)fﬂ)/g)

—Z Ty — [ 5+a(n—r)log( <m<r>*“)5>.

Les équations normales deviennent

- Z log (1= e~ (=6797) 1 (= r) o (1 = e (002)3) — g

r - . d ($(i) - U) 6_(I(i)_u>ﬁ B (SL’(T) — Iu) e_(x(r)_")ﬁ -
N Hesy ; 1— ¢ (rn)s rabn=n 1— e (F0m)s "
r —(zy—n)B —(z(y—n)B
rB—Bla=1)) bo) —B(n—r) o) = 0.

1 _ e (zn-n)8 1 — o (o)1)

Notons que la matrice d’information de Fisher est de méme type que le cas d’échantillonnage

complet. La distribution de la i statistique d’ordre X (i) est donnée par

i) n_r;Z’” ( <z+j)7%,u>.

Tableau 4
Estimations, log-vraisemblance, chi-deux et statistiques de

Kolmogorov-Smirnov

~

a 3 i LL : | K-S
Gamma | 2.7316 | 0.0441 | 10.2583 | -112.8501 | 0.950 | 0.107
Weibull | 1.5979 | 0.0156 | 14.8479 | -112.9767 | 1.321 | 0.118
GE | 4.1658 | 0.0314 | 4.7476 | -112.7666 | 0.675 | 0.103

Par conséquent, la matrice d’information de Fisher peut étre calculée a 'aide de cette

distribution.

73



3.4. EXPONENTIELLE GENERALISEE A TROIS PARAMETRES

Si le parameétre de position est connu, les M LEs de « et 5 peuvent étre obtenus en
résolvant les équations (3.22) et (3.23). Il est possible d’écrire en termes de [3; Donc, il
réduit & la résolution d’une seule équation. Si le paramétre de position est connu, alors, sans
perte de généralité, nous pouvons supposer qu’il soit nul. Dans ce cas, les M LSs existent

1
toujours et la famille GE (a, —) satisfait les conditions de régularité pour toutes les valeurs

B

possibles de « et 5. Si, @ > 2 la matrice de variance-covariance asymptotique de y/n (a, B)
est I'inverse de la premiére sous-matrice (2 x 2) de I, et pour 0 < o < 2, c’est U'inverse de la

matrice carrée (2 X 2) symétrique A = (a;;), ou

1 aoo 9 _pya—2
ar = au:agl:—g/xe T(1—-e )" Tdr,a > 0.
0
1 “a [ o
P P_‘_(OL/B#/,’IZZG_QI (1—e™) “da,a > 0.

0
3.4.2 L’analyse des données

Dans cette section, nous considérons le jeu de données réel d’Lawless (1982 p. 228).
Les données sont apparues dans les tests sur I’endurance des roulements & billes & rainure
profonde. Ils ont d’abord été abordés par Lieblein et Zelen (1956) et par Gupta et Kundu
(1997). Les données sont le nombre de millions de tours avant I’échec pour chacun des 23
roulements a billes dans le test de vie et sont les suivants : 17.88 28.92 33.00 41.52 42.12
45.60 48.40 51.84 51.96 54.12 55.56 67.80 68.64 68.88 84.12 93.12 98.64 105.84
127.92 128.04 173.40.

Nous avons utilisé les trois distributions, & savoir gamma & trois paramétres, Wei-
bull & trois parametres et GFE & trois paramétres. Nous présentons les estimations, le log-
vraisemblance LL, les valeurs observées et les valeurs attendues, les statistiques de Kolmogorov-
Smirnov (K-S) et de Chi-deux dans le tableau 4, avec les fréquences observées et attendues

dans le tableau 5.

Tableau 5 :

Fréquences observées et attendues
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3.4. EXPONENTIELLE GENERALISEE A TROIS PARAMETRES

Intervalles | Observé | Gamma | Weibull | GE
0-40 3 4.493 4.738 4.322
40-80 12 10.658 | 10.016 | 10.913
80-120 5 5.423 5.627 | 5.303
120-160 2 1.805 1.992 | 1.739
160-200 1 0.621 0.627 | 0.723

Nous observons que le GE a trois parameétres correspond légérement mieux que le gamma

a trois parameétres ou Weibull & trois parameétres, dans ce cas.
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Conclusion générale

Dans le domaine de la modélisation, il existe de nombreuses distributions statistiques
réalistes du point de vu pratique a cause de leurs propriétés intéressantes comme la forme en
baignoire du taux de hasard et les distributions limites non dégénérées. Cependant la plupart
d’entre elles sont compliquées pour discuter certaines propriétés, comme les moments, la
fiabilité, etc. De plus, le nombre accru de paramétres entraine la complication et la difficulté
dans le processus d’estimation. Certaines distributions généralisées proposés sont similaires
a des distributions classiques de sorte que toutes les procédures de calcul sont les mémes,
la distribution exponentielle généralisée peut étre considérée comme une distribution de
min(Xy, ..., X,,) ou les {X;} sont i.i.d de fonction de distribution 1 — (1 + Az)e %, x > 0,
A > 0 qui est un modéle & taux de hasard linéaire.

Dans ’analyse des données avec un support réel, une raison évidente par exemple pour
généraliser une distribution standard QQH R est parce que la forme généralisée offre une
plus grande flexibilité dans la modélisation des données réelles ot nous pouvons donner des

extensions pour les moments et pour la fonction génératrice des moments.
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Annexe

3.5 Fonctions usuelles

3.5.1 Fonction digamma

La fonction digamma ou fonction psi est définie comme la dérivée logarithmique de la
fonction gamma.

Les premiéres dérivées de cette fonction
diInl'(z)] 1 dI'(z)

dz ['(z) dz

¥ (2) =

Une extension en série de cette fonction est donnée par

- 1 1
1) =—y— - 0, -1, —2, —3,..
e S (1) s
ol v = 0.5772156649 est la constante d’Euler qui est égale & [— (1)].

Si la dérivée de la fonction gamma elle-méme est définie, nous pouvons donc utiliser

simplement

notons que certains auteurs écrivent

d d
= T (z+1) = —2.
U(s)= T (z41) = -2

3.5.2 Fonction poly-gamma

La fonction poly-gamma d’ordre n est une fonction spéciale définie comme la (n + l)éme

dérivée logarithmique de la fonction gamma

Y™ (2) = (i)n@/)(z) = a InT'(2) pourn=1, 2, 3,...

dz dzntl
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3.5. FONCTIONS USUELLES

ot ¥ (2) = (2) = NS est la fonction digamma.
z
Deux relations utiles utilisées pour trouver des cumulatifs pour certaines distributions

sont

™ (1) = (=1)" kg (n+ 1)

e (%) = (D)™l 2™ = 1) ¢(n+1) = (2" = 1) ™ (1).

ou ¢ est la fonction zéta de Riemann.

3.5.3 Fonction de Bessel modifiée

Les fonctions de Bessel modifiées générent I’ensemble des solutions de I’équation diffé-
rentielle ,
oy dy
2 2 2
==+ r——(°+n =0.
dz? dx ( ) 4
Les fonctions de Bessel modifiées de premiére espéce I, et de deuxiéme espéce K, sont reliées

a la fonction de Bessel de premiére espéce J, par

I, () =1 "J, (ix),

w i (iz) — i~ J, (i)

K, = — 1 Z.
(z) 5 sin () orsque n ¢
DT iz — P (i
K, (z) = lim Tr (zx) iy (i) lorsque n € Z.
p—n 2 sin (pr)

3.5.4 Kurtosis ou d’aplatissement
C’est le moment d’ordre 4.
Définition 3.5.1 Le coefficient d’aplatissement ou Kurtosis est le moment centré d’ordre 4
m=E[(X - E(X))"].

Pearson a défini le coefficient d’aplatissement (Kurtosis) qui permet d’étudier la forme plus

ou moins pointue ou aplatie

Hy
K==
ol
Fisher propose d’étudier K' = K — 3 ce qui permet de faire référence a une distribution

particuliére qui est la loi normale pour laquelle K wvaut 3. Les logiciels statistiques vous

donnent la valeur de K.
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3.5. FONCTIONS USUELLES

- Le Kurtosis donne une information sur les queues de distribution. En effet, ce coefficient
est grand quand il y a beaucoup de valeurs éloignées de la moyenne.

- Le Kurtosis gaussienne est nul.

Kurtosis non normalisé

Etant donnée une variable aléatoire réelle X d’espérance p et d’écart type o, on définit

son kurtosis non normalisé comme le moment d’ordre quatre de la variable centrée réduite :

(X;M)4]_

By =F

Losque cette espérance existe. On a donc

avec p, les moments centrée d’ordre <.

3.5.5 Skewness ou coefficient d’asymeétrie

C’est un moment d’ordre 3

Définition 3.5.2 Le coefficient d’asymétrie ou Skewness est le moment d’ordre 3 centré
3
M3:E[<X_E(X))]'

Le coefficient d’asymétrie ou skewness de Fisher est relatif

s=5
Hy
- Lorsque la distribution est symétrique, le coefficient de skewness est nul.
- Lorsque la distribution posséde une forte queue vers la droite, le coefficient de skewness
est positif.
- Lorsque la distribution posséde une forte queue vers la gauche, le coefficient de skewness

est négatif.
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3.6. THEORIE DES VALEURS EXTREMES

3.6 Théorie des valeurs extrémes

La théorie des valeurs extrémes propose d’approximer la queue d’une distribution expé-
rimentale par une loi théorique particuliére et faire des estimations & partir de cette derniére.

Deux approches sont envisagées :

- Panalyse des maxima par intervalles de temps fixes (crues maximales décennales par
exemple),

- Panalyse des valeurs au-dessus d’un seuil (toutes les crues supérieures a une certaine
hauteur par exemple).

La loi généralisée des extrémes ou GEV est utilisée dans le premier cas et la loi de

Pareto généralisée GPD dans le second.

Définition 3.6.1 Soit X1, Xo, ..., X,, un échantillon i.i.d. Si Fx est la fonction de répartition

commune des X; alors :
P(M, <z)=P(max (X1, Xs,...X,) <z)=P(X; <z,..,X, <z)=(Fx(2))".

avec M, = max (X, Xo, ..., X;,) = —min(—X;, — Xy,..., —X,,). Ce résultat a une
double conséquence :

D’une part, dans le cas d’un échantillon i.i.d, la loi des maxima s’obtient facilement deés
lors que Flx (.) est connue, et d’autre part la loi des minima se déduit trés simplement des
résultats obtenus sur les maxima.

On consideére dans la suite I’échantillon ordonné Xy, X(9),..., X, ; afin d’alléger les
notations.

On notera parfois Xy, = X(,—x+1), de sorte que le sous-échantillon des k valeurs les plus
élevées s’écrivent : Xy, < ... < Xj,. On notera dans la suite S () =1 — F (x) la fonction

de survie associée a F'.
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3.6. THEORIE DES VALEURS EXTREMES

3.6.1 Loi des valeurs extrémes

le théoréme de GnedenKo (1943) affirme que la loi des valeurs extrémes appartient a

une famille composée de trois lois de probabilité donnée par

Types La fonction de répartition La fonction densité
I (Gumbel) G(r)=exp(—e™) xz€R g(z)=exp(—x —e®)
0 <0 0
IT (Fréchet) | G(x) = r= g(x)=
exp(—z~®) x>0 ar~ @+ exp (—27)
e (L \a <0 . a—le o\
I (weibull) | G (z) = 4 OP D) w0 b o Jaltza) e (= (=27
1 >0 0

Voici le théoreme qui donne la loi du maximum.

Théoréme 3.6.2 ( Fisher-Tippet-Gnedenko-Von Mises-Jenkinson). Si (X1, Xs, ..., X,,)
est une suite de v.a i.1.d, et sil existe un paramétre v € R et deux suites normalisantes de
réels a, > 0 et b, € R et une fonction de distribution H, non dégénérée (Var(Z) # 0,

Z ~ H.,) tel que pour tout x € R

Xm) — by,
lim P {L < x} =H, (z)
n—oo an
avec
—(4yy) M7 ' 0
e st
1¥7(x) _ {1+~vy>0} 7/7é

—eY

e sinon

alors H., doit étre une distribution standard des valeurs extrémes er qui a nécessairement
l'une des trois formes suivantes (Weibull, Fréchet, Gumbel).
ou vy lindice des valeurs extrémes, il se différe selon les distributions de valeurs extémes

comme suit

v>0 Fréchet, distribution de type Pareto: 1 — F(x) = x_%lp(x)
v <0 Weibull, X admet un point terminal fini
v=20 Gumbel, queue a décroissance exponentielle

Les lois des valeurs extrémes peuvent étre représentées sous une seul forme, appelée

distribution des valeurs extrémes généralisée.
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3.6. THEORIE DES VALEURS EXTREMES

3.6.2 Distribution généralisée des valeurs extrémes

La distribution généralisée des valeurs extrémes (GEV) est une distribution a trois
paramétres, elle est utilisée en hydrologie. Von Mises et Jenkinson ont unifié ces 3 lois par

la distribution GEV définie par la fonction de répartition suivante

exp (— (1+§(%))7%> pour {#£0et1+&(=2)>0

H(x) =
exp (— exp (—T")) pour E=0

avec 4 le paramétre de position, o le parameétre de dispersion et £ le parameétre de forme.
Elle se réduit selon la valeur de ¢ de la fagon suivante :

- A la loi de Gumbel si £ =0

- A laloi de Fréchet si ¢ > 0; avec H(z) =0 pour z < pu — ¢.

- A la loi de Weibull si { < 0; avec H(z) =1 pour z > pu — ¢.
Plus la valeur de ¢ est élevée plus la queue de la distribution est épaisse.

- La loi GEV a pour densité de probabilité

1o~ (46054 (14 ¢ (22)) ¢ pour € £ 0

T o (- (5)) o (e (54))) powr e =0

3.6.3 Autres caractéristiques

Si on considére la v.a X ~~ GEV (u, o, &) alors on a

- L’espérance est

pto(gn—1)/§;s1§#0, £<1
EX)={ n+oy si{=0
o0 ;SifZl

Ou g = T'(1+ k&), v est la constante d’Euler

- La médiane est

, u-l—a%sif%o
median =
p+olnln2si =0

- Le mode est
—¢
W+ 0—(1+5)£ Lsig#£0

pwsié=0

mod =
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3.7. DISTRIBUTIONS CLASSIQUES

- La variance est

0% (g2 — g7) /€ s € # 0,6 < 3
Var(X) = 0% sisié=0
oosifZ%

3.7 Distributions classiques

3.7.1 Distribution x-exponentielle

On dit qu’une variable aléatoire continue 71" de temps de la vie suit une loi x- exponentielle
de parametre A\, o € RY.

-Si sa fonction de densité est donnée par :
f(t) = axe™(A)(1 — (1 + M)e )Lt > 0.

On désigne que T~ z-Exp(\, ).

La fonction de répartition d’une variable aléatoire T ~» z-Exp(A, a) est
F(t) = (1 - (1+X)e )t > 0.

- Clairement F'(0) =0, F'(c0) = 1.
- La fonction F' est non décroissante et continue & droite, elle est absolument continue.
-Si T ~» x-Exp(A, «) alors

- La fonction de survie est
St)=1—(1—(1+A)e ) ¢t>0.

- La fonction de risque est

ale ™ M(A)(1 — (1 + M)e M)t
T (1— (Lt M) e

h(t) = , t>0.

- La fonction de risque cumulée est

H(t) = —In(1— (1 — (14 X)e ™)), ¢t > 0.
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3.7. DISTRIBUTIONS CLASSIQUES

3.7.2 Distribution Gumbel

La distribution de Gumbel est une bonne approximation de la loi du maximum d’un
échantillon de v.a indépendantes et de méme loi. Parmi les lois appartenant au domaine
d’attraction de la loi de Gumbel, on compte la loi exponentielle. La loi de Gumbel est un
cas particulier de la loi d’extremum généralisée au méme titre que la loi de Weibull ou la loi
de Fréchet.

- Sa fonction de densité est

flz; «, ﬁ)zéexp [—@—exp (—M)] ,a>0, >0, xR

o
ou [ est le parameétre de position et « est le parameétre d’échelle
On dénote par T ~» Gumbel (o, [3) .

- Sa fonction répartition est

F(t; a, ) =exp [— exp (—Mﬂ ;i teR.

«

pour 8 =0 et a =1, on obtient la loi standard de Gumbel .
- Sa fonction de survie est

S@;a,5):{1—em>Lﬁmp<—@_*%>]};teR.

«

- Sa fonction de risque est

h(t; o, B) = - {_@ T <_(x+“ﬁ)>] . teR.

o=

- Sa fonction de risque cumulée est

H(t; o, ) =—1In {1—exp {—exp (—(t_ﬁ))H - teR.

«

- Sa espérance de survie est

S+ ay
e(t) =
1 —exp {— exp (—(t;—ﬁ))}
- Sa moyenne est
E(T) =B+ ay.
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3.7. DISTRIBUTIONS CLASSIQUES

ou v = 0.5772 est la constante d’Euler.

- Sa variance est

a’n?

Var(T) = 5

- La Médiane est

median = —aln(In(2)).

- Le mode est

mod = .
- L’asymétrie est
12
3
- Le Kurtosis normalisé est
12

- L’entropie est

In () + C + 1 pour a > exp (— (C'+1)).

- La fonction génératrice des moments est
['(1— at)exp(at).
- La fonction caractéristique est

op (t) =T (1 —iat) exp (ift) .

3.7.3 Distribution Fréchet

- Sa fonction de densité est :

ft; o, A) =

® |2

—1l—«
t—m
( ) ,a>0,s>0meR;t>m.
S

ol « est le parametre de forme , s est le parameétre d’échelle (par défaut : s = 1)et m est le
paramétre de position (par défaut : m = 0).
On dénote par T ~» Frechet (a, s, m).

- Sa fonction de répartition est

F(t; o, /\):exp{— (t;m>a}; t > m.

86




3.7. DISTRIBUTIONS CLASSIQUES

- Sa fonction de survie est

S(t; o, A)—l—exp{— (t—m> }; t>m.
s

- Sa fonction de risque est

g(t—m)_l_a
Wt o, \) = —> N 5 Lt

e | (=)}

median = m + ——.
/log, (2)

1
modzm—l—s( @ ) .
1+

- Son mode est

+

- Son entropie est
S
Entropie =1+ J +v+1In (—) , ou v est le constante d’Euler-Mascheroni.
a a

- L’asymétrie de cette loi est

Jr(1-2)+2r3(1-1)
) (=)

00 ; sinon

; pour a > 3

RN |10 o

- Son kurtosis normalisé est

B P(1-2)—ar(1-2)r(1-2)+3r2(1-2)
BN R s

00 ; sinon

; pour o > 4

- Sa fonction de risque cumulée est

H(t) = —In (1 —exp{— (t;m)_a}> .t >m.

- Son I’éspérance de survie est

- Sa moyenne est
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3.7. DISTRIBUTIONS CLASSIQUES

- Sa variance est

32<F(1—%)—(F(1—§))2> ; pour o > 2 .

o0 ; sinon

Var (T) =

Et pour calculer la moyenne d’ordre £ € N*, il suffit utiliser la formule suivante

E(T*) = o'T (1 — E) :

A

Remarque 3.7.1 1- La loi de Fréchet est un cas spécial de la loi d’extremum généralisée au
méme titre que la loi de Gumbel ou loi de Weibull.
2- En hydrologie, cette loi s’utilise pour des événements extrémes tels que le maximum annuel
des précipitations journaliéres ou le débit des riviéres.
3- On remarque quelques liens avec d’autres lois :
-S8i T~ UJ0,1] alors m + s (—log (T))_71 ~ Frechet (o, s,m) .
- Si T ~~ Frechet (o, s,m) alors kT + b ~» Frechet (o, ks,km + b) .
- Si T; = Frechet (o, s,m) et Y = max{T,...,T,} alors Y ~~ Frechet (o, nts,m).

- Si T ~ Weibull (k = a, A = m) alors mT2 ~ Frechet (o, s,m) .

3.7.4 Distribution Gamma

Les distributions Gamma sont utilisées pour modéliser une grande variété de phéno-
meénes, et tout particulierement les phénomeénes se déroulant au cours du temps ot par
essence, le temps écoulé est une grandeur réelle positive; c’est le cas par exemple dans
I’analyse de survie.

- Sa fonction de densité est

«

T ()

ol « est le parameétre forme et A le paramétre d’échelle.

ft N a) = t* lexp(=At); t>0et \, a>0.

Cette relation est notée T~ I' (A, @) .

Dans cette formule, I' est la fonction Gamma d’Euler est définie par

[ (t) = /OOO exp (—u) u'du.

88



3.7. DISTRIBUTIONS CLASSIQUES

Propriété

1-T'(t+1) =tI'(t) pour t > 0 (par 'intégral par partie) pour cette raison Gamma est
appelée factorielle généralisée.

2-T(1) = [ exp(—t)dt = —exp (—t)]® = 1.

3-T(n)=(n-1)L

LT () - VR

5- La loi Gamma de parameétre A > 0 et o = 1 s’appelle loi exponentielle de paramétre

6- La loi Gamma de parameétre A > 0 et @ = n entier > 1 , est la probabilité de la
somme de n v.a indépendantes de méme loi exponentielle de parametre A (loi d’Erlang).

7- Si Ty et Ty deux variables aléatoires supposées indépendantes telle que T; ~~ G(A, «)
et Ty ~ G(B, ) alors Th + Ty ~ G(A + 3, ).

8-SiT ~ T (aw = n, \) avec n entieér,alors Fry (t) = 1—Fy (n — 1) avec Y ~» Poi (¢ = \x).

- Sa fonction de répartition est

1 At
Ft;\a) = —/ u* Lexp (—u) du.
i) = s | (~u)
, _ (a0 A
F(t;\a) = Ta)
telle que
t
7(@,25):/ u*texp (—t)dt
0
donc

At
v (o, At) = / u*texp " du; si Re(a) > 0.
0

est nommeée fonction Gamma inachevée (Gamma incompléte), on Note, par définition
v (a,t) + T (a,t) =T () .

- Sa fonction de survie est

- Sa fonction de hasard est
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3.7. DISTRIBUTIONS CLASSIQUES

At Lexp (—At)
ht) = 1—v(a, At)

- Son espérance mathématique d’ordre r € N est

E(TT)IF(OZ+H) _ oz(oz—l)...(a—i—n_l).

AT () A"
donc
«Q
E(T)=—.
(=15
- Sa variance est
o
Var(T) = z
- Son mode est
1
mod = X (v —1)

- Son asymétrie est

- Son kortosis normalisé est

Rle

- Son entropie est

Elog f (z)] :ai—f-(l—a)ln (%) +In(IF'(a) + (1 — )¢ (o).

- Sa fonction génératrice des moments est

1 —Q
<1 — E) pour t < \.

- Sa fonction caractéristique est
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3.7. DISTRIBUTIONS CLASSIQUES

3.7.5 Distribution de weibull

- La fonction de densité de probabilité est donnée par

o
f(t o, B) = %(%)L“e(ﬁ) 120, a,3> 0.

ou « est le parameétre de forme et [ est le parameétre d’échelle.
On marque ceci par T~ W (a, [).
- Sa fonction de répartition est donnée par

i@
F(t; a, ﬂ)zl—e<6> ;i t>0.

I

Remarque 3.7.2 1- Nous remarquons que la distribution exponentielle est une cas particu-
lier des distributions de gamma et de Weibull.
2- La famille des distribution de weibull a été présentée par le physicien Suédois Waloddi en
1939.
3- Quand o =1 la fonction de densité devient
E
ft: B) = %e_ﬁ St>0.

ce qui est la densité pour une distribution exponentielle avec le paramétre o = —.

™|

- Sa fonction de survie est

- Sa fonction de risque est

a [t
h(t; «, ng (—) :t>0.

- Sa fonction de risque cumulée est

H(t; «, 5):<£>a;t20.

- Son espérance de survie est



3.7. DISTRIBUTIONS CLASSIQUES

- Les moment d’ordre r € N* est définie par

+oo +oo - r
LAY r N 5 =Y N o
E(TT) /0 t"f(t)dt = « /0 yre Ydy ozF(B—l—l).

t «
ol nous avons fait méme substitution y = <B) afin de simplifier I'intégration

1
/L:E(T):BF(E+1).
- La variance associée a cette distribution est
2
o =Var(T) = 3 {r (— + 1) + E(T)Q} :
«

- La médiane est

Q=

median = (3 (In2)= .

- Le mode est

T
modzﬁ(a ) , o> 1.

«

- La fonction génératrice des moments est
n
M (t) = BT <1+—) .
a
- Skewness est

BT (1+2) — 3uo? — 4
1= :

o3
- Le Kurtosis normalisé est
BT (14 2) — dpody, — 30* — 6p0? — p*

ol

() ()

La distribution de Weibull est souvent utilisée dans le domaine de I'analyse de la durée

Yo =

- L’entropie est

de vie, grace a sa flexibilité ; comme dit précédemment, elle permet de représenter au moins

approximativement une infinité de lois de probabilité.

Liens avec d’autres lois

2
osiT ~ W (a=k, ﬂzm),alorsm?WFTechet(kj, s, m).

esiT ~ W (a=k, =m), alors log(T) ~~ Gumbel (a, [3).
o si T ~ Exp(A), alors T~ Weibull (o, ).
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Résumé

Dans ce mémoire nous avons discutés certaines propriétés
mathématiques de quelques distributions généralisées, y compris les
moments ordinaires, la fonction génératrice des moments, la fonction
caractéristique, la médiane, |'estimation par la méthode du maximum de
vraisemblance et en fin ce travail est illustré par quelques applications
sur des données réelles.

L'ensemble des distributions généralisées permet une plus grande
flexibilité de ses queues et peut étre largement appliquée dans de
nombreux domaines de l'ingénierie et de la biologie. Cet ensemble qui
étend quasiment toutes les lois classiques.

Mots clés : Généralisée, taux de hasard, génératrice, caractéristique,
estimateur, exceés extréme, information.

Abstract

In this work, we have discussed some mathematical properties of
some generalized distribution, including ordinary moments, the moment
generating function, the characteristic function and estimation by the
maximum likelihood method, the median and the end this work is
illustrate by some applications on real data. The set of generalized
distributions allows for greater flexibility of its tails and biology. This set
extends almost all the classic laws.



