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Introduction générale

La statistique bayésienne donne un cadre formel séduisant, peut-étre 'ultime rationali-
sation de la statistique classique, elle intervient dans toutes les disciplines scientifiques ot se
melent savoir et données. Elle est donc utilisée par les physiciens, les ingenieurs, les écono-
mistes, les géographes, les biologistes, les gestionnaires d’entreprises...etc. Et encore par tous
les praticiens soucieux de batir sur des fondations solides un pont entre théorie et données
experimentales par exemple l'article de Berger et Insua (1998) donne une vision intéres-
sante et large des possibilités d’application de la statistique bayésienne. C’est aujourd’hui
une science mathématique dont 1’objectif est de décrire ce qui s’est produit et de faire des
projections quant ce qu’il peut advenir dans le futur.

Différents livres ont été écrits sur I’histoire et le développement de cette discipline,
notamment Stigler (1986), Dale (1991), Lad (1996) et Hald (1998). Elle se base sur le
méme cadre de pensée de la statistique fréquentiste mais le parameétre 6 n’est plus considéré
comme étant totalement inconnu; il est devenu une variable aléatoire a la quelle on associe
une loi dite : «loi a priori», on utilise pour construire une loi dite : «loi a posteriori» un
céleébre théoreme «théoréme de Bayes», il est apparue pour la premiére fois en 1761 dans
le cadre de ’exemple binomial exposé par le révérend Thomas Bayes devant la «Royal
Society», et publié de facon posthume par son ami R. Price en 1763. Pierre Simon
Laplace redécouvrit ensuite cette formule dans une plus grande généralité en 1773. Donc
l’analyse statistique bayésienne vise & exploiter le plus efficacement possible 'information
apportée par X sur le parametre 6.

Aujourd’hui, la modélisation des relations entre les variables analysées dans un phéno-
meéne ou une expérience est plus étudiée. Notre travail traite la regréssion au sens bayésien,
il est structuré en trois chapitre :

Le premier chapitre est un rappel sur la statistique bayésienne, on donne quelques notions
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de bases notament les lois a priori, lois a posteriori, le théoréme de bayes.

Le deuxieme chapitre consiste & presenter la régression linéaire bayésienne simple, la
méthode d’estimationde parameétres par la Moindres Carées (MC) puis définie la loi a priori
et a posteriori des paramétres (3, az).

Le troisieme chapitre est consacré a la régression bayésienne multiple, on traite deux cas
(facteur de variance connu et inconu), on précice les lois a posteriori pour le couple (3, 0?)
a partir de vraisemblance et I’a priori.

Enfin, on illustre notre étude par une application réalisé dans le domaine médicale avec
I'utilisation de langage R par le package LearnBayes et Leaps, les résultats apparaissent

sous la forme des graphes.



Chapitre 1

Statistique bayésienne

1.1 Intorduction

Le modele statistique bayésien est le triplet (X, A, Py, 0 € ©). Ayant un a priori sur le
parameétre, modélisé par une densité de probabilité que nous noterons 7 (#), on "ré-actualise"
cet a priori au vu de ’observation, en calculant la densité a posteriori 7 (6/x), et c’est & partir
de cette loi que 'on méne V'inférence.

Le parameétre 6 devient donc en quelque sorte une variable aléatoire, a laquelle on associe
une loi de probabilité dite loi a priori, il y a différentes méthodes existent pour déterminer
ces lois a priori.

Dans ce chapitre on va rappeller quelques notions de bases sur la statistique bayésienne.

1.2 La formule de Bayes

Une description générale de I'inversion des probabilités est donnée par le théoréeme de

Bayes.

Théoréme 1.2.1 soit deuxr évéenements A et B aux quels sont associés les probabilités
P(A) et P(B) avec P(B) # 0. La probabilité de l’évenment A conditionnellement a
[’évenement B est :
P(A/B)
P(A/B) =
(A/B) = 5o
Bayes et Laplace sont allés plus loin et ont considéré que I'incertitude sur le paramétre

0 d’un modele peut étre décrit par une distribution de probabilité 7w sur 6 appelée distribution
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a priori 7 (6), Uinférence est alors fondée sur la distribution de 6 sachant x notée m (0/x)

appelée distribution a posteriori est définie par :

o))
™ 0/%) = T a/8)x (6) o 1)

Ou f (2/0) est la fonction de vraisemblance & 1’échantillon de n variables aléatoires iid

’, .
x = (x1,...,1,), elles écrit sous la forme :

n

f(x/0) =[] f (i/6) (1.2)

i=1
Et on peut construire :

La densité jointe de (x,0) est :

S, 0) = f(x/0)(0) (1.3)
La densité de x (prédictive) est :
p) = [ fa/0)m(6)do (1.4
0

Parfois, il est possible d’éviter le calcule d’integrale [ f (x/0) 7 (0)df, puisque zﬁ est
o

une constante donc :

m(0/x) o f(x/0) 7 (6) (1.5)
o: "proportionelle a "
Modele
d ’occurence
\
Connaissance Formule de Meilleurs précisions sur
> >
a priori Bayes les phénomene inconnues
()
Données

exp érimentales

Figure 1.1 : Trajectoire pour trouver les meilleures précisions
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Exemple 1.2.2

Soit x4, ...,x, un échantillon de distribution :

f(x:i/0) =0(1 — )" !

Ou 0 ~Upgy,i=1,..,net >0
Donc la loi a priori est :

(@) =1 .(0)

[0,1](

Calculons la vraisemblance :

7 e/0) =T s (i/0) = T (00— 0)7) = 07(1 — )=

=1

Calculons la densité marginale :

n

= 1 @/0)m (B)db = [ 61— )L, (9) db
_Beta(n—%l,zi:lxi—n—l—l)

La loi a posteriori est :

fx/0)m(0)  f(z/0)7(0) _ 0" (1 — g)Xiz @i
ff (z/0) 7 (0) do p(x) Beta(n+1,%  z; —n+1)

™ (0/x) =

D ’ou .
0/x ~ Beta(n + 1,ZIZ' —n+1)
i=1

1.3 Détermination de lois a priori

Le choix de ces lois a priori est une étape fondamentale, il peut avoir différentes motiva-
tions avec des stratégies qui sont diverses, elle peuvent se baser sur des expériences du passé

ou sur un intuition, des lois composées comme suites :

1.3.1 Lois subjectives

Précisions tout d’abord que cette démarche n’est pas forcément facile dans la pratique.
Quand l’espace des paramétres 6 est fini, il est souvent possible d’obtenir une évaluation

subjective des probabilités pour différentes valeurs de 6. Par exemple on peut utiliser des
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expériences précédentes du méme type. Par contre s’il n’est pas dénombrable, la détermi-
nation subjective de la loi a priori 7 est beaucoup plus compliquée. Si I'information directe

n’est pas disponible sur #, une alternative est de recourir a la distribution marginale de z.
pla) = [ £ a/0) 7 (0)do (16)
0

Nous pouvons citer la méthode d’entropie maximale comme une des méthodes utilisables

pour obtenir I'information a priori.

1.3.2 Lois a priori conjuguées

Un a priori conjugué d’une vraisemblance est un a priori tel que I’a posteriori ait la
méme forme analytique que I’a priori. La seule justification pour utiliser de tels a priori est
qu’ils facilitent les calculs. Cependant ils sont souvent assez souples pour ne pas rentrer en

contradiction.
Définition 1.3.1 La famille conjuguée

Une famille Fde lois sur © est dite conjuguée si pour tout m appartenant o cette famille,

la loi a posteriori w (0/x) appartient également a celle ci.(F )
Définition 1.3.2 La famille exponentielle

La famille exponentielle regroupe les lois de probabilités qui admettent une densité de la

forme :

F(2/6) = h(z) exp {R(O)T(x) — C(6)} (L.7)

On pose R(0) = 0, donc le modéle exponentielle est dite canonique c’est-a-dire :

f(x/0) = h(z) exp{0T (x) — C'(0)} (1.8)

Telle que
T(x) : fonction mesurable & valeurs dans R?
C () : fonction positive qui ne depend z

h(x) : fonction positive qui ne depend 6



1.3. DETERMINATION DE LOIS A PRIORI

Une telle famille est dite :

e Réqulier si © est un ouvert telque :

0= {9/ / h(z) exp(0T(z) — 1(6) < oo}

o Naturelle si :

f(x/0) = h(x) exp {6T ()} (1.9)

Considérons f(x/0) appartenant a une famille exponentielle alors la famille de loi a

priori conjuguée est :

Tua(0) = h(p, X) exp(Op — Ae(0) (1.10)

Ou :
h(p, A) est une constante.

Et la loi a posteriori est de la forme :

m(0/x) ocexp{(p+x)§ — (A +1)c(6)} (1.11)

Le tableau ci-dessous représent quelques lois a priori conjuguées pour quelques familles ex-

ponentielles :
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7 (2/6) ~(0) 7(0/)
Normale Normale NormaleN (p(o?p + t2x), po?t?))
N9, 0%) N(p,t2) pt=0*+12
Poisson Gamma Gamma
P(0) G(a, B) Gla+z,6+1)
Gamma Gamma Gamma
G(v,0) G(a, B) G+ 0,8+ x)
Binomiale Beta Beta
B(n,0) pe (a, B) Bla+xz,B+n—1)
Binomiale (—) Beta Beta
Neg(m, 0) Be (o, 8) Be (a+m, B+ )
Multinomiale Dirichet Dirichet
My (04, ..., 0%) D(ay, ..., ay) D (o + oy, ..., ap + xx)
Normale Gamma Gamma
N(u 3 ) G(a, B) G(a+05,8+ (n—1)°/2)

Tableau 1.1 : quelques lois a priori conjuguées pour quelques familles

exponentielles.

10




1.3. DETERMINATION DE LOIS A PRIORI

Exemple 1.3.3 Loi binomziale

Soit X ~ B(n,x)
Alors  f(X/0) =p(X =2/0) = C*0"(1 — §)"*

= Cyexp{log (6°(1 - 0)"")}
= C%exp{zlogd+ (n —z)log(l —0)}

= Cexp {zlog (&) + nlog(l —6)}

Donc on a :

R (6) = log (%)
T(z)=1=x
C(z) = —nlog(l — 0)
h(z)=C?

n

\
1.3.3 Lois a priori impropres

La loi a priori peut étre impropre ie :
/w (0)dh = +o0 (1.12)

0
Ce choix de type de loi n’a donc plus d’intérét que calculatoire et s’interpréte difficile-

ment. Nous verrons pas la suite que la construction de lois non informatives peut conduire
a des lois a priori de ce type.
Considérons la loi uniforme sur R*.

Suppposons

flz/X\) = Aexp{—Az} (1.13)

La loi a posteriori est :

m(A/x) = Aexp {—Az} (1.14)

11
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1.3.4 Lois a priori non informatives

Quand on ne dispose pas d’information pertinente pour choisir une loi a priori et on veut
cependant utiliser 'approche bayésienne on peut faire appel a des lois a priori non informa-

tives. Pour obtenir une notion plus acceptable de ces lois, il faut citer les lois suivantes :

Lois a priori de Jeffeys

Jeffrey (1946, 1961) propose une approche plus globale fondée sur I'information de
Fisher I(f) qui évite de prendre en compte une structure invariante particuliere de la loi des

observations.
Définition 1.3.4 Cas unidimensionnel

Les lois a priori de Jeffrey sont définie par :

7(0) « [1(0)] (1.15)

o1 :

1(0) = Ey

<8log afe(:v/@))Zl

Ce qui sous certaines conditions de régqularité est égale & :

10y - [ (21 S0 w1

Définition 1.3.5  Cas multidimensionnel (0 € R¥)

La matrice d ’information de Fisher est une généralisation de (1.16) donc 1(0) a les

éléments sutvants :

I;(0) = —E, Kan‘;gTJ;g/Q) )} (,j=1,..k) (117

Et la loi non informative de Jeffreys est définie par :

7(0) o [ det(I(6))]"? (1.18)

12
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Exemple 1.3.6 Soit X ~ N(u,0?),0 = (u,0%) inconnu.

On a
[ (e/m0%) o Lexp { Lt
Alors
log f(z/p.0%) o =} log o* — 4
(z—p)*

2 1og f (a/n,0%) = @24

AV
sialog f(e/.0®) = 4 + Gk

Et
25 log f(r/p,0%) = —%

oy log f(2/1,0%) = 50 —

)2
L @%log f (x//jﬁ 02) = _(2(05))2

On calcule l'esperance mathématique des dérivées secondes.

Donc :
1
= 0
I(o?) = |7
0 52

Et la loi de Jef freys donnée par :

7 (6) o<i

o2

1.4 Les bases de la théorie de décision

La densité qu’on trouve par application directe du théoréeme de Bayes est centrale pour
I'inférence bayésienne en ce qu’elle suffit & déterminer les procédures de décision et par

extension conduire a toute inférence liée & 6.

13



1.4. LES BASES DE LA THEORIE DE DECISION

1.4.1 Fonctions de pertes
Définition 1.4.1 Fonction de cout (perte)

Pour le modéle X € (x, B,{Ps,0 € ©}), on définit D |’ ensemble des décisions possibles.
Le but est d’estimer 6 alors D = ©.

On appelle fonction de perte (cout) la fonction mesurable L de (© x D) a valeurs dans
R+ définie par :
L(6,6)>0 v(9,0)
L(6,0) =0 sid=10

On dit qu’on a pris la bonne décision si cette décision donne une perte nulle.
La fonction L (6(X),0) est une variable aléatoire car X est un vecteur aléatoire et elle
ne nous permet pas de comparer deux régles de décision différentes. Donc on utilise le risque

qui sera définie comme | ’espérance de la perte pour faire la meilleure décision.

Définition 1.4.2 Risque fréquentiste

On appelle risque fréquentiste le coit moyen (1 ’espérance mathématique) du cott d’une

régle de décision :

R(0(X),0) = Ey [L (6(X),0)] = /L [0(X), 0] f(X/0)dpe (X)  (1.19)
On peut aussi donner la définition suivante :

On dira que 01 est préférable a 6o si :
R(01,0) < R(d9,0) VOe€©O
Définition 1.4.3 Risque a posteriori
Le risque a posteriori est défini par :
p(r.6/X) = ET[LI6(X).0)/x) = [LGOX).0)x (6/X) 8 (120)

©
qui moyenne 1 ’erreur (¢’ est-a-dire le cott) selon la distribution du paramétre condition-

nellement & la valeur observée x.

14



1.4. LES BASES DE LA THEORIE DE DECISION

Définition 1.4.4 Risque intégré (risque de Bayes)

Pour une fonction de perte donnée, le risque intégré est définie par :

r(w,é):E”(R(é,Q)):/R(é,@)w(&)dez//L(é(X),H) F(X/0)7(0)dXdo  (1.21)
e 0 x

1.4.2 Estimateur bayésien

Un estimateur bayésien associé & une distribution a priori de densité et une fonction

de cotlt L est un estimateur qui minimise §" ie :

r(m ") = géllf)r (m,8) < 00

Donc

(X)) = arg minr (m,0/x)

0"est appelée I'estimateur du risque de Bayes minimum.
eSous le perte quadratique, I'estimateur bayésien est la moyenne de la loi a posteriori.
Preuve. L : (O x D) — R, L(6,0) = (6 — §)?
On pose f(8,X) = p(m,6/X) = E(L(,0))
= [L(6,0)r (0/X)db
(0 —6)*r(0/X)do
0*r (0/X)df + 6* — 26 E(0/X)

I
©

O —=0—

La décision § qui minimise p(mw,0/X) est celle qui vérifie :

910.%) _
o)
=20 —2E(0/X)=0
= 0=FE(0/X)
26X 9.0 m

eSous la perte absolue, I'estimateur bayesien est la médiane de la loi a posteriori :
Preuve. L: (O x D) = R, L(0,6) =| 60— |
f(6,X)=p(r,0/X)=E(L(0,0))=[|0—0]|n(0/X)do

e

15



1.4. LES BASES DE LA THEORIE DE DECISION

T —0-nm@x)d + T (0—6)m@/X)d0

—00 1)

Nous cherchons & minimiser f (J, X), donc il faut résoudre 1’équation :
1 +oo
SN — 0= [(0-0)m(0/X)d0 — { (0 —0)m(0/X)df =0
Ce qui implique :
) +oo
[m@O/X)d0 = [ w(6/X)db
oo s

PI0X) —2r(9/X) =0 m

1.4.3 Estimateur MAP

Un estimateur du maximum a posteriori (MAP) c’est toute estimateur 6™ (X'), qui maxi-

mise I'information sur 6 représentée par sa loi a posteriori.

0"(X) € Argmax (6/x)

16



Chapitre 2

Régression bayésienne simple

2.1 Introduction

Parfois nous espérons modéliser une relation entre deux variables X et Y tell que le
couple (x;,v;), @ = 1,...,n sont les données ou la variable prédictive X et la variable de
réponse Y sont indépendantes. On veut trouver une équation qui décrit cette relation qui
nous permet de prédire la valeur de Y.

Dans ce chapitre, on va analyser la régression simple au sens bayésien, on précise la
relation entre X et Y, détermine la loi a priori et la loi a posteriori pour les parameétres.

Ensuite, on va déterminer les estimateurs de parameétres inconnus et la variance par la
méthode des Moindres Carrées. Et on va terminer ce chapitre par une application illustrative

qui résume les résultats.

2.2 Méthode des moindres carrées

Considérons la série statistique (x;,y;), 7 = 1, ..., n, ’équation de la régression est donnée
par deux parameétres essentielles :

L’intercepte a 'origine « et la pente [ c’est-a-dire :

Yi = o+ Bx; + € (2.1)
Ou ¢; sont identiquement independant distribué (iid) et :

g; ~ N(0,0%) (2.2)

17



2.3. LA FORME ALTERTNATIVE POUR MOINDRE CAREE

La somme des carrés des résidus est :

n

SSres = D& = >y — (o + fzi))” (2:3)

=1

Les valeurs « et 3 sont trouvée & partir a la minimisation de S5, ie :

e =0 ) X2 (a+Ba))(-1) =0
s =0 S 2y — (o + Bzi)) () = 0

Z?:l Yi — Z?:l a — Z?:l Br; =0

n n n 2
Doict Tl — Dy 0y — Yy B =0
y—a—pr=0
< —
Ty —a — fr2 =0
a=7-pz
— D __Ty-Ty
B=2=
Donc I’équation du modele est :
y =a+ fx (2.4)

2.3 La forme altertnative pour Moindre carée

La pente § et d’autre point détermine aussi 1’équation du 'ajustement, on note Az

I'intercepte a la ligne verticale en 7 ie :

Ar=a+BT=7 (2.5)

Ainsi, la droite des moindres carées passe par le point (T, 7).
Une equation alternative est :
y=0a+ fz
=G+ 07— BT+ B
a+pz+ Bz —7)
=3 Az + B(x — )

18



2.4. ESTIMATION DE VARIANCE o?

Donc :
y= Az + B(z — 7) (2.6)
2

2.4 Estimation de variance o

L’estimateur de variance o2est donnée comme suit :

2 _ i (Wi — (Az + Bz — 7))

N n—2

o T =)
n—2

2.5 Fonction de vraisemblance de o et (3

Considérons I’équation du modéle suivante :

yi=oaz+p(r; —T) + ¢ i=1,...,n (2.7)
Ou :
az : la valeure moyenne pour y(T = x).
[ : la pente
g :lerreur Yi=1,...,n

pour toutes les observations, les erreurs sont iid et

gi~ N (0,0?)

yi ~ N (az + 0 (z; —T),0?)

La fonction de vraisemblance conjointe a la iéme observation est la fonction de densité
de deux parameétres az et ( lorsque (x;,v;),7i = 1,...,n fixé.

fo(as, ) e exp { =5 (= (o 6 o = ) 25)

Car on peut ignorer la partie qui contient pas les parameétres az et 3, donc :
f 0z, ) = I exp {~53 (y; — (o + 5 (: = 7))}
= exp{—50 iy (Ui — (a5 + B (1 = 7)))°}

19



2.5. FONCTION DE VRAISEMBLANCE DE o~ ET 3

On simplifie la formule suivante :

I=30 [y —(az+ B (2 =) = X0, [(ys = F+7 — (az + B (2 — 7))

=3 [ =0 22w —9) (T — (az + Bl — 7)) + (T — (a5 + Bl — T)))?]
=i =922 (i —9)([F — (az + Bz — ) + 212, (7 — (az + B(z; — T)))?
=2 =20 =9 — (e + Bz — 7)) + X (0 —§)* — L

Telleque :

L =287 (a7 — ) (x; — 7) + B2 0L, (2 — T)°

I=Y1 (-9 =282 (s —9) (@ —7) + B2 X, (0 = T)° +n(az —9)°
Car (J —az =0)

Donc :

I =858, —2BSS,, + °SS, +n(az —7)

Donc :

[ (az, B) = exp [_# (SSy — 288854y + B2SSI +n(az - y)Qﬂ

= exp [— 55 (S8, — 2858,y + 5°5S,)] exp [—3% (az — §)]

Donc :

f (0. 8) = exp [—ﬁ (- i@)] exp [~ 5 (0 — 7] (2.9

Notons : SS” =C,Az=7

f(az,B) o< f(az) f(B) (2.10)
Ou :
(o) = exp [—%‘2 (az — Af)ﬂ (2.11)
Et
SSI 2
FE) =ew |5 (8- 0 (2.12)

Dans le sense bayésienne on a :

2
n

20



2.5. FONCTION DE VRAISEMBLANCE DE o~ ET 3

0.2

2.5.1 La loi a priori conjointe

La loi a priori conjointe entre les parametres az et [ c’est le produit de deux a priori

c’est -a- dire :

7 (o, f) = 7 (az) 7 (B) (2.13)

Car az et 3 sont independant.

2.5.2 La loi a posteriori conjointe

D’aprés le théoréme de Bayes, la loi a posteriori est données comme suite :

7 (az, B/y) = 7 (az, B) [ (az, B) (2.14)

C’est le produit entre la loi a priori associé et la fonction de vraisemblance, comme on

peut aussi la définir par le produit entre la loi a posteriori de chaque paramétre ie :

™ (az, B/y) = 7 (az/y) 7 (B/y) (2.15)

Tell que :

™ (B/y) o< (8) f (B) (2.17)

Si on prend la loi normale comme un a priori pour le paramétre 3( § ~ N (mg, aé))

. . . . . / . / .
La loi a posteriori est aussi la loi normale de moyenne m et de variance (o 5)2 ie :

(Bfy ~ N (), (7)) )
En effet :
D’apres le tableau dans le chapitre 01 :
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2.5. FONCTION DE VRAISEMBLANCE DE o~ ET 3

Bly~ N (o (Gems+03B) . pgao?)
p=—

2
o 2
55, 198

2
+05
"\2 g2 2 1 g? 2
o = 0% = — ==
(05)° = P55, 0% o 153 5508
( ! sgs2 % 1
Mg = —2 wzm + -2 2 :1+0255xmﬂ+ -2 lB
S5: 798 55z 795 B o2 2552 +
Sk
2
(UI )2 SJSL 8 __ 93
- 2 2 SS.
L B SGS +0.5 140 4021

< 94

Si on prend la loi normale comme un a priori pour le parameétre az, la loi a posteriori

. / . / .
est la loi normale de moyenne m,,_ et de variance (o,_)* ie :

1

2
it 2
n T0az

(af ~ N (mO@? Uif) ) af/y ~ N (m,af’ <O-/a?)2>)
p=
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2.6. APPLICATION

m. =t —m, + —E A= L . + Az
or T 22, o ag o2, o T 142 _n aF 2 T
’ Wt W toes Tag nggﬁ"'l
Sk
2 2
(7o) = F 1 = ot
_ 2 n_
\ Qg onJro,ai 1+JQTJ2
4
m._ = 1 Moo + L Az
oz 0% _(5—+%) T 2 1 . z
Tag 7 n Ugt, o2
x
<~
"2 1
o _
(00" = 73
\ Tag i
4 ) 21 %
«
My, = —T—May + —T— Az
(05 )2 (0h)?
~
1 n
= 4+
. (04)* — 0% ' o2

2.6 Application

Ici, nous voulons appliquer tout ce que nous avons parlé dans la partie théorique du coté
médicale, exactement le sujet des crises cardiaques qui est directement responsable d’environ
10% de toutes les morts chaque année.

Les données proposées présentent le taux de déces par attaque cardiaque chez les hommes
de 55 & 59 ans dans différents pays.

Les variables sont les suivantes :

Y : 100 [log(nombre de déces par crise cardiaque pour 100000 hommes de 55 & 59 ans)
-2].

X : calories provenant de protéines animales en pourcentage du total des calories.(voir

bibiliographie : référence nm 9)
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2.6. APPLICATION

Obs | Pays X|Yy |Y Obs | Pays X|y|Y

1 Australie | 8 |81 | 71.88060 | 12 | [talie 3 |45 1] 39.92164
2 Autriche 6 | 55 |59.09701 | 13 Japon 3 124 |39.92164
3 Canada 8 | 80 | 71.88060 | 14 | Mexique 3 143 |39.92164
4 Ceylan 2 2413352985 | 15 | Pays — Bas 6 | 38| 59.09701
d Chili 4 |78 |46.31343 | 16 | Nouvelle — Zélande | 8 | 72 | 71.88060
6 Danemark | 6 | 52 | 59.09701 | 17 | Norvege 6 | 41 | 59.09701
7 Finlande |7 |88 | 65.48881 | 18 | Portugal 4 | 38 | 46.31343
8 France 7 | 45| 65.48881 | 19 | Suede 7 | 52| 65.48881
9 Allemagne | 6 | 50 | 59.09701 | 20 | Suisse 7 | 52 | 65.48881
10 | Irlande 5 |69 | 52.70522 | 21 Grande — Bretagne | 6 | 66 | 59.09701
11 | Brazile 4 |66 | 46.31343 | 22 | Ertats — Unis 8 | 89 | 71.88060

Tableau 2.1 : Le taux de déces par attaque cardiaque chez les hommes de 55 a

59 ans et les calories provenant de protéines animales.

D’aprés les calcules qui on fait a I’aide de logiciel R (voir programme 1), on trouve :

~

3 = 6.391791
a = 20.74627

L’équation alternative de la droite est :

y =y+ B(x—71)
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2.6. APPLICATION

y = 56.77273+ 6.391791(x — 5.636364)

Figure 2.1:nuage de point

a0
|

Mbr de décés par crise cardiague

calories de protéines animales

Suppossons : 3 ~ N (1.02, (0.25)?) ,az ~ N (15, (1)?)

La loi a posteriori de 3 et az :

my = 1.101171
05 =0.2476434

D’ou :

B/Y ~ N(1.101171, (0.247643)%)

(%

m,, = 18.5226

’

0, = 0.9569076

(0%
D’ou :

az/Y ~ N(18.5226, (0.9569076)%)

D’aprés La figure (2.2), on remarque que la distribution a posteriori de la pente marche
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2.6. APPLICATION

avec la distribution a priori (loi normale).

Figure 2.2:La distribution a priori et a posteriori de la pente

o
o™
===+ Prior
— — Paosterior
|
=
w o
C —
@
(]
|
o
= —
o
T T T T T T
0.0 05 1.0 15 20 25
B
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Chapitre 3

Régression bayésienne multiple

3.1 Introduction

Le modéle d’analyse est déterminé a partir des données préliminaires, elles sont réc-
cueillies pour détecter et décrire la relation entre les parameétres inconnus et les observations
pour précicer les proprietés statistiques. Ce qui conduit a estimer ces parametres par les
méthodes d’estimations connus.

Considérons X , 7 deux variables ont une distribution gamma normale c’est -a-dire :

X, 7~ NG (m,W,a,b)

Ou
W : est une matrice.
m, a, b : sont des paramétres données.

eLa ditribution marginale a priori de x est la distribution t — multivarié ie :

X Nt(m,%,%)
b
Ou :

E(X)=m
V(X)=20(2b-2)"" W =(b—-1)""aW

eLa distribution marginale a priori de 7 est la distribution gamma ie :
7~ G (a,b)
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3.2. FONCTION DE VRAISEMBLANCE

2

T = 0—12, donc la distribution marginale de 0° est I'inverse de gamma ie :

o? ~ IG (a,b)
Ou :
E(0%) =%
a2
V(o) = imams

3.2 Fonction de vraisemblance

Soit X(,p) une matrice avec un rang complet c’est-a-dire rang (X) = p.
I6] (1p) - un vecteur aléatoire de paramétres inconnus.

Y(.1) : un vecteur d’observation.

V (Y/0?) = 0?P~1 : la matrice de covariance (n.n).

Ou:

o? : la variable aléatoire inconnu qui appellée facteur de variance ot variance du poids.

P : la matrice du poids définie positive d’observation.
€(n.1) : un vecteur désigne l'erreur.

On considére le modéle suivant :

Y=X(+¢ (3.1)

Ou:

Car les observations sont supposées comme normalement distribuées, donc la densité est

donnée par :

%) = L ex Ly ' —
F80) = e gV X P X9 62)
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3.3. LA REGRESSION LINEAIRE AVEC UN FACTEUR DE VARIANCE CONNU

3.3 La régression linéaire avec un facteur de variance

conmnu

Dans ce cas le vecteur [ est uniquement inconnu et on a deux cas :

3.3.1 A priori informative

Accord de théoréme de Bayes et la fonction de densité (3.2), on trouve la fonction de

C’est -a-dire on a une information sur le vecteur f.

Soit :
B~ N(u,o°%)
Ou:
E(B)= n
V(B) = o*%

Soit le vecteur Y suit une distribution normale et le facteur de variance o2 donné.

eLa fonction de densité a priori de 3 donné par :

1 1 o
O T L O TR CRYT) BCE

On utilise le théoréme de Bayes pour trouver la fonction de densité a posteriori.

T(B/Y) ccw (B) f (Y. B,07)

1 1
Y n 1 X _— i IZ—]. _ }[
= (3 >o<(2mQ>2(detE)2ep{ (B (8 )
Tell que :
I= gt e gk (V - XB) P (Y - X3))
Donc :

w(5/v) oo (G- = E-w v X8 PY-XB] ) (3a)

On simplifie 'exposant :
B=p)Z(B—p)+ (Y - XB) P(Y —XP)
=BY 13 - By — WSS+ S+ Y'PY - 28’ X'PY + ' X'PX}3
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3.3. LA REGRESSION LINEAIRE AVEC UN FACTEUR DE VARIANCE CONNU

=Y'PY +p/'S7 ' =28/ (X'PY + X7 1p) + /(X' PX +571)8
= Y'PY + /S — ply (X'PX + 5 pig + (B — 1) (X'PX +571) (8 — 110)

Ou :
o = (X'PX + X1 (X'PY + 7))
Donc :
T (B/Y) o exp {—ﬁ [Y'PY + @S — poHpg + (B — o) H (B — o)) }

Tell que : H = (X'PX +X71)

La constante est négligeable :

R/ xep{-on (- (XPX+E N (G-w)} (9

202

Ie:

BIY ~ N (g, 0* (X'PX +571) ") (3.6)

Estimation par la méthode des moindres carrées

Les observations Y contiennent des informations sur les parameétres (.
On utilise la fonction de cott pour trouvé les parameétres estimé du vecteur 5 du sorte

que la forme quadratique est minimisé :
S(B)= (8 —po) (X'PX +X7) (8 — po)
= (B (X' PX 4578 — jg(X'PX +571) (8= pto)
= B(X'PX+2 B —puy(X' PX+ENB—F (X' PX 42" o+ po(X PX+5) g
20 = 2(X'PX +57)B — 2(X'PX + 5 V),

B =0 <= B=(XPX+Z) X' PX + Iy,

B=(XPX+Y ) YX'PX +S )X PX +X ) HX'PY +X 1))

Donc :

f=(XPX+x X PY +T7p) (3.7)
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3.3. LA REGRESSION LINEAIRE AVEC UN FACTEUR DE VARIANCE CONNU

Estimateur de Bayes

On a déja vu dans le premier chapitre que I’estimateur de Bayes notée B g est 'esperance

mathématique :

By = o= (X'PX + %) (X'PY + %) (3.8)

Et la matrice de variance associée est :

V(3/Y)=0c?(X'PX+21)"

Estimateur de MAP

L’estimateur de maximun a posteriori notée 3,, est :

Bo = (X'PX +x ) H(X'PY + 27 1p) (3.9)
Exemple 3.3.1

Soit la quantité inconnu 5 qu’elle a mesuré n fois. Les observations obtenus
Y = (y1, ..., yn) sont indépendentes de différents poids.
_ 1 gigo (L L
X =(1,..,1), P = diag <p1= pn) .
Supposons que l'information a priori est existe telle que :

EB)= n
V(B) = %02

s

Ou:

.
— 42
Y =o:

=1
B=By="0p=(XPX+%")(X'PY +%'p)
\ X'P= ((1,...,1)/) (P1y s Pn) = D oiy Di

Et

XPxX=" pm

XPY =37 piyi
Slu=4
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3.3. LA REGRESSION LINEAIRE AVEC UN FACTEUR DE VARIANCE CONNU

D’ou :

5= sy (Shamw+ )

V(8/y) =02 (X' PX+x 1) = g2 (Z?lei + UA) o

3.3.2 A priori non informative

Accord de théoréme de Bayes et la fonction de densité (3.2), on trouve la fonction de
densité a posteriori de vecteur [ sachant que :

7 (B) o const

T (B/Y) x 7 (8) * f (Y, 8,0%)

Donc :

T (BY) exp{—i(y—m)’P(y—Xﬁ)} (3.10)

202
On simplifie la formule suivante :
I[=(Y-XB)P(Y - Xp)
=Y'PY - 28 X'PY + B X'PX}3
=Y'PY — iy (X"PX) 1 + (8 — o) (X'PX) (B — pto)
Ou :
Ho = (X'PX)" (X'PY)

Donc :

R(8/Y) xexp{ =0 (VPY = iy (X'PX) g + (5 = o) (X'PX) (5 )

On prend le terme ou il y’a 3 :

7 (B/Y) o exp {—% (6 — o) (XIPX) (6 — m} (3.11)

On remarque qu’est une distribution du loi normale ie :

B/Y ~ N <u0, 0% (X'PX) ! ) (3.12)
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3.3. LA REGRESSION LINEAIRE AVEC UN FACTEUR DE VARIANCE CONNU

EB/Y) =
(6/Y)—02(XPX)

En effet :
rang (X) = p = rang (X'PX) = p = (X'PX) " existe.
Donc le terme o2 (X'PX) ™" existe.

Estimation par la méthode des moindres carrées

Les observations Y contiennent des informations sur les parameétres .

On utilise la fonction de cotit par le choix du la différence (Y — X 3) et l'inverse de la
matrice de covariance V(Y/3) = (¢2P~1)™!

Donc les parameétres de vecteur 5 sont estimés de telle sorte que la forme quadratique
est minimisée :

S(B)=(Y = XB) P(Y — Xp)

B = —2X'PY +2X'PX 3
20 =0 «= —2X'PY +2X'PX3 =0
Donc :
~ , -1
3= (X PX) X'PX (3.13)
Eton a:

E(B) = (X'PX)" X'P E(Y)
— (X'PX) X' PXp

=p

v (B)=(

= (X'PX) " X'P 2P PX (X'PX)

— o2 (X'PX)"

X'PX) " X'PD(Y) ((X'PX)_lX'P>/

-1

Estimateur de Bayes

L’estimateur de Bayes associé est :

Bp == (X'PX) ' X'PY (3.14)
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3.4. LA REGRESSION LINEAIRE AVEC UN FACTEUR DE VARIANCE INCONNU

Estimateur de MAP

L’estimateur de maximun a posteriori (M AP) est la fonction qui minimise S(3) ou :
S(B) = (Y — XB) P(Y — XB) =Y PY — 26'X'PY + 3’ X'PX}3
950 — _2X'PY +2X'PX f

oB
950) — 0 e —2X'PY + 2X'PXB = 0

Exemple 3.3.2

On prend 'exemple précedent (le cas informative) et supposons qu’il n’existe pas 1'in-

formation a priori.

(

X=(1..,1)
1 _ giga (L L
P —dmg(pl,...,pn)

X'P = ((17"'71)/), (plv"'vpn) = Z?:lpl
XPX =5

\ X'PY =3 1 piyi

B=(X'PX) " X'PY = st p S0 piyi

V(Bfy) =0 (XPX) " =0 (S0, )t = et

3.4 La régression linéaire avec un facteur de variance

inconnu

Contrairement & la partie précedente, maintenant le facteur de variance o2 est supposé

comme un variable aléatoire inconnu et on remplace o2 par le paramétre de poids 7 ou
_ 1 .
T = =, tell que :

T~ G (b, p) b,p >0

On sait que :

(Yaﬁv T) ~ N (XB’ T_lp_l)
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3.4. LA REGRESSION LINEAIRE AVEC UN FACTEUR DE VARIANCE INCONNU

Car

o? =711

Supposons le vecteur [ suit la loi normale ie :

b ~N (u,T_lV)

eLa fonction de vraisemblance est donnée par :

FOVB,7) = (2m) Er (det P2 exp {— (Y = XB) P(Y - X3)} (3.16)
La fonction de densité jointe est :
7 (B, 7) =m(B) 7 (1) (3.17)

C’est une distribution de gamma normale notée NG(u, V, b, p) ou la fonction de densité

donnée par :

7 (8.7) = (2m) ¥ (det) 0 (D (p) " rET exp { ~Z (20 4+ (B - ) VT (B— )} (318)

b, >=0,p>=0,7>0.
Ie :
B,7~ NG (u,V,b,p) (3.19)

3.4.1 A priori informative

Pour estimer les paramétres du modele ot les informations sont disponibles sur le vecteur

Notons :

E (B) = p : les valeurs attendus.

V (8) = 02 : la matrice de covariance.

Et n’oublions pas que le facteur de variance o2 est également inconnu.

Supposons le vecteur attendus :

E(0%) =0
V(0% =V,
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3.4. LA REGRESSION LINEAIRE AVEC UN FACTEUR DE VARIANCE INCONNU

ie :

D’aprés la formule (3.19) on a :

eLa distribution marginale pour le vecteur  est une distribution ¢ — multivarié ie :

6Nt(“’b_v’2p) (3.20)
p
Ou :
E(B)=u
V(5)=2p(2p—1)*1b7V:p%1V

Par identification & I'information a priori on trouve :

b

eLa distribution marginale pour le paramétre o2 est une distribution d’inverse gamma

o ~ IG (b,p) (3.22)
Ou
E (0% = p%l =0’ (3.23)
— v? —
V (0'2) = m = Vgs2 (324)

V=X
D’aprés (3.24) :
SO S
=y =,

D’ou :

B, 7~ NG (u, 2,0, p) (3.25)

eLa loi a posteriori de vecteur [ et le paramétre 7 notée w (5,7/Y) est :
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3.4. LA REGRESSION LINEAIRE AVEC UN FACTEUR DE VARIANCE INCONNU

(B, 7/Y) ocm(8,7) f(Y.5,7)
ox 72 P lexp {—2(2b+ Hy)} 7% exp {—ZH,}

o T2 Pt Vexp {—2 [2b+ H; + Ho)}
Tell que :
Hi=(B—p)2" (8- n
Hy = (Y = XB) P (Y — XB)
On simplifie 'expression suivante :
I=2b+ Hy + Hy
=20+ (B—p) 27 (B —p)+ (Y - XB) P(Y - XB)
=20+ Y'PY +pu/'Y 1y — 28 (X'PY + X7 ) + B(X'PX + 713
=20+ Y'PY + /S 'y — pfy (X'PX + XY pg+ I
Tell que :
to = (X'PX + XD YX'PY + X71p)
L= (B~ po) (X'PX +X7") (8 — o)
Donc
I=2b+Y'PY + /'S 'y —2uy (X'PX + 37 ) + pg (X'PX +X YHpg+ 6
=20+ (ju — o) S (1 = p1o) + (V = Xpto) P (Y — Xpg) + I
=2b+ L+ 13+ 1
Tell que :
I = (= o) 27 (1 — o)
Iy = (Y = Xpp)' P (Y — Xpo)

7(8,7)Y) x 72 P53 L exp {—g 20+ Iy + I3 + fﬂ} (3.26)

D’ou :
(67 T/Y> ~ NG(MOJ ‘/E)J b07p0) (327)
1y = (X'PX + S YX'PY + 1)

Vo= (X'PX +% )"

[ — 2b+(p—p10)' B~ (u—p1g) +(Y =X p1g) P(Y =X 1)
0 2

_ n+2p
Po = P}
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3.4. LA REGRESSION LINEAIRE AVEC UN FACTEUR DE VARIANCE INCONNU

o = (X'PX + S D) Y(X'PY + £71p)
Vo= (X'PX +% )"

o

D
w2 ((Vi2>+2) n42 (;’2’2)2 +4

a
\ Dbo = 2 - 2

— |:2012° <(sz)+1> +(p—10) B (—po) +(Y =X po) P(Y =X prg)
by =

eLa distribution marginale a posteriori pour le vecteur 3 est donnée par :

b
BIY ~t (M07 O—VO, 2po> (3.28)
Po
Avec
E(B/Y) =
V(B/Y) = (po—1)" boVy
En effet :
2 -1 -2)2
n+2 (;3) 14 [2"5 ((sz +1) F(—h0)' BT (—po)+(Y =X o) P(Y —X 1)
V) = [ : I
Tell que :
[=(X'PX+5 ™"
Donc :
2 2
V(B]Y) = <n + 2(?/#) - 2) LI
Tell que :
I = [zag ((3"3 + 1) +) <u - B) »-1 (u - B) + (Y _ XB) P (Y — XB)}
Car 8 = Lo-

Estimation par la méthode des moindres carrées

On minimise S (3) :

S(B) = (B = o) (X'PX + 571 (8 = po)
PO = = B=(X'PX+3 ) X' PX +3 Yy,
Donc

B=(XPX+S ) (X PY +X 1) (3.29)
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3.4. LA REGRESSION LINEAIRE AVEC UN FACTEUR DE VARIANCE INCONNU

Estimateur de Bayes

L’estimateur de Bayes B g est:
By=E(B/Y) == (X'PX+S ) (XPY +570)  (3.30)

Estimateur de MAP

L’estimateur M AP est :

By = (X'PX + S ) HX'PY + 5 1) (3.31)

eLa ditribution marginale a posteriori pour le paramétre 7 (7' = %) est la distribution

gamma ce qui implique que la distribution pour le facteur o2 est linverse gamma ie :

o*|Y ~ IG (bo, po) (3.32)
Ou :
E(0/Y) =
2 _ b2
V (O’ /Y) = _(po—l)QO(pO_Q)
2)2 2
20%((?2) +1) HH_HO)/E1(H—uo)-!-(y—xuo)’P(Y—XuO)}
2
202 -1 +2—2
Donc : )
2 (52
vt = 20
n+ (‘jp)
2

Ou 8% est ’estimateur de Bayes.

(72 2 ’
{2"% <(vp3+1> +(pu—pig) S o)+ (Y =X o) P(Y =X )

o

b
~2 2 0 2
0-,3 E (O' / ) Po — 1 n+2@+4
Vo,
2 1
On a

39



3.4. LA REGRESSION LINEAIRE AVEC UN FACTEUR DE VARIANCE INCONNU

~

to = . . .
o5 = <n+2(;i)+2> {20—5, <<;§) +1) + (M—B)/E—l (u—@) +I}

2 2

Tell que
I=(Y —XB)YPY — X B)

On remarque :

V(B/Y)=5%(X'PX +571) 7
Exemple 3.4.1

Nous supposons maintenant pour le méme exemple précédent, y = (y1, ....., yn)" avec les

o2

variance V' (y;) = 2-

Pour determiner la quantité S on donne ’a priori par les valeurs attendus :

EB)=mn
V(B) = o503
Ou
E(0®) =0
v (02) - ‘/:,2
Y = o2
Avec

B:BM:BB

. . 2
L’estimateur de Bayes pour la variance o est :

2\ 2 -1 2\ 2 B_ 2 n =
oy = <n+2@+2> 202 <@+1> +%+Zm (5—%)2

‘/02 ? ‘/:72 =1
Et )2
2 (o
V(e®/Y) = ( 2](30)2)2
n+ sz
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3.4. LA REGRESSION LINEAIRE AVEC UN FACTEUR DE VARIANCE INCONNU

3.4.2 A priori non informative

On choisi la fonction de densité a priori non informative qui est déterminé par une
constante pour le vecteur [ c’est-a-dire 7 (/) o const et la densité a priori non informative
7 (7) o % qui est proportionnelle pour le paramétre de poids 7.

Le théoréme de Bayes donne avec la fonction de vraissemblance (3.2) la fonction de
densité a posteriori pour S et 7 notée 7 (5, 7/Y) telleque les termes dependant de /3 et 7
doivent étre considérée seulement et :

m(B,7/Y) o< (T) f (Y, 5,7)

(B, 7/Y) x T2 rexp {2 (Y — XB)' P(Y — X0)}

L’exposant peut étre transformé comme suit :

= (Y —XB) P(Y - XB)

=Y'PY - 28 XIPY + ' X'PXp3
— Y'PY — 20 (X'PY) + sty (X'PX) 1+ (8 — o) (X'PX) (8 = o)
— (Y = Xpuo) P(Y = Xpig) + (B — o) (X'PX) (8 — o)

=1+ (B~ o) (X"PX) (8 — po)

Avec

po = (X'PX)"HX'PY)

Li=(Y = Xpo) P(Y = Xpp)

Donc :

7 (8,7/Y) oc i exp { =T [1+ (8 = o) (X'PX) (8 — )] } (3.33)

-
2

La fonction de densité a posteriori est une distribution gamma normale c’est-a-dire :

B.1/Y ~ NG (o (X'PX) M0 L)

elLa distribution marginale a posteriori pour le vecteur S est une distribution ¢ —

(3.34)

multivarié ie :

BIY ~ t (10, 8*(X'PX) ™", n — p) (3.35)

En effet :
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3.4. LA REGRESSION LINEAIRE AVEC UN FACTEUR DE VARIANCE INCONNU

o~ / _
aW n2p02*(X PX)~! _ n—p

W _ 2 ) npp?(X'PX) -2 =5 X'PX)!
b n—p 2 n—p
p

E(B]Y) = po = (X' PX)"HX'PY)
V(3)Y) = (52 —1)7" (526°) (X' PX)! = 2253 (X'PX) ™

2 2 n—p—2

Estimation par la méthode des moindres carrées

On minimise S (f) :

S (B) = (B — o) (X'PX) (8 — pao)

B = = B = (X'PX)"{(X'PX)u,

Donc
3 = (X' PX)" (X PY) (3.36)
Estimateur de Bayes
L’estimateurde Bayes est :

B = o = (X'PX)"'(X'PY) (3.37)

Estimateur de MAP

L’estimateur de maximun a posteriori (M AP) notée est :

By = (X'PX + S ) YX'PY + 2 1)) (3.38)

eLa distribution marginale a posteriori de paramétre 7 est :

)y ~G (125 P (3.39)
2 2
On sait que 7 = (%, d’ott la distribution marginale a posteriori pour le facteur de variance
o? est :
oY ~ IG ("_p32,”_p> (3.40)
2 2
Avec
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3.5. APPLICATION

n—p-~2
E(0*)Y) = 25 = 2205

2
(:327) _ 20(5)
(20) (5 -) T

V(0?)Y) =

Estimateur de Bayes

L’estimateur de Bayes est :

5% = E(a*)Y) = nﬁ—;’iza? (3.41)
Estimateur de MAP

L’estimateur de maximun a posteriori (M AP) est :

~2 n—p 2

= — 3.42
OMm n—p—2a ( )

3.5 Application

D’aprés 'application de chapitre 2, on considére d’autres variables :

X : téléphones par millier d’habitants, noté T'M H.

X5 : calories grasses en pourcentage du total des calories, noté C'GP.

X3 : calories provenant de protéines animales en pourcentage du total des calories, noté

CPA.
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3.5. APPLICATION

Obs | pays X | Xo | X3 |Y | Obs | pays X | X9 | X3 | Y

1 Australie | 124 |33 |8 |81 |12 | [talie 22 121 |3 |45

2 Autriche 49 |31 |6 55 | 13 Japon 16 |8 3 24

3 Canada 181 | 38 | 8 50 | 14 Mezxique 10 |23 |3 43

4 Ceylan 4 17 |12 |24 |15 | Pays — Bas 63 (37 |6 |38

o Nouvelle—

5 Chili 22 120 |4 | 78] 16 170 | 40 |8 | 72
Zélande

6 Danemark | 152 | 39 | 6 52 | 17 | Norvege 1251 38 | 6 41

7 Finlande 75 130 |7 |88]|18 | Portugale 12 125 |4 38

8 France b4 |29 |7 | 45|19 | Suéde 221139 |7 52

9 Allemagne | 43 |35 | 6 |50 |20 | Suisse 171133 |7 |52
Grande—

10 | Irlande 41 |31 |5 |69 |21 97 |38 |6 |66
Bretagne

11 Brazil 17 123 |4 66 | 22 Ertats —Unis | 254 | 39 | 8 89

Tableau 3.1 : Le taux de déces par attaque cardiaque chez les hommes de 55 a

59 ans et les variables X, X5, X3 .

Pour simplifier les calcules supposons que :

Y ~ N (X8,0%1,)

BIY ~ N (B,0%V;)

Tell que :

B=(X'X)'X'Y

Vs = (X'X)™

On prend le cas non informative sachant que :

0?|Y ~ IN("525%,"52), 0l : n = 22,p = 4

Pour les calcules voir le programme 2.

La distribution est représenté par un histogramme pour chaque coéfficient avec ’erreur
sd & partir N simulation (N=22, N=500, N=10000)

Notre but est de préciser 'influence de chaque variable pour déterminer le meilleur

modele, cela on a besoin d’un critére nommé BIC.

Les graphes sont représentées comme suits :
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3.5. APPLICATION

Figure 3.1 : La distribution a posteriori jointe de

et 02(N = 22)

Figure 3.2 :La distribution a posteriori jointe de 3

et 02(N = 500)

45



3.5. APPLICATION

Figure 3.3 :La distribution a posteriori jointe de 3

et o2(N = 10000)

Interprétation des résultats :
On remarque que :
Quand on augmente le nombre de simulation la distribution des coéfficients suit une loi

normale.

Figure 3.4 :Représentation graphique de BIC'
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3.5. APPLICATION

Interprétation des résultats :

D’apré la figure 3.4 :

Le meilleur modele est celui qui contient I'intercepte avec le variable X3 (BIC = —4.5),
ensuite le modele avec I'intercept et les variables X3 et Xo(BIC = —2).
C-a-d :

L’effet de variable X3 est statistiquement significatif ie : 'alimentation qui est trés riche
au calories de protéines animales en pourcentage du total des calories provoque l'incidence

d’attaque cardiaque.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons étudié la théorie mathématique de la régression linéare mais
au sens d’une nouvelle approche ; c’est ’approche bayésienne qui posseéde plusieurs avantages
par rapport & une analyse classique. Nous avons montré I'intérét de la régression bayésienne
et les conclusions significatives, elle permet aussi de travailer & des grande échantillon comme
on a déja fait sur le critere BIC a 'aide de logiciel R et les résultats apparaissent sous la
forme des graphes. De plus, nous avons distingué deux régression ; la régression bayésienne
simple et la régression bayésienne multiple.

Dans la régression bayésienne simple, nous avons exposé la méthode des moindres carrées
et essayé de donner sa forme alternative avec la représentation graphique de la distribution
a priori et a posteriori des données.

A travers de ce travail, on a fait la régression bayésienne multiple avec un facteur de
variance connu, dans ce cas le vecteur 3 est uniquement inconnu et on a ici deux cas :

A priori informative et a priori non informative, dans les deux a priori on a utilisé la
méthode des moindres carrées pour calculer 'estimateur de Bayes et 'estimateur de MAP.

On a traité aussi le cas d'un facteur de variance inconnu avec les mémes étapes.
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Résumé

L’objectif de ce mémoire est d’étudier la régression linéaire de l'inférence bayésienne
parcequ’elle offre plus de souplesse et d’objectivité dans les données statistiques.

Nous avons essayé d’exposer des notions qui sont utilisées pour étudier la régression
bayésienne (’a priori, I’a posteriori, la vraisemblance...etc).

Des applications numériques et les simulations ont illustrées la méthodologie dans diffé-
rents modeéles pour calculer I’a posteriori dans la régression bayésienne simple et la régression
bayésienne multiple.

Mots clés : inférence bayésienne, régression bayésienne simple, régression bayésienne

multiple.
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Abstract

The objective of this thesis is to study the linear regression of bayesian inference because
it offers more flexibility and objectivity in the statistical data.

We have tried to expose concepts that are used to study bayesian regression (a priori, a
posteriori, likelihood...etc).

Numerical applications and simulations illustrated the methodology in different models
to compute a posteriori in simple bayesian regression and multiple bayesian regression.

Key words : bayesian inference, simple bayesian regression, multiple bayesian regres-

sion.
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Annexe

SSy =31 (z; — T)?
SSy =3 (4 — 7))
SSuy =30, (i — ) (5 — T)

Les distributions :
1. Distribution normale multivarié :

Soit x un vecteur , si x ~ N(u,X)

La densité associé est :

— 1 Y O AL St O
Ja/mX) = oresrep{=i (@ - w7 @ - w)

E(@)=p , V(z)=X%
2. Distribution t-multivarié :
SiZ ~ N(O,W’l)

H est un variable de valeur h et H ~ Z et H sont uid .

(v) »

_1
x:zi(%) 2+, i=1,..k,x~t(uWo)
La densité associé est :

B w3 (k) (det W)3 _ kv
F fon W) = S (ot o) W ()

E(z)=pw=1
V)=vw—2""W"1vs2

3. Distribution gamma normale :
Soit x un vecteur : & ~ N(u, 771V
7 un variable : 7 ~ G(b, p)
x, 7~ NG(u, V.0, p)
La densité associé de x et 7 est :

[ 7/, V,bp) = f(2/p,77'V) f(r/b,p)
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Annexe

= (2m) F (et V) 0 (D () e e {5 [ — ) VL (- o))
b>=0,p>0,0<7<+400,—00 < x; <400
La distribution marginale de = est : x ~ t(pu, b?‘/, 2p)
La distribution marginale de x est : 7 ~ G(b, p)
4. Distribution inverse-gamma :
Siz~G(bp)z=1 2~IG(bp)
La densité associé de x est :
f/bp) = 1 ()" e (<2)

b>0,p>0,0=<z<+00

_ b2
V(2) = o) pr2

eLe critére d’information bayésien (BIC) :

BIC est un critére d’information dérivé du critére d’information d’Akaike proposé par
Gideon Schwarz en 1978, a la différence, la pénalité dépend de la taille de ’échantillon
et pas seulement du nombre du parameétre. Il s’écrit :

BIC = =2In(L) + k * In(N)

L : la vraisemblance du modele éstimée.

N : le nombre d’observation dans I’échantillon.

k : le nombre de parameétre.
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Code sous R

Programme 1

X=c(8,6,8,2,4,6,7,7,6,5,4,3,3,3,6,8,6,4,7,7,6,8)

Y=c(81,55,80,24,78,52,88,45,50,69,66,45,25,43,38,72,41,38,52,52,66,89)

reg=Im(Y"~X)

#nuage de point :

plot(X,Y,zlab="calories de protéines animales", ylab="Nbr de décés par crise cardiaque",main="Fi
2.1 : nuage de point", lty=3)

#droit de regression :

abline(reg)

#moyenne de X :

mean(X)

#moyenne de Y :

mean(Y)

#moyenne de (X*Y) :

mean(X*Y)

#moyenne de (X2) :

=X"2

Z

mean(Z)

#(moyenne de (X))"2:

mean(X)"2

#(moyenne de (Y)) 2 :

mean(Y) "2

#Les valeurs Ax, B et AO :

Ax=mean(Y)
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Annexe

Ssz=(mean(Z)-mean(X) ~2)
Ssx
SSzy=mean(X*Y)-(mean(X)*mean(Y))
SSzy

B=SSxy/Ssx

B

AO0=mean(Y)-B*mean(X)

A0

#Ychapeau :
Ychapeau=A0+B*X

Ychapeau

#Reésiduel :
restduel=Y-Ychapeau

residuel

residuel "2

#le tableau des données :
tableau=data.frame(X,Y, Ychapeau,residuel,residuel ~2)
tableau

n=22

#la somme des résidus :
s=sum(residuel ~2)/(n-2)

s

#la valeur de sd :
S=sqrt(sum(residuel"2)/(n-2))
S

#la lois a priori pour B et az :
sbeta=0.25

mbeta=1.02

salpha=1

malpha=15

#la lois a posteriori pour [ et az :

SSz=n*(mean(Z)-mean(X) "2)
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Annexe

SSx
F=(1/sbeta"~2)+(SSz/s)

F

sprimbeta=(F)"(-1/2)

sprimbeta

c=((1/sbeta"2))/F

c

d=((852/5)/F)

d=((S8S5z/s)/F)*B

d

mprimbeta=c*1+d

mprimbeta

k=(1/salpha~2)+(n/s)

k

sprimalpha=(k)~(-1/2)

sprimalpha

L=((n/s)/k)

L

w=((1/salpha"2))/k

w

mprimalpha=w*15+L*(mean(Y))

mprimalpha

#la courbe de densité a priori et a posteriori de la pente [3 :
curve(dnorm(z,mbetaprim,sprimbeta),xlim=c(0,2.5),
+ylim=c(0,2), xlab=expression(beta),ylab="Density",
+main="Figure 1.2 : La distribution a priori et a posteriori de la pente”)
curve(dnorm(z,mbeta,sbeta),add=TRUE,lty=3,lwd=4)
legend(1.75,2,¢("Prior", "Posterior"), lty=c(3,2,1),lwd=c(3,3,3))
Programme 2
X1=c(124,49,181,4,22,152,75,54,43,41,17,22,16,10,63,170,125,12,221,171,97,25/)
X2=c(393,31,38,17,20,39,30,29,35,31,23,21,8,23,37,40,38,25,39,33,38,39)
X38=c(8,6,8,2,4,6,7,7,6,5,4,3,3,3,6,8,6,4,7,7,6,8)
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Annexe

Y=c(81,55,80,24,78,52,88.45,50,69,66.45,25,43,38,72.41,38,52,52,66,89)
#tableau des données :

tab=data.frame(Y,X1,X2,X3)

tab

reg=Im(Y "~ X1+X2+X3,data=tab,s=TRUE,y=TRUE)

reg

#simulation N fois :

theta.sample=blinreg(reg3y,reg3x,500)

theta.sample

#somme des résidus :

S=sum(regSresidual 2)

S

shape=reg$df.residual /2

shape

rate=S/2

rate

#simulation a partir d’une distribution inverse gamma :
sigma2=rigamma(1,shape,rate)

sigmal

MSE = sum(reg$residuals ~2) /reg3df.residual

MSE

vbeta=vcov(reg)/MSE

vbeta

#simulation a partir d’une distribution normale multivarié :
beta=rmnorm(,mean=fit$coef,varcov=vbeta*sigma?2)

beta

#histogramme de chaque coéfficient plus ereur sd :
par(mfrow=c(2,2))

hist(theta.sample$betal,2],main="TMH", xlab=expression(beta[1]))
hist(theta.sample$betaf,3],main="CGP",zlab=expression(beta[2]))
hist(theta.sample$beta/,4],main="CPA" ,xlab=expression(beta[3]))
hist(theta.sample$sigma,main="ERREUR SD" xlab=expression(sigma))
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Bibilographie

#le critére BIC :
tableau=data.frame(X1,X2,X3)

tableau

subsets=regsubsets(Y ™ X1+X2+X3 tableau)
plot(subsets)
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