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INTRODUCTION GÉNÉRALE

L’étude de l’ordre de croissance d’une fonction analytique est un moyen efficace pour

étudier les propriétés asymptotiques de cette fonction. Cet ordre de croissance est défini

pour une fonction analytique, à partir de maximum du module M(r, f) = max
|z|≤r
|f(z)|, lequel

est atteint sur la circonférence du disque |z| ≤ r. Ce principe de maximum atteint sur la

frontière du disque n’est pas vrai dans le cas d’une fonction méromorphe sur un disque

|z| ≤ r, sachant qu’une fonction méromorphe est par définition le rapport des deux fonctions

analytiques. Pour contourner cette défaillance dans le cas méromorphe, le mathématicien

finlandais R. Nevanlinna a établi en 1924 une théorie qui porte son propre nom et qui

permet d’étudier la taille d’une fonction méromorphe en se servant d’une fonction T (r, f)

qui s’appelle fonction caractéristique de Nevanlinna.

L’ordre de croissance, défini en fonction de log T (r, f) et log r, joue un rôle important dans

l’étude des solutions des équations différentielles et des équations aux différences complexes.

Il change de propriété en fonction de la forme de l’équation et de la nature de ses coefficients.

Dans cette thèse, nous étudions deux types d’équations d’ordre n ; le premier est une classe

d’équations différentielles et le second est une classe d’équations aux différences. Cette étude

est faite à partir de certaines notions mathématiques comme : l’ordre de croissance ρ(f),

l’exposant de convergence λ(f) et le second ordre de croissance ρ2(f).

Cette thèse est répartie sur l’introduction et trois chapitres. Dans la première partie du

premier chapitre, on expose la formule de Poisson-Jensen qui relie les zéros et les pôles d’une

fonction méromorphe f à l’intérieur d’un disque à la valeur moyenne de f sur la frontière de ce
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disque. Cette formule joue un rôle important dans la théorie de Nevanlinna. Après, on donne

les définitions des fonctions m(r, f), N(r, f) et T (r, f) et quelques propriétés de ces trois

fonctions. Ensuite, on aborde le premier théorème de Nevanlinna qui est une conséquence de

la formule de Jensen. Il décrit la taille du nombre des racines de l’équation f(z) = a, pour

tout a ∈ C. Dans la deuxième partie de ce chapitre on parle de l’ordre de croissance d’une

fonction méromorphe. En particulier si f est entière alors, ρ(f) est exactement l’ordre de

croissance défini à l’aide de M(r, f). Ensuite, on donne quelques propriétés de ρ(f) qui sont

nécessaires à la suite du travail. On définit aussi l’exposant de convergence en lui associant

quelques propriétés fondamentales.

Dans le début du deuxième chapitre, on expose une application de la théorie de Nevanlinna

aux équations différentielles. Il s’agit d’une généralisation de deux travaux appartenant à F.

Peng et Z. X. Chen [51]. Ils considèrent une équation différentielle du second ordre de la

forme

f ′′ + e−zf ′ + (A1e
a1z + A2e

a2z)f = 0,

où A1, A2 sont des fonctions entières et a1, a2 ∈ C. Ils ont montré, sous certaines conditions,

que toute solution méromorphe non nulle de cette équation satisfait

ρ(f) = +∞ et ρ2(f) = 1.

Le deuxième travail est celui de J. Xu et X. Zhang [60]. En développant le résultat précédent,

ils ont étudié une équation différentielle de la forme

f ′′ + A0e
a0zf ′ + (A1e

a1z + A2e
a2z)f = 0,

où A0, A1, A2 sont des fonctions méromorphes et a0, a1, a2 ∈ C. En imposant certaines condi-

tions, ils ont démontré le résultat déjà obtenu par F. Peng et Z. X. Chen [51] sur l’ordre

et le seconde ordre de la solution f . Nous avons remarqué, à partir de ces deux résultats,

que ρ(f) est égal au degré des trois monômes utilisés dans les deux équations et sans perte

de généralité, on peut remplacer le degré 2 de l’équation par un degré quelconque. Dans

notre travail, nous avons remplacé les trois monôme par trois polynômes de degré k et leurs

équations par une équation plus générale de degré n de la forme
n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)f (j)(z) + Am(z)epm(z)f (m)(z) +
(
A0(z)ep(z) +B0(z)eq(z)

)
f(z) = 0, (0.1)
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où B0, Aj, j = 0, ..., n sont des fonctions méromorphes et pm(z), p(z), q(z) sont des polynômes

de degré k. En supposant que les coefficients vérifient certaines conditions, on a démontré

que toute solution méromorphe non nulle de cette équation satisfait

ρ(f) = +∞ et ρ2(f) = k.

A la fin de ce chapitre, nous avons étudié l’exposant de convergence des solutions de l’équation

(0.1) et de leurs dérivées premières et secondes. Nous avons obtenu un résultat important

qui est

λ(f − ψ) = λ(f ′ − ψ) = λ(f ′′ − ψ) =∞,

où ψ est une fonction méromorphe d’ordre < k et f est une solution méromorphe non nulle

de l’équation (0.1). Comme conséquence immédiate de ce théorème, nous avons montré que

toute solution méromorphe de cette équation a un nombre infini de points fixes.

Dans le troisième chapitre, nous avons généralisé les travaux de Z. L. Yuan et Q. Ling [65].

Ils ont considéré une équation aux différences de la forme

n∑
j=2

Aj(z)f(z + j) + A1(z)eα1zf(z + 1) + (A0(z)eα0z +B0(z)eβ0z)f(z) = 0,

où B0, Aj, j = 0, ..., n sont des fonctions méromorphes et α0, α1, β0 ∈ C. Ils ont démontré,

sous certaines conditions, que ρ(f) ≥ 2 où f est une solution méromorphe non nulle.

Dans notre travail, nous avons obtenu un résultat plus général. Nous considérons l’équation

n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)f(z + j) + Am(z)epm(z)f(z +m) + (A0(z)ep(z) +B0(z)eq(z))f(z) = 0,

où B0, Aj, j = 0, ..., n sont des fonctions méromorphes et p(z), pm(z), q(z) sont des polynômes

de degré k. Nous avons imposé des conditions sur les coefficients et on a démontré que

ρ(f) ≥ k+1. Puis on a étudié l’ordre de croissance des solutions de l’équation aux différences

n∑
j=0

aj(z)f(z + j) = 0, (0.2)

où, aj(z) = Aj(z)epj(z) +Dj(z) et Aj(z), Dj(z) sont des fonctions méromorphes d’ordre < k

et pj(z) est un polynôme de degré k. On a prouvé que toute solution méromorphe de cette

équation a un ordre supérieur ou égal à k+ 1. Ce résultat est une généralisation des travaux
5
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de Z. L. Yuan et Q. Ling [65]. On termine ce chapitre par l’étude de l’ordre de croissance et

l’exposant de convergence des solutions méromorphe de l’équation non homogène associée à

l’équation (0.2).
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CHAPITRE 1

THÉORIE DE NEVANLINNA

Dans ce chapitre, nous allons introduire toutes les notions et tous les résultats que nous

avons employé dans cette thèse. Plus particulièrement, les définitions et les théorèmes qui

nous sont indispensables pour une bonne étude des équations différentielles et équations aux

différences. Pour plus de détails sur ce chapitre voir, [32, 45, 64].

1.1 Premier théorème de Nevanlinna

1.1.1 Formule de Poisson-Jensen

Pour simplifier la démonstration de la formule de Poisson-Jensen, on a besoin de la

proposition suivante

Proposition 1.1.1. Soient r > 0 et f(z) une fonction analytique sur D = {z ∈ C, |z| ≤ r}.

Supposons que f(z) n’a pas de zéros dans D, alors pour tout z ∈ int(D), on a

log f(z) =
1

2πi

∫
|ξ|=r

(r2 − |z|2) log f(ξ)

(r2 − ξz̄)(ξ − z)
dξ (1.1)
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1.1. Premier théorème de Nevanlinna

Preuve.

On distingue deux cas :

1) Si z = 0, d’après le théorème de Cauchy, on a

1

2πi

∫
|ξ|=r

(r2 − |0|2) log f(ξ)

(r2 − ξ.0)(ξ − 0)
dξ =

1

2πi

∫
|ξ|=r

log f(ξ)

ξ
dξ

= log f(0)

2) Si z 6= 0, on pose :

g(ξ) =
(r2 − |z|2) log f(ξ)

(r2 − ξz̄)(ξ − z)
,

on remarque que le seul point singulier de g(ξ) dans D est ξ0 = z, car si r2 − ξz̄ = 0 on a

ξ =
r2

z̄
, implique |ξ| =

r2

|z̄|
>
r2

r
= r, d’où ξ 6∈ D. Et comme ξ0 = z est un pôle simple, on

applique le théorème de Résidu sur la fonction g(ξ) (sachant que zz̄ = |z|2), on obtient∫
|ξ|=r

g(ξ)dξ = 2πi lim
ξ→z

((ξ − z)g(ξ))

= 2πi lim
ξ→z

(r2 − |z|2) log f(ξ)

(r2 − ξz̄)

= 2πi log f(z),

d’où log f(z) =
1

2πi

∫
|ξ|=r

(r2 − |z|2) log f(ξ)

(r2 − ξz̄)(ξ − z)
dξ. De 1) et 2) on a le résultat. �

Corollaire 1.1. 1) En utilisant la formule (1.1) et en posant

ξ = reiϕ et z = δeiθ,

tel que 0 ≤ δ < r, on obtient

log f(z) =
1

2π

2π∫
0

(r2 − δ2) log f(reiϕ)

r2 − 2rδ cos(ϕ− θ) + δ2
dϕ (1.2)

2) En séparant la partie réelle dans (1.2), on obtient

log |f(z)| = 1

2π

2π∫
0

(r2 − δ2) log |f(reiϕ)|
r2 − 2rδ cos(ϕ− θ) + δ2

dϕ (1.3)

8



1.1. Premier théorème de Nevanlinna

Preuve.

1) On sait que ξξ̄ = |ξ|2 = r2. D’où

(r2 − ξz̄)(ξ − z) = (ξξ̄ − ξz̄)(ξ − z)

= ξ(ξ̄ − z̄)(ξ − z)

= ξ(ξ − z)(ξ − z)

= reiϕ|ξ − z|2,

D’autre part on a

ξ − z = reiϕ − δeiθ = (r cosϕ− δ cos θ) + i(r sinϕ− δ sin θ),

donc

|ξ − z|2 = (r cosϕ− δ cos θ)2 + (r sinϕ− δ sin θ)2

= r2(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)− 2δr(cosϕ cos θ + sinϕ sin θ) + δ2(cos2 θ + sin2 θ)

= r2 − 2δr cos(ϕ− θ) + δ2, (1.4)

car :

cos2 ϕ+ sin2 ϕ = cos2 θ + sin2 θ = 1 et cos(ϕ− θ) = cosϕ cos θ + sinϕ sin θ.

En multipliant (1.4) par reiϕ, on trouve

(r2 − ξz̄)(ξ − z) = reiϕ(r2 − 2δr cos(ϕ− θ) + δ2), (1.5)

ensuite, en remplaçant (1.5) dans (1.1) et sachant que dξ = ireiϕ on obtient l’égalité (1.2).

�

Dans le théorème suivant on expose la formule de Poisson-Jensen dans le cas général,

autrement dit, ce théorème est valable pour une fonction méromorphe qui possède comme

zéro le point z0 = 0, ainsi que pour une fonction qui n’a ni zéros ni pôles en ce point.

Théorème 1.1.2. Soient f(z) une fonction méromorphe non constante, D = {z ∈ C, |z| ≤

r}, avec r > 0 et a1, ..., aN (resp. b1, ..., bP ) les zéros (resp. les pôles) de f(z) dans int(D).

Supposons que chaque zéro (resp. pôle) est compté avec sa multiplicité, alors on a

9



1.1. Premier théorème de Nevanlinna

Pour z = δeiθ avec 0 ≤ δ < r, on a

log |f(z)z−m| = 1

2π

2π∫
0

(r2 − δ2) log |f(reiϕ)|
r2 − 2rδ cos(θ − ϕ) + δ2

dϕ+
P∑
j=1

log

∣∣∣∣ r2 − b̄jzr(z − bj)

∣∣∣∣
−

N∑
i=1

log

∣∣∣∣ r2 − āizr(z − ai)

∣∣∣∣−m log r. (1.6)

avec, f(z) =
+∞∑
i=m

ciz
i, cm 6= 0 (série de Laurent de f(z) en zéro)

Preuve.

On définit une fonction ψ(ξ) comme suit

ψ(ξ) =
rm

ξm
f(ξ)

N∏
i=1

r2 − āiξ
r(ξ − ai)

/
P∏
j=1

r2 − b̄jξ
r(ξ − bj)

. (1.7)

On remarque que la fonction ψ(ξ) est méromorphe et n’admet ni zéros ni pôles sur D. Donc,

elle est analytique sur D et comme elle n’a pas de zéros dans ce domaine, alors d’après le

corolaire 1.1, on a

log |ψ(z)| = 1

2π

2π∫
0

(r2 − δ2) log |ψ(reiϕ)|
r2 − 2rδ cos(ϕ− θ) + δ2

dϕ. (1.8)

D’autre par si |ξ| = r, on a ξξ̄ = |ξ|2 = r2, d’où

r2 − āiξ = ξξ̄ − āiξ = ξ(ξ̄ − āi) = ξ(ξ − ai),

de même on a r2 − b̄jξ = ξ(ξ − bj), donc∣∣∣∣ r2 − āiξr(ξ − ai)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ξ(ξ − ai)r(ξ − ai)

∣∣∣∣ = 1 et
∣∣∣∣ r2 − b̄jξr(ξ − bj)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ξ(ξ − bj)r(ξ − bj)

∣∣∣∣ = 1. (1.9)

De (1.7) et (1.9), on trouve

|f(ξ)| = |ψ(ξ)| sur |ξ| = r

et (1.8) devient

log |ψ(z)| = 1

2π

2π∫
0

(r2 − δ2) log |f(reiϕ)|
r2 − 2rδ cos(ϕ− θ) + δ2

dϕ, (1.10)

d’autre part de l’égalité (1.7), on obtient

log |ψ(z)| = log |f(z)z−m|+m log r −
P∑
j=1

log

∣∣∣∣ r2 − b̄jzr(z − bj)

∣∣∣∣+
N∑
i=1

log

∣∣∣∣ r2 − āizr(z − ai)

∣∣∣∣ , (1.11)

enfin de (1.10) et (1.11), on obtient la relation (1.6). �
10



1.1. Premier théorème de Nevanlinna

Corollaire 1.2. Pour z = 0 i.e. δ = 0 dans (1.6), on a

log |cm| =
1

2π

2π∫
0

log |f(reiϕ)|dϕ+
P∑
j=1

log
r

|bj|
−

N∑
i=1

log
r

|ai|
−m log r. (1.12)

En effet :

On pose h(z) = f(z)z−m, alors on a

h(z) = z−mf(z) = z−m(cmz
m + cm+1z

m+1 + · · · ) = (cm + cm+1z + · · · ).

D’où h(0) = cm, aussi :

log |h(0)| = log |cm| = log |f(z)z−m|z=0

et en remplaçant dans (1.6), on obtient le résultat.

Remarque 1.1.1. la relation (1.6) s’appelle formule de Poisson et la relation (1.12) s’ap-

pelle formule de Jensen.

Dans ce qui suit, nous allons définir les fonctions N(r, f), m(r, f) et T (r, f) et on leur

associe quelques propriétés. Tout cela, pour simplifier au maximum la formule de Jensen

et pour arriver à démontrer le premier théorème de Nevanlinna qui est une conséquence

immédiate de cette formule.

Notation 1.1.1. Soit f(z) une fonction méromorphe et t > 0, on note par n(t, f) le

nombre de pôles de f(z) dans l’ensemble {z ∈ C, |z| ≤ t}.

Lemme 1.1. Sous les conditions du théorème 1.1.2 et en supposant de plus que

|a1| ≤ |a2| ≤ ... ≤ |aN | (resp. |b1| ≤ |b2| ≤ ... ≤ |bP |),

on a

P∑
j=1

log
r

|bj|
=

r∫
0

n(t, f)− n(0, f)

t
dt

N∑
i=1

log
r

|ai|
=

r∫
0

n(t,
1

f
)− n(0,

1

f
)

t
dt

11



1.1. Premier théorème de Nevanlinna

Preuve.

On a
P∑
j=1

log
r

|bj|
= P log r −

P∑
j=1

log |bj|

= P log r −
P∑
j=1

log |bj| −
P−1∑
j=1

j log |bj+1|+
P−1∑
j=1

j log |bj+1|

= P log r −
P∑
j=1

log |bj| −
P∑
j=1

(j − 1) log |bj|+
P−1∑
j=1

j log |bj+1|

= P log r −
P∑
j=1

j log |bj|+
P−1∑
j=1

j log |bj+1|

= P (log r − log |bP |)−
P−1∑
j=1

j log |bj|+
P−1∑
j=1

j log |bj+1|

=
P−1∑
j=1

j(log |bj+1| − log |bj|) + P (log r − log |bP |)

=
P−1∑
j=1

|bj+1|∫
|bj |

j

t
dt+

r∫
|bP |

P

t
dt. (1.13)

Si |bj| < |bj+1|, on a pour t ∈]|bj|, |bj+1|[, n(t, f) = j + n(0, f), d’où j = n(t, f) − n(0, f) et

pour t ∈]|bP |, r[ on a p = n(t, f)− n(0, f), donc∫ |bj+1|

|bj |

j

t
dt =

∫ |bj+1|

|bj |

n(t, f)− n(0, f)

t
dt

et ∫ r

|bP |

P

t
dt =

∫ r

|bP |

n(t, f)− n(0, f)

t
dt.

D’autre part, si |bj| = |bj+1|, on a aussi∫ |bj+1|

|bj |

j

t
dt =

∫ |bj+1|

|bj |

n(t, f)− n(0, f)

t
dt = 0,

d’où, la relation (1.13) devient �

P∑
j=1

log
r

|bj|
=

P−1∑
j=1

|bj+1|∫
|bj |

n(t, f)− n(0, f)

t
dt+

r∫
|bP |

n(t, f)− n(0, f)

t
dt

=

|b1|∫
0

n(t, f)− n(0, f)

t
dt+

r∫
|b1|

n(t, f)− n(0, f)

t
dt =

r∫
0

n(t, f)− n(0, f)

t
dt,

12
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car
|b1|∫
0

n(t, f)− n(0, f)

t
dt = 0.

Définition 1.1.1. Soit f(z) une fonction méromorphe et r > 0. On appelle fonction de

comptage des pôles de f(z) dans |z| ≤ r qu’on note N(r, f), la fonction définie par

N(r, f) =

r∫
0

n(t, f)− n(0, f)

t
dt+ n(0, f) log r.

Remarque 1.1.2. Avec les nouvelles notations, la formule de Jensen (1.12), devient

log |cm| =
1

2π

2π∫
0

log |f(reiϕ)|dϕ+

r∫
0

n(t, f)− n(0, f)

t
dt−

r∫
0

n(t,
1

f
)− n(0,

1

f
)

t
dt−m log r

=
1

2π

2π∫
0

log |f(reiϕ)|dϕ+

r∫
0

n(t, f)− n(0, f)

t
dt+ n(0, f) log r

−
r∫

0

n(t,
1

f
)− n(0,

1

f
)

t
dt− n(0,

1

f
) log r

=
1

2π

2π∫
0

log |f(reiϕ)|dϕ+N(r, f)−N(r,
1

f
), (1.14)

car on a m = n(0,
1

f
)− n(0, f).

Proposition 1.1.3. Soient f, f1, ..., fn des fonctions méromorphes. On a

a) N(r,
n∏
i=1

fi) ≤
n∑
i=1

N(r, fi), ∀r ≥ 1.

b) N(r, fk) = kN(r, f), ∀k ∈ N.

c) N(r,
n∑
i=1

fi) ≤
n∑
i=1

N(r, fi), ∀r ≥ 1.

d) N(r, f (n)) = (n+ 1)N(r, f).

e) N(r, f(cz)) = N(|c|r, f), ∀c > 0.

1.1.2 Fonction caractéristique

Définition 1.1.2. On définit la fonction log+ comme suit :

log+ : R+ → R+

α 7→ log+ α =

 max{0, logα} si α > 0

0 si α = 0

13
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Lemme 1.2. La fonction log+ admet les propriétés suivantes :

a) logα ≤ log+ α, ∀α > 0.

b) Si α ≤ β, alors log+ α ≤ log+ β, ∀α, β ∈ R+.

c) logα = log+ α− log+ 1

α
, ∀α > 0.

d) | logα| = log+ α + log+ 1

α
, ∀α > 0.

e) log+(
n∏
i=1

αi) ≤
n∑
i=1

log+ αi, tel que ∀i = 1, ..., n on a αi ∈ R+.

f) log+(
n∑
i=1

αi) ≤ log n+
n∑
i=1

log+ αi, tel que ∀i = 1, ..., n on a αi ∈ R+.

Preuve.

Les propriétés de a) jusqu’à d) sont des conséquences immédiates de la définition de la

fonction log+ . Il suffit de montrer les inégalités e) et f).

e) On distingue deux cas :

Ou bien
n∏
i=1

αi ≤ 1, alors

1) Si
n∏
i=1

αi = 0, on a log+(
n∏
i=1

αi) = 0.

2) Si 0 <
n∏
i=1

αi ≤ 1, on a log+(
n∏
i=1

αi) = max{0, log(
n∏
i=1

αi)} = 0.

De 1) et 2), on a log+(
n∏
i=1

αi) = 0 ≤
n∑
i=1

log+ αi.

Ou bien
n∏
i=1

αi > 1, en appliquant l’inégalité a), on a

log+(
n∏
i=1

αi) = max{0, log(
n∏
i=1

αi)} = log(
n∏
i=1

αi) =
n∑
i=1

logαi ≤
n∑
i=1

log+ αi.

f) D’après les assertions b) et f) et sachant que
n∑
i=1

αi ≤ nmax
0≤i≤n

αi, on a

log+(
n∑
i=1

αi) ≤ log+(nmax
0≤i≤n

αi) ≤ log+ n+ log+ max
0≤i≤n

αi ≤ log n+
n∑
i=1

log+ αi

�

Définition 1.1.3. Soient f(z) une fonction méromorphe et r > 0. On appelle fonction de

compensation qu’on note m(r, f), la fonction définie par

m(r, f) =
1

2π

2π∫
0

log+ |f(reiϕ)|dϕ.

14
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Remarque 1.1.3. D’après l’égalité c) du lemme 1.2, on a

1

2π

2π∫
0

log |f(reiϕ)|dϕ =
1

2π

2π∫
0

(
log+ |f(reiϕ)| − log+ 1

|f(reiϕ)|

)
dϕ

=
1

2π

2π∫
0

log+ |f(reiϕ)|dϕ− 1

2π

2π∫
0

log+ 1

|f(reiϕ)|
dϕ

= m(r, f)−m(r,
1

f
).

En utilisant l’égalité ci-dessus, la formule (1.14) devient

log |cm| =
1

2π

2π∫
0

log |f(reiϕ)|dϕ+N(r, f)−N(r,
1

f
)

= m(r, f)−m(r,
1

f
) +N(r, f)−N(r,

1

f
). (1.15)

Proposition 1.1.4. Soient f, f1, ..., fn des fonctions méromorphes. On a

a) m(r,
n∏
i=1

fi) ≤
n∑
i=1

m(r, fi), ∀r ≥ 1.

b) m(r, fk) = km(r, f), ∀k ∈ N.

c) m(r,
n∑
i=1

fi) ≤ log n+
n∑
i=1

m(r, fi), ∀r ≥ 1.

d) m(r, f(cz)) = m(|c|r, f), ∀c > 0.

Définition 1.1.4. Soient f(z) une fonction méromorphe et r > 0. On appelle fonction

caractéristique de f ou fonction de Nevanlinna qu’on note T (r, f), la fonction définie

par

T (r, f) = m(r, f) +N(r, f).

Conclusion 1. En utilisant les nouvelles notations et la relation (1.15), on a

T (r,
1

f
) = T (r, f)− log |cm|, (1.16)

c’est la forme la plus simple de la formule de Jensen.

L’exemple suivant est nécessaire dans la section consacré à l’ordre de croissance, pour

déduire l’ordre de la fonction ep(z), où p(z) est un polynôme de degré supérieure ou égale à

un.

15
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Exemple 1.1.1. Soient n ∈ N∗ et α ∈ C∗, alors

T (r, eαz
n

) =
|α|
π
rn.

En effet :

Supposons que α = |α|eiθ0 . Comme eαzn est analytique, alors N(r, eαz
n
) = 0, donc

T (r, f) = m(r, f) =
1

2π

2π∫
0

log+
∣∣∣exp{|α|eiθ0(reiϕ)n}

∣∣∣ dϕ,
or

exp{|α|eiθ0(reiϕ)n} = exp{|α|rnei(θ0+nϕ)}

= exp{|α|rn cos(θ0 + nϕ) + i|α|rn sin(θ0 + nϕ)},

d’où ∣∣∣exp{|α|eiθ0(reiϕ)n}
∣∣∣ = exp{|α|rn cos(θ0 + nϕ)},

et on a

T (r, f) =
1

2π

2π∫
0

log+ e|α|r
n cos(θ0+nϕ)dϕ

=
1

2nπ

θ0+2nπ∫
θ0

log+ e|α|r
n cosϕdϕ

=
1

2nπ

θ0+2nπ∫
θ0

max{0, |α|rn cosϕ}dϕ

=
|α|rn

2nπ

θ0+2nπ∫
θ0

max{0, cosϕ}dϕ. (1.17)

On sait que, pour toute fonction périodique f de période 2π, on a

θ0 + 2nπ∫
θ0

f(x)dx = n

θ0 + 2π∫
θ0

f(x)dx.

En utilisant ce résultat, l’égalité (1.17) devient

T (r, f) =
|α|rn

2π

θ0 + 2π∫
θ0

max{0, cosϕ}dϕ, (1.18)

16
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et on distingue deux cas

1) Si θ0 ∈]− π

2
,
π

2
], l’égalité (1.18) devient

T (r, f) =
|α|rn

2π

π

2∫
θ0

max{0, cosϕ}dϕ+
|α|rn

2π

3π

2∫
π

2

max{0, cosϕ}dϕ+
|α|rn

2π

θ0 + 2π∫
3π

2

max{0, cosϕ}dϕ

=
|α|rn

2π

π

2∫
θ0

cosϕ dϕ+
|α|rn

2π

θ0 + 2π∫
3π

2

cosϕ dϕ

=
|α|rn

2π
(1− sin θ0 + sin(θ0 + 2π) + 1) =

|α|rn

π
.

2) Si θ0 ∈]
π

2
,
3π

2
], l’égalité (1.18) devient

T (r, f) =
|α|rn

2π

3π

2∫
θ0

max{0, cosϕ}dϕ+
|α|rn

2π

5π

2∫
3π

2

max{0, cosϕ}dϕ+
|α|rn

2π

θ0 + 2π∫
5π

2

max{0, cosϕ}dϕ

=
|α|rn

2π

5π

2∫
3π

2

cosϕ dϕ

=
|α|rn

π
.

La proposition suivante donne une relation entre la fonction caractéristique de Nevanlinna

et le module maximum d’une fonction entière. On a besoin de ce résultat, dans la section

qui concerne l’ordre de croissance, pour affirmer que l’ordre de croissance d’une fonction

analytique coïncide avec celui défini en fonction de T (r, f).

Proposition 1.1.5. Soient g(z) une fonction analytique et r, R ∈ R tels que 0 < r < R. Si

le module maximum vérifie

M(r, g) = max
|z|=r
|g(z)| ≥ 1,

Alors

T (r, g) ≤ logM(r, g) ≤ R + r

R− r
T (R, g).

17



1.1. Premier théorème de Nevanlinna

Preuve.

Comme g(z) est analytique, la première inégalité est triviale car

T (r, g) = m(r, g) =

2π∫
0

log+ |g(reiϕ)|dϕ

≤ log+M(r, g) = logM(r, g).

Montrons maintenant la deuxième inégalité.

Supposons que g(z) =
+∞∑
i=m

ciz
i, cm 6= 0 (série de Laurent de g(z) en zéro) et soit z0 = reiθ0 ,

tel que |g(z0)| = M(r, g) et soient a1, ..., aN les zéros de g(z) dans |z| < R.

Comme |z0| < R, alors on a
∣∣∣∣R(z0 − aj)
R2 − ājz0

∣∣∣∣ < 1, en effet :

si on pose aj = |aj|eiθj , on a

|R(z0 − aj)| =
√

(rR)2 + (|aj|R)2 − 2R2|aj|r cos(θ0 − θj)

=
√

(rR− |aj|R)2 + 2R2|aj|r(1− cos(θ0 − θj))

et

|R2 − ājz0)| =
√
R4 + (|aj|r)2 − 2R2|aj|r cos(θ0 − θj)

=
√

(R2 − |aj|r)2 + 2R2|aj|r(1− cos(θ0 − θj)),

d’autre part, on a

R(R− r) + |aj|(R− r) > 0,

ce qui implique

R2 − rR +R|aj| − r|aj| > 0,

d’où

R2 − |aj|r > Rr − |aj|R,

donc

(R2 − |aj|r)2 > (Rr − |aj|R)2,

ce qui implique ∣∣∣∣R(z0 − aj)
R2 − ājz0

∣∣∣∣ < 1.
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Donc d’après la formule Poisson-Jensen, on a

log |g(z0)| =
1

2π

2π∫
0

(R2 − r2) log |g(Reiϕ)|
R2 − 2Rr cos(θ0 − ϕ) + r2

dϕ+
N∑
i=1

log

∣∣∣∣R(z0 − ai)
R2 − āiz0

∣∣∣∣+m(log r − logR)

≤ 1

2π

2π∫
0

(R2 − r2) log+ |g(Reiϕ)|
R2 − 2Rr − 2Rr cos(θ0 − ϕ) + r2 + 2Rr

dϕ

=
1

2π

2π∫
0

(R2 − r2) log+ |g(Reiϕ)|
(R− r)2 + 2Rr(1− cos(θ0 − ϕ))

dϕ

=
1

2π

2π∫
0

(R2 − r2) log+ |g(Reiϕ)|
(R− r)2

dϕ

=
(R + r)

(R− r)
1

2π

2π∫
0

log+ |g(Reiϕ)|dϕ =
(R + r)

(R− r)
m(R, g) =

(R + r)

(R− r)
T (R, g)

�

Théorème 1.1.6. Soit f(z) une fonction méromorphe, alors

f(z) est une fraction rational si et seulement si T (r, f) = O(log r).

1.1.3 Premier théorème de Nevanlinna

Théorème 1.1.7. Soient f(z) une fonction méromorphe et a ∈ C. Supposons que f(z)− a

s’écrit sous forme de la série de Laurent suivante :

f(z)− a =
+∞∑
i=m

ciz
i, m ∈ Z, cm 6= 0,

alors, on a

T (r,
1

f − a
) = T (r, f)− log |cm|+ φ(r, a),

où |φ(r, a)| ≤ log 2 + log+ |a|.

Preuve.

D’après la relation (1.16), on a

T (r,
1

f − a
) = T (r, f − a)− log |cm|

= N(r, f − a) +m(r, f − a)− log |cm|

= N(r, f) +m(r, f) +m(r, f − a)−m(r, f)− log |cm|

= T (r, f)− log |cm|+ φ(r, a),
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avec φ(r, a) = m(r, f − a)−m(r, f). Il nous reste à montrer que |φ(r, a)| ≤ log 2 + log+ |a|.

D’après le lemme 1.2, on a

m(r, f − a) =
1

2π

2π∫
0

log+ |f(reiϕ)− a|dϕ

≤ 1

2π

2π∫
0

log+(|f(reiϕ)|+ |a|)dϕ

≤ 1

2π

2π∫
0

(log 2 + log+ |f(reiϕ)|+ log+ |a|)dϕ

=
1

2π

2π∫
0

log+ |f(reiϕ)|dϕ+ log 2 + log+ |a|

= m(r, f) + log 2 + log+ |a|, (1.19)

d’autre part, on a

m(r, f) =
1

2π

2π∫
0

log+ |f(reiϕ)− a+ a|dϕ

≤ 1

2π

2π∫
0

log+(|f(reiϕ)− a|+ |a|)dϕ

≤ 1

2π

2π∫
0

(log 2 + log+ |f(reiϕ)− a|+ log+ |a|)dϕ

=
1

2π

2π∫
0

log+ |f(reiϕ)− a|dϕ+ log 2 + log+ |a|

= m(r, f − a) + log 2 + log+ |a|. (1.20)

De (1.19) et (1.20), on trouve |φ(r, a)| ≤ log 2 + log+ |a|. �

Proposition 1.1.8. Soient f, f1, ..., fn des fonctions méromorphes et α, β, γ, δ ∈ C tels que

αδ − βγ 6= 0. Alors, on a

a) T (r,
n∏
i=1

fi) ≤
n∑
i=1

T (r, fi), ∀r ≥ 1.

b) T (r, fk) = kT (r, f), ∀k ∈ N.

c) T (r, f (k)) ≤ (k + 1)T (r, f) + o(T (r, f)), ∀k ∈ N.

d) T (r,
n∑
i=1

fi) ≤ log n+
n∑
i=1

T (r, fi), ∀r ≥ 1.
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e) T (r,
αf + β

γf + δ
) = T (r, f) +O(1), tel que f 6≡ −δ

γ
.

f) T (r, f(cz)) = T (|c|r, f), ∀c > 0.

g) m(r,
f (k)

f
) = o(T (r, f)), ∀k ∈ N.

1.2 Ordre de croissance des fonctions méromorphes

Définition 1.2.1. Soit f(z) une fonction méromorphe. On appelle Ordre de croissance

de f qu’on note ρ(f), la limite supérieure définie par

ρ(f) = lim sup
r→+∞

log T (r, f)

log r
.

Proposition 1.2.1. Soit g(z) une fonction analytique telle que

M(r, g) = max
|z|=r
|g(z)| ≥ 1,

alors on a : ρ(g) = σ(g), avec

σ(g) = lim sup
r→+∞

log logM(r, g)

log r
.

Preuve.

De la proposition 1.1.5, on a

T (r, g) ≤ logM(r, g) ≤ R + r

R− r
T (R, g). (1.21)

La première inégalité nous donne ρ(g) ≤ σ(g).

D’autre part, En prenant R = 2r dans (1.21) et en introduisant la fonction log, on obtient

log logM(r, g) ≤ log 3 + log T (2r, g),

ensuite, on divise par log r et on passe à limite supérieure, on trouve

σ(g) = lim sup
r→+∞

log logM(r, g)

log r

≤ lim sup
r→+∞

(
log 3

log r
+

log T (2r, g)

log r
)

≤ lim sup
r→+∞

log 3

log r
+ lim sup

r→+∞

log T (2r, g)

log r
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= lim sup
r→+∞

log T (2r, g)

log 2r

log 2r

log r

= lim sup
r→+∞

log T (2r, g)

log 2r
lim sup
r→+∞

log 2r

log r

= lim sup
r→+∞

log T (2r, g)

log 2r
= ρ(g)

�

Dans notre travail on a besoin des propriétés de l’ordre de croissance. Le théorème suivant

résume quelques de ces propriétés.

Théorème 1.2.2. Soient f(z), g(z) deux fonctions méromorphes et a ∈ C. Supposons que

fg(f − a)(f + g) 6≡ 0, alors on a les propriétés suivantes

1) ρ(
1

f
) = ρ(f).

2) ρ(
1

f − a
) = ρ(f).

3) ρ(
αf + β

γf + δ
) = ρ(f), tels que f 6≡ −δ

γ
et αδ − βγ 6= 0.

4) ρ(fn) = ρ(f), ∀n ∈ N∗.

5) ρ(f (n)) ≤ ρ(f), ∀n ∈ N∗.

6) ρ(f(cz)) = ρ(f).

7) ρ(f + g) ≤ max{ρ(f), ρ(g)}.

8) ρ(fg) ≤ max{ρ(f), ρ(g)}.

Preuve.

1) D’après la formule (1.16), on a

T (r,
1

f
) = T (r, f) +O(1),

ce qui implique

T (r,
1

f
) = T (r, f)(1 +

O(1)

T (r, f)
),

ensuite en introduisant la fonction log et en devisant par log r, on obtient

log T (r,
1

f
)

log r
=

log T (r, f)

log r
+

log(1 +
O(1)

T (r, f)
)

log r
. (1.22)

Par passage à la limite dans (1.22), on trouve

ρ(
1

f
) = lim sup

r+→∞

 log T (r, f)

log r
+

log(1 +
O(1)

T (r, f)
)

log r

 , (1.23)
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il suffit donc de montrer que lim sup
r+→∞

 log T (r, f)

log r
+

log(1 +
O(1)

T (r, f)
)

log r

 = ρ(f).

D’après les propriétés de la limite supérieure, on a

lim sup
r+→∞

 log T (r, f)

log r
+

log(1 +
O(1)

T (r, f)
)

log r

 ≤ lim sup
r+→∞

log T (r, f)

log r
+ lim sup

r→+∞

log(1 +
O(1)

T (r, f)
)

log r

= lim sup
r+→∞

log T (r, f)

log r
= ρ(f), (1.24)

car

lim
r→+∞

log(1 +
O(1)

T (r, f)
)

log r
= 0.

D’autre par, on a

log T (r, f)

log r
=

log T (r, f)

log r
+

log(1 + O(1)
T (r,f)

)

log r
−

log(1 + O(1)
T (r,f)

)

log r

et en utilisant les propriété de la limite supérieure, on trouve

ρ(f) = lim sup
r+→∞

log T (r, f)

log r

= lim sup
r+→∞

 log T (r, f)

log r
+

log(1 +
O(1)

T (r, f)
)

log r
−

log(1 +
O(1)

T (r, f)
)

log r



≤ lim sup
r+→∞

 log T (r, f)

log r
+ lim sup

r→+∞

log(1 +
O(1)

T (r, f)
)

log r

+ lim sup
r→+∞

−
log(1 +

O(1)

T (r, f)
)

log r

= lim sup
r+→∞

 log T (r, f)

log r
+ lim sup

r→+∞

log(1 +
O(1)

T (r, f)
)

log r

 , (1.25)

car

lim
r→+∞

−
log(1 +

O(1)

T (r, f)
)

log r
= 0.

De (1.24) et (1.25), on a

lim sup
r+→∞

 log T (r, f)

log r
+

log(1 +
O(1)

T (r, f)
)

log r

 = ρ(f),
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et alors (1.23) donne ρ(
1

f
) = ρ(f).

En utilisant les théorème 1.1.7 et 1.1.8 et en suivant les mêmes étapes de la preuve de 1) on

obtient les égalités 2), 3), 4) et 5).

6) En appliquant la proposition 1.1.8, on a

log T (r, f(cz))

log r
=

log T (|c|r, f)

log r
.

ceci nous donne

ρ(f(cz)) = lim sup
r→+∞

log T (r, f(cz))

log r

= lim sup
r→+∞

log T (|c|r, f)

log r

= lim sup
r→+∞

log T (|c|r, f)

log |c|r
log |c|r
log r

= lim sup
r→+∞

log T (|c|r, f)

log |c|r
lim sup
r→+∞

log |c|+ log r

log r

= ρ(f),

car lim
r→+∞

log |c|+ log r

log r
= 1.

Pour démontrer 7) et 8), Sans perte de généralité, on suppose que ρ(f) ≤ ρ(g) < +∞,

car l’inégalité demandée est toujours vérifiée si ρ(g) = +∞.

7) En utilisant les propriété de la limite supérieure, on peut facilement vérifier que

lim sup
r→+∞

log(2T (r, f) + log 2)

log r
= ρ(f) ≤ ρ(g) et lim sup

r→+∞

log(2T (r, g) + log 2)

log r
= ρ(g).

Donc pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que, pour tout r > δ, on a

log(2T (r, f) + log 2) < (ρ(g) + ε) log r et log(2T (r, g) + log 2) < (ρ(g) + ε) log r.

Ce qui implique

2T (r, f) + log 2 < rρ(g)+ε et 2T (r, g) + log 2 < rρ(g)+ε. (1.26)

En divisant par deux dans la relation (1.26) et en faisant la somme, on obtient

T (r, f) + T (r, g) + log 2 < rρ(g)+ε, (1.27)

et d’après la proposition 1.1.8, on a

T (r, f + g) ≤ T (r, f) + T (r, g) + log 2. (1.28)
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1.2. Ordre de croissance des fonctions méromorphes

De (1.27) et (1.28), on trouve T (r, f + g) < rρ(g)+ε, ce qui implique ρ(f + g) ≤ ρ(g).

8) On peut vérifier que

lim sup
r→+∞

log(2T (r, f))

log r
= ρ(f) ≤ ρ(g) et lim sup

r→+∞

log(2T (r, g))

log r
= ρ(g),

donc pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tels que, pour tout r > δ, on a

log(2T (r, f)) < (ρ(g) + ε) log r et log(2T (r, g)) < (ρ(g) + ε) log r,

ce qui implique

2T (r, f) < rρ(g)+ε et 2T (r, g) < rρ(g)+ε. (1.29)

En divisant par deux dans la relation (1.29) et en faisant la somme on obtient

T (r, f) + T (r, g) < rρ(g)+ε, (1.30)

et d’après la proposition 1.1.8, on a

T (r, fg) ≤ T (r, f) + T (r, g). (1.31)

De (1.30) et (1.31), on trouve T (r, fg) < rρ(g)+ε. Ce qui implique ρ(fg) ≤ ρ(g). �

Remarque 1.2.1. Pour tout n ∈ N∗, J. M. Whittaker [58] a montré ρ(f (n)) = ρ(f).

Conclusion 2. Soient f1, ..., fn des fonctions méromorphes telles que
n∑
i=1

fi
n∏
i=1

fi 6≡ 0, alors

on a

1) ρ(
n∑
i=1

fi) ≤ max
1≤i≤n

ρ(fi).

2) ρ(
n∏
i=1

fi) ≤ max
1≤i≤n

ρ(fi).

Proposition 1.2.3. Soient f et g des fonctions méromorphes telles que fg(f + g) 6≡ 0. Si

ρ(f) < ρ(g), alors on a

1) ρ(f + g) = ρ(fg) = ρ(g).

2) T (r, f) = o(T (r, g)) i.e.

lim
r→+∞

T (r, f)

T (r, g)
= 0.

Preuve.

1) D’après le théorème 1.2.2, on a

ρ(f + g) ≤ max{ρ(f), ρ(g)} = ρ(g), (1.32)
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1.2. Ordre de croissance des fonctions méromorphes

d’autre part, on a

ρ(g) = ρ(f + g − f) ≤ max{ρ(f + g), ρ(f)}

= ρ(f + g), (1.33)

car si max{ρ(f + g), ρ(f)} = ρ(f), on obtient ρ(g) ≤ ρ(f). Ce qui contredit la supposition.

De (1.32) et (1.33), on trouve l’égalité.

Montrons maintenant que ρ(fg) = ρ(g). On applique le théorème 1.2.2 pour obtenir

ρ(g) = ρ(fg
1

f
) ≤ max{ρ(fg), ρ(

1

f
)}

= max{ρ(fg), ρ(f)}

= ρ(fg), (1.34)

car si max{ρ(fg), ρ(f)} = ρ(f), on obtient ρ(g) ≤ ρ(f). Contradiction avec ρ(f) < ρ(g).

D’autre part d’après le théorème 1.2.2, on a toujours ρ(fg) ≤ ρ(g), alors (1.34) nous donne

l’égalité.

2) Tout d’abord on va montrer que lim sup
r→+∞

log T (r, f)

log T (r, g)
< 1.

Comme on a ρ(f) < ρ(g), alors

lim sup
r→+∞

log T (r, f)

log T (r, g)
= lim sup

r→+∞

log T (r, f)

log r

log r

log T (r, g)

= lim sup
r→+∞

log T (r, f)

log r
lim sup
r→+∞

log r

log T (r, g)

= ρ(f)
1

ρ(g)
< 1, (1.35)

d’autre part on a

T (r, f)

T (r, g)
= elog T (r,f)−log T (r,g)

= e
log T (r,g)(

log T (r, f)

log T (r, g)
− 1)

= e
log r

log T (r, g)

log r
(
log T (r, f)

log T (r, g)
− 1)

. (1.36)

De (1.35) et (1.36), on déduit que lim
r→+∞

T (r, f)

T (r, g)
= 0. �

Maintenant, on va utiliser l’exemple 1.1.1, pour déduire le résultat suivant
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1.2. Ordre de croissance des fonctions méromorphes

Corollaire 1.3. Soit p(z) un polynôme de degré n, alors on a

ρ(ep(z)) = deg p = n.

Preuve.

Supposons que p(z) =
n∑
j=0

ajz
j. D’après l’exemple 1.1.1 pour tout j = 1, ..., n, on a

T (r, eajz
j
) =
|aj|
π
rj, donc

ρ(eajz
j
) = lim

r→+∞

log(
|aj|
π
rj)

log r

= lim
r→+∞

log(
|aj|
π

) + j log r

log r
= j,

d’où

ρ(exp{
n−1∑
j=0

ajz
j}) = ρ(

n−1∏
j=0

eajz
j
)

≤ max
0≤j≤n−1

ρ(eajz
j
)

= max
0≤j≤n−1

j = n− 1 (1.37)

< n = ρ(eanz
n
),

d’après la proposition 1.2.3, on a

ρ(eanz
n

exp{
n−1∑
j=0

ajz
j}) = ρ(ep(z)) = ρ(eanz

n
) = n.

�

Corollaire 1.4. Soient f1, ..., fn des fonctions méromorphes telles que
n∑
i=1

fi
n∏
i=1

fi 6≡ 0. Sup-

posons qu’il existe l ∈ {1, ..., n} vérifie max
1≤i≤n

i 6=l

ρ(fi) < ρ(fl), alors on a

ρ(
n∑
i=1

fi) = ρ(
n∏
i=1

fi) = ρ(fl).

Proposition 1.2.4. Soient f(z) une fonction méromorphe et α ∈ R. Si 0 < α < ρ(f), alors

on a

rα = o(T (r, f)) i.e.

lim
r→+∞

rα

T (r, f)
= 0.
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1.2. Ordre de croissance des fonctions méromorphes

Preuve.

On a

rα

T (r, f)
= eα log r − log T (r, f)

= e
log T (r, f)(

α log r

log T (r, f)
− 1)

= e
log r

log T (r, f)

log r
(

α log r

log T (r, f)
− 1)

. (1.38)

D’autre part, comme α < ρ(f), alors

lim sup
r→+∞

(
α log r

log T (r, f)
− 1) ≤ lim sup

r→+∞

α log r

log T (r, f)
− 1

= α lim sup
r→+∞

log r

log T (r, f)
− 1

=
α

ρ(f)
− 1 < 0, (1.39)

en utilisant (1.39) et en passant à la limite dans (1.38), on trouve lim
r→+∞

rα

T (r, f)
= 0. �

Corollaire 1.5. Si ρ(f) = +∞ dans la proposition 1.2.4, alors

lim
r→+∞

rα

T (r, f)
= 0, ∀α > 0.

Corollaire 1.6. Si ρ(f) 6= 0, on a

lim
r→+∞

log T (r, f) = +∞.

En effet : il suffit de remarquer que log T (r, f) = log r
log T (r, f)

log r
.

1.2.1 Exposant de convergence

Définition 1.2.2. Soit f(z) une fonction méromorphe. On appelle Exposant de conver-

gence de la suite des zéros de f qu’on note λ(f), la limite supérieure définie par

λ(f) = lim sup
r→+∞

logN(r,
1

f
)

log r
.

Remarque 1.2.2. On a λ(f) ≤ ρ(f). En effet :

On sait que m(r,
1

f
) ≥ 0, alors T (r,

1

f
) = m(r,

1

f
) +N(r,

1

f
) ≥ N(r,

1

f
), d’où ρ(

1

f
) ≥ λ(f) et

d’après le théorème 1.2.2, on a ρ(
1

f
) = ρ(f).
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1.2. Ordre de croissance des fonctions méromorphes

Dans la proposition suivante, on donne une autre définition de λ(f).

Proposition 1.2.5. Soit f(z) 6≡ 0 une fonction méromorphe. Alors on a

λ(f) = lim sup
r→+∞

log n(r,
1

f
)

log r
.

Preuve.

D’une part, pour tout r ≥ 1, on a

N(3r,
1

f
) =

3r∫
0

n(t,
1

f
)− n(0,

1

f
)

t
dt+ n(0,

1

f
) log 3r

≥
3r∫
r

n(t,
1

f
)− n(0,

1

f
)

t
dt+ n(0,

1

f
) log 3r

≥
3r∫
r

n(r,
1

f
)− n(0,

1

f
)

t
dt+ n(0,

1

f
) log 3r

= (n(r,
1

f
)− n(0,

1

f
))

3r∫
r

1

t
dt+ n(0,

1

f
) log 3r

= (n(r,
1

f
)− n(0,

1

f
)) log 3 + n(0,

1

f
) log 3r

= n(r,
1

f
) log 3 + n(0,

1

f
) log r

≥ n(r,
1

f
), (1.40)

On passe à la limite dans (1.40), on obtient

lim sup
r→+∞

log n(r,
1

f
)

log r
≤ lim sup

r→+∞

logN(3r,
1

f
)

log r

= lim sup
r→+∞

logN(3r,
1

f
)

log 3r

log 3r

log r

= lim sup
r→+∞

logN(3r,
1

f
)

log 3r
lim sup
r→+∞

log 3r

log r

= λ(f). (1.41)
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D’autre part, pour r ≥ 1 et d’après le lemme 1.1, on a

N(r,
1

f
) =

r∫
0

n(t,
1

f
)− n(0,

1

f
)

t
dt+ n(0,

1

f
) log r

=

r∫
|a1|

n(t,
1

f
)− n(0,

1

f
)

t
dt+ n(0,

1

f
) log r

≤ (n(r,
1

f
)− n(0,

1

f
))

r∫
|a1|

1

t
dt+ n(0,

1

f
) log r

= (n(r,
1

f
)− n(0,

1

f
)) log

r

|a1|
+ n(0,

1

f
) log r

≤ n(r,
1

f
) log

r

|a1|
+ n(r,

1

f
) log r

= n(r,
1

f
) log

r2

|a1|
. (1.42)

Par passage à la limite dans (1.42), on trouve

lim sup
r→+∞

logN(r,
1

f
)

log r
≤ lim sup

r→+∞

log n(r,
1

f
)

log r
+ lim sup

r→+∞

log(2 log r − log |a1|)
log r

= lim sup
r→+∞

log n(r,
1

f
)

log r
. (1.43)

De (1.41) et (1.41), on a l’égalité. �

Voici maintenant quelques propriétés de λ(f), il sont résumées dans le théorème suivant

Théorème 1.2.6. Soit f(z), g(z) des fonctions méromorphes et a ∈ C. Supposons fg(f −

a)(f + g) 6≡ 0, alors on a les propriétés suivantes

1) λ(f − a) = λ(f).

2) λ(fn) = λ(f), ∀n ∈ N∗.

3) λ(f(cz)) = λ(f).

4) λ(f + g) ≤ max{λ(f), λ(g)}.

5) λ(fg) ≤ max{λ(f), λ(g)}.

6) λ(f (n)) ≤ λ(f), ∀n ∈ N∗.

On suit les mêmes étapes de la preuve du théorème 1.2.2 pour démontrer ce théorème.
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1.2. Ordre de croissance des fonctions méromorphes

Remarque 1.2.3. Tous les résultats qui suivent le théorème 1.2.2 (sauf le corollaire 1.3)

restent vrais si on remplace ρ(f) par λ(f).
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CHAPITRE 2

ORDRE DE CROISSANCE DES SOLUTIONS

MÉROMORPHES D’UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE

D’ORDRE N

Dans la première partie de ce chapitre, on étudie l’ordre ρ(f) et le second ordre ρ2(f)

d’une solution méromorphe non nulle f de l’équation différentielle
n∑

j=1,j 6=m

Aj(z)f (j)(z) + Am(z)epm(z)f (m)(z) +
(
A0(z)ep(z) +B0(z)eq(z)

)
f(z) = 0,

où k, m, n sont des entiers naturels tels que k ≥ 1, n ≥ 2 et 1 ≤ m ≤ n, B0(z),

A0(z), · · · , An(z) sont des fonctions méromorphes telles que A0AmAnB0 6≡ 0

et max{ρ(B0), ρ(A0), · · · , ρ(An)} < k, p(z), q(z), pm(z) sont des polynômes de degré k. Sous

certaines conditions, on montre que ρ(f) = +∞ et ρ2(f) = k, où

ρ2(f) = lim sup
r→+∞

log log T (r, f)

log r
.

Dans la deuxième partie, on prend une solution méromorphe non nulle f de l’équation

ci-dessus et on montre que la fonction de comptage des zéros et la fonction de comptage

des pôles des fonctions f − ψ, f ′ − ψ et f ′′ − ψ tendent vers +∞ où ψ est une fonction

méromorphe non nulle d’ordre fini. Ensuite, en prenant ψ = z, on conclut que f , f ′ et f ′′

ont une infinité de points fixes.

Il s’agit donc d’une extension de certains résultats récents de F. Peng, Z. X. Chen [51] et

J. Xu, X. Zhang [60], relatifs aux équations différentielles linéaires du second ordre.
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2.1. Quelques résultats préliminaires

2.1 Quelques résultats préliminaires

La mesure linéaire (resp. logarithmique) d’un ensemble E ⊂]0,∞[ (resp. F ⊂]1,∞[) est

définie par
∫
E
dt (resp.

∫
F
dt
t
).

Lemme 2.1. [26] Soient f(z) une fonction méromorphe d’ordre fini ρ et k, j ∈ N tels que

k > j ≥ 0. Pour tout ε > 0, il existe un ensemble E1 ⊂]1,∞[, de mesure logarithmique finie

tels que, pour tout z ∈ C, |z| 6∈ [0, 1] ∪ E1, on a∣∣∣∣f (k)(z)

f (j)(z)

∣∣∣∣ ≤ |z|(k−j)(ρ−1+ε).
Lemme 2.2. [19] Si f(z) est une fonction méromorphe d’ordre fini ρ, Alors pour tout ε > 0,

il existe un ensemble E2 ⊂]1,∞[, de mesure logarithmique finie tel que, pour tout z ∈ C,

|z| 6∈ [0, 1] ∪ E2, on a

|f(z)| ≤ exp{|z|ρ+ε}.

Lemme 2.3. [26] Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante et λ > 1, et soient k et

j des entiers naturels satisfont k > j ≥ 0. Il existe alors un ensemble E3 ⊂]1,∞[ de mesure

logarithmique finie et une constante C > 0, tels que pour tout z ∈ C, |z| = r 6∈ [0, 1] ∪ E3,

on a ∣∣∣∣f (k)(z)

f (j)(z)

∣∣∣∣ ≤ C

[
T (λr, f)

r
(log r)λ log T (λr, f)

](k−j)
.

Lemme 2.4. Soient ϕ, ψ ∈
[
−π

2
,
3π

2

[
et k un entier naturel ≥ 1. Soit E ⊂

[
− π

2k
,
3π

2k

[
un

ensemble de mesure linéaire zéro. Si ϕ 6= ψ, Alors il existe une infinité de θ ∈
[
− π

2k
,
3π

2k

[
\E,

tel que, cos(ϕ+ kθ) cos(ψ + kθ) < 0.

Preuve.

Sans perte de généralité, on suppose que −π
2
≤ ϕ < ψ <

3π

2
.

On distingue les cas suivant

Cas 1. Supposons que −π
2
≤ ϕ < ψ ≤ π

2
. Alors on a

0 ≤ π

2
− ψ < π

2
− ϕ ≤ π ≤ 3π

2
− ψ. (2.1)

Puisque E est de mesure linéaire zéro, il est clair que
]

1

k

(π
2
− ψ

)
,

1

k

(π
2
− ϕ

)[
\E est un

ensemble infini de
]
− π

2k
,
3π

2k

[
\E.
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En utilisant l’inégalité (2.1) et pour tout θ ∈
]

1

k

(π
2
− ψ

)
,

1

k

(π
2
− ϕ

)[
\E, on a

0 ≤ π

2
− ψ < kθ <

π

2
− ϕ et

π

2
− ψ < kθ <

π

2
− ϕ ≤ 3π

2
− ψ.

Donc,

−π
2
≤ ϕ < ϕ+ kθ <

π

2
et

π

2
< ψ + kθ <

3π

2
.

Par conséquent, dans ce cas, on a

cos (ϕ+ kθ) > 0 et cos (ψ + kθ) < 0.

Cas 2. Supposons que
π

2
≤ ϕ < ψ <

3π

2
, et soient ϕ′ = ϕ− π et ψ′ = ψ − π. Alors on a

−π
2
≤ ϕ′ < ψ′ <

π

2
.

D’après le premier cas, pour tout θ ∈
]

1

k

(π
2
− ψ′

)
,

1

k

(π
2
− ϕ′

)[
\E ⊂

]
− π

2k
,
3π

2k

[
\E,

on a

cos(ϕ′ + kθ) cos(ψ′ + kθ) < 0.

Comme

cos(ϕ′ + kθ) = − cos(ϕ+ kθ) et cos(ψ′ + kθ) = − cos(ψ + kθ),

alors on déduit que

cos(ϕ+ kθ) cos(ψ + kθ) < 0.

Cas 3. Supposons que −π
2
≤ ϕ <

π

2
< ψ <

3π

2
. Alors,

0 <
π

2
− ϕ ≤ π et 0 <

3π

2
− ψ < π.

Posons α = min{π
2
−ϕ, 3π

2
−ψ}. Donc

]
0,
α

k

[
\E est un sous ensemble infini de

]
− π

2k
,
3π

2k

[
\E.

De plus pour tout θ ∈
]
0,
α

k

[
\E, on a

−π
2
≤ ϕ < ϕ+ kθ <

π

2
et

π

2
< ψ < ψ + kθ <

3π

2
.

Il résulte, dans ce cas que

cos (ϕ+ kθ) > 0 et cos (ψ + kθ) < 0.

�
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2.2. Étude de l’ordre et du second ordre de la solution méromorphe de certaines équations
différentielles
Lemme 2.5. [18] Soient k ≥ 2 et A0, A1, ..., Ak−1 des fonctions méromorphes. On pose ρ =

max{ρ(Aj), j = 0, 1, ..., k−1}. soit f(z) une solution méromorphe de l’équation différentielle

f (k) + Ak−1f
(k−1) + · · ·+ A0f = 0,

si tous les pôles de f(z) sont de multiplicité uniformément bornée, alors ρ2(f) ≤ ρ.

Lemme 2.6. [20] Soit k un entier naturel ≥ 1 et soient A0, A1, ..., Ak−1, F 6≡ 0 des fonctions

méromorphes d’ordre fini. Si g(z) est une solution méromorphe d’ordre infini de l’équation

g(k) + Ak−1g
(k−1) + · · ·+ A0g = F,

alors, g(z) satisfait l’égalité λ(g) = λ(
1

g
) =∞.

Lemme 2.7. [64] Supposons que f1(z), f2(z), ..., fn+1(z) (n ≥ 1) sont des fonctions méro-

morphes et g1(z), g2(z), ..., gn(z) sont des fonctions entières satisfaisant les conditions sui-

vantes

(i)
n∑
j=1

fj(z)egj(z) ≡ fn+1(z).

(ii) pour 1 ≤ j ≤ n+ 1, 1 ≤ k ≤ n, l’ordre de fj est inférieur à l’ordre de egk(z).

(iii) L’ordre de fj(z) est inférieur à l’ordre de egh − gk pour n ≥ 2 et

1 ≤ j ≤ n+ 1, 1 ≤ h < k ≤ n

Alors fj(z) ≡ 0 (j = 1, 2, ..., n+ 1).

Lemme 2.8. [45] Soient F (r) et G(r) des fonctions à valeurs réelles. Supposons qu’elles

sont croissantes sur [0,∞[, telles que F (r) ≤ G(r), pour tout r en dehors d’un ensemble

E ⊂]1,∞[ de mesure linéaire finie ou en dehors de H ∪ [0, 1], où H ⊂]1,∞[ est de mesure

logarithmique finie. Alors, pour constant α > 1, il existe r0 > 0 tel que F (r) ≤ G(αr), pour

tout r > r0.

2.2 Étude de l’ordre et du second ordre de la solution

méromorphe de certaines équations différentielles

Les auteurs F. Peng et Z. X. Chen [51] ont considéré certaines équations différentielles de

second ordre avec des coefficients entiers d’ordres inférieurs strictement à un. Ils ont obtenu

les résultats suivants :
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Théorème A. Soient A1(z), A2(z) des fonctions entières non nulles, telles que

max{ρ(A1), ρ(A2)} < 1 et soient a1, a2 deux nombres complexes distincts non nuls tels

que |a1| ≤ |a2|. On suppose que arg a1 6= π ou bien a1 < −1. Alors, pour toute solution

méromorphe non nulle f(z) de l’équation

f ′′ + e−zf ′ + (A1e
a1z + A2e

a2z)f = 0

On a ρ(f) = +∞ et ρ2(f) = 1.

Xu et Zhang [60] ont plus tard généralisé ce résultat au cas où les coefficients sont méro-

morphes

Théorème B. Soient A0(z), A1(z), A2(z) des fonctions méromorphes non nulles telles que

max{ρ(A0), ρ(A1), ρ(A2)} < 1, et a1, a2 deux nombres complexes distincts non nuls tels que

|a1| ≤ |a2| et a0 < 0. Si arg a1 6= π ou bien a1 < a0, Alors, toute solution méromorphe non

nulle f(z), dont les pôles sont de multiplicités uniformément borné, de l’équation

f ′′ + A0e
a0zf ′ + (A1e

a1z + A2e
a2z)f = 0

satisfait l’égalité ρ(f) = +∞ et ρ2(f) = 1.

Dans notre travail, on généralise les résultats précédents à une équation différentielle de

degré quelconque n avec des coefficients méromorphes d’ordre fini.

Notre premier résultat est le théorème suivant

Théorème 2.2.1. Soient k,m, n ∈ N tels que k ≥ 1, n ≥ 2 et 1 ≤ m ≤ n. Supposons

que B0(z), A0(z), · · · , An(z) sont des fonctions méromorphes telles que A0AmAnB0 6≡ 0 et

σ = max{ρ(B0), ρ(A0), · · · , ρ(An)} < k. Soient p(z) = αzk + · · · , q(z) = βzk + · · · et

pm(z) = αmz
k + · · · des polynômes de degré k. Supposons que α 6= β et au moins l’une des

deux conditions suivantes soit satisfaite

i) au moins, deux nombres parmi α, β, αm ont des arguments distincts,

ii) |αm| < max{|α|, |β|}, dans le cas où argα = argαm = arg β.
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Alors, pour toute solution méromorphe non nulle f(z) de l’équation
n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)f (j)(z) + Am(z)epm(z)f (m)(z) +
(
A0(z)ep(z) +B0(z)eq(z)

)
f(z) = 0, (2.2)

on a ρ(f) = +∞ et ρ2(f) ≥ k.

Nous verrons que ce théorème est une conséquence immédiate de la proposition suivante

dans laquelle les polynômes p(z), q(z) et pm(z) ne sont que des monômes.

Proposition 2.2.2. Soient k,m, n des entiers naturels tels que k ≥ 1, n ≥ 2 et 1 ≤

m ≤ n. On suppose que B0(z), A0(z), · · · , An(z) sont des fonctions méromorphes telles que

A0AmAnB0 6≡ 0 et σ = max{ρ(B0), ρ(A0), · · · , ρ(An)} < k. Soient α, β, αm des nombres

complexes tels que αβ 6= 0 et α 6= β. On suppose que l’une des deux conditions suivantes soit

satisfaite

i) au moins, deux des nombres α, β, αm ont des arguments distincts,

ii) |αm| < max{|α|, |β|}, dans le cas où argα = argαm = arg β.

Alors, pour toute solution méromorphe non nulle f(z) de l’équation
n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)f (j)(z) + Am(z)eαmzkf (m)(z) +
(
A0(z)eαz

k

+B0(z)eβz
k
)
f(z) = 0 (2.3)

on a ρ(f) = +∞ and ρ2(f) ≥ k.

Preuve.

Montrons d’abord que toute solution méromorphe non nulle de l’équation (2.3) est d’ordre

infini. En effet, supposons que (2.3) admet une solution méromorphe non nulle f(z) d’ordre

fini. Posons z = reiθ, α = |α|eiϕ, αm = |αm|eiθm et β = |β|eiψ et soit 0 < ε < k − σ. Soit

j ∈ {0, ..., n}, en utilisant le théorème 1.2.2 et les hypothèses de la proposition, on a

ρ(
Aj
A0

) ≤ max {ρ(A0), ρ(Aj)}

≤ max {ρ(B0), ρ(Aj), 0 ≤ j ≤ n} = σ, (2.4)

et

ρ(
Aj
B0

) ≤ max {ρ(B0), ρ(Aj)}

≤ max {ρ(B0), ρ(Aj), 0 ≤ j ≤ n} = σ. (2.5)
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De (2.4) et (2.5), on obtient

max

{
ρ(
Aj
A0

), ρ(
Aj
B0

), 0 ≤ j ≤ n

}
≤ σ. (2.6)

En utilisant (2.6) et d’après le lemme 2.2, il existe un ensemble Ej ⊂]1,∞[ de mesure

logarithmique finie telle que, pour tout z tel que |z| = r 6∈ [0, 1] ∪ Ej, on obtient∣∣∣∣Aj(z)

A0(z)

∣∣∣∣ ≤ exp{r
ρ(
Aj
A0

) + ε
} ≤ exp{rσ+ε}, (2.7)

et ∣∣∣∣Aj(z)

B0(z)

∣∣∣∣ ≤ exp{r
ρ(
Aj
B0

) + ε
} ≤ exp{rσ+ε}. (2.8)

Posons maintenant G = ∪nj=0Ej et prenant |z| = r 6∈ [0, 1]∪G, alors r 6∈ [0, 1]∪Ej pour tout

j = 0, ..., n. Donc de (2.7) et (2.8), on obtient

max

{∣∣∣∣Aj(z)

A0(z)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣Aj(z)

B0(z)

∣∣∣∣ , 0 ≤ j ≤ n

}
≤ exp{rσ+ε}. (2.9)

D’autre part, d’après le lemme 2.1, pour tout j = 0, ..., n, il existe un ensemble Fj ⊂]1,∞[,

de mesure logarithmique finie tel que, pour tout z ∈ C, |z| = r 6∈ [0, 1] ∪ Fj, on a∣∣∣∣f (j)(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤ rj(ρ(f)−1+ε) ≤ rn(ρ(f)−1+ε). (2.10)

Soit H = ∪nj=0Fj et soit |z| = r 6∈ [0, 1] ∪H. Comme r 6∈ [0, 1] ∪ Fj pour tout j = 0, ..., n et

à partir de (2.10), on a

max
0≤j≤n

∣∣∣∣f (j)(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤ rn(ρ(f)−1+ε). (2.11)

Ensuite, si on pose E = G∪H, on a pour tout |z| = r 6∈ [0, 1]∪E les relations (2.9) et (2.11)

sont vérifiées et on distingue les cas suivants

1) ϕ 6= ψ. En vertu du lemme 2.4, il existe θ ∈ [− π

2k
,
3π

2k
[ tel que, cos(ϕ+kθ) cos(ψ+kθ) < 0.

Sans perte de généralité, on peut supposer que cos(ϕ+ kθ) > 0 et cos(ψ+ kθ) < 0. Ensuite,

de l’équation (2.3), on a

−eαzk =
n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)f (j)(z)

A0(z)f(z)
+ eαmzk

Am(z)f (m)(z)

A0(z)f(z)
+ eβz

kB0(z)

A0(z)
(2.12)

−eβzk =
n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)f (j)(z)

B0(z)f(z)
+ eαmzk

Am(z)f (m)(z)

B0(z)f(z)
+ eαz

kA0(z)

B0(z)
. (2.13)
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1.1) Supposons que cos(θm + kθ) ≤ 0. En choisissant z = reiθ tel que |z| = r 6∈ [0, 1] ∪ E,

on a

max
{
|eαmzk |, |eβzk |

}
= max

{
exp{|αm| cos(θm + kθ)rk}, exp{|β| cos(ψ + kθ)rk}

}
≤ 1.

En utilisant les relations (2.9), (2.11) et l’équation (2.12), nous avons

exp{|α| cos(ϕ+ kθ)rk} = |eαzk |

≤
n∑
j=1
j 6=m

∣∣∣∣Aj(z)f (j)(z)

A0(z)f(z)

∣∣∣∣+
∣∣∣eαmzk

∣∣∣ ∣∣∣∣Am(z)f (m)(z)

A0(z)f(z)

∣∣∣∣
+
∣∣∣eβzk∣∣∣ ∣∣∣∣B0(z)

A0(z)

∣∣∣∣
≤ (n− 1) exp

{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε) + exp

{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε) + exp

{
rσ+ε

}
≤ (n+ 1) exp

{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε),

d’où

exp{|α| cos(ϕ+ kθ)rk} ≤ (n+ 1) exp
{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε)

Ce qui est une contradiction avec σ + ε < k.

1.2) Supposons que cos(θm + kθ) > 0. Soit θ′ = θ +
π

k
, alors on a

cos(ϕ+ kθ′) < 0, cos(θm + kθ′) < 0 et cos(ψ + kθ′) > 0.

Donc pour z = reiθ
′ tel que |z| = r 6∈ [0, 1] ∪ E, on a max

{
|eαmzk |, |eαzk |

}
≤ 1, et en

utilisant les relations (2.9), (2.11) et l’équation (2.13), on obtient

exp{|β| cos(ψ + kθ′)rk} = |eβzk |

≤
n∑
j=1
j 6=m

∣∣∣∣Aj(z)f (j)(z)

B0(z)f(z)

∣∣∣∣+
∣∣∣eαmzk

∣∣∣ ∣∣∣∣Am(z)f (m)(z)

B0(z)f(z)

∣∣∣∣
+
∣∣∣eαzk∣∣∣ ∣∣∣∣A0(z)

B0(z)

∣∣∣∣
≤ (n− 1) exp

{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε) + exp

{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε) + exp

{
rσ+ε

}
≤ (n+ 1) exp

{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε),

d’où,

exp{|β| cos(ψ + kθ′)rk} ≤ (n+ 1) exp
{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε)
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Ce qui contredit σ + ε < k.

2) ϕ = ψ. Comme α 6= β, alors |α| 6= |β|. Sans perte de généralité, on peut supposer que

|α| < |β|. Donc, nous avons les cas suivants

2.1) θm 6= ϕ = ψ. Grâce au lemme 2.4, il existe θ ∈ [− π

2k
,
3π

2k
[ tel que, cos(ϕ+ kθ) cos(θm +

kθ) < 0. On peut supposer que cos(ϕ + kθ) > 0. Pour z = reiθ tel que |z| = r 6∈ [0, 1] ∪ E,

on a |eαmzk | = exp{|αm| cos(θm + kθ)rk} ≤ 1. D’autre part de (2.9), (2.11) et l’équation

(2.13),

on a

exp{|β| cos(ψ + kθ)rk} = |eβzk |

≤
n∑
j=1
j 6=m

∣∣∣∣Aj(z)f (j)(z)

B0(z)f(z)

∣∣∣∣+
∣∣∣eαmzk

∣∣∣ ∣∣∣∣Am(z)f (m)(z)

B0(z)f(z)

∣∣∣∣
+
∣∣∣eαzk∣∣∣ ∣∣∣∣A0(z)

B0(z)

∣∣∣∣
≤ (n− 1) exp

{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε) + exp

{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε)

+ exp{|α| cos(ϕ+ kθ)rk} exp
{
rσ+ε

}
≤ (n+ 1) exp{|α| cos(ϕ+ kθ)rk} exp

{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε).

d’où,

exp{|β| cos(ϕ+ kθ)rk} ≤ (n+ 1) exp
{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε) exp{|α| cos(ϕ+ kθ)rk},

par conséquent, on a

exp{(|β| − |α|) cos(ϕ+ kθ)rk} ≤ (n+ 1) exp
{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε).

Ce qui est une contradiction avec σ + ε < k.

2.2) θm = ϕ = ψ. On choisit θ ∈ [− π

2k
,
3π

2k
[ tel que cos(ϕ + kθ) > 0. Pour tout z = reiθ tel

que |z| = r 6∈ [0, 1] ∪ E, on a

- Si |αm| ≤ |α|, d’après (2.9), (2.11) et l’équation (2.13), on a
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exp{|β| cos(ψ + kθ)rk} = |eβzk |

≤
n∑
j=1
j 6=m

∣∣∣∣Aj(z)f (j)(z)

B0(z)f(z)

∣∣∣∣+
∣∣∣eαmzk

∣∣∣ ∣∣∣∣Am(z)f (m)(z)

B0(z)f(z)

∣∣∣∣
+
∣∣∣eαzk∣∣∣ ∣∣∣∣A0(z)

B0(z)

∣∣∣∣
≤ (n− 1) exp

{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε)

+ exp{|α| cos(ϕ+ kθ)rk} exp
{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε)

+ exp{|α| cos(ϕ+ kθ)rk} exp
{
rσ+ε

}
≤ (n+ 1) exp{|α| cos(ϕ+ kθ)rk} exp

{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε),

alors,

exp{(|β| − |α|) cos(ϕ+ kθ)rk} ≤ (n+ 1) exp
{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε),

contradiction avec σ + ε < k.

- Si |α| < |αm| < |β|, d’après (2.9), (2.11) et l’équation (2.13), nous avons

exp{|β| cos(ψ + kθ)rk} = |eβzk |

≤
n∑
j=1
j 6=m

∣∣∣∣Aj(z)f (j)(z)

B0(z)f(z)

∣∣∣∣+
∣∣∣eαmzk

∣∣∣ ∣∣∣∣Am(z)f (m)(z)

B0(z)f(z)

∣∣∣∣
+
∣∣∣eαzk∣∣∣ ∣∣∣∣A0(z)

B0(z)

∣∣∣∣
≤ (n− 1) exp

{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε)

+ exp{|αm| cos(ϕ+ kθ)rk} exp
{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε)

+ exp{|αm| cos(ϕ+ kθ)rk} exp
{
rσ+ε

}
≤ (n+ 1) exp{|αm| cos(ϕ+ kθ)rk} exp

{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε).

D’où, on a

exp{(|β| − |αm|) cos(ϕ+ kθ)rk} ≤ (n+ 1) exp
{
rσ+ε

}
rn(ρ(f)−1+ε).

Ce qui est une contradiction avec σ + ε < k.

On va montrer maintenant que toute solution méromorphe non nulle f(z) de l’équation (2.3)
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satisfait ρ2(f) ≥ k.

D’après le lemme 2.3, il existe un ensemble E3 ⊂]1,∞[ de mesure linéaire finie et une

constante C > 0, tels que pour tout |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E3, on a∣∣∣∣f (j)(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤ C

[
T (2r, f)

r
(log r)2 log T (2r, f)

]j
≤ C [T (2r, f)]j+1 , j = 1, ..., n (2.14)

En utilisant (2.14) et à partir de la preuve de la première étape, nous avons

exp{h1rk} ≤ C(n+ 1) exp{rσ+ε} [T (2r, f)]n+1 (2.15)

où h1 > 0 est une constante. Comme h1 > 0 et σ + ε < k, grâce à la relation (2.15) et le

Lemme 2.8, il existe r0 > 0 tel que, pour r > r0, on a ρ2(f) ≥ k. �

Preuve du théorème 2.2.1

Posons A0(z) = A0(z)ep(z)− αzk , B0(z) = B0(z)eq(z)− βzk ,

Am(z) = Am(z)epm(z)− αmzk , et Aj(z) = Aj(z) pour j = 1, ..., n; j 6= m.

Avec ces notations, l’équation (2.2) devient

n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)f (j)(z) +Am(z)eαmzkf (m)(z) +
(
A0(z)eαz

k

+ B0(z)eβz
k
)
f(z) = 0, (2.16)

qui est de la même forme que l’équation(2.3). De plus, il est facile de vérifier que les fonc-

tions B0,A0, ...,An ont les mêmes propriétés que celles des fonctions B0, A0, ..., An dans la

proposition (2.2.2). Il suffit donc d’appliquer la proposition (2.2.2) pour conclure.

Remarque 2.2.1. 1) Nos conditions sur les nombres α, β, αm dans le théorème 2.2.1 sont

plus faibles que les conditions des théorèmes A et B.

2) Les conditions du théorème 2.2.1 sont suffisantes et non nécessaires, pour obtenir ces

résultats. En effet, considérons l’équation f ′′′(z) + f ′′(z) − e2zf ′(z) − (2ez + 4e2z)f(z) = 0.

Il est facile de vérifier que la fonction f(z) = ee
z
est une solution de cette équation, de plus

on a ρ(f) = +∞ et ρ2(f) = k = 1. Néanmoins, les conditions (i) et (ii) du théorème ne sont

pas vérifiées.
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Corollaire 2.1. Sous les hypothèse du théorème 2.2.1, on a ; si f(z) est une solution méro-

morphe non nulle de l’équation (2.2) dont les pôles sont de multiplicité uniformément bornée,

alors ρ2(f) = k.

Preuve.

Soit f une solution méromorphe non nulle de l’équation (2.2) satisfaisant les conditions

du corollaire. Alors on a

f (n)(z) +
n−1∑
j=0

Cj(z)f (j)(z) = 0,

où Cj(z) =
Aj(z)

An(z)
pour tout j ∈ {1, ..., n}\{0,m}, C0(z) =

A0(z)ep(z) +B0(z)eq(z)

An(z)
et

Cm(z) =
Am(z)epm(z)

An(z)
.

Il est clair que max{ρ(Cj), 0 ≤ j ≤ n} ≤ k. A partir du lemme 2.5, on a ρ2(f) ≤ k. D’autre

part, d’après le théorème 2.2.1, on a ρ2(f) ≥ k. D’où, ρ2(f) = k. �

2.3 Quelques résultats sur la fonction de comptage

Notre deuxième résultat est le suivant

Théorème 2.3.1. Supposons que les conditions du théorème 2.2.1 sont satisfaites. Alors,

pour toute fonction méromorphe non nulle f(z) de (2.2), on a

1) λ(f − ψ) = λ(
1

f − ψ
) =∞, pour toute fonction méromorphe non nulle ψ d’ ordre fini.

2) λ(f ′ − ψ) = λ(
1

f ′ − ψ
) =∞, pour toute fonction méromorphe non nulle ψ d’ ordre < k.

3) λ(f ′′ − ψ) = λ(
1

f ′′ − ψ
) =∞, pour toute fonction méromorphe non nulle ψ d’ ordre < k.

Preuve.

Soit f(z) une solution méromorphe non nulle de l’équation (2.2). En faisant les mêmes

modifications que celles dans la preuve du théorème (2.2.1), on peut se ramener à une équa-

tion de la même forme que (2.16). De plus, ces deux équation ont les mêmes propriétés. Donc,

sans perte de généralité, on suppose que les polynômes p(z), q(z) et pm(z) sont des monômes.

autrement dit, il suffit de supposer que l’équation (2.2) dans le théorème 2.2.1 est de la forme
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n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)f (j)(z) + Am(z)eαmzkf (m)(z) +
(
A0(z)eαz

k

+B0(z)eβz
k
)
f(z) = 0, (2.17)

et d’après le théorème 2.2.1, on a ρ(f) =∞.

Posons g0(z) = f(z)− ψ(z), alors ρ(g0) = ρ(f) =∞, et remplaçons f(z) = g0(z) + ψ(z)

dans (2.17). On obtient
n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)g
(j)
0 (z) +Am(z)g

(m)
0 (z) +A0(z)g0(z) = F0(z), (2.18)

avec Am(z) = Am(z)eαmzk , A0(z) = A0(z)eαz
k

+ B0(z)eβz
k et −F0(z) =

n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)ψ(j)(z) +

Am(z)ψ(m)(z) +A0(z)ψ(z).

Il est clair que F0 6≡ 0. En effet, si F0 ≡ 0, d’après le théorème 2.2.1, on a ρ(ψ) =∞. Ce qui

est une contradiction avec ρ(ψ) <∞. D’où F0 6≡ 0. De plus, A0, Am et F0 sont d’ordre fini.

D’où d’après le lemme 2.6 et l’équation (2.18), on obtient λ(g0) = λ(f−ψ) = λ(
1

f − ψ
) =∞.

Montrons maintenant que λ(f ′ − ψ) =∞.

On pose g1(z) = f ′(z) − ψ(z), alors ρ(g1) = ρ(f ′) = ∞. En dérivant les deux membres de

l’équation (2.17), on obtient
n∑
j=1
j 6=m

(
Aj(z)f (j+1)(z) + A′j(z)f (j)(z)

)
+Am(z)f (m+1)(z) +A′m(z)f (m)(z)

+A0(z)f ′(z) +A′0(z)f(z) = 0. (2.19)

D’autre par, de l’équation (2.17) on a

f(z) = − 1

A0(z)

 n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)f (j)(z) +Am(z)f (m)(z)

 . (2.20)

En remplaçant (2.20) dans (2.19), on trouve
n∑
j=1
j 6=m

(
Aj(z)f (j+1)(z) + A′j(z)f (j)(z)

)
+Am(z)f (m+1)(z) +A′m(z)f (m)(z)

+A0(z)f ′(z)− A
′
0(z)

A0(z)

 n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)f (j)(z) +Am(z)f (m)(z)

 = 0. (2.21)
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Comme f ′ = g1 + ψ, (2.21) devient

n∑
j=1
j 6=m

(
Aj(z)g

(j)
1 (z) + A′j(z)g

(j−1)
1 (z)

)
+Am(z)g

(m)
1 (z) +A′m(z)g

(m−1)
1 (z)

+A0(z)g1(z)− A
′
0(z)

A0(z)

 n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)g
(j−1)
1 (z) +Am(z)g

(m−1)
1 (z)

 = F1(z), (2.22)

où,

− F1(z) =
n∑
j=1
j 6=m

(
Aj(z)ψ(j)(z) + A′j(z)ψ(j−1)(z)

)
+Am(z)ψ(m)(z) +A′m(z)ψ(m−1)(z)

+A0(z)ψ(z)− A
′
0(z)

A0(z)

 n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)ψ(j−1)(z) +Am(z)ψ(m−1)(z)

 .

Pour appliquer le lemme 2.6 à l’équation (2.22), il faut d’abord montrer que F1 6≡ 0. Suppo-

sons que F1 ≡ 0, on a alors

G(z) +Am(z)ψ(m)(z) +A′m(z)ψ(m−1)(z)

+A0(z)ψ(z)− A
′
0(z)

A0(z)

(
H(z) +Am(z)ψ(m−1)(z)

)
= 0, (2.23)

où, G(z) =
n∑
j=1
j 6=m

(
Aj(z)ψ(j)(z) + A′j(z)ψ(j−1)(z)

)
et H(z) =

n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)ψ(j−1)(z).

De plus on a max{ρ(G), ρ(H)} < k et de (2.23), on a

1

ψ(z)

(
G(z)A0(z)−H(z)(A′0(z) + kαzk−1A0(z))

)
eαz

k

+
1

ψ(z)

(
G(z)B0(z)−H(z)(B′0(z) + kβzk−1B0(z))

)
eβz

k

+H1(z)e(α+αm)zk

+H2(z)e(αm+β)zk + 2A0(z)B0(z)e(α+β)z
k

+ A2
0(z)e2αz

k
+B2

0(z)e2βz
k

= 0, (2.24)

où H1(z) =
ψ(m)(z)

ψ(z)
(A0(z)Am(z)) +

ψ(m−1)(z)

ψ(z)

[
A0(z)(A′m(z) + kαmz

k−1Am(z)) − (A′0(z) +

kαzk−1A0(z))Am(z)
]

etH2(z) =
ψ(m)(z)

ψ(z)
(Am(z)B0(z))+

ψ(m−1)(z)

ψ(z)

[
(A′m(z)+kαmz

k−1Am(z))B0(z)−Am(z)(B′0(z)+

kβzk−1B0(z))
]
. Ainsi, nous remarquons que tous les coefficients de l’équation (2.24) ont un

ordre < k.
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Comme α 6= β, alors on a 2α 6∈ {2β, α + β, α} et on discute les cas suivants

1) Si 2α 6∈ {αm + β, α + αm, β}. D’après le lemme 2.7, on a A2
0 ≡ 0. Contradiction.

2) Si 2α = αm+β. En utilisant les conditions du théorème 2.2.1, on peut facilement montrer

que 2β 6∈ {2α, α+β, α+αm, β, α}. Le lemme 2.7 implique B2
0 ≡ 0. Ceci est une contradiction.

3) Si 2α = α + αm. Sous les conditions du théorème 2.2.1, on peut facilement montrer que

2β 6∈ {2α, α+ β, αm + β, β, α}. Le lemme 2.7 implique B2
0 ≡ 0, et ceci est une contradiction.

4) Si 2α = β. Alors, les conditions du théorème 2.2.1 donnent 2β 6∈ {2α, α + β, αm + β, α +

αm, α}. En utilisant le lemme 2.7, on a B2
0 ≡ 0. Absurde.

Donc F1 6≡ 0 et comme on a ρ(g1) =∞, alors on peut appliquer le lemme (2.6) à l’équation

(2.22), et on obtient λ(g1) = λ(f ′ − ψ) = λ(
1

f ′ − ψ
) =∞.

Il nous reste à montrer que λ(f ′′ − ψ) = λ(
1

f ′′ − ψ
) = ∞. On pose g2 = f ′′ − ψ, alors

ρ(g2) = ρ(f ′′) =∞ et on distingue deux cas.

Cas 1 si m = 1.

Soit D0(z) = A0(z) + A′1(z) − A
′
0(z)

A0(z)
A1(z), et de la même manière précédente, on peut

vérifier que D0(z) 6≡ 0 et comme m = 1, l’équation (2.19) devient

n∑
j=2

(
Aj(z)f (j+1)(z) + A′j(z)f (j)(z)

)
+A1(z)f ′′(z)

+ (A0(z) +A′1(z))f ′(z) +A′0(z)f(z) = 0. (2.25)

En dérivant les deux membre de l’équation (2.25), on trouve

n∑
j=2

(
Aj(z)f (j+2)(z) + 2A′j(z)f (j+1)(z) + A′′j (z)f (j)(z)

)
+A1(z)f (3)(z)

+ (A0(z) + 2A′1(z))f ′′(z) + (2A′0(z) +A′′1(z))f ′(z) +A′′0(z)f(z) = 0. (2.26)
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D’autre part l’équation (2.21) donne

f ′(z) =
1

D0(z)

(
−

n∑
j=2

(Aj(z)f (j+1)(z) + A′j(z)f (j)(z))−A1(z)f ′′(z)

+
A′0(z)

A0(z)

n∑
j=2

Aj(z)f (j)(z)

)
. (2.27)

Et les équations (2.20), (2.26) et (2.27), entrainent

n∑
j=2

(
Aj(z)f (j+2)(z) + 2A′j(z)f (j+1)(z) + A′′j (z)f (j)(z)

)
+A1(z)f (3)(z) + (A0(z) + 2A′1(z))f ′′(z)

+
(2A′0(z) +A′′1(z))

D0(z)

(
−

n∑
j=2

(Aj(z)f (j+1)(z) + A′j(z)f (j)(z))−A1(z)f ′′(z)

+
A′0(z)

A0(z)

n∑
j=2

Aj(z)f (j)(z)

)
− A

′′
0(z)

A0(z)

n∑
j=2

Aj(z)f (j)(z)

− A
′′
0(z)A1(z)

A0(z)D0(z)

(
−

n∑
j=2

(Aj(z)f (j+1)(z) + A′j(z)f (j)(z))−A1(z)f ′′(z)

+
A′0(z)

A0(z)

n∑
j=2

Aj(z)f (j)(z)

)
= 0. (2.28)

Remplaçant f ′′ = g2 + ψ, ..., f (n+2) = g
(n)
2 + ψ(n) dans (2.28), on obtient

n∑
j=0

ej(z)g
(j)
2 (z) = −

n∑
j=0

ej(z)ψ(j)(z), (2.29)

Où ej (j = 1, ..., n) sont des fonctions méromorphes et ρ(ej) ≤ k.

Montrons maintenant que
n∑
j=0

ej(z)ψ(j)(z) 6≡ 0 pour pouvoir appliquer le lemme 2.6 à l’équa-

tion (2.29). En effet, si
n∑
j=0

ej(z)ψ(j)(z) ≡ 0, alors

h1(z) + ψ′(z)A1(z) + ψ(z)(A0(z) + 2A′1(z))

+
(2A′0(z) +A′′1(z))

D0(z)

(
h2(z) + h3(z)

A′0(z)

A0(z)
− ψ(z)A1(z)

)
− h3(z)

A′′0(z)

A0(z)

− A
′′
0(z)A1(z)

A0(z)D0(z)

(
h2(z) + h3(z)

A′0(z)

A0(z)
− ψ(z)A1(z)

)
= 0, (2.30)
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où, h1(z) =
n∑
j=2

(
Aj(z)ψ(j)(z) + 2A′j(z)ψ(j−1)(z) + A′′j (z)ψ(j−2)(z)

)
,

h2(z) = −
n∑
j=2

(
Aj(z)ψ(j−1) + A′j(z)ψ(j−2)(z)

)
et h3(z) =

n∑
j=2

Aj(z)ψ(j−2)(z).

Si on multiplie (2.30) par
A0(z)D0(z)

ψ(z)
, on trouve

h1(z)

ψ(z)
A0(z)D0(z) +

ψ′(z)

ψ(z)
A0(z)D0(z)A1(z) +A0(z)D0(z)(A0(z) + 2A′1(z))

+
h2(z)

ψ(z)
A0(z)(2A′0(z) +A′′1(z)) +

h3(z)

ψ(z)
A′0(z)(2A′0(z) +A′′1(z))

−A0(z)A1(z)(2A′0(z) +A′′1(z))− h3(z)

ψ(z)
A′′0(z)D0(z)− h2(z)

ψ(z)
A′′0(z)A1(z)

− h3(z)

ψ(z)

A′0(z)A′′0(z)A1(z)

A0(z)
+A′′0(z)A2

1(z) = 0, (2.31)

Ainsi, on peut écrire (2.31) sous la forme

f1(z)e(α + α1)z
k

+ f2(z)e(α1 + β)zk + f3(z)e2αz
k

+ f4(z)e2βz
k

+ f5(z)e(α + β)zk

+ f6(z)e(2α + β)zk + f7(z)e(α + 2β)zk + f8(z)e(2α1 + α)zk + f9(z)e(2α1 + β)zk

+ f10(z)e(2α + α1)z
k

+ f11(z)e(α1 + 2β)zk + f12(z)e(α + α1 + β)zk

+ f13(z)e3αz
k

+ f14(z)e3βz
k

= 0,

où f13(z) = A3
0(z) et f14(z) = B3

0(z). Ces coefficients viennent du terme A3
0(z), de plus on a

ρ(fj) < k (j = 1, ..., 14).

Soit Ω = {3α, α+α1 +β, α1 +2β, 2α+α1, 2α1 +β, 2α1 +α, α+2β, 2α+β, α+β, 2β, 2α, α1 +

β, α+ α1}. Comme α 6= β, on a 3α 6= 3β, α+ 2β, 2α+ β, 2α et 3β 6= 3α, α+ 2β, 2α+ β, 2β.

Posons Ω1 = {α+α1 +β, α1 + 2β, 2α+α1, 2α1 +β, 2α1 +α, α+β, 2β, α1 +β, α+α1}, alors,

on a

- Si 3α 6∈ Ω1, on déduit d’après le lemme 2.7 que f13 ≡ 0, i.e. A0 ≡ 0. Ce qui est une

contradiction.

- Si 3α ∈ Ω1, nous avons 3β 6∈ Ω. Ainsi d’après le lemme 2.7, f14 ≡ 0, i.e. B0 ≡ 0. Absurdité.

D’où, F2 6≡ 0 et comme ρ(g2) = ∞, alors l’équation (2.29) et le lemme (2.6) donnent

λ(g2) = λ(f ′′ − ψ) = λ(
1

f ′′ − ψ
) =∞.

Cas 2 Si m > 1, l’équation (2.17) devient
n∑
j=2
j 6=m

Aj(z)f (j)(z) +Am(z)f (m)(z) + A1(z)f ′(z) +A0(z)f(z) = 0, (2.32)
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et de (2.32) on a

f(z) = − 1

A0(z)

 n∑
j=2
j 6=m

Aj(z)f (j)(z) +Am(z)f (m)(z) + A1(z)f ′(z)

 . (2.33)

En dérivant (2.32), on obtient

n∑
j=2
j 6=m

(
Aj(z)f (j+1)(z) + A′j(z)f (j)(z)

)
+Am(z)f (m+1)(z) +A′m(z)f (m)(z)

+A1(z)f ′′(z) + (A0(z) + A′1(z))f ′(z) +A′0(z)f(z) = 0. (2.34)

D’autre part, (2.33) et (2.34) entrainent

n∑
j=2
j 6=m

(
Aj(z)f (j+1)(z) + A′j(z)f (j)(z)

)
+Am(z)f (m+1)(z) +A′m(z)f (m)(z)

+ A1(z)f ′′(z) + (A0(z) + A′1(z))f ′(z)− A
′
0(z)

A0(z)

( n∑
j=2
j 6=m

Aj(z)f (j)(z)

+Am(z)f (m)(z) + A1(z)f ′(z)
)

= 0. (2.35)

Ensuite, de (2.35), nous avons

f ′(z) =
1

D1(z)

(
−

n∑
j=2
j 6=m

(Aj(z)f (j+1)(z) + A′j(z)f (j)(z))−Am(z)f (m+1)(z)−A′m(z)f (m)(z)

− A1(z)f ′′(z) +
A′0(z)

A0(z)

( n∑
j=2
j 6=m

Aj(z)f (j)(z) +Am(z)f (m)(z)
))

, (2.36)

où D1(z) =
(
A0(z) + A′1(z)− A

′
0(z)

A0(z)
A1(z)

)
. Il est clair que D1(z) 6≡ 0.

Maintenant, en dérivant (2.34), on obtient

n∑
j=2
j 6=m

(
Aj(z)f (j+2)(z) + 2A′j(z)f (j+1)(z) + A′′j (z)f (j)(z)

)
+Am(z)f (m+2)(z) + 2A′m(z)f (m+1)(z) +A′′m(z)f (m)(z) + A1(z)f (3)(z)

+ (A0(z) + 2A′1(z))f ′′(z) + (2A′0(z) + A′′1(z))f ′(z) +A′′0(z)f(z) = 0, (2.37)
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et en utilisant (2.33), (2.36) et (2.37), on trouve
n∑
j=2
j 6=m

(
Aj(z)f (j+2)(z) + 2A′j(z)f (j+1)(z) + A′′j (z)f (j)(z)

)
+Am(z)f (m+2)(z)

+ 2A′m(z)f (m+1)(z) +A′′m(z)f (m)(z) + A1(z)f (3)(z) + (A0(z) + 2A′1(z))f ′′(z)

+
(2A′0(z) + A′′1(z))

D1(z)

(
−

n∑
j=2
j 6=m

(Aj(z)f (j+1)(z) + A′j(z)f (j)(z))−Am(z)f (m+1)(z)−A′m(z)f (m)(z)

− A1(z)f ′′(z) +
A′0(z)

A0(z)

( n∑
j=2
j 6=m

Aj(z)f (j)(z) +Am(z)f (m)(z)
))

− A
′′
0(z)

A0(z)

( n∑
j=2
j 6=m

Aj(z)f (j)(z) +Am(z)f (m)(z)
)

− A
′′
0(z)A1(z)

A0(z)D1(z)

(
−

n∑
j=2
j 6=m

(Aj(z)f (j+1)(z) + A′j(z)f (j)(z))−Am(z)f (m+1)(z)−A′m(z)f (m)(z)

− A1(z)f ′′(z) +
A′0(z)

A0(z)

( n∑
j=2
j 6=m

Aj(z)f (j)(z) +Am(z)f (m)(z)
))

= 0. (2.38)

Sachant que f ′′ = g2 + ψ, ..., f (n+2) = g
(n)
2 + ψ(n), alors (2.38), devient

n∑
j=0

ej(z)g
(j)
2 (z) = −

n∑
j=0

ej(z)ψ(j)(z), (2.39)

où, ej (j = 1, ..., n) sont des fonctions méromorphes et ρ(ej) ≤ k.

Démontrons que
n∑
j=0

ej(z)ψ(j)(z) 6≡ 0. En effet, si
n∑
j=0

ej(z)ψ(j)(z) ≡ 0, alors

h1(z) +Am(z)ψ(m)(z) + 2A′m(z)ψ(m−1)(z) +A′′m(z)ψ(m−2)(z) +A0(z)ψ(z)

+
(2A′0(z) + A′′1(z))

D1(z)

(
h2(z)−Am(z)ψ(m−1)(z)−A′m(z)ψ(m−2)(z)

+
A′0(z)

A0(z)

(
h3(z) +Am(z)ψ(m−2)(z)

))
− A

′′
0(z)

A0(z)

(
h3(z) +Am(z)ψ(m−2)(z)

)
− A

′′
0(z)A1(z)

A0(z)D1(z)

(
h2(z)−Am(z)ψ(m−1)(z)−A′m(z)ψ(m−2)(z)

+
A′0(z)

A0(z)

(
h3(z) +Am(z)ψ(m−2)(z)

))
= 0, (2.40)

avec, h1(z) =
n∑
j=2
j 6=m

(
Aj(z)ψ(j)(z) + 2A′j(z)ψ(j−1)(z) + A′′j (z)ψ(j−2)(z)

)
+A1(z)ψ′(z)+2A′1(z)ψ(z),

h2(z) = −
n∑
j=2
j 6=m

(Aj(z)ψ(j−1)(z) + A′j(z)ψ(j−2)(z))− A1(z)ψ(z) et h3(z) =
n∑
j=2
j 6=m

Aj(z)ψ(j−2)(z).
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En multipliant (2.40) par
A0(z)D1(z)

ψ(z)
, on a

h1(z)

ψ(z)
A0(z)D1(z) +

(ψ(m)(z)

ψ(z)
Am(z) + 2

ψ(m−1)(z)

ψ(z)
A′m(z) +

ψ(m−2)(z)

ψ(z)
A′′m(z)

)
A0(z)D1(z)

+A2
0(z)D1(z) +

h2(z)

ψ(z)
(2A′0(z) + A′′1(z))A0(z)

−
(ψ(m−1)(z)

ψ(z)
Am(z) +

ψ(m−2)(z)

ψ(z)
A′m(z)

)
(2A′0(z) + A′′1(z))A0(z)

+A′0(z)(2A′0(z) + A′′1(z))
(h3(z)

ψ(z)
+
ψ(m−2)(z)

ψ(z)
Am(z)

)
−A′′0(z)D1(z)

(h3(z)

ψ(z)
+
ψ(m−2)(z)

ψ(z)
Am(z)

)
− h2(z)

ψ(z)
A′′0(z)A1(z) +

(ψ(m−1)(z)

ψ(z)
Am(z) +

ψ(m−2)(z)

ψ(z)
A′m(z)

)
A′′0(z)A1(z)

− A
′′
0(z)A1(z)A′0(z)

A0(z)

(h3(z)

ψ(z)
+
ψ(m−2)(z)

ψ(z)
Am(z)

)
= 0. (2.41)

Ainsi, (2.41) peut s’écrire sous la forme

f1(z)e(α + αm)zk + f2(z)e(αm + β)zk + f3(z)e2αz
k

+ f4(z)e2βz
k

+ f5(z)e(α + β)zk

+ f6(z)e(2α + β)zk + f7(z)e(α + 2β)zk + f8(z)eαz
k

+ f9(z)eβz
k

+ f10(z)e(2α + αm)zk

+ f11(z)e(αm + 2β)zk + f12(z)e(α + αm + β)zk + f13(z)e3αz
k

+ f14(z)e3βz
k

= 0,

avec f13(z) = A3
0(z) et f14(z) = B3

0(z), où elles viennent du terme A3
0(z), de plus ρ(fj) < k

(j = 1, ..., 14). En fin, nous concluons de la même manière que celle dans le cas 1. �

Remarque 2.3.1. les fonctions f , f ′ et f ′′ dans le théorème 2.3.1 ont un nombre infini de

points fixes.

En effet :

Pour ψ(z) = z dans le théorème 2.3.1, on a λ(f − z) = λ(f ′ − z) = λ(f ′′ − z) = +∞, c’est à

dire que les fonctions f − z, f ′− z et f ′′− z ont un nombre infini de zéros et comme un zéro

de la fonction h− z est un point fixe de h, où h ∈ {f, f ′, f ′′}, on déduit que les fonctions f ,

f ′ et f ′′ ont un nombre infini de points fixes.
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CHAPITRE 3

ORDRE DE CROISSANCE DES SOLUTIONS

MÉROMORPHES D’UNE ÉQUATION AUX DIFFÉRENCES

D’ORDRE N

Dans ce chapitre, on étudie l’ordre de croissance d’une solution méromorphe quelconque

non nulle f de l’équation aux différences

n∑
j=0

aj(z)f(z + j) = 0.

Dans la première partie de ce chapitre, on choisit les coefficients

a0(z) = A0(z)ep(z) + B0(z)eq(z), am(z) = Am(z)epm(z) et aj(z) = Aj(z), pour tout j =

0, ..., n, j 6= 0,m où m ∈ N, 1 ≤ m ≤ n et B0(z), A0(z), ..., An(z) sont des fonctions

méromorphes. p(z), q(z) et pm(z) sont des polynômes de degré k. Dans la deuxième parties

on pose aj(z) = Aj(z)epj(z) + Dj(z), où Aj(z), Dj(z) j = 1, ..., n sont des fonctions

méromorphes et pj(z), j = 1, ..., n sont des polynômes de degré k.

Il s’agit d’une extension de certains résultats récents, de Z. L. Yuan et Q. Ling [65],

consacrés aux équations aux différences linéaires de degré n.

3.1 Quelques résultats préliminaires

Pour démontrer nos résultats, nous avons besoin des lemmes suivants
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3.2. Équation aux différences dont le maximum d’ordres des coefficient est atteint deux fois

Lemme 3.1. [22] Soient f(z) une fonction méromorphe d’ordre fini ρ, ε une constante

positive, η1 et η2 deux nombre complexes distincts. Alors on a

m

(
r,
f(z + η1)

f(z + η2)

)
= O(rρ−1+ε)

et il existe un ensemble E1 ⊂]1,∞[ de mesure logarithmique finie tel que pour tout z ∈ C,

|z| = r 6∈ [0, 1] ∪ E1 et pour tout r assez grand, on a

exp{−rρ−1+ε} ≤
∣∣∣∣f(z + η1)

f(z + η2)

∣∣∣∣ ≤ exp{rρ−1+ε}

Lemme 3.2. [48] Soit G(z) =
n∑
j=0

Bj(z)epj(z), où pj(z) = αjkz
k + · · ·+αj0 est un polynôme

de degré k ≥ 1 et Bj(z) 6≡ 0 (j = 0, ..., n) sont des fonctions méromorphes telles que

max
0≤j≤n

{ρ(Bj)} < k. Si αjk (j = 0, ..., n) sont des nombres complexes distincts, alors ρ(G) = k.

3.2 Ordre de croissance de la solution méromorphe d’une

équation aux différences dont le maximum d’ordres

des coefficient est atteint deux fois

Z. L. Yuan et Q. Ling [65] ont étudié une classe d’équation aux différences et ils ont

obtenu les résultats suivants

Théorème A. Soient k ∈ N∗ et B0(z), A0(z), ..., An(z) des fonctions entières non nulles telles

que max{ρ(Aj), ρ(B0), 0 ≤ j ≤ n} < k. Soient α0, β0 deux nombres complexes distincts tels

que α0β0 6= 0 (on suppose que |α0| ≤ |β0|) et soit α1 un nombre réel strictement négatif. Si

argα0 6= π ou α0 < α1, alors toute solution méromorphe non nulle f(z) de l’équation

n∑
j=2

Aj(z)f(z + j) + A1(z)eα1zkf(z + 1) + (A0(z)eα0zk +B0(z)eβ0z
k

)f(z) = 0

satisfait l’inégalité ρ(f) ≥ k + 1.

Théorème B. Soient B0(z), A0(z), ..., An(z) des fonctions méromorphes non nulles telles

que max{ρ(Aj), ρ(B0), 0 ≤ j ≤ n} < 1. Soient α0, β0 deux nombres complexes distincts tels

que α0β0 6= 0 (on suppose que |α0| ≤ |β0|) et soit α1 un nombre réel strictement négatif. Si
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3.2. Équation aux différences dont le maximum d’ordres des coefficient est atteint deux fois

argα0 6= π ou α0 < α1, alors toute solution méromorphe non nulle f(z) de l’équation

n∑
j=2

Aj(z)f(z + j) + A1(z)eα1zf(z + 1) + (A0(z)eα0z +B0(z)eβ0z)f(z) = 0

satisfait l’inégalité ρ(f) ≥ 2.

Dans notre travail, nous généralisons ces deux résultats comme suit

Théorème 3.2.1. Soit n,m, k ∈ N tels que k ≥ 1, n ≥ 2 et 1 ≤ m ≤ n. Supposons que

B0(z), Aj(z)(j = 0, ..., n) sont des fonctions méromorphes telles que

max{ρ(Aj), ρ(B0), 0 ≤ j ≤ n} = σ < k et A0AmAnB0 6≡ 0. Soient α, β, αm des nombres

complexes tels que αβ(α− β) 6= 0. Si on a

i) au moins, deux nombres parmi α, β, αm ont des arguments distincts,

ou

ii) |αm| 6= max{|α|, |β|}, (si argα = argαm = arg β).

Alors, pour toute solution méromorphe non nulle f(z) de l’équation

n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)f(z + j) + Am(z)eαmzkf(z +m) + (A0(z)eαz
k

+B0(z)eβz
k

)f(z) = 0, (3.1)

on a ρ(f) ≥ k + 1.

Preuve.

supposons que (3.1) admet une solution méromorphe non nulle f(z), tel que ρ(f) < k+1.

Posons z = reiθ, α = |α|eiϕ, αm = |αm|eiθm et β = |β|eiψ.

Soit 0 < ε < min{k − σ, k + 1− ρ(f)} et j ∈ {0, ..., n}. En utilisant le théorème 1.2.2, on a

ρ(
Aj
A0

) ≤ max {ρ(A0), ρ(Aj)}

≤ max {ρ(B0), ρ(Aj), 0 ≤ j ≤ n} = σ, (3.2)

et

ρ(
Aj
B0

) ≤ max {ρ(B0), ρ(Aj)}

≤ max {ρ(B0), ρ(Aj), 0 ≤ j ≤ n} = σ, (3.3)
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3.2. Équation aux différences dont le maximum d’ordres des coefficient est atteint deux fois

et

ρ(
Aj
Am

) ≤ max {ρ(Aj), 0 ≤ j ≤ n} = σ. (3.4)

De (3.2), (3.3) et (3.4), on obtient

max

{
ρ(
Aj
A0

), ρ(
Aj
B0

), ρ(
Aj
Am

), 0 ≤ j ≤ n

}
≤ σ. (3.5)

Et d’après le lemme 2.2, il existe un ensemble Ej ⊂]1,∞[ de mesure logarithmique finie telle

que, pour tout z tel que |z| = r 6∈ [0, 1] ∪ Ej et en utilisant (3.5), nous avons :

∣∣∣∣Aj(z)

A0(z)

∣∣∣∣ ≤ exp{r
ρ(
Aj
A0

) + ε
} ≤ exp{rσ+ε}, (3.6)

∣∣∣∣Aj(z)

B0(z)

∣∣∣∣ ≤ exp{r
ρ(
Aj
B0

) + ε
} ≤ exp{rσ+ε}, (3.7)

∣∣∣∣ Aj(z)

Am(z)

∣∣∣∣ ≤ exp{r
ρ(
Aj
Am

) + ε
} ≤ exp{rσ+ε}. (3.8)

Posons maintenant G = ∪nj=0Ej et |z| = r 6∈ [0, 1] ∪ G, alors on a r 6∈ [0, 1] ∪ Ej pour tout

j = 0, ..., n. Donc de (3.6), (3.7) et (3.8), on obtient

max

{∣∣∣∣Aj(z)

A0(z)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣Aj(z)

B0(z)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ Aj(z)

Am(z)

∣∣∣∣ , 0 ≤ j ≤ n

}
≤ exp{rσ+ε}. (3.9)

D’autre part, pour tout j = 0, ..., n, le lemme 2.1 nous donne qu’il existe un ensemble

Fj ⊂]1,∞[, de mesure logarithmique finie tels que, pour tout z ∈ C, |z| = r 6∈ [0, 1] ∪ Fj,

on a ∣∣∣∣f(z + j)

f(z)

∣∣∣∣ ≤ exp{rρ(f)−1+ε}. (3.10)∣∣∣∣ f(z + j)

f(z +m)

∣∣∣∣ ≤ exp{rρ(f)−1+ε}. (3.11)

Soient H = ∪nj=0Fj et |z| = r 6∈ [0, 1] ∪H, alors r 6∈ [0, 1] ∪ Fj pour tout j = 0, ..., n, de plus

de (3.10) et (3.11) , on a

max
0≤j≤n

{∣∣∣∣f(z + j)

f(z)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ f(z + j)

f(z +m)

∣∣∣∣} ≤ exp{rρ(f)−1+ε}. (3.12)

Ensuite, en posant E = G∪H, on obtient que les relations (3.9) et (3.12) sont vérifiées pour
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3.2. Équation aux différences dont le maximum d’ordres des coefficient est atteint deux fois

tout |z| = r 6∈ [0, 1] ∪ E et on distingue les cas suivants :

1) ϕ 6= ψ. Du lemme 2.4, il existe θ ∈ [− π

2k
,
3π

2k
[ tel que cos(ϕ+ kθ) cos(ψ + kθ) < 0.

Sans perte de généralité, on peut supposer que cos(ϕ + kθ) > 0 et cos(ψ + kθ) < 0. De

l’équation (2.3), on a

− eαzk =
n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)f(z + j)

A0(z)f(z)
+ eαmzk

Am(z)f(z +m)

A0(z)f(z)
+ eβz

kB0(z)

A0(z)
(3.13)

− eβzk =
n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)f(z + j)

B0(z)f(z)
+ eαmzk

Am(z)f(z +m)

B0(z)f(z)
+ eαz

kA0(z)

B0(z)
. (3.14)

− eαmzk =
n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)f(z + j)

Am(z)f(z +m)
+ eαz

k A0(z)f(z)

Am(z)f(z +m)
+ eβz

k B0(z)f(z)

Am(z)f(z +m)
(3.15)

1.1) Supposons que cos(θm + kθ) ≤ 0. On choisit z = reiθ tel que |z| = r 6∈ [0, 1] ∪ E, alors

on a

max
{
|eαmzk |, |eβzk |

}
= max

{
exp{|αm| cos(θm + kθ)rk}, exp{|β| cos(ψ + kθ)rk}

}
≤ 1.

En utilisant les relations (3.9), (3.12) et l’équation (3.13), nous avons

exp{|α| cos(ϕ+ kθ)rk} = |eαzk |

≤
n∑
j=1
j 6=m

∣∣∣∣Aj(z)f(z + j)

A0(z)f(z)

∣∣∣∣+
∣∣∣eαmzk

∣∣∣ ∣∣∣∣Am(z)f(z +m)

A0(z)f(z)

∣∣∣∣
+
∣∣∣eβzk∣∣∣ ∣∣∣∣B0(z)

A0(z)

∣∣∣∣
≤ (n− 1) exp

{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε}+ exp

{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε}+ exp

{
rσ+ε

}
≤ (n+ 1) exp

{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε},

d’où

exp{|α| cos(ϕ+ kθ)rk} ≤ (n+ 1) exp
{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε}.

Ce qui est une contradiction avec 0 < ε < min{k − σ, k + 1− ρ(f)}.

1.2) Supposons que cos(θm + kθ) > 0. Soit θ′ = θ +
π

k
, alors on a cos(θ + kθ′) < 0,

cos(θm + kθ′) < 0 et cos(ψ + kθ′) > 0. Donc pour z = reiθ
′ tel que |z| = r 6∈ [0, 1] ∪ E,

on a max
{
|eαmzk |, |eαzk |

}
≤ 1, et en utilisant les relations (3.9), (3.12) et l’équation (3.14),
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3.2. Équation aux différences dont le maximum d’ordres des coefficient est atteint deux fois

on obtient

exp{|β| cos(ψ + kθ′)rk} = |eβzk |

≤
n∑
j=1
j 6=m

∣∣∣∣Aj(z)f(z + j)

B0(z)f(z)

∣∣∣∣+
∣∣∣eαmzk

∣∣∣ ∣∣∣∣Am(z)f(z +m)

B0(z)f(z)

∣∣∣∣
+
∣∣∣eαzk∣∣∣ ∣∣∣∣A0(z)

B0(z)

∣∣∣∣
≤ (n− 1) exp

{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε}+ exp

{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε}+ exp

{
rσ+ε

}
≤ (n+ 1) exp

{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε},

d’où,

exp{|β| cos(ψ + kθ′)rk} ≤ (n+ 1) exp
{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε}.

Ce qui contredit 0 < ε < min{k − σ, k + 1− ρ(f)}.

2) ϕ = ψ. Comme α 6= β, alors |α| 6= |β|. Sans perte de généralité, on peut supposer que

|α| < |β| et on a les cas suivants

2.1) θm 6= ϕ = ψ. Du lemme 2.4, il existe θ ∈ [− π

2k
,
3π

2k
[ tel que cos(ϕ+kθ) cos(θm+kθ) < 0,

on peut supposer que cos(ϕ + kθ) > 0. Pour z = reiθ tel que |z| = r 6∈ [0, 1] ∪ E, on a

|eαmzk | = exp{|αm| cos(θm + kθ)rk} ≤ 1. D’autre part de (3.9), (3.12) et l’équation (3.14),

on a

exp{|β| cos(ψ + kθ)rk} = |eβzk |

≤
n∑
j=1
j 6=m

∣∣∣∣Aj(z)f(z + j)

B0(z)f(z)

∣∣∣∣+
∣∣∣eαmzk

∣∣∣ ∣∣∣∣Am(z)f(z +m)

B0(z)f(z)

∣∣∣∣+
∣∣∣eαzk∣∣∣ ∣∣∣∣A0(z)

B0(z)

∣∣∣∣
≤ (n− 1) exp

{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε}+ exp

{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε}+

exp{|α| cos(ϕ+ kθ)rk} exp
{
rσ+ε

}
≤ (n+ 1) exp{|α| cos(ϕ+ kθ)rk} exp

{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε},

donc

exp{|β| cos(ϕ+ kθ)rk} ≤ (n+ 1) exp
{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε} exp{|α| cos(ϕ+ kθ)rk},
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3.2. Équation aux différences dont le maximum d’ordres des coefficient est atteint deux fois

par conséquent, nous avons

exp{(|β| − |α|) cos(ϕ+ kθ)rk} ≤ (n+ 1) exp
{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε}.

Ce qui est une contradiction avec 0 < ε < min{k − σ, k + 1− ρ(f)}.

2.2) θm = ϕ = ψ. on choisit θ ∈ [− π

2k
,
3π

2k
[ tel que cos(ϕ + kθ) > 0. Pour tout z = reiθ tel

que |z| = r 6∈ [0, 1] ∪ E, on a

- Si |αm| ≤ |α|, d’après (3.9), (3.12) et l’équation (3.14), on a

exp{|β| cos(ψ + kθ)rk} = |eβzk |

≤
n∑
j=1
j 6=m

∣∣∣∣Aj(z)f(z + j)

B0(z)f(z)

∣∣∣∣+
∣∣∣eαmzk

∣∣∣ ∣∣∣∣Am(z)f(z +m)

B0(z)f(z)

∣∣∣∣
+
∣∣∣eαzk∣∣∣ ∣∣∣∣A0(z)

B0(z)

∣∣∣∣
≤ (n− 1) exp

{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε}

+ exp{|α| cos(ϕ+ kθ)rk} exp
{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε}

+ exp{|α| cos(ϕ+ kθ)rk} exp
{
rσ+ε

}
≤ (n+ 1) exp{|α| cos(ϕ+ kθ)rk} exp

{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε},

alors,

exp{(|β| − |α|) cos(ϕ+ kθ)rk} ≤ (n+ 1) exp
{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε},

contradiction.

- Si |α| < |αm| < |β|, d’après (3.9), (3.12) et l’équation (3.14), nous avons

exp{|β| cos(ψ + kθ)rk} = |eβzk |

≤
n∑
j=1
j 6=m

∣∣∣∣Aj(z)f(z + j)

B0(z)f(z)

∣∣∣∣+
∣∣∣eαmzk

∣∣∣ ∣∣∣∣Am(z)f(z +m)

B0(z)f(z)

∣∣∣∣
+
∣∣∣eαzk∣∣∣ ∣∣∣∣A0(z)

B0(z)

∣∣∣∣
≤ (n− 1) exp

{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε}

+ exp{|αm| cos(ϕ+ kθ)rk} exp
{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε}

+ exp{|α| cos(ϕ+ kθ)rk} exp
{
rσ+ε

}
≤ (n+ 1) exp{|αm| cos(ϕ+ kθ)rk} exp

{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε},
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ensuite, on a

exp{(|β| − |αm|) cos(ϕ+ kθ)rk} ≤ (n+ 1) exp
{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε}.

Ce qui est une contradiction.

- Si |β| < |αm|, d’après (3.9), (3.12) et l’équation (3.15), on a

exp{|αm| cos(ψ + kθ)rk} = |eαmzk |

≤
n∑
j=1
j 6=m

∣∣∣∣ Aj(z)f(z + j)

Am(z)f(z +m)

∣∣∣∣+
∣∣∣eαzk∣∣∣ ∣∣∣∣ A0(z)f(z)

Am(z)f(z +m)

∣∣∣∣
+
∣∣∣eβzk∣∣∣ ∣∣∣∣ B0(z)f(z)

Am(z)f(z +m)

∣∣∣∣
≤ (n− 1) exp

{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε}

+ exp{|α| cos(ϕ+ kθ)rk} exp
{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε}

+ exp{|β| cos(ϕ+ kθ)rk} exp
{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε}

≤ (n+ 1) exp{|β| cos(ϕ+ kθ)rk} exp
{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε},

alors,

exp{(|αm| − |β|) cos(ϕ+ kθ)rk} ≤ (n+ 1) exp
{
rσ+ε

}
exp{rρ(f)−1+ε},

contradiction. �

Dans ce qui suit, on va montrer un résultat plus général que le théorème précédent

Théorème 3.2.2. Soit n,m, k ∈ N tels que k ≥ 1, n ≥ 2 et 1 ≤ m ≤ n. Supposons que

B0(z), Aj(z)(j = 0, ..., n) sont des fonctions méromorphes telles que

max{ρ(Aj), ρ(B0), 0 ≤ j ≤ n} = σ < k et A0AmAnB0 6≡ 0. Soient p(z) = αzk + · · · ,

q(z) = βzk + · · · et pm(z) = αmz
k + · · · des polynômes de degré k avec α 6= β. Si α, β, αm

satisfont les conditions i), ii) du théorème 3.2.1 alors, pour toute solution méromorphe non

nulle f(z) de l’équation

n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)f(z + j) + Am(z)epm(z)f(z +m) +
(
A0(z)ep(z) +B0(z)eq(z)

)
f(z) = 0, (3.16)

on a ρ(f) ≥ k + 1.
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Preuve.

Si on pose

Am(z) = Am(z)epm(z)− αmzk

A0(z) = A0(z)ep0(z)− α0z
k

B0(z) = B0(z)eq0(z)− β0zk and

Aj(z) = Aj(z) pour j = 1, ..., n; j 6= m,

l’équation (3.16) devient

n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)f(z + j) +Am(z)eαmzkf(z +m) +
(
A0(z)eα0zk + B0(z)eβ0z

k
)
f(z) = 0, (3.17)

elle est de la même forme que l’équation (3.1). De plus, il est facile de vérifier que les

fonctions B0,A0, ...,An ont les mêmes propriétés que celles des coefficients B0, A0, ..., An

dans le Théorème 3.2.1. Donc, il suffit d’appliquer ce théorème pour obtenir le résultat. �

Théorème 3.2.3. Sous l’hypothèse du théorème 3.2.2 concernant les coefficients de l’équa-

tion (3.16), on a ; si f(z) est une solution méromorphe non nulle d’ordre fini de l’équation

(3.16), alors λ(f − z) = ρ(f). De plus, on a

ρ(f) ≤ max{λ(f), λ(
1

f
)}+ 1 ou ρ(f) = k + 1.

Preuve.

Supposons que f(z) est une solution méromorphe non constante de (3.16) telle que

ρ(f) < ∞. D’abord, on va montrer que λ(f − z) = ρ(f). En remplaçant f(z) = g(z) + z

dans (3.16), on obtient

n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)g(z + j) + Am(z)epm(z)g(z +m) + (A0(z)ep(z) +B0(z)eq(z))g(z) = D(z),

où

−D(z) =
n∑
j=1
j 6=m

Aj(z)(z + j) + Am(z)epm(z)(z +m) + (A0(z)ep(z) +B0(z)eq(z))z 6≡ 0.

Il est clair que D 6≡ 0. En effet, si D ≡ 0, alors d’après le théorème 3.2.2, on a ρ(z) ≥ k + 1.

Contradiction. D’où, on a ρ(D) ≤ k.
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Maintenant, pour tout ε > 0, en utilisant le lemme 3.1 et le théorème 3.2.2, on peut déduire

que

m

(
r,

1

g(z)

)

= m

r,
n∑

j=1,j 6=m
Aj(z)g(z + j) + Am(z)epm(z)g(z +m) + (A0(z)ep(z) +B0(z)eq(z))g(z)

D(z)g(z)


≤

n∑
j=0

m

(
r,
g(z + j)

g(z)

)
+

n∑
j=0

T (r, Aj(z)) + T
(
r, ep(z)

)
+ T

(
r, epm(z)

)
+ T

(
r, B0(z)eq(z)

)
+ T (r,D(z)) +O(log r)

= O(rρ(f)−1+ε).

Donc, il existe c > 0 tel que

m(r,
1

g
) ≤ crρ(f)−1+ε,

d’où
logm(r,

1

g
)

log r
≤ log c

log r
+ ρ(f)− 1 + ε,

puis, en passant à la limite, on trouve

lim sup
r→+∞

logm(r, 1
g
)

log r
≤ ρ(f)− 1 + ε,

ce qui implique

lim sup
r→+∞

logm(r,
1

g
)

log r
< ρ(f) = ρ(

1

g
). (3.18)

De (3.18), on peut déduire que

lim
r→+∞

m(r,
1

g
)

T (r,
1

g
)

= 0, (3.19)

et en utilisant (3.19), on a

λ(f − z) = lim sup
r→+∞

logN

(
r,

1

f − z

)
log r

= lim sup
r→+∞

logN

(
r,

1

g

)
log r

61



3.2. Équation aux différences dont le maximum d’ordres des coefficient est atteint deux fois

= lim sup
r→+∞

log(T (r,
1

g
)−m(r,

1

g
))

log r

= lim sup
r→+∞

log T (r,
1

g
) + log(1−

m(r,
1

g
)

T (r,
1

g
)

)

log r

= ρ(
1

g
) = ρ(g) = ρ(f),

ce qui donne λ(f − z) = ρ(f).

Ensuite, nous démontrons que ρ(f) ≤ max{λ(f), λ(
1

f
)} + 1 ou ρ(f) = k + 1. Si l’assertion

n’est pas vérifiée, nous aurions max{k, λ(f), λ(
1

f
)}+ 1 < ρ(f) <∞.

Supposons que z = 0 est un zéro (ou pôle) de f(z) d’ordre s. En appliquant la factorisation

de Hadamard d’une fonction méromorphe, on peut réécrire f(z) sous la forme

f(z) = zs
p1(z)

p2(z)
eQ(z),

où p1(z) p2(z) sont des fonctions entières ρ(p1) = λ(f), ρ(p2) = λ(
1

f
) et Q(z) est un polynôme

tel que degQ(z) = q > max{k, λ(f), λ(
1

f
)}+ 1.

Si on remplace f(z) dans (3.16), on trouve

n∑
j=0

hj(z)eQ(z + j) = 0, (3.20)

avec

h0(z) = (A0(z)ep(z) +B0(z)eq(z))zs
p1(z)

p2(z)
, hm(z) = Am(z)epm(z)(z +m)s

p1(z +m)

p2(z +m)
,

et

hj(z) = Aj(z)(z + j)s
p1(z + j)

p2(z + j)
, (1 ≤ j ≤ n, j 6= m).

Nous remarquons que deg(Q(z + h) − Q(z + l)) = q − 1 > ρ(hj) pour tout 0 ≤ h < l ≤ n

et 0 ≤ j ≤ n. Par conséquent, le lemme 2.7 s’applique à l’équation (3.20). Nous obtenons

hj(z) ≡ 0 pour j = 0, ..., n. Contradiction avec l’hypothèse. Ce qui complète la démonstra-

tion. �
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3.3 Equations aux différences dont tous les coefficients

ont le même ordre

Z. L. Yuan et Q. Ling [65] considèrent l’équation aux différences
n∑
j=0

aj(z)f(z + j) = 0. (3.21)

Ils ont obtenu les résultats suivants

Theorem C. Dans l’équation (3.21), nous supposons que aj(z) = Aj(z)eαjz Pour tout

j = 0, 1, ..., n, où αj (j = 0, 1, ..., n) sont des nombres complexes distincts et supposons aussi

que Aj(z)(6≡ 0) (j = 0, 1, ..., n) sont des fonctions méromorphe telles que max
0≤j≤n

{ρ(Aj)} < 1.

Alors pour toute solution méromorphe non nulle f(z) de l’équation (3.21) on a ρ(f) ≥ 2.

Theorem D. Dans l’équation (3.21), nous supposons que aj(z) = Aj(z)eαjz + Dj(z) Pour

tout j = 0, 1, ..., n, où αj (j = 0, 1, ..., n) sont des nombres complexes distincts et supposons

aussi queAj(z)(6≡ 0), Dj(z)(6≡ 0) sont des fonctions méromorphe telles que max{ρ(Aj), ρ(Dj)} <

1. Alors pour toute solution méromorphe non nulle f(z) de l’équation (3.21), on a ρ(f) ≥ 2.

Dans ce travail, nous généralisons leurs résultats de la manière suivante

Théorème 3.3.1. Dans l’équation (3.21), nous supposons que aj(z) = Aj(z)epj(z) +Dj(z)

pour tout j = 0, 1, ..., n, où pj(z) = αjz
k + · · · + α0 est un polynôme de degré k ≥ 1,

Aj(z), Dj(z) sont des fonctions méromorphes non nulles telles que max{ρ(Aj), ρ(Dj)} <

k. Si αj, (j = 0, 1, ..., n) sont des nombres complexes distincts. Alors pour toute solution

méromorphe non nulle f(z) de l’équation (3.21) on a ρ(f) ≥ k + 1.

Preuve.

Soit f(z) une solution méromorphe non nulle de l’équation (3.21). Supposons que ρ(f) <

k + 1.

Soit z = reiθ, αj = |αj|eiθj , σ = max
0≤j≤n

{ρ(Aj), ρ(Dj)} < k et δ(αjzk, θ) = |αj| cos(θj + kθ),

(j = 0, ..., n). Alors

E =
{
θ ∈ [0, 2π[, δ(αjz

k, θ) = 0, j = 0, ..., n
}
∪
{
θ ∈ [0, 2π[, δ((αj − αi)zk, θ) = 0, 0 ≤ i < j ≤ n

}
est un ensemble de mesure linéaire zéro.
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3.3. Equations aux différences dont tous les coefficients ont le même ordre

Soit ε > 0 et soit j ∈ {0, ..., n}. D’après le lemme 2.2, ils existent Ej, Fj ⊂]1,+∞[ de mesures

logarithmiques finies, tels que∣∣∣∣Aj(z) exp{pj(z)− αjzk}
As(z) exp{ps(z)− αszk}

∣∣∣∣ ≤ exp{rσ+ε}, ∀|z| = r 6∈ [0, 1] ∪ Ej, (3.22)∣∣∣∣ Dj(z)

As(z) exp{ps(z)− αszk}

∣∣∣∣ ≤ exp{rσ+ε}, ∀|z| = r 6∈ [0, 1] ∪ Fj, (3.23)

On pose G =
n
∪
j=1

(Ej ∪ Fj), alors les relations (3.22) et (3.23) sont vérifiées pour tout |z| =

r 6∈ [0, 1] ∪G.

D’autre part, d’après le lemme 2.2, il existe H ⊂]1,+∞[ de mesure logarithmique finie, tel

que, pour tout |z| = r 6∈ [0, 1] ∪H, on a∣∣∣∣f(z + j)

f(z + s)

∣∣∣∣ ≤ exp{rρ(f)−1+ε}, ∀j ∈ {0, ..., n}. (3.24)

Comme αj sont des nombres complexes distincts, il existe un seul s ∈ {0, ..., n} tel que

δ(αsz
k, θ) = max{δ(αjzk, θ), j = 0, ..., n} pour tout θ ∈ [0, 2π[\E. maintenant on prend

z = reiθ0 , avec r 6∈ [0, 1] ∪ G ∪ H et θ0 ∈ [0, 2π[\E tel que δ1 = δ(αsz
k, θ0) > 0, δ2 =

max{δ(αjzk, θ0), j = 0, ..., n, j 6= s}, alors on a δ1 > δ2 et nous distinguons les cas suivant

Cas 1. δ2 < 0. On choisit 0 < ε < min{k+ 1− ρ(f), k− α}, en utilisant les relations (3.22),

(3.23) et (3.24), on a

exp{δ1rk} ≤ |eαszk |

≤
n∑

j=0,j 6=s

∣∣∣∣ Aj(z)

As(z) exp{ps(z)− αszk}

∣∣∣∣ ∣∣∣epj(z)
∣∣∣ ∣∣∣∣f(z + j)

f(z + s)

∣∣∣∣
+

n∑
j=0,j 6=s

∣∣∣∣ Dj(z)

As(z) exp{ps(z)− αszk}

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f(z + j)

f(z + s)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ Ds(z)

As(z) exp{ps(z)− αszk}

∣∣∣∣
=

n∑
j=0,j 6=s

∣∣∣∣Aj(z) exp{pj(z)− αjzk}
As(z) exp{ps(z)− αszk}

∣∣∣∣ ∣∣∣eαjz
k
∣∣∣ ∣∣∣∣f(z + j)

f(z + s)

∣∣∣∣
+

n∑
j=0,j 6=s

∣∣∣∣ Dj(z)

As(z) exp{ps(z)− αszk}

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f(z + j)

f(z + s)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ Ds(z)

As(z) exp{ps(z)− αszk}

∣∣∣∣
≤ n exp

{
rρ(f)−1+ε + rσ+ε

}
exp

{
δ2r

k
}

+ (n+ 1) exp
{
rρ(f)−1+ε + rσ+ε

}
(3.25)

≤ (2n+ 1) exp
{
rρ(f)−1+ε + rσ+ε

}
.

Contradiction.

Cas 2. δ2 > 0. De (3.25), on a

exp{δ1rk} ≤ (2n+ 1) exp
{
rρ(f)−1+ε + rσ+ε

}
exp

{
δ2r

k
}
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3.3. Equations aux différences dont tous les coefficients ont le même ordre

Alors

exp{(δ1 − δ2)rk} ≤ (n+ 1) exp
{
rρ(f)−1+ε + rσ+ε

}
,

ce qui est une contradiction. �

3.3.1 Equations aux différences non homogènes

Dans cette partie, on donne quelques propriétés des solutions méromorphes de l’équation

non homogène associée à l’équation (3.21) :
n∑
j=0

aj(z)f(z + j) = F (z), (3.26)

où F (z) est une fonctions méromorphe non nulle.

Théorème 3.3.2. Supposons que les coefficients de l’équation (3.26) satisfont les hypothèses

du théorème 3.3.1 et ρ(F ) < k, alors : au plus une solution méromorphe f0 de l’équation

(3.26) satisfait k ≤ ρ(f0) < k + 1 et max{λ(f0), λ(
1

f0
)} = ρ(f0). Les autres solutions f

satisfont ρ(f) ≥ k + 1.

Preuve.

Soit f(z) une solution méromorphe non nulle de l’équation (3.26). On suppose que ρ(f) <

k, alors d’après le lemme 3.2 et l’équation (3.26) on obtient

ρ

(
n∑
j=0

Aj(z)epj(z)f(z + j)

)
= k = ρ

(
F (z)−

n∑
j=0

Dj(z)f(z + j)

)
.

ce qui contredit ρ

(
F (z)−

n∑
j=0

Dj(z)f(z + j)

)
< k, donc on a ρ(f) ≥ k.

Supposons qu’il existe deux solutions méromorphes distincts f1 6≡ 0, f2 6≡ 0 de l’équation

(3.26) telles que max{ρ(f1), ρ(f2)} < k + 1, alors f1 − f2 est une solution méromorphe de

l’équation aux différences homogène associée à (3.26) et ρ(f1 − f2) < k + 1. En appliquant

le Théorème 3.3.1 on obtient une contradiction. Donc l’équation (3.26) admet au plus une

solution méromorphe f0 qui satisfait k ≤ ρ(f0) < k + 1.

Dans ce qui suit on va montrer que max{λ(f0), λ(
1

f0
)} = ρ(f0). Dans le cas ρ(f0) = k, on

suppose que max{λ(f0), λ(
1

f0
)} < ρ(f0), alors par la factorisation de Weierstrass, on obtient

f0(z) =
p1(z)

p2(z)
eQ(z), (3.27)

65



3.3. Equations aux différences dont tous les coefficients ont le même ordre

où p1(z), p2(z) sont des fonctions entières telles que ρ(p1) = λ(p1) = λ(f0), ρ(p2) = λ(p2) =

λ(
1

f0
) et Q(z) est un polynôme de degré k. En remplaçant (3.27) dans (3.26), on obtient

n∑
j=0

Aj(z)
p1(z + j)

p2(z + j)
epj(z) +Q(z + j) +

n∑
j=0

Dj(z)
p1(z + j)

p2(z + j)
eQ(z + j) = F (z). (3.28)

Comme on a αj j = 0, ..., n sont des nombres complexes distincts, on peut appliquer le

lemme 3.2, pour trouver que l’ordre du membre gauche de l’équation (3.28) est égal à k. Ce

qui contredit ρ(F ) < k.

Il est évident que max{λ(f0), λ(
1

f0
)} = ρ(f0) si k < ρ(f0) < k + 1. Donc, on a

max{λ(f0), λ(
1

f0
)} = ρ(f0).

�
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans notre travail, nous avons étudié quelques propriétés de la solution méromorphe de

l’équation différentielle
n∑

j=1,j 6=m

Aj(z)f (j)(z) + Am(z)epm(z)f (m)(z) +
(
A0(z)ep(z) +B0(z)eq(z)

)
f(z) = 0, (3.29)

où k, m, n sont des entiers naturels tels que k ≥ 1, n ≥ 2 et 1 ≤ m ≤ n, B0(z),

A0(z), · · · , An(z) sont des fonctions méromorphes telles que A0AmAnB0 6≡ 0

et max{ρ(B0), ρ(A0), · · · , ρ(An)} < k, p(z), q(z), pm(z) sont des polynômes de degré k.

On a pris une solution méromorphe non nulle de l’équation (3.29) et on a commencé par

l’étude de ρ(f). On a prouvé que ce dernier tend vers l’infini. Ce résultat nous a permis

d’étudier ρ2(f) (car si ρ(f) <∞, alors ρ2(f) = 0). On a démontré que

ρ2(f) = k = ρ(eP (z)) = ρ(eQ(z)) = ρ(ePm(z)). (3.30)

Ce résultat montre l’importance de notre étude. Il explique la relation qui existe entre la

solution f(z) et les coefficients de l’équation (3.29).

D’autre part, si on pose A0(z) = A0(z)ep(z), B0(z) = B0(z)eq(z), Am(z) = Am(z)epm(z),

et Aj(z) = Aj(z) pour j = 1, ..., n; j 6= m, alors, l’équation (3.29) devient
n∑
j=0

Aj(z)f (j)(z) = 0. (3.31)

Si l’équation en question est l’équation (3.31), alors d’après les égalités (3.30). Sachant que

max
0≤j≤n

{ρ(Aj)} = k, on a

ρ2(f) = max
0≤j≤n

{ρ(Aj)}.
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Ces résultats sont obtenus en utilisant quelques propriétés de la fonction exponentielle com-

plexe qui est une fonction entière. Dans le domaine d’analyse p-adique Cp, la fonction expo-

nentielle n’est pas une fonction entière. On ne peut pas donc étudier une équation de la forme

(3.29) dans Cp. Mais à partir de la formule (3.31), on peut définir, dans le cas p-adique, une

équation plus générale de la forme

n∑
j=0

aj(x)f (j)(x) = 0, (3.32)

où a0, a1, ... an sont des fonctions méromorphe p-adiques d’ordre fini. Ce que nous prévoyons

dans des travaux futurs, est d’essayer d’étudier l’équation (3.32). Plus particulièrement, on

va étudier l’ordre de croissance et le second ordre de croissance p-adiques de la solution

méromorphe non nulle de l’équation (3.32). Notre but essentiel est de comparer les résultats

obtenus dans Cp à ceux qui sont obtenus dans le cas complexe.
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 صملخّ 

ذات  في هذه الأطروحة نهتم بدراسة خواص الحلول الميرومورفية لنوعين من المعادلات الخطيةّ 

فاضلية أمّا النوع الثاّني فهوّ عبارة عن معادلة ذات الفروق عبارة عن معادلة ت الأوّل ؛ النوعnالدرجة 

 خطية.ال

 

Résumé 

Dans cette thèse, on s’intéresse à l’étude des propriétés des solutions 

méromorphes non nulles de deux types d’équations linéaires d’ordre n ; le 

premier est une classe d’équations différentielles et le second est une classe 

d’équations aux différences. 

 

Abstract 

In this thesis, we are interested by the study of nonzero meromorphic solutions 

of two types of linear equations of order n ; the first is a class of differentials 

equations and the second is a class of differences equations. 

 


