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Introduction

Dans ’étude de la statistique des processus linéaires ([4], [5], [7], [13], [16]),
I’'un des problémes les plus fréquemment rencontrés est celui d’exprimer ex-
plicitement la fonction de vraisemblance. On sait que méme en temps discret
le calcul de cette fonction n’est jamais simple. Le probléme est encore plus
compliqué quand il s’agit de manipuler le rapport de vraisemblance qui joue
un role essentiel pour la construction et la détermination de tests sur les
modeles.

Dans ce travail nous présentons les principaux résultats sur I'étude de
la vraisemblance des processus linéaires gaussiens. Ainsi, nous allons nous
intéresser a 1’étude de quelques types d’approximation de la vraisemblance.
La premiére méthode exposée est due & Whittle ([24]). Cette technique, as-
sez intuitive quoique peu générale, permet le calcul de ’approximation de
la vraisemblance, notée LY , au moyen du périodogramme. En effet, il a été
démontré que la forme quadratique dans ’exponentielle est approchée par
N [N (w)

f(w,0)

mer :

dw. En d’autre termes, la log-vraisemblance LY peut s’expri-

+m

nLY =C /lnf

—T

Le deuxiéme type d’approximation consiste & considérer tout processus comme
limite de processus autorégressif. Cette idée a été largement popularisée par
Box et Jenkins ([5]). Par ailleurs, on constate que la méthode de Box et Jen-
kins est une application particuliére de la méthode de Whittle dans le cas
d’un spectre rationnel et de ce fait la forme quadratique de la vraisemblance
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

est approchée par LY’ définie telle que :

N
L =%
J

Jj=1

En général, le calcul des innovations nécessite la détermination de quelques
valeurs de la série chronologique survenues avant l'instant origine. Alors, une
procédure itérative ([11],[13]) permet dans le cas rationnel de calculer cette
somme des carrés.

Cependant, sur la log-vraisemblance les deux approximations précédentes
se prétent mal aux calculs asymptotiques. On a donc introduit un troi-
siéme type d’approximation résumé dans ce qu’on va appeler la méthode de
Toeplitz-Szego ([3], [13]). Cette troisieme méthode est basée sur le principe
que la matrice d’autocovariance d’un processus n’est autre que la transfor-
mée de Toeplitz de sa densité spectrale. On adopte la représentation spectrale
d’un processus aléatoire qui est essentiellement la transformée de Fourier de
ce processus. L’avantage de cette forme de paramétrisation est de replacer
I’étude des processus aléatoires dans le cadre élégant de l'analyse harmo-
nique.

v



Chapitre 1

Rappels sur la paramétrisation
des processus linéaires ARMA

Ce chapitre est consacré a I’étude d’une classe particuliére de modéles
pour les processus stochastiques, les modeéles linéaires ARMA. Nous al-
lons rappeler quelques définitions principales non détaillées sur les modéles
AR (p), MA(q) et ARMA (p,q) qu’on va utiliser dans ce travail. Ces mo-
deles sont linéaires et sous certaines conditions stationnaires, leur linéairité
fournira une théorie simple de la prévision.

Pour faciliter les notations, nous introduisons et nous utilisons ’opérateur
de retard qui est appelé aussi opérateur backshift, noté B défini tel que :

BXt = thl et Bth = thm

L’opérateur inverse ou translation positive est réalisée a ’aide de I'opérateur
d’avance qui est appelé aussi opérateur forward, noté F' défini tel que :

FX; =X et F"Xy=Xopm
Remarque 1.0.1 L’opérateur de retard B et l'opérateur d’avance F sont
inverses l'un de l'autre, i.e., F = B~L.
1.1 Processus linéaires

La paramétrisation des modéles stochastiques que 1’on va utiliser est basée
sur I'idée de Yule ([5]) qui stipule qu’une série chronologique dont les valeurs

1



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LA PARAMETRISATION DES
PROCESSUS LINEAIRES ARM A

successives sont fortement dépendantes peut étre considérée comme le résul-
tat du passage a travers un filtre linéaire d’une suite de variables aléatoires
g; indépendantes et centrées. Ces variables sont des tirages aléatoires d’une
distribution donnée qui est en général une loi normale de moyenne nulle et
de variance o2. La suite des variables aléatoires &;,;_1,&; 2, ... est appelée
processus bruit blanc et est notée e;. Cette opération de transformation du
processus €; en un processus X, par filtrage linéaire n’est autre que le pro-
duit de convolution d’une suite {wj}po de poids et de la suite des valeurs
{ei-j},50 du processus des innovations. En d’autre termes, la valeur d’un
processus a un instant t est le résultat de la somme pondérée des innovations
antérieures a cet instant.

Définition 1.1.1 Tout processus linéaire X; peut étre exprimé sous la forme
sutvante :

“+o0o
Xt =&+ Z wjgt*j (11)
j=1

2

ot ¢ est un processus d’innovations de moyenne nulle et de variance oZ.

D’aprés (1.1) on a :

Xt = &+ Z ¢ij€t
j=1
= <1 + Z ijj> Et
j=1

On note par ¢ (B) = (1 + > ijj>, alors le processus X; s’écrit plus
j=1

simplement comme suit :

Xy :1/1(3) Et (1.2)

Remarque 1.1.1 L'opérateur ¢ (B) = ;B est le filtre linéaire qui

7=0
transforme e, en X;. L’opérateur 1 (B) est appelé fonction de transfert. Si
o) ) +00
la série ) 1;B’ est convergente, i.e. si ) 1/1? < 00, alors le filtre 1 (B) est
=0 =0

dit stable et le processus X; est dit stationnaire.



1.1. PROCESSUS LINEAIRES

On peut écrire la forme du processus linéaire X; dans (1.1) d’une maniére
équivalente telle que :

Xt =&+ Z ’/Tth,j (13)
j=1

D’aprés (1.3) on obtient :

Xt =&+ Z TJBJXt

J=1

D’ou
<]_ — Z 7Tij> Xt = &t
j=1
On note par 7 (B) = (1 - Wij>, I'expression (1.3) nous donne :
j=1

m(B)X: =& (1.4)

D’aprés (1.2) et (1.4) il y a une relation entre ¢ (B) et m (B) qui peut étre
donnée telle que :

m(B)¢$(B) =1

La notion de stationnarité occupe un réle majeur dans la modélisation des
séries temporelles, elle est a la base d’une théorie asymptotique générale. On
considére généralement deux types de stationnarité : la stationnarité stricte
et la stationnarité au second ordre.

Définition 1.1.2 Le processus X; est dit strictement stationnaire st les vec-
teurs (X1, Xa, ..., Xi)' et (Xion, Xowns ., Xpan)' ont méme loi jointe, pour
tout entier k et tout entier relatif h.

On peut également définir la stationnarité au sens faible, i.e. au second
ordre, qui peut sembler moins exigeante car elle n’importe des contraintes
qu’aux deux premiers moments des variables X;. Pour I’étude probabiliste
on se limite généralement a requérir la stationnarité au second ordre du
processus étudié.



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LA PARAMETRISATION DES
PROCESSUS LINEAIRES ARM A

Définition 1.1.3 Le processus X; est dit stationnaire au second ordre si

(i) E(X}) < co VtEL
() E(X) = p WeZ
(1ii)  cov(Xy, Xyrn) = v(h) VtheZ
7 ()

La fonction ~ (+) (respectivement p (-) = S0 ) est appelée fonction d’auto-
Y

covariance (respectivement d’autocorrélation) de X.

L’exemple le plus simple du processus stationnaire au second ordre est ce-
lui de bruit blanc. Ce processus est particulierement important car il permet
de construire des processus stationnaires plus complexes.

Définition 1.1.4 Le processus ; est appelé bruit blanc faible si les trois
propriétés sont respectées :

() E() =0 VeZ

(i1) E(gf) = o? est constante et strictement positive

(i17) cov (e, e5) = 0 Vs#t

Les €, sont indépendantes et identiquement distribuées, pour simplifier on le
note par £; sont 1.1.d.

Le lien entre les deux types de stationnarité sera énoncé dans la lemme
suivante :

Lemme 1.1.1 5% le processus X; est strictement stationnaire et

E (X?) < oo, alors X; est stationnaire au second ordre. La réciproque est
fausse en général. Par contre si X; est gaussien alors les deux concepts de
stationnarité coincident.

1.2 Processus autorégressif d’ordre p

Définition 1.2.1 On appelle processus autorégressif d’ordre p, noté AR (p),
un processus X; vérifiant une relation du type :

P(B)X, =& (1.5)

4



1.2. PROCESSUS AUTOREGRESSIF D’ORDRE P

ou g; est un processus d’innovations qui satisfait les conditions E (g;) = 0
et E(e?) = o2 et P(B) est appelé polynéme caractéristique du degré p du
processus X; défini tel que :

P(B)=1-¢B— ¢,B*— ... — ¢,B?
En outre, I’équation (1.5) peut étre écrite sous la forme suivante :

Xi=er+ 0 Xi1+ 0 Xp 2+ +0,X (1.6)

1.2.1 Propriétés d’un processus AR(p)
Stationnarité

Il est aisé de constater qu’un processus AR(p) est un processus a filtre
linéaire. Par exemple, on peut remplacer dans 'expression (1.6) X, ; par :

Xir=e1+ 0 Xi2+ 02Xy 3+ .. +0,Xip1

Et ainsi de suite, on remplace X; o, X;_3,...etc. Finalement, X; s’exprimera
comme une série en &, i.e.

X, = Yv(B)eg=P ' (B)g
avec ¢ (B) = P (B)

Considérons I’équation P (B) = 0 et C; ! ses racines, on peut donc écrire
P (B) de la fagon suivante :

P(B)=(1-CB)(1-CB)...(1 - C,B)

et
p K;
zb(B):i:Zl—(l_CiB) K;eR

La condition nécessaire pour que la série ¢ (B) soit convergente est que |C;| <
1,4 = 1,2,...,p. Donc les racines de ’équation P (B) = 0 doivent étre a
I’extérieur du cercle unité.
Inversibilité

Un processus AR(p) est toujours inversible puisque la série 7(B) =

1—¢,B— ¢,B*— ... — ¢,B? est finie.

5



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LA PARAMETRISATION DES
PROCESSUS LINEAIRES ARM A

Causalité

Un processus AR(p) est dit causal lorsqu'il existe une suite {1, } telle que

> gl < oo et

kEZ

X = i Vit (1.7)
k=0

Le résultat suivant donne les conditions nécessaires et suffisantes de sta-
tionnarité et de causalité des modeles autorégressifs sur le comportement de
I'opérateur B.

Proposition 1.2.1 Le processus autorégressif défini par (1.5) est causal et
p

stationnaire si est seulement si le polynome en z, P(z) =1 — Z ¢; 2, est
i=1

tel que :
P(z)#0 pour tout z € Z tel que |z] <1

Les coefficients 1, apparaissant dans la représentation causale (1.7) sont dé-
terminées par :

1— =
27 =P

1.3 Processus moyennes mobiles d’ordre ¢

Définition 1.3.1 On appelle processus moyennes mobiles d’ordre q, noté
M A(q), un processus X; qu’on peut écrire de la forme suivante :

X;=Q(B)e (1.8)

ot ¢ est un processus d’innovations qui satisfait les conditions E (g4) = 0
et E(e?) = o2. Q(B) est appelé polynéme caractéristique du degré q du
processus X, défini par :

Q(B)=1-60,B—0,B*— .. —0,B"
En outre, ’équation (1.8) peut étre écrite de la fagon suivante :
Xt =& — 61615_1 — ... qut_q

Il est évident que le processus M A(q) est un modele a filtre linéaire.

6



1.4. PROCESSUS MIXTES : AUTOREGRESSIF-MOYENNES MOBILES
D’'ORDRES P ET Q

1.3.1 Propriétés d’un processus M A(q)
Stationnarité

Contrairement aux processus AR(p), les processus M A(q) sont toujours
des processus stationnaires puisque la série Q (B) = 1—6, B—0,B*—...—0,B4
est finie.

Inversibilité

D’aprés I'équation (1.8), on déduit que e, = Q' (B) X, alorsonaw (B) =

Q™ (B).
Considérons I'équation @ (B) = 0 et notons par H, ' pour i = 1,2, ..., ¢
ses racines, alors on peut écrire ) (B) de la maniére suivante :

Q(B)=(1— HB)(1— HB)...(1 — H,B)

et

m(B)= g(l—HB) Mie R

La condition nécessaire pour que la série 7 (B) soit convergente est que |H;| <
1 pour ¢ = 1,2, ...,q. Donc les racines de @) (B) = 0 doivent étre a l'extérieur
du cercle unité.

Causalité

D’aprés la relation (1.7), nous remarquons immédiatement que tout pro-
cessus moyennes mobiles est causal par définition.

1.4 Processus mixtes : autorégressif-moyennes
mobiles d’ordres p et ¢

Pour permettre une meilleure flexibilité dans ’ajustement des séries chro-
nologiques, il est souvent utile de combiner les formes autorégressives et les
formes moyennes mobiles.

Définition 1.4.1 On appelle processus autorégressif-moyennes mobiles d’ordres
p et q, noté ARMA(p, q), un processus X; vérifiant une relation du type :

P(B)X: = Q(B)e (1.9)



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LA PARAMETRISATION DES
PROCESSUS LINEAIRES ARM A

ol & est un processus d’innovations et P (B) et Q(B) sont les polynomes
caractéristiques des parties autorégressives et moyennes mobiles du processus
X; des degrés p et q respéctivement et sont définis par :

{ P(B)=1-¢,B— ¢,B>— ...~ ¢,B"
Q(B)=1—-6,B—60,B>— ... — B

En outre, I'équation (1.9) peut étre écrite sous la forme suivante :
Xt - ¢1Xt—1 — ... ¢pXt—p =& — ngt—l — ... Qqéft_q (110)

Par ailleurs, on peut démontrer que les modeles ARM A(p, q) sont des
modeles a filtre linéaire. En effet, on peut remplacer dans P'expression (1.10)
X, par X;_4 tel que :

X1 — ¢1Xt—2 e %Xt—p—l =cp1 —bigg — ... — 9q€t—q—1

On procédera de la méme maniére pour X;, X;_1, X;_o, ...etc. Finalement X;
peut s’exprimer comme une série en &, i.e.

Xi=9¢(B)er =P (B)Q(B)s

1.4.1 Propriétés d’un processus ARMA(p, q)
Stationnarité

La condition de stationnarité est que les racines de I’équation @) (B) =0
doivent étre situées a 'extérieur du cercle unité.
Inversibilité

Un processus ARM A(p, q) défini par 'équation (1.9) est dit inversible s’il

+o0o
existe une suite {r;} telle que > |7;| < oo et pour tout t € Z :
j=0

+o00o
&t = E 7Tth_j
J=0

Autrement dit un processus ARM A(p, q) est inversible si les racines de I’équa-
tion P (B) = 0 sont a l'exterieur du cercle uniteé.
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1.4. PROCESSUS MIXTES : AUTOREGRESSIF-MOYENNES MOBILES
D’'ORDRES P ET Q

Causalité
Un processus ARM A(p, q) défini par 'équation (1.9) est dit causal s'il
+o0o
existe une suite {1/)]»} telle que }1/Jj| < 0o et pour tout t € Z :
=0

+o00o
Xi= >, wjft—j
j=0

Dans la proposition suivante, on donnera une condition nécessaire et suf-
fisante pour la stationnarité, l'inversibilité et la causalité d’un processus

ARMA (p.q) -

Proposition 1.4.1 Soit X; un processus ARMA (p,q) vérifiant I’équation
p q

(1.9). Supposons que les polynomes P (z) =1 — Z ;2 et Q(z) =1— Z
i=1 i=1

;2" n'ont pas de racines communes.

o X, est stationnaire et causal si est seulement si P (z) # 0 pour tout z € Z

tel que |z| < 1. Les coefficients 1b; sont déterminés par :

s j_Q(Z)
57 PG

si |z| <1

~—

o X, est inversible si est seulement si Q (z) # 0 pour tout z € Z tel que
|z| < 1. Les coefficients m; sont déterminés par :

(2)
(2)

o

+o0 .
Yomid = st |z| <1
j=0

O



Chapitre 2

Approximation de Whittle de
la fonction de vraisemblance
d’un processus gaussien

Whittle a proposé une approximation, notée LY, de la fonction log-
vraisemblance In Ly d’une série chronologique issue d’un processus gaussien
basé sur le périodogramme et la densité spectrale. Pour cela, nous allons reca-
drer I’étude de la série chronologique dans le domaine fréquentiel. Cependant
le périodogramme est un estimateur non consistant de la densité spectrale
d’un processus aléatoire.

2.1 Fonction de vraisemblance exacte d’un
processus gaussien

L’estimation des parameétres d’un processus linéaire par la méthode du
maximum de vraisemblance donne lieu & des équations normales n’ayant pas
de solutions explicites. Le probléme reste entier quand on utilise la vrai-
semblance d’une série chronologique, car le calcul de I'inverse de la matrice
d’autocovariance ou d’autocorrélation n’est pas simple.

Supposons que ’étape de I'identification se soit soldée par le choix d’un mo-
dele qui convient pour la série chronologique étudiée (i.e. les ordres des par-
ties autorégressives et moyennes mobiles ont été déterminés). Pour ’étape
de I'estimation des parameétres, il est indispensable d’exprimer la fonction de
vraisemblance du processus avec autant d’exactitude que possible ; puisqu’il

10



2.2. REPRESENTATION SPECTRALE D'UN PROCESSUS
STOCHASTIQUE

est bien établi qu'une bonne approximation de la fonction de vraisemblance
fournira de meilleurs résultats pour I’estimation des parameétres du modéle.

Définition 2.1.1 Considérons une suite de N variables aléatoires X1, Xo, ..., Xn

de distribution normale centrée. Alors, la distribution jointe de X1, Xs, ..., X,
notée f(xq,xs,...,xN) est définie telle que :

1 1
1 fﬁxfr;v X

(&
(21)V/? (det Ty )?

f (.Tl,xg, "'7xN70) =

ot I'y est la matrice d’autocovariance de X = (X1, Xo, ...,XN)t et 0 le vec-
teur des paramétres.

Remarque 2.1.1 La vraisemblance de X1, Xs, ..., Xn, notée Ly (0), est la
distribution jointe f(x1,x2,...,2Nn,0) de X1, X, ..., Xy considérée comme
fonction de 68 uniquement.

Le logarithme de la fonction de vraisemblance, noté In Ly(0), s’exprime tel
que :

1
InLy(0) = —3 (NIn2r + IndetT'y + X'T'y' X)

Pour développer la méthode de Whittle, il est utile de rappeler quelques
résultats sur 'analyse spectrale des processus aléatoires.

2.2 Représentation spectrale d’un processus
stochastique

Soit X; un processus stochastique centré et stationnaire du second ordre.
Il est entiérement caractérisé par sa fonction d’autocovariance ou sa fonc-
tion de densité spectrale. C’est sur 'une d’entr’elles que porte l'inférence
statistique.

2.2.1 La fonction de densité spectrale

L’utilité de I'analyse spectrale des processus stationnaires nous permet
de replacer ’étude de la statistique des processus dans le cadre de I'analyse
harmonique.

11



CHAPITRE 2. APPROXIMATION DE WHITTLE DE LA FONCTION
DE VRAISEMBLANCE D’UN PROCESSUS GAUSSIEN

Soit v (k) la fonction d’autocovariance définie telle que :
v (k) = cov (X; Xyik)

La fonction 7 (k) est symétrique. De plus, la matrice (v (i — j)); j_1 o _n €st
définie positive, i.e.
N
> biv(t—3)b; >0
ij=1
ot (by, by, ...,by)" € RY.
La fonction d’autocorrélation p (k) est la fonction d’autocovariance norma-
lisée possédant les mémes propriétés que la fonction d’autocovariance et est
définie telle que :
oy = 1(F)
p(k) = —=
7 (0)
Donc la matrice d’autocorrélation est définie positive.
Supposons que la fonction d’autocovariance «y (k) soit absolument sommable,
i.e.

o0

2. (k)] <oo

k=—o0
o
Alors la série > v (k)exp (iwk) est uniformément convergente et admet
k=—o00
pour limite une fonction continue f (w).

Définition 2.2.1 On appelle densité spectrale la fonction f (w) définie telle
que :

f(w)= i v (k)exp (iwk) Yw € [—7,7] (2.1)

k=—o00
f (w) est alors la transformation de Fourier discréte de la fonction d’autoco-
variance vy (k).

2.2.2 Transformation de Toeplitz de la densité spec-
trale

D’apres Grenander-Szegd ([15]) la fonction d’autocovariance d’un proces-
sus X; centré et stationnaire peut étre exprimée par 'intégrale de Fourier-
Stieltjes telle que :

1(R) = 5= ] £ (@) exp (k) do (2.2

12



2.2. REPRESENTATION SPECTRALE D'UN PROCESSUS
STOCHASTIQUE

ou f est la densité spectrale de X;.

Définition 2.2.2 La matrice d’autocovariance I'y = {7 (k —j)}, =10
d’un processus X; est appelée transformée de Toeplitz de la densité spectrale
f et est notée Ty (f).

La matrice T (f) peut étre exprimée sous la forme matricielle telle que :

Yo 1 Yo - IN-1
71 Yo 71 co YN—2
Ty (f)=Tn=
YN-1 IN—2 TIN-3 - Yo

Il est clair que la transformée de Toeplitz Ty (f) est une troncature de la
fonction d’autocovariance du processus X;. La matrice de Toeplitz est définie
positive et symétrique, alors il existe une matrice orthogonale Uy, i.e. Uy =
U](,l, telle que :

_ —1/2 i2nkjN
Un = {N € }k,j=1,2 ..... N

et dont les colonnes sont les vecteurs propres de Ty (f) tel que :

Tn (f) = UyLnUn (2.3)

ou Ly = diag ()\gN),)\gN), ...,)\%V)> est une matrice diagonale et )\E-N), j =

1,2, ..., N sont les valeurs propres de T (f).
Notons par Dy (f) le déterminant de la matrice de Toeplitz. Alors, il peut
étre exprimé tel que :

Dy (f) = det (T (f)) = fV[ AN E =12, N (2.4)

Par ailleurs, la transformée de Toeplitz vérifie la propriété suivante :

(Tn ()" =Tx (f) =Tn (f*) Vs € Z

Pour s = —1, Ty' (f) est la matrice inverse de la matrice de Toeplitz qui se
calcule simplement de la fagon suivante :
1~ ei(k—j)w

LN =T () = 5. 55

dw k,j=1,2,...N  (2.5)

13



CHAPITRE 2. APPROXIMATION DE WHITTLE DE LA FONCTION
DE VRAISEMBLANCE D’UN PROCESSUS GAUSSIEN

2.2.3 Périodogramme d’une série chronologique

Dans la pratique, la fonction d’autococariance 7 (k) est inconnue. Alors
pour estimer la densité spectrale f(w), on remplace dans la relation (2.1)
~ (k) par son estimation 7 (k). Ainsi, on obtient :

-~ too )
fw)y= > 7(k)exp (ikw)
k=—o00
Cependant, l'estimation de f est assez laborieuse a déterminer. Pour cela,
nous introduisons la définition suivante :

Définition 2.2.3 Le périodogramme d’un processus X; pour une fréquence
2mj , . :
w; = —=, —m < w; <, notée Iy (w;), est donné par la transformation de
Fourier discréte de la variable aléatoire X, telle que :
1| Nk
In (wj) = 57 | 22 X; exp (ikw;)
k

=1

Iy est souvent utilisé comme un estimateur de la densité spectrale f.

2.2.4 Fonction génératrice des autocovariances

D’apres ([5]) tout processus aléatoire peut étre exprimé sous forme d’un
processus moyennes mobiles infinies tel que :

(o)

Xy = wjgtfj

J=0

Par définition

7=0h=0

v(k) = E(XiXph) =E <§: i ¢j¢h5t—j5t+k—h>

o0 [e.e] [e.¢]
= > 2, ijhE (5t7j5t+k7h) = ‘73 > ijj—l-k
j=0 h=0 j=0

Une autre maniére d’obtenir la fonction d’autocovariance d’un processus
linéaire par l'intermédiaire de la fonction génératrice des autocovariances
définies dans ([5]) telle que :

(o oo o}

V(B = S 1B =0 Y ;B

k=—o00 k=—o00 j=0

14



2.2. REPRESENTATION SPECTRALE D'UN PROCESSUS
STOCHASTIQUE

Notons que ¥; = 0 pour [ < 0. De plus, en utilisant le changement d’indice
h = j + k dans la relation ci-dessus, on obtient :

V(B) =025 > vy BF =02 S 0, B Y 4B
7=0k=0 h=0 7=0
D’ou
v(B) = o2 (B)¢ (B)
= o2 (B) (F)

Finalement, la fonction génératrice des autocovariances prend la forme sui-
vante :

v(B) = o2 (B) 4 (F) (2.6)

2.2.5 Calcul explicite de la densité spectrale

En substituant B par e=™ et F' = B~! par ¢ dans la fonction généra-

trice des autocovariances (2.6) nous obtenons la forme générale de la densité
spectrale d’'un processus linéaire. La forme du spectre est alors donnée par :

O-g —iw w O-g —iw) |2
flwy=gzv(e™) () == p (™)) -—r<w<r (27
Pour un processus M A (q) on a :
W(B)=Q(B)=1-0,B— 0,8 — ..~ ,B

Alors la densité spectrale d’un processus M A (q) est obtenue en substituant
dans la relation (2.7)

2
f(w) = ;—5 ’1 — G — fhe P — | — qu_iqw‘ —m<w<nT
T

Pour un processus AR (p) on a :

v (B) =P (B)

D’aprés (2.7), la densité spectrale d’un processus AR (p) est alors :
1 2
fw) =5 ) sz — —"T<w<7
27 |1 — e — ppeT i — | — gbpe*”"”‘

15



CHAPITRE 2. APPROXIMATION DE WHITTLE DE LA FONCTION
DE VRAISEMBLANCE D’UN PROCESSUS GAUSSIEN

Et pour un processus ARMA (p,q) on a :
¥ (B) =P~ (B)Q(B)

D’ou, d’apres (2.7), le spectre d’un processus ARM A (p, q) s’exprime tel que :

Q™)

w =
T p ey
ou bien
2 N —iw —i2w —iqw |2
f(w)zﬁu 91€A (926‘ .= B4e | |2 r<w<n
2 ’1 — T — oo — | — qbpe_lpw‘

2.3 Approximation de Whittle de la fonction
de vraisemblance

Soit X = (X1, Xs,...,Xy) € RY une série chronologique, avec X ~
N (0,Ty) ou T'y est la matrice d’autocovariance de dimension N x N. Il a
été établi dans ([15]) que la matrice d’autocovariance peut étre exprimée en
fonction de la densité spectrale f du processus. En effet

Ty =[y(i—j)] i,j=1,...,N
avec

5 (k) = % / £ (w,8) exp (iwk) de

ou @ = (qbl, vy @y 0150, 0 02) est le vecteur des parameétres du modeéle. La

9 “e
fonction log-vraisemblance peut alors étre exprimée telle que :
N 1 1
InLy(0) = —5n (2m) — 5 Indet Ty — 5)(tr]—vl)( (2.8)

L’approximation de la log-vraisemblance se fait en deux étapes. On dé-
termine une approximation de Indet I'y, et ensuite une approximation de la

1
forme quadratique §X Ty X.

Pour l'approximation de Indet 'y, Grenander et Szegt ([15]) ont utilisé le
théoréme suivant :

16



2.3. APPROXIMATION DE WHITTLE DE LA FONCTION DE
VRAISEMBLANCE

Théoréme 2.3.1 Soit f une fonction a valeurs réelles. Notons par m et M
les limites finies inférieure et supérieure de f . Si F(\) est une fonction
continue et définie dans l'intervalle m < A\ < M. Alors on a :

ja (A&N’) 4R (Agw) b+ F ()\%V)) L7

li =— | F 2.
Jim . o [ Flr@lds (29)
ot )\gN), )\gN), o )\E\Z,V) sont les valeurs propres de la matrice de Toeplitz ([15])

que l'on note Ty (f) .

Remarque 2.3.1 Une matrice dont les éléments sont les coefficients de Fou-
rier d’une fonction f est appelée transformée de Toeplitz de la fonction f. En
particulier, la matrice d’autocovariance 'y d’un processus stationnaire { X}
est une matrice de Toeplitz notée Ty (f).

Corollaire 2.3.1 Soit m > 0 et soient A\, > m >0, k=1,2,..., N. Notons
par Dy (f) le déterminant de la matrice de Toeplitz de f (w, @), alors :

™

lim lln(DN(f)):%/lmf(w,e)dw

N—oo N

—T

1l est donc clair d’aprés (2.9) et en posant F(\) =1In () que :

lim iln (Dn (f)) = hm %lndet Iy = gy /lnf (w,0) dw (2.10)

N—ooo N N—oo

Pour déterminer I'approximation de la forme quadratique Grenander et
Szego ([15]) ont utilisé 'équation inverse de Toeplitz. ce qui résulte :

%XITJ_VlX ~ Z Z é{_ / (w, 0) exp [iw(f — j)] dw}X;
/=1 j=1

—Tr

= %/f_l(w,e ZZXX exp [iw(l — j)] dw

/=1 j=1
= —/f (w,0)

N

ZX exp(iwj)| dw

17



CHAPITRE 2. APPROXIMATION DE WHITTLE DE LA FONCTION
DE VRAISEMBLANCE D’UN PROCESSUS GAUSSIEN

D’ou
1 N In(w)
~X'Ty 'X ~ 2.11
2 flw,0)™ (2.11)
N 2
ou Iy(w) = Z jexp(iw;)| est le périodogramme de la série chrono-
N -1
logique X1, Xs, ..., Xy, 00l w; = % les fréquences aux points 7 = 1, ...., —

et f(w, ) la densité spectrale du processus.
En remplacant dans I’équation (2.8) les résultats (2.10) et (2.11), on obtient :

InLy(6) = TN In (27) — % {ln fw,0)+ ;EV;’CQJ dw

—T

Finalement, I'estimateur de Whittle est obtenu en minimisant In L} (6). D’ou

omLY(@) 9 | -N 7 In(w)
96 09 E/{lnf(w’eﬂf(wﬁ)}dw

—T
Ceci revient a chercher la solution d’un systeme de M équations non linéaires :

9 N 8 N 9 [ Inw)

R w I - Y 47 00,
89k lIlL (9)|9:9 47 agk /lnf(w7 g)dw 47 3«9k f(w7 9)

—T

k= 1,2,...,p+q+1=M

dw =0

Ennotant 8" = (1, ¢y, ..., ¢,, 01, ..., 0,)" et en choisissant le paramétre d’échelle
o2 tel que :

f(w,0) =02 f(w,0)
alors, d’aprées ([18]) on a :

™

/ln f(w,0%)dw =0

—T

La fonction log-vraisemblance de Whittle In L% (8) s’écrit plus simplement
sous la forme suivante :
N 2

oLy (6) = _El 5 47TO'2/f (w, 0*

18



2.3. APPROXIMATION DE WHITTLE DE LA FONCTION DE
VRAISEMBLANCE

In(w)
T w.09"

Pour simplifier ces calculs, les intégrales peuvent étre remplacées approxima-
tivement par les sommes de Riemann telle que :

f IN( ]Nw]
f( wame*

L’estimation de la log-vraisemblance exige le calcul des intégrales f w.

Donc
N 1 I ;
In LY (6%) = —Elna - — NCT)

307 2 01,6 (2.12)

£

Nous obtenons I'estimateur de Whittle 6 en minimisant la fonction LY (6%)
par rapport a 6% et a o2, Cela revient pour un échantillon fini & minimiser
par rapport a 8" la fonction suivante :

La résolution de I’équation non linéaire (2.12) se fait en deux étapes. D’abord
on résoud ’équation suivante pour trouver ’éstimation des parameétres 6*

) "
g7 Qn(07) =0

Ensuite I'é¢stimateur de o2 est obtenu en minimisant I’équation suivante par
rapport a az :

N
In LY (6") = -5

Alors on obtient :
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Chapitre 3

Approximation de Box-Jenkins
de la fonction de vraisemblance
d’un processus gaussien

Il a été établi que la fonction de vraisemblance est dominée par la forme
quadratique X tF]_VlX , le probléme auquel nous sommes confrontés se si-
tue dans la difficulté de manipuler I'inverse de la matrice d’autocovariance

F]_\,l. Nous allons démontrer que la somme des carrés exacte des innovations
N
~2 . . . .
> & est une bonne approximation de la forme quadratique de la vrai-
k=—o00
semblance. Box et Jenkins ont proposé une expression de la fonction de

vraisemblance & l'aide des espérances conditionnelles des innovations [¢;] =
g, = FE(e /X1, Xs, ..., XN), j € Z du processus qu'ils ont appelé fonction
de vraisemblance inconditionnelle. Celle-ci est proportionnelle & la somme

N
des carrés des innovations de ’échantillon ) | /5\?. Nous allons essayer d’expri-
j=1
mer explicitement la fonction de vraisemblance inconditionnelle d’une série
chronologique dans le cas d’'un modele AR (p), d’'un modele M A (q) et d’un
modele ARM A (p, q). Dans ce chapitre, nous présentons une synthése des ré-
sultats des travaux de Box-Jenkins ([5]), Dacunha-Castelle et Azencot ([3]),

Brockwell et Davies ([7]) et Hamilton ([16]) principalement.
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3.1. FORME INNOVATION DE LA FONCTION DE VRAISEMBLANCE
D’UN PROCESSUS ALEATOIRE GAUSSIEN

3.1 Forme innovation de la fonction de vrai-
semblance d’un processus aléatoire gaus-
sien

Soit X7, X, ..., Xy une série chronologique identifiée par un processus
ARM A (p, q) d’innovation e. Le vecteur X = (X1, X5, ..., Xy)" a donc pour
densité sur RV :

1
I (@1, 22, .., 2y, 0) = (21) V% (det Ty ) ™% exp <—§XTN1X) (3.1)

ou I',, est la matrice d’autocovariance de X.
D’aprés ([5]) tout processus aléatoire peut étre exprimé sous forme d’un pro-
cessus moyennes mobiles infinies. Ainsi, il existe une suite (¢,), telle que

> || < oo pour tout ¢ € Z et tel que :
k>0

Xn =) VreEn—
k>0
Lemme 3.1.1 Soit &, = E (ex/ X1, X2, ..., Xn) la régression linéaire de &,
sur X1, Xo, ..., Xy alors

XTOX = & % G (3.2)
N B k=—o00 g .

2
O¢

Preuve On pose £, = GL X = X'G}, ou G}, est une matrice de dimenssion
N
N x 1. De plus,on a X = > Mg, ou My, est une matrice de dimenssion
k=—oc0
N x 1 définie & partir de la représentation Xj. D’une part, pour tout k,

0<k<N,ona:
o2My, = E (Xey) = E (X&) = E (XX'Gy) =T'nGy,
D’autre part
N N N
I'y=FE(XX')=E [( M Mm) ( 3 EkM,f;)} =02 Y MM
k=—o00 k=—o00 k=—0o0

Donc

N
o’I'y = Y, TnGLGiT N

k=—o00
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FONCTION DE VRAISEMBLANCE D’UN PROCESSUS GAUSSIEN

et

Finalement

XX = & f; XIGGLX = = % G
N T 52 kYU T o2 k

e k=—o0 e k=—o0

[ ]
Nous admettons sans démonstration, le lemme suivant :

Lemme 3.1.2 Soit X, Xo, ..., Xy une suite d’observations d’un processus
X de matrice d’autocovariance I'y, et soit €; le processus d’innovation de
X;. Alors, on a :

1
Ino? = A}im —IndetI'y

La log-vraisemblance de X peut alors étre exprimée telle que :

1
202

InLy(0) = —g In (270?) — S(9)

N
o1 S(0)= > .

k=—o00
3.2 Approximation de la fonction de vraisem-
blance d’un processus autorégressif

Supposons que la série chronologique X, X, ..., X soit identifiée comme
étant un modele AR(p) défini tel que :

Xt — ¢1Xt71 — ¢2Xt72 — . — ¢pXt7p = &t (33)

2

ou &; est un bruit blanc de loi normale telle que F (g;) = 0 et E(e?) = o2.

Soit ¢ = (¢1, Dy eery ¢p,az)t le vecteur des parameétres du modéle. Soit I'y
la matrice d’autocovariance du vecteur X = (X1, Xo, ..., Xx)". La densité de

probabilité jointe de X est alors définie telle que :
1 —1
R e e R e e S )
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3.2. APPROXIMATION DE LA FONCTION DE VRAISEMBLANCE
D’UN PROCESSUS AUTOREGRESSIF

En notant X® = (X}, Xy, ..., Xp)t, d’apres axiome des probabilités condi-
tionnelles, on peut écrire la relation (3.4) sous la forme :

F(X),00) = f (Xpsr, o, X/ X P 0,0.) x f(XP /g, 0.)

ou f (X (») /b, O’E) est la densité jointe des p premieres observations de X que
I’on peut exprimer telle que :

_ 1 -1 _
f (X(p)/qﬁ, Us) = (2n) p/2 ‘Fpl}Q exp {7X(p)tpp lX(p)}

ou I', est la matrice d’autocovariance de X, Xy, ..., X,.

Pour expliciter la densité jointe f (Xp+1, oy XN/ X @), 05) des observations
restantes de 1’échantillon (X,11, ..., Xx), il est possible d’utiliser la relation
linéaire (3.3) entre les X; et les £;. On exprime d’abord la densité jointe en
fonction des €41, ..., en telle que :

—(N—=p)/2 -1 X
f (€p+17 "'7€N) = (271'0?) e eXPy 55 8%
205 t=p+1

Ensuite, en remplacant dans I’équation ci-dessus les €; par leur valeur dans
la relation linéaire (3.3), on abouti & la densité jointe de (X,41, ..., X) sous
la forme :

7N7
f (X1, Xn/ Xy, 0,02) = (2m02) N=n)f2

LS (X6 X )
€xXp T‘g o ( t— 01 X1 — . — (bp t—p)
Finalement, la fonction de la vraisemblance Ly (X/¢,0.) s’écrit alors telle
que :

L (X/002) = (2n02) 1, e { 50}

ou

p P N
S(¢) = Zl Zlmg?')Xin + Y (K= 0 Xy — o — 0, X )
1= j:

t=p+1

(p)

D’aprés ([16]), les éléments m;;

culés par la formule suivante :

de la matrice inverse I' ! peuvent étre cal-

- i—1 pti—j
m* (p) = {kZO Cbkﬁbkﬂei - i 21 ¢k¢k+]’i} 1<i<jy<p
= =p+1-j
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ou ¢y = —1.
On ne calcule que les valeurs de m* (p) pour i > j car I'," est symétrique et
donc m® = m
1) :
La fonction log-vraisemblance In Ly (#) s’écrit comme suit :

—-N 1 1
InLy (¢) = Tln (2m0?) — §ln IT,| — TﬂS(qﬁ)

3

L’expression de la vraisemblance d’un processus AR peut étre obtenue as-
sez aisément. Le probléme d’estimation des parametres par la méthode du
maximum de vraisemblance est résolu a ’aide des équations de Yule-Walker

(131, [5])-

3.3 Approximation de la fonction de vraisem-

blance d’un processus en moyennes mo-
biles

Supposons qu’on associe a la série chronologique X1, X, ..., Xy un modéle
M A(q) défini tel que :

Xt =&t — Qlet_l — 02815—2 — .. — qut—q (35)

ou &; est un bruit blanc de loi N (0, 0?).
Soit @ = (01,05, ...Gq,az)t le vecteur des parameétres du modele. Alors la
densité jointe du vecteur X = (X1, Xo,..., Xy)" peut étre exprimée telle

que :

FO00.0) = (o) e {0

ot T'y est la matrice des autocovariances de X = (X1, Xy, ..., Xy)' pour un
processus M A(q).

D’aprés 'équation (3.2) du lemme 3.1.1, la forme quadratique dans la
fonction de vraisemblance est égale a la somme des carrés éxacte

N
S(0) = 3. E. Par ailleurs, il a été établi dans ([5], [3]) que pour N assez

k=—00

1
207 S(0), et

grand, la fonction de vraisemblance est dominée par le terme
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3.3. APPROXIMATION DE LA FONCTION DE VRAISEMBLANCE
D’UN PROCESSUS EN MOYENNES MOBILES

ainsi les estimateurs des parametres 61, 05, ...0,, 02 sont obtenus en maximi-
sant la log-vraisemblance ou ce qui revient au méme, en minimisant la somme
des carrés S (0).

De plus, il a été établi dans ([3],[12]) que la somme des carrés éxacte

N
S () est équivalente a la somme des carrés > €7, appelée somme des carrés
t=1—q
inconditionnelle ([5]).

A Taide de ’équation (3.5) et pour t = 1,2,..., N, on obtient un systéme
d’équations. En posant ¢ = (e1,¢y,...,en)" et €@ = (51_q,52_q,...,50)t le
vecteur des ¢ valeurs initiales, ce systeme d’équations peut étre écrit sous la
forme matricielle suivante :

X = Lge + F© (3.6)

ol Lg est une matrice de dimension N x N triangulaire inférieure et F' est
une matrice de dimension N x ¢, définies telles que :

1 0 oo 0
—0, 1 0o . 0
-0, —6; 1 0 0
Lo=1 "9, —0,. . 6, 1 0 . 0
0 0 . . 01 0
. 0
0 0 1
et
F = (&0
ou
0, 041 0,
o—_ 0 6, 0,
0 0 0,
La distribution jointe du vecteur (5t, E(O)t> de taille N x ¢ peut s’exprimer
telle que :
t — _1 t
¥ <5t,€(0) /%) _ (27m?) (N+4q)/2 exp{2 . <€t6+5(0) 5(0)>}
05
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FONCTION DE VRAISEMBLANCE D’UN PROCESSUS GAUSSIEN

Considérons la transformation linéaire (£,c()) — (X,e®) de jacobian
unité avec € = Lgl (X - F 5(0)). Alors la distribution jointe de (X , 5(0)) est :

f (X, 5(0)/9705) = (27r0§)_(N+q)/2 exp{20125 (6’,6(0))}

£

ou
S(0,69) = (X = FeO) (L) ' Ly (X — Fe®) 4 OO (3.7)

On remarque que S (9,5(0)) dépend du vecteur des valeurs initiales £© a
déterminer.

Pour cela, notons par 2 le vecteur qui minimise S (9, 5(0)). Et en utili-
sant la méthode des moindres carrés généralisée on trouve :

20 = DR (L) T L X (3.8)

ou
D=1I,+F (L) L;'F (3.9)

Par ailleurs, la somme des carrés peut étre factorisée telle que ([5]) :
S (6,60) =5 (0,29) + (=@ - €<°>)t D (=© -20)

En utilisant les relations (3.7), (3.8) et (3.9) on obtient :

$(02) = (x—re) (i1t (x e

= X' (L) (I~ L' FD U (L)) Lg' X

Il est clair que S <9,§(0)> est une fonction des observations, alors la distribu-

0

tion jointe de X et £ est donnée par :

f(X00) = (2mo?) M

£

U CORCEURICESI

€
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3.4. APPROXIMATION DE LA FONCTION DE VRAISEMBLANCE
D’UN PROCESSUS AUTOREGRESSIF-MOYENNES MOBILES

Par ailleurs, sachant que f (X,c(/0,0.) = f (X, /6,0.) x [ (¢©/X,0,0.),
il est clair que I'on a :

_ 1 t
f(e0/X,0,0.) = (2m0?) a0 |D|"? exp {ﬁ (5(0) —/5\(0)) D (5(0) —E(O)>}
o

£

et
_ . ~1 .
f(X/0,0.) = (2r0%) " |D| 1/2exp{ﬁ5 (0,5@)}

D’autre part, si on note 0= F [5(0) /X, 9] = [5(0)} I’espérance condition-
nelle de ¢ sachant (X, ), alors d’aprés la relation (3.6),

[e] = Ly" (X — F [e]) est 'espérance conditionnelle de & sachant (X, 6),
d’oti on obtient :

5 (0,89) =[] [ + [« [9] =

Finalement la fonction de vraisemblance inconditionnelle est donnée par :

> fal

t q

_ _ -1 X
Ly (0.0./X) = (2n02) 1D exp { 7 & e}
e t=1—q

Il est évident que pour calculer la somme des carrés inconditionnelle
~0 . , . .
S (9, G )> on a besoin de déterminer ¢ valeurs initiales (g9,e_1,...,€1—4) €n

utilisant (3.8) ou bien en utilisant le principe de la "backcast" proposé par
Box-Jenkins ([5], [3], [12]).

3.4 Approximation de la fonction de vraisem-
blance d’un processus autorégressif-moyennes
mobiles

Soit X7, X, ..., Xy une série chronologique identifiée par un processus
ARMA (p, q). Donc elle vérifie la relation :

P(B)X: = Q(B)e (3.10)

ou P (B) et @ (B) sont deux polynomes en B de degrés respectifs p et q.
La relation ci-dessus peut étre écrite sous la forme matricielle comme suit :

L¢X:L98+F€*
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CHAPITRE 3. APPROXIMATION DE BOX-JENKINS DE LA
FONCTION DE VRAISEMBLANCE D’UN PROCESSUS GAUSSIEN

Lg est la matrice triangulaire inférieure de dimension N x N avec 1 sur la
diagonale principale, —#; sur la premiére subdiagonale, —f5 sur la deuxiéme
subdiagonale, 6; = 0 pour i > g et L4 est une matrice de (N x N) qui a la
méme forme de Lg mais avec ¢, a la place de 6;.

t
el = (X(O)t,g(o)t> = (X1_p, o, X0, E1-¢, -, €0)" est le vecteur de dimen-

sion p + ¢ des valeurs initiales et F' est la matrice définie par :

(e e
=[5 0
Avec
Oy Gp_1 - - O
N 0 ¢, - .. ¢
o= . .
0 0 ) gbp
et
0, 041 0,
0 6, 0
0=— ..
0 0o .. . 0,

La matrice 2 est la matrice d’autocovariance de e, qui s’exprime sous la

forme suivante : ) ot
_ o2t
o= 7" 4]

ouJ, =FE [X X (O)t] est la matrice de dimension p x p de terme général

’V|(?Zj|> et ou 02C = F [8(0))( (O)t] une matrice ayant pour terme général

J—1t—p—q=>0
sinon

2 .
E [Eimej*fI] = { O-€¢j_6_p_q "

Les ;. sont les coefficients de la forme moyennes mobiles infinies d’un
ARMA (p,q), i.e.

X, = (B)e, = ¢~ (B)0(B)e = i Vi
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3.4. APPROXIMATION DE LA FONCTION DE VRAISEMBLANCE
D’UN PROCESSUS AUTOREGRESSIF-MOYENNES MOBILES

Puisque ¢ = L, ! (LyX — Fe,) et le vecteur e, sont indépendants, alors la
distribution jointe de X et e, est

202

)

f(X,e./p,0,0.) = (2%0?)7(]\[”%)/2 |Q|771 exp [ S (9,0, e*)}

ou
S (4,0, e.) = (LyX — Fe)' (L5) ™" Lyt (LeX — Fe,) + ' e,
D’aprés la méthode des moindres carrés généralisée ([5]), nous pouvons écrire
S(¢,0,e.) =S (¢,0) + (ex — &) D (ex — &)
ou

S(p,0) = S(¢,0,6)=cF+e Qe (3.11)

Par ailleurs

1

e, =FE (e./ X9, e0) = [e,] = D'F' (L) L,'LyX (3.12)

ouD=Q '+ F (L) LtF
De plus
e=FE(¢/X0.O0) = [e] = L} (LyX — F&,).

D’autre part, sachant que f (X, e./¢,0,0.) = f (X/p,0,0.)x f (e./X,¢,0,0.)
, il est clair que l'on a :

[(X/9,0,0.) = (202) 10/ 7 DI exp [;U 25<¢,9>}
Alors, la fonction de la vraisemblance est définie par :
Ly (X/0,6.0.) = (2n02) 1017 DI exp | 55 (6.6)

Finalement, la log-vraisemblance d'un ARM A(p, q) peut étre exprimée telle
que :

—-N 1 1
InLy (X/¢,0,0.) = Tln (2m0?) — éln QD] = 555 (s,0)

20
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CHAPITRE 3. APPROXIMATION DE BOX-JENKINS DE LA
FONCTION DE VRAISEMBLANCE D’UN PROCESSUS GAUSSIEN

Il est évident que pour calculer la somme des carrés inconditionnelle S (¢, )
on a besoin de déterminer p + ¢ valeurs initiales

(Xo, X_1, .., X1-p, €0,6-1, .., €1—¢) en utilisant le principe de la "backcast" pro-
posé par Box-Jenkins ([5], [3], [11],[12]). Par la suite, on se propose de ré-
pondre & ce probléme dans le cas des modéles en moyennes mobiles et des
modeles mixtes.
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Chapitre 4

Détermination des valeurs
initiales pour la somme des
carrés inconditionnelle

Pour exprimer la vraisemblance d’une série chronologique centrée et iden-
tifiee par un modele ARM A (p, q), nous avons besoin de valeurs initiales
(X@ @) L’idée de l'aller-retour est basée sur le principe du retournement
du temps et de la prévision du passé ([5]). Le principe consiste a générer un
mouvement de va et vient entre le futur et le passé de la série chronologique
en utilisant les deux expansions duales du processus, i.e. I'expansion back-
ward dans I’espace de Hilbert engendré par { Xy, Xn_1, ..., X et 'expansion
forward dans l'espace de Hilbert engendré par {X;, Xs, ..., Xy }. En effet, il
a été établi dans ([5]) qu’il est possible de représenter un processus aléatoire
soit dans le sens croissant du temps, i.e. sur I’espace de Hilbert H ~ engendré
par {X1, Xy, ..., Xy} ou dans le sens contraire du temps, i.e. sur l’espace de
Hilbert ﬁN engendré par {Xy, Xy_1,..., X1}. Cependant , la structure de
covariance du phénomene ne change pas.

4.1 Principe de ’aller-retour

Soit X7, X, ..., Xy une série chronologique identifiée par un processus
ARMA (p, q) et donc elle vérifie la relation

Et = Xt — ¢1Xt71 — .. — ¢pXt7p + 016},1 4+ ...+ qut,q (41)
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CHAPITRE 4. DETERMINATION DES VALEURS INITIALES POUR
LA SOMME DES CARRES INCONDITIONNELLE

Le calcul d’innovations ¢; a l'aide de I’équation itérative (4.1), ne peut se
faire que si 'on se donne p + ¢ valeurs initiales.
Il a été démontré plus haut que le logarithme de la fonction de vraisem-
blance inconditionnelle de X, X5, ..., Xy a la forme suivante :
N N 1
InL (¢,0,0%) = —5 (2m) — 5 In o2 — —5(9,0) (4.2)

202
ou S (¢,0) est la somme des carrés exacte définie telle que :

N

S(p0)= > (0,0, X0, X1, ...) (4.3)

t=—o0
ou [g;] = E[e;/ X, ¢, 0] représente I'espérance de ¢, conditionelle a (X, ¢, 0).
Il a établi dans ([5], [6]), que pour N assez grand la relation (4.2) est dominée

)

202

par le terme . Cela veut dire que les contours de la somme des carrés

dans l’espace desaparamétres (¢,0) sont quasiment les mémes contours que
ceux de la log-vraisemblance. Il vient en particulier que les estimateurs des
moindres carrés des parametres sont trés approximativement les mémes que
ceux obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance.
On sait que le modeéle (4.1) peut étre exprimé sous la forme d’un processus en
moyennes mobiles d’ordre infini ([2], [5], [16]). Cependant, pour les processus
qui ont un intérét pratique les poids ¢; décroissent de maniére géométrique.
Alors, on peut supposer que les 9; s’annulent a partir d’un certain indice.
Ainsi, on peut approcher la somme des carrés (4.3) avec une certaine précision
par la somme des carrés associée & un processus en moyennes mobiles finis
d’ordre s = max(p,q + 1). En pratique, les valeurs des innovations passées
e (t < 1) peuvent étre calculées récursivement a 1’aide de 1’équation (4.1) en
partant de l'instant ¢ = 1 — s avant lequel les innovations €; sont considérées
comme négligeables. Donc, la somme des carrés (4.3) peut étre exprimée telle
que :
N
S(g0)= Y & ((b,@,X,X(O),e(O))
t=1—s

Box-Jenkins ([5]) soutiennent que s'’ils remplagaient I'opérateur B par
son dual F' dans l'expression (3.10) ils obtiendraient le modele retourné ou
modele dual possédant les mémes propriétés que le modeéle original et dans
lequel la valeur X; du processus est exprimée en fonction de ses valeurs
futures. Cette constatation a permis & ses auteurs de définir la notion de
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4.1. PRINCIPE DE L’ALLER-RETOUR

"backcast" qui leurs permettait de procéder & la prévision des valeurs du
processus survenues avant le début des observations. De plus, la structure
de covariance du modeéle (3.10) ne change pas si on remplace 'opérateur B
par son dual F ([5]). Ainsi, on obtient I’expansion "backward" du processus
ARM A(p, q) qui s’écrit telle que :

P(F)X, = Q(F)e, (4.4)

ol e; est un autre processus d’innovations tel que F (¢;) = E(g;) = 0 et
Var (e;) = Var (). Nous verrons plus loin la nécessité de déterminer cer-
taines valeurs du processus antérieur a la premiére observation de la série
chronologique. Pour le calcul des innovations [¢;] nous prenons 'espérance
conditionnelle dans ’équation (3.10) écrite en extension telle que :

ed] = [Xi] = &y [Xoa] — oo = &, [Xop] + 01 [e0a] + oo 4+ 0g [e0-]

Sachant que les valeurs des prévisions sont négligeables & partir d’'un certain
indice s = max (p, ¢ + 1), le calcul se fera selon le principe suivant :

e)] = 0 st j>N
S st je€[l,N]

et
X, si je[l,N]
X; S5t j>Net j<1

En retournant le temps et en utilisant (4.4), on procéde au calcul des inno-
vations [e;] & 1'aide de ’équation :

[ed] = [Xi] — &1 [Xia] — oo = & [Xigp] + 01 [erga] + o + 0y [er44]

Suivant le principe suivant :

le;]

I
—N—
Q@)

o
w &
<.

<
.

AN
vV —
—_

et
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CHAPITRE 4. DETERMINATION DES VALEURS INITIALES POUR
LA SOMME DES CARRES INCONDITIONNELLE

4.2 Détermination des valeurs initiales d’un
processus M A (q) par la méthode d’aller-
retour

Cette section est inspirée par les travaux de Dakhmouche ([10]). Suppo-
sons qu’on associe a la série chronologique centrée X, Xo, ..., Xy un modéle
M A (q) stationnaire défini tel que :

X;=Q(B)e (4.5)
L’expression(4.5) peut étre écrite sous la forme :
Et = Xt -+ 01515,1 + ...+ Hqgt,q

ol & est un processus d’innovations de distribution N (0, o2).
La représentation duale de (4.5) s’obtient en y remplagant B par F' ([2], [5])
telle que :

X, =Q(F)e; ou etNN(O,ag)

Dans I’espace H ~ les valeurs (X, ¢ > 0) du processus sont estimées par
prévision d’origine N. Et dans l'espace H y les valeurs Xy, X 1,... seront
estimeées par prévision d’origine 1 ([3], [4], [5], [12], [19]).

La fonction de prévision d’origine N pour ’expansion forward du processus
est définie telle que :

Xnie=Q(B)Ene (4.6)

avec

S Xnye si >0 g oz 0 si £>0
NHET Xyae si £<0 NHT Y enpe i £<0

Il est évident que X Nie=0désquel>q+1.

Nous allons adopter les notations suivantes :

e Le vecteur des prévisions d’origine N des ¢ valeurs futures du processus X,
obtenues au k™ passage de 'algorithme d’aller-retour est noté par :

~ A~

Sk k k s\
X0y = (X0, X%, - X%,
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4.2. DETERMINATION DES VALEURS INITIALES D’UN PROCESSUS
MA(Q) PAR LA METHODE D’ALLER-RETOUR

e Le vecteur des ¢ derniéres innovations pour ’expansion forward du
processus obtenu au k™ passage de 'algorithme est noté tel que :

t
— (k k k k
77 ( ) = <6SV)—q+1 55\7—) q+2 6SV)>

e La matrice triangulaire © d’ordre ¢ est définie telle que :

0, 041 ... 0
o_ |0 b, . 0
0 0 0,

De la relation (4.6) et pour £ = 1,2,...,q, on obtient au k®™® passage de
I’algorithme I’équation ci-aprés :

jel)

g TOTH =0 (4.7)

Considérons les notations suivantes :
e Le vecteur des ¢ derniéres observations pour I'expansion forward du pro-
cessus est noté tel que :

~ t
X(q) - (XN—q+1 XN—q+2 XN)

e La matrice diagonale G d’ordre ¢ sera notée telle que :

t

GB = dl&g (GN_q (B) GN—q+1 (B) GN_1 (B))

ou
N—¢ ,
Gy (B)= > a;B’ (=12, ..q
J=0
e La matrice symétrique A d’ordre ¢ sera notée telle que :
AN—g+1 OGN—g+2 --- an
A— aN—g+2 AN—g+3 -~ AN-1
an aAN+1 veo ON4g-1
ou

q
A =Y, 00— avec ag=1 et a; =0,
Jj=1
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LA SOMME DES CARRES INCONDITIONNELLE

e Le vecteur des prévisions des ¢ valeurs du processus X; avant I'instant
t = 1, au k°™ passage de ’algorithme est noté de la facon suivante :

Sk _ (o) ok Sk \'
)= (X0 X9 x0)

Au k™€ passage de I’algorithme, le calcul d’innovations a I’aide de I’expansion
forward du processus est obtenu a 'aide de I’équation :

Evd (k-1
7H =GpX () + AX(,) (4.8)

La fonction de prévision d’origine 1 et d’horizon ¢ de I’expansion backward
du processus est définie telle que ([5]) :

X10=Q(F)é, (4.9)
ou

s [ X1 si £>0 [ 0 si £>0
Xlz_{Xlg si <o 6”_{elg si <0

Il est évident que )A(l_g =0désquel>q+1.

Considérons les notations suivantes :

e Le vecteur des ¢ premiéres innovations pour ’expansion backward du pro-
cessus sera noté tel que :

(2 R M N )

) _ ( k) ) (k))t

Au k™ passage de I'algorithme d’aller-retour et en utilisant la relation (4.9)
pour / = 1,2, ..., q, on obtient un systéme d’équation qu’on résume ainsi :

X9 +0e® =0 (4.10)

En notant :
e (G la matrice diagonale d’ordre ¢ définie telle que :

GF = dzag (GN—q (F) GN—q+1 (F) GN—l (F))

ou Ny
Gy (F)= > a;F7 (=1,2,...q

Jj=0
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4.2. DETERMINATION DES VALEURS INITIALES D’UN PROCESSUS
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e Le vecteur des ¢ derniéres observations pour ’expansion backward du
processus sera noté tel que :

t

«—
X(q):(Xq Xq—l Xl)

Alors, au k¢ passage de 1’algorithme d’aller-retour, le calcul d’innovations a
I’aide de I'expansion backward du processus est obtenu a 1’aide de I’équation
suivante :

«— —~
W =GpX )+ AXY, (4.11)

Proposition 4.2.1 Soit {X'((f )q)} la suite des vecteurs des valeurs ini-
D =1

tiales obtenues aux différents passages de lalgorithme d’aller-retour. Alors,

cet algorithme converge si la suite <)? ((f )q)> admet un point fize.
V) k1

Preuve Des relations (4.7), (4.8), (4.10) et (4.11), on déduit le systéme
d’équations :

KW +6GsX ) +0AXf =0

{ (NV.9) B2 (a) (La) —

=0

X% 4L oGrX ., +04x®
(1,9) F4(q) (N,q9)

D’oti, on obtient :

v (k)
X 1

(14

— 0AOGEX () — OGEX (o + (04)> X*D (4.12)
) B (q) F4(q) Q, :

)
Si la matrice est contractante, alors le point fixe est obtenu en passant a la

limite dans (4.12) m

Proposition 4.2.2 La matrice © A est une matrice contractante, i.e. ||©OA| <
1.

Preuve Pour simplifier les calculs, nous allons considérer le cas ¢ = 2.
On sait que :
anN = GlaN_l + 92@]\/'_2 (413)

Alors, il est clair que :

OA — (aN—i-l aN+2 )

Oaan 92@N+1
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D'otion a:

1©A] = |6 (a}s; — anan+s)|
De plus, on remarque que les racines du polynoéme caractéristique associé a
I'équation de récurrence (4.13) sont les mémes que celles de I’équation définie

telle que :
72 —01r — 0y =0 (4.14)

Notons les deux racines de I’équation (4.14) par p; et p,.

On rappelle que le polynéme caractéristique d’un processus en moyennes mo-
biles d’ordre 2 est Q (B) = 1 — 6, B — 0,B2. 1l admet toutes ses racines a
I’exterieur du cercle unité a cause de la propriété de causalité du processus
([3], [5], [7], [16]). De plus, il est évident que le polynéme @ (B) est le po-
lynome dual du polynome (4.13). Par conséquent, les racines de I’équation
(4.14) sont a l'intérieur du cercle uniteé.

La solution générale de 1'équation de récurrence (4.13) est telle que :

= oY A+ ppy siopr# e
ay = 0N si pr=py=p

an

Par conséquent :

104N = (02 (a1 — aaxa)| = 620 (p1)" (o1 = o)’

Sachant que les constantes A et p sont données par les équations A + u = 1
et A\p; + pupy = 61, alors :

A= L uzl—/\:—&

Ou A = 6%+46,

Donc,
1A = |62 (p1p2)" "
D’ou
1OAIl = 162 Maz®*** (py], |po]) < 1
]

Finalement, en notant le vecteur limite X ((f; )) et par passage a la limite
dans 'expression (4.12) nous donne :

X(y = [1— 04)] " {040GuX () — 06Ty |

(1,9)
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MA(Q) PAR LA METHODE D’ALLER-RETOUR

R ~ e t
ou I, est la matrice unité d’ordre ¢ et X((fo)) = (X(Oo) X(flo) Xl(ioq)> .

Il reste a établir que le vecteur X (( q)) coincide avec le vecteur X (© des valeurs
du processus avant I'instant £ = 1, au sens de la topologie associée au produit
scalaire dans H N-

Proposition 4.2.3 Soit X = (X1, Xo, ...,XN)t un systéme de générateurs
ﬁ
de ’espace de Hilbert H y. Alors

E{X)x'} = B{xOX"} =T

(1,9)

Preuve Considérons le cas ¢ = 2 et rappelons les notations adoptées précé-

demment :
0= 92 91 A — anN-—1 an
0 0y anN  GN+41
N-2 ‘ N—2 ‘
. ;} CLjB]XN,I - Z:O CL]'FJXQ
GeXe) | 'vo1 GrX@) =i
Z (ljB]XN Z CLjF]Xl
=0 =0
Calculons :
E(X™)X!) = [, — (04)%] ' E (040G5X X' — OGFX (2 X"
(1,2) [ 2 — (04) } B F
On a:
N-2 N-2 N—2
_ 20 ;Y |N—j—2| 20 A5Y|\N—j—3| - ;} 57541
E(GBX(Q)Xt> o = gn
> a5 |N—j—1] > a5 |\N—j—2| - > ;7
=0 =0 =0

Par ailleurs, la fonction d’autocovariance +,, d'un M A (2) vérifie les condi-
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tions suivantes :

(

Oran_1 + Ozan_o si 1T =2
1 =2 Oran—_1 st r=3
o2 j;o ANl = 1 si r=N-—-1
—0, si r=N
1 N-2
) ajYN—r—j =0 si 4<r<N-2
@4 "
thany + 9§GN71 st r=1
iNZ_la, _ O2an sior=2
el = B si r=N
—0, si r=N-—-1
1 N-1
—QZaﬂ\Nﬂuﬂ—O st 3<r<N-—-2
\ 0—€ ]:0
Donc

93@]\[724—91&]\],1 92(11\/,1 0. 1 —91

¥ t) _ 2
E <GBX(2)X — % ( ega]v,1 + 91&]\/ (920,]\7 .0.. 0 1 ) (415)

<—
En procédant de la méme maniere que précédemment, F (G X ()X t) peut
étre exprimée telle que :

N-2 N-2 N-2

. ) ZO 5% j+1 ZO @y e ZO @57 |N—j-2|
E(GrXpx') = |3, Ny e
DY D0 aYm1 e Dn @Y N—j-1
=0 =0 =0

D’aprés les conditions (C'), ’expression ci-dessus s’écrit alors telle que :

Ry tY 2 —01 1 ..0. 02&]\/’_1 HgaN_Q—I—HlaN_l
E (GFX(2)X ) = e ( 1 0 ..0. QQCLN anN—l -+ Ql(ILN (416)

Notons :

Il est aisé de remarquer que :

1 (04010, —b,
_@z_a_gr_< . 0)
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4.3. DETERMINATION DES VALEURS INITIALES D’UN PROCESSUS
ARMA (P,Q) PAR LA METHODE D’ALLER-RETOUR

AT = o2 O3an—o + O1an_1 Oan_1
=\ Oran_1 +Oiay Oran

(6 6, — 6,0,
@@(0 ) )

Oran_o Oran_1 + Hiawfz
AOP =
© ( Oran tray + 93001\/71

Ainsi, les expression (4.15) et (4.16) peuvent étre exprimées plus simplement
sous la forme :

E(GpXpX') =02 (400 0 o)

E(GrXpX') =o(S 0 400)

Finalement, on obtient :
B(XX) = o2 [L-(04)) " ((@476z-6% 0 0)

— 02 [I,— (0A)*] ' [(®A)}? -] 0% = —0?O% =T

|
Ainsi, on montre bien que le vecteur-limite X ((ffz )) coincide avec le vecteur

des valeurs initiales X (. relativement & la norme associée avec le produit
scalaire défini sur l’espace de Hilbert L2.

4.3 Détermination des valeurs initiales d’un
processus ARM A (p, q) par la méthode d’aller-
retour

Cette section est inspirée par les travaux de Dakhmouche ([11]). Le cal-
cul de la somme des carrés inconditionnelle pour un processus ARM A(p, q)
nécessite la détermination de s = max(p,q + 1) valeurs initiales X© =
(X0, X_1,...X1_) et €@ = (g9,6_1, ..., e1_,)". En pratique, les valeurs d’in-
novations passées ¢; (t < 1) peuvent étre calculées récursivement a ’aide de
I'équation (4.1) en partant de l'instant t = 1 — s avant lequel les innovations
g, sont considérées comme négligeables. Donc, on peut approcher la somme
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des carrés exacte (4.3) avec une précision controlée, par la somme des carrés
inconditionnelle telle que :

N

S(e.0) = X & (6.0,X,X0,e0)
t=1—s

La fonction de prévision d’origine N & 1’horizon ¢ pour ’expansion forward

du processus est définie telle que :

P(B) Xy =Q(B)Enss (4.17)

avec

T Xnie si >0 g ze 0 si £>0
N Xywe si £<0 NHT Y enee st £<0

Puisque P (B) a ses racines a lexterieur du cercle uniteé, X ~+e¢ tend expo-
nentiellement vers zéro lorsque ¢ — oo ([3], [5], ), & partir d’un indice s
les valeurs X ~N1¢ sont pratiquement nulles. En général, nous prenons s =
max (p,q+1).
Nous allons adopter les notations suivantes :

e Le vecteur des prévisions d’origine N des s valeurs futures pour
’expansion forward du processus obtenu au k"¢ passage de ’algorithme est
noté tel que :

SR _ (k) pm OB
X(N,s) - (XNJrl XN+2 XN+5>
e Le vecteur des s derniéres observations pour l’expansion forward du
processus est noté tel que :

4 t
X = (Xnoss1 Xyosp2 . Xn)

e Le vecteur des s derniéres valeurs d’innovations pour 1’expansion for-
ward du processus obtenu au k"¢ passage de 'algorithme est noté tel que :

t
—(k k k k
77( ) = <€§V)—5+1 65\[)—5—&-2 €§V)>

e Soit D, ® et O les trois matrices triangulaires d’ordre s définies telle
que :

1 0 o .. 0
—¢, 1 0 .. 0
@:

—¢y  —d, 1 .. 0
b —Gus o 0y 1
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by ot o o O
N 0 &y dyr o by
d=10 0 ¢, .. o
0 0 0 o,
Os 01 ... ... O
O 05 05—1 92
@:— O 0 05 93
0 0 e 06y

De la relation (4.17) et pour £ = 1,2, ..., max(p, ¢+ 1) = s on obtient au k™
passage de ’algorithme 1’équation :

X — Xy +07M =0 (4.18)

Considérons les notations suivantes :
e La matrice diagonale Gp d’ordre s sera notée telle que :

Gp = diag (Gn—s (B) Gn_s11(B) ... Gy (B))

ou
N—¢ ,
GN—E (B): Z (ljB] €:1,2,...,s
Jj=0
e La matrice symétrique A d’ordre s sera notée telle que :
AN—s+1 OAN—s54+2 --- an
A= aN—s+2 AN—s+3 ... GN-1
an aN+1 .o AN4s—1
ol

S
A, = Y, 00— avec ag=1 et a; =0,
Jj=1

e Le vecteur des prévisions des s valeurs du processus )/(\'fk), t=0,-1,-2,..

s, obtenu au k"¢ passage de I’algorithme est noté de la maniére ci-aprés :
Sk (o) ok Sk \!
= (29 %% L X0

43



CHAPITRE 4. DETERMINATION DES VALEURS INITIALES POUR
LA SOMME DES CARRES INCONDITIONNELLE

Au k™€ passage de I’algorithme, le calcul d’innovations a ’aide de I’expansion
forward du processus est obtenu & 'aide de I’équation :

T =GpX () + AXS ) (4.19)

retournons au passé et en utilisant I’expansion backward du processus. La
fonction de prévision d’origine 1 et d’horizon ¢ est définie telle que ([5]) :

P(F) X1 =Q(F)éi_ (4.20)

ou

s [ X1, si £>0 [ 0 s £>0
Xl“_{xl_g si t<o 6”_{61@ si <0

considérons la symétrie qui existe entre I'expansion forward et I'expansion
backward du processus ([5]). Ce qui résulte que X;_, tend exponentielle-
ment vers zéro lorsque ¢ — oo, & partir d’un indice s les valeurs )A(l,g sont
pratiquement nulles.

Considérons les notations suivantes
e Le vecteur des s derniéres observations pour ’expansion backward du pro-
cessus sera noté tel que :

X=X Xoq .. X))

e Le vecteur des s derniéres innovations pour I’expansion backward du
processus sera noté tel que :
t
TO = (o, )

Au k"¢ passage de I'algorithme d’aller-retour et en utilisant la relation (4.20)
pour ¢/ = 1,2, ..., q, on obtient un systéme d’équation qu’on résume ainsi :

o~

X, ~dX M +0TM =0 (4.21)

En notant :
e (G la matrice diagonale d’ordre s x s définie telle que :

GF == dZCLg (GN—S (F) GN—s—i-l (F) GN—l (F))

ou N
Gy (F)= > a;F7 (=1,2,...s

Jj=0
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Alors, au k°™¢ passage de 'algorithme d’aller-retour, le calcul des innova-
tions a ’aide de ’expansion backward du processus est obtenu par I’équation
suivante :

<“— ~
= GrX () +AX(Y, (4.22)

Proposition 4.3.1 Soit {)?((f)s)} la suite des vecteurs des valeurs ini-
#) ) k>1

tiales obtenues aux différents passages de lalgorithme d’aller-retour. Alors,

cet algorithme converge si la suite <X ((1) )> admet un point fixe.

Preuve Des relations (4.18), (4.19), (4.21) et (4.22), on déduit le systéme
d’équations :

(N,s)

B 5w
X P — BX| +@GFX(S)+@AX(NS 0

{ oX® X, +@GBX(S +04X( ") =0
) (s)

D’oti, on obtient :

X, = oeae ! (0Gy - 8) X, - (4.23)

<@GF - > X+ [27'04]" X

Si la matrice est contractante, alors le point fixe est obtenu en passant a
la limite dans (4.23). =

Proposition 4.3.2 La matrice ®'OA est une matrice contractante, i.e.
| 1OA| < 1.

Preuve Il est évident que le module du determinant de la matrice ® est égale
a 1. De plus, il est clair que le polyndéme caractéristique de la matrice © A est le
polynome dual du polynome @ (B) dont les racines sont a ’exterieur du cercle
unité a cause de la propriété de l'inversibilité du processus ([3], [6], [12]).
Donc, tous les valeurs propres de la matrice © A sont a 'interieur d’un cercle
unité. Par conséquent on a :

|- @Al < [|2] " [©A] < max (jui])™ (4.24)

ou v;, 1 = 1,2, ..., s sont les valeurs propres de la matrice ©A.
Puisque max; (|UZD < 1, l'inégalité (4.24) est inferieure 4 1. m
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Alors on obtient :
~ -1 SN
X5 = {18 = [cIrl@Af} 104! (@GB - c1>> X — (4.25)
~\
o7 (6Gr — ) X

4.3.1 Cas particulier : Calcul des valeurs initiales pour
un processus ARMA (1,1) par la méthode d’aller-
retour

La forme générale d’un processus ARMA(1,1) peut étre exprimée telle

que :
Xy —aXy 1 =& — Bei

Alors, les innovations &; peuvent étre calculées récursivement telles que :
gt — Xt — OéXt_l + 5€t_1 (426)

Soit )A(o la valeur initiale et soit X N1 la prévision de la valeur future Xy, ;.
En procédant de la méme maniére que dans le paragraphe précédent, on
obtient au k" passage de l'algorithme de "I’aller-retour" les équations sui-
vantes :

~ N-1 ~
X=(a=8) X # Xy + 6% (0X0 -5l ) @)
j=0
quand on utilise I'expansion "forward" et
S (k) =t j N v (k) (k)
Xo ' =(a=8) > FX;j1+B (aXN+1 - 56N+1) (4.28)
7=0

quand on utilise I'expansion "backward".
De plus, il a été établi dans ([5], [7], [16]) que les prévisions a I’horizon ¢
en utilisant ’expansion "forward" ou ’expansion "backward", sont obtenues
telles que : R R

Xype=a"" Xy

et N N
X_,=a'X,
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Alors, au k' passage de I’algorithme de "laller-retour" et & I’horizon /, les

innovations 58” et 651\21 sont déterminées telles que :

oo 179 (1 B (O‘[}y) S (k)

g = T X, (4.29)
(1-a?) (1-(aB)) .
Vo = : E 5 )X](V’“il (4.30)

Faire des prévisions a I’horizon infini a chaque passage de I’algorithme, consiste
a passer a la limite sur ¢ dans les équations (4.29) et (4.30). De plus, on sait
que af < 1. Alors, on obtient

2
(ko) _ (1= 0%) Gy 431
o 1—aB 0 (4.31)
ko) (1 —0%) S
eniy = WXJ(V—)H (4.32)

Des équations (4.27),(4.28),(4.31),(4.32), et en reprenant les notations utili-
sées plus haut, on déduit :

~ BN (a0 — B) ~
XY, = (- ) Gn (B) Xy + 210w
1—ap
~ BN (o = B) ~
X(gkﬂ) = (a—p)Gn-1(F) X1 + B la—p) mX(k)

1 _O[/B N+1
Ou
N—¢ 4
Gn_e(B)= > a;B’ (=1,2,....q

J=0

et
N—¢

GN_g(F) = Z aij (= 1,2,...,(]

En notant

On obtient finalement :

X5V = Ala = B) Gy (B) Xy + (= B) Gt (F) Xy + A2XY (4.33)
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Proposition 4.3.3 [’équation de récurrence (4.33) admet un point fize si
|A] < 1.

Preuve Rappelons qu'un processus ARM A (1, 1) est stationnaire si |a| < 1
et il est inversible si |3| < 1 voir ([5], [7], [16]). De plus, il est clair que

(a=p) < M. Par conséquent, |A| = MBN <M|[B¥|<1 =
1—ap &

(c0)

0

11—«
Finalement, le point fixe ou la valeur limite X*) est obtenu tel que :

A(Oé—ﬁ)GN_l (B)XN—F(Oé—ﬁ)GN_l (F)Xl
1—A2

-

Proposition 4.3.4 Soit (X, Xa, ..., Xn) un systéme de générateurs de l’es-

pace de Hilbert Hy. Si le vecteur )A(éoo) est la valeur recherchée, alors la
condition suivante est satisfaite :

S (o0 v st k=1
E<Xé )Xk> :{ a%_lvl st k>2

Preuve Calculons

E ()?3“%) = % [AE (Gy_1 (B) XnX1) + E(Gn_1 (F) X1X,)]

D’une part, on calcule :

N-1 N-1
E(Gn-1(B)XnX1) = ) BE(Xy_;X1)= > Blyy_j,
=0 =0
B OéN_l . BN—I
= By + Ta—g M
Et d’autre part, on a :
N—-1 N-1
E(Gy- (F) X1Xy) = B'E(XjnX1) = > By
=0 =0
62 aN—lA

Par conséquent,

AE (Gy_1 (B) Xy X)) + E (Gy_1 (F) X1 X)) = 11_ of
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Il a été établi dans ([5], [7], [16]) que :

1+ 6% —2ap )

’70_ 1_@2 UE
_ (1_04@(0‘_6)02
1 1—0[2 €
Te = Vg1 k>2

D’ou

E()A(éoo))Q) (a ﬁ)(l—@ﬁ) .

1—a2

Considérons maintenant le cas k = 2. Alors :

E <X(°°)X ) o—p [AE (Gn_1(B) XnX2) + E(Gy_1 (F) X1 X))

1— A2
Ou bien
LA 5(e0)
o (XO X2> = AE (Gyn_1 (B) Xy X2) + E (Gy_1 (F) X, X»)

En premier lieu, on a :
N— N1
E(Gn-1(B) XnXs) = Z FE(Xy_;X,) = Z B N—j—
=0 =0

N—4
= BV + B8 Py + B Py + 2_) BV iN—j—s
_ <6N _apNl 4 g2 _aN—Q) B’Y + B2y,
Et ensuite, on obtient :
N-1 9 N-1 |
E(Gy-1 (F) X1 Xp) = Zo By 1 =+ Bro+ B + 23 B
Jj= Jj=

_ /6271 Ao 2
- 71+/670+1_a5 a_571

Par conséquent,
1—A?

a—pf

E ()?O(OO)X2) _ (ﬁN . aﬁNfl +5N72) B_La’h—l-
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A N-2 6
+AS 70“‘71"‘570"‘—1_&5%
( —af) (
= —— 5 {1+ —aB) v, + (B —a)v
o (e =0 }
51
Bt T, 3
a(l—ap) 2\ 2
=S M)
Donc R
E (X(goo)X2> =am
Pour terminer montrons, qu’en général, on a :
E (f{é"")xh) —at Ty, VR >2
Un premier calcul nous donne
N—h—2
E(Gn-1(B) XnXp) = 25’71\/] h= Z B’YNJ nt NZh 25 Vjth—N
+

+6N h— 17 —|—/6N h,,y +6N h+1

Ny h—2
_ ap [ () ]% n 5 « - (/BN—h—l — aNh1)

(1—ap)p"?
+8N 71+€N "o + BV My, N
_ ay, A o ' _ a(l—af)yA
RN ﬂA’T oo Ea « ER
-« -« -«
it At A
A(l(féaﬁf)ﬁ o (a g)ﬁ 2 (a—p)p
T - {1 L mvﬁrﬁ 71+71+6%}+
oN-h o1
"’a_ﬁ%—a_@f\%
Il est évident que :
3
1(iﬂa[371 T f 571 + 6% + 7+ By =0 (4.34)
Dot N-h oh-1
E (GN,1 (B) XNXh) = — 6’}/1 — — ﬁ"}/lA (435)
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De plus

E(Gna (F) X0 Xy) = 257jh1*257h11+ Z B’Yg ht1

Jj=h+1

+B" 2y, + 1%+Bh71
Oéh_l Oéﬁh_Q Oéﬁh—H aN_h

= - + - Ay, +
O[—ﬁf}/l Oé—ﬁﬁ)/l 05—5’71 _ﬁ 71
+B" Py + 8" e + B
_ af? Q
= g (1 — i T ettt +@2%) +
a1 aN-h
— A
+OZ . 571 o — 6 1
D’apreés I'équation (4.34), on a :
h—1 oV h
E(Gy_1(F) X1 Xp) = Y1 — (4.36)
—p 5
Finalement, en combinant les équations (4.35) et (4.36),on obtient
o a
E (Xé )Xh) = 5 _fZ AE (Gy_1 (B) Xy X3) + E (Gy_1 (F) X1.X3)]
a— ﬁ O/L—l &h—l
— _ A2 — h—1
1—A2{a—5% a—3 71 o
]

Ainsi, on vient d’établir que la valeur limite )? (%) coincide avec la vraie
valeur X(© du processus antérieure a l'instant ¢ = 1 relativement & la norme
associée au produit scalaire défini sur I’espace de Hilbert H.
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Conclusion

Il est clair que les approximations de la fonction de vraisemblance de
Whittle et de Box-Jenkins se prétent mal aux calculs asymptotiques. Pour
cela, il est possible d’introduire un troisieme type d’approximation que I'on
appellera méthode d’approximation de "Toeplitz-Szegs". Cette méthode est
basée sur le principe que la matrice d’autocovariance d’un processus n’est
autre que la transformée de Toeplitz de sa densité spectrale. L’essentiel des
résultats que l'on propose sont basés sur les travaux de Szegd ([15]) et de
Dzaparidge ([13]). Les propriétés de cette technique d’approximation seront
trés utiles pour résoudre les problémes de tests dans lesquels interviennent
les rapports des vraisemblances de deux processus gaussiens.

Nous allons nous limiter au cas des processus a temps continu et nous nous
intéresserons plus particulierement & I’approximation de la vraisemblance de
deux processus gaussiens & temps continu associés & des mesures gaussiennes
absolument continues. Alors, si h € L' (d)) est une fonction, on notera Ty (/)
sa transformée de Toeplitz ([15]), i.e. la matrice de taille (N, N) de terme
général :

+m

R = /exp{i)\(m—n)}h(x\)d)\ 1<m,n<N
ou hy, désigne le k™ coefficient de Fourier de h.
Ty (h) est une matrice hermitienne et on a en particulier :
Iy =E; (XN 7XY) =Ty (h)

La matrice de covariance est donc la transformée de Toeplitz de la densité
spectrale ([15], [20]).
Dans la suite, on s’intéresse au cas des fonctions h de la classe C suivante :
1. het htelL®
0 4.
2. AP =350 kh} < o0 (4:37)
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La norme ci-dessus induit des propriétés intéressantes du type algebre de
Banach. Les densités spectrales seront choisies dans la classe C. De toute
maniére pour avoir des théorémes de type Szego, des propriétés de ce genre
sont indispensables. Sur l'espace de Banach des fonctions h telles que ||h|| <
o0, on peut mettre une norme équivalente ainsi définie :

o0

IRN* = lwn ()]

n=1

ou

jwon ()] = sup /|h()\ La)— h(\)2dA
lal<5

On suppose qu’on a deux probabilités gaussiennes F et G définies sur RZ et

possédant des densités spectrales f et g dans la classe C. La condition 4.37

implique en particulier que pour tout N, Ty f et Tvg sont réguliéres. En no-

tant par L%, Papproximation de Toeplitz-Szegt du rapport de vraisemblance

de F' et GG, on peut alors écrire :
1 _ _
LY = 3 {Syv+7 XY ((Tnf) '~ (Twg) 1) XN}

ou

det TNf
Yy =1
N . (det TNg)

1
Si on considére la transformation Yy = T2 (f) XV, alorson a Fr (Y 7Y) =
Iy (identité), et en posant

1 1
Ay =1 =T3fTy 9T f

ou ’on note

NG

1
Tyvf=(Inf)
On obtient alors : .
LY = 5 (v +7 YN ANY™)

Par ailleurs, L3, peut étre écrite telle que :
1 1
LY = 5 1on+7 XN (Tnf = Tng ") XV} = 5 v+ YNCOyY'™N)
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ol . .
Cn=Tf (Inf"=Tng ") TS

De plus, il est possible de montrer encore que :

o [y )l

2

ou

[N()‘):%

N
Z X exp (ik))
k=1

o4
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Résumé :

L'objectif de ce travail est de présenter les différentes méthodes pour exprimer la
vraisemblance d'un processus aléatoire gaussien facile a utiliser dans le cadre de 'estimation
des parameétres d'un modele et pour développer des tests d'hypothéses sur ce modele. On sait
que méme en temps discret les problémes de calcul de vraisemblance ne sont jamais simples.
Ainsi, nous nous sommes intéressés a I'étude de deux méthodes classiques d'approximation de
la vraisemblance d'un processus gaussien. La premiere, appelée méthode de Whittle, utilise la
représentation spectrale d'un processus gaussien, historiquement appelée périodogramme. Elle
est essentiellement basée sur la transformée de Fourier d'un processus. La seconde, due a Box
et Jenkins, est de loin la plus populaire et la plus utilisée. Ces auteurs utilisent la forme
innovation de la vraisemblance en remplagant la forme quadratique dans 1'exposant par ce
qu'ils appellent la somme des carrés inconditionnelle. On constate que cette somme de carrés
n'est pas directement calculable car les innovations dépendent des observations avant l'instant
d'origine. Ces valeurs initiales sont calculées par backcast et sont utilisées dans une procédure
itérative pour calculer la somme des carrés inconditionnelle. Cependant, une méthode de
détermination moins heuristique des valeurs initiales, appelée algorithme d'aller-retour.

Finalement, nous démontrons dans le cas d'un ARMA(1,1) la convergence de cet algorithme.

Mots clés: Modéles linéaires ARMA - Fonction de vraisemblance - Approximation de

vraisemblance - Méthode de Whittle - Algorithme d'aller-retour - Retournement du temps -

Matrice d'autocovariance - Matrice de Toeplitz - Périodogramme - Densité spectrale.
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Abstract:

The objective of this thesis is to present a summary of principal resulted which led us to
express the function of likelihood of Gaussian linear processes. It is known that even in
discrete time the problems of calculation of likelihood are never simple. Thus, we have
interested on the study of two methods of likelihood approximation: Approximation of
Whittle that utilize the spectral representation of a random process historically called
periodogram, it is primarily based on the Fourier's transform of this process and
approximation of Box-Jenkins is in so far as the most popular, it is noted that the sum of the
squares in the approximation of Box-Jenkins is not directly computable because the
innovations depend on the values previous to the time series occurrence. The initial values are
calculated by backcast and are used in an iterative procedure to calculate the unconditional
sum of the squares. However, a method of determination less heuristic of the initial values,
called algorithm of the returns. Finally, we show in the case of one ARMA(1,1) the

convergence of this algorithm.

Key Words: Lineair models ARMA - Likelihood function - Likelihood approximation

- Method of Whittle - Algorithm of the returns - Reversal of the time - Autocovariance matrix

- Toeplitz matrix - Periodogram - Spectral density.
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