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CHAPITRE 1

Introduction générale

Dans cette thése on s’intéresse a 1’étude de 'existence de solutions pour certains processus
de la rafle non-convexes.

Le processus de la rafle, en englais "sweeping process" joue un role trés important en elasto-
plasticité, en quasistatique et en dynamique (cf. [50, 52, 65] et leurs références). Un processus
de la rafle se compose de deux ingrédients principaux : I’'un qui balaie et ’autre qui est balayé.
A titre d’exemple, considérons un grand anneau qui contient une petite boule a 'intérieur et
supposons que ’anneau va commencer & se déplacer au temps t = 0. Selon le mouvement de
I’anneau, la boule va juste rester immobile (au cas ou elle n’est pas touchée par 'anneau), dans
d’autres cas, elle est poussée vers l'intérieur de ’anneau, ici, la vitesse de la boule est dirigée

vers l'intérieur de ’anneau de sorte qu’elle ne quitte pas ’anneau voir F1G. 1.1.

City) -
\-"'\ ."'/ \
co) N/ r
A /// | |
f\f \".. \ /
e | ./

F1c. 1.1 — Processus de la rafle



En termes plus mathématiques, cela se traduit par
—u(t) € New(u(t)) p.p. dans [0,T], u(0) = uy € C(0), (1.0.1)

ot u(t) est la position de la boule au temps ¢, tandis que C(¢) représente ’anneau au temps ¢.
L’expression Ne(u(t)) désigne le cone normal vers extérieur de I'ensemble C(t) & la position
u(t), donc (1.0.1) dit simplement que la vitesse 4(t) de la boule doit étre dirigée vers 'intérieur
de 'anneau pour presque tout temps ¢t € [0, T]. La restriction de presque partout est due au fait
que généralement nous ne trouvons pas de solution lisse ¢t — wu(t) de (1.0.1), mais seulement
des solutions absolument continues, et donc qui sont différentiables partout en dehors d’un sous
ensemble de [0,7] de mesure nulle. La condition initiale vy € C(0) indique que la boule est
initialement contenue dans ’anneau. L’équation (1.0.1) est le cas le plus simple du processus
de la rafle introduit par J.J. Moreau vers les années 70 (cf. [54] et ses références). Il a considéré

I'inclusion différentielle suivante

—i(t) € D (ult)), (1.02)

ot 0Yc(y) est le sous différentiel de la fonction indicatrice de 'ensemble convexe C(t). Dans
ce travail, 'ensemble C(t) est supposé étre convexe et donc 0y¢ est un opérateur maximal
monotone dépendant du temps. Pour résoudre ce probléme, J.J. Moreau apporte une nouvelle
idée treés importante, en proposant un "algorithme de rattrapage". Pour montrer I'existence
de solution, il construit des solutions discrétisées en divisant l'intervalle de temps I en sous
intervalles ou ’ensemble C(t) ne varie pas. Donc, par les arguments subtiles de majoration, il
a montré qu’ont peut construire une fonction limite (lorsque la longueur des sous-intervalles
tend vers 0) qui satisfait I'inclusion différentielle désirée. En effet, il est bien connu en analyse
convexe, d’aprés la convexité de C(t), que nous avons Yc)(z) = New(x). Clest donc, le
premier résultat d’existence de solution pour le processus de la rafle. Depuis, divers autres
travaux ont été développés afin d’obtenir des résultats d’existence de solution dans divers autres

contextes. Une premiére direction consiste & ajouter une perturbation comme suit :

—U(t) S NC(t)(u<t)) + F(ta u(t)),pp te [07T]
u(t) € C(t) (1.0.3)
u(0) = uy € C(0),

ou F : I x F = FE est une multi-application & valeurs non vides convexes compactes.

Un des domaine ot ce probléme se pose de maniére naturelle est celui de ’économie ma-

thématique. En effet, pour étudier un probléme de planification, Henry [42] avait introduit



I'inclusion différentielle

(t) € Pryuo Fu(t)), w(0) =ug € K, (1.0.4)

ou K est un convexe fermé non vide dont le cone tangent en u € K est noté Tk (u). Quelques
années plus tard, ce probléme avait été relié, d’une certaine maniére, par Cornet (voir [35] et

[36]) et Henry a l'existence d’une solution de I'inclusion différentielle
u(t) € =N (u(t)) + F(u(t)), u(0) =uy € K, (1.0.5)

laquelle est de la forme (1.0.3).

En mécanique une perturbation F' # {0} peut étre interprétée comme une contribution de
forces externes.

Dans le cadre d’une multi-application C(.) non convexe, mais avec F' = {0}, 'existence de
solution pour le probléme (1.0.3) peut étre établie via les méthodes utilisées par Castaing 22|,
par la translation d’un ensemble non convexe indépendant de ¢ par un vecteur dépendant du
temps.

Dans [64], M. Valadier a traité le processus de la rafle avec I'ensemble C(t) = R"\int(K (t))
ou K (t) est un convexe fermé d’intérieur non vide de R™. Puis dans [27], C. Castaing, T.X. Duc
Ha et M. Valadier ont étudié le probléme perturbé en dimension finie (£ = R") avec ’ensemble
C'(t) convexe (ou complément d’ensemble convexe). Dans ce cadre, ils ont prouvé 'existence de
solution pour (1.0.3) en supposant que C(.) est une multi-application Lipschitzienne. Plus tard
dans [23], C. Castaing et M.D.P. Monteiro Marques ont considéré des problémes similaires en

supposant la semicontinuité supérieure de F' et une "croissance linéaire compacte"
F(t,z) C Bt)(1+ [|z]|)B(0,1); V(t,x) € I x R™. (1.0.6)

De plus, la multi-application C' est supposée Hausdorff continue et satisfait une "condition de
boule intérieure"

dr > 0; B(0,r) C C(t), Vt e I. (1.0.7)

Puis, 'existence de solution pour (1.0.1) a été établie en dimension finie pour les fermés C(¢)
quelconques avec le cone de Clarke par H. Benabdellah dans [7] et par G. Colombo et V. V.
Goncharov dans [33] ; dans le méme contexte en dimension finie 'existence de solution de (1.0.3)
avec un fermé quelconque C(t) est démontrée par L. Thibault [63].

Par la suite, en dimension infinie la convexité des ensembles C'(t) a été remplacée par la
notion de "prox-régularité uniforme". Cette propriété est trés bien adaptée a la résolution de
(1.0.3). Un ensemble fermé S est dit r-prox-régulier si la projection sur S est univoque et

continue en tout point dont la distance a S est inférieure a r.



De nombreux travaux ont été consacrés a des applications de prox-régularité dans I’étude de
processus de la rafle. Le cas sans perturbation (F' = 0) a été d’abord traité par G. Colombo,
V.V. Goncharov dans [33], et ensuite par L. Thibault dans [63] et par G. Colombo, M.D.P.
Monteiro Marques dans [32].

L’existence et 'unicité de solution de (1.0.1) ont été montré par les méme arguments que
précédemment. Dans les espaces de Hilbert de dimension infinie, le probléme perturbé (1.0.3)
est étudié par M. Bounkhel et L. Thibault, J.F. Edmond et L. Thibault dans [18, 39, 40, 63|.

Dans [40], les auteurs montrent que le probléme suivant est bien posé

—du € Newy(u(t)) + F(t, u(t))dt,

(1.0.8)
u(0) = zo,
si la multi-application C' est a valeurs r-prox-réguliéres (pour tout r > 0) et vérifie
| d(y,C(t)) —d(y,C(s)) |< u(ls,t]), Vy € H, Vs,t € I s <t, (1.0.9)
ol u est une mesure positive qui satisfait
,
supp({s}) < =. (1.0.10)
sel 2

La preuve utilise 'algorithme développé par J.J. Moreau avec des arguments supplémentaires
pour se servir de I’hypothése de prox-régularité.

En effet, la difficulté principale de ce probléme est la continuité du cone normal proximal.
Pour un sous ensemble fermé fixe S, la multi-application x —— Ng(x) n’est pas s.c.s., ce qui
est nécessaire pour la preuve. La prox-régularité fournit cette semi-continuité.

H. Benabdellah [8], traite le processus de la rafle dans le cadre d’espace de Banach, en
supposant que le cone normal de Clarke satisfait la propriété de la s.c.s.

La version du second ordre de (1.0.3) a fait 'objet de divers articles (voir [5, 15, 16, 17]...).

Notons que tous les résultats cités dessus ont été obtenus dans le cas de dimension finie ou
dans les espaces de Hilbert. Récemment, certaines extensions des processus de la rafle convexe
ont été étudiées dans les espaces de Banach dans [8, 10, 14, 16, 50]...

Apreés cette description des résultats d’existence pour les processus de la rafle, nous arrivons
a notre contribution dans cette thése qui est constituée de 5 chapitres. Dans le premier chapitre
on présente une introduction générale. Le deuxiéme chapitre est consacré a quelques résul-
tats préliminaires concernant la géométrie des espaces de Banach, nous présentons aussi une
propriété de la r-prox-régularité nécéssaire pour la démonstration de nos résultats d’existence.

Dans le troisiéme chapitre, nous montrons un résultat d’existence dans un espace de Banach



séparable pour le processus de la rafle du second ordre suivant :

—&(t) € N ((t)) + F(t,z(t), 2(t)), p.p.- t € [0,T];
(Pr) § (t) € K(x(t)), Vt € [0,T];
x(0) = xg, ©(0) = uo,

ou F': I Xx Ex E = FE est une multi-application a valeurs non vides convexes fermées telle que
F(t,z,y) C mB, V(t,z,u) €I x Ex E

et K une F-multi-application a valeurs non vides et boule-compactes. Dans un premier temps,
nous donnons un résultat d’existence dans le cas ou la perturbation F' est s.c.s., ensuite nous
étudions le cas ou F' est de type Carathéodory. Dans le quatriéme chapitre nous reprenons le

méme probléme, et un résultat dans le cas ou la perturbation F' est a croissance linéaire i.e.
F(t,z,u) C (1+||z|| + ||lu|)Bg, V(t,z,u) €I x Ex E

est établi.

Le cinquiéme chapitre voit I’étude du probléme (Pg) dans le cas d’'un espace de Hilbert
et avec une perturbation F' univoque, disons f, que nous supposons Lipschitzienne. La dé-
monstration de ce résultat est donnée par deux méthodes différentes. La premiére consiste a
étudier directement 1’existence de soltusions via ’algorithme de discrésation, tandis que dans
la deuxiéme on rameéne le probléme considéré & un probléme du premier ordre.

Notons que les résultats du troisiéme chapitre ont fait I'objet d’une publication dans le
journal "Topological Methods in Nonlinear Analysis" voir [2]. La publication du résultat du
quatriéme chapitre est acceptée dans "Journal of Algerian Mathematical Society". Enfin, les

résultats du dernier chapitre sont soumis dans une revue internationale.
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CHAPITRE 2

Notations et résultats préliminaires
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2.1. Notations

Dans ce chapitre on se propose a donner quelques résultats qui nous seront utiles dans la
démonstration de nos résultats d’existence de solutions. Dans un premier temps, on rappelle
quelques notions concernant la géométie des espaces de Banach. Aprés, nous donnons une notion
trés importante de la prox-régularité d'un ensemble fermé C' de F.

La prox-régularité d’un ensemble C' au point x € C' est une condition variationelle reliée
au vecteur normal. Dans le context des espaces de Banach uniformément convexes, la prox-
régularité d’un ensemble fermé C' au point x a été montrée étre équivalente a la différentiablilité

de la fonction distance en dehors de C' pour un voisinage de x.

Des caractéristiques additionelles sont données en terme de I'application de projection. On

examine aussi la différentiabilité de la fonction distance sur le tube ouvert autour de C.

2.1 Notations

Soient E un espace de Banach, E* son dual topologique, (.,.) leur produit de dualité et ||.||
la norme de E.
On note par
— o(E,E") (resp. o(E*, E)) la topologie faible (resp. faible*) sur £ (resp. E*).
~ Bg(0,7) la boule fermée de E de centre 0 et de rayon r, By la boule unité fermée de E
et Sg la sphére unité de E.
— Cg([0, 7)) (T > 0) l'espace de Banach des applications continues u : [0,7] — E, muni de la
norme-sup ||.||c, et CL([0,7T]) 'espace de Banach des applications continues u : [0,7] — E
ayant une dérivé continue, muni de la norme

Juler = masc{mae [u(t)] ma [(4) ]}

— L([0,77]) la tribu de Lebesgue sur [0, 7.

— A(.) la mesure de Lebesgue.

~ (LL([0,T7), |I-]l1) I'espace des applications Lebesgue-Bockner intégrables définies sur [0, 7]
a valeurs dans ’espace de Banach F, c’est a dire, les applications f Lebesgue-Bockner
intégrables et telles que f[O,T] fd\ est finie.

— (LE([0,77),||-llc) est I'espace de Banach des applications f essentiellement bornées sur
E.

— On dit qu’une application u : [0, 7] — E est absolument continue s’il exite une application
v € LL([0,T]) telle que u(t) = u(0) + fotv(s)ds, Vt € [0,T], dans ce cas v = @ p.p.

12



2.1. Notations

— IP(Z), 1 < p < oo désigne l'espace de Lebesgue défini par

P(Z) = {(zp)n>1 C Z/Z |z, |P < o0}, sil<p<oo

n=1

PZ) = {{@n)nz1 C 2/ sup o] < 00}

—  un ouvert de R™.

— C5°(Q2) est l'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur €.
— D(Q) est 'espace des fonctions test.

— D/(Q)) désigne 'espace des distributions sur €.

— WmP(Q) est I'espace de Sobolev muni de la norme .||, définie par

1

P
[wllm,p = ( Z HDauﬂg) sil1<p<oo

0<]al<m

|t]|mco = max [[D%ls sip = 00.
0<]|a|<m

— Pour A C E, co(A) est 'enveloppe convexe de A et ¢o(A) son enveloppe convexe fermée.

Nous avons la caractérisation suivante

Théoréme 2.1.1 Soit K un sous ensemble non vide de E. Alors,
to(K)={x € E/Vx" € E*;(z",z) < 6" (z", K)},
ou 0*(z*, K) est la fonction support associée a K, i.e.,

0" (z*, K) = sup(z™,y).
yeK

— ¢ la fonction indicatrice de 'ensemble C' définie par

0 sixed,
vo(z) =

+00 sinon.

Pour tous sous ensembles fermés A et B de F, la distance de Hausdorff entre A et B est définie
par

H(A, B) = sup(e(4, B), (B, A))
ou

e(A, B) = supd(a, B)

a€cA
est ’écart entre A et B et

d(a, B) = inf fla — 2.

On rappelle que pour un sous ensemble convexe fermé A de F, on a

d(z, A) = sup ((x*,x) - (5*(3:*,A)>. (2.1.1)

x* EEE*
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2.2. Géométrie des espaces de Banach

2.2 Géométrie des espaces de Banach

Dans cette section, nous explorons les propriétés géométriques des espaces de Banach qui
jouent un role crucial dans I’étude des algorithmes itératifs pour des opérateurs non linéaires.
Les résultats présentés sont standards et peuvent étre trouvés dans la littérature, voir par
exemple [28], [3§]...

Soient (X, |.]]), (Y, ].||) deux espaces normés. On désigne par f une application définie sur
une partie 2 de X a valeurs dans Y. On supposera que ) est ouvert. Pour xg € X fixé, on note

par S(xo, ) la sphére centrée en xy et de rayon r, i.e.,
S(xg,r) ={z € X, ||z — x| =}

Définition 2.2.1 (Dérivées directionnelles) On dit que f a une dérivée directionnelle au
point x € Q (ici Q n’est pas forcément ouvert) dans la direction h € X si, pour t > 0 suffisam-

ment petit, x + th € Q et si la limite

f(x;h) = hm%(f(x +th) — f(x))

t—0

existe.

Remarque 2.2.2 Pour les fonctions a valeurs dans R, on pourra admettre des dérivées direc-

tionnelles valant oo, c¢’est-a-dire de prendre la limite dans R.

Définition 2.2.3 (Gdteaux différentiabilité)
On dit qu’une fonction f est Gateauz-différentiable au point x € ) si elle admet une dérivée

directionnelle en x suivant toutes les directions h € X et si ['application
he X — f(x;h) €Y
est linéaire continue. On note V f(x) cet opérateur.

Définition 2.2.4 (Fréchet différentiabilité) On dit que f est Fréchet-différentiable au point

x € Q 8%l existe un opérateur linéaire continu L de X dans Y tel que

(f(z+h) = f(z) — Lh) = 0.

lim —
rl—o ||A|

L’opérateur L est appelé dérivée de f en x.

La notion de Fréchet différentiabilité est plus forte que celle de Gateaux différentiabilité. Nous
avons la propriété suivante : si f : 0 — Y est F-différentiable au point x € () avec une dérivée

L, alors f est G-différentiable au point = et on a L = f'(x).

14



2.2. Géométrie des espaces de Banach

Définition 2.2.5 (Norme uniformément Fréchet différentiable)

On dit que la norme de X est uniformément Fréchet différentiable (loin de zéro) ssi,

ety o]
h—0 h

existe uniformément pour x,y € Sx.

Définition 2.2.6 Un sous ensemble A C E est dit boule-compact si pour toute boule fermée
B =B(x,R) de E, I’ensemble BN A est compact.

Il est clair que, tout boule-compact A est fermé. En effet,
soit (x,) une suite de A qui converge vers x, on montre que z € A. On a (x,) converge dans
A, donc elle est bornée i.e. il existe a > 0, telle que pour tout n € N, z,, € AN B(0, a) qui est

compact, donc on peut extraire une sous suite qui converge vers x et par suite A est fermé. l

2.2.1 Notions sur les multi-applications

Nous donnons dans cette section quelques définitions concernant les multi-applications, aussi

appelées correspondances, applications multivoques ou multifonctions.

Définition 2.2.7 Soient T, Y deux ensembles non vides, on appelle multi-application définie

surT & valeurs dans 'Y, toute application de T ayant sa valeur dans P(Y') (ensemble des parties

de Y ). On note

F:T=3Y
t—F(t)
c’est a dire, pour tout t € T, F(t) est un sous ensemble de Y.

— On appelle domaine de F' qu’on note D(F') l'ensemble suivant D(F) = {t € T : F(t) # 0}.
— On appelle image de F' qu’on note R(F') l'ensemble R(F) ={x €Y/ € T,z € F(t)}.

Définition 2.2.8 Soit F' : T =2 Y une multi-application, on appelle graphe de F' qu’on note
gph(F), le sous ensemble de T x'Y défni par gph(F) ={(t,y) e T XY :y € F(t)}.

Les concepts de multi-applications semi continues ont été introduits en 1932 par G. Bouligand
et par K. Kuratowski. On définit ici les multi-applications semi continues supérieurement.

Définition 2.2.9 Soient T, Y deux espaces topologiques et F':'T' =Y une multi-application.

On dit que F est semi continue supérieuremnet (s.c.s. en abrégé) au point ty si et seulement si
pour tout ouvert U C'Y contenant F(ty) i.e. F(ty) C U, il existe un voisinage ) de ty tel que
F(Q) CU i.e. F(z) CU, pour tout z € €.
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2.2. Géométrie des espaces de Banach

On dit que F' est s.c.s. surT si elle est s.c.s. en tout point de T'.

Corollaire 2.2.10 Soit F' une multi-application définie d’un espace métrique X a valeurs dans

un espace normé Y semicontinue supérieurement d valeurs compactes, alors la fonction

(x,q) € X xY*— §*(F(x),q) est s.c.s.

Cette propriété reste vrai si Y est muni de la topologie faible. On peut avoir I'inverse si F' est

a valeurs convexes compactes.

Théoréme 2.2.11 Soient F': T =Y et G : T =Y deuxr multi-applications telles que pour
toutt € T: F(t)NG(t) # (0. On suppose que

— F est s.c.s. au point tg €T

— F(ty) est compact

— le graphe de G est fermé.

Alors, la multi-application F NG est s.c.s. au point tg.

Corollaire 2.2.12 Soit G : T =Y une multi-application a valeurs non vides avec'Y un espace

compact. St le graphe de G est fermé alors G est s.c.s.

2.2.2 Les multi-applications .J,

Ces multi-applications ont fait leur apparition dans I’étude de la prox-régularité d’un en-
semble, par exemple dans le travail de F. Bernard, L. Thibault et N. Zlateva (voir [12]). On
peut consulter aussi le travail de Z. B. Xu et G. F. Roach [67] pour plus de détails sur ces

applications dans un cadre abstrait.

Définition 2.2.13 Pour un nombre réel ¢ > 1, considérons la multi-application J, : E = E*
définie par
Jo(z) = {2" € E*, (2", x) = ||z[ll|="|| et [l«"]| = ||=[|”~"}.

Pour o = 2, J; sera notée J et on 'appelle multi-application duale normalisée.

Nous avons (par le corollaire du théoréme de Hahn-Banach) Vo € E, dz* € E* ||z*|| = 1 et
(z*,z) = ||z||. Soit y* = ||z||”'a*, on a
(' 2) = (el 2" @) = 217l = Iy ],

donc J,(z) # 0, Vx € E.

Remarque 2.2.14 1. Pour tout z € E, J,(x) est conveze.
En effet, soient x*,y* € J,(z), a € [0,1] on a

2" € Jo(x) & 2" = 27" et (27, 2) = [l2llll="[| = |=]|”
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2.2. Géométrie des espaces de Banach

v € (@) & Iyl = llz)| 77 et (y* x) = [l=lllly"] = ll2]”.
D’autre part, on a
{ax® + (1 —a)y" z) < lax” + (1 = a)y™||[]]
De plus,
(az” + (1 - )y, z) = afz”,z) + (1 = a)(y", x) = ||z,

ceci nous permet d’écrire

]| <[laa” + (1 — a)y”|
<allz*[ + (1 = )yl

=al|z]|”" + (1 — ) |l=]|77" = [Jl=[|7".
Donc, (ax* + (1 — a)y*, z) = ||z]|7 = ||z||[|az* + (1 — a)y*|| ce qui implique que,
ar* + (1 —a)y* € Jy(z), Vo € E.

2. La multi-application inverse de J, sera notée J; ' et on a pour tout v € E,

r* € J,(x) &z € J Y (z*). Sio =2, la multi-application inverse J~' de J sera notée J*.
3. Pour tout t >0, J,(tx) =t J, ().
4. La multi-application J, est le sous différentiel de la fonction conveze X||.||°

i.e. Jo =0(Z].I°). En effet, soit ¢, la fonction conveze définie par

Yo EF—R

Nous avons
Opq(z) ={z" € E*, 9,(y) > ¢, (x) + (z",y —x), Yy € £} = A(x).

On montre que A(x) = J,(z), pouro >1etx € E.
- Six=0, on a J,(0) = {0} = A(0).
— Six #0, on montre que A(x) C J,(x).
Soit x* € A(x), i.e.,
@y —x) < —|lyll” = ==, vy € E. (2.2.1)
o o
e Poury = Ax avec A > 1, on aura par la relation (2.2.1),
)\0’

* —1 o
<:17 ,ZE> < m”$|| , VA > 1.
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2.2. Géométrie des espaces de Banach

Faisant tendre \ vers 1, on trouve

g

1 1
* < -1 7 = ‘. 2.2.2
(o2 < — lim S——{lall” = |12 (22

e Poury = (1 — Nz, avec A > 0 on aura —\(x*,2) < 2((1 = \)? — 1)||2]|” ce qui est

ag
(1—(1-\)°
ag

équivalent o (z*,x) > 3 ) z||7. Faisant tendre X vers 0, on obtient

(", x) > ||z||°. (2.2.3)
De (2.2.2) et (2.2.8), on déduit que

(%, ) = [l=]|”. (2.2.4)
D’autre part, prenons y € E tel que ||ly|| < ||z||. Par la relation (2.2.1), on a

* Yy o—
(@*, =) < el

]

donc (2%, z) < ||z[|"~", ¥z € Bp alors [|l2*|| = sup |(z",2)| < [l=]|""",
ll=l<1

|77, ce qui prouve que A(x) C J,(x).

d’ot, [|z*[| = ||
Montrons maintenant que J,(x) C A(x).
Fizons x* € J,(x), considérons la fonction f(t) = —Int, t > 0, qui est une fonction

convexe puisque f"(t) > 0,i.e.

o—1 o 1 s 0—1
) <~ Il -

1
~In( [yl + Inja|”, vy € .

o
d'ou, |yl + x| = yllll=|°~t. Par conséquent,
1 1 _
—lyll” = =Nz [yl = [l=(|”
o o
=llyllfl="] = (2, )

Z(.’E*,y - LU>’

on obtient |ly||” — L||z||” > («*,y — x), Vy € E, ceci implique que z* € A(z). D’ot,
A(x) = J,(x), Yz € E.

2.2.3 Espaces uniformément convexes

Définition 2.2.15 (Espace uniformément convexe) Un espace vectoriel normé (X, ||.||) est
dit uniformément conveze ssi pour tout € > 0, il existe § = 6(e) > 0 tel que si x, y € X avec

lzll = llyll =1 et |z —y| >, alors | =2|| < 1—6.
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2.2. Géométrie des espaces de Banach

C’est a dire, un espace vectoriel normé est uniformément convexe si pour tous points = et y
distincts sur la sphére unité centrée a 1’origine, le milieu du segment joignant x et y n’est jamais

sur la sphére, mais est proche de la sphére si x et y sont suffisamment prés 'un de l'autre.
Définition 2.2.16 (Module de convexité) On définit la fonction appelée module de convezité
d’un espace normé (X, ||.||) par & : (0,2] — [0, 1], telle que

r+y
2

oy (€) := inf{1 — | 1 [zl = llyll =1, llz — yll = €}

Théoréme 2.2.17 Un espace de Banach est uniformément convexe ssi o). (€) > 0, pour tout

e € (0,2].

Définition 2.2.18 On dit que X est g-uniformément convexe ou le module de convexité de la
norme est de type puissance ssi pour tout k > 0, /() > ke?, pour tout € € (0,2].

Du théoreme de Dvoretzky nécessairement q > 0.

Le théoréme suivant affirme I'uniforme convexité des espaces classiques de Lebesgue réflexifs.
Ce résultat était a 'origine due a J. Clarkson, il a été établi dans le but de donner des exemples
concrets d’espaces possédant la propriété de Radon-Nikodym.

Si X est uniformément convexe et 1 < p < oo alors pour tout € > 0, il existe d > 0 tel que

Tr+vy

1=

17 < (X =0)([=[” + llyll*), (2.2.5)
pour tous z,y € X tels que ||z — y|| > emax(||z||, ||y]])-
Théoréme 2.2.19 Les espaces ILP, 1 < p < oo sont uniformément convexes.

Preuve Soit € > 0 donné, choisissant 4 > 0 qu’on fera correspondre a €47 . Soient u,v € LP(N),

tels que ||ull,, ||v]l, < 1 avec ||u — v||, > €. On pose
M = {w: (Ju(w)]” + [o(w)[") < 4u(w) = v(w)["}.

Appliquant (2.2.5), on aura pour presque tout w € M

u(w) + v(w)
2

u(w)[” + |v(w)[”
2

| "< (1=0)( )- (2.2.6)

D’autre part, sur M on a

[ tutw) = otwipax) < § [ ()l + o()Paxw) < 5.

Utilisant le fait que ||u — v]|, > €, on obtient

| tutw) = stwyrarw) = .
19



2.2. Géométrie des espaces de Banach

i.e., restreignant u,v a M on trouve
-1
|lu—vl|a > €277 .

—(+p) |
Donc, sup(||u||ar, ||v|lar) > €277 ie,

Ep
p p
sup (/M|u| d)\,/M|v| dA) >0 (2.2.7)

(RIS PO

D’autre part,

/ KIU(w)Ip ;r o(w)|?

[\ N———

2
|u(w)[” + [v(w)] €
5 /M : INw) > 55
D’ou,
U+ v u(w) + v(w)
1521 = 1 )
|u(w)[” + [o(w)? €
§/ 5 d\(w) — (52p+2
P
<1- 52p+2.
Ceci acheve la preuve. [ ]

Un résultat intéressant a propos de I'uniforme convexité est le théoréme de Milman-Pettis.

Pour la preuve on peut référer le lecteur a [47, 59].

Théoréme 2.2.20 (Milman-Pettis)

Tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif.

2.2.4 Espaces uniformément lisses

Dans la suite, nous introduisons la classe des espaces lisses. On remarque immédiatement
qu’il y a une relation de dualité entre la licissité uniforme et la convexité uniforme. Nous

commengons par la définition suivante.

Définition 2.2.21 (Espace lisse) Un espace de Banach (E,||.||) est dit lisse si pour tout

élément non nul xy € E, il existe un unique élement x* € E* tel que ||x*|| = 1 et (x*, z¢) = ||xo]|.
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Théoréme 2.2.22 Soit xq € E, alors les assertions suivantes sont équivalentes
o F est lisse au point xg,

e la norme de E est Gateauz différentiable au point xg.

Définition 2.2.23 (Espace uniformément lisse) On dit qu’un espace de Banach E est

uniformément lisse si sa norme est uniformément Fréchet différentiable.
Remarque 2.2.24 Si E est uniformément lisse, alors ||z||g est Ck sur E\ {0}.

Proposition 2.2.25 Un espace de Banach E est uniformément lisse ssi pour tout € > 0, il

existe 6 > 0 tels que pour tous x,y € E vérifiant ||z|| =1, |ly|]| =9
|z +yll + [z —yl| <2+ ¢yl
Proposition 2.2.26 Si E est uniformément lisse, alors pour tout x € E'\ {0}, on a
(VI[-Ix)(@), ) = [z e-

Par Uinégalité triangulaire, on a ||(V||.]|g)(x)]|

Maintenant, sachant que la norme pourrait étre non différentiable & l’origine 0, nous étudions
la fonction x +— ||z||P pour un exposant p > 1.

Proposition 2.2.27 Soient E un espace de Banach uniformément lisse, p € (1,00). Alors la

fonction x — ||z||P est CL sur E.

Définition 2.2.28 (Module de lissicité) On définit la fonction appelée module de lissicité
d’un espace normé (X, ||.||) par py : [0,00) — [0, 00), telle que

|z + 7yl + [l =7yl _

) i=sup { : L ol =l = 1}

Théoréme 2.2.29 Un espace de Banach est uniformément lisse ssi lirr(l) M =0.
T— T

Théoréme 2.2.30 Un espace de Banach E uniformément lisse est lisse.

Preuve
Supposons que E n’est pas lisse, donc il existe g € E et z}, 25 € E* tels que x] # x3,
lzill = ||lz5]| = 1 et (a%,20) = ||zo|| = (23, x0). Evidemment, on peut supposer que ||zo| = 1.

Soit yy € E telle que [|yo]] = 1 et (yo, 27 — x) > 0. Pour tout 7 > 0, on a
0 <7—<y07'x1< - $;>

:T(<y07 Z‘D - <y07 x;))

(xo + TYo, x7) + (g — TY0, T3)

= -1
2
< [0 + Tyoll '; w0 — Tyl 1
alors, 0 < (yo, 2} — %) < p”+(T) pour tout 7 > 0 et donc £ n’est pas uniformément lisse. |
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Définition 2.2.31 On dit que E est s-uniformément lisse ou le module de lissicité de la norme
est de type puissance s > 1 ssi pour tous ¢ > 0, p (1) < e1°, Vs € (1,2].

Théoréme 2.2.32 Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) la norme de E est uniformément Fréchet différentiable ;

(1)E est uniformément lisse ;

(iii)E* est uniformément conveze.

Exemple 2.2.33 Tout espace de Hilbert H est lisse, uniformément conveze et uniformément

lisse.

Preuve

Soient € > 0, x,y € H tels que ||z|| = ||ly|| =1 et ||z — y|| > €. Nous avons,

e+l =llz +yl* + llz — yl* = [l — ylI?
=2|lz[* + 2||y||* - [|l= — y|I?
<4 — ¢

Donc, pour § =1 — 3v/4 —¢2, | 54| <1 — 6. Alors, H est uniformément convexe et en vertu

des Théoréme 2.2.32 et 2.2.30, H est uniformément lisse et donc lisse. [ |

2.2.5 Espaces strictement convexes

Définition 2.2.34 Une norme est dite strictement convexe si et seulement si pour tous élé-
ments non nuls x,y d’un espace vectoriel normé telle que ||z + y|| = ||=|| + ||y, i existe u > 0

tel que y = px.
Théoréme 2.2.35 Tout espace uniformément convexe est strictement convexe et réflexif.

Remarque 2.2.36

St E est un espace de Banach uniformément convexe muni d’une norme uniformément convezre
et uniformément lisse alors J, est univoque. En effet;

g+ est strictement convexe. Soient ¥, y* € E* tels

nous avons d’aprés le Théoréme 2.2.35, ||.|
que x*,y* € Jy(x), Yo € E. On a, E* est strictement convexe, donc pour tous z*,y* € E*,

v £y Va € [0,1;
laa® + (1 - a)y"|| < allz™[| + (1 — &) |y < [l

D’autre part, J, est a valeurs convezes donc ax*+ (1 —a)y* € J,(x), Vo € E, Yo € [0,1], t.e.

|z)|7! = Jaz* + (1 — a)y*|| < ||z||”" . Contradiction, d’ou x* = y* et donc J, est univoque.
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Le Théoréme 2.2.19 fournit des exemples d’espaces uniformément convexes. Certains espaces
bien connus ne sont pas uniformément convexes, nous montrons que effectivement ces espaces

ne sont pas strictement convexes.

Exemple 2.2.37 L’espace I'(.) n’est pas strictement convexe. Pour voir ¢a, prenons ¢ = 1 et
choisissons = = (1,0,0,0,...), y = (0,—1,0,0,...). Il est clair que z,5 € I* et [|Z||n =1 = ||y,

|Z—y|ln =2 > e. Par contre, ||(z+7)|ln = 1. Ceci montre que I'n'est pas strictement conveze.

Exemple 2.2.38 [’espace [*°(.) n’est pas strictement conveze. Considérons u = (1,1,0,0,0, ...)
et v =(—1,1,0,0,0,...). Il est clair que u,v € [*.
Posons € = 1. Done, |[ullc = 1 = ||0]|c €t ||t — 0|oo = 2 > €. Par contre, ||“2|| =1 et donc

[ n’est pas strictement conveze.

La dualité entre stricte convexité et lissicité est illustrée dans le théoréme suivant (V.Klee [46])

Théoréme 2.2.39 Soit E un espace de Banach et E* son dual topologique,
1. Si E* est strictement convexe alors E est lisse.

2. 81 E* est lisse alors E est strictement convexe.

Remarque 2.2.40 Si E est réflexif, alors on a équivalence entre les assertions (1) et (2).

Dans la proposition suivante, on illustre une propriété trés utile de la multi-appliation J,. Pour

la preuve nous renvoyons le lecteur a [10].

Proposition 2.2.41 Soit E un espace de Banach uniformément lisse et o € [2,00). Alors, J,
est localement uniformément continue, i.e. pour tout € > 0, il existe &6 > 0, tel que pour tous
r,yel

ol <1

lyll <1 = [[Jo(z) = Jo(y)l| < e (2.2.8)

|z —yll <6

2.3 Quelques notions sur les espaces de Sobolev

En analyse mathématique, les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels particuliére-

ment adaptés & la résolution des problemes d’équation aux dérivées partielles.

Plus précisément, un espace de Sobolev est un espace vectoriel de fonctions muni de la norme
obtenue par la combinaison de la norme L? de la fonction elle-méme ainsi que de ses dérivées
jusqu’a un certain ordre. Les dérivées sont comprises dans un sens faible, au sens des distribu-

tions afin de rendre ’espace complet.
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Pour plus des détails concernant les espace de Sobolev nous renvoyons le lecteur a [1]. Soit
un ouvert de R™.

Fonctions tests

Une suite (¢;) de fonctions de C5°(€2) (espace des fonctions indéfiniment différentiables & sup-
port compact) est dite convergente vers une fonction ¢ € C§°(£2) si les conditions suivantes sont
satisfaites

(2) Il existe K C Q2 tel que Supp(¢; — ¢) C K, pour tout j € N,

(4¢) lim D%¢;(z) = D*¢(x) uniformément sur K pour tout multi-indice a.

il ex{s—igzoune topologie localement convexe sur 'espace vectoriel C5°(2) pour laquelle une fonc-

tion linéaire 7" est continue si et seulement si T'¢; — T'¢ sur C pour tout ¢; — ¢.
Muni de cette topologie, C5°(€2) est un espace vectoriel topologique nommé D(Q2) et ces

éléments sont les fonctions tests.

Définition 2.3.1 (Distribution) L’espace dual D'(2) de D(R2) est dit espace de distribution
ou espace de Schwartz sur Q. D'(Q2) est muni de la topologie faible* comme espace dual est

localement conveze.

Définition 2.3.2 (Dérivée d’une distribution) Soient u € CL(Q) et ¢ € D(Q). Puisque ¢

s’annule en dehors de tout ensemble compact de §2, on obtiendra par intégtration par parties

du() _ 99(x)
i a—xj(b(x)da: = —/Qu(a:)a—%dx

Similairement, si u € Cl*I(Q). Alors, une intégration par parties nous donne
/Q Do u(z)p(z)dz = (—1) /Q w(z) D o(2)da.
Cette derniére motive la définition de la dérivée DT de la distribution 7" € D'(2) et on a
(DT)(¢) = (—1)*IT D¢, (2.3.1)

Définition 2.3.3 (Dérivée partielle faible) Soit u € L} (Q), donc il existe une fonction
vy € LL.(Q) telle que Tv, = DT, dans D'(Q).
St v, existe, alors il est unique et on 'appelle dérivée partielle faible de u et on la note D%u,

i.e. D = v, dans le sens faible avec v, € L}, (Q) et satisfait pour tout ¢ € D(Q),

loc

/Qu(a:)Do‘¢($)dx: (—1)|a/va(az)¢(:c)d:c.

Q
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2.3. Quelques notions sur les espaces de Sobolev

Définition 2.3.4 (Normes de Sobolev) On définit une fonctionnelle ||.||m,, ot m est un

entier positif et 1 < p < oo comme suit,

1
||u||m,p—( 3 ||Dau||g) 1< p<oo (232)

0<|or|<m

|tu][meoo = max |[D%| sip = oc0. (2.3.3)
0<]|a|<m

Pour une fonction u pour laquelle le coté droit prend un sens. Evidemment (2.3.2) ou (2.3.3)
définit une norme sur un espace vectoriel des fonctions sur lesquelles le coté droit prend des
valeurs finies pourvu que les fonctions sont identifiées dans ’espace si elles sont égales presque
partout dans 2.

On considére 'espace vectoriel sous lequel |||, est une norme,
wWmP(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q) pour 0 < |a| < m}

ol D%u est la dérivée partielle faible de w.
Muni d’une norme approprié (2.3.2) ou (2.3.3), W™P(Q) est un espace de Sobolev sur €. Il est
clair que W?(Q) = Lr(Q).

Théoréme 2.3.5 L’espace W™P(Q)) est un espace de Banach réflexif, séparable et uniformé-

ment lisse.

Soient p,q deux réels vérifiant 1 < ¢ < oo et % + % = 1. On appelle espace de Sobolev et on
note W="-4(Q) le dual de W;""(€2), ou W;""(Q) est la densité de D(£2) dans W™P(Q).
Si Q = R", alors W™?(R™) = W"*(R").
1
L’application définie de Wi"*(Q2) dans R™ par u — |||u||| = < Z HD%@HZ) est une norme

|a|=m
sur WP () équivalente a la norme de W™P(Q).

La forme de dualité est définie par

(u, ) = Z /vaDo‘ud,u, V(u, f) € WyP(Q) x W=™9(Q);
|ao| <m Q
ol (Va)jaj<m C (LP(Q))N avec N = card{a € N;|a| < m}.
Sim = 1, on a pour tout u € WyP(Q) et tout f € W-14(Q), il existe (vy, ..., v,) € (LI(Q))"
telle que

= ou
(u, f) = /Qvoud:c + ;/Qviaxid:c.
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2.4. Cones normaux et sous différentiels

2.4 (Coénes normaux et sous différentiels

L’un des problemes du calcul différentiel classique est la recherche des points minimums et
maximums d’une fonction a valeurs réelles. La théorie du sous différentiel a trouvé plusieurs

applications dans les travaux de Moreau et Rockafellar pendant les années 60.

De méme, l'origine de ’analyse non lisse provient des problémes d’extrémums avec des don-
nées non différentiables. A I’heure actuelle, un large éventail de concepts et de méthodes calquées

sur la théorie de 'annalyse différentiable ont été développées.

Les cones normaux d’ensembles convexes ont été introduits par Minkowski en 1911 et ont
été étudiés systématiquement par Fréchet en 1951. La thése de doctorat de Clarke en 1973
marquat un début dans ce sens, ou il donnéat la premiére définition de la dérivée directionnelle
généralisée des fonctions Lipschitziennes dans R"™.

Le concept du sous différentiel de Fréchet a été introduit par Bazaraa et Goode en 1970
et dévelloppé par Kruger et Mordukhovich en 1980, et bien d’autres. Le progrés crucial dans
I’étude du sous différentiel de Fréchet a été possible plus tard. Enfin, celui du sous différentiel
proximal a été initié par Rockafellar en 1981.

Nous aurons besoin du résultat élémentaire suivant concernant les points d’un sous ensemble
fermé C' les plus proches a un point de £ ou E est un espace de Banach. Rappelons que pour

tout u € E la notation Po(u) signifie 'ensemble des points de C' les plus proches de u, i.e.
Po(u) ={z € C; |lu—z| = dc(u)}.

Si Po(u) est réduit au singleton x, on notera plus simplement z = Po(u).
Lemme 2.4.1 Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé strictement convexe et soient C' un sous
ensemble fermé de X et u ¢ C. Supposons que Po(u) # (). Alors pour tout p € Po(u) et tout
t €]0,1], on a {p} = Pc(u+t(p —u)).
Preuve .
Le cas t = 1 étant évident, on suppose que t €]0, 1[. Posons u; = u + t(p — u), on a
lue = pll = llu+t(p —u) = pll = (1 = t)|lu—pl|
et puisque p € Fo(u), [[ue — pl = (1 = t)d(u, C).
De plus, pour y € C,
lur =yl = [lu+t(p = u) = yll 2| =y = tlju = p]
Zd(u, ) — tfju —p||
=(1—t)d(u,C)

=l —pl,
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2.4. Cones normaux et sous différentiels

et donc p € Po(w), ie., ||luy — p|| = d(us, C).
Supposons qu'il existe p; # p avec p; € Po(u;). Remplagant y par p; dans les inégalités précé-

dentes on trouve
d(ur, C) = [lug = pull = llw = pe + tp — w)l| Z[lu — pu|| = tllu - pl|
Zd(u,C) = tllu = pl| = (1 = t)[lu—pl|
=[luy — pl| = d(ue, C).
Toutes les inégalités deviennent alors des égalités et donc
lu = pil| = d(u,C) (2.4.1)
et
lu—pi|| = lu—pe + t(p — u)|| + t|u—p|.
De plus, il est claire que t(u —p) # 0, et que v — p; + t(p —u) # 0 car ||lu —p; + t(p — u)|| >
(1 —t)d(u,C) > 0. Donc, en vertu de la Définition 2.2.34, il existe u > 0 tel que
u—pi+t(p—u) = pt(u—p),
ie.,
u—pr=t(p+1)(u—p). (2.4.2)
Par la relation (2.4.1) et en prenant la norme dans l'inégalité (2.4.2), on trouve d(u,C) =

t(p + 1)d(u, C) et puisque d(u,C) > 0 on aura t(u + 1) = 1. Par (2.4.2) on obtient p, = p.

Contradiction, d’ou 'unicité de p dans Po(uy). Ceci achéve la preuve. |

2.4.1 Coénes normaux

Dans la suite, on considére (F, ||.||) un espace de Banach, C' un sous ensemble de E fermé.

Définition 2.4.2 (Céne normal proximal) Soit € C, on appelle vecteur primal normal
prozimal a C en x tout vecteur p s’écrivant p = o u — x), ot o > 0 et u ¢ C vérifient
x € Po(u).
L’ensemble de tous les vecteurs primaux normauzx proximauz & C' au point x sera noté PNg(x)
1.€.

PNe(z)={pe€ E/Ja >0, x € Po(x + ap)}.

Définition 2.4.3 Une forme linéaire continue p* € E* est dite fonctionnelle normale proximale

a C au point x € C' ssi

J*(p*) € PN¢(z), i.e. da > 0; x € Po(x + aJ*(p")).
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2.4. Cones normaux et sous différentiels

Le Cone de tous les fonctionnelles normales proximales & C' au point z est noté NjA(x) ou
bien N?(C;z). On peut aisément vérifier que si p € PNg(x), alors J(p) € N&(z), et que si
p* € NZ(z), alors J*(p*) € PN¢(z). Dong, chacun des ensembles N/ (x) et PN (z) détermine
I'autre.

Dans le contexte ol la norme est associée a un produit scalaire i.e. (H, (,)) est un espace de

Hilbert, on a z € Po(z 4 ap) veut dire que (p,u — z) < 5=|lu — z||?, Yu € C. Dans ce cas,
1
NE(z) ={p € H, 3a >0, {p,u =) < o~fu =z Vu e C}.

Nous avons, si z € Int(C'), alors NZ(z) = {0}.
Dans notre travail, nous n’utiliserons que la notion du céne normal proximal, c¢’est pourquoi

le cone N{(z) sera simplement noté Neo(z).

Définition 2.4.4 Pour tout point x € A et r > 0, on définit I (x, A) comme suit,
IM(z,C)={v€E€E, x€ Po(x+rv)}.
Remarque 2.4.5 Pour tout x € C, nous avons
No(z) = U Iz, C).
r>0

On renvoie le lecteur a ([12] Lemme 2.1) pour le lemme suivant.

Lemme 2.4.6 Soit E un espace de Banach et soit C' un sous ensemble fermé de E. Pour tous
xeCetvel(x,C), onalvel"(x,C) pour tout A €]0,1[. De plus, si on suppose que E est

uniformément convexe alors pour tout A €]0,1[, on a x € Po(x + Arv).

Définition 2.4.7 (Coéne tangent de Clarke) On note par To(z) le cone tangent de Clarke
(voir [29]) qui est défini comme suit, un vecteur v € To(z) si pour toute suite (x,), dans C
convergeant vers x et pour toute suite de nombre positif (t,), convergeant vers 0, il existe une

suite (vn)n C E qui converge vers v telle que x,, + t,v, € C pour tout n.

Définition 2.4.8 (Coéne normal de Clarke) Comme le cone tangent de Clarke, le cone nor-
mal de Clarke N§'(x) de C au point x € C est défini comme le polaire négatif de ce dérnier
1.€.,

NEY (z) = {2* € B*: (z*,v) <0, Vv € Te(x)}.
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2.4.2 Sous différentiels

Soit (E, ||.||) un espace de Banach et soit f : ' — R U {400} une fonction s.c.i.

Le domaine effectif de f est dom(f) = {(z,7); f(x) < +o0} et épigraphe de [ est
epi(f) ={(z,r) € ExR; f(z) <r}.
Définition 2.4.9 Le sous différentiel prozimal de f au point x noté par OF f(x) est défini par :
p* € f(x) ssi(p*,—1) € Ny, 5 (x, f(2)).
Nous avons Vz € C, 0Ptpc(x) = NE(z).
Définition 2.4.10 On définit le sous différentiel proximal de f au point oy comme suit, un
vecteur x* € OP f(xg), s’il existe r > 0,€ > 0 tels que pour tout x € B(xo, €)
(e, 2 = 20) < fl@) = flao) + 5]l — ol

Nous avons par convention, si f(zq) = 400 alors 9 f(zq) = (0.

Définition 2.4.11 Soit f : E — R une fonction localement lipschitzienne au voisinage de
1o € E. Le sous différentiel au sens de Fréchet de f au point xq, noté OF f(xo) est donné par

I’ensemble de tous les vecteurs x* € E* vérifiant pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que
(2,2 —wo) < f(x) — fwo) + €llx — o,
pour tout x € xy + 0B.

Par convention, si f(xg) = +o0 alors 9% f(zo) = 0.
Définition 2.4.12 Soit f : E — RU {400} une fonction semicontinue inférieurement, alors
le sous différentiel au sens de Fréchet de f est donné par : x* € OF f(xy) si et seulement si

hmmfﬂw—f@%—@ﬂy—@

y—e ly — =]

> 0.

Il est bien connu que dans un espace de Banach uniformément convexe le sous différentiel au

sens de Fréchet permet de définir la notion du sous différentiel limite (de Mordukhovich)

OF f(z) =w* — limsup 0" f(y)

Yy—x

={w* —limz}; =} € 0" f(w,), 2, — 7}

Définition 2.4.13 La dérivé directionnelle au sens de Clarke de f au point xo dans la direction

v € E, notée f°(xg;v) est définie par

[ (zo;v) = limsupf(x i M;) — f(z)

t\.0

ou x est un vecteur de E et t un scalaire positif.
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2.5. Enveloppe locale de Moreau.

Définition 2.4.14 Soit f : E — R une fonction localement lipschitzienne au voisinage de

xo € E. Alors, le sous différentiel de Clarke de f au point xq, notée O° f(xq) est définie par
9% f(xo) = {x* € E*; f°(x0;v) > (2*;0); Vv € E}.
On sait que 9 f(x) = co” oL f(x).

Proposition 2.4.15 Pour tout sous ensemble fermé C' de H et tout x € C', nous avons
oFd(z,C) = NP(S,2)nB (2.4.3)

et
9%d(z,C) c N9(S,z) N B. (2.4.4)

2.5 Enveloppe locale de Moreau.

Plusieurs proprié¢tés de d% et Pc se dérivent de I'enveloppe locale de Moreau d’une fonction.
Dans cette section, on donne la définition et quelques propriétés de cette enveloppe.
Soit f: E — RU {400} une fonction s.c.i. et soit W C E un sous ensemble non vide fermé sur
lequel f est bornée inférieurement et finie en quelques points. L’enveloppe locale de Moreau

d’indice A > 0 de f (relative & W), est définie par
: 1 9
exf(z) = inf {f(y) + 53l —yl"}- (2.5.1)

Notons que Uinf dans (2.5.1) peut étre pris sur E pour toute fonction f définie par f(z) = f(z)
siz € W et f(x) = +oo sinon. Il est facile de voir que les fonctions ex(f) sont définies partout
et Lipschitziennes sur tout sous ensemble borné. On définit 1’ensemble (éventuellement vide)

P\ f comme suit X
Pf(z) ={y € W:eaf(w) = f(y) + 5l — I}

S’il existe un py(z) € P\f(x) nous avons par [37|
Ienf(z) C {N"V(x —palz)} UdFerf(x)}, (2.5.2)

donc Py f(x) est vide ou un singleton par la propriété de J. On sait aussi par le Théoréme 11
de [20] que l'inf est atteind si = est un point du Fréchet sous différentiel de e, f. Notons par G,
le sous ensemble de E ou ey f est Fréchet sous différentiable, nous obtiendrons pour =z € G,
Pyf(x) = {pa(2)} et 07erf(x) = {A""J(x — pA(x))}. Si Prf(x) = {pa(2)} est un singleton, on

écrira souvent Py f(z) au lieu de {py(z)}.
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2.5. Enveloppe locale de Moreau.

Le Lemme suivant est du a Borwein et Giles dans [20].

Lemme 2.5.1 Soit f: E — RU {400} une fonction s.c.i. bornée inférieurement sur W avec

W N dom(f) # 0. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(a) 0"exf(x) # 0;
(b) exf est F.D. au point x.
De plus, dans le cas (a) ou (b), Veyf(x) = A" T (z — pa(z)).

Preuve

(b) = (a). Supposons que e, f est F.D. au point z, i.e. il existe z* € E

(x + txo) — f(x)

VT>O,V6>O,E|5>O;\f ;

—(z", x0) |< €, V|t| <6, ||zo]] <

on obtient,

(", txg) < fz+txg) — f(z) + €t,

d’ot la nonvacuité de d%ey f(z).

Maintenant, supposons que (a) ef lieu. Comme on a vu ci-dessus, Py f(z) est univoque avec
I'unique élément py(z) et dFeyf(x) = {A"'J(x — pa(x))}. Donc, pour tout € > 0 il exist § > 0
tel que pour tout t €]0, 6] et tout y € B

(AT (@ —pa(@), ty) < exfla+ty) —enf(z) +et,

donc
= eaf(a +ty) —exf(x)] — (A (z = pal), y) > —e. (2.5.3)
D’autre part, prenons ¢ assez petit et utilisant la définition de ey f et le fait que %||||2 est

Fréchet différentiable avec
T = (@) = VP~ pale)),
on trouve pour y € B
exf (a4 1) — exf(z) <Fa()) + g 2~ pale) + P — Foae) + 55 = pa(a)
=l = pa(a) + 1yl — pa(a) )

<(AH(z — pa(2)), ty) + et,

ie.,

texf(z +ty) —eaf(@)] = (A (@ = pal2)),y) < e (2.5.4)
Conbinant (2.5.3) et (2.5.4) on obtient la Fréchet différentiabilité de ey f au point . De plus,
légalite Veyf(z) = A1 (z — pa(z)). |
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Le lemme suivant établit la différentiabilité de ey f sous la continuité de P, f.

Lemme 2.5.2 Sous les hypotheses du Lemme 2.5.1, pour un ouwvert U de E. Les assertions

sutvantes sont équivalentes
(c) exf est CL sur U,

(d) Pyf est (non vide) univoque et norme-a-norme continue sur U.

Dans n’importe quel cas de ces derniers, exf est F.D. sur U avec Veyxf = "1Jo (I —prf).

Preuve
(¢) = (d) Supposons que e, f est CL sur U, i.e. ey f est Fréchet-différentiable sur U. D’aprés le
Lemme 2.5.1 on déduit que P, f est univoque et continue sur U, d’ott 'implication.
(d) = (c) Supposons maintenant que P, f est univoque et continue sur U.
Soit u € U et soit u* € ey f(u). Par définition, il existe (u}), C 0 ey f(u,) telle que v} —* u*
et u, — u dans U. Par la relation (2.5.2) et pour n suffisamment grand, on a u} = A\™'J(u, —x,)
et z, = P\f(u,). Par la continuité de Py f, on obtient x, — x = Py f(z) donc, u* = X\71J(u,).
Par conséquent,

OFexf(u) € {IN"'(u— Pyf(u)}, Yu e U, (2.5.5)

i.e. Oleyf est vide ou un singleton. Puisque ey f est localement Lipschitzienne, de (2.5.5) on
déduit que ey f est un singleton. On conclut qu’on aura, ey f est un singleton et est égal a
{IN"YJ(u — Pyf(u)} (voir [58]). Donc ey f est Gateaux différentiable sur U avec Ve, f(u) =
A1 J(u — Py f(u). Utilisant une autre fois la continuité de Py f, on a l'existence de Ve, f qui

est continu sur U. Ce qui achéve la preuve du lemme. [ ]

Remarque 2.5.3 Dans le cas ou la fonction f est la fonction indicatrice e d’un ensemble
non vide fermé C, les conclusions ci-dessus auront lieuw pour W = E et A > 0. De plus, on a

exf(x) = 5:d*(z,C) et P\f(x) = Po(x), pour tout x € E.

L’énoncé de la proposition suivante montre que la continuité de l'application de projection
métrique d’un ensemble fermé C' est équivalente & la différentiabilité continue de la fonction
distance d(.,C'), comme indiqué dans [60] dans le cas hilbertien, ou les auteurs ont montré
que ces propriétés caractérisent la prox-régularité d’un ensemble dans un espace de Hilbert. Sa

preuve découle directement du Lemme 2.5.2 avec f = 9.

Proposition 2.5.4 Soient C' un sous ensemble fermé de E et U un sous ensemble ouvert de

E. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes

(a) Pc est univoque et norme-a-norme continue sur U,

(b) d*(.,C) est de classe Ck sur U.
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En fait, ces propriétés sont équivalentes a la Fréchet sous différentiabilité de la fonction distance

que nous pouvons voir dans la proposition suivante.

Proposition 2.5.5 Pour tout ensemble fermé C' C E et tout ouvert U C E les assertions

sutvantes sont équivalentes

(a) OFd(z,C) est non vide sur U ;

(b) 0¥ d?(z, C) est non vide sur U ;

(c) d(.,C) est Fréchet différentiable sur U \ C.

Preuve
(a) = (b). Supposons que pour tout x € U, 3Fd(x,C) # 0, i.e. il existe 2* € E*, x* € 0Fd(x, ).
D'ot, Ve > 0, 30 > 0, Vy € B(z,9);

(@%,y —x) <d(y,C) — d(x,C) + elly — x| (2.5.6)
D’autre part, nous avons
d*(y,C) — d*(x,C) = 2d(x, C) (d(y, C) —d(x, C’)) + (d(y, C) — d(z, C))?,
donc par la relation (2.5.6), on trouve
d*(y,C) — d*(x,C) > (2d(z,C)a",y — x) — 2elly — ],

ceci montre la nonvacuité de 0Fd?(x, C) sur U.
(b) = (c). D’apres le Lemme 2.5.1, d?(.,C) est Fréchet différentiable au point z € U, donc il

existe x* € E*, tel que

E(y, C) = d(z,C) — (a",y — x)

0 =lim
y—e ly — |
dy,C) —d(z,C) — "’;—*,y—x
—2d(z, C) lim 4.0) 7 4. 0) ~ laatry >, Vz e U\C,
y—e ly — |
il s’ensuit que d(.,C) est Fréchet différentiable sur U \ C.
(¢) = (a). Evident (Lemme 2.5.1). |

Lemme 2.5.6 Soit C' un sous ensemble fermé de E. Supposons que d(.,C) est Fréchet diffé-
rentiable sur un voisinage d’un point u & C. Alors, il existe § > 0 tel que pour tout u € B(q, )

et tout v = Po(u), il existe t > 0 tel que v = Po(ug) ot up = u + t(u — x).
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2.6 Ensembles prox-réguliers

La notion de prox-régularité apparait sous différents noms en litérature. Federer dans [41],
& introduit cette notion en dimension finie sous le nom d’ensembles "positively reached", afin
d’étendre la formule polynomiale de Steiner & une plus large classe d’ensembles que celle des en-
sembles convexes. Plus tard, motivé par différents objectifs, d’autres auteurs ont concentré leur
analyse sur des propriétés distinctes d’ensembles et ont pris en considération les classes d’en-
sembles "p-convexes" ([21]), ensembles & "2-order tengential" (|62]), ensembles "proximalement
lisse" (|30]), ensembles "prox-regulier" ([60], [12], [13]) et ainsi de suite. Tout ces concepts sont
actuellement connu par le méme nom et équivalente dans R” a la notion d’ensemble "positively
reached".

Dans toute la suite, F est un espace de Banach réel uniformément convexe muni d’une norme
) p

uniformément convexe et uniformément lisse et C est un sous ensemble fermé de F.

Définition 2.6.1 On dit que C' est proz-régulier ou ||.|-proz-régulier au point & € C' s’il existe
€ >0, 7> 0 tels que pour tout x € C et tout p* € N&(z) avec ||z — Z|| < € et |[p*|| < 1,
le point = est le point de {z' € C; ||/ — Z| < ¢} = K, le plus proche de x + rJ*(p*), i.e.
x € Pg(xz+rJ*(p)).

Définition 2.6.2 Une multi-application T : E = E* est dite J-hypomonotone de degré t > 0

sur un sous ensemble U C E si pour, (z;,xf) € gph(T), i =1,2 on a
(J[J*(2]) = t(z2 — 21)] = J[J"(23) — t(z1 — 22)], 21 — 22) < 0.
Il est commode pour § > 0 de noter par Ng"S la m.a. N¢ tronqué a 0Bp-, ie.
NE°(z) = NE(z) [ )0Bp-, Yz € C.
Les propriétés suivantes (et plus) sont données dans [60] dans un espace de Hilbert, et dans

[12] dans le cadre des espaces uniforméments convexes.

Théoréme 2.6.3 Supposons que les modules de convexité uniforme et de licissité sont de type
puissance. Alors un sous ensemble fermé C C E est dit prox-régulier au point T si l'une des

propriétés suivantes est satisfaite.

(1) Il existe € > 0 et r > 0 tels que pour tout x € C' et tout p* € Ni(x) avec ||z — Z|| < € et
[l <1,

0> (J[J*(p*) —r Y2’ —2)],2" — ), V' € CNB(Z,¢);
(ii) pour e, T > 0, la multi-application N&° : E = E* est J-hypomonotone de degré T sur
B(z,¢) ;
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(iii) P est univoque et continue sur un voisinage U de T ;
(i) d*(.,C) est de classe C* sur un voisinage U de T ;

(v) d(.,C) est Fréchet différentiable sur U \ C sur un voisinage U de T.

Une autre caractérisation peut étre donnée en terme de la multi-application J, a la place de la

multi-application duale normalisée J.

Proposition 2.6.4 Soit o > 1 un nombre réel. La condition (i) du Théoréme 2.6.3 est équiva-

lente a 'une des assertions suivantes.

(is) Il existe € > 0 et r > 0 tel que Vo € C, Vp* € Ni(x) avec ||z —Z|| < € et ||p*]] < 1,
0> (J,[J (p*) —r M2 —2)],2" — ), Vo' € CNB(z,e¢);

(il.) Il existe € > 0 et r > 0 tel que Yo € C, Vp* € NZ(z), ¥t > 0 avec ||z — Z| < € et
Hp*H S Ta—lto—l;

0> (J,[J; ' (p*) — t(z' — 2)],2" — z), V2’ € CNB(Z,¢);

Définition 2.6.5 Soient X, Y deux espaces normés. Une multi-application G : X ==Y est dite
%—Hélder continue sur son domaine de définition s’il existe v > 0, pour tous x,z’ € DomG et
tous y € G(z), ¥y € G(2'),

ly = oIl < yllw—2'|]s.

2.7 Ensembles uniformément r-prox-réguliers

Dans cette section, nous procédons a I’étude du contexte globale de I’ensemble prox-régulier
C', correspondant (voir [30]) a la Fréchet différentiabilité de la fonction distance d¢ sur en-
semble d'un tube ouvert d’épaisseur uniforme autour de I’ensemble C'. Nous avons encore la
plupart des caractérisations de ces ensembles donnés dans [41] pour les espaces de dimension
finie, et dans [30] et [60] dans le cas des espaces de Hilbert. D’autre caractérisations sont aussi

exposeées.

Définition 2.7.1 Un sous ensemble fermé C' de E est dit uniformément r-prox-régulier ou
r-uniformément proz-réqulier si pour tous x € C et p* € N&(z) avec ||p*]| < 1, = est l'unique

point de C' le plus proche de x + rJ*(p*), i.e.

r = Po(z+rJ"(p")).
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Deéfinissons (voir [60])
le r-enlargement C'(r) de C,

C(r):={zx € E; d(z,C) <r},
le r-tube ouvert Uc(z) autour de C,
Uc(r) ={r e E; 0<d(z,C) <r}
et ’ensemble des points r-distants a C' par
De(r) :={z € F; d(z,C) =r}.

Théoréme 2.7.2 Supposons que le module de convexité et le module de licissité de la norme

de E sont de type puissance.

(i) Si C est un sous ensemble uniformément r-prox-régulier de E, alors les assertions ci-dessous
auront lieu. Inversement (a) ou (b) entraine que C est uniformément r-prox-régulier et (f)
implique que C' est uniformément 3-proz-régulier.

(a) d*(.,C) est de classe Ck sur Uo(r);

(b) d(.,C) est Fréchet différentiable sur Ua(r) \ C;

(c) Po est univoque et norme-a-norme continue sur Uc(r) ;

(d) pour 0 #p € PN¢(x) avec x € C, on a x € Po(x + rH%H);

(e) siu € Ux(r) et x € Po(u) alors x € Po(u') ot v = x 4+ r*=%;

lu—z[|?

(f) la multi-application N&" est J-hypomonotone de degré t > 1.

Preuve

Pour la démonstration, nous allons suivre le schéma suivant ;

(d) = (i) découle du Lemme 2.4.1.

(1) = (d). Fixons 0 # p € PN¢(x) et soit p, = HMI%’ Vn € N*.

Nous avons ||p,|| = HJH% < 1et W‘](p) € NZ(z). Donc par (i), il existe r > 0 tel que

x € Po(x +rpy,), don,
el
Pl +

<||lz+rp, -2, Va' € C,

36



2.7. Ensembles uniformément r-prox-réguliers

Passant & la limite quand n — o0, on trouve r < [|a" — (z + r&)||, V2’ € C. Donc z €
Felw +rpp).

(e) < (d). Evidente.

(a) < (b). Conséquence de la Proposition 2.5.4 et du Proposition 2.5.5.

(b) = (e). Nous avons besoin du lemme suivant [12].

Lemme 2.7.3 Soit C' un sous ensemble fermé de E. Supposons que do est Fréchet différentiable
sur un voisinage d’un point 4 ¢ C. Donc, il existe § > 0 tels que pour tout B(w, ) et Po(u) = ,

il existe t > 0 tel que Po(uy) = v et up := v+ t(u — x).

Soit u € Ux(r) et © = Po(u). Puisque (b) eu lieu, par le Lemme 2.7.3 il existe to > 0 tel que
x = Po(w) avec uy = u + traay et 0 <t <to.
Soit A\g = sup{t € [0, — d(u,C)], = Pc(us)}. Utilisons 1'équivalence (on note que z € C

et ||z — wl| = d(u,C) + 1)
r € Po(u) & Vo' € C) ||z —wl| > d(u,C) +t

il est facile de voir que le sup g est atteind. Montrons que A\g = r — d(u,C'). Supposons le
contraire, i.e., A\g < — d(u,C). Donc, d’'une part, on a x € Uc(r) et d’autre part x = Po(uy,)
par (b) et la Proposition 2.5.4. Appliquant le Lemme 2.7.3 on obtient une contradiction. Par
conséquent, \g = r — d(u, C). u; peut s’écrire sous la forme u; = x + (d(u,C) + t) |(|Z z‘)‘, t = Ao
donne (e).

(e) = (a). On montre que (e) implique "Pp est univoque et localement %—Hélder continue sur
Uc(r)." On procéde en cing étapes.

Etape 1. On montre que N&"(z) est J-hypomonotone de degré ¢t > 1. Supposons que (e)
est satisfaite. Pour tout z* € N&"(z) = N&(z)(rBg- avec x € C, alors de ( ) & (d),
x € Po(x+r? H (*” ), et d’aprés le Lemme 2.4.1, pour tout « €]0,1], # € Po(z +raZ &) ” ) Clest
a dire, Va' € C,

J* * J* *
|z + ra (ff )l < o+ ra <f ) .
[l [l
En outre, puisque J = V(1]|.||%), on a aussi
—||lz + ra (f)—x’H—ir<J(x+7"a <f)—x’),x’—:c>§—\|r (x)H?
2 (Bl Bl (Bl

* | ’

PN * (% I
D'ot, (J(J*(z*) —
pour tout z; € C, zf € N&"(x;), i =1,2 et t >0, on a

—x)),2' —x) <0. Dong, il est possible de prendre « €0, HI: |]. De 14,

(x

<J(J*(aﬁ) —t(zg — 11)), T — x1> <0
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et
(J(J*(2h) — t(z1 — x2)), 21 — 2) < 0.

En additionant ces deux inégalités, on trouve
(J(J*(2}) = t(zo — a1)) — J(J*(2}) — t(z1 — 22)), 21 — 22) <0

d’ott la J-hypomonotonie de NZ" de degré ¢ pour tout ¢ > 0. Et par conséquent, (i) = (f).

FEtape 2. On montre que Py est non vide univoque et localement %—Hélder continue sur

Uc(5). Pour cela, on utilise le Lemme suivant

Lemme 2.7.4 Soit T : E = E* une multi-application bornée et J-hypomonotone de degré 7.
Alors, pour tout r > 27, (I+r~1J*oT) ™! est univoque sur son domaine de définition et é—HO'lder

continue sur l’intersection de son domaine de définition avec tout sous ensemble borné.

Soit a €]0, 5[, nous avons de I'é¢tape (1) et du Lemme 2.7.4, (I + J* o NE)™! est é—Hblder
continue sur l'intersection de son domaine de définition avec tout sous ensemble borné. Nous

avons aussi, pour tout r’ > 0
Pe(x) € (I+J 0 NE™")Y"Y(x), Vo € Ua(r). (2.7.1)

En effet, pour tout « € Ux(r'), inclusion y € Po(x) donne J(x —y) € N&(y) et ||y — x| <1,
par suite J(x —y) € Ng’rl(y), le.ye (I+Jo Ng’r/)_l(x). Donc, pour tout o €]0, 3], Pc est
%—Hélder continue sur 'intersection de tout sous ensemble borné avec Dom(Pc) N Ucx(ar), i.e.

il existe v > 0 tel que pour tous x,2" € Dom(Pg) N Us(ar)
|Po(z) = Po(@)|| < ylle— 2+ (2.7.2)

Montrons maintenant que Uq(ar) C Dom(Fe).
Soit x € Uc(ar) et soit k > 1 avec B(z, 1) C Uc(ar). Puisque G, = E, donc pour tout n > k,

il existe x,, € G N B(z, %) Par la relation (2.7.2), pour tous entiers n,m > k,
|Po(ea) = Pela)l| < Allzn = 2.
Ceci montre que (Po(x,)), est une suite de Cauchy. Soit z sa limite. Par définition, nous avons
1Pe(2n) = @nl| = d(zn, C) < yllzn —yll, Yy € C.
Passant a la limite, on aura

1
Iz =zl <Allz —yll+, vy € C,

38



2.7. Ensembles uniformément r-prox-réguliers

c’est a dire, z = Po(x), d'ot & € Dom(P¢). Par conséquent, Po est non vide univoque sur
Uc(ar) et pour a = %, Po est non vide univoque et %—Hélder continue sur Ux(5-).

Etape 3. On utilisera les deux lemmes suivants (voir [12|). Le premier compléte le résultat
du Lemme 3.1 dans [18]. Rappelons que le segment reliant les deux point u,v € E est défini

par [u,v] :=={tu+ (1 —t)v, t € [0,1]}.

Lemme 2.7.5 Soit C' un sous ensemble non vide fermé d’un espace vectoriel normé (Y, ||.]]).

Soit p> 0 et u ¢ C(p). Alors les assertions suivantes ont lieu.
(i) d(u,C) = p+ d(u, C(p)) = p+ d(u, De(p)):
(ii) siug € Po(u) et yo € [uo, ul N De(p), alors yo € Po(p)(u);

(iii) siy € Pogy(u) et z € Po(y), alors z € Po(u). De plus, si Pogy(u) = {y} et z € Po(y),
alors y € [z,u] et Po(u) = {z}.

Lemme 2.7.6 Si C satisfait [’assertion (e) du Théoréme 2.7.2 avec un parametre r et P est
non vide univoque sur Uc(ar) pour o €]0,1]. Alors, pour tout o/ €]0,«af, l'ensemble C(a'r)

satisfait (e) avec le parametre r(1 — o).
Etape 4. Pour « €]0.1], considérons la propriété suivante

C satisfait (e) avec un paramétre r et
P(a
Pe est univoque localement Hélder continue sur Uq(ar).

On montre que P(a) = P(H).
Supposons que P(«a) est satisfaite. De I'étape 3, 1 et 2, on a pour tout o/ €]0, a]

1 _ /
Pc(arry est univoque localement Holder continue sur Ug oy (%) (2.7.3)

Soit u € Ug(a'r + LQO“/)) tel que 1" := d(u,C) > o/r. Par (i) du Lemme 2.7.5 on a

d(u,C(a'r)) =r" — a'r, et donc

u € Ucarm) (M) (2.7.4)

r(l—a’)

r(1—a’)
2 2

puisque ' — a'r < car on a u € Ug(a'r + ). On pose (par la relation 2.7.3)
Yy := Po(arry(u) et par la deuxiéme assertion de P(a), z := Po(y). Donc, par (iii) du

Lemme 2.7.5, z = Po(u) et par suite Po(u) = 2 = Po o P (u).

Donc, pour « €]0, «f, les relations (2.7.3), (2.7.4) et P(«) assurent que Pc est univoque et
localement Holder continue sur Ug(o/r + T(%O‘/)) \ C(a/r). Par hypothése elle est aussi loca-

lement Hoélder continue sur Uq(ar) et donc P est univoque, localement Holder continue sur

39



2.7. Ensembles uniformément r-prox-réguliers

Uc(a'r + @) pour tout o/ €]0, o[ et donc sur Ug(ar + @) = UC(T(12—_O‘)). D’ou, P(H)
est satisfaite. Ce qui achéve la preuve de 1’étape 4.

Etape 5. Définissons (o), par ag = %, Qpyp1 = O‘”TH On a a,, — 1, et par I'étape 1,
P(an) = P(2xH). Puisque P(ap) est satisfaite par I'étape 1, donc P(ay,) Uest aussi, et par

conséquent, P(1), i.e. P est univoque localement Holder continue sur Ug(r), d’ou (c). |

Théoréme 2.7.7 Soit C' un sous ensemble fermé r-prox-régulier au point T € C. Alors, il
existe un voisinage U de T tel que pour tout x € U N C', nous avons les régularités normales

sutvantes
NE(x) = N&(x) = Ni(z) = NE ()
et donc

oPd(z,C) = 9¥d(z,C) = 9%d(z,C) = 9%(x, C),

i.e., la fonction distance est sous différentiable en tout point de U N C.
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3.1. Ensemble I-lisse faiblement compact

Les processus de la rafle ont été étudiés dans de nombreux articles dans le cas des espaces
Euclidiens d’abord, puis dans les espaces de Hilbert (voir par exemple [5], [27], [40], [46], [64]...).
La difficulté principale dans 1’étude de ce type de problémes est d’obtenir une sorte de "conti-
nuité faible" de 'opérateur de projection Pg. Par ailleurs, on a pu résoudre cette derniére grace
a la semi-continuité supérieure du sous différentiel de la fonction distane d(., C), dans le cas ou
C' est uniformément prox-régulier [10], [16]...

Nous exposons ici de nouveaux arguments nous permettant de contourner cette difficulté
dans le context des espaces de Banach séparables, sur lesquels des résultats d’éxistence de
solutions pour les processus de la rafle du premier ordre ont été démontrés [43], en apportant a
la littérature de ces derniers une généralisation des résultats d’existence des espaces de Hilbert
aux espaces de Banach. Ces arguments nous permettent aussi de comprendre les hypothéses

supposées sur 'espace, utiles aux preuves des théorémes d’existence.

Notre objectif dans ce travail est d’étendre ces résultats au second ordre, précisément, on

s’intéresse & I’étude d’une inclusion différentielle du second ordre de la forme

(1) € Ny () + F(t, (), #(t)), pop-t € [0,T);
(Pr) < &(t) € K(t), vt € [0, T);
z(0) = xg, £(0) = up.
Dans la section 2, on étudie dans un espace de Banach E séparable le probléme (Pr) ou
K :[0,T] = E est une application multivoque & valeurs non vides, boule-compactes et r-prox-
régulieres, et F': [0,7] x E x E =% E est une multi-application semicontinue supérieurement

a valeurs non vides convexes fermées. De plus, on étend ce résultat au cas ou I'’ensemble K

dépend de la variable d’état, i.e., on donne un théoréme d’existence pour le probléme

—i(t) € Nk (@(1)) + F(t,z(t),&(t), p-p-t € [0,T];
(P'r) § @(t) € K(x(t)), Vt € [0,T];
x(0) = xg, ©(0) = up.

Par la suite dans la section 3, on montre que ce probléme admet aussi une solution dans le cas ou
la perturbation F' est Lebesgue-mesurable par rapport a la premiére variable est semicontinue

supérieurement par rapport a la deuxiéme et la troisiéme variables.

3.1 Emnsemble /-lisse faiblement compact

Nous commencons par décrire une hypothése nécessaire a notre étude (voir [10]).
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Définition 3.1.1 Soit I un intervalle de R. Un espace de Banach E réflexif séparable et uni-
formément lisse est dit "[-lisse faiblement compact” pour un exposant p € (1,00) si pour toute
suite bornée (x,,)n>0 de LY (1), on peut extraire une sous suite (yn)n>o0 qui converge faiblement™

vers y € L (I) et telle que pour tous z € LY (I) et ¢ € Ly (1),
msup [ <Jp<z<t>+yn<t>> ~J, (yn<t>>,yn<t>>¢<t>dt -
/I<Jp(z(t) +y(t)) — Jp(y(t)),y(t)>¢(t)dt. (3.1.1)

La notion de "I-lisse faiblement compact" ne dépend pas de l'intervalle de temps I.

Remarque 3.1.2 Puisque E est réflexif et séparable, LS (I) = [Li. (I)]* et par le théoréme de
Banach-Alaoglu-Bourbaki, on sait qu’on peut extraire de la suite (x,,), une sous suite (Y,)n qui
converge faiblement®. Par contre cette convergence n'est pas suffisante pour assurer (3.1.1) en

général.

On commence par donner quelques exemples afin d’illustrer cette définition et montrer qu’elle

a un sens «non trivialey.
Proposition 3.1.3 Tout espace de Hilbert H est I-lisse faiblement compact pour p = 2.

Preuve 1l est bien connu que dans un espace de Hilbert, Jy est donnée par Jo(x) = x. Donc
(3.1.1) correspond a

lim (z(t),yn(t))aﬁ(t)dt:/(Z(t),y(t)w(t)dt- (3.1.2)

Sachant que Ly (1) = [L}(I)]* et comme (yy,), est bornée dans L (I), on peut lui extraire une
sous suite qui converge faiblement* vers y € L3y (I). Pour tout z € Ls7(I) et tout ¢ € Li (1),
on a z(.)é(.) € Ly (I), on conclut que

lim [ (2(6)0(t), ya(t))dt = / (=(6)6(0), y(b))d.

D’ou la relation (3.1.2). Ceci achéve la preuve. |

On ne peut pas montrer que les espaces de Lebesgue et les espaces de Sobolev sont [-lisses
faiblement compacts pour un exposant. Cependant, sous une hypothése supplémentaire sur la

suite (yn)n, on arrive a la conclusion souhaitée.

Proposition 3.1.4 Soit U un sous ensemble ouvert de R" ou une variété Riemannienne. Pour
tout entier p € [2,00), lespace de Sobolev E = WHP(U,R™) est I-lisse faiblement compact
pour p sous la contrainte suivante : de toute suite bornée (z,), de L (I), bornée aussi dans

Leo(I, W*P(U,R")), on peut extraire une sous suite (y,), satisfaisant (3.1.1).
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Preuve
Considérons une suite bornée (z,,),, de L>°(I, WP(U)). Nous avons pour
f,h e WHR(U)

Pt on
w-1.p <Jp(f)7 h)lep = Lp pf Lp + Z < (axl) y a—xz> (313)

Pour montrer (3.1.1), il suffit de montrer qu’il existe une sous suite (y,), qui converge faible-
ment* vers y € L(I, WP (U)) telles que pour tous g € L>®(I, WhP(U)) et ¢ € LL (1),

Tim [ (0065 3.0) = Ty (om0, D)0
/ To(a(t )+ (t,) — Tyt )t Jotb)dr,

1

par la relation (3.1.3), on montre que

-1

lim [ ((g(t,) 4 galt: )" = (ualt, )" yalts ))()dt

- / (ot ) + (e, )" = (y(t, )"yt Vot

et
B [ 37 (09t + Dun(t )™ = (Gua(t.)” (e, Do)
= [ 30 ((Ougtt) + 0yt 1) = (0t )” Dut )0

lim [(g(t, ) + yalt, x))p_1 — (yalt, x))p_l]yn(t, x)p(t)dtdz

n=o0 JIxu

_ /I lott) (e = (vlt,2) " ytt, 2)o(0)drd (3.1.4)
et pour i € {1,...,n}
lim [(On,9(t,z) + 8:,;iyn(t,$))%1 — (O, ynt, x))pil}é?xiyn(t, x)p(t)dtdx

=0 Jixu

- / N(Ong(t2) + 0yt )" = (Ony(t )" JOny(t 2)o(O)dtda (3.1.5)

Puisque p est un entier, on utilise la "formule binomiale", on trouve

Yn[(9+ yn)"” :Z( ) ynt gt

k=0

44



3.1. Ensemble I-lisse faiblement compact

Sachant que g(t,.) € L? implique que g(t,.)P~'=% € L®/++D)" et que y,(t,.) € L? implique que
Yn(t, )1 € LP/*+D De la suite initiale (z,,), bornée, on sait qu’on peut extraire une sous
suite (y,), qui converge faiblement* et presque partout vers une fonction y € L (1, WP (U)).
Cette propriété est connu dans les espaces de Sobolev (voir [56] par exemple). De plus, pour
ke {0,...,p—2}, (¥, est bornée dans L>®(I, W'/ (1])). Similairement il existe 2,1 €
Lo (1, WhP/+D(17)) telle que (y**!),, converge faiblement™ et presque partout vers zj,i, par
extraction d’une sous suite. On montre que y**! = 2,1 p.p. D’ou (3.1.4) eu lieu.

Par un méme raisonement, puisque la suite (y,), est bornée dans L>°(I, W2?(U)), on trouve

(3.1.5), d’out la preuve de la proposition. [
Proposition 3.1.5 Pour tout entier p € [2,00), Uespace IP(Z) est I-lisse faiblement compact
pour p.

Preuve
On a pour toute suite (x,), bornée, on peut extraire une sous suite (y,,) C L*(I,I?(Z)) qui
converge faiblement™ vers y € L>°(1,1P(Z)) telle que (3.1.1) est satisfaite.

Nous avons, pour tout & € L'(1, ¥ (Z)),

Tim (g, £) = (9.€)

tim [ tnte).€na = [ o, sy
donc - -
I DR CE DR O
d’ou,

TSN (ONSOITED Y (ARSI

Ceci étant vérifier pour tout & € L'(I,17(Z)), en particulier,

pour ¢ = (1,0, ...,0,...) on trouve lim /y,ll(t)dt = /yl(t)dt,

pour & = (0,1,...,0,...) on trouve lim [ y2(t)dt = /y2(t)dt,
I I

n—oo

donc Vk € N, pour £ = (0,0,...,1,...) on a

lim [ yk(t)dt = / yF (t)dt.
1

n—od I
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D’ow, la suite (y*(t)), converge presque partout vers y*(t). Par conséquent, en vertu de la

proposition 2.2.41 et le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue, on a

Hm [ (Jp(2(8) + yn(t) =T (yn (1)), yn(t))dt

= [ (st -%Ejyﬁkw)-— p(éiuﬁ”ﬁ»),ézuﬁ”a»>dt
:[<%Gw+2¥m0—@(§¥mm)g¥wﬁw
Z/IU( (1) + (1) — Jp(y(1)), y(t))dt

On obtient (3.1.1). Par conséquent, (P(Z) est I-lisse faiblement compact. |

Dans la suite, nous allons présenter la propriété de la "continuité faible de la multi-application

x +—— [ (x,C)" voir [10]. Pour la commodité de lecture nous exposons sa démonstration.

Proposition 3.1.6 Soit (E,|.||) un espace de Banach réflexif séparable uniformément lisse.
Soit C C E un sous ensemble fermé. Supposons que pour un exposant p € [2,00) et une suite
bornée (v )n>0 de L3 (1), on peut extraire une sous suite (Uy(n))n>0 qui converge faiblement™

vers v € LY (I) telle que pour tous z € LE(I) et ¢ € Ly (1),
hglj:ip /I<Jp(z(t) + V() (1)) = Ip(Vk(n) (1)), Vi) (2)) () dt
< [Uet) + o) = B vO)eE. (316

Alors, la projection Pg est faiblement continue dans LS (I) (relativement aux directions données
par la suite (v,), dans le sens suivant : pour tout r > 0 et toute suite bornée (uy), de LE (1)
satisfaisant

Up, — u dans LY (1)
un(t) € Po(un(t) + ro,(t)) pp. t € 1,
on a pour presque tout t € 1

u(t) € Po(u(t) +ru(t)).

L’assertion ci-dessus est satisfaite si I'espace de Banach E est supposé "I-lisse faiblement com-
pact" pour un exposant p € [2,00). On peut réecrire la conclusion comme suit. Si pour tout

tel,v,(t) € I'"(uy(t),C), alalimite on trouve que v(t) € I'"(u(t), C'), pour presque tout ¢ € 1.

Remarque 3.1.7 Soulignons que cette proposition n’a aucun lien avec la prox-régularité de
I’ensemble C'. Cette propriété est purement topologique et dépend seulement de ’espace de Ba-

nach considéré.
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Preuve
Par 'homogénité de J, (J,(sz) = sP7'J,(x)), en remplagant sz(¢) par z(¢) dans (3.1.6), on a
pour tout s € (0,7)

imsup. [ (J,(2(0) st (1)) = (5110 () v ()0 01

/(Jp(z(t) + sv(t)) — Jp(sv(t)), v(t))o(t)dt. (3.1.7)

I

IN

Il reste & montrer que pour presque tout ¢t € I, v(t) € I'(u(t),C). Fixons £ € C, pour tout
entier n et presque tout ¢ € I, puisque ugn)(t) € Po(unm)(t) + 1vkm)(t)), on a
[ty (£) + 10k () — €I = (7R (O)]]” = 0.

Par la Proposition 2.2.27, cette inégalité peut s’écrire sous la forme

"d
/0 Tl (€) + sk (8) = EI17 = |50k (O 1lds = —lunea (2) — EJI°

et donc

/0 T<Jp(u;c<n>(t) + 50k () = &) = Jp(50k(m) (1)), Uk (£)) s = —%Iluk(m () —&lIP.

Alors pour toute fonction strictement positive ¢ € Lg(7), on a

/ T / O(E) (kg (1) + 5050y (£) — ) — (5050 (1)), V5o (1))t s > — / letaguy (£) — €.
’ (3.1.8)

Nous cherchons maintenant le passage a la limite dans cette derniére inégalité afin d’obtenir

1 p
/ /¢ £) + su(t) — €) — J(su(t)), v(t))dtds > —]—9/1||u(t) —glpat. (3.1.9)

Puisque (uy,), est bornée dans L (1) et converge fortement vers u dans L (1), il est clair que
i [ 906 = 7t = [ ofo)u(o) -l
n—oo I

Considérons la partie gauche dans I'inégalité (3.1.8). On sait que J, est localement bornée dans
E* et localement uniformément continue puisque £ est uniformément lisse (Proposition 2.2.27).

Pour presque tout ¢ € I et s € [0,r], on a

lim (J, (uk(n) (t) + vy (t) — §) —J, (u(t) + U (1) — f),vk(n) (1)) =0,

n—o0
et cette convergence est uniforme pour tout t € I et s € (0,7). Donc la limite et les intégrales

peuvent étre inversés (selon le Théoréme de Lebesgue) et alors

tim | [ 60000 0) + 51100 (8) = &) = Ty (51100 (8), e B s
/ /qb —|— SUk(n )(t) — f) — Jp (svk(n) (t)),vk(n) (t))dtds |= 0
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3.1. Ensemble I-lisse faiblement compact

De (3.1.7) avec z(t) = u(t) — £ et par le Lemme de Fatou, on obtient

hgisolip/ /¢ uk(n (t) + svrpm)(t) — 5) —J, (svk(n) (t)),vk(n) (t))dtds
/ /Ihm sup o(t < o (W) (8) + 50y (B) — &) — T ($Uk(n) (1)) s iy (E )>dtds

//Ih;:;pgb < p () + 50k () = §) = Jp (50hn) (1)), Vi ()>dtds
/ /¢ < £) + sv(t) =€) _Jp(sv(t))av(t)>dtds. (3.1.10)

Par (3.1.8) et (3.1.10), on peut conclure la preuve de (3.1.9).

Nous produisons le raisonnement inverse en intégrant le gradient J,. On a,
%(HUU) +sv(t) = &P = [lsv(@I") = p{Jp(u(t) + sv(t) — &) — Jp(su(t)), v(t))
donc
T d T
/0 75 lu(®) + sv(t) = [ — [|so(®)][")ds =/0 p{Jp(ult) + sv(t) = &) = Jp(sv(t)), v(t))ds
=[lut) +ro(t) = &IP = [lro@)” — llu(t) — &[".

Alors, pour toute fonction non négative ¢ € Li(I), on a par (3.1.9)

/ /¢ t) +sv(t) — &) — Jp(sv(t)), v(t))dtds
:z‘o / O(8) (lult) +ro(t) = €| = llro(®) | = lfu(t) - &|)dt
L P
>~ [ ool - 17 ar

D’ou,
/¢(t)(HU(t) +ru(t) =&l = [lro(@)[P)dt = 0. (3.1.11)
I
Cette derniére inégalité est vérifiée pour toute fonction non négative ¢ € Li (1), donc on déduit

qu’il existe un ensemble mesurable A, C [ satisfaisant A\(A¢) = 0 et tel que pour tout t € I\ A,

[u(t) +ro(t) = €[] = [lro(@)]]

Maintenant, sachant que E est séparable, C' I'est aussi. Prenons une suite dense (;);>0 de C,

on définit A := U;>0Ag,. D’ott, A(A) = 0 et pour tout ¢t € I\ A et tout ¢ > 0, on aura

[u(t) +ro(t) = &l = [lro(®)]]

Par la définition de la densité, on trouve que cette derniére inégalité est vérifiée pour tout £ € C.

Cela prouve que
u(t) € Po(u(t) + ro(t)).

Ce qui achéve la preuve. [ |
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3.1. Ensemble I-lisse faiblement compact

Remarque 3.1.8 Dans la preuve de la proposition précédente, on a fixé un point & € C'. Nous
soulignons que pour une fonction bornée £(.) définie sur I a valeurs dans C, (3.1.11) est aussi

satisfaite en utilisant la séparabilité de L>°(I, E) pour la norme de L*(I, E).

Par cet argument, on généralise le résultat de la proposition 3.1.6 au cas d'un I’ensemble mobile

o).

Proposition 3.1.9 Soit (E,|.||) un espace de Banach réflexif séparable uniformément lisse.

Soient C, et C': I = E des multi-applications a valeurs non vides fermées, satisfaisant

sup H(C,(t),C(t)) — 0. (3.1.12)

tel

Supposons que pour un exposant p € [2,00) et une suite bornée (vyp)n>o de LEF(I), on peut
extraire une sous suite (Vg(n))n>o qui converge faiblement™ vers v € L (I) et telle que pour tous
ze LE(I) et ¢ € LL(I),

limsup / (o (2(0) + k) (1)) = Ty (1)), v (6)) St
< / (p(=(0) + 0(t)) = T (0(0), v(D)B(t)d. (3.1.13)

Alors, la projection Pe() est faiblement continue dans L3 (I) (relativement aux directions don-
nées par la suite (vy,),) dans le sens suivant : pour tout r > 0 et toute suite bornée (uy), de
L (1) satisfaisant

Uy, — u dans LY (1)

un(t) € Pe, ) (un(t) + ron(t)) pp-t € 1,

on a pour presque toutt € I

u(t) € Pog (u(t) + rv(t)).

Preuve

Soit £(.) € L% (/) une fonction vérifiant £(¢) € C(t) pour tout ¢t € I. Soit &,(t) € Pe, 1) (£(t))
pour tout t € I. Par la relation (3.1.12) (&), converge vers £ dans L>®(/, E) et donc elle est
bornée. Les arguments de la Proposition 3.1.6 sont satisfaits pour ’application non-constante

£(.) et permettent de montrer que pour tout ¢ € L*(I,R),

/ch(t)(IIU(t) +rot) — &7 = [[ro(@)|[")dt = 0. (3.1.14)

La remarque 3.1.8, nous conduit & I’achevement de la preuve. [ |

Nous sommes maintenant en mesure de décrire nos résultats d’existence de solutions pour

nos problémes considérés.
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supérieurement

3.2 Inclusion différentielle avec une perurbation /' semi-
continue supérieurement

Cette section consiste & montrer le résultat d’existence de solution pour le processus de la
rafle du second ordre dans un espace de Banach sous une condition de boule-compacité supposée
sur ’ensemble K. La démonstration de notre résultat d’existence est inspiré de celle donnée

dans [10| pour le probléme du premier ordre.

Théoréme 3.2.1 Soit I = [0,T] (T > 0) et soit E un espace de Banach réflexif séparable
uniformément lisse et I-lisse faiblement compact pour un exposant p € [2,00).
Soit F': I x E x E = E une multi-application semicontinue supérieurement a valeurs non

vides, convexes et fermées. On suppose qu’il existe une constante m > 0 telle que
F(t,r,u) C mBg, V(t,z,u) €[ x E x E. (3.2.1)

Soient r > 0, K : [0,T] = E une m.a. a valeurs non vides boule-compactes et r-prox-réguliéres.

Supposons que K (.) est Lipschitzienne, i.e. il existe une constante k > 0 telle
H(K(t), K(s)) < k|t —s]|, Vt,s € I. (3.2.2)

Alors, pour tous xy € E et ug € K(0), il existe deux applications Lipschitziennes u,x : I — E

satisfaisant l'inclusion différentielle

(0)

x(t) = 0+f0 , Vel

u(t) € K(t), Vt € I;

| —(t) € N (ult)) + F(t,z(t), u(t), pp.-t €1,

De plus, on a ||u(t)|| < 2m + k pour presque tout t € I. En d’autres termes, l'inclusion
différentielle

—i(t) € Ngw(&(t)) + F(t,x(t), 2(t)), pp. t € I;
(Pr) { i(t) € K(t), Vt € I;
£(0) = z0: #(0) = uo
admet au moins une solution Lipschitzienne z(.) € CL(I).

La preuve se base sur la construction des solutions discrétisées et sur la Proposition 3.1.9 qui

nous permet d’étudier les limites des applications approximantes.
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Preuve
FEtape 1. Construction des "solutions discrétisées".
Soit ng € N* tel que
(3.2.3)

Considérons la partition ({tn,g},lm-), 0 < i < n de lintervalle I = [0,7] définie par I,; =
(tnistnit1) pour 0 <i<n—1,t,;, =thpour 0 <i<neth= % Pour tout n > ny on définit

les applications approximantes sur chaque intervalle I, ; comme suit :

(3.2.4)
Tni = xn(tn,z)7
\Kn(t) = K(tn,i+1)7
et puisque F est a valeurs non vides, on choisit un point
Zni € F(tni, Tnis Uni), (3.2.5)

et on définit 'application z, de I dans E par z,(t) = z,;, pour tout t € I,,;, ol u,o = Up;
Tn0 = To, et pour tout 0 <7 < n — 1 les points u, ;11 sont donnés par
Un7i+1 = PK(tn,i+1)(un7i — hzm) (326)

Cette opération est bien définie puisque les constantes m et k satisfont la relation (3.2.3), K

satisfait (3.2.2) et les ensembles K (t) sont r-prox-réguliers. En effet, on a u, o € K(t,0) et donc
d(tno — Pz, K(tn1)) <d(tno — hzno, K(tno)) + H(K (tn1), K (tno))
tbno — hzno — Unol| + kltn1 — tnol
=h([|znoll + k)
<h(m+k) < g <
Par le Théoréeme 2.7.2, on a PK(tn,l)(umo — hz, ) est un ensemble non vide et univoque. Donc
on définit le point w,; € K(t,1), par
Un1 = P, ) (Uno — hzno).
Similairement, on a par induction, pour 0 <1i <n — 1 et puisque u,; € K(t,;)
A(tun; — hzni, K(thiv1)) <d(uni — hzni, K(th:)) + HK (thit1), K(tni))
ttng = hzni — tngl| + ltn,it1 — tnil
=h(||znill + k)

Sh(m+/€)§g<r.
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Par le Théoréme 2.7.2, on a P, , ) (U — hz,;) est un ensemble non vide et univoque. Donc

on définit le point w, ;41 € K(t,,41), par

Unp,i+1 = PK(tn7¢+1)(un,i - hzn,z)

Observons que la relation (3.2.6) et le Théoréme 2.7.2 donnent

Un,i — hzn,i — Unp,it+1 ) (3 9 7)

|Um' — hzp; — un,i-i—l”

)

Upitl = PK(tn,iH) (Un,z‘+1 + T‘|

donc,
Ups — hzn,i — Upi+1

Hunz - hzn,i - Un,z'+1”

el (un,iJrh K(tn,iJrl)) .

D’autre part, on a par (3.2.4), pour tout t € I,,; = (tn, tnit1]
t .
un(t) = Unp,i + (E - Z)(un,i—l-l - Un,i)a
et pour tout t € I, ;1 = (tn,i—1, tni]

unlt) = i1+ (5 = (0= 1)t = ).

On trouve
tni .
un(tn,i) =Unp,i—1 + ( h’ — (@ — 1)) ('Lbnﬂ‘ — um-,l)
=Unp,i—1 + (Z — 1+ 1)('&”’72 — un,i—l)
=Un,i,
et
lim i (£) =t + (24— i) )
1m. Up =Un,i - Un,i+1 — Un
t—>>tn’i ’ h, ’ +1 ’

Par conséquent, pour tout n > ng, 'application u, est continue et z,, € CL(I).
FEtape 2.

Pour presque tout t € I,,;, nous avons par (3.2.4)

. 1
un(t) = E(un,i+1 — Unp,i + hzn@') — Zng-

Posons

An(t) = Un(t) + Zn(t) = (un,i+1 — un,i + th’Z)

> =
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Nous allons montrer que —A,(t) € T+ (tn,is1, Kn(t)) NB(0, (m + k)), qui est équivalent a

r
”An(t)H S (m + ]{7) et Un,i+1 S PKn(t) (un7i+1 — mAn(t)) .

Tout d’abord, nous vérifions que A, (t) est un vecteur borné. Utilisons la construction des points

Uni+1 (voir la relation (3.2.6)) et le fait que wu,; € K(t,;), on a pour presque tout ¢t € I,,;

1
12N =l (wnis1 = tni + hzas) |

1
ZEHPK(WH) (un,i - th,i) - (Um - hznz)”

1

:Ed(un,z - hzn,ia K(tn,i+1>)

S% d(un,z - hZTL,i? K(tn,z)) + H(K(tn,i+1)7 K(tn,z)))
1

SE(HUM — hzpi — Ungll + kltnis1 — sl
1

Sﬁ(h(m +k)=m+k.

D’ou, pour presque tout t € I, ;,

1AL )] < (m+F). (3.2.8)

En suite, en considérant le vecteur v = u,; — hz,; et puisque K a des valeurs r-prox-réguliéres,

la relation (3.2.7) donne

Py, ty(v) — v
Un,iv1 = Pk, (1) (PKn(t)('U) -7 TPx zt;(v) —0) (3.2.9)

I Prcp (1) (0) ]

e < 1. Donc, appliquant le Lemma 2.4.6

Observons, que par la relation (3.2.8), on a

a la the relation (3.2.9), avec A = | Px,,t)(v) — v, nous obtenons

1
h(m+k)

[P (@) — vl Pr,@(v) —v
nyi+1 =P, P — -
Un,itl K"(t)( i (0)(0) h  (m+k) | Pr,ty(v) — |

(P (v) = U))

. ( Pre. () — (mer)An(t)),

,
=P, 1) (PKn(t)(U> - m

c’est a dire,
—Ay(t) € INCES (niv1, Kn(2)),
ou de fagon équivalente

r

umH € PKn(t) (umﬂ — mAn(t)) p.p. sur In,i' (3210)
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Ftape 3. Existence des limites.
Tout d’abord, on montre la convergence de la suite (u,(.)) C Cg(I). Par la relation (3.2.8), on

a pour presque tout t € I,

[ ()] <[lin () + 2u (O] + [[2a ()]
=[An @] + 22 ()]
<2m + k,

ie.,

i ()] < 2m + k. (3.2.11)

Ceci montre que (1,(.)) est uniformément bornée par (2m + k). Donc (u,(.)) est une suite

bornée de Cg(I) puisque pour tout t € [
t
Jan®)] < ol + [ ()]s < ol + T(2m + k) = M. (3.2.12)
0

Maintenant, nous allons montrer que (uy(.))n>n, est relativement compacte. Evidemment,

(un(.)) est équicontinue. En effet, pour tous ¢,s € I (t > s) et pour tout n € N
t S
lan(®) — tn(s)] =lup + / i () b — w0 — / i ()
t
< / it (7)

<M|t — s|.
Prouvons que pour chaque t fixé, la suite (u,(t))n>n, €st relativement compacte. Pour chaque

0 < i< n-—1cetpour tout ¢t € I,,, utilisant les relations (3.2.4), (3.2.8) et le fait que
Un; € K(t,;), on a

d(un(t), K(t)) <d(un(t), K(tn:)) + H(K (tn:), K(1))
|wn(t) = wnil| + K|t — tn]

t .
=||tn,i + (ﬁ — 1) (Un,it1 — Un,i) — Unill + K[t — ;]
tnit1 .
<(F = ) | (wngisr — wnd) || + E(tnics — to)

=[|Un,it1 — Ungl| + kR

=|tnit1 — Unsi + hzni — hzpi|| + kR
=||hAL(t) = hzpill + kh

<h||A, ()| + hm + kh

T
<h(m+k) 4+ hm+ kh =2h(m+ k) =2—(m+ k).
n
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Alors, pour tout n > ny il existe y,(t) € K(t) telle que
T T T
d(un(t), K(t)) < |lyn(t) — un(t)|| < QE(m +k)+ E(m + k)= 3E(m + k).
Posons e, (t) = u,(t) — y.(t), et observons que
T
llen ()| < BE(m + k), et un(t) —en(t) € K(t).
Gréace a cette derniére inégalité et la relation (3.2.12), on trouve pour tout n > ny,

T T
ltn(t) = en(O)ll < M 43— (m + k) < M +3-—(m + k) = M,
0

ie.,
(unlt) = en(t)) € K (1) N B0, M),
ou d’une maniére équivalente

u,(t) € K(t) N B0, M') + ({0} U {ex(t) /k > no}) == K(t). (3.2.13)

Remarquons que I’ensemble K (t) est compact car K (t) est boule-compact et lim e, (t) = 0. Par
conséquent, (u,(t))n>n, est relativement compacte. Par le Théoréme d’AscgE—oZrzela, la suite
(tn(.))n>n, est relativement compacte dans Cg(I), on peut extraire de (u,(.)) une sous suite
notée similairement et qui converge uniformément vers une application u(.) € Cg(I). Il est
claire que u(0) = ug, u(.) est Lipschitzienne de rapport (2m + k). En effet, pour tous t,s € I,

Ju(t) = u(s)|| <[lu(t) = un (@] + un(t) = un(s)]| + uls) — un(s)|
<) = un(®)]] + 2m + E)[t = s| + [luls) — un(s)],
passant & la limite quand n — oo, on trouve
[u(t) —uls)|| < (2m + k)|t — 5.

Et pour tout t € I
u(t) € K(t) (3.2.14)

en vertu de la fermeture de K (t).

D’autre part, on montre la convergence de la suite (z,(.)) dans Cg([). Pour tous t,s € I

(t > s) et pour tour n € N

t

Ja(t) — 2a(s)]| <llzo + / ()7 — o — / un(r)dr |
< / Jtn(r)

<M]|t — s|.
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Donc, (z,(.)) est équicontinue. En outre, pour tout ¢ € I
t
Jon(®ll =lizo + [ uals)ds]
‘ t
<ol + [ (ol

<||wo|| + MT.

De plus, vu que
t
m@=%+/w@%,
0
par la relation (3.2.13), on trouve

z,(t) € o +/0 co(K(s))ds :=T(t),

qui est compact puisque pour tout ¢ € I, ¢o(K (t)) est un ensemble convexe compact (voir [26]
pour plus de détails). Donc, (z,(.))n>n, €st relativement compacte. Alors, on peut appliquer
le théoréeme d’Ascoli-Arzela pour conclure 'existence d’une sous suite, encore notée (z,(.)),
qui converge uniformément sur [ vers z(.) € Cg(I). Il est claire que z(0) = zy et x(.) est

Lipschitzienne de rapport M.

Observons que pour tout t € I,

¢ t
z(t) = lim z,(t) = xg +/ lim u,(s)ds = xg +/ u(s)ds (3.2.15)
utilisons le théoréme de Lebesgue car (u,(.)) est équibornée (relation (3.2.12)), d’ou, &(.) = u(.)
presque partout.
Enfin, prouvons les convergences des suites (z,(.)) et (,(.)).
Posons pour chaque t € I,,;, 0,(t) = t,i+1, On(t) = t,, et observons que
lim [0,(¢) — t| = lim (¢ — ¢,,4)
n—oo n—od
S lim (tn,i+1 - tn,z)

. T
= lim — =0,
n—oo M,

c’est a dire, lim §,(t) = t. Par le méme calcul on obtient lim 6,(t) = t. Donc, pour tout ¢t € I

n—oo n—oo

lim {2, (6, () = ()| < Hm ([l2n(0(8)) = 2a(®)]] + l2n(t) — z(B)])

n—oo

< Tim (M]5,(t) — 1] + [l2,() — 2()])) = 0.

Ce qui montre que
lim [|,,(3,(t)) — =(¢)]| = 0.

n—oo
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Similairement, nous avons pour tout ¢t € [

Tim [fun (6n()) = w(®)]| < T (Jun(0a(t)) = un (O] + Jun(t) = u ()]
< lim ((2m + k)6, (t) — t| + [lun(t) — u(®)]]),

n—oo

d’ott, lim ||u,(0,(¢)) —u(t)|| = 0. La convergence de la suite (z,(0,(.)))n et de (u,(0,(.))), vers
x(.) et u(.) respectivement, est obtenue par la méme maniére.

Maintenant, par la relation (3.2.5) et la construction de u,, z, et z,, on a pour tout ¢t € I,

2n(t) € F(6,(£), 2n(60(£)), tn(60(2))). (3.2.16)

Puisque F satisfait la relation (3.2.1), on déduit que (z,(.)), est bornée dans LY (/), donc on
peut extraire une sous suite notée (z,(.)) qui converge o(LS, LL.) vers une fonction z(.) dans
L (1) = (LL.(I))* car E est reflexif, i.e. pour tout ¢(.) € LL.(I), on a

lim (z,,(.), C(.)) = (2(.), €())- (3.2.17)

n—o0o

Puisque L%.(I) C LL.(I), par la relation (3.2.17) on conclut que pour tout ¢(.) € L. (1),

lim (z,(.), C()) = (2(.), ¢()),

n—oo

e., (z,(.)) converge-o(LL, L%.) vers z(.) dans L (1), par le lemme de Mazur, il existe une sous
suite (&,(.)) (o &,(.) est une combinaison convexe de {z4(.), k > n}) qui converge vers z(.)
dans L(I). La convergence forte dans LL(I) de (&,), vers z(.) nous permet d’extraire de la

(-

suite (£,(.)) une sous suite qui converge p.p. vers z(.). Par suite,

A1) € &), ne Ny = (T}, po-tel,

neN
et d’ou,
2(t) € ﬂ co{z(t), k>n}, pp. tel.

neN

Posons

A, ={z(t), k>n}.
Alors, par le Théoreme 2.1.1, on obtient pour tout z* € E*,
(x*, 2(t)) <§*(z*, Ap), Vn € N

—sup(a”, (1)), ¥ €N,
k>n
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c’est a dire,

(2", 2(t)) < inf sup(z”, 2,(t))
neN g>n

=lim sup(z™, 2, (1)).

n—oo

De la relation (3.2.16), découle l'inégalité suivante

(", 2(t)) < limsup 6~ (x*, F(8,(1), xn(én(t)),un(dn(t)))>

n—oo

On définit pour tout z* € E* 'application

hy : [0.T] x Ex E —FE
(t,x,u) —hy (t, z,u) = 6" (™, F(t, z,u)),

qui est semi continue supérieurement grace a la s.c.s de F', et donc

limsup g (t, 2, u) < hy(to, o, o).

(t,z,u)—=(to,ro,u0)

Par conséquent, puisque lim 6,(t) = ¢, lim x,(d,(t)) = x(t) et lim u,(5,(¢)) = wu(t), on

n—oo n—oo

conclut que,

i sup 0 (x*,F<5n<t>,xn<an<t>>,unwn(t)))) <o (x*,m,x(t),u(t)))

d’ou,
(%, 2(t)) < 6% (2", F(t,x(t),u(t))), Va* e E*,

ou bien,

sup ((az*,z(t)) — 0" (2%, F(t,az(t),u(t)))) <0.

r*eE*

Comme F' est & valeurs non vides fermées, par la relation (2.1.1), on obtient
d(=(t), F(t,z(t),u(t))) <O0.
Ce qui prouve que
z(t) € F(t,xz(t),u(t)), p-p.- t € I. (3.2.18)
Revenons maintenant a la relation (3.2.11), on a (i,(.)), est bornée dans LY (I), par extraction
d’une sous suite, on suppose que (1,(.)), converge faiblement* dans L3 (I) vers une application
w(.) et que w(.) = u(.). En effet, pour tout y € LL.(I),

lim (1, (1), y(.)) = (w(.),y()),

n—oo
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ie.,
t

tim [ i (s)(sds = [ wls)as)s

en particulier pour y(.) = Lp4(.)e;, tels que t € I, 14 la fonction caractéristique de I'intervalle

0, 1], et (e;) une suite de 'espace E* qui sépare les points de £ (une telle suite existe car E est

(1 )~ [rirac).

t

lim [ (s)ds = /0 t w(s)ds.

n—oo 0

séparable), on obtient

ce qui assure que,

Puisque (u,(.)) est absolument continue , on a 1’égalité suivante

t

lim (u,(t) —un(0)) = lim [ a,(s)ds = /0 w(s)ds,

n—oo n—oo 0

par conséquent,

c’est & dire, u(.) est absolument continue, et donc w(.) = (.).

Observons de plus, que pour tout ¢t € [
H(K,(t), K(t)) = H(K(0,(t)), K(t)) < k|0,(t) —t| — 0. (3.2.19)
Montrons maintenant que pour presque tout ¢t € [
—a(t) — 2(t) € DT (u(t), K (1),
ou de maniére équivalente

u(t) € Pry (u(t) - (m: 5 (a(t) + z(t)) > .

On pose 1’ = -tz On a A, (t) = U, (t) + 2,(t) et par les arguments cités dessus on sait que

(An(.))n converge faiblement™® dans L (1) vers 4(.)+2(.) :== A(.). Utilisant la propriété "I-lisse
faiblement compact" supposée sur 'espace E a la suite (r'A,(.)), nous obtenons pour tout
y € LS(I) et tout ¢ € L (1),

" /I (pu(t) = ' Bu(0) = Jp(=1"An(t)), An())&(t)dE =
/I<Jp(y(t) CIA()) — Jy(—r A), A (t)dt.

99
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Par (3.2.10) on sait que pour presque tout ¢t € [

un(0n(t)) € Prc, ) (un (0 (1)) = 7" An(t)),

et puisque la suite (u,(0,(.))), converge fortement dans L () vers u(.), par la relation (3.2.19),

on conclut par la Proposition 3.1.9, que pour presque tout ¢t € I

u(t) € Preg(u(t) —r'A(t)),

d’aprés la définition 2.4.4, —A(t) € I (u(t), K(t)), donc on a montré qu'il existe 7' = = >0
tel que —A(t) € T (u(t), K(t)) i.e.

—A(t) e | T (u(t), K(1)).

>0

En vertu de la remarque 2.4.5, on trouve —A(t) € Ng(u(t)), d'ou
—u(t) — 2(t) € Ngw(u(t)), p.p. t €1,
et par (3.2.18) on aura
—u(t) € N (u(t)) + F(t,x(t),u(t)), p.p. t € 1.
Enfin, par les relations (3.2.14) et (3.2.15) on conclut que
—i(t) € Ngw(2(t)) + F(t,z(t), 2(t), pp. t € I;

x(t) € K(t), Vt € I;
z(0) = zo; 2(0) = uy,
par conséquent, notre probléme (Pr) admet au moins une solution Lipschitzienne z(.) € C§L([).

De plus,
lZ(t)|| < 2m+k, pp.tel.

Ce qui compleéte la preuve de notre théoréme. [ |

Remarquons que dans le théoréme 3.2.1, la multi-application K dépend du temps. Dans
ce qui suit, on étend ce résultat au cas ou K dépend de I'état z(.). L’objectif est le résultat

d’existence pour l'inclusion différentielle du second ordre suivante

—i(t) € Ny (1)) + F(t, (), (1)), pp-t € I;
(P'r) S i(t) € K(x(t)), Vt € I;
z(0) = zo; ©(0) = up.
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Théoréme 3.2.2 Soient I = [0,T] (T > 0) et E un espace de Banach réflexif séparable
uniformément lisse et I-lisse faiblement compact pour un exponent p € [2,00).
Soit F: I x Ex E = E une multi-application s.c.s. a valeurs non vides convexes et fermées.

Supposons qu’il existe une constante m > 0 telle que
F(t,z,u) CmBg, V(t,7,u) €[ x E x E. (3.2.20)

Soientr >0, K : E = FE a valeurs non vides fermées et r-proxz-réquliéres. On suppose que K(.)
satisfait les assertions suivantes

(i) K(.) est Lipschitzienne, i.e., il existe une constant k > 0 telle que
H(K(y), K(2)) < klly — z[l; vy, 2 € E;
(i) il existe un ensemble compact L C E tel que
Kly)cLCIB,Vy€E.

Alors, pour tout xy € E et uy € K(xg), linclusions différentielle (P'r) admet au moins une

solution Lipschitzienne z(.) € CL(I).

Preuve La preuve est essentiellement identique a celle du Théoréeme 3.2.1, avec quelqeues
adaptations.
Fixons ng € N* tel que

T
—(m + Skl) <
N

(3.2.21)

N3

La premiére étape consiste a définir les applications approximantes comme dans (3.2.4) et

(3.2.5), en posant pour tout n > ng et pour tout t € I,,;

Tni = Tn(tny); (3.2.22)
Zn,i S F(tn,i’ xn,ia un,z)v

| Kalt) = K (),

Ol Uy, = Up ; Tno = Lo et pour tout 0 < ¢ < n — 1 le point uy, ;41 est donné par

Upi+1 = PK(xnl)(um - hznyl) (3223)
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D’abord, observons que cette derniére relation implique que u, ;11 € K(x,;), et donc par

I'’hypothése (ii), on obtient pour tout 0 <i <n

tn,i—l

tn,i tn,ifl tn,i
s — Zngal] = %@w—/ 1mwwsjiuw@ws
0 0
tn,i

S

[ Wi G = 6= 1) = i) s
tni—1

tn,i S ]
< [ (nical 15 = = 01 (Jall + i) s
t

g/ (l + (7’ — (i — 1))(2l))ds = 3l|tni — tni1| = 3lh.
tn,ifl

Montrons maintenant que la relation (3.2.23) est bien définie. En effet, puisque uy € K(z9), on

a

d(un,O - hzn,(h K(In,O)) §||Un70 - hzn,O - un,OH

<hm < r <r
2
par la relation (3.2.21). Alors, on pose

Up,1 = PK(xn,o) (un,O - th,O)

ce qui implique que u,, 1 € K(z,,). Par conséquent, en utilisant la relation (3.2.21) une deuxiéme

fois, on peut écrire

d(un,l - hzn,la K(xn,l)) Sd(un,l - hzn,l) K(mn,O)) + H(K(xn,l)a K(xn,O))

SHun,l - hzn,l - un,l” + kj”*rn,l - xn,O“

T
<hm + k3lh < ~—(m + 3kl) < g <r
No

On pose
Up2 = PK(xn,l)(Un,l - th,1)-
Similairement, on peut définir, par induction, tous les points (u,;), 0 < i < n.
La deuxiéme étape de la preuve reste similaire a celle du Théoréme 3.2.1 avec I'estimation

suivante

1AL <m+3kl, pp.t €l

et
— A (t) € DG (K, (t), U it1)

ou de maniére équivalente,

An(t)).

r
Univ1 € Pr, ) (Unit1 — m
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3.3. Inclusion diftérentielle avec une perturbation I de type Carathéodory

Dans I'étape 3, pour montrer que pour tout ¢ fixé la suite (u,,(t))n>n, st relativement compacte,
on considére pour tout 0 < i <nett € I,; (en utilisant le fait que u,; € K(xp 1))
d(un(t), Kn(t)) =d(un(t), K(2n,)) < d(un(t), K(zni-1)) + HK (20), K(2n,i-1))
un(t) = wnll + Kl — i1l
t
s+ (4
< tn,ig1 — Ungl| + 3khl
=h||An(t) — znil| + 3kRI
<h||A,(t)| + hm + 3khl

— 1) (Unit1 — Unsi) — Uns|| + kl|Tni — Tni1l|

T T
<2—(m+ 3kl) < 2—(m + 3kl),
n Un

et puisque K, (t) C L, on conclut que pour tout n > ng

d(un(t), L) < 22 (m + 3k1).

L
Donc (u,(t))n>n, est relativement compacte puisque L est compact. On compléte la preuve

comme dans le Théoréme 3.2.1. [ |

3.3 Inclusion différentielle avec une perturbation F' de type

Carathéodory

Dans cette section, notre but est d’obtenir un résultat d’existence de solutions pour le pro-
bléme (Pr), dans le cas ot la perturbation F est Lebesgue-mesurable sur [0, 7] et semicontinue
supérieurement sur £ x F| i.e. I’ de type Carathéodory.

Rappelons dans un premier lieu de la version multivoque du théoréme de Scorza-Dragoni
suivant (voir |24, 25]).

Théoréme 3.3.1 Soit [ = [0,T] (T > 0). Soient E un espace Polonais et X un espace mé-
trique compact. Soit F' : I x E = X wune multi-application a valeurs fermées satisfaisant les

hypotheses suivantes
(i) pour tout t € I, gph(F;) = {(z,y) € Ex X/ y € F(t,x)} est fermé dans E x X ;

(it) pour tout x € E, la multi-application t — F(t,x) admet une sélection mesurable. Alors, il
existe une m.a. Fy définie de I X E a valeurs fermés dans X U {0} a graphe mesurable et telle

que les propriétés suivantes

(1) il existe un ensemble négligeable N, indépendant de (t,z) telle que

Fy(t,z) C F(t,x), Vt ¢ N, Vz € E;
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3.3. Inclusion diftérentielle avec une perturbation I de type Carathéodory

(2) siu:1— E etv:I— X sont deuzx fonctions mesurables telle que v(t) € F(t,u(t)) p.p.,
alors v(t) € Fo(t,u(t)) p.p.;

(3) pour tout € > 0, il existe un ensemble compact J. C I tel que )\(I \ Je) < €, le graphe de la
J.xE est fermé et ) # Fy(t,x) C F(t,x), V(t,z) € J. X E.

restriction Fy

Une version convexe est également utile. On note par ck(X) I'ensemble des sous ensembles

convexes compacts de ’espace X.

Corollaire 3.3.2 Soient I et E comme dans le théoréeme 3.3.1. Soit X un sous espace métri-
sable convexe et compact d’un espace de Hausdorff localement conveze. Soit F': I x E = ck(X)
une multi-application tels que pour toutt € I, gph(F}) est fermé dans Ex X et pour tout x € F,
t — F(t,x) admet une sélection mesurable. Alors, il existe une multi-application mesurable

Fo: I x E = ck(X)U{0}, qui posséde les propriétés (1)-(3) du théoréme précédent.

Cette version du théoréme de Scorza-Dragoni a été donnée dans [61] et [45] (mais la nonvacuité
dans la propriété (3) est manquante). Nous terminons ce rappel par la version multivoque du

théoréme de Dugundji [9].

Théoréme 3.3.3 Soient E et X deuzr espaces de Banach et K C E, D C X deux sous en-
sembles non vides et fermés. Soit F' une multi-application semicontinue supérieurement définie
sur K x D a valeurs dans cwk(X) (famille de tout les sous ensembles non vides convezes et

faiblement compacts de X ), telle que
F(t,) C c(t)(1 + ||z])Bx, V(t,z) € K x D,

pour une certaine fonction positive ¢ : K — [0,00[. Soit (Uy)xen un recouvrement ouvert

localement fini de E'\ K tel que, pour tout \,
0 < diamUy, < d(Uy, K) :=inf{||t' — s : (t',s) € U x K}.

Soit (a)aea une partition continue de E \ K tel que supp(yy) C Uy. Pour tout X € A, choi-
sissons ty € K tel que d(ty,Uy) < 2d(Uy, K). Alors, la multi-application F définie sur E x D
par

F(t,x) = F(t,x), site K, © € D,
F(t,z) =Y ¢s(t)F(tr,2), sit€ E\K, z €D,
A
est une extension semicontinue supérieurement de F' a E x D, a valeurs dans cwk(X). De
plus, nous avons F(E x D) C coF (K x D) et, si ¢ est constant F(t,z) C ¢(1 + ||z||)Bx. En

particulier, si pour tout (t,z), F(t,x) C C ou C est un ensemble convexe, alors F satisfait

encore F(t,z) C C.
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En utilisant ces résultats auxiliaires nous sommes en mesure d’étendre le théoréme 3.2.1.

Théoréme 3.3.4 La conclusion du Théoréeme 3.2.1 reste vraie si on remplace la semicontinuité

supérieure globale de F': [ X EE x E = E par les deux hypothéses suivantes
V(z,u) € Ex E, t — F(t,x,u) est measurable sur [0,T]; (3.3.1)

Vte I, (x,u) — F(t,x,u) est semicontinue supérieurement sur E X E. (3.3.2)

Preuve
Par le Théoréme de Scorza-Dragoni, il existe une multi-application mesurable
Fy: I x Ex E= FE possédant les propriétés suivantes :

(1) Il existe un ensemble N C I, indépendant de (¢,z,u) tel que A(N) =0 et
Fo(t,z,u) C F(t,x,u), pour tout t € I\N et tout (z,u) € E X E;

(2) siwu,x,z: 1 — E sont des applications mesurables avec z(t) € F(t,z(t),u(t)) p.p., alors
z(t) € Fo(t, z(t),u(t)) p.p-;

(3) pour tout € > 0, il existe un sous ensemble compact J. C I tel que A(I\J.) < e,
la restriction de Fy a J. X E x E est s.cs. et 0 # Fy(t,z,u) C F(t,x,u), pour tout
(t,z,u) € Jo x E X E.

Par la troisiéme propriété, il existe une suite d’ensembles compacts J, C I avec
AI\J,) = €, — 0 quand n — oo telle que la restriction de Fy sur J, x E x E est s.c.s. et
a valeurs non vides. Nous pouvons également supposer que (J,,) est croissante. En vertu du
Théoréme de Dugundji, il existe un prolongement s.c.s. fn de Fo\j, xmxe & I X E X E| et tel
que

ﬁ’n(t,x,u) cmB, Y(t,z,u) € I x E x E. (3.3.3)

Donc, ]::n satisfait les hypothéses du Théoréme 3.2.1. Par suite, pour chaque zog € FE et
ug € K(0), il existe deux applications Lipschitziennes w,, x, : I — FE vérifiant l'inclusion
différentielle

un(0)
T (t
un (t
| —tn(t) € Nicto (un (1)) + Fu(t, (1), un(t)), pop.t € 1.

De plus, nous avons pour presque tout t € [

Up;
Ty + fot un(s)ds, vVt € I,

):
)€ K(t), Vt € I

i ()] < 2m + k. (3.3.4)

Par conséquent, pour tout n € N, il existe une application mesurable z,(.) telle que

2n(t) € Eo(t, zn(t), un(t)), ¥t € I, (3.3.5)
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3.3. Inclusion diftérentielle avec une perturbation I de type Carathéodory

et
—in(t) € Nico (tn(t)) + 2a(1), pop.t € 1. (3.3.6)

En d’autre termes, I'inclusion différentielle

—n(t) € Niqy (@ (1)) + Fult, n(t), 0 (t)), pp. t € I
Tn(t) € K(t), Vt € I,

2n(0) = xo; £,(0) = uyg

admet au moins une solution Lipschitzienne z,,(.) € CL(I).
Par la relation (3.3.4), on voit bien que (#,(.)) est uniformément bornée par (2m + k). Donc

(un(.)) est une suite bornée de Cg(I) puisque pour tout t € I
t
[un ()] < luol +/0 [in(s)llds < |uoll +T(2m + k) := M. (3.3.7)

Maintenant, on montre que (u,(.)) est relativement compacte. Il est clair que, (u,(.)) est equi-
continue. En effet, pour tous t,s € I, t > s on a,

t

|un(t) — un(s)|| =||uo +/ U (T)dT — Ug —|—/ U (7)d|
0 0
t
< [ Nin(r)lir
<(2m+ k)|t —s|.
De plus, pour tout ¢ fixé, la suite (u,(t)) est relativement compacte. En effet, pour tout ¢t € I,
u,(t) € K(t) NB(0, M) := A(t), (3.3.8)

et ensemble A(t) est compact puisque K(t) est boule-compact. Par le Théoréme d’Ascoli-
Arzela, la suite (u,(.)) est relativement compacte dans Cg(I), par extraction d’une sous suite
notée (u,(.)) on obtient la convergence uniforme de (u,(.)) vers une application u(.) € Cg(I).

Clairement u(0) = ug, u(.) est Lipschitzienne de rapport (2m + k) et pour tout ¢t € [
u(t) € K(t) (3.3.9)

car K (t) est fermé.

Maintenant, on montre la convergence de (x,(.)) dans Cg(I). D’une part, pour tous ¢,s € [
t s
J0(8) = a(s)| <l + [ un(rdr = 0~ [ wn(r)ar|
0 0

t
< [ ua(r)ldr < Mt~ .
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Donc, (z,(.)) est équicontinue. D’autre part, puisque pour tout t € [

2a(t) = 2o + /0 t () ds,

par la relation (3.3.8), on obtient

Ta(t) € 2 + /tE(A(s))ds = A(t),

0
qui est un ensemble compact puisque pour tout ¢ € I, ¢o(A(t)) est un ensemble convexe com-
pact (voir [16] pour plus de détails). Donc, (z,(.)) est relativement compacte. Par le Théoréme
d’Ascoli-Arzela on conclut que (z,(.)) admet une sous suite (notée (z,(.))) convergeant unifor-
mément sur / vers une application z(.) € Cg(I). On a x(0) = x¢ et z(.) est Lipschitzienne de

rapport M. Observons que pour tout ¢t € I,

t t

x(t) = lim z,(t) = xo +/0 lim u,(s)ds = g —i—/o u(s)ds (3.3.10)

par le Théoréme de Lebesgue (u,(.)) est équibornée (relation (3.3.7)), donc, @(.) = u(.) p.p.
On voit par la relation (3.3.4) que (4,(.)), est bornée dans L (/), par extraction d’une sous
suite, on suppose que (uy,(.)), converge faiblement* dans L$(I) vers une fonction w(.) et que
w(.) = u(.).
Par les relations (3.3.3) et (3.3.5), (2,(.)) est une suite bornée dans L¥([), donc on peut
extraire une sous suite notée (2,(.)) qui converge o (L%, LL.) vers z(.) dans L&(I).
On montre que pour tout t € I, z(t) € F(t,z(t),u(t)) p.p.
Puisque z,, u, et z, sont mesurables et satisfont la relation (3.3.5), donc par la propriété (2),

on aura
zn(t) € Fo(t, x,(t), un(t)), p.p.,

i.e., pour tout n € N, il existe un ensemble N,, C J,, de mesure nulle tel que
zn(t) € Fo(t, x,(t), un(t)), Vt € J,\N,. (3.3.11)
Posons Ny := (I\ U, J,,) U (U, N,,) qui est négligeable. En effet ;

A(No) =A((1\ U Jn) U (UnNy))
<)\([\U In) + AU, N, ))

M (I\J,) +ZA

Nous avons que l’ensemble J,, est de mesure finie et la suite (1\J,,) est décroissante car (.J,) est
croissante, alors

A(ﬂn<]\=]n)) = lim /\(I\Jn) = nh_{go €n =0,

n—oo
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et donc
AMNo) < lim M1\ J,) + Y~ A(N,) =0.

Pour tout t € I'\ Ny, il existe un entier ng = no(t) € N tel que pour tout n > ng, onat € J,\V,,

donc par la relation (3.3.11), on obtient
zn(t) € Fy(t,xn(t), un(t)), Yn > ny.

D’autre part, puisque Fj est s.c.s. sur J, X E X E et x,(t) — x(t), un(t) — u(t) quand n — oo,
on trouve que pour tout z* € E*,

lim sup 0™ (x*, Fy(t, z,(t), u,(t))) < 6" (", Fo(t, x(t), u(t))).

n—oo

Pour t ¢ Ny et n > ng, on a
<CL’*, zn(t)> < 5*(1:*’ Fo(ta'rn(t%un(t)))v
donc

lim sup(z™, 2, (t)) <limsup 6" (x*, Fo(t, 2,(t), un(t)))

n—oo n—oo

<6 (2", Fo(t, (1), u(?))),
par le Lemme de Fatou, on déduit que pour tout ensemble mesurable A C [ et tout z* € E*,

/A(x*,z(t»dt “lim [ (" (1)t

n—oo A

= lim sup / (™, zp(t))dt
A

n—oo

< / lim sup(z*, z,(t))dt
A

S/Aé*(m*,Fo(t,x(t),u(t)))dt.
D’ou,
(27, 2(t)) < 0"(2", Fo(t, (1), u(t))) p-p.,

alors

sup ((z", 2(t)) — 6" (2", Fo(t, z(t),u(l)))) = 0,

T*eE*
puisque Fj est a valeurs non vides convexes et fermées, par la relation (2.1.1), on aura

d(Z(t), FO(tv l’(t), u(t>)) = Oa Ga lmphque que, Z(t) < FO(tv QT(t), U’(t)) p-p--
On a montré qu’il existe un ensemble négligeable Ny C I tel que

2(t) € Fo(t,z(t),u(t)), Vt € I\ No.
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3.3. Inclusion diftérentielle avec une perturbation I de type Carathéodory

Par la properiété (1),
z(t) € F(t,x(t),u(t)), YVt € I\ N,

ce qui prouve que,
z(t) € F(t,z(t),u(t)), p.p.- t € I. (3.3.12)

Maintenant, on a par (3.3.6)
_un<t> € NK(t)<un<t>> + Zn(t)a pp-te I.

Par la définition du céne normal proximal, on déduit qu’il existe o > 0 tel que

un(t) € Py (un(t) — alin(t) + zn(t))>, pp.tel (3.3.13)

Posons A, (t) = 4, (t) + 2,(t). Par les arguments cités dessus, (A,(.)), converge faiblement*
dans L¥ (1) vers u(.) + z(.) := A(.). Par I'hypothése de "I-lisse faiblement compact" supposée
sur Pespace E on a pour tout y € L¥(I) et tout ¢ € L (1),

lim [ (o (y(t) — aln(t)) = Jp(—aln(t)), An(t))d(t)dt =

n—o0 I

/(Jp(y(t) — al(1)) = Jp(=aA(t), A(t))o(t)dt.

I
D’autre part, on sait que la suite (u,(.)) converge fortement dans L¥(I) vers u(.) (car elle

converge uniformément vers u(.) dans Cg(I)).

Dongc, par la relation (3.3.13) et la Proposition 3.1.6, on a pour presque tout ¢t € I
u(t) € Prey(u(t) — aA(t)),
d’ott, —=A(t) € Ng(u(t)), ie.
—u(t) — 2(t) € Ngw(u(t)), p.p. t €1,
et par (3.3.12) on obtient
—u(t) € N (u(t)) + F(t,x(t),u(t)), p.p. t € 1.

Enfin, des relations (3.3.9) et (3.3.10) on conclut que le probléme (Pr) admet au moin une

solution Lipschitzienne z € C}(I). De plus,
|Z2(t)]] <2m+k, pp. t el

Ce qui achéve la démontration. [ |
La conclusion du Théoréme 3.3.4 reste vraie si K dépend de 'état z(.). Ce qui nous ameéne

& montrer le théoréme suivant
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3.3. Inclusion diftérentielle avec une perturbation I de type Carathéodory

Théoréme 3.3.5 Le probleme (P%) admet au moins une solution si on remplace la semicon-
tinuité supérieure globale de F': [ X Ex E = FE par les deux hypothéses (3.8.1) et (3.3.2) dans
le Théoréme 3.3.4.

Preuve
La preuve est pratiquement identique a celle du Théoréme 3.3.4.

Par le Théoréme de Scorza-Dragoni, il existe une multi-application mesurable
Fy: I x Ex E = E possédant les propriétés (1), (2) et (3). Par la troisiéme propriété, il existe
une suite d’ensembles compacts J,, C I avec A(I\J,) = €, — 0 quand n — oo telle que la
restriction de Fy sur J, x F X E est s.c.s. est a valeurs non vides. Nous pouvons également
supposer que (J,), est croissante. En vertu du Théoréme de Dugundji, il existe un prolongement

s.c.s. F, de Fo\J, xexe & I X E x E, et tel que

F.(t,z,u) C mB, Y(t,z,u) € I x E x E. (3.3.14)

Donc, ﬁn satisfait les hypothéses du Théoréme 3.2.2. Par suite, pour chaque zg € FE et
uy € K(xp), il existe deux applications Lipschitziennes w,, z, : I — E vérifiant I'inclusion

différentielle

un(0) =
zy(t) =

un(t) € K(zy(t)), Vt € I

| —n(t) € Nic(ea (o (un(t)) + Fo(t, 2n(t), un(t)), pp. t € 1.

o—l—foun s)ds, Vt € I,

De plus, nous avons pour presque tout ¢ € [
i (£)]] < 2m + 3. (3.3.15)

Par conséquent, pour tout n € N, il existe une application mesurable z,(.) tel que

2a(t) € Fo(t, (1), un(t)), V€ I, (3.3.16)

et
—Un(t) S NK(xn(t))<un(t)) + Zn<t), pp.tel. (3317)

En d’autre termes, I'inclusion différentielle

—Fn(t) € Nicany (@n(t)) + Fult, 2,(t), 20 (1)), pp. t € T;
tn(t) € K(z,(t)), Vt € I;

z,(0) = xo; £,(0) = g
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3.3. Inclusion diftérentielle avec une perturbation I de type Carathéodory

admet au moins une solution Lipschitzienne x,(.) € CL([). Par la relation (3.3.15), on voit
bien que (7,(.)) est uniformément bornée par (2m + 3kl). Donc (u,(.)) est une suite bornée de

Cg(I) puisque pour tout t € [

t
lun(®)] < lluoll + / i (s)llds < fluoll + T'(2m + 3k1) := M. (3.3.18)
0

Maintenant, on montre que (u,(.)) est relativement compacte. Il est clair que (u,(.)) est equi-
continue. En effet, pour tous t,s € I, t > s on a,

t

lun(t) — un(s)|| =||uo +/ Un (T)dT — U +/ U (7)dT||
.o 0
< [ Nin(o)lldr
<(2m + 3kl)|t — s|.
De plus, pour tout ¢ fixé, la suite (u,(t)) est relativement compacte. En effet, pour tout ¢ € I,
U, (t) € K(z,(t)) NB(0, M) C LNB(0, M) := A(t), (3.3.19)

et ’ensemble A(t) est compact puisque L est compact. Par le Théoréme d’Ascoli-Arzela, la
suite (u,(.)) est relativement compact dans Cg(I), par extraction d’une sous suite notée (u,(.))
on obtient la convergence uniforme de (u,(.)) vers une application u(.) € Cg(I). Clairement
u(0) = wp, u(.) est Lipschitzienne de rapport (2m+3kl). On compléte la démonstration comme
dans le Théoréme 3.3.4. [ |
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CHAPITRE 4

Existence de solutions pour une incluion différentielle du second
ordre avec une perturbation F' multivoque a croissance linéaire

dans les espaces de Banach

Dans ce chapitre, on reprend le méme probléme

—i(t) € Ny (2(t)) + F(t, x(t), (t)), p-p- t € [0,T];
(P'r) § (t) € K(z(t)), Vt € [0,T7;
z(0) = g, ©(0) = uy,

et on démontre les résultats d’existence quand F' vérifie une condition de croissance linéaire
(c’est a dire, en affaiblissant la condition de bornitude sur F' supposée dans le chapitre précé-

dent).

Dans un premier temps on montre que le probléme (P’'r) admet au moins une solution quand
F' est une multi-application semicontnue supérieurement aprés on montre le méme résultat

quand F' est de type Carathéodory.

72



Théoréme 4.0.6 Soient [ = [0,T] (T > 0), E un espace de Banach séparable réflexif unifor-
mément lisse et I-lisse faiblement compact pour un exposent p € [2,00).
Soit F': I x Ex E = E une multi-application semicontinue supérieurement a valeurs non vides

convezes, fermées. On suppose que F' satisfait la condition de croissance linéaire suivante :
F(t,z,u) C (1+||z]| + [|u)Bg, V(t,z,u) € I x E x E. (4.0.1)

Soit r > 0 et soit K : E = E une multi-application a valeurs non vides fermées et r-prox-
régulieres. On suppose que K (.) satisfait les assertions suivantes :

(i) K(.) est Lipschitzienne, i.e., il existe une constante k > 0 telle que
H(K(y)), K(2)) < klly = z]|, Vy, 2 € E (4.0.2)
(i3) il existe une constante I > 0 et un ensemble compact L C E tel que
K(y) CLCIBg, Yy€eE.

Alors, pour tous xg € E et ug € K(xg), il existe deuz applications Lipschitziennes u,x : I — E
vérifiant ['inclusion différentielle

;

u(0) =

x(t) = 0+f0 s)ds, Vt € I

u(t) € K(x(t)), Vt € I,

| —(t) € Nictoa (ult)) + F(t,2(t), u(t)), pp.t € 1.

De plus, on a pour presque tout t € 1
[a(6)]] < 2(1 + |lwoll + 20) + kL.

En d’autres termes, 'inclusion différentielle

—i(t) € Nk (®(t)) + F(t, z(t),2(t)), pp. t € I;
(Pr)  i(t) € K(z(t)), Vt € I;
x(0) = xo; £(0) = ug

admet au moins une solution Lipschitzienne z(.) € CL(I).
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Preuve

Ftape 1. Pour simplifier les calculs, on prend T = 1. Soit ng € N* tel que
1

’
— kl) < = 4.0.3
k)< 7, (4.0.3)

ot =1+ |||l + 21, et soit z : [ x E x E — E une selection mesurable de F.

Pour tout n > ng, considérons la partition ({¢n0},ln:), 0 < i < n de lintervalle I = [0, 1]

définie par t,,; = th pour 0 <7 <neth= %
Pour tout n > ny, on procede par induction pour définir deux suites (4, ;)o<i<n—1 €t (Tn,i)o<i<n—1

tels que ,(0) = xg, u,(0) = ug € K(xp)

Un,i+1 = PK(zn,i)(un,i - hzn,i), (404>

Tpiv1 = Tni + (bnit1 — tni)Uny (4.0.5)
Znit1 = 2(tnit1, Tnitts Unit1) € F(tnit1, Tnitts Unjit1)-
Dans la suite, on montre que la relation (4.0.4) est bien définie. Pour cela on procéde par

induction. Puisque u, o € K(x), nous avons grace a la relation (4.0.3)

d(tn,0 — h2n0, K(20n0)) <||tno — hzno — tnoll = hl|znoll
<1+ [|ao|| + [Juol)h
<1+ ||zo|| + )h < hu < g <.

Donc, on pose
Un,1 = PK(:):”,O) (un,O - hzn,O)a

qui est bien définie. De plus, cela nous améne & définir

Tn1 = Tno + (tn,l - tn,O)un,O
Zn,l = Z<tn,17 Tn,1, un,l) € F(tn,la Tn1, un,l)-
Supposons que Uy g, ...; Unis Tn0,---, Tni ANSL qUe 2,0, ..., 2p; ont été construits et satisfont

(4.0.4) et (4.0.5) et on définit w1, Tnit12nir1- Par hypothése (ii), on obtient pour tout
0<7<i

|20 — Tnjall =lTnj1 + (tng — trj—1)Unj1 — Tnj ]|
=[|(tn; — tnj—1)tnj1l

=h|[tn,;1]]
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d’ou, puisque u, ; € K(xpj-1)

[T, = Tn g1 < AL (4.0.6)

D’autre part, pour tous 0 < j<iet 0<:1<n—1

|Zn g1l =lTny + Engrr — tng)unll
=z -1+ (tny — tnj—1)tUnj1 + (Engr1 — tnj)Ungll
=llzo + (tn1 — tno)Uno + (tn2 — tn1)Una + oo + (Tnjr1 — tnj)Unjl|
=||xo + huo + hy1 + ... + huy, ||
<|lzoll + Alluoll + ... + Al[un;ll
<[|wol| + (4 + )N
<||zol| + nhl
donc,
|Zn,g41ll < llzoll + 1. (4.0.7)
D’ou, par les relations (4.0.1), (4.0.5) et (4.0.7), on trouve pour tout 0 < j <7
25|l =112 (tn,55 Tn gy tng) |
<1+ |lzn gl + llunll
<1+ [zl + 20 = p.
Puisque u,,; € K(2,,-1), on a
d(un,i - hzn,ia K(In,z)) §d<un,z - hzn,i7 K<xn,i—1)) + H(K(Inﬂ)? K($n,i—1))
Nttn,i — hzni — Unill + k|| Xn; — Tniza]
<hp + khl = h(p + ki)

1 1
(n+ k) < —(u+kl) <35 <
0

n

|3

Puisque K(x, ;) est r-prox-régulier, on pose
Un,i+1 = PK(:E,”) (un,i - hzn,z)
qui est bien définie. De plus, on a

Tpit1 = Tni + (tnit1 — tni)Un
Zniit1 = Z(tnit1, Tnit1, Unit1) € F(tnit1, Tnit1, Unit1)-

Observons que cette derniére relation implique que
Upit1 € K(J)nﬂ) (408)
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La relation (4.0.4) et le Théoréme 2.7.2 donnent

Un,i — th,z‘ — Un,it+1 >
)

Up i+1 K(xy,;) <Um,z+1 +r ||Un,i . th,z' — Un7z‘+1||

ie.,
Unp,; — hzn,i — Un,i+1

Hun,i - hzn,i - un,i—i—l H

€ I'"(univ1, K(xn,)).
FEtape 2.

Pour tout ¢ € I,,;, on définit les applications suivantes

U (t) = U + (£ — ) (Unyis1 — Uny);

Tp(t) = Tny + (8 — o) Un;

)

Nous avons pour tout ¢ € I, ;-1 = (51, tni

n(t) =t 1+ (& = (6= 1)) (s — thns ).

h
Donc
tni .
un(tn,l) :un,i—l + ( hj - (Z — 1)) (U,nﬂ‘ — U’n,i—l)
=Un,i—1 + (Z — 14+ 1)(””111 — un,i—l)
=Un i,
et

lim w,(t) = lim (u,;+ (% - z) (Unit1 — Uni)

t_’>tn,i t_>>tn,i

:un,i .

Par conséquent, pour chaque n > ng, I’application u,, est continue sur 1.

Pour presque tout t € I,,;, on a par (4.0.10)

1
un(t) = E(un,i+1 — Up,; + hzn,i) — Zni-
On définit 'application z, : I — E par z,(t) = z,,, pour tout t € I, ;.
On pose

1

Montrons que
—A(t) € DT (up 441, Ky (£) N B0, (1 + kL)),
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qui est équivalent &

T
n < n nit1 — —<A(t) ).
300 < (14 K €t s € P (s = )

En utilisant la construction des points u, ;11 (voir (4.0.4)) et le fait que u,; € K(x,,-1), on a

pour presque tout t € I, ;

1
1AL =I5 (unirr = wni + Rz |

1
:ﬁHPK(an) (un,i - hzn,z) - (un,i - hzn,z)”

1
:Ed(un,i - hzn,ia K<xn,z))
1
SE (d(un,z - hzn,ia K<xn,i—1)) + H<K(xn,z)7 K(In,i—l)))
1
< (B = s = il 4 Kl = 011
1
gﬁ(h(u +kl)) = p+ ki

D’ou, pour presque tout t € [, ;,

1AL < e+ kL. (4.0.11)

Maintenant, on considére le vecteur v = w,,; — hz,;, puisque K est a valeurs r-prox-réguliéres,

la relation (4.0.9) donne

(4.0.12)

P, y(v) —v
Un,i+1 = PKn(t) (PKn(t) (U) (t)< ) )

—r
[1Pr, ) (v) = o

Grace a la relation (4.0.11), nous avons %
1

a la relation (4.0.12), avec A\ = WHPKn(t)(U) — v||, on trouve

< 1. Donc, en appliquant le Lemme 2.4.6

r [Py (v) = vl Pryo (v) = v
n,i =P P, - 7 = -
it W( OO T TSR TP — ol

=P, 1)

i (Pro0) = s (P () =)
(PKn(o(v) - L)An(t))

(n+k

par conséquent,

—A,(t) € N (tn,iv1, Kn(t)),
de maniére équivalente

r

umH € PKn(t) (un,iJrl — mAn<t)> P-p. sur In,i' (4013)
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FEtape 3.
D’abord, nous montrons la convergence de la suite (u,(.)) € Cg(I). Par la relation (4.0.11),

on a pour presque tout t € I,

[n @ <lin(t) + zn (O] + [[2n ()]
=[An @I + [z )]
<2u+ kl,

ie.,

i ()] < 20 + K. (4.0.14)

Ceci prouve que (i,(.)) est uniformément bornée par (2u + kl). Par suite, (u,(.)) est une suite

bornée de Cg(I) puisque pour tout t € I,

t
[un(@)] < luoll +/ [un(s)llds < |uoll + 2 + ki := M. (4.0.15)
0

Maintenant, on montre que (u,(.)) est relativement compacte. Il est clair que (u,(.)) est
équicontinue. En effet, pour tous ¢, s € I, nous avons

t

et () — ()| =0 + / ton(r)dlr — g — / in(r)dr]
< / i (7)

<(2u+ kD)t — s|.

Prouvons que pour tout ¢ fixé, la suite (u,(t))n>n, st relativement compacte.
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Pour chaque 0 < i <n-—1ett € I,; larelation (4.0.11) et le fait que u,; € K(x,,-1) nous

permettent d’écrire

Autn(8), (1)) ZA(tnt), K (1)) + HE (@01), K (205-1)
<|un(t) = wnill + kllTniv1 — Tnill

t

=llun; + (5

h
tn,i 1 .
S(T+ — ’l) Hun,iﬂ — un,z” + khl

— i)(um“ — un,i) — umH + khl

=||tnip1 — Unl| + khl

=|[tn,it1 — Uni + hzni — hzg| + khi
=||hA,(t) = hznl| + kRl

<h||An(t)|| + hy + khi

2 2
<h(p+ kl) + hp + klh = 2h(p + kl) = E(u + kl) < n—(u + ki)
0
donc,
2 2
d(un(t), K, (t)) < ﬁ(,u + kl) < n—(u + kl). (4.0.16)
0

Puisque K, (t) C L, on conclut que pour chaque n > ny

d(up(t), L) < ni(u + k).

Alors, pour tout n > ng il existe y,(t) € L telle que

Ao1a(1), L) < [a(6) — s ()] < 204 KD+ (-4 b) = (g kD).

n n
Posons e, (t) = u,(t) — yn(t), et observons que
3
len(t)]| < E(u + k1), et u,(t) — e, (t) € L.

Gréace a cette derniére inégalité et la relation (4.0.15), on trouve pour tout n > ny,

3 3
lun(t) = en(Oll < M+ =(u+ ki) < M+ —(u+ ki) = M',
0

ie.,

(un(t) — €,(t)) € LNB(0, M),
ou d’une maniére équivalente
un(t) € LNB(0, M) + ({0} U {ex(t)/k > no}) := L(t). (4.0.17)

Remarquons que Pensemble L(t) est compact car L est compact. Par conséquent, (ty ())nsn, €st

relativement compacte. Par le Théoréme d’Ascoli-Arzela, la suite (uy,(.))n>n, €st relativement
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compacte dans Cg(I). Par extraction d'une sous suite dont on ne change pas de notation on
peut supposer que (u,(.)) converge uniformément vers u(.) € Cg([). Clairement u(0) = g, u(.)
est Lipschitzienne de rapport 2u + kl.

On définit deux fonctions réelles 6, 9, : I — R par 0,(t) = t,i41, O0n(t) = tn, pour
t € I,,;. Observons que

1

n—oo n—oo n—oo M,

i.e., lim 6,(t) = t. Et nous avons,

1
ie., lim 0,(t) =t.

Donc, pour tout t €

n—oo

9

lim [, (6, (1)) — ()] < lim (nun(en(t)) — un(B)]| + [[un(t) — u<t>||)

< Jim (m D)6 () — t] + unlt) — u(t)]

d’ou,
Tim [u (6,(1)) — ()] = 0. (4.0.18)
et on a,
Tim [u (3,(1)) — u()] < lim (nun(an(t)) — (1)) + un(t) — u<t>||)
<t (2 K160~ 1 + ) — u(O)] ).
d’ou,
Tim {|uy, (6,(2)) = u(®)]| = 0, (4.0.19)

On montre la convergence de la suite (z,(.)). Par la relation (4.0.5), on trouve pour tout n > ny
et tout t € I,

T (t) = un(0n (1)),
ce qui donne

xn(t) = x9 —i—/o Un (0n(8))ds. (4.0.20)

Notons que par la relation (4.0.8), on a pour tout n > ng et tout t € I, u,(0,(t)) € L C (B,
ce qui assure que la suite (u,(d,(.))) est uniformément bornée. D’otu, par (4.0.18), (4.0.20) et

le Théoréeme de Lebesgue, on a pour tout ¢t € [

n—oo

lim 2, (f) = 20 + /0 u(s)ds = x(t), (4.0.21)
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et donc, #(.) = u(.) p.p. D’autre part, on a pour tout t € [

lim {[2,(0n(2)) — 2(t)]| < Tim (Hl’n(%(t)) — zn (O] + [lza(t) = x(t)\|>

n—oo

< lim (H/tdn(t) un(5n(8))d8||+||xn(t)—w(t)ll)

< tim (18,(0) -+ a0 = 2(0)] ) =

e, lim ||z,(0,(¢)) — x(t)|| = 0 et similairement, lim ||z,(0,(¢)) — z(¢)|| = 0. Evidemment,

x(0) = xq et x(.) est Lipschitzienne de rapport [. Maintenant, on a, pour tout ¢ € I

U (), K (o(0) = H( K (0a(5,(0). K (5(6) ) < Bl — (0] 0. (102
De plus, par (4.0.16) et (4.0.22)

A(u(t), K (@(t))) <[ualt) = u)] + d(ua (6), K (@(2)))
<lJun(t) — u@®)]| + d(ua(t), Kn(t)) + H(Kn(t), K (2(1)))
g (8) (D) + 20+ k) + H (1), K 2(1).
Passant a la limite quand n — oo dans l'inégalité précédente, on trouve due a la fermeture

de K(z(1)),
u(t) € K(z(t)), Vt € I. (4.0.23)

Enfin, montrons la convergence des suites (2,(.)) et (4,(.)).

Par la relation (4.0.5) et la construction de u,, =, et z,, on a pour tout ¢t € I,

zn(t) = 2(0n (1), 2 (0n (1)), un(0n(t))) € F(én(t)axn@n(t))?un(dn(t)))' (4.0.24)

On déduit que (z,(.)), est uniformément bornée par p dans L3 (), donc on peut extraire
une sous suite, notée (z,(.)) convergeant o(L¥ (1), L. (I)) vers z(.) dans L$$(1) = (L. (1))*

puisque E est reflexif, i.e. pour tout ((.) € LL.(I), on a

lim (z,,(.), C(.)) = (2(.), €())- (4.0.25)

n—oo

Puisque L. (I) C Li.(I), par la relation (4.0.25) on déduit que pour tout ((.) € L. (1),

lim (z,(.), ()Y = (2(.), ¢()),

n—oo

donc, (2,(.)) converge o(LL(I),L%.(I)) vers z(.) dans LL(I), le Lemme de Mazur assure I'exis-

tence d'une suite (£,(.)) (ou &,(.) est une combinaison convexe de {z(.), k > n}) qui converge
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fortement vers z(.) dans L} (7). On peut extraire une sous suite de (&,(.)) qui converge presque

partout vers z(.). Donc,

2(t) € {6(t), n €N} = [ {& (O}, pp.te 1,

neN
d’ou,
2(t) € [ @o{z(t), k> n}, pp.t el
neN
Posons A,, = {zx(t), kK > n}. Donc, par le Théoréme 2.1.1, on obtient pour tous z* € E*, et
neN
(%, 2(t)) < 6" (2", Ay) = sup(x™, z(t)),

k>n
ceci implique que

(%, z(t)) < inf sup(x™, zx(t)) = limsup(z*, z,,(1)).

neN p>p n—oo
De la relation (4.0.24), on obtient
(", 2() < 1 sup 8 (2, F(Ba(8), 20 (60(6)), (6 (0))

On définit pour tout z* € E* la fonction

hp : I X EXE — R
(t,z,u) —— he(t,z,u) =6 (a", F(t, x,u)),

qui est s.c.s. car F' est s.c.s. Par conséquent, puisque lim 6,(t) = ¢, lim z,(0,(¢)) = z(t) et

n—oo

lim w,(0,(t)) = u(t), on conclut que,

lim sup 6" (™, F(6,(t), 2n(0n(t)), un(0n(t))) < 6" (2", F(t, 2(t), u(t))),

n—oo
et donc,

sup ((z*, 2(t)) — 0*(z™, F(t,z(t),u(t)))) < 0.

e b*

Comme F' est a valeurs convexes fermées, par la relation (2.1.1), on trouve
d(z(t), F(t,z(t),u(t))) < 0.

Ce qui prouve que
z(t) € F(t,z(t),u(t)), p.p. t € I. (4.0.26)

D’autre part, on voit par la relation (4.0.14), que (1,(.)) est bornée dans L3 (). Repprenons les
mémes arguments précédents on peut extraire de (1,/(.)) une sous suite qui converge faiblement*

dans L (1) vers w(.) et que w(.) = a(.).
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Montrons maintenant que pour presque tout t € I
—a(t) — 2(t) € DT (K (a(1)) u(®)).

ou de maniére équivalente

-
w(t) € Pr(s u(t) — w(t) + z(t)) |.
() € Pty (ult) — 500+ 2(0) )

Posons 1" = 155. On a A, (t) = U, (t) + z,(t) et par les arguments donnés ci-dessus on sait

que (A,(.)), converge faiblement™® dans L3 (1) vers 4(.) + z(.) := A(.). Par la propriété "I-lisse
faiblement compact" supposée sur I'espace F on obtient pour tout y € L¥(I) et tout ¢ € L (1),

lim [ (J,(y(t) = 7' Bu(6) = Ty (—1" A1), An(6)) S()dt

n—oo I

= /<Jp(y(t> - T/A(t)) — Jp(—r/A(t», A(t>>¢(t)dt

I

Par (4.0.13) on a pour presque tout t € [

un(0,(t)) € Pk, (un(ﬁn(t)) - r’An(t)>,

et puisque la suite (u,(6,(.))), converge fortement dans L¥(I) vers u(.) grace a la relation

(4.0.22), on conclut par la Proposition 3.1.6, que pour presque tout ¢t € I

u(t) € Pr(aw) (u(t) — r’A(t)),
donc, —A(t) € Nk (@) (u(t)) (voir Définition 2.4.4 et Remarque 2.4.5), ce qui est équivalent &
—u(t) — z(t) € Ny (ult)), pp.- t €1,
et par (4.0.26) on trouve
—u(t) € Ngu)(u(t)) + F(t,z(t),ut)), pp. t € 1.
Enfin, par les relations (4.0.21) et (4.0.23) on conclut que
—i(t) € N (#(1)) + F(t, 2(t), (1)), pp-t € I
(t) € K(x(t)), Vt € I,
z(0) = xo; £(0) = o,
donc, notre probléme (Pr) admet au moins une solution Lipschitzienne x € CL(I). De plus,
()| < 2p+ kL, pp.t€l,

avec, (= 1+ ||z + 2L

Ceci compléte la preuve de notre Théoréme. [ |
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Théoréme 4.0.7 La conclusion du Théoreme 4.0.6 reste vraie si on remplace la semicontinuité

supérieure globale de F : I x - x E = E par les deux hypothéses suivantes

V(z,u) € Ex E, t — F(t,z,u) est mesurable sur[0,T]; (4.0.27)
Vtel, (z,u) — F(t,x,u) est semicontinue supérieurement sur £ x E. (4.0.28)

Preuve
Par le Théoréme de Scorza-Dragoni, il existe une multi-application mesurable
Fy: I X E x E= E possédant les propriétés suivantes :

(1) 1l existe un ensemble N C I, indépendant de (¢, z,u) tel que A(N) = 0 et Fy(t, z,u) C
F(t,z,u), pour tout t € I\N et tout (x,u) € E x E;

(2) siu,z,2z:1 — E sont des applications mesurables avec z(t) € F(t,z(t), u(t)) p.p., alors
z(t) € Fo(t, =(t),u(t)) p-p-;

(3) pour chaque € > 0, il existe un sous ensemble compact J. C I tel que \(I\J.) < e,
la restriction de Fy & J. x E x E est s.cs. et 0 # Fy(t,z,u) C F(t,x,u), pour tout
(t,z,u) € Jo x Ex E.

Par la troisiéme propriété, il existe une suite d’ensembles compacts J, C I avec

AI\J,) = €, — 0 quand n — oo telle que la restriction de Fy sur J, X E x E est s.c.s. et
a valeurs non vides. Nous pouvons également supposer que (J,,) est croissante. En vertu du
Théoréme de Dugundji, il existe un prolongement s.c.s. ﬁn de Fo\j, xexe & I X E X E| et tel
que

F,(t,z,u) C (1+ ||z]| + ||u])B, V(t,z,u) € I x E x E. (4.0.29)

Donc, ]:;n satisfait les hypothéses du Théoreme 4.0.6. Par suite, pour chaque zy € FE et
uy € K(xp), il existe deux applications Lipschitziennes w,, =, : I — E vérifiant I'inclusion

différentielle

un(0) =

T (t) =

un(t) € K(zn(t)), Vt € I
(

— U, t) S NK(zn(t))(un( )) + F(tuxn(t)7un<t>>a pp.-tel

o—i-foun s, Vt € I

De plus, nous avons pour presque tout ¢t € [
|a(t)|| < 2u+ Kl. (4.0.30)
Par conséquent, pour tout n € N, il existe une application mesurable z,(.) tel que

2(t) € Fu(t, an(t), un(t)), ¥t € 1, (4.0.31)
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et
—Un(t) € NK(mn(t))(Un(t)) + Zn(t), pp.tel. (4.0.32)

En d’autre termes, 'inclusion différentielle

—Z5(t) € Ni(en(n)(@a(t)) + ﬁn(t>xn(t)a (), p-p-t € I
Tn(t) € K(z,()), Vt € I;
z,(0) = xo; £,(0) = ug

admet au moins une solution Lipschitzienne z,(.) € CL(I).
Par la relation (4.0.30), on voit bien que (1,/(.)) est uniformément bornée par (2u+ kl). Donc

(un(.)) est une suite bornée de Cg(I) puisque pour tout t € I
t
[un (D] < Jluoll +/ [tn(s)l[ds < [luoll + T (2u + ki) := M. (4.0.33)
0

Maintenant, on montre que (u,(.)) est relativement compacte. Il est clair que, (u,(.)) est equi-

continue. En effet, pour tous t,s € I, (t > s) et tout n € N

fentt) = (o)l =l + i) =0+ [ ()
/ it ()|
<(2u+ k)|t — s].
De plus, pour tout ¢ fixé, la suite (u,(t)) est relativement compacte. En effet,
u,(t) € LNB(0, M) := A(t), (4.0.34)

et Pensemble A(t) est compact. Par le Théoréme d’Ascoli-Arzela, la suite (u,(.)) est rela-
tivement compacte dans Cg(/), par extraction d’une sous suite notée (u,(.)) on obtient la
convergence uniforme de (u,(.)) vers une application u(.) € Cg([). Clairement u(0) = ug, u(.)
est Lipschitzienne de rapport (24 + k).

Maintenant, on montre la convergence de (z,(.)) dans Cg(I). D’une part, pour tous ¢, s €

I, (t > s) et pour tout n € N
t S
mmwwwmﬁm+/WMW>m—/umww
0 0

t
< [ untr)ldr < Mt~

Donc, (z,(.)) est équicontinue. D’autre part, puisque pour tout t € I

xn(t) = zo + /Ot un(s)ds,
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par la relation (4.0.34), on obtient

zn(t) € o +/0 co(A(s))ds == A(t),

qui est un ensemble compact puisque pour tout ¢t € I, ¢o(A(t)) est un ensemble convexe
compact. Donc, (x,(.)) est relativement compacte. Par le Théoréme d’Ascoli-Arzela on conclut
que (x,(.)) admet une sous suite (notée (x,(.))) convergeant uniformément sur I/ vers une
application z(.) € Cg([). On a z(0) = zg et x(.) est Lipschitzienne de rapport M. Observons
que pour tout t € I,

n—o0 n—oo

z(t) = lim z,(t) = 2o + /Ot lim w,(s)ds = x¢ + /Otu(s)ds (4.0.35)

par le Théoréeme de Lebesgue (u,(.)) est équibornée (relation (4.0.33)), donc, &(.) = u(.) p.p.

D’autre part, nous avons

H(K(xn@)),K(x(t))) < Kllan(t) — 2(t)]| — 0,

et

d(u(t), K(x(t))) <lun(t) —u@)] + d(ua(t), K(2(t)))
<llun(t) = u®)ll + d(un(t), K(a(t))) + H(Kn(t), K(2(1))),

passant & la limite dans 'inégalité précédente, on trouve due a la fermeture de K (x(t)),
u(t) € K(x(t)), Vt € I. (4.0.36)

On voit par la relation (4.0.30), que (i,(.)), est bornée dans L% (), par extraction d'une sous

suite, on suppose que (t,(.)), converge faiblement® dans L3 (1) vers une fonction w(.) et que
w(.) =u(.).
Par la relation (4.0.29) et (4.0.31), nous avons
[z (@)} <1+ [lzn (@] + [[un(?)]]
<1+ ||wol| + TM + M
=1+ zo|| + (T + 1) M.

On déduit que, (z,(.)) est une suite bornée dans L (1), donc on peut extraire une sous suite
notée (2,(.)) qui converge o(L, LL.) vers z(.) dans L ([).

On montre que pour tout t € I, 2(t) € F(t,x(t),u(t)) p-p.
Puisque x,, u, et z, sont mesurables et satisfont la relation (4.0.31), donc par la propriété (2),

on aura

Zn(t) S F()(t,]?n(t), Un(t)), P-P-s
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i.e., pour tout n € N, il existe un ensemble N, C J,, de mesure nulle tel que
zn(t) € Fo(t, x,(t), un(t)), Vt € J,\N,. (4.0.37)

Posons Ny := (I\ U, J,,) U (U, N,,) qui est négligeable. Pour tout ¢t € I\ Ny, il existe un entier
no = no(t) € N tel que our tous n > ng, t € J,\ NV,

zn(t) € Fo(t, x,(t), un(t)), Yn > ny.

D’autre part, puisque Fj est s.c.s. sur J, X E X F et x,(t) — x(t), u,(t) — u(t) quand n — oo,
on trouve que pour tout z* € E*,

lim sup 6 (", Fo(t, x,(t), u,(t))) < 8" (z*, Fo(t, z(t), u(t))).

n—oo

Pour t ¢ Ny et n > ng, on a
<x*7 Zn<t)> < 5*<I*, Fo(t,xn(t),un(t))),
donc

lim sup(z™, 2, (t)) <limsup 6" (x*, Fo(t, 2,(t), un(t)))

n—oo n—oo

<6 (2", Fo(t, (1), u(?))),
par le Lemme de Fatou, on déduit que pour tout ensemble mesurable A C [ et tout z* € E*,

/(w*,z(t»dt = lim [ (2%, 2,(t))dt
A

n—oo A

=lim sup / (", z, (1)) dt
A

n—oo

< / lim sup(z*, z,(t))dt
A

< /A 5 (. Folt, (1), u(t)))dt.
D’ou,
<ZL“*, Z(t» < 5*($*, FU(t’ l‘(t), u<t)>> p-p

alors

sup ({27, 2(t)) = 0" (a", Fo(t, z(t), u(t)))) = 0,

e E*

puisque Fj est a valeurs non vides convexes fermées, par la relation (2.1.1), on aura

A(=(t), Folt, o(t), u(t))) = 0, ca implique que, =(t) € Fo(t, 2(t), u(t)) pp-
On a montré qu’il existe un ensemble négligeable Ny C I tel que

2(t) € Fo(t,z(t),u(t)), Vt € I\ No.

87



Par la properiété (1),
z(t) € F(t,x(t),u(t)), YVt € I\ N,

ce qui prouve que,
2(t) € F(t,z(t),u(t)), p.p- t € I. (4.0.38)

Maintenant, on a par (4.0.32)
—Un(t) € Ng(aw)(un(t)) + 20(t), p.p. t € 1.
Par la définition du cone normal proximal, on déduit qu’il existe o > 0 tel que
Un(t) € Pr(op))(un(t) — a(in(t) + 2n(1))); pp.-t € 1. (4.0.39)

Posons A, (t) = ,(t) + 2,(t). Par les arguments cités dessus, (A,(.)), converge faiblement*
dans LY (1) vers @(.)+z(.) := A(.). Par la I'hypothése de "I-lisse faiblement compact" supposée
sur Pespace E on a pour tout y € L¥(I) et tout ¢ € L (1),

T [ (2 (0(0) = a8(0) ~ Ty (02 (0), Ault) o(0)at

- / ((y(t) = QA1) — Jp(~al (D)), A)b(t)dr.

D’autre part, la suite (u,(.)) converge fortement dans L3 (1) vers u(.) (car elle converge uni-
formément vers u(.) dans Cg(1)).

Donc, par la relation (4.0.39) et la Proposition 3.1.6, on a pour presque tout ¢ € [
u(t) € Pra)(u(t) — alA(t)),
d’ott, —=A(t) € Ng()(u(t)), i.e.
—u(t) — 2(t) € Nx(y(u(t)), pp-t €1,
et par (4.0.38) on obtient
—u(t) € Ny (u(t)) + F(t, z(t), u(t), pp-t € I.

Enfin, par les relations (4.0.35) et (4.0.36) on conclut que le probléme (Pr) admet au moins

une solution Lipschitzienne x € CL(I). De plus,
|2(#)|| < 2u+kl, pp.t €I

Cecli achéve la démontration. [ |
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CHAPITRE b

Existence de solutions pour une incluion différentielle du second

ordre avec une perturbation univoque Lipschitzienne dans un espace

de Hilbert
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Soient H un espace de Hilbert réel, T > 0 et F : [0,T7] x H = H une multi-application &

valeurs non vides convexes compactes satisfaisant la condition de croissance linéaire
Flt,z) € B + |el)L, ¥(t,2) € [0,T] x H, (5.0.1)

ou 3(.) € L*([0, T], R) est une fonction positive et L un sous ensemble compact de H. Supposons
de plus que F' est s.c.s. par rapport & la seconde variable et pour chaque x € H, F(.,z) admet
une sélection mesurable. Sous ces conditions, les auteurs dans [40] ont montré que le probléme
perturbé suivant

—(t) € Nicgy (u(t) + F(t,u(t)), pa. t € 0,T],

u(0) = uy € K(0);

(5.0.2)

admet au moins une solution absolument continue lorsque H est séparable et les ensembles
K (t) sont r-prox-réguliers (r > 0).

L’existence et 1'unicité de solutions du probléme (5.0.2) sont aussi obtenues dans [39] dans le
cas oul F' est univoque, disons f, qu’elle est Lipschitzienne continue par rapport a la deuxieme

variable sur tout sous ensemble borné de H et satisafait la condition de croissance linéaire
£ @) < B@#)(1 + [|z]]), V(¢ z) € [0,T] x H.

Le cas couplé de [39] et [40] a été donné dans |[6].
Dans ce chapitre, nous étendons le résultat du premier ordre établi dans [39], au second

ordre, i.e., on montre que le probléme

—i(t) € Nk (2(1)) + f(t,2(t),&(t), p-p.- t € I;
(Pr)Q @(t) € K(t), Vt e I;
z(0) = x; £(0) = uo,

admet une solution Lipschitzienne lorsque K(.) est Lipschitzienne & valeurs r-prox-réguliéres, et
f est Lipschitzienne par rapport a la deuxiéme et la troisiéme variables et satisfait la condition

de croissance linéaire naturelle i.e. pour un réel ¢ > 0,
|f(t w)| < o1+ |lall + lul), Yt 2,u) € T x H x H.

La démonstration de ce résultat est donnée par deux méthodes différentes. La premiére consiste
a étudier directement ’existence de solutions via I’algorithme de discrétisation, tandis que dans

la deuxiéme on rameéne le probléme considéré & un probléme du premier ordre.
Avant d’exposer notre résultat d’existence on donne dans une premiére section quelques

caractérisations des ensembles prox-réguliers dans les espace de Hilbert.
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5.1. Caractérisations des ensembles r-prox-réguliers

5.1 Caractérisations des ensembles r-prox-réguliers

Dans cette section, on rappelle quelques résultats concernant les ensembles r-prox-réguliers

et leurs caractérisations dans le contexte Hilbertien et qui nous seront utiles par la suite.

Définition 5.1.1 Dans un espace de Hilbert H, un sous ensemble fermé C' est dit uniformé-

ment r-prox régulier ssiVx € C, ¥p € NZ(z) \ {0}, on a

B(x+7"”;%”,r)ﬂ0=®,

autrement dit, si et seulement si, pour tout x € C' et tout p € Ni(x)

P 1
<m,y —2) < olly = z|?, Yy e C. (5.1.1)

(O

®
I',\\ \ , //D |

@\\ ]

F1G. 5.1 — Ensemble r-prox-régulier

De la définition 5.1.1 illustré par F1G. 5.1, découle la propriété vérifiée par un ensemble uni-
formément r-prox régulier : la projection sur un ensemble C' uniformément prox-régulier est
bien définie pour les points se situant a une distance de C, plus petite que la constante de
prox-régularité.

La proposition suivante résume certaines des conséquences importantes de la prox-régularité.

Pour la preuve de ces résultats nous renvoyons le lecteur a [30, 60].
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5.1. Caractérisations des ensembles r-prox-réguliers

Proposition 5.1.2 Soit C' un sous ensemble non vide fermé de H et r > 0. Si l’ensemble C'
est r-proz-réqulier, donc on a les assertions suivantes.

(i) Pour tout x € H tel que do(x) <1, Po(x) existe et est univoque ;

(ii) pour chaque v’ €]0,r[, Uensemble Enl(C,r") := {x € H, dc(x) < 1’} est (r —r')-prox-
réqulier;

(iit) le sous différentiel de Clarke et le sous différentiel proximal de de coincide en tout point

x € H vérifiant do(x) < r.

Le résultat fondamental suivant concerne la scalaire semi continuité supérieure du sous diffé-
rentiel proximal de la fonction distance aux images d’une multi-application a valeurs r-prox-

réguliéres. Pour un résultat plus général, nous renvoyons le lecteur a [19].

Soit C(.) une multi-application définie de I = [Ty, T] dans H satisfaisant les hypothéses
suivantes. Pour r > 0,
(Hy) pour tout t € I, C(t) est un sous ensemble non vide fermé et r-prox-régulier de H.

(H;) La multi-application C' est & variation continue, i.e., pour tout y € H et tous t,s € [
[ d(y, C(1)) — d(y, C(5)) |< o(t) — v(s)], (5.1.2)

ot v : I — H une application absolument continue.

Proposition 5.1.3 Soit C(.) une multi-application satisfaisant (Hy) et (Hy). Soit (t,) une
suite de [Ty, T| qui converge vers t € [1y,T] tel que t, > t pour tout n. Soit (x,) une suite
convergeant vers x € C(t) telle que x,, € C(t,) pour tout n. Alors, pour chaque z € H,

lim sup 6*(0%d(z,,, C(t,)), z) < §*(OPd(x, C(t)), z).

n—~oo

La démonstration exige le lemme suivant qui est une variante d’un résultat de Bounkhel et

Thibault [19].

Lemme 5.1.4 Soit C C H un sous ensemble non vide, fermé et r-prox-régulier. Soient v € C,

¢ € Od(x,C). Alors, pour tout z € H tel que d(z,C) <r, on a

1 1 1
V< ey — 2 g2 Nz — 1.
62— a) € o= ol + =5, 0) + Ll —al + DA 0), (513
et
(€2 —a) < ;HZ 22+ d(=,C). (5.1.4)
Preuve

Fixons z € H tel que d(z,C) < r. L’ensemble C' étant r-prox-régulier, soit y, 'unique point de

C' (car la projection est univoque) tel que
d(z,C) = |lz = y:|.

92



5.1. Caractérisations des ensembles r-prox-réguliers

D’ou,
lo = gell? < llz = + d*(2,0) + 21z — x| d(z, 0) (5.1.5)
et comme d(z,C) < ||z — 2|,
= yalI* < 4]z — = (5.1.6)

D’autre part,

<£7 2 $> < <€ayz - $> + <§7Z - yz) < <§7yz - J?) + ||€||d(za C)
Puisque & € 0Pd(z,C), on a ||€|| < 1 par (2.4.4) et donc cette inégalité et (5.1.1) donnent
1
<€>Z - 33) < 2_T||yz - xHQ + d(Z>C)'
Par conséquent, utilisant les relations (5.1.5) et (5.1.6), nous obtenons
1 1 1
_ < Zly — pll2 2 g2 sy —
(€2 2) < o llz = 2P 4 (2, 0) + Hz — #]d(z.0) + d(z.0)
et
2
<§7Z - .T) < ;HZ o ZEH2 + d(Z,C),

ce qui termine la preuve du lemme. [ |
Preuve de la Proposition 5.1.3.
Fixons z € H. Par extraction d’une sous suite, on suppose, sans perte de généralité que

6*(OPd(z,, C(t,)), z) converge et donc

lim sup 0*(0%d(zy,, C(ty)), z) = im 6™ (OPd(zp, C(tn)), 2).

Puisque C(t,,) est r-prox-régulier, par la proposition 5.1.2, on a d?d(x,,, C(t,)) = 0°d(x,, C(t,)),
ce qui assure 0Pd(x,,C(t,)) est faiblement compact (voir [29]). Donc, pour tout n, il existe
& € 0Pd(zy,, C(ty,)) tel que
3 (OPd(xn, C(tn)), 2) = (&n, 2)-
Gréce a la relation (5.1.1), ||&,|| < 1, pour tout n, donc (&), converge faiblement vers £ € H.
Montrons que ¢ € 9%d(z, C(t)).
Fixons v € H. Puisque z,, € C(t,), pour s > 0 assez petit, d(z, + su,C(t,)) < s||ul]| < r

pour tout n. Donc pour s assez petit, nous avons par le Lemme 5.1.4,
2
(€n, su) < =82 ||u|?* + d(z, + su, C(t,)); Vn.
r
Sachant que C(.) satisfait la relation (5.1.2), on obtient

| d(zn + su,C(t,)) — d(z + su,C(t)) |< | d(z, + su,C(t,)) — d(z, + su, C(t)) |
+ | d(zy + su, C(t)) — d(z + su, C(t)) |
<|v(tn) = v(®)] + lon — 2],
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faisant tendre n vers l'infini, on aura grace a la convergence des suites (x,,) et (t,) vers x et t

respectivement, d(z, + su, C(t,)) — d(z + su, C(t)), par suite
2
(€, 5u) < 252ull? + d(o + su, C(1)).
r
Il résulte alors

(€, u) < liminf = (d(x 4+ su, C(1)) — d(z, C(t))> < % (3 1),

n—oo S

Cela étant vrai pour tout u € H, on conclut que £ € 9°d(x, C(t)) = dPd(x,C(t)). Par consé-

quent,

lim (0% d(xn, C(tn)), 2) = (&, 2) = (€, 2) < 67(d(z, C(1)), 2).

Ce qui achéve la preuve. |

Nous sommes aussi besoin du résultat suivant qui est une conséquence directe du lemme de

Gronwall (voir [40]).

Lemme 5.1.5 Soit I = [0,T] et soit (x,(.)) une suite d’applications absolument continues

définies sur I a valeurs dans H. Supposons que limz,,(Ty) = 0 et que pour tout n,

d

%(Il%(t)ﬂz) < Bu®llza(®)]* + on(t) p.p. t €1,

ot (), Ba(.) € LY(I,RT). Supposons de plus que (83,(.)) est bornée dans L' (I, R)
et lim,, ij; an(t)dt = 0. Alors,

i 2,() e = 0.

Preuve

Grace au lemme de Gronwall, pour tout t € I,

o) < | (anenn] | t ur)ir s + (T Penf | t plr)ir |

Il résulte que, pour tout t € [Ty, T1,

a0 < exf e} [ au(o)ts + () Pern] [ fuirir |

To

D’ou la conclusion.
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5.2 FEtude d’une inclusion différentielle du second ordre
dans un espace de Hilbert

Nous sommes maintenant en mesure de montrer notre résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 5.2.1 Soit [ =[0,7] (T > 0) et H un espace de Hilbert séparable.

Soit f: I x Hx H= H une application séparément mesurable sur I telles que

(i) pour tout n > 0, il existe une fonction positive k,(.) € L'(I,R) tel que pour tout t € I et
pour chaque (x,v), (u,v) € B(0,n) x B(0,7),

1 (s u) = (& y, 0] < k(@) (2 =yl + lu = l]);

(i) pour un nombre réel ¢ > 0 satisfaisant T(T + 1)c < %,

1t w)]| < oL+ [l2l] + lul), ¥(t,2,u) € T x H x H.

Sotentr > 0, K : I = H une multi-application a valeurs non vides fermées et r-prox-réguliéres.
On suppose que K(.) est Lipschitzienne, c’est a dire, il existe une constante k > 0 tel que pour

toust,s €1,
H(K (1), K(s)) < k|t — s|. (5.2.1)

Alors, pour tous o € H et ug € K(0), il existe deuz applications Lipschitziennes u,x : [ — H

vérifiant [inclusion différentielle

z(t) = xo + fg u(s)ds, Vt € I;
u(t) € K(t), Vt € I;
(

~(t) € Nicqo (u(t)) + F(t,2(t), ult), pp. t € I,

(Pr)

\

De plus, on a pour presque tout t € I
la(t)]| < 2ac+k,

ol
a =1+ [zl + (T + 1)L.

et

1
= 1 kT).
T—or@ g e T el + llwoll + £T)
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Hilbert

En d’autres termes, l'inclusion différentielle

—i(t) € Niw (1)) + f(t, x(t), (1), p-p. t € I
(P) S i(t) € K(t), Vt € I;
z(0) = xo; £(0) = ug

admet une solution Lipschitzienne z(.) € CL(I).

Preuve
Premiére méthode.
FEtape 1.Posons

= L+ Jluol| + [lzol| + KT).

: (
1-2T(T+ 1)c
Supposons que

a+3kT <r

avec av = 1 + ||zo|| + (T + 1)L

(5.2.2)

(5.2.3)

Pour tout n > 1, on considére la partition (¢,0,[,;), 0 <i <mn —1 de l'intervalle I = [0, T

. . _ . _ . _ T
définie par I, ; = (tni,tnir1] pour 0 <i<n—1,t,; =ihpour 0 <i<neth=_.

Pour tout n > 1, on procéde par induction sur Uentier 4, pour définir deux suites (2,,;)o<i<n—1

et (un,i>0§i§n—l tels que Upp = Ug € K(O), Tn,o0 = Zo,

tn,i+1
Univ1 = Pr( 1) | Uni — / J(8,@pistnz)ds |.
tn,i

et

Tnit1 = Tng + (tniv1 — tni)Un-
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Dans la suite, on montre que la relation (5.2.4) est bien définie. Pour cela on procéde par

induction. Puisque wu, o € K(t,) et par (5.2.2) |lug|| < (T"+ 1), nous avons

tn,l
d(un,o_ f(87 xn,07 ’U,n70)d$, K(tn,l))

tn,O

tn,l
Sd(un,o— / f(s,xn,o,un,o>ds7K<tn,o>> +H<K<tn,l>,f<<tn,o>)
tn,()

tn,l
S/ ||f(87 Tn,0, un,O)HdS + k|tn,1 - tn,Ol

tn,O

tn,l
S/ c(l + ||@o|| + ||u0||) + kh

tn,O

<Te(1+ |lzoll + [Juoll) + KT
<Tec(1+ ||zol| + (T + 1)l) + kT

1
<§(1 + lzoll + (T + 1)) + kT

1
:§a+kT§a+3kT<r

par la relation (5.2.3) et donc, puisque K (t,1) est r-prox-régulier, on pose

tn,l
Un,1 = Prt,1) <Un,0 - / J(5, 20, Un,o)ds),
tn,O

qui est bien définie. De plus, cela nous améne a définir
Tn1 = Tno + (tn,l - tn,O)un,O-

Supposons que Uy, g, ..., Up,; AUSSL que Ty g, ..., Ty,; ont été construit et satisfont (5.2.4) et (5.2.5)

et on définit u,, ;11 et z,;41. Pour tout 0 < 7 <4, on a

tn,j
[tn,; — un,j—1+/ f(85Tn 1, Unj-1)ds||

tn,j—1

tn,j
=d (Un,j—l — / f<87 Tn,j—1, un,j—l)dsa K(tn,])>

tn,j—1

tn,j
Sd(“n,y‘—l —/ f(8Tnj1,Unj1)ds, K(tn,j—1)> + H(K(tn,j),K(tn,j_1)>

tn,j—1

tnyj
S/ (s, 2051, unj1)llds + Kltn; — tnjl

tn,j—l

tn,j
_ / 1£(5: 2o tin 1) s +

tn,j—1
et donc

tn.j
[tnjll < Nlunj-1ll + kh+2/ 1/ (8, Znj-1, un,j—1)]|ds.

tn,j—1
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Par itération, on détuit que

n,p+1
sl < ol +jkh+22/ 1£(5, 2 ps )| ds. (5.2.6)
D’autre part, par (5.2.5), on a pour tout 0 < j <iet 0 <i <mn,

|Znjll =Tn -1+ (nj — tnj—1)Un
=||zo + (tn1 — tno)tno + (tn2 — ta1)tna + .. + (tn; — tnj—1)Unj—1]|
=l||zo + htno + htn 1 + ... + g ;||

7j—1
<lzoll + 2D Nunyll
p=0
Sl + 1 guas |
Sliwoll + T s
Alors, utilisant cette derniére inégalité et ’hypothése (ii), on obtient
1t gy un )| < €U+ znsll + unsll) < e+ Jloll + (T + 1) max flus, ). (5.2.7)
On obtient par (5.2.6) et (5.2.7) que, pour tout 0 < j <,
g < il + KT+ 271 + llzol + (T + 1) gua )
< .
<luoll + KT+ 2Te(1 + [|ol| + (T + 1>g;§§g lnl)-
Cela étant vrai pour tout 0 < j <4, il résulte, grace a (5.2.2), que

max | < Nl + K7+ 2Te(1+ o]l + (T + 1) s [l )

d’o,
(1 =2T(T + 1)) max [Jun | < fluol| + KT+ 2Te(1 + [[zol|).
<j<i

Par conséquent, puisque 2T (T + 1)c < 1,

1
max |

< KT + 1 —1. 5.2.8
s ol < g (ool + 67+ 14 ol (5:28)

On trouve par les relations (5.2.7) et (5.2.8) que,

1t g )| < (1 + o]l + (T + 1)2). (5.2.9)
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On a u,,; € K(t,;), donc

tn,it+1
d(un,i_ / f(S, Tniy umi)dsa K<tn,i+1))

tn,i

tn,itl
Sd(un,z - / f(Sa xn,'h un,i)dsa K(tn,'L)) + H (K(tn,i+1>7 K@n,z))
t

n,1

tn,itl
S / ||f<87 Tniy Un,z)”ds + kh,
t

n,i

d’ott par les relations (5.2.3) et (5.2.9)

tn,it1
d(um-— / f(S, xn,i; um)ds, K(tn,i+1>)
t

n,i

<Tc(l+ ||zo|| + (T + 1)) + kT

1
< (U lzoll + (T +1)1) + kT < o+ kT <.

Puisque K(t,;+1) est r-prox-régulier, on pose
tn,it+1
Un i+l = PK(tn,iH) (Un,z' - / f(=5’7 xn(tn,i)) un,i>d3)
tn,i

qui est bien définie.
Etape 2. Pour tout t €|t,,;,t,+1] on définit les applications suivantes
(

tn,itl
n(t) = s + (£ — ) (u+ s+ / f(s,xn<tn,i),un<tm>)ds)
t

n,i

t
- / F(53 2 (ts)s (b)) s
tn,i
Tp(t) = ps + (t — b)) Ui
\fn(t) = f(t, Tnis un,i)~

(5.2.10)

Clairement u,, est absolument continue sur tout intervalle |¢,;,t, 1] et donc est absolument

continue sur [0, T]. De plus, pour tout ¢ € {0,....,n — 1}

1

tn,itl
U (t) = 5 <un,i+1 — Uy +/ f(s,wn7i,un7i)ds) — f(t, Tnis Unyi), VEE Iy
t

n,i
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On se propose de trouver une borne supérieure pour l'expression ||, (t)+ f,,(t)||. Grace a (5.2.9)

on a, pour tout t € [,,;

([ () ()|
1 tn,it1
:”E (un,iJrl — Upy; + / f(s, Tn,, un,i)d5> I

tn,i

1 tn,it1 tn,it1
ZﬁHPK(tn,iH) (Um - / f(S, T, un,i)d3> - (Um - / f(87 T, un,i)ds) ||
tn,i tn,i

1 tn,itl
=7 (d (Um — / F(8, Tn i, un)ds, K(tn,i+1)>)

tn,i

tn,i+1
d(um— / f(s,xn,z-,un,ads,K(tn,») +H<K(tn,z-+1>,f<<tn,i>))
tn,i

IA

IA

tn,itl
/ £ (5, )| ds + Blfser — tn,i|)
t

n,i

VAN
S= = e

7~ N 7N /N

he(1+ ||laoll + (T + 1)1) + k’h) =ac+k,

alors,

[6n(t) + fu(D)|| < e + k. (5.2.11)
Par la relation (5.2.4) et la définition du cone normal proximal, on peut écrire pour tout ¢ € I,, ;,
un(t) + fn(t) c _NK(tn’i+1)(un,i+1>- (5212)

L’inclusion (5.2.11) et la relation (5.2.12) donnent en vertu de (2.1.1)

—Un(t) — fn(t) € (CYC + k)@de(tn’iH)(un’iH) (5213)

et
[ ()| < [in (@) + faOI + £ < 20c+ . (5.2.14)

La suite (1u,(.)) est uniformément bornée par (2ac + k). Donc, (u,(.)) est bornée dans Cy(1),

puisque pour tout t € [ ;
t
[[un ()] < lluoll +/ [ (s)l[ds < [luoll + T'(2ac + k). (5.2.15)
0

Maintenant, on montre que la suite (u,(.)) converge dans (Cg(I), ||.||c). Fixons m,n € N tel
que m > n > 1. Soit 0,(.),d,(.) : I — I définies par 0,(t) = tnit1, On(t) = tns, pour tout
t € I, telle que 6,(0) = 6,,(0) = 0. Observons que

T

n—oo n—oo M
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par conséquent, lim d,(t) = t. Par le méme calcul on aura lim 6, (t) = t.
n—oo

n—oo

Notons que par la relation (5.2.4), on a, pour tout ¢t € [
un(0,(t)) € K(0,(t)). (5.2.16)
Donc, pour tout t €

d(um(t), K(0,(1)))

IN

d(um (), K(Om(t))) + HK (On(t)), K (0n(t)))
At (O (2)), K (O (1)) + [[tim (0 () = wm (8] + K00 (E) — Om (2)].

IN

D’autre part, par la relation (5.2.14) on a, pour tout n > 1 et tout ¢t € I;

Jua(B(6)) — (6} =] / s = [ aafs)as|
< / Jiin(s) ds

donc,
|tn (0, (1)) — un(t)|] < (2aic + k)|0,(t) — t| (5.2.17)
et
St S (t)
100 (0a(8)) = (6 ()] = / s — [ i (s)as]
u,(8)||ds
s/w (o)1
alors,
|1 (00 (t)) = Um (6 (1)) || < (2ac + K)[0,(t) — 6m(t)], (5.2.18)
de plus,
d(um(t), K(0,(t))) < 2ac+ k)|0(t) — t| + k|0, (t) — 0,(1)], (5.2.19)

par les assertions qui précedent, on trouve
T T
d(um(t), K(0,(t))) < 2(ac+ k)— + k— < T(2ac+ 3k) < a+ 3kT < r. (5.2.20)
m n
Posons, pour tout t, 7, (t) := |0,(t) — t|. Donc, (5.2.19) donne

d(um (1), K(0n(1))) < 2(ac+ k)ym(t) + kyn(t). (5.2.21)
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Posons # = 2(ac + k). Prenons (5.2.13), (5.2.17), (5.2.20) et (5.2.21) en compte et appliquant
le Lemme 5.1.4 (relation (5.1.4)), il résulte que pour presque tout t € I,

<un<t> ), un (1)) — um<t>>
ln (8 (5)) — 1w (8)]? +

(Hun(@n(t)) 0]+ ) — um<t>u) n

Caun(t), K (6,(9)

p
2

<

Sl ™

(904 100

)

< ((2ac + k) () + |Jun(t) — um(t)||)2 + g <ﬁvm(t> + kvn(t)).

Donc, en utilisant (5.2.11) et (5.2.17) on aura
<an<t>+fn<t>7 () um<t>>
=<un<t> a0 (0(0)) — um<t>> n <u (1) + Fult). un(t) — un<en<t>>>

<

<2 ((2ae 10+ )~ unt0) + 5 (1000) + k200
Hlin(®) + £u(0lln(0) — 0 0,6
< ((2ae 4 120) + @)~ un®) + % (30700
Par la méme méthode en interchangeant le role de n et m, nous aurons aussi
(im(®+ 5 ®m0) = 00y <2 (20 K ) i) ~ )
() 4200,

On trouve grace a ces derniéres inégalités,

(100 4 F2(0) = 0n(8) = Fl0) 00) = un(0))

<2 ((2ac+ 000+ unl®) = in(®)]) + 5 (0) + 000
+2((@0e+ 1) + ual®) — @) + 5 (300) #2000
=2 ((r(ac+ 17+ ac + B)llun(t) = 1) (a(0) + 10) + 2 ua(6) - (0P

+6° (Y (t) + Y (t))
<§((T (2ac + k)* + 2( 2ac+k)(||uo||+T(2ac—|—k:)))( ()+7m(t))+2||un(t)—um(t)||2)
+52 (Y (t) + m(t)),
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pour tout nombre positif p = g(Zac + k) (2]Juol| + 3T (2acc + k)) + 3% indépendant de m, n et ¢
(notons que grace a (5.2.15) (u,(.)) est bornée par ||ug|| + T'(2cc + k))

: : 20
(i00) 4 (0) = i) = (0 10(8) = 0]} < ) = O + pone) + 90 (0). (222
D’autre part, par la relation (5.2.4), on a pour tout t € I et tout n > 1
T (t) = un(0n (1)),
ce qui nous ameéne a
¢
alt) = 0 + / n(6(5)) ds. (5.2.23)
0
Par le derniére relation et la relation (5.2.8), pour tout t € I
¢
[z @ < [loll +/0 [[n(0n(s))l|ds < [zol| + T1,
d’ou, pour n = max{||u|| + T'(2acc + k), ||xo|| + T}, pour tout ¢t € I et tout n > 1
u, (t), ,(t) € B(0,7). (5.2.24)
Utilisons les relations (5.2.8) et (5.2.23), on aura pour tout m,n > 1
[[2.(0n (£)) =m0 (£))]
Sn(t) Sm (£)
|z +/ tn (6(5))dls — 0 — / (6 (5))ds ]|

0

on (t)O 0
%A zmmmw+émwwmmwu

5 (t) 0
gl H%@$mw+émma%@mm

n(t) 0
< / lds + / lds
0 S (t)

on ()
:/ lds < 1[5, (t) — 6 (t)].
)
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Donc, par I'hypothese (i), (5.2.18) et (5.2.22),

(U (t) = U (t),un(t) — um(t))
=(Un(t) + fult) = U (t) = frn(t), un(t) — um (1))
F(fin(t) = fa(l), un(t) — wn(t))

?Hun(t) = U ()] + p(3(t) + 3 (t))
| fn(8) = FaOl[[wn(t) = um (@]

<2 (1) = (0P + L (8) + (1)

<

<2 (1) = ()P + L (8) + (1)

+2k, () (L + 2ac + k) (Juo || + T'(2cc + k) |6, (t) — 8, (2)].

De plus, on a
(100 = wn017) = 2000 0) = (0. 00(0) = (1)

Posons
G (t) = p(1(t) + Y () + 2k, () (1 + 2ac + k)(HuoH + T (2ac + k)) 10, (t) — 0m(2)]-

Ona lim G, () = 0 puisque 6,(t) — t et J,(t) — t. Il résulte du théoréme de la convergence

7,Mm—00

dominée de Lebesgue que
T

lim G,n(t) =0.
n,m—oo [
Ceci est due au fait que ||u,(0) — u,,(0)|| = 0, et donc, en vertu de Lemme 5.1.5,

lim Jup(.) — um(.)]lc = 0.

7,Mm—00

Par conséquent, (u,(.)) est une suite de Cauchy dans (C(I, H), ||.||c) et donc converge unifor-
mément vers une application u(.) € C(I, H).

Pour tout ¢ € I, nous avons en vertu de la relation (5.2.17)

im {Jun (0 () — (@) < Him ([lun(0n(t) = un ()] + un () — u(®)l])

n—oo

< lim ((2ac + k)0, () — t] + [Jun(t) — u(®)]]),

n—oo
alors,

lim [Jun (0 (t)) — u(t)] = 0, (5.2.25)

n—oo
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et similairement nous avons, Pour tout t € I,

im {Jun (6, () = w(t)]| < Hm ([[un(0n(8)) = un(®)] + [Jun(t) = u(®)])

n—oo

< Tim ((2ac + k)[6(8) =t + [[un(t) — u(®)])),

alors,
lim ||u,(5,(¢)) — u(t)]| =0, (5.2.26)
D’ow, par (5.2.23) et (5.2.26), utilisons le théoréme de Lebesgue, on obtient pour tout ¢ € I
t
lim x,(t) = zo +/ u(s)ds == x(t), (5.2.27)
n—oo 0

alors, z(.) = u(.) p.p.
D’autre part, par la relation (5.2.8), on a pour tout t € 1

im {2, (6n(£)) = 2(@)[| < lim ([l2n(0n(t) = 2a ()] + 20 (t) — z(®)]])

< lim (H/ten(t) Un(0n(s))ds]| + Hwn(t)—w(t)l\>

n—oo

< lim (U0n(t) — t] + [[2a(t) — 2(t)]]) =0,

donc, lim ||z,(0,(t)) — z(t)|| = 0, et similairement,
lim ||z, (0, (t)) — z(t)|| = 0. (5.2.28)

Il est évident que, x(0) = xo et x(.) est une application Lipschitzienne de rapport /. Observons

de plus, que pour tout ¢ € I
HK (0,(t)), K (1)) < k|0 (t) — t| — 0. (5.2.29)
En outre, par la relation (5.2.16)
d(u(t), K(t)) <[lun(0n(t)) — u@)[| + d(un(0a(t)), K (1))
<[Jun(0n(t)) — u(@)[| + d(un(0n(t)), K(0a(1))) + H(K (0n(1)), K (1))
<un(0n(t)) — u@®)[| + H(K (0n(t)), K (1))

)
)

Passant a la limite quand n — oo dans l'inégalité précédente, on aura grace a la fermeture de
K(1),

u(t) € K(t), vVt € I. (5.2.30)
Maintenant, par la relation (5.2.14), il est clair que (u,(.)) est bornée dans L7 (1), par extraction
d’une sous suite, on suppose que (i,(.)) converge faiblement™ dans L () vers une application

w(.) et que w(.) = u(.). En effet, pour tout y € LL (1),

lim (1, (1), y(.)) = (w(.),y()),

n—oo
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ie.,
t

t
fim [ (i () 9(9)ds = [ (w(s),(s)ds.
en particulier pour y(.) = Ly 4(.)e;, avec t € I, 14 est la fonction caractéristique de I'intervalle
[0,], et (e;) une base de H (cette suite existe car H est séparable), on obtient

¢

(im [ 1,(s)ds,e;) = (/0 w(s)ds, ej), V7,

n—oo 0

qui assure que,
t

t
lim un(s)ds:/ w(s)ds.

Puisque (u,(.)) est d’une suite d’applications absolument continues, on aura 1’égalité suivante

t

lm (un(t) — wn(0)) = Tim | in(s)ds — /0 w(s)ds,

n—o0 n—oo 0

alors

Donc u(.) est absolument continue, et w(.) = a(.).
Puisque (1,(.)) converge o(L$s (1), L (1)) vers 1(.) dans L (1) = (LL(I))*, donc pour tout
¢() € L (1)

Tim (in(),¢()) = (i), () (5.2.31)

Puisque L (I) C L (1), par (5.2.31) on déduit pour tout ¢(.) € L (1),

lim (i, (.), ¢(.)) = (u(.),¢(.)),

alors, (1,(.)) converge o (LY (I), L3 (I)) vers 4(.) dans LL(1).
De plus, par la continuité de application f(t, .,.), par (5.2.26) et (5.2.28) on obtient pour tout
tel

F (20 (0n(t)), un(0n(t))) — f(t, x(t), u(t)), (5.2.32)

et, par (5.2.7) et (5.2.8),
1t z(t), u(t)| < a, Yt e I.

FEtape 3. On procéde maintenant a montrer que
—alt) — f(t 20 u(t)) € N (u(t) pp.t € 1.

Vu la relation (5.2.7) et la convergence faible de la suite (u,(.)) dans L};(I), par le Lemme de
Mazur, il existe une suite (¢,(.)) qui converge fortement dans Lk (I) vers 4(.) telle que pour

tout n
Gu(.) € co{tg(.) - k> n}.
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Par extraction d’une sous suite, on suppose que ((,(.)), converge presque partout vers (. ).

Cn(t) + F(t, 20 (00 (1)), un(0n(?))) — a(t) + f (2, 2(t), u(t)) p-p. t € I.

Par conséquent, pour presque tout ¢t € I,
i0) + £(t.a(0).ut) € (Yoo {in(0) + 7t an(Gu(t) o), 2} ).

Il résulte que, pour presque tout ¢ € I, pour tout £ € H,

(€ a(t) + f(t,2(t), u(t)) < nfsup(€, an(t) + f(t, 2x(0r (1)), ur (0x(t))))-

n k>n

La relation (5.2.13) entraine

(& u(t) + f(t,z(t),u(t))) <limsup 5*( — (ac+ k)OPd(un(0,(t)), K(0,(t))), 5)

n

35*( — (ac+ k)0Pd(u(t), K(t)), f) ;

ol la deuxiéme inégalité est due a la propriété de fermeture dans la Proposition 5.1.3 suite a
(5.2.26), (5.2.28) et le fait que u(t) € K(t), ¥t € I . Puisque 'ensemble 0Pd(u(t), K(t)) est

fermé et convexe (voir Proposition 5.1.2), on obtient
W(t) + f(t 2(t), u(t)) € —(ac+ k)oPd(u(t), K(t)) C —Nga(u(t)) ae. t € 1.

Finalement, par la relation (5.2.27) on conclut que notre probléme (P;) admet au moins une

solution lipschitzienne = € C}(I). De plus, par (5.2.14)
|#(t)|| < 2ac+k, pp. tel

Ce qui achéve la preuve de notre théoréme par la méthode directe. [ |
Deuxiéme méthode.

Cette deuxiéme méthode consiste & ramener 'étude de notre probléme (Py) & celle d'un pro-
bléme du premier ordre établi dans [34].

(Hy) Pour tout t € I = [Ty, T], C(t) est un sous ensemble non vide fermé de H et r-prox-
régulier.

(Hs) C(t) est a variation absolument continue, i.e., il existe une fonction v(.) : I — R absolu-

ment continue telle que pour tous y € H et s,t € I,

|d(y, C(t)) — d(y, C(s))] < |v(t) = v(s)].
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Théoréme 5.2.2 (Théoreme 2.2.1 dans [39])
Supposons que C(.) satisfait (Hy) et (Hs). Soit f : I x H — H une application mesurable sur
I vérifiant
(i) pour tout n > 0, il existe une fonction positive ,(.) € L*(I,R) telle que pour tout t € I et
pour chaque (x,y) € B(0,1) x B(0,7),

1t z) = f(E I < m®)llz —yl;

(1) il existe une fonction positif 3(.) € L'(I,R) telle que, pour toutt € I et tout x € | J,.; C(s),

(8 2) < B+ [l=]]).

Alors, pour tout xo € C(1y) Uinclusion différentielle

(spp) | M0 € New(wlt) + [t,2(0)), pp.te ],
u(Ty) = o

admet une unique solution absolument continue u(.). Cette solution satisfait

[a(t) + f(¢,u@®)] < A+ DBE) + [o()] pp-t €1
et
1f (@t u@)]| < (L+0DB@E) pp-t €1,

T T

L= lzoll + exp{2 . B(s)ds} ; 26(s)(1 + [lzoll) + [0(8)]1ds.
Nous avons aussi besoin de la proposoition suivanf:e (voir [34]).
Proposition 5.2.3 Soient S, S’ deux sous ensembles non vides fermés de H tels que S est
r-proz-réqulier et S’ est 1’ -proz-régulier. Alors, S x S' est p-proz-régulier avec p = min{r,r’}.
Preuve

Pour tous z, 2’ € H, nous avons

d*((z,2"),S x 8" = d*(x,S) + d*(', 5.

En effet,
d((z,2),S x &) = inf _(|[(z,2") = (s,5)I)
(s,s")eSX S’
— : f _ AN 2
Lt (s = )

— inf _ 2 I 12
Lt (o= s+’ = 1)

=inf |2 — s|* 4+ inf ||2" — &||?
ses s'es’

=d*(z,S) + d*(2', 9").
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S est r-prox-régulier donc d?(., S) est Fréchet-différentiable sur

U (S)={zx € H:d(x,S) <r}et S est r'-prox-régulier donc d*(., S) est Fréchet-différentiable
sur U (S") = {2’ € H : d(«/,S") < r'}. On conclut que d?((.,.), S x S’) est Fréchet différentiable
sur U, (S) x U (S").

Soit p = min{r,r’}. Posons
Uy(Sx8)={(z,2") € Hx H/d((z,2"),S x §") < p}

et montrons que

U,(S x 8" C U (S) x U (S").

Soit (z,2") € U,(S x 5’), alors d((z,2'),S x S’) < p et par I'inégalité précédente

VP (x,5) + d*(a', ") < p=min{r,r"}.

Comme

d*(z,8) < d*(x,S) + d*(«, S")

alors,

d(z,S) < \/d*(x,S) + d?(x', S") < min{r,r'}.

Ce qui donne d(z,5) < r.

De la méme maniére on conclut que d(z’,S") < r’. Par conséquent, d?((.,.), S x S’) est Fréchet
différentiable sur U,(S x S’). |
Soit z(.) € Ck(I) et soit X : I — H x H l'application définie par X (t) = (z(t),z(t)), et donc
X(t) = (i(t), (t)) pour tout t € I.

Posons C(t) = K(t) x H et soit g 'application définie de I x H x H dans H x H par

g(t.z,y) = (f(t.y.x),—y), V(t.z,y) € I x H x H.
Remarquons que si X (.) est solution du probléme du premier ordre suivant
_X(t) € NC(t)<X(t)) + g<t7X(t))7 pp-te [;

(Pg)S X(t) € C(t), Vt e I
X(0) = (2o, uo),

alors z(.) est solution de notre probléme du second ordre (P;). En effet, Nous avons, pour
presque tout t €
—X(t) € New/(X(t) + g(t, X (1),
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ce qui est équivalent a,

_(j}(t)vx'(t)) € NK(t)xH(j:(t)?I(t)) + (f(tvx(t%i‘(t)% _j:(t))7

donc,
—(&(t), (1)) € Nk (2(t) x {0} + (f (¢, x(t), 2(2)), —2(1)),

—i(t) € Nicg(#(0)) + (1, 2(0), &(0).

De plus, on a
X(t)eCt), Vtel < (2(t),z(t) e K(t) x H,Vte I & &(t) € K(t), Vt € 1,

et X(0) = (2(0), 2(0)) = (uo, o)
On montre que la multi-application C est Lipschitzienne.

Nous avons, Vt,s € I, Va,y € H puisque K(.) est Lipschitzienne

[d((z,9),C(1) = d((2,9),C(5)) |= | d((x,y), K(t) x H) = d((z,y), K(t) x H) |
= | d(z, K(1)) + d(y, H) — d(x, K(s)) — d(y, H) |
— | d(x, K(t)) — d(z, K(s)) |< k[t — s].

D’une autre part, en vertu de la Proposition 5.2.3, il est claire que C' est a valeurs p-prox-
réguliéres avec p = min{r, +oo} = r. D’on, (H;) et (Hy) du Théoréme 5.2.2.
Montrons maintenant que g satisfait les hypothéses du méme théoréme.

Pour tous 7 > 0, t € I et tous (U,V) € Byyxu(0,n) (U = (u,u’), V = (v,v'))nous avons,

lg(t, U) = g(&, V)II =I(f
=II(f
=S (v u) = f (80 )l + flu” =)

tau 7“) ) (f(t,’t)/, U)? _UI>”
tou' u) — f(t, 0, v), —u + )|

(
I

/\

<ky(8) (lu = vl + [l = '] + [l = v]})
(n(t) + 1) (1w = vlf + [l = o]})
(Fy () + Dl (u, ), (0, )| = 1OV = V.

IN

L’hypothése (i) du Théoréme 5.2.2 est clairement vérifiée. Concernant (ii) nous avons pour tout
telettout uc|J,;Cs) (U= (u,u)).
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lg(t, U)]

= (f(t ', ), =)

=1 wll + (1]

(1 Jlull + [le/])) + [[/]

<(e+ 1)+ flull + (1)

=(c+ DA+ U = s+ ).

On conclut que toutes les hypothéses du Théorémes 5.2.2 sont satisfaites, il existe alors une
solution unique absolument continue X (.) = (&(.),z(.)) pour le probléme (SPP) et par suite

z(.) est une solution dans Ck(I) de notre probléme (P;). |
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. .|
Conclusion et Perspectives

Cette thése a fait 'objet de quelques contributions dans I’étude des processus de la rafle
du second ordre dans les espaces de Banach, dans l'esprit d'une continuité des travaux de
recherche investis dans ce domaine. Par ailleurs, il reste beaucoup de problémes ouverts dans

cette direction. Par exemple, on se propose d’étudier dans des travaux futurs le probléme suivant

—i(t) € Nk (2(1) + F(t, z(t), 2(t)), pp. t € I;
(Pr)§ &(t) € K(t), Vt € I;
z(0) = zo; ©(0) = uyg

ou F' est une multi-application semicontinue inférieurement définie de [ x F x E dans E &
valeurs non vides convexes compactes. K une E-multi-application & valeurs non vides boule-
compactes et r-prox-réguliéres. et Ng()(.) désigne le cone normal proximal de K.

D’autre part, on s’intéresse au probléme suivant

LI (t) € Now(AX (1)), pp-t € I;
X(0) = xo

ot C(.) est a variation absolument continue et A une application linéaire bijective bicontinue

définie de H x H dans H x H par A(y,&) = (£, ).
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RESUME

On s'intéresse dans cette these a I'étude de I’existence de solutions pour certains
problemes d'évolution. Il s'agit du processus de la rafle perturbé associé a des
ensembles prox-réguliers, ces ensembles sont supposés évoluer de facon
Lipschitzienne.

D'une part, on étudie le probléeme dans un espace de Banach séparable sous
différentes hypotheses sur la perturbation, et d'autre part, on montre I'existence
de solutions pour notre probléme dans un espace de Hilbert avec une
perturbation univoque.

ABSTRACT

We focus in this thesis to the study of the existance of solutions for some
evolution problems. The study is concerned with perturbed sweeping processes
associated with prox-regular sets, which are assumed to move in a Lipschitz
way.

First, we establish some results on the existence of solutions in a separable
Banach space under different assumptions about the perturbation, and on the
other hand, we show the existence of solutions for our problem in a Hilbert
space with a single-valued perturbation.
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