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Introduction générale

La simulation est une technique de modélisation du nombre réel, elle permet de re-
présenter le fonctionnement d’un systéme composé de différents centres d’activités, de
mettre en évidence les caractéristiques de ceux-ci et les intéractions entre eux, de dé-
crire la circulation des différents objets traités par ces processus, et enfin d’observer le
comportement du systéme dans son ensemble et son évolution dans le temps.

La formulation du phénoméne peut s’affectuer aux moyens de modéles mathématiques
qui présentent ’avantage de fournir des résultats reflétant une évolution stable du sys-
teme dans le temps. Les étapes de la simulation sont exécutées dans ’ordre suivant :
formulation du probléme, modélisation, validation du modéle, programation, vérification
du probléme, simulation enfin 'analyse et I'interprétation des résultats.

D’une part, des simulations s’appuient sur un modeéle analytique partiel, et d’autre
part, bien souvent une étude expérimentale permet de perfectionner un modéle mathé-
matique. Mais aussi la recherche mathématique est vaste et en s’interesse toujours a
déveloper et améliorer les résultats obtenue.

La simulation de Monte Carlo est une expérience d’échantillonnage qui doit ex-
traire autant d’information possible des variables aléatoires d’entrées qui sont suppo-
sées connues. Elle consiste & générer des nombres aléatoires suivant une loi uniforme
afin d’obtenir des échantillons des distributions correspondante dans le but d’estimer les
parameétres inconnus du systéme étudié.

Ainsi ce mémoire été réalisé en deux chapitres : dans le premier chapitre nous avons
donné des notions préliminaires de la statistique, et qui constituent un bagage pour établir
le deuxiéme chapitre qui aborde les méthodes de Monte Carlo en général et la méthode

d’échantillonnage descriptif en particulier avec un exemple d’utilisation.



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Introduction

Dans la plupart des phénomeénes aléatoires, le résultat d’une épreuve peut se traduire
par une grandeur mathématique, trés souvent représentée par un nombre entier ou un
nombre réel.

La notion mathématique qui représente efficacement ce genre de situation concréte
est celle de variable aléatoire.

Ainsi le temps de désintégration d’un atome radioctif, le pourcentage de répence oui a
une question posée dans un sondage ou le nombre d’enfants d’un couple sont des exemples

de variables aléatoires.

Définition 1.1 La population est l’ensemble total d’objects ou de personnes a étudier

lors d’une expérience donnée.

Définition 1.2 L’échantillion représente la partie de la population sur laquelle porte

l’enquéte.

Définition 1.3 La variable statistique est une caractéristique, définie sur les individus

de la population, elle peut étre quantitative ou qualitative.



Définition 1.4 L’échantillonnage représente l’ensemble des opérations qui ont pour ob-

jectif de prélever un certain nombre d’individus dans une population donnée.

1.2 Variables aléatoires

Soit(£2, F, P) un espace probabilisé.
On appelle variable aléatoire sur (€2, F, P) toute application :

Q—F
X )
wr— X(w)

Nous distinguons deux types de variables aléatoires : discrétes et continues.

1.2.1 Variables aléatoires discrétes

Une variable aléatoire discréte X est une fonction qui associe & chaque résultat d’une

expérience aléatoire un nombre entier naturel K. On note :
X: Q-7 (1.2)

Loi de probabilité d’une variable aléatoires discrétes

Définition 1.5 57 X est une variable aléatoire discréte, on donne la loi de probabilité

de X en donnant une suite (pg) o :
px = P(X = K). (1.3)

Espérance d’une variable aléatoire discréte

En donnant la définition de I’espérance sur les ensembles finis :

Définition 1.6 L’espérance mathématique d’une variable aléatoire discréte X est la quan-



tité définit par :

E(X) = szpz (1.4)

ieN
Définition 1.7 1- L’espérance mathématique de X représente ce que X vaut en moyenne,
st on repéte l’expérience un grand nombre de fois.
2- 1l faut remarquer que la somme infinie qui définit [’espérance pourrait fort bien ne

pas converger.

Variance d’une variable aléatoire discréte

Définition 1.8 Soit X une variable aléatoire discréte de loi (p;), La variance de X se

calcule ainsi :

Var(X) =) pi(a; — B(X))%, (1.5)

ieN
1-La variance de X représente la moyenne des carrés des écarts a l’espérance de X.
2-Flle mesure la tendance de X a la dispersion autour de son espérance, de maniére

similaire & la variance d’une série statistique.

Théoréme 1.1 La variance de X est aussi obtenue par :
Var(X) =Y pia} — (B(X))%. (1.6)
ieN

Définition 1.9 L’écart-type d’une variable aléatoire X est la racine carrée de sa va-

riance :

o(X)=+Var(X). (1.7)

Distributions d’une variable aléatoire discréte

La distribution bernoullide :
Soit A € F un évenement quelconque(F tribu de partie de I’ensemble fondamental €);

On appelle variable aléatoire indicatrice de A, la variable aléatoire définie par X = 14 :



1 si weA
X(w) =14(w) =
0 sin on

Ainsi X (w) = {0,1} il s’agit alors d’une expérience a deux issus seulement( suc-
cés,échec)

Avec: P(X =1)=P, P(X=0)=1—-p=q.

L’espérance mathématique de X est égale a : E(X) = p.

La variance mathématique de Xest égale a : Var(X) = pq.

La distribution binomiale :

Supposons que 'on répéte n fois dans les mémes conditions une expérience aléatoire
Bernoulli, dont l'issue se traduit par ’apparition ou la non apparition de A de probabi-
lité p, le résultat d’une expérience étant indépendant des résultats précédent ; soit X le
nombre d’apparitions de A parmis ces n expériences, X (2) = {0,1,...,n}.

Cette loi est sous la forme :
P(X = k) = CFp*(1 — p)" " avec p € 0,1] et n entier
L’espérance de cette variable aléatoire est :
E(X)=np

et la variance :

Var(X) = npq

La distribution de Poisson :
La loi de Poisson peut étre considérée comme une approximation de la loi binomiale,
mais elle se justifie par elle-méme. C’est la loi d’une variable aléatoire X entiére positive

ou nulle qui vérifie et satisfait :



)\k
P(X =k)= F.G_A, pour k € N.

L’éspérance et la variance de cette variable aléatoire est :
E(X)=Var(X)= A\

La distribution géométrique :

On répéte un nombre infini d’expérience de Bernouli de maniére indépendante. Il y’a
deux résultats possibles a chaque expérience : réussite( de probabilité p) et on arréte, ou
échec( probabilité ¢ = 1 — p) et on continue, X (Q2) = {1, ..., 00} Alors :

P(X =n) = pi", B(X) =, Var(xX) = = — 1.
p p p

telle que : X est le nombre de répétition d’expérience aléatoire jusqu’au premier succé.

1.2.2 Variables aléatoires continues

Définition 1.10 Soit un univers €2, on dit que, une variable aléatoire est continue si
l’ensemble de valeurs de X est un intervalle de la probabilité que la variable aléatoire X
prenne une valeur donnée de ['intervalle est nulle. On ne peut donc plus définir de lot
de probabilité comme pour les variables aléatoires discrétes. On va utiliser dans ce cas la

fonction de répartition de la variable aléatoire.

Fonction de répartition d’une variable aléatoire continue

Définition 1.11 La fonction de répartition d’une variable aléatoire continue est ’appli-

cation F définie sur R par :

F(X) = P(X < ), (1.8)

cette application est a valeur dans Uintervalle [0, 1], puisq’une probabilité est un nombre

compris entre 0 et 1.



Quelques propriétés de la fonction de répartition
1: P(X >z)=1-— F(x) pour tout réel x.
2: Pla< X <b)=F(b) — F(a) pour tout réel a et b telle que a < b.
3 : La fonction F est croissante et continue sur R.

4: lim F(X)=0et liIJP F(X)=1.

T——00
Densité de probabilité d’une variable aléatoire continue

Définition 1.12 On appelle densité de probabilité de la variable aléatoire continue X
toute fonction [ définie continue (sauf éventuellement en un nombre fini de points) et

positive sur R et telle que :

[ fays =1 (1.9)

Soit X une variable aléatoire continue de fonction de répartition F alors :
I-pour tout réel z, la fonction f définie sur R par f(z) = F'(z) est une densité de
probabilité appelé densité de probabilité de X.

2-on a pour tout réel x :

Fla) = / F(t)dt

Espérance mathématique d’une variable aléatoire continue
Définition 1.13 L’espérance mathématique d’une variable aléatoire continue X est le
nombre réel( s’il existe), notée E(X) défini par :

+o0o

E(X) = /a:f(a:)da: (1.10)

—0o0



Variance mathématique d’une variable aléatoire continue

Définition 1.14 La variance mathématique d’une variable aléatoire continue X est le

nombre réel (s’il existe), noté Var(X) défini par :

Var(X) = /(x — B(X))f(2)dx — /fo(x)d:r _ (B(X))? (1.11)

—00

Définition 1.15 L’écart-type d’une variable aléatoire continue X est la racine carrée de

sa variance :
(1.12)

o(X)=+/Var(X).

Distributions d’une variable aléatoire continue

La distribution uniforme sur [a,b] :

F(z) = 7 st a<a<b (1.13)
1 si r>b
La loi de la variable aléatoire est alors :
0 s? <0
fl@)=F()={ 1/b—a si0<z<a . (1.14)
0 st T >a
L’espérance et la variance sont :
b b—a)?
ra (b—a) (1.15)
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Var(X) = E(XQ) (E(

x3 b 3_g3
E(X?) = / z)dr = /—d:v ~ba 7]@ = ?l:(b—a)

Alors : Var(X) = é’?b_‘;) — btf)Q = (blg)

La distribution exponentielle :
La loi exponentielle est généralement utilisée pour modéliser le temps de vie d'un
phénomene notée X ~» £(A), A > 0.

Sa densité est :
, e ™™ six >0

f(z)=F (z) = . (1.16)

0 sinon

L’espérance mathématique de la variable aléatoire X est égale a :

E(X) = 1/\. (1.17)

sa variance égale a :

V(X)=1/) (1.18)

La distribution normale :

Un grand nombre de variables quantitatives suivent une loi normale( ou loi de Gauss-
Laplace).

Les parameétre qui suffisent a définir mathématiquement cette loi sont la moyenne m
et I’écart-type o de cette variable aléatoire.

On note :

X ~ N(m,o).
La fonction de densité de probabilité est définit par :

1 —(z—m)?
e (1.19)

La loi normale joue un role fondamental en probabilités et statistique mathématique

car c’est un modele fréquemment utilisé dans plusieurs domaines.

11



L’espérance mathématique de la variable aléatoire X est égale a :

E(X) =m, (1.20)

et la variance est égale a :

Var(X) = o (1.21)

1.3 Estimateur et ses propriétés

L’estimation consiste & attribuer des valeurs approchées aux parameétres d’une popu-
lation( moyenne, variance, etc...) & I’aide d’un échantillon, vérifiant I'hypotheése d’échan-
tillonnage aléatoire simple, de n observations issues de cette population. Autrement dit,
dans un échantillon de taille n, on suppose qu'une série statistique x, xs, ..., x,, corres-
pond a des réalisations de variables aléatoires Xi, X5, ..., X}, il s’agit de trouver une

estimation d’un parametre inconnu de la population totale & partir de ces n réalisations.

Exemple 1.1 Selon la loi des grands nombres X et S? sont les estimateurs de la moyenne
théorique m et la variance théorique o? respectivement et d’aprés le théoréme de la loi

forte des grands nombres X, ©> m. Et aussi d’apres le théoreme de loi forte des grands

nombres :
1 — s
(> X)) B E(X?)
n
=1
et :
X223 B2(X)
Donc :
1 — s
30X - X, E(X?) - BA(X).
n
=1
Alors :



De méme la fréquence empirique f d’un événement est un estimateur de sa probabilité p.

2

Les variables aléatoires X,,, S2 et f, sont appelées alors les estimateurs de m, o? et p.

1.3.1 Définition d’un estimateur

Soit X une variable aléatoire dont la loi dépend d’un parameétre inconnu 6, élément
d’un sous ensemble donné © de R appelé espace des parameétres. On cherche a estimer ¢
a partir d’un échantillon (X, Xs, ..., X,,) de variables aléatoires indépendantes de méme
loi que X, on notera (x1, T3, ..., x,) 'échantillon observé. Un estimateur 7,, de # sera une

variable aléatoire T), qui dépend de X telle que :
Tn = Tn(X17X27 "'7Xn)7

et chaque réalisation T),(x1, za, ..., ;) est un estimateur de €. Choisir une seule valeur
pour estimer # est un probléme d’estimation ponctuelle, choisir un sous ensemble de O,
dénommeée région de confiance, est un probléme d’éstimation par intervalle dans R. Ce

type de probléme sera résolu par 1’application :
T, . E"— F

qui associera une ( ou plusieurs) variable(s) aléatoire(s) a valeur(s) numérique(s)( F' C R
ou R%) a n échantillon( X1, X», ..., X,,), application que nous nommerons une statistique.
11 s’agit du modele d’échantillonnage noté(E, B, (Py;0 € ©)) et B est la tribu borélienne

associée.

Définition 1.16 Un estimateur de 0 est une application T, de E" dans F qui a un
échantillon( X1, Xs, ....X,,) de la loi Py associe une variable aléatoire réelle( ou plusieurs
dans le cas d’un paramétre multidimensionnel) dont on peut déterminer la loi de proba-

bilité.
Exemple 1.2 L’estimateur classique de la moyenne théorique est la moyenne empi-

13



rique :

Sous la condition dindépendance, pour un échantillon avec remise :

B(X) = B Y0 X0) = SnB(X,) = B(X,),

— 1 1
Var(X,)=Var(— ZX,) = ﬁnVar(Xi) =

3

Pour un échantillon sans remise :

Var(z) n—1

Var(yn) =— N1

1.3.2 Propriétés d’un estimateur

Afin de choisir entre plusieurs estimateurs possibles d’'un méme parameétre, il faut

satisfaire certaines propriétés.

Le Biais :

L’estimateur 7,, est une variable aléatoire. Lorsque 1'on estime 6 par T, on peut

commettre une erreur d’estimation qui est la différence entre 7}, et 6.

T, — 0 est donc une variable aléatoire que I’on peut décomposée de fagon élémentaire

€1 :

T, — E(T,) + E(T,) — 6.

ou E(T,) est 'espérance mathématique de T,,. Le premier terme :

T, — E(T,),

14



représente les fluctuations aléatoires de T;, autour de sa moyenne et le second terme
E(T,) -0,

représente une erreur asymétrique impliquée par le fait que 7, varie autour de 6. par
conséquent, la quantité

E(T,) — 0, (1.22)
s’appelle le biais. Il est donc souhaitable d’utiliser les estimateurs sans biais.

Définition 1.17 On dit qu’un estimateur est sans biais si l’espérance mathématique de

cet estimateur est égale au parameétre estimé :
E(T,) =0,v0 € ©. (1.23)
Définition 1.18 On dit qu’un estimateur est asymptotiquement sans biais si :
Vo € ©,E(T,) — 0, quand n — +00. (1.24)

Convergence :

La deuxieme qualité d’un estimateur est d’étre convergent. Il est souhaitable que
sin — oo, T, — 6. Clest le cas de X,,, S? et F,. Les estimateurs ne convergent pas
nécessairement a la méme vitesse, ceci dépend, pour une taille d’échantillon donnée, de
la notion de précision d’un estimateur. On dit aussi qu’un estimateur 7,, est convergent

lorsque sa variance tend vers 0 quand n tend vers I'infini.

Théoréme 1.2 Tout estimateur sans biais dont la variance tend vers 0 est convergent :

E(T,) =0e¢e Var(T,) - 0=1T, — 0, n — occ. (1.25)
P

15



Ce résultat se déduit directement d’inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

T
P(|Tn—9| >5) < VL(")

— 0, pour tout € >0, n — oo. (1.26)
Théoréme 1.3 Tout estimateur asymptotiquement sans biais dont la variance tend vers

0 est convergent :
E(T,) — 0 et Var(T,) -0 = T, —, 0, n — +o0. (1.27)

Exemple 1.3 Soit (X)) est une suite de variables aléatoires normales N(m,¢), mutuel-
lement indépendantes, de méme loi :

1-

Ona :

B(X) = B 7 X) = SnB(X) = B(X) = m.

X,, est donc un estimateur sans biais de m.
d’autre part :

1< 1 52
Var(X,) = Var(g ZX,) = ﬁnVar(Xi) =
i=1

L'orsque n — oo, V(X,,) — 0, X,, est donc un estimateur convergent de m.

9.

i=1

est la variance empirique de X dans [’échantillon, cette variance est un estimateur biaisé
.o 2

de 6%et le biais vaut %.

3-L’estimateur sans biais de 6% est :

16



1l est recommandé d’utiliser S*2 pour estimer 6°.

1.3.3 Estimateur optimal
Précision d’un estimateur ot sa qualité

La précision d’un estimateur 7}, se mesure par l'erreur quadratique moyenne :
EQ(T,) = E[(T,, — 0)*] = Var(T,) + b2(0) avec b2(0) = E((T,) — 0)*. (1.28)

Variance minimal :

Parmi les estimateurs sans biais de 6 le plus précis est celui qui a une plus petite

variance. Soient deux estimateurs sans biais T}, et T}, T}, est meilleur que T}, si :
Var(T,) < Var(T,). (1.29)

I'orsque on pourrait trouver un troisiéme estimateur 77/ ayant une variance plus petite
V(T,), il faut poursuivre la recherche mais on ne peut pas améliorer indéfiniment un

estimateur!! Nous allons voir comment peut-on régler ce probléme.

Inégalité de Frechet-Darmois-Cramer-Roe(FDCR) :

Si X prend ses valeurs dans un ensemble qui ne dépend pas de 0, si la densité f(x,0)
est deux fois contintiment dérivable par rapport & 6, et sous certaines conditions de

régularité, tout estimateur 7,, sans biais de € dont la variance existe vérifié I'inégalité
FDCR :

1
I(0)

Vo € ©,Var(T,) >
ou I, (0) est la quantité d’information de Fisher définie par :

Oln L
00

_821nL

1 (0) = E( 7

)* = E(

). (1.30)

17



ou L : désigne la fonction de vraisemblance.

Les conditions de régularité sont les suivantes : On suppose que ’ensemble des esti-
mateurs O est un ensemble ouvert sur lequel la densité f(z, ) ne s’annule en aucun point
x et est dérivable par rapport & #. On suppose aussi que 'on peut intervenir dérivation
par rapport & 0 et intégration, et que la quantité d’information de Fisher est strictement

positive.

Efficacité :

La borne inférieure pour la variance des estimateurs sans biais peut étre atteinte ou
non. Si cette borne est effectivement atteinte par un estimateur, il sera donc le meilleur,
selon ce critére parmi I’ensemble des estimateurs sans biais. Cette optimalité est traduite

par la définition suivante :

Définition 1.19 Un estimateur sans biais T, est efficace si sa variance est égale a la

borne inférieure de FDCR :
1

In(0)

Var(T,) = (1.31)

1.4 La loi forte des grands nombres

La loi forte des grands nombres permet de justifier la convergence des estimateurs.

Théoréme 1.4 (loi forte des grands nombres)
Soit (X,,)nsoune suite des variables aléatoires iid a valeurs dans R%(d € N*)

On suppose que E(|X1|) < +oo(ie finie), alors :

n

E(X) (1.32)

Rappel : "ps"signifie "présque stirement”, ce théoréme nous dit pour quoi l’approximation

de MC est valide (et sous quel hypothése).

18



1.5 Théoréme central limite

Le théoréme central limite permet de construire des intervalles de confiance assymp-

totiques.

Théoréme 1.5 Soit {Yn}@l une suite de v.a réelles iid de carré intégrable, on suppose

que :
o? =Var(Y;) >0,
et on pose :
Y, = %ZEH;YQ et 6, = Elzn;(yi—?)Q
Alors :
VB0 Ly N0,

converge en loi, on particulier, pour tout réel :

Y, - EY]

n

c>O,P[\/ﬁ

gc} — 1 —a, quand n — oo,

ou

a. = P|X| > ], pour, X ~» N(0,1)

Pour N suffisament grand, la probabilité d’avoir :
E(Y;) € [Y, £cx6,/vn],

et proche de 1 — ..

19
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1.6 Génération d’échantillons suivant différentes lois

de probabilités

1.6.1 Généralité

La simulation de valeur d’une variable aléatoire réelle suivant une loi de probabilité
autre que la loi uniforme standard repose sur une propriété mathématique connue. Nous
rappelons dans ce qui suit cette propriété et nous montrons comment elle est utilisé pour
simuler des lois de probabilité non uniforme.D’autre part il y’a trois méthodes principales
pour engendrer des variables aléatoires qui obeisent & une distribution donnée, & savoir

la méthode d’inversion, la méthode de rejection et la méthode de composition

b-Rappel d’une propriété mathématique :

Toute variable aléatoire X a valeur dans R? peut étre simulée sous la forme :
X = f(U)

ou U = (Uy, Uy, ..., U,) est uniformement répartie sur [0, 1].

Remarque 1.1 - Il s’agit d’une égalité en loi.

2- La fonction a une expression explicité et n’est pas nécessairement unique.

1.6.2 La méthode d’inversion

Théoréme 1.6 Théoréme d’inversion
Soit F' une fonction de répartition sur qui continue est strictement crroissante R.

On note :

F~ ' (y) = inf{x € R/F(z) >y}, (1.39)

[tnverse généralisé de F.

Soit U de loi uniforme sur [0, 1].
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Alors :
1- X = F~Y(u) a pour fonction de répartitionn F.

2- F est continue sur R.

1.6.3 La méthode de rejet

On veut simuler une variable aléatoire de loi de densité f , et on suppose qu’il existe

une loi de densité g simulable facilement telle que :

Ve € R, f(x) < kg(x). (1.40)

ou k est une constante réelle, on pose :

a(r) = ) (1.41)

Proposition 1.1 Générons un couple (X1, Uy) de variable aléatoire indépendantes telle
que Yy a une loi de densité g et Uy suite une loi uniforme sur [0,1].

- Si Uy < a(Xq), posons X = Xj.

- Sinons rejetons X et recommencgons en générant une suite (X,,U,),>2 de variable
indépendant de méme loi que (X1,Uy) jusqu’a Uinstant p ot U, < «(X,). Posons alors

X =X, lav.a X ainsi simulé et de lot de densité f.

1.6.4 La méthode de composition

Cette méthode consiste & remplacer une densité de fonction f(z) d’une variable aléa-
toire X par un mélange probabiliste de fonctions de densités g, (x) judicieusement choi-
sies.

Autrement dit, elle exploite une relation du type :

f(:L‘) = Zgn(x) X Pn (1'42)
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Chapitre 2

Echantillonnage descriptif

2.1 Introduction

Nous allons commencer ce chapitre par le principe de la méthode de Monte-Carlo,
ensuite nous allons aborder la méthode d’échantillonnage descriptif avec un exemple

d’illustration.

2.2 Description de la méthode

Le terme méthode Monte-Carlo désigne toute méthodes visant & calculer une valeur
numeérique en utilisant des procédés aléatoires, c’est a dire des techniques probabilistes. le
nom de ces méthodes fait allusion aux jeux de hasard pratique & M-C et a été inventé en
1947 par N.Metropolis, dans un article publié pour la premiére fois en 1949 pour utiliser
une méthode MC, on doit tout d’abord mettre sous la forme d’une espérance la quantité

que l'on cherche & calculer c’est souvent simple par exemple, calculer I'intégrale :

I= /01 g(x)du. (2.1)
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La méthode MC consiste a écrire I sous la forme :

I'=E(g(u)), (2.2)

telle que :U ~» Uppq) de la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1] mais peut étre plus compliqué
(comme les équations aux dérivées partielles). A l'issu de cette étape, il réste a calculer
une quantité de la forme E(X) c’est a dire Iespérance de la variable aléatoire X, on
dispose alors d'une suite (X;)1<;<y de N réalisations de la variable aléatoire X. On

approxime alors E(X) par :
1
On cherche & calculer :

I = f(ul,UQ,...,ud)dul,dUQ,...,dud. (24)
[0,1)¢

Mise sous forme d’espérance ;Application au cas du calcul d’une intégrale :

On pose :
X = f(u17u27 ...,Ud),

ol uy, Us, ..., ug sont des réalisations de la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1] alors :

E(X) = E(f(uy,uz,...,uq)) = 1.

2.2.1 La convergence de la méthode

D’aprés la loi forte des grands nombres que nous ayons présentée dans le premier
chapitre, la méthode de Monte-Carlo est convergente.

a-L’estimateur de Monte carlo :

Les méthodes de Monte-Carlo sont basées sur la loi forte des grands nombres. Soit

X une variable aléatoire, on simule un grand nombre de variable aléatoire (X,,),>¢ indé-
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pendantes et de méme loi que X. On prend en suite la moyenne des valeurs prises :

% > X (2.5)
i=1

Soient Y7, Ys, ..., Y,, n réalisations iid de la variable Y ’estimateur de Monte-Carlo est

définie comme la moyenne empirique :
> Y =g(Y), (2.6)

=1

par la loi forte des grands nombres, Y est une suite d’estimateurs de E(Y).

au sens ou :

Y, B E®Y), (2.7)
ceci est démontré dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 Soit {Y, },~oune suite de variable aléatoire iid telle que E(||Y;]|) < oo,

D’aprés le théoréme de la loi des grands nombres :
— 1 s
Y,==-Y Y, E(Y) (2.8)

Si g est une fonction continue au point 0

alors :

b, = 9(Y) % g(E(Y)). (2.9)

Remarque 2.1 La méthode MC ne peut donc s’utiliser que pour des variables aléatoires
intégrables. Pour avoir une idée de l’intérét de la méthode, il faut pouvoir évaluer l’erreur

comise.
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Définition 2.1 L’erreur comise €, est définie par :

en=F(X)—

S|

)

X;. (2.10)
=1

Le théoréme de la limite central donne un asymptotique de l’erreur €,, mais de nature

aléatoire. Il dit que la loi de l'erreur finit par ressembler a une loi gaussienne centrée.

Exemple 2.1 Soit f une fonction mésurable sur [0,1] on cherche & calculer :
p= / dx.
f(@)=A

Soit : X la variable aléatoire telle que :

ol : A une constante donnée.

X =1fwy>r,

on !
u est une réalisation d’une variable aléatoire U ~~ Ul ).
Alors :
p=FE(X)et o> =Var(X)=p(l —p).

A lissus de n tirage indépendants selon la loi de X, on a :

Xi+Xo+ ...+ X, o
Pn = . 2 Ep—i-—nG

n vn

pour faire une erreur moyenne \/Lﬁ de l'ordre de 0.01, comme p(1—p) < }L, il faut prendre

n de lordre 2500. Aussi l'intervalle de confiance a 95%est alors :
Jpn — 1.96 % 0.01, p,, + 1.96 % 0.01]

st la valeur de p a estimer est de l’ordre de 0.5, [’erreur est acceptable.
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Par contre, si p est proche de 0(ow de 1). Comme o ~ /p(ou bien \/1 —p), Uerreur

relative est :
o 1

VIE(X) " \ip

donc il faut beaucoup de tirage aléatoire(n grand), pour estimer un p convenable.

2.2.2 Reéduction de la variance

Nous venons de voir que la vitesse de convergence de la méthode de Monte-Carlo
est de l'ordre \/iﬁ Pour améliorer cette méthode il existe de nombreuse techniques dites
de réduction de variance, qui cherchent & minimiser (diminuer) la valeur de la variance
o%. L’idée générale est de donner une autre représentation sous forme d’espérance de la

quantité a calculer :
E(X)=E(Y) avec Var(Y) < Var(X). (2.11)

Nous cherchons & diminuer la variance. Nous allons passer en revue quelqunes de ces

méthodes qui sont applicables..

a-Echantillonnage préférenciel(fct d’importance) :

Supposons que l'on cherche a calculer E(g(X)) et que la loi de X soit f(x)dz(sur R),

la quantité que ’on cherche & évaluer vaut donc :

E(9(X)) = [ 9(o)f(a)ds. 212
R
Soit maintenant, h la densité d’une autre loi telle que :

h >0, et/h(x)dle
R
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(ie h et une densité de probabilité), il est claire que E(g(X)) peut aussi s’écrire comme
suit

E(g(X)) = /R G ICOTY, (2.13)

Cela signifie que;

), (2.14)

Si Y suit la loi h(z)dz sous p. On a donc une autre méthode de calcul de E(g(X)) en
utilisant n tirages de Y, (Y7, ..., Y},), et en aproximant E(g(X)) par :

L, g(Y1)f(Y1) 9g(Ya) f(Yy)
5(—11()/1) + ..+ AR ).
Si 'on pose :
L 9
hY) -

on aurra amélioré ’algorithme si :

Var(Z) < Var(g(X))

Il est facile de calculer la variance de 7 :

Var(Z) = E(Z%) — (B(Z))* = /R %dm — (E(g(X))? (2.15)
Si g(X) > 0, on peut vérifier qu’ en prenant :
_ 9(@)f(z)
") = Bly(x)

on annule Var(Z).
Il ne faut pas trop donner d’importance a ce résultats car il repose sur le fait que I'on
connait £(g(X)), et c’est justement la quantité que I'on cherche a calculer. Cela permet

cependant de justifier I’heuristique suivante : prendre h(z) aussi proche que possible de
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|g() f(x)|puis la normaliser(diviser par [ h(z)dz de fagon & obtenir une densité dont la

loi est facilement simulable.

b-Variable de contréle :

Dans sa version la plus simple, il s’agit d’écrire E(f(X)) sous la forme :
E(f(X)) = E(f(X) = h(X)) + E(h(X)) (2.16)

avec E(h(X)) qui peut se calculer explicitement et Var(f(X) — h(X)) sensiblement plus
petite que Var(f(X)). On utilise alors une méthode de Monte-Carlo pour évaluer;

E(f(X) = h(X)),

et le calcul discrete pour E(h(X)).

Commencons pour donner un exemple simple.

Exemple 2.2 Supposons que l’on veuille calculer :

/0 ' expla)de

comme au voisinage de 0 ;

exp(r) = 1+zx

on peut écrire : h(z) =1+x et E(h(z)) =E(1+z)=14+E(z)=1+35=3

/01 exp(z)dr = /Ol(exp(q;) Y g

1l est fagile de vérifier que la variance de la méthode diminue alors sensiblement.
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c-Variable antithétique :

Supposons que 1’on cherche a calculer :

I—/O f(x)dx, (2.17)

comme r — 1 — x laisse invariante la mesure dz, on a aussi :

I = 5/0 (F(x) + F(1 — 2))da. (2.18)

On peut donc calculer I de la facon suivante. on tire n variables aléatoire Uy, ..., U,
suivants une loi uniforme sur [0, 1] et indépendent et on approxime I par :

B = (U + F(1 = U) + o+ 5(F(U) + (0= V)

1

= L)+ =T 4ot f(U) + £ - U,)), (2.19)

lorsque 'on compare cette méthode & une méthode de M-C dirécte, a 'issue de 2n tirages
on peut montrer que si la fonction f est continue monotone la qualité de I'approximation
s’améliore. On peut généraliser ce genre d’idées en dimension supérieure et a d’autre

transformations préservant la loi de la variable aléatoire.

d-Méthode de stratification :

C’est une méthode bien connue des statisticiens et souvent utilisée dans les sondages

Supposons que 1’on cherche a calculer I, avec :

T=E(g(X) = / gl () (2.20)
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ol X est une variable aléatoire a valeur dans R? suivant la loi f(z)dz. On se donne une

partition (D;,1 < i < m) de R? on décompose alors I de la fagon suivante :
[=Y E(lxepy9(X)) = > E(9(X))/X € D; (2.:21)

=1 =1

lorsque que 1’on connait les nombres p; = P(X € D;), on peut utiliser une méthode de

Monte-Carlo pour estimer les intégrales :
I, =E(g(X)/X € D). (2.22)

Supposons que 'on approxime l'intégrale I; par TZ a ’aide de n; tirages indépendants, la

variance de I'erreur d’approximation est donnée par :

2
g
i 2.23
. (2.23)
si ’on note :
o? =Var(9(X)/X € D). (2.24)

On approxime ensuite [ par I avec :

§

I=Yp

.

s

, (2.25)

1

7

les échantillons servant a obtenir les estimteur J; étant supposés indépendants on montre

facilement que la variance de ’estimateur I vaut :
m 2
29
20 2.26
> (220

il est alors naturel de minimiser cette erreur pour un nombre total de tirages fixé.

i n; =mn (2.27)
i=1
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On peut vérifier que les n; qui minimise la variance de I/ sont données par :

bio;

> e DiCi

n, =mn

le minimum de la variance de I vaut alors :

1 m
g(; piUz‘)Q

(2.28)

(2.29)

Il est inférieur a la variance que 1’on obtiendrait avec n tirages aléatoires par la méthode

de Monte-Carlo classique. En effet, cette variance vaut :

var(9(X)) = E(g(X)*)—E sz )*)/X € D;)— (Z E(9(X)/X € Dy))?

D’otl en faisant intervenir les variances conditionnelle o; :

var(g szvar X)/X € D) —|—sz X)/X € D)

On utilise alors, deux fois 'inégalité de convexité pour z2

(Zm:piai)z < ipiaizsi ipi =1
=1 i=1 i=1

pour montrer que :

sz

var(g(X)) > pwar(g(X)/X € D;) > (Zpiffi)Q

(2.30)

X)/X € D;}?
(2.31)

(2.32)

(2.33)

Ceci prouve que, sous réserve que 1’on fasse une affectation optimale des tirages, on peut

obtenir par stratification un estimateur de variance moindre. Notons cependant que 1’on

ne peut que rarement calculer les o;, ce qui limite la porté de cette technique( mais

on peut toujours les estimer a I’aide d’un premier tirage de Monte-Carlo). Notons aussi
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qu’il est possible d’obtenir un estimateur de variance supérieur & l’estimateur initial
si 'affectation des points aux dommaines est quelconque. Il existe malgré tout d’autre
stratigie d’affectation des points par domaines qui réduisent forcément la variance. Par
exemple la stratigie qui affecte un nombre de points proportionnel & la probabilité du

domaine :

n; = np (2.34)

on obtient alors un estimateur de variance égal a :
1 m )
— or 2.35
- ;:1 pic; (2.35)

or nous venons de voir que :

> pio} (2.36)
=1

est un majurant de var(g(X)). Cette stratigie d’allocation est parfois utilisé lorsque ’'on
sait expliciter les probabilités p;, pour des considérations approfondies sur ces techniques

on pourra consulter.

e-Valeur moyenne ou conditionnement

Supposons que 1’on cherche a calculer :

E(g(X,Y)) = / gz, 9) (. y)dady, (2.37)

ou f(z,y)dzdy est la loi du couple (X,Y).

Si 'on pose :
1

m(z)

h(z) = / 9z, 9) (. y)dy, (2.38)

avec :

m(z) = / f(z,y)dy, (2.39)

32



il est claire que F(g(X,Y)) = E(h(X)). En effet la loi de X est m(x)dx, et donc
B(h() = [ m@h(yds = [ do [ g.p)rendy = B y), (240
on peut retrouver ce résultat en notant que :
E(g(X,Y)/X) = h(X), (2.41)
cette intrprétation comme une espérance conditionnelle permet de prover que :
var(h(X)) <wvar(g(X,Y)). (2.42)

Sil’on peut calculer explicitment la fonction h(X), il est préférable d’utiliser une méthode

de Monte-Carlo pour h(X).

f-Suites a discrépance faible :

Une autre fagon d’améliorer les méthodes de type M-C est de renoncer au caractére
aléatoire des tirages et de tirer les points de fagon "plus ordonnée". On cherche a trouver
des suites (z;);>0 déterministe permettant d’approximer les intégrales par une formule de
la forme :

(2)dz ~ Tim ~(F(z1) + . + F(z2)) (2.43)

[0.1¢ n—teon
On parle dans ce cas de méthode de quasi MC. On peut trouver des suites telles que la
vitesse de la convergence de I’approximation soit de 'ordre de K W, mais & condition
que la fonction f posséde une certaine régularité, ce qui est sensiblement meilleur qu’une
méthode de M-C | c’est ce genre de suite que ’on appelle une suite & discrépance faible.

Commencons par donner la définition d’une suite équirépartie.

Définition 2.2 On dit que (x,),>1 est une suite équirépartie sur [0,1]% si l'une des pro-

priétés suivantes(équivalentes) est vérifiée. (si x ety sont deux points de [0, 1]d, x <y si
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et seulement si par définition x; < y; pour tout 1 <i <d)

1- pour tout y = (y*,...,y%) € [0,1] :

1
lim —
n—>+oo N

Z Lizpeoy} = Hly’ = volume([0, y]) (2.44)
k=1 =

ou

0,9] = {= € [0,1]", 2 < y} (2.45)

2- DX (x) = sup

7 2= Yarenyyy — volume([0,y]) — 0-‘
i=1
3- Pour tout fonction f Riman intégrable (ie bornée et dx presque sure continue) définie

sur [0,1]7 :
lim % Z f(xg) = f(z)dx (2.46)

0,14

Dz (x) est applée la discrépence a lorigine de la suite x

Remarque 2.2 Si (U,),>1 désigne une suite de variables aléatoires indépendantes et de
loi uniforme sur [0,1], les suites aléatoires (U, (w)),>18eront presque sirement équirépar-
tie, de plus une lot du logarithme itéré pour la discrépance :

2n

p.s lim mD;(u) = 1. (2.47)

on dit qu’une suite est a discrépance faible si sa discripance est assymptotiquement
meilleure que celle d’une suite aléatoire. On peut prouver que la discrépance d’une suite
infinie vérifie forcément :

log(n)max(%vl)

D> (2.48)
n

pour un nombre infini de valeur de n ot cq est une constante ne dépendant que de d.

On connait de nombreuses suites & discrépance faible d-dimensionnelles. Les meilleures
discrépances assymptotiques connues sont de 1'ordre de ((log(n))¢/n ces suites ont une
discrépance quasi optimale vu la remarque précédente. Ces suites sont assymptotique-

ment meilleures qu’une suite de nombres aléatoires. Cependant, dans la pratique ie pour
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des valeurs de n entre 103et10°, les discrépances des mielleures suites connues ne sont
pas aussi bonne que les résultats assymptotiques pourraient le laisser espérer particu-
lierement pour des dimentions supérieures a la dizaine. Une autre intérét des suites a
discrépance faible est de donner une estimation & priori de I'erreur commise lors de I'in-
tégration numérique, pour des fonction a variation finie, par I'intermédiaire de la formule
de Koksma-Hlawka. Contrairement aux suites aléatoires qui fornissent des intervalles
de confiances pour une probabilité donnée, cette majoration est effective et diterministe.
Il faut cependant relativiser 'intérét de cette majoration en notant qu’elle est presque
toujours trés éloignée de la valeur réelle de 'erreur et que la variation d’une fonction est
une quantité trés difficille & évaluer.

La proposition suivante explicité cette majoration :

Proposition 2.1 (Inégalité de koksma-Hlawka)
Si g est une fonction a variation finie au sens de Hardy et Krouse de variation V(g),

alors :

< V(9)Dy(a). (2.49)

2.3 Simulation de Monte Carlo

Les méthodes de simulation reposent toutes sur la capacité & produire une suite
des variables aléatoires indépendantes suivant une distribution f donnée. La production
d’une telle suite dépend elle méme de la capacité que 'on a a produire une séquence
des variables aléatoires uniformes et indépendantes. En pratique, la production par des
moyennes informatiques d’une suite de variables uniformes iid est impossible : toute suite
de nombre résulte de la mise en oeuvre d'un algorithme, et par conséquent est détermi-
niste. L’objectif que 1'on s’assigne n’est donc pas la production de véritables variables
aléatoires mais la production de séquences déterministes imitant le mieux possible le

comportement d’une suite de variables aléatoires uniformes iid.
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2.3.1 Les erreurs d’échantillonnage

L’incertitude associée aux résultats de simulation nait du besoin de représenter, dans
une histoire nie, toutes les informations contenues dans une variable aléatoire d’entrée. En
simulation, 'utilisation de I’échantillonnage aléatoire génére toujours des erreurs d’échan-
tillonnage car les estimateurs obtenues sont des fonctions des valeurs de la variable d’en-
trée. Il est évident que la variabilité causée par les erreurs d’échantillonnage est indési-
rable.

En simulation stochastique, ils existent deux types d’erreurs d’échantillonnage, ap-
pelés, effet ensembliste et effet séquentiel a montré I'existence d’un autre type d’erreur,
appelée effet d’interaction ensemble-séquence et a obtenu des résultats empiriques sur
quelques problémes.

Définissons maintenant les différents types d’erreurs :

Erreur de type 1 :

L’erreur de typel appelée effet ensembliste, est liée a I’ensemble des valeurs produites
par la loi uniforme dans la méthode de MC. Cet effet est caractérisé par la diférence entre
la distribution empirique et la distribution théorique ou par la diférence entre le graphe
de la série de données (histogramme) et le graphe de la fonction de probabilité. L’effet

ensembliste est controlé si la procédure d’échantillonnage est parfaitement maitrisée.

Erreur de type 2 :

L’erreur de type 2 appelée effet séquentiel, est induite par la suite de I’ensemble des
valeurs produites par la loi uniforme dans la méthode de MC. Cet effet est caractérisé
par l'ordre dans lequel les valeurs de la loi uniforme se présente. Contrairement & 1’effet

ensembliste, 'effet séquentiel est dificile a controler en simulation.
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Erreur de type 3 :

Ce type d’erreur est défini par les erreurs qui ne sont expliqués ni par l'effet ensem-
bliste ni par I'effet séquentiel mais par leurs interactions. De la méme maniére que 'effet
séquentiel, il est dificile & controler dans certain cas.

Parmi les méthodes qui réduisent les erreurs d’échantillonnage, nous citons les mé-

thodes de réduction de variance.

2.4 Echantillonnage statistique

pour recueiller des informations sur une population statistique, on dispose de deux
méthodes :

1- La méthode exhaustive ou recensement ot chaque individus de la population est
étudie selon les caractéres étudié.

2- La méthode de sondage ou d’échantillonnage qui conduit & n’examiner qu’une
fraction de la population, un échantillon.

Pour que les résultats observées lors d’une étude soient généralisables & la population
statistique, I’échantillon doit étre représentatif de cette derniere, c’est a dire qu’il doit
refléter fidélement sa composition et sa complixité. Seul ’échantillonnage aléatoire assure

la représentativité de 1’échantillon.

2.5 Echantillonnage aléatoire simple

Prélevement au hazard, et de fagon indépendante, d’un certain nombre n d’éléments
de la population statistique de N éléments ou unité de I’échantillonnage d’un population
a N individus, chaque individu posséde ainsi la méme probabilité de faire partie d’un
échantillon de n individu et chacun des échantillons possibles de taille n possede la méme
probabilité d’étre constitué.

L’échantillonnage aléatoire simple assure I'indépendance des erreurs( ¢;) ie 'absence
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d’autocorrélation parmi les donnés relatives & un méme caractére. Cette indépendance est
indispensable & la validité de plusieurs tests statistique, est un fragment d’un ensemble
prélevé pour juger de cet ensemble, fraction de la population statistique sur laquelle des

mesures sont faites pour connaitre les propriétés de cette population.

2.6 Echantillonnage descriptif

2.6.1 Introduction

La méthode d’échantillonnage descriptif est I'une des méthodes de simulation de
Monte-Carlo qui sont connues aussi par les méthodes d’échantillonnages aléatoires, et
qui sont basées sur la production des échantillons on générant des nombres aléatoires
suivant une loi uniforme a partir des variables d’entrées du modéle.

Dans la pratique il est souvent cotiteux de prendre des échantillons suffisamment
grands en raison de ’espace mémoire et du temps machine nécessaire pour son utilisa-
tion. Par conséquent, les estimateurs de I’échantillonnage aléatoire varient grace a 'effet
ensembliste et séquentiel de cette méthode.

La méthode d’échantillonnage déscriptif évite 'effet ensembliste et garde D'effet sé-
quentiel, mais de se part elle a ses incovenients & savoir :

Les estimateurs produits sont biaisés et encore en pratique son fonctionnement stricte

exige une connaissance au préable de la taille d’échantillon requise.

2.6.2 La procédure d’échantillonnage

Supposons que le probléeme de simulation en étude contient une variable aléatoire

d’entrée X. Soit H sa fonction de répartition et H~! son inverse telle que :
X =H'(R) (2.50)

ou : R suit la loi uniforme entre 0 et 1.
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La procédure de génération d’échantillons descriptifs est la suivante :
1- On subdivise l'intervalle [0, 1] en n sous-intervalles équiprobables.
Soit :
{ri, i=1,2,..., n}, (2.51)

I’ensemble de n point réguliers ot :

i=1,2,...,n. (2.52)

wvd; = H (ry),i=1,2,...,n. (2.53)

3- On garde en mémoire les valeurs de 1’échantillion afin de les utiliser & la demande
de la simulation .
Dans une histoire, les estimateurs obtenus par la simulation, en utilisant 1’échantillon-

nage descriptif sont données par :

(Y;)] = F}(rlar% "'7rn>7j - 17k (254)

ou :

-(Y;); est 'estimateur du paramétre inconnu 6;, j = 1, k.

-T1,72, ..., T, sont des nombres régulieres dépendants uniformément distribués entre 0
et 1.

Etant donné que I’échantillonnage descriptif utilise des nombres réguliérs, on parle
alors de la surface des réponses réguliere. Sa définition est identique a celle de la surface

des réponses sauf qu’au lieu de considérer ’ensemble

{uy, ug, ..., un}, (2.55)
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nous utilisons 'ensemble{ry, 7o, ..., 7, } .

2.7 Exemple d’utilisation

Dans cet exemple nous allons appliquer la méthode ED sur le cas d’une variable
d’entrée qui suit la loi exponentielle de parametre A > 0. Nous avons utilisé le language

R pour effectuer les calculs.

Algorithme 2.2 :

n < =31
x < —c()
r < —c()

h < — function(r){h = —(1/lambda) x log(1 — r)}
for(iin 1:n)

{rli] < =(i —0.5)/n

i) < =h(r[i)

T

}

mean(x)

les résultats obtenue sont sous-dissus :
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i |mi=(—0.5)/n|z;=—(1/lambda)log(1 — r;)
1 10.05 0.1025866
2 10.15 0.3250379
3 10.25 0.5753641
4 10.35 0.8615658
5 1045 1.1956740
6 | 0.55 1.5970154
7 10.65 2.0996442
8 10.75 2.7725887
9 |10.85 3.7942400
10 | 0.95 5.9914645

Comme nous ’avons indiqué précédement, le théoréme de la loi des grands nombres

assure la convergence de 'estimteur de Monte-Carlo vers ’espérance mathématique :

mean(X) = 1.931518.

2.8 Conclusion

La simulasion et la modilisation sont trés liées, mais la simulation peut prendre des
formes différentes de celles de 1 amodilisation.

La simulation n’est pas distinée a remplacer la modélisation mais bien plutét a la
compléter, un modele est toujours une image simplifiée de la réalité mais une bonne
utilisation de la simulation requiert une bonne connaissance des limites de validité du
modéle.

I’échantillonnage descriptif est I'une de les méthodes de simulation qui peut étre
utilisé pour produire des valeurs d’entrée pour 'estimation de ’espérance de fonctions

de variables de sortie.
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