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Introduction générale

L’integrale de chemin offre un point de vue alternatif sur la mécanique quantique, et qui
est devenu un outil essentiel & la compréhension !ie la théorie quantique des champs et ses
applications, qui vont de la physique des intéractions fondamentales, a la mécanique statistique
des transitions de phase, ou aux propriétés des gaz|quantiques[1].

L’histoire de l'intégrale de chemin a commencé avec les articles de Feynman [2] qui a
formulé I'évolution quantique en terme de somme jsur un ensemble de trajectoires pondérées

.par exp(2£), ou S est I'action classique.

Du point de vue mathématique, I'intégrale de chemin liée a 1’évolution quantique est souvent
difficile 4 définir parce que exp(%.;s-) est de module unité pour tout chemin et donc la contribution
variable des chemins est un phenomene d’interférence. Kac [3] remarqua que si Pon remplacait
I’opérateur d’évolution exp(—%) par 'opérateur densité (opérateur statistique) exp(—SH) , et
donc I’équation de Schrodinger par une équation de ftype diffusion ou de la chaleur, on obtenait
une intégrale de chemin avec une mesure positive, généralisant I'intégrale de Wiener, bien plus
facile & définir rigouresement. Cette méthode a été poursuivie par de nombreux auteurs qui
consiste & définir 'intégrale de chemin correspondant a Pévolution quantique par prolongement
analytique sur la variable de temps [4]. La version en temps imaginaire de 'intégrale de chemin
(Feynman-Kac) permet d’étudier l’effet tunnel dans I’approximation semi-classique.

Dans ce travail, nous utiliserons I'intégrale de chemin dans une formulation dite euclidienne.
Ceci signifie que nous calculons les éléments de matrice de 'opératewr densité quantique &
Péquilibre thermique exp(—BH) od H est ’hamiltonien quantique et 3 = ,CB#T, plutét que
I’opérateur d’évolution quantique exp(—i—‘;”). Un avantage de la formulation euclidienne est qu'il
est en général plus facile de définir rigouresement l'intégrale de chemin representant I'opérateur
exp(—BH) que exp(—i—’gﬁ).

L’opérateur densité, dont la trace est la fonction de partition quantique

Z(8) = Tr{exp(yH)),

décrit ’évolution en temps imaginaire, et les expressions explicites obtenues peuvent étre dé-
duite aussi pour lopérateur d’évolution en temps réel, par prolongement analytique 3 — it/h
ce qui nous permet de faire le lien avec la méca.niqutia statistique quantique et classique.

D’autre part, si H est borné inférieurement, I'opérareur densité permet de determiner
Yénergie Ey de I’état fondamental d'un systéme quantique

Ey = ﬁIHEo [—é— log {T’r(exp(—ﬁﬁ))” .
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L'inconvinient principal de la formulation euclidienne de la mécanique quantique est que
les expressions classiques ont des formes quelque peu inhabituelles puisque le temps est imagi-
naire. Nous parlerons d’action et de Lagrangien euclidiens, ainsi que de temps euclidien. Enfin,
I'intégrale euclidienne est directement liée aux processus de diffusion, par exemple ’équation
de Fokker-planck a la forme d’une équation de Schrodinger en temps imaginaire.

La plupart des intégrales de chemins ne peuvent pas étre calculée analytiquement. Par
conséquent, il est nécéssaire de développer des méthodes d’approximations qui nous permettent
d’approcher le résultat exact avec la bonne précision.

D’autre part, plusieurs méthodes et téchnic;{uesi ont été developpées pour évaluer les inté-
grales de chemins dans les différentes representations et dans les differents systémes de coordon-
nées. Parmi ces méthodes on peut citer la méthode des perturbations, la méthode semi-classique
et la méthode variationnelle. Actuellement ces développement sont limités essentiellement &
retrouver les résultats déja existants. Néamoins dans certains cas, les intégrales de chemeins
ont permi de réaliser des progrés dans l’éxplicatioln de nouveaux phénoménes physiques,par
exemple le phénomeéne de dissipation dans les systémes quantiques (modéle de caldeira-Leggett
[51).

La version intégrale de chemin de la méthode variationnelle a &té développée pour la pre-
miére fois par Feynman [6] dans son livre intitulé "Statistical méchanics" et en 1986, Feynman
et Kleinert ont amélioré cette méthode [7]. Ensuite,| Kleinert a developpé cette méthode d’une
maniére considérable jusqu’au troisiéme ordre pour différents systémes physiques aussi bien
pour les couplages faibles que pour les couplages forgs [8]. d’autre part, on signale aussi que R.
Giachetti and V. Tognetti ont développé une version de la méthode variationnelle [9]. Parmi
les applications qui ont été traitées par la méthode yriationnelle de Feynman-Kleinert, on cite
l'oscillateur anharmonique, le potentiel de Coulomb {8, 10], 'oscillateur anharmonique plus la
distribution de Dirac [11], la classe des potentiels del Morse [12] et la classe des potentiels har-
moniques [13] obtenues par la méthode de factorisation et enfin I'oscillateur anaharmonique °
[14].

Un simple modele des systéme pour le processus|d’effet tunnel, est le potentiel puits double
symétrique avec deux minima (z = =a}, ou "a”’représente la largeur du puits double. A la
limite & — o0, et pour une fréquence w fixe, la hauteur du barriére devient infini et le systéme
se décompose en somme de deux potentiels indépendants d'un oscillateur harmonique séparé
I'un de lautre (8].

Le chapitre 1, contient un rappel de la construction intégrale de chemin euclidien associée
a Popérateur densité exp(—BH) pour les Hamiltoniens de la forme H = % + V(z). Ensuite,
nous.exposerons la méthode variationnelle de Feynman-Kleinert (F-K).

Dans le chapitre 2, on refait les calculs de la méthode variationnelle de Feynman-Kleinert
appliquée & Poscillateur anharmonique puis au puits double jusqu'au troisiéme ordre. Les dia-
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grammes de Feynman ont été calculés en utilisant [le logiciel de calcul formel "Maple".
Dans le chapitre 3, qui constitue I’objet de ¢e mémoire, nous utilisons les résultats de i

Kleinert exposés au chapitre 2 pour appliquer la méthode variationnelle de Feynman-Kleinert ‘

discretisée au potentiel puits double. La discretisation de la méthode variationnelle de Feynman-

Kleinert consiste en la décomposition de ’axe du temps en (N + 1) intervalles. Tous les calculs .

obtenus, en utilisant le logiciel "Maple", au premier et au troisiéme ordre de I'approximation

sont fonction de V. Les expressions des diagrammes de Feynman et les corrections sont trés

longues (voir Annexe). Les résultats obtenus pour la premiére fois sont présentés sous forme de

courbes commentées. Pour tester la validité de ces [résultats, nous passons & la limite continue

et nous retrouvons les résultats du chapitre 2.

Enfin, nous terminons ce mémoire par une conclusion.




Chapitre 1

Méthode variationnelle de

Feynman-Kleinert

1.1 Formulation intégrale dejchemin

Considérons un systéme quantique en contacté avec un bain thermique & la température 7.
Les grandeurs thermodynamiques qui caractérisent ce systéme sont déterminées & partir de la
fonction de partition définie par

Z="Tr [exp ﬁH)] Zexp (1.1)

ol kg est la constante de Boltzmann. Cette expressmn est le prolongement analytique de
la fonction de partition quantique au temps imagizna.ire

t=ir =1hB avec B = (kgT) L. {

Dans la base locale | z} la trace d’une quantitié en meécanique quantique correspond 3 une
intégrale sur les positions

oo =]
Z = /d:r.(:r: | exp(—GH) | z) = | dz(zty | 2ta) |ey—ta=—ing - (1.2)

Iy | .
Si on décompose le facteur de Boltzmann exp(—SH) en (N + 1) facteurs exp(—¢% ) multi-
pliés I'un par 'autre, avec ¢ = ;\%—1, on trouve la (fonction de partition dans la représentation

intégrale de chemin

N+l | %R

H
z=] / | (31 | exple) | 22)

X (Zn | exp(—-e%) | Zp_1) X o X (:cll | exp(-—s%) | zg) . (1.3)
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Dans cette derniére équation on a utilisé la relation de fermeture N fois.

Alors
H T dpn . H Pn, Ln
{2n | eXp(_EE) | Zn1) & / o f P (?(ln - Tn-1) — 5%) : (1.4)
et on peut écrire |
N+1 o o0
d AN
. Z = d n ‘_'1 -—= .
HMmf%ﬁ exp(=22), (15)
ol
N+1
Aiv = Z [_ipn(mn - -'E!'n—l) +EH(pn:$u):| . (16)
n=1 !
A la limite continue, ¢ — 0 ,on a :
48
Adp.a| = [ dr=ip(r)(r) + Hp(r),2(). (1.7)
/ ‘
et D : A [p ]
_ “_P ; _ Al ' T
Z= ‘/D:r:f 5 tf,xp( —5 ). (1.8)

Dans la suite, on considére le cas d’un potentiel V(z) indépendant du temps. L'intégration

sur les impulsions conduit & la représentation i

n

Z= / Da{r)exp :h-/d'r [-—ﬂ;a’?(f) + V(z(m)]| | . (1.9)
#{(0)=z(1B) 0

On peut obtenir une représentation équivalente en considérant le chemin moyen

T = j—/ﬁif:t;(?), (1.10)

ensuite on somme sur tous les chemins périodiques vérifiant la condition ci-dessus avec Z fixe
et enfin on intégre sur tous les points Z. On trouve
g

Z = ]od.i'/D:c('r)exp :ﬁl/d'r [-ﬂg—mz(-}') +Viz(m)| | . (1.11)
LA 0




1.2 Méthode variationnelle de Feynman-Kleinert (F-K)

11 découle de cette représentation que seules les trajectoires périodiques de période 3 con-

tribuent & l'intégrale de chernin.

A la limite hautes températures, fif — 0, les chemnins qui sont loin du point initial donnent

une contribution négligeable & I'intégrale de chemin & cause de la trés grande valeur de ’énergie

cinétique.
On écrit alors,
Viz(r)) = V(z(0)) = V(z), (1.12)
ce qui donne
oo KB
Z = fd:cexp /Da:exp —_hl/.dr [—ﬁé{mz] . (1.13)
—-o0 0

en utilisant le propagateur de la particule libre, on obtient la fonction de partition classique

suivante
oo

M el
ont2f f dz

1.2 Meéthode variationnelle d

La périodicité des chemins

exp (~AV (7)) . (1.14)

e Feynman-Kleinert (F-K)

z(r) = z{r + AB), (1.15)

est mise en évidence si on développe chaque chemin en une série de Fourier (8]

o
z(T) =z + Z (T exp(iwnT) + 2}, exp(—iwmT)), (1.16)
m=l
ol wm la fréquence de Matsubara (8] donnée par la formule

LU N ST (1.17)
hf3 :

et zp est un point qui contribue avec la fréquence

w0=0.

En fonction des composantes 2,,,, la mesure d’intégration § Dz(7) est donnée par la formule

(8}

(=0}

fDm(T)zjﬁz]_ll

B

(1.18)

Fdee:cmd Imz,,
o0 —00

,BMw
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et la fonction de partition s'écrit alors sous la forme {8]

o0 c:o|oo

ad | dRe:cdema:m
Z = /[%n?ﬁ %Hl /M ﬁM
I "8
|
X exp MﬁZw ||:z:m| /dTV( () (1.19)

0
I

Le but ultime est de pouvoir effectuer les inltég'rations sur les composantes z,, pour des

m # 0 et réduire ainsi la fonction de partition & [une forme similaire & celle de la fonction de

partition classique o1 le potentiel classique sera i‘émplacé par un potentiel classique effectif

|
1

oo d‘
Z=f$le><p| —BVessa(®a)) - (1.20)
2mh? I
= [

i
|

Cette opération est généralement difficile sa,ui'I pour les potentiels quadratiques.

Pour contourner cette difficulté on fait appellen général aux méthodes d’approximations.
Nous connaissons déja les développements perturbatifs et semi classique qui sont biaisés par
des graves problémes de divergence pour toute valeur de la constante de couplage.

La méthode la plus efficace et qui converge rap:idement (d’ailleurs de maniére exponentielle)
est la méthode variationnelle proposée par Feynm%m et développée par Kleinert [8).

L’idée principale dans cette approche est d’utiliser I’action de l'oscillateur harmonique de
fréquence Q(wp) centré au point zg comme action d’essai.

L’action euclidienne dans ce cas est donnée peIr la formule

A“"_/dr[ 2 +QI?( 0)93—";—“)2]. (1.21).

i
-y i
Approche Variationnelle | |

I .
D’une maniére générale la fonction de pElI’tlthll‘l classique effective d’un systéme est donnée
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par la formule

!
oo |
—F drg T dzfedzm
Z= exP(kBT) = f — H {/ e TSnjl

o MkgT m=1 'Mws,
T
o0 kBT ’ oo
X exp ﬂsz | T 2 2 a2+ Z(m exp(—fwmT) + cc)
kBT m m h. : 4} m m
m=1 0 i m=1
oo i
_ dzo —Vess (o) '
= f \/WGXP{ P , | (1.22)
“oo \/ MkgT !
ot Vesr(zo) est le potentiel effectif qui dépend de 15 position moyenne z¢ donnée par
,L!_
kgT
kgT
Ty = BT dra(T), (1.23)
) |

et 7 € [0, ;23] est le temps imaginaire.

Le facteur de Boltzmann

Pour un oscillateur harmonique, on peut écrire

=S k‘;T o0
exp j—M E Wi | 2 2 L f drV{zo + E (% exp{—twm,T) + cc)
kT —~ h
m= 0

m=1

:exp{ f:w +0?) | Tm |zexp{(2ka) 23:3}}, (1.24)

I
ce qui donne une fonction de partition de la forme

T dz W2, | Mo,
= UL —(— 1.25
z f [ amp2 -4 [wfn +wT:| exp{ (ZkBT)w Yoy (1.25)

et d’apres la formule (8]

m=

o0 few
= el (1.26)
1—[1 L,z —i—wz} sinh(z7%)
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on trouve
h( P )
Veff c;(.’L‘g) = k‘BTIOg[ ] + V(.'LO)
2k5T
huw Fuw —hw
d;c;(:!:o) = —kBTlog ( )+ + ksTlOg (1 - exp{ﬁ ) + V(:L'o). (1.27)
'B
A basse température (T — 0), on trouve
i
Verreizo} = 5= +Viz), (1.28)
et
—h.w hw d:BQ Mw2x2
Z — exp{ } exp ( 0)
kT kgT rhi 2kgT
8 et J /%i-%? 8
— exp [ 2w 1.29

o By = & est Pénergie du niveau fondamental de oscillateur harmonique.

Fonction de partition

Il n’est pas facile en mécanique quantique d’oibtenir une forme exacte de Vyyci(zp) associé
a un potentiel V' (2) quelconque, mais il est possible de trouver une approximation & V,syci(x0)

Soit un ensemble d’oscillateurs, centrés autou
qui a une seule fréquence Q%(zo).
Posons d'abord

Z, = exp (_k_?f)

h
kg7

1

=/Da:(r)exp :h,—/ dr% (& + Q%

0

on F) est I'énergie libre approximée au premier

aprés intégration sur z]° et x::," on trouve

.’J o)/JAﬂT

r du point zg, qui décrit le chemin moyen et

7= d:?o
a [ 2mn? smh(i‘-n-.("’—;’,2
.& T ks

_ d:ro

/ _2nh2
-0 MkgT

(20)(z = z0)?) | exp (—%) , (1.30)
ordre.
Ly (z0)
P (~ ’wﬂg )
|
Wl(m )
UcBTD ) (1.31)
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ol

. (o)
sinh ( 2*-3"13"

KY(zo)

2kgT

Wl(m‘g) =kgT + Ll(wg). (1.32)

_Notre but est d’essayer de calculer les deux fonctions d’essaies : (2*(zy) et L,(z).

W) (zy) est la borne supérieure optimale de Very (zo) dans un large intervalle de tempéra-

ture T
Wi(zo) = max(Vess(20)), (1.33)
dans ce cas on a
Z]<Z—’F1>F, (134)
d’ot
Wi(wo) = Vdss.alzo). (1.35)
Donc on peut écrire
- -A -1
Z = fDxexp(TA) = fDxex:(Tl)exp (?(A - Al)) , (1.36)

ol A est 'action classique et A; I’action approximée au premier ordre.
D’autre part, on peut écrire

Z =7 <exp (%I(A—Al))> , (1.37)
ol
(7@, = 7" [ DEes( (o) (1.38)
D’aprés la relation de convexité on a
{exp(f(2))) > exp({f(z)}, (1.39)
et pour une fonctionnelle quelconque on a I'inégalité de Jensen-Peierls 18]
[ put@ expli@) 2 exp { [ Dute) eXP(f(w))) , (1.40)
ou
/D,u,(:c) =1 (1.41)
Posons A
Dulz) = z7'Dz exp(——h——l), (1.42)
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donc

Z > Zl exp(?!(A - Al)l), (143)
et sachant que i
F =—kgTilog Z, (1.44)
d’ou . T]
F<F+ f;_L (A—Ay),. (1.45)
Finalement

i
i
l

TT]— < (o) - 203 (a0)a(r) = 20 — L wu)> (1.46)
0

| 1
1
|

En considérant la transformation de Fourier ?iu potentiel

dk | ~
Viz(r)) = / z—eﬁp(ikw(f))V(k), (1.47)
T
oo |
on trouve '
|
T dz b dzRedzim
_ =1 ¢ m m
v, -2 [ H[ T }
—oo MkgT ™= Wi |
M, 2 Ll(fCL)
X exp EE?,;W”" | m | kBiT
T dk ©
—V(k ik mi — W, T+
x/ - (k) expi (sco-i-n;'c :exp{ W T} cc))
oo ﬁﬂgfﬂa) [=] I . kz
A f 4% 2’°BQT / g V(k)exp (z'ka:g — —az(fcg)), (1.48)
2«&2 sinh( % ’; 27r 2
oo i
|
o 25T °°‘i 1
a¥{(zp) = =5 i (1.49)

|
M gl + O ao)’

qui représente la largeur des fluctuations autour du chemin moyen.

Et comme
+oo

V(k) = / dz exp(—ikz)V (z), (1.50)

—00

1
1
I
|

|
|
i
|
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|
donc,on trouve que le potentiel convolué, est donnlée sous la forme
T ] ~(wp — 20)’
z
Vaz(ze) (o) = > V(x 1.51
2(.1'0)( 0) \/m .p{ az(x) } ) ( )
d’oti :
dxo Zk(r';"
=7z £ Li{zo}}. 1.52
/ i b () Ve (30) oxp{ =L (o)} (52
D’autre part on a ]
TR
R x —(zi—z e
(z — )z = Wexp{ 2|a2 }(w zo)* = a*(xo) (1.53)
Finalement :
Iy I
(Vietr) - —2—92(9:0)@(7) a0 = Ina) )
1
o Q(za) |
d: M o,
zl 1 =0 2"55" _ [Vaz(xo) — 2024 (zo) - Li(zo)] % exp{—BL1(zo)}.  (1.54)
/ 27rﬁ2 Sll‘lh 2k ; 2 !
|
I
I
Si on choisit 'M
L1 (10) = V'az(:ro) — ii-ﬂzaz(l'o), (155)
on trouve i
~Wi{zp)
Fy = —kgTlog Z, = —kgT Log /I \/T { o }, (1.56)
o0i \/ MksT
ou (! ) I
sin
Wi (o) = kg log {—M%—T} + Vi) — —9262(1‘0), (1.57)
2keT
donc I
F < Fl — exp{ ﬂVeHcg(:vo)I} Xp{—ﬁWl(II:g)}. (158)
D’autre part |
m+92§$ol i
9 2kg Talog H [ L kgl 0 Smh(gk T)
ale0) = =3y 5] " oMo Bl
kT [ P ot (e )’—1]. (1.59)

2kgT
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i
Maintenant minimisons W, par rapport & a? |

s _o (1.60)

on trouve une valeur de a? optimale. .
Ensuite calculons la fréquence optimale, en utilisant la formule
2 aVaz(I‘g)

QZ
(1'0) M 6@2(2’.‘0) ’ (161)
ol V,2(z0) est donné par la formule !
T dk - | 02 (o) K2
Vi) = / ) exp(?A'CO s} (1.62)

Finalement insérons le a? et I’ Qz(a:o') optimales dans (1.57) pour trouver 'approximation
au premier ordre du potentiel effectif classique V,}..(zo).
On peut utiliser une autre formule pour calculer la fréquence optimale

. 1 82 .
Q%) = 21/,12(1:0) . (1.63)
a a?=a2{xg) ‘
Pour vérifier la validité de 'approximation Wl? on considére les deux cas particuliers suiv-

ants : !

A haute température(7” — o0}, on a
Wi(ze) = V{zo), (1.64)

et Vosra{zo) a une forme exacte.
A basse température(7 — 0), on a

|
%}I’I’ll) W](;L‘g) = %[hg(bg) - Mdz(lg)a (10)] + V'az(ro), (1.65)

o E
) lim a*(zo) = B (1.66)
T0 2MQ(zo)’
donc ; , .
llm %% (230) = —ﬁﬂ 1‘0) + Vﬁ(za) gm + I/a?(:ro)- (1.67)
A basse température, on a ;
71}11% Fy =W (0) = By, (1.68)
et si Wi(zp) a une forme quadratique on a
|
lim Fy = Ey =' (1.69)
T—0 2

ol E, est ’énergie, & I’approximation d’ordre un,, d une particule dans un potentiel anhar-

monigque.



Chapitre 2

Oscillateurs Anharmoniques

Dans ce chapitre, on va appliquer la méthode variationnelle de Feynamn-Kleinert pour
calculer les corrections au premier ordre et au troisieme ordre de l'oscillateur anharmonique et
le puits double. Les diagrammes de Feynman ont été calculés en utilisant le logiciel de calcul
formel "Maple", '

Supposons qu’on a une particule plongée dans un potentiel anharmonique de la forme

Iy :
Viz) = -2—w2m2 + gz*, (2.1)

ou g est la constante de couplage.
On distingue deux cas :
-Si w? >0 on aun oscillateur anharmonique.
-Si w? <0 on aun puits double.

25

20

3 2 ER 1 z 3 3 3 1 o 1 z ]
ig. 1- Potentiel anharmodique w* > 0 Fig. 2- Potentiel puits double @2 < 0
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2.1 Calcul Variationnel
2.1 Calcul Variationnel
Action
Soit un oscillateur anharmonique décrit par l{Hamiltonien
M. I .
H = (& +wla) + Ja*, (2.2)

ou M est la masse du particule et w est la fréquence.
Pour simplifier les calculs on prend M = w' = 1,dans ce cas l'action est donnée par la

formule
' h ) 2 4
S(ZE,X-‘) = /dT(E;-F —2— + g'z), (23)
4 !

l
le potentiel convolué (smeared) est donné par,

T dr t —x. z? z
Var(z) = exp(~—=- )5 t+ 9
2 a2 2 4
s vV 2ma
T de R : (z" — z)?
= Tmexp(—“—iaa—){g +.1($L —.7‘)+—“'2_“
+ g[(:x:4 +423(z — ) + 62z —2)? + 4z(z’ — 2)% + (2’ — )]}, (2.4)

4

ou

2 —! 1
2 _ :
est la largeur de fluctuation locale et §2(¢) la fréquence donnée par

wo o b2 Va(a(t) .
02ty = 7V @alt)) = M Ba2(a(t) (2.6)

Pour calculer expression de V,:(z} on utilise la formule

oo
dz’ (' —z)?,, nll  sin pair .
22 Ny — ) = , 2.7
/ v 2ra? e 2a? Sl =) 0 si . impair (27)
d’ou
p 2 ,14 2 3 3
Vaa(z) = % +g%— + %— + ngzaz + Iga4, (2.8)
et
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enfin

Matrice densité

2y 2 0 T wht ()
@(®) = 315 08 °8 I;I ’
_ 11 sinh(2222)
TMpa T maE BR(x)
o1 el
T OMBAMR(z)t 2

Wi,

coth(ﬁ—m}f—)) -1).

A haute température(7 — o0), la fonction dIIe partition prend la forme

On défini

avec

ol

Si W, (x) s

[+ =] o] |
d
Z o~ 2y = /dm/ %exp(—ﬁf[(p,x)).
-0 —oo

|
[
!
. la matrice densité par la relation |

plzs) = 27 Mza | e:-:cp(—ﬁﬁ’) | 2a),

7p(:r)d:r:; =1

ont les fonctions propres de H , on peut écrire

S | Ua(z) | exp(~BEn)
PlEe) = e H(—BEy)

Dans les d

eux cas limites de basse et haute température on a :

[
- A basse température(T — 0) : p(z.) ~| \Ilgi(:ca) 2.
[>.=]

- A haute

Si‘Tb—‘Ta

o0

(o exp(—el) [ a) = [ e (—-E—‘L‘%J) |

-0

température(T — 00) :  p(za) = 23 [ 5 exp(—FH (p,24))-
= K3, dans ce cas on peut écrire
Z~ / dio x| ex(—e B /K) | ),

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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Application
Soit
P? v
H =
(,2) = 4ot + V(z), (217)
utilisons I'intégrale Gaussienne, on trouve
T dp -p*\|_ [2mh? -7
/ 2nh &P (ZM) = ( M) (2.18)
d’ou o ,r
dx
Zet = / — exp (~8V(2)), (2.19)
()"
- - ,!
!
et quand 7 — oo, on a |
|
p(z) = pale) = 231 (TE1) " exp(=pV () (2.20)

2.1.1 Potentiel anharmonique ‘

Pour l'oscillateur anharmonique w? > 0, on prend par exemple w? = 1, le potentiel convolué
s’écrit sous la forme

2 4 2
o) — 20, 9%, %1, 3 a0 39
Via(zg) = s Tt 3] + 59%ga” + —~a%, (2.21)
et }
2%(zo) = 1 + 393 + 3ga*(xo), (2.22)
d’autre part, on a (w0) I 80(0)
1 [B(zg 20
2 anae -

5 ¢
Utilisons l'itération et partons de (zg) = 0,l qu’on substitue dans l'équation (2.23} qui
donne a?(zg) = &. Substituons ensuite a®(zo) 4 -1% dans ’équation (2.22) pour trouver la
nouvelle fréquence Q2(zg) et ainsi de suite. On trouve que I’ itération converge rapidement, et
on obtient alors a?(x) et Q2(zq) désirées.

En substituant a®(zo) et Q%(zq) finales dans les équations (2.21), (1.57), on obtient I'éx-

pressions optimisée de Wi(z) _
|

1 |

B

sinh (ﬁ—'s%(ﬂl)

log RS (7o)
2

Wi (z0) = V() - 02 (w0)a? (z0). (2.24)
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Finalement, I'énergie libre est donnée par la formule

. . ' Wl(.'l,‘g)
Fy, = —kgTlog / \/W { BT } \ (2.25)
-0 MEkgT ! '

I.’énergie libre classique de Poscillateur anharmonique est donnée par la formule

. —Vd(iﬁg)
Fy=—kgT] .
B Og/ \/'W { kBT ) (2 26)
MkgT
ott Mo?
W
V(o) = — a5+ %zg. (2.27)

a @0
[u] ® -
AENIRRENEREINUNENN NI NN N

o
N

'D
N

Fig.3- L’énergie libre classique de l'oscillateur anharmonique

en fonction de 3. Le rouge pour g = 2. Le bléu pour g = 4.Le vert pour g = 40.

2.1.2 Potentiel puits double

Le potentiel puits double correspond 4 une frequence w? < 0, on prend par exemple w? =
—1l,0ona

2
1
Viz) = —% + 330+ e (2.28)

L’addition de la constante ﬁ permet de contrdler le comportement des quantités physiques
3 la limite g — 0. '

Dans ce cas la fréquence d’essai est donnée sous la forme

Q*(xo) = —1 + 39z + 3ga’(zq), (2.29)
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et pour 1% € (“—géi, 0), on a
1 [818zo) 1 818 (zo)
20, —
a“(z) = 5 [ 5 cot, 5 If. (2.30)

Dans ce cas la fréquence d’essai £)(z) peut étre i

maginaire et on ne peut pas utiliser 1'itéra-

tion pour trouver a®(z) et Q%(x). Pour cela, on va chercher le zéro de ’équation.

1
F(9%(20)) = a? (o) — 7
. g
ou a®(zp) sera calculé de I'équation (2.30) .
Notons qu’a T = 0, la constante de couplage g es

égale 4 0.3629(8].

+ Q% () — 3g22), (2.31)

t supérieure & g, qui est une valeur critique

9> g. = 0.3620. (2.32)
Mais pour g < g. on trouve que T, = @I,dom Péquation (2.29) devient
Q% (2) = 2 — 690 (z,,). (2.33)

o
n

| I S T I T O W e |

L

[w]

-0.5

Fig. 4- L’énergie libre classique du puits
Le rouge pour g = 2, Le bleu pour g

double F3* en fonction de 5.

= 4, Le vert pour g = 40.

2.2 Approche variationnelle pour les états excités

Pour le moment nous avons donnée la forme de |

ordre de V¢ u(xo) d’un oscillateur anharmonique d

V1(zo) qui est 'approximation au premier
ans son état fondamental, c’est 4 dire non
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excité. Cette approximation est basée sur l’utilisltion d'une Gaussienne comme fonction d’es-

sai. La question que nous allons nous poser maintenant est : peuvons nous utiliser la méme

approximation dans le cas des états excités?

L’action de I'oscillateur anharmonique
Considérons l'action de l'oscillateur anharmonique

Mw?
2

RA
Alz] = /dT(%{iz + z? + %gz‘l).
0

Posons

Alz] = AR + Ay

h

ou A est l'action d’essai centrée au point xp, donnée par la formule

hg
x 1'2 Q2 2
AP = [ drM [5.1 = 7(1‘“—230) ],
0

et A¥, est P’action d'interaction, donnée par la formule

ind

To
Aint

8
2 — )
=/dT[MW 5 -(.1:—2:0)2-}-%224}.
0

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

Supposons que \Ilg‘)(sc — 1) sont les fonctions d’ondes propres de 'Hamiltonien A du

systéme.
Soit la fonction de partition du systéme

Z8(zo) = / dapdra " (21) (2470 /T 4a) U5 (%)

—A n
(2a,0) (@, i3)

(2.38)

On voit qu’a T — 0, une optimisation sur 2o et Qo) nous permet de trouver les énergies

des états excités £ suivant la formule

2" = exp(~BEM),

ot Z(™ est la fonction de partition du systéme pour un état excité.

(2.39)

La fonction de partition totale de P'oscillateur anharmonique pour les états excités est
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donnée sous la forme
ZM Zs(;‘) exp(

ou Zg‘)est la fonction de partition qui représente’
lateur anharmonique, elle est donnée par 'expres

Z8 = exp{—BQn + %)}.

Remarques

1) On note que dans ’équation (2.40) le 2°™e
membre, d’aprés 'inégalité de Jensen-Peierls.

2} La bonne position qui donne une action t

Az
(- Sy,

la contribution du né™e état excité de 'oscil-

(2.40)

51011

(2.41)

membre n’est pas necéssairement égal au 1¢

rés précise de ’équation (2.34) est bien z =

. pour g < g™

Zp = 0.
3) D’aprés la remarque précédente et d’aprés l’équation (?7?), on peut écrire le résultat
suivant
2k (n) h*
("]“ )ﬂ = (Mﬂ)k M2k k€ N! (242)
ol ‘
' i
k = 1! My = (T?. + E)
k=2, 174=%(n2+n+%
5 .. 3 2 3
k=3, v76=Z(2n +3n -}-4n+§)
1
k=4, g = 1—6(70714 + 140n° + 344n® + 280n + 105). (2.43)
et
@M — 0. ke N. (2.44)
Maintenant insérons (2.37) dans (2.40), on trouve Z(™
- [1 hn, g Bn
() &y gapd —3 | (Q2+ )2 L 9 Ve | L 2.45
zZ eﬂp{ ,8[2(9 + & )Q + Mo (2.45)
Finalement les énergies des états excités sont|données par la formule
1 w? g w?
) = K= ol z 2.46
44 ﬁ‘[z(ﬂ_*_ 0 ??2+ 492774]1 ( )
ou 5
c o gh
g = leu_}S'
L’optimisation de W sur la fréquence Q donne
W Larecos (n)
Q=0 = ﬁcosh[aavccoslh(gf};)] .pour g>g (2.47)
' 24 cos{j arccos( )]
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ou 3
21t
(n) — Mt
3 \/?—im (2.48)
Dans le cas des grandes valeurs de g™, les fréquences Q™ se comportent comme (%gn)%,
etona
w = Bl — hrc.(gn‘*)%, (2.49)
ou la constante x est donnée par
| 13, 3,22

P Fd r hd I rd rd . Pl
Fréquence et énergie optimales des états €xcites
D’aprés les équations (2.47) et (2.49) et pour 1!1n couplage fort on peut définir la fréquence

et 'énergie optimale des états éxcités de Poscillateur anharmonique réspectivement par les
formules 3 ,
Qi =63 ()31 + (5 .
4
n 3.4,pg9.4,, 63 1
EM = 1(2)5E - .
=+ DR @it b (2.52)
ou 2 1
_dm _mEnts (2.53)

Finalement la fonction de partition approximée et Pénergie libre de l'oscillateur anhar-

monique pour les états exités sont données réspectivement par les formules

Z =2 Zexp(—-ﬁEig,),), (2.54)
n=0
1

2.3 Amélioration systématique de I’approximation F-K

Développement variationnel perturbatif
Pour obtenir une amélioration systématiquc? de 'approche variationnelle en mécanique
quantique, nous faisons un développement en puissance de 1'action au voisinage du point T =

T =Z.
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Calcul de I'action

Posons

A =V(zp) + AZ + A (2.56)

ot AF l'action d’essai pour une fluctuation dx(7)
la formule
7 M
q = deT{[éi(T
0
dz(r) = z(1) — 2y,

et A7 'action d’intéraction est donnée par la for

AR = / d'r{ [5:c (T2 + ![6:15

ou

gi(wo) = VO (z

int)

au voisinage du point 2 = xg,est donnée par

N? + Q2(z0)[0z(7)]?}, (2.57)

(2.58)

mule

()] + %[53:(7)]4 +..}, (2.59)

8) — 26y, (2.60)

est la constante de couplage qui dépend de la position zg, et

V(‘)(ro) =

Dans le cas d’un oscillateur anharmonique, le

galm0) = Mw? — O

g3(z0) = 6970,

d*V (o)

(2.61)

dah

s constantes de couplages g;(xg), s’écrivent

()] + 3y,

(2.62)'

94{zo) = 6g.
Introduisons maintenant le paramétre
2,2
g2 = 2MEY =) (2.63)
9
qui a la dimension d’un carré de la longueur d’onde.
Dongc, on peut écrire !
__.-r‘
gz(:l.'o) = g('?- + 31‘3) (264)

Avec la décomposition (2.56), Papproximation au premier ordre du potentiel effectif clas-

———— e —— = —

———— ———— + ——
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sique de F-K peut s’écrire sous

la. forme

Wizo) = V(wo) + F* + —(Aii‘i Q- (2.65)

k3

Pour généraliser cette formule, on remplace 'énergie libre locale F3°, par F3® + AF%0u AF?0
représente une correction pour ’energie libre.

Une forme plus exacte du potentiel classique effectif est donnée par la formule

VIt (my) = Vize) + FP + &

ou

1292\ zp
(Aint Qe —

.".203 x0
(Aint )00

int

et (A;) 5. est I'action connecté.

Remarques

TY\ T 1 z
ﬁ;ﬁ( ;n%)ﬁo - W( :ngz)g?c
+ a5 (A V&% Lo (2.66)
= (A0 — (AT
= (A 305 — B{ARDE (AZE + 2AR)E°, (2.67)

1) Une sommation jusqu’a l'infini de 'équation {(2.66) donne une indépendance de V*//¢ ()

par rapport a (zp).

2) Pour une bonne approximation, on utilise

W3($0) = V(mo)

+ FE + (A

int

1 [fT) 1 1La3y
= 505 (Aint Yoo T 555 (Amt e (2.68)

et pour trouver Wy (zo) optimal, on utilise la fomule suivante

3WN (120) ]

U zo)

Lo. (2.69)

Cette derniére équation donne un Qn(zg) optimale qui s’appile la fréquence de moindre

dépendance.

2.4 Application du développement variationnel pertur-

batif

D’aprés tout ce qui précéde nous remarquons que I’approximation au troisiéme ordre W3 ()
est meilleure que celle du premier ordre W (zp). Dans ce paragraphe nous illustrons la perfor-
mance du développement variationnel perturbatif pour le cas d’un oscillateur anharmonique.
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Nous allons montrer que ce développement converge rapidement vers des résuitats exacts pour
toutes les valeurs de la constante de couplage ¢ contrairement aux autres méthodes de pertur-
bation ordinaires qui divergent pour des petites valeurs de g arbitraires.

L’oscillateur anharmonique & 7 =0

A basse température, c.8.d 7 = 0, le point 25 = 0 est le point optimal qui contribut dans

le calcul et on a

dz(r) = x(1), (2.70)
donc on peut écrire
A3
At = %/d’r(—rz:zr2 + 24, (2.71)

2 sera calculé de 1'équation

. 2
w_wz;\/m—%;f-. (2.72)

L’énergie libre qui correspond & l'approximation du troisiéme ordre est donnée par la for-

our

mule - :
BY g, 4 9\2.0.8 1 9.3 2, 1z
_ = 8 _ (9 — 1+ (2334 o 2.73
F 5 +43a (4)42am+(4) % 333a (hQ)’ (2.73)
on ‘
2o P (2.74)
2MQ

Faisons un développement de F en puissance de g jusqu’au troisiéme ordre, on trouve

q_  hQ  g(3a*—ra?) g% 21a® 3a%® o'

W=+ "l 2 ")
g (333a12 B 105102 N 3aBrd B af’rﬁ) (2.75)
A2\ 16 16 : 2 ‘

Finalement minimisons W5 par rapport & 2, on trouve 'énergie approximée au troisiéme

ordre E3(g).
Remarques
1) Tronquons I’éxpension de (2.68) au dexiéme ordre sur g, on trouve une approximation

du deuxiéme ordre Wy(xo).

2) I! n'existe pas de valeur de { qui minimise W(z) & cause des signes alternés des
hautes puissances de a, et par consequent les signes alternés des hautes puissances de %, dans
I’équation (2.75).

3) A cause des signes alternés des hautes puissances en & dans I’équation (2.75), I'approximation Wy

se comporte comme (—1)""1g"(£)**~! quand Q tend vers 0.
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4) A cause des signes alternés des hautes puissances en 5 dans 'équation (2.75), Papprox-
imation W™ (z9) — oo quand 2 est trés grand. °
(—1)"“15"‘(-!.15)3’“_1 quand Q-0

. 2.7
oo ‘ quand 1 — o0 (276)

lim Wi (o) = {

En conclusion, seules les approximations impaires qui ont un minimum par rapport & £

qui contribuent dans les calculs.

2.5 Calcul des cumulants

Soit un systéme harmonique perturbé par un potentiel anharmonique V (z) qui joue le réle
d’une interaction. Pour des potentiels V() suffisament lisses, il est toujours possible de faire
un développement de la fonction de partition en serie de puissance par rapport & V' (x).

en utilisant l'integrale de chemin euclidien, la fonction de partition d’un systéme har-

monique perturbé par V(z) est donnée sous la forme

h3 :
- 2
Z = fD;cexp —f_}/dT [%x"‘ + M“—;—xz-ﬁ—V(:c)} : (2.77)
0

Faisons un développement de ’éxponentielle en série de puissance par rapport & V(z) (8],

donc Iéqation(2.77) devient

T 1 T Ty
Z=]D:c 1— %fdrV(:c(‘r))+WdezV(ﬂl(Tz))/dT1V(33(T1))
1 i ' Ty :'b ’
—WdegV(:B(T:;))/deV(fC(Tz))/dTlv(m(Tl)) T
. R “ o1
L M e 2.78
X exp hfcl#[2x+M21] (2.78)
Posons maintenant "
A = / drV (z(r), (2.79)

Ta

ensuite utilisons la formule

1 _1 7 A’II .9 (.u'2 2
=_— [ D — — — 2.80
(Vo= Zw/Dm...exp{ - fdt[ o d+ M-z}, (2.80)
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ol
Z. = 2sinh () (2.81)

on trouve que

1 1

"ﬁ(Aint.E)w + o2 2112 (Aznt edw — 3!hg<

Regroupons les facteurs en serie de ’exponentielle, on trouve finalement

zZ=2,1- Al dut ) (2.82)

1 3

1
4= Zw exp(l - ﬁ(Aint,e) 2'ﬁ2 (Azgnt e) ﬁ(‘“&'nt.e)w‘c + ) (283)
avec
|
(Az?'ut c>w (S (A12nt c) (Aml' e = ([Amf e - (Amt 8>w]2)w
(Aesnt e)wc = (Am.t efw = 3( mfe) (Amt e') + 2(Ami e [Amte - mt.e>w]3)w: (2°84)

ou (Afm o) w.c€t (Amt Jwe, les cumulants, qui contributs directement dans ’energie libre

~1 i
F= 5 log{Z). (2.85)
Z est la fonction de partition donnée par (2.83). iIJa correction sur 1’énergie libre est donné par
la formule |
AF=F—F, = {2 A -—ﬂ(/ﬁ Yoo+ (AL, Jue ), (2.86)
- w ,B A inl.efw 2|ﬁ,2 nte/w 3|h3 int,e N :
avec | 1 5
F, = ﬁlog [ZSmh( ﬂw):| : (2.87)

Finalement, ’énergie libre de 'oscillateur anharmonique est donnée par la formule

1 1

E(Ai'ni,e)w - 2152 ( mt e)wf 3‘&3 (A?nt e)w e (288)

BF = BF, +

~ Pour trouver la forme exacte de 'energie libre F', on écrit les cumulants sous forme d’intégrales
na 1 "
(i) =3 [ 416070, 7ayra) =35 [ G, 7o), (2:89)
1
0 !

1

oi G (r,, 73} et GW(ry,72,73,74) sont les fonctions de correlation a deux et & quatre points

=N

respectivement.
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1+ hp
iaedae = (§F [ [[amtatiraattr,
k3 ha3 i

/dfgfdﬁ{mc*( Wre, 72)CB 7y, 71) G (11, 11)

+ 24G<2 (11, 1—2)4 +s;c:<2)(1~2 72)2G® (11, 71)%},

|
|
i3 ha :

(Antedwe = (5 )S/d’fs/dﬁ/dﬁ (73)z* Tiz) 1)

hﬁ ﬁﬁ

(2.90)

= Q /d’rgfdfrgfdn{%QQG 2)(1"3,73)(;(2)(7'3 Ta) el (T2, Tl)zG (’rl,n)

+ 1728G (T]_,TQ)G(z}(T2,T3)G(2)(73, 7 1)G(2 Tl,Tl)GQ)(Tg, TQ)G( )(Tg, T3)

‘ .l
+ 3456GP (11, 79)1 G (73, 73) + 1728G @ (74, 73)2G® (75, 73)°GP (r3,71)*}. (2.91)

r
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2.6 L’oscillateur anharmonique & T>0

Considérons maintenant un oscillateur anhas

rmonique & la temperature finie 7 . On peut

écrire 'approximation Wi (xg) de (2.75) sous forme de boucles (diagrammes de Feynman)

WiHzo) =

OO0 ¢

4 D1 O+ é ) ] |
(2.92)
En puissance de a, Wj!(xp) s'écrit
) g 9294
Wik{(wo) = V(o) + F2° + (%%32 + ‘(’ﬂa“) - ZEQ[ 204 + 220407
g 9 9594, ava 9294 6 2
+5 e’ + szaE o) b 292 Sroaledas + 3(Z - (a0)" + "2 o )
2
929 9293 9293 9293 393 9% 6.6
+3(—f—(a4)2a2 + T4@ga4 + ?40,;? +55 08 + (=2 T (aza ¥+ g 430
94 93 12, 39394 10, 39394 8 2
+~£—aé0a2 + 84 a3’ + —4—a;f + - ae ), (2.93)
les constantes go, g3 et g4 sont définie dans (2.62)) et en calculant l'intégrale
7 (iSBU
Z3 = exp(—BWs(zq)), (2.94)
2w Bh?
— Do M
on trouve 'énergie libre approximée au troisiéme jordre
1
Fg = "'E D.Z3. (295)
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Les boucles précédantes sont, définies par les mtégra.les suivantes
‘ KB
1
_ 2
e=p (D=4 [eclom,
0
R
aj = 5 O = 13 drldTngz)(n,Tg)z ,
b 0
. hg ng hig
ad = ‘;i’; O = %J;///dT1dT2dT3G§£fz)(T1,TQ)GLZQ)(TQ,T3)GL(‘J29)(T3,Tl),
00 0 :
B hg
0} = 45 @ = :—BffdndTgG (71,1’2)4
0 0 ‘
TR .
ol =<2 = dr1dradrs G2 (71, 72) G (r2, 73) G (3, 71)*
3 =5 = ¥ 2d73G 5 (T1, T2 (12,73) 73,71)°
0 0 D
BB h3 W
ad? = ﬁ—; @ = ;’—;f /dTldTQdT;‘gG(?(T;,Tz) G291y, 73)2G2Y) (13, 71),
D 0 0
e hp
af = 75 6 =h—“;§]'/dr]d7'gG( (71,72)°
0 0
13 KB KB
ad = %% @ = %//deldngTagGwz (Tl,Tg)C( ('rg,'rg)sz (T3,T1) X
0 0 D |
nG B B !
ol = ‘”—; @ = “—"-B/.//d‘!‘ld‘rzd‘?‘;;@ ('1—1,7'2)G‘iJ (72,73) G(2(73,71)2.
0 0 0

A la limite T — 0, Papproximation W§(z,) prend une forme simple

Azo) | ga s, 94

W3t (20) = V(2o) + — 5 5

1 92a4+9294 6‘ 93 9478]
ZHQ 2 2 i 63 242

24 5 13
b+ gag3 30 + g5943a® +9394-3—a
337 12

10
+ 6h21’22 850 5

39
+ 9294750 +9464 J

(2.96)
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2.7 Evaluation des intégrales de Feynman a T=0

Pour calculer les integrales de Feynman 4 T = 0,0n utilise la fonction de correlation suivante
(avec M =1)

, 1 cosh(w | 7,- 7' | —w?8) 1
GA(r ‘ 2l 2.97
(r,7) = 2w sinh(w%@) hBus? (2.87)
Pour calculer les intégrales triples, on utilise la propriété suivante
i3 RB KB :
/f/dTldngT3f( 7o =72, | Te—73], | Ta—71])
000
B8 KB
=hﬁf/dTldT2f(|Tl —7a || T2 i )
0 0
h3 . T2
= ﬁﬁ(]dﬁ/dﬁf('fz —T1,7T2,71))
0 0
R
+ be /d’:"g/d‘l’lf Ty — Tz,‘Tg,Tl)) (298)

En utilisant le logiciel de calcul formel ”Ma.ple‘:', on obtient les resultats suivants (on pose
z = whp)

= @) r_
_hﬁdeG (r,7) = (2c0th2 1)

a8 B3
1 .

iﬁf/ dr1draGE (11, m2)t = (= )Sx's‘l—rm—z(—)(4+$2—4005hw+$51nh$)

0

B h3 R3
25%//.-/ TldedTgG()(Tl,Tg)G (T2,73)G (T3,T1)
0 0 0
._:(E)Iii__l_( 3'ccosh +2:L cosh +3cosh——-+4831nh—
w’ 64z sinh’(Z) 2 2

+ 6z%sinh —;— — 16sinh 3?1)
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8 K8
tw h 1 1
- drd (4) 4 _(Bya_ 2t 1 4 ‘
hﬁ’]/ T1d72G 5 (T1,72) (w) 768x3sinh4(-§)( 864 + 182" + 1152 cosh =
D0

H

4+ 3222 cosh z — 288 cosh 2z — 3222 cosh 2:::(;— 288z sinh = + 24z° sinh z + 144z sinh 2z

+ 3% sinh 2z)
, "8 8 Ap
ay’ = L_f;ﬁ_ //dTldT2d7_3G£,22)(T11T2)G£_,22)|T21TS)G‘(‘,zz)(TS:TI)S
0 0 0 i
he 1 1 T L3 T z 3z
= (-w—) 10967 b 2) (672 cosh 5~ 8#: cosh 5 24x2° cosh 5~ 1008z cosh 5

+ 32° cosh %:E + 336z cosh 5; + 5z° cos}f 573: — 7680 sinh -g — 352z%sinh g
Jx

‘ 37 3 3
+ 722%sinh g + 3840 sinh 7”" + 22422 sinh 7’” + 122 sinh -;—” ~ 768sinh >

— 642 sinh i’E) ;
2
, 813 g
=i [ [ [ anidraarsGlrs ray2ra, P G2ilro
0 0 0 :
|
= (R . ! (—107520 — 7360z + 6242* + 96z° + 161280 cosh z

= (3) 1152627 sinh® ()

+ 1200022 cosh & — 777z cosh = + 24z° j:osh z — 64512 cosh 2z — 595237 cosh 22
+ 1447* cosh 2z + 10752 cosh 3z — 28800z sinh z + 131227 cosh 3z + 9z* cosh 3
+ 1120z° sinh z + 324z° sinh & + 23040z}sinh 2z — 320z° sinh 2z — 5760z sinh 3z
— 160z sinh 3z) :



kB RS t
w
ad = %f/dfldngizg)(rl,Tz)3
0

0

) 1 1
- (5)324;):2 m(—m — 42? + 24icosh  + 2° cosh z — 9z sinh z)
3
N L3 ag hB
w
= Ts/ f / dr1dradrsGR (11,72)GLa (72, 70)GL3 (73,71,
K 1

T x 3z x
45x cosh = — 6z° cosh — — sosh — — inh =
{45z cosh 5 6z° cosh 5 45z cosh 5 432 sinh 5

(w) 2881:2 smha(E)

— 54a%sinh = 5 ' | 144sinh §_ + 4z sinh 3—27-)
h3 hB hf
o = f / f dr1dradrsG(ry, )G (72, 75)2 G (ra, 0)?

= By .
w 23043:3 smh4( 2)
— 1152 cosh 2z — 82z°% cosh 2z — 1008x| sinh z — 16z° sinh z + 504z sinh 2z
+ 52° sinh 2z). | (2.99)

(—3456 — 41427 — 62* + 4608 cosh z + 4962° cosh =

Consequences |
| 1) Les paramétres all,, qui dépendent de laltempérature sont formés par le nombre de

vertexes m et le nombre de lignes 3 pour chaque diagramme associé, ils ont une dimension
d’une longueur & la puissance n, et ils s’écrivent comme(w) Tmultiplié par une fonction qui
dépend d’une variable sans dimension x = fhw

o, = (My¥ar (), (2.100)
27,
ol
on (z) = ™ *% x const. (2.101)

2) A basse tepérature, T — 0, les intégrales de (2.99) deviennent

3 1 5
4, 4 6 6 8 8 _10 10
Qy — a, Gy — 'éa y az —’) '2‘0." y az — ga s
3 2 ) 8 5
ai? — 8012’ ad — gaf’, a5 — §a8, ay — gam. (2.102)

Remarques
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1) On a l'equivalence entre la fonction de cofrelation 70 et la largeur de fluctuation a?

(S (T)0x(T NE = G=(r |_ ') = az(% — 7, @p). (2.103)
I

i
2) A basses temperatures, z — 00, les facteurs o2* qui dépend de x converge respectivement

aux constantes .
i1 3 1 5 3 1 1 _5 !
2) 40 160 320 BF) @E2X) 120 18 [HF)

3} A hautes temperatures, z — 0, les intégrales de Feynman
i

BBV a2k, (2.104)

w I

diverges comme ﬂv(%)”, ou L désigne line et V \irertex.




Chapitre 3 | ,f‘%‘ /%

Méthode Variationnelle de \u>~--~
Feynman-Kleinert discrétisée

3.1 Introduction

Les principaux résultats de ce cahpitre sont-obtenus pour la premiere fois et constituent
Pobjet de ce mémoire. Nous exploitons les résultats de Kleinert exposés au chapitre précédent
pour appliquer la méthode variationnelle de Feynman-Kleinert discretisée au potentiel puits
double. Les corrections au premier et au troisiéme ordre, et les diagrammes de Feynman sont
calculés en utilisant le logiciel "Maple". Les résultats obtenus sont présentés sous forme de
courbes commentées. A la fin, on passe & la limite continue et on retrouve les résultats du
chapitre 2.

La méthode Variationnelle de Feynman-Kleinert discrétisée (8] est basée sur la décomposi-

tion de ’axe du temps imaginaires T en (N + 1) points, posons
Tn=ne, n=01.N+1 (3.1})

Le seul changement qu’on va faire, dans les résultats du chapitre précédant, est de rem-

placer w2, par 2,0,
w2, = Qe = Eli [2 — 2 cos(ewm)] (3.2)

dons ce cas la largeur de fluctuation a?(zq) prend la forme
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9 N
2 _
a“(zy) = M_ﬁaﬂz H Q Q,, + Q2 xg)]
1 1 8 Slnh( ﬁﬂN o )
M_/jﬁé‘_ﬂ on ?
_ 1 hﬁﬂ(mo) ﬁﬁQN(%) 1
= B () ! 5 coth 5 cosh(‘n"’zix";) 1], (3.3)
ot Qn(zp) est définie par
[ (z) ] _ €Q{zo)
sinh [ 5 ] =— (3.4}

3.2 Méthode Variationnelle de Feynman-Kleinert dis-

crétisée au premier ordre

D’aprés les équations précédantes, le potentiel approximé au premier ordre Wi (o) prend
la forme suivante

sinh (—Mn’; 2 )

Wi(zo) = 780 (o)
2

log + Vea{xo) — £1—2/I—Qz(330)122(:::0). (3.9)

8
Utilisons la méthode d’itération pour déterminer une valeur §)(zo) optimale, qu’on sub-
stitue dans (3.5) pour trouver I’expression de l’approximation au premier ordre W (zo) du puits

‘double

W = V(z) + FZ + (9;2 a? + 98%4), (3.6)

ou a? est la largeur de fluctuation qui dépend de V..

3.2.1 Courbes et Discussion

On se limite dans notre étude aux cas N = 1 et N = 63 : on trace Wy (zy) pour N =1 et
N = 63 en fonction de zg (o = —3..3), avec g = 0.4, et S = 20 (basse température).
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Fig. 5- Potentiel classique effectif au premier ordre W, (zy) du puits double pour
N=1,g=04etp=20.

Fig. 6 - Potentiel classique effectif au premier ordre W) (zp) du puits double pour
N =63,g=04etf=20.




3.3 Méthode Variationnelle de Feynman-Kleinert discrétisée au deuxiéme ordredl

1] est intérréssant de comparer ces deux cou

bes avec les courbes exactes obtenues a partir

de la simulation de Monte Carlo. Pour N = 1, la coincidence est plus au moins exacte. Pour

les petites valeurs de N la coincidence est bonne au voisinage et & I'extérieur des minima du

potentiel. “Pour les grandes valeurs de N, le potentiel effectif classique exact a des oscillations

qui ne sont reproduites par 'approximation (8].

3.3 Meéthode Variationnelle

de Feynman-Kleinert dis-

crétisée au deuxiéme ordre

Passons maintenant au calcul du potentiel approximé au deuxiéme ordre Ws(z¢).D’abord

tronquons le dévéloppement perturbatif (2.68) au deuxiéme ordre par rapport g, on trouve

'approximation Wy (xg)

W = V(zo) + Fg° + (%ga2 + %a4|
2 2
g g
+550 + Fa)

Ensuite minimisons Wa(xy) par rapport & Q
Wy(zo) & cause des signes alternés des hautes p
comporte de deux maniéres différentes

(~1)g" ()

lim Wi (zo) = {
2 (o%0]

Donc on ne peut pas utiliser 'approximatio
les valeurs des énergies. Et par conséquent, on

1 g2 G294 g2
et ot e

(3.7)

Il n'existe pas de valeur de 2 qui minimise

hissances de «. L’approximation W§™ (zo) se

7=l guand - 2-0
quand N—o0

(3.8)

n du dewxieme ordre Wi™ (2p) pour calculer
peut dire que seulement les approximations

impaires, qui ont un minimum par rapport a ), qui contribuent dans les calculs [8].
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0.8+

0.7+

0.6+

054

0.9+

0.3

0.z4

019

Omega

Fig. 7- Wi, 3 en fonction de 24 T = 0. ici g = 0.4.

Le rouge pour W,.Le bleu pour W,.Le vert pour W.

3.4 Meéthode Variationnelle de Feynman-Kleinert dis-

crétisée au troisiéme ordre

Utilisons la méthode d’itération pour déterminer une valeur §33(p) optimale, qu’on sub-

stitue dans (2.93) pour trouver 'expression de ’approximation au troisieme ordre Wj(zg) du
puits double. Ensuite, utilisons les équations (3.4) et (3.3) pour calculer les largeurs de fuc-

tuation du chapitre précédant, qu'on substitue dans ’équation (2.93) pour touver le potentiel

effectif au troisieme ordre Ws(zg) du puits double qui dépend de N

1
WE = V(wo)+ F2 + (Za? + L4 — L g ol + 229444, +g"a§a4

5'4 12

8"

2 8 2719 2 8
93 93 % 94 9394 9’29
+2:‘1a3+—3 S]+6ﬁ2m[%a3+3( 2= (a)” + - aga”) + 3(=7 (a)”
+92 94a6 44 9294 al0 4. 9293 9293 s)+( (a2a2)2 ﬁagaﬁ+ gaa%naz_i_
4 6 8 4
| Boi0s, 104 39394(180,2)].

4 4 3

(3.9)
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Les constantes gz, g3 et g4 sont définie dans (2 ]62)
L’éxpression de W' s’écr 1t sous forme de boucles (diagrammes de Feynman) comme suit

= 4{ O o @ -+ OO)
[ @O 4 OO0
+ 3 +%[ O

+
pIf—

@
08

ool»—‘ U’Iw o
+
Nt % +
S
acb—
+
L
+
| i p =
+
N o

Les expressions
données en annexe a la fin de ce mémoire

i
3.4.1 Courbes et Discussion :
Pour une meilleure illustartion, on trace d’ aborcl Wy () pour N =1 et N = 63 en fonction
~3.3),avec g =04 et § =20 (basse température). Ensuite, on regroupe dans la

dEID(JUO
es valeurs de N =1, 3, 7,15, 31 et 63, avec g = 0.4

figurel0 plusieurs courbes pour diftérent
et B = 20.
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Fig. 8 Potentiel effectif au troisiéme ordre Wi(zy) du puits double
pour N=1, g=04%et 3=20.
i

Fig. 9- Potentiel effectif au troisiéme ordre W3(xg) du puits double

pour N =63, g=04et 5=20.
|




|
|
|
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—

|

Fig.10 - Potentiel effectif au troisiéme ordre Wi(zg) du puits double |

Le rouge, pour N = 1. Le bleu, pour N = 3. Le veirt, pour N = 7. Le jaune, pour N = 15. ‘
Le violet, pour N = 31 et L’orange, pour N = 63. Te maron concerne V(z) du puits double. i
Icig=04,p |= 20. |
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- Comparons les courbes du potentiel effectif au troisiéme ordre Wz(zop) du puits double
par rapport & celles de Wi(wg) : Pour N =1, Le!n coincidence des courbes du potentiel effectif
au troisiéme ordre Wj(zg) du puité double est meilleure que celles de Wi (xg).Pour les petites
valeurs de N la coincidence est bonne a I'extériéur des minima du potentiel. Pour les grandes
valeurs de IV, le potentiel effectif classique a des oscillations qui ne sont pas reproduites par
Papproximation. '

-A 1a limite continue, € — 0, on retrouve les équations des largeurs de fluctuation et le
potentiel effectif Wj(xq) du deuxiéme chapitre . '

- A la limite des basses températures, 7' — 0, on obtient les expressions des largeurs de

fluctuation (2.102) du chapitre deux. i




Conclusion

Dans ce travail, nous avons introduit la formulation intégrale de chemin euclidien pour
un systéme quantique en contact avec un bain thermique a la température T'. Les grandeurs
thermodynamiques qui caractérisent ce systéme|sont déterminées & partir de la fonction de

partition Z, qui est ’équivalent du propagateur en utilisant un temps imaginaire. Ensuite, on a
réduit la fonction de partition 4 une forme similaire a celle de la fonction de partition classique
ol le potentiel classique est remplacé par un potentiel classique effectif. Il existe plusieurs
méthodes d’approximations (8] pour évaluer cette fonction de partition. Nous connaissons déja
les développements perturbatifs et semi classique qui sont biaisés par des graves problémes de
divergence pour toute valeur de la constante de [couplage. La méthode la plus efficace et qui
converge rapidement (d’ailleurs de maniére exponentielle) est la méthode variationnelle qui a
été proposée par Feynman et développée par Kleinert. L'idée principale dans cette approche
est d’utiliser I'action de 'oscillateur harmonique de fréquence 2(zg) qui est centré au point zp
comme action d’essai (8] .

Il n’est pas facile en mécanique quantique d’obtenir une forme exacte & Vg5 (o) qui corre-
spond A un potentiel V' (z) quelconque, mais il n’est pas difficile de trouver une approximation &
Verse(zo). Pour trouver une forme approximée de (Ve y,q (xp) on utilise la méthode variationnelle
de Feynman-Kleinert (F-K).

Le deuxiéme chapitre concerne I'étude des oscillateurs anharmoniques. En utilisant la méth-
ode variationnelle de F-K, on calcule I’énergie libre pour le potentiel anharmonique (w? = 1)
et le puits double (w? = —1) au premier et au troisiéme ordre. Les résultats obtenus sont
_ présentés sous forme de courbes commentées. Ensuite, on applique la méthode pour les états
excités. L’application du développement variationnel perturbatif pour le cas de 'oscillateur an-
harmonique, & basse température (T = 0) et & haute température (T > 0), a été introduit sous

la forme de boucles de diagrammes de Feynman.
étude est que les corrections paires du potentiel
rapport & §2 et par conséquent leurs contribution

La remarque la plus intéressante dans cette
effectif classique n’ont pas un minimum par
s sont nulles dans 'approximation. Enfin, on

evalue les boucles des diagrammes de Feynman 3|7 = 0.

Dans le chapitre 3, qui constitue l’objet de ce mémoire, nous avons exploité les résultats
exposés au chapitre 2 pour appliquer la méthode variationnelle de Feynman-Kleinert sous forme
discretisée au puits double. La discretisation de la! méthode variationnelle de Feynman-Kleinert
consiste en la décomposition de I’axe du temps en (N + 1} intervalles. Tous les calculs obtenus,
en utilisant le logiciel "Maple", sont fonction de|N au premier et au troisitme ordre de l'ap-
proximation. Les expression des diagrammes de Feynman et les corrections sont trés longues.
Les résultats obtenus sont présentés sous forme de courbes commentées. Pour N = 1, la coinci-
dance des courbes du potentiel effectif au 3¢me ordre du puits double est meilleure que celles du
premier ordre.Pour les grandes valeurs de N, le potentiel effectif classique a des oscillations qui




ne sont pas reproduites par ’approximation. POLflr tester la validité de ces résultats, on passe a
la limite continue et on retrouve les résultats du|chapitre précédent.

Pour conclure ce travail, on peut dire que la méthode variationnelle de Feynman-Kleinert
est I'une des méthodes d’approximation les plus efficace aussi bien pour les couplages faibles
que pour les couplages forts. Les résultats obtenus par cette méthode sont trés proches des
résultats obtenus & partir de 1’équation de Schrdldinger (8]
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Résumé
Nous avons donné des formules approximées du potentiel effectif au
premier et au troisiéme ordre, par| 'utilisation d’une méthode
- approximative nommée "méthode variationnelle de Feynman - Kleinert".
Cette approche est basée sur I'utilisation des intégrales de chemin
Euclidien, qui sont développées récement| par Feynman dans son livre
"statistical mechanics", a I'aide des approx:matmns a basse température.
L'utilisation de cette approche varlatlonnelle, nous permet de calculer la
fonction de partition d'un oscillateur anharmonique a basse comme a haute
température.
Et de trouver dans un deuxiéme lieu les formules approximées de I’énergie
libre au premier et au troisiéeme ordre.
Le but de notre travail, et de refaire les calcules précédents, on utilisons
la méthode variationnelle de Feynman—Kleinert discrétisé qui est basée sur
la décomposition de ’axe de temps a (N+1) parties.

Summary

We give the approximates formulas of the effective classical potential in
the first and third order. With the utilisatidn of an approximate method
variational method of Feynman — Kleinert”| This approximation was based
on the used of the Euclidean path integrals developed early by Feynman in
his textbook on “statistical mechanics”, improving greatly the accuracy at
low temperatures. The use of the variational approximate, we permit the
calculation of the partition function of anharmonic oscillator in low and
high temperatures. End find in the second one the approximates formulas
of free energy in the first and third order.

Our work, is based on comparison between this method generally, and j
the same method but discretisely, which is based on the discretisation of the
time axis for (N+1) discrete points.




