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Introduction

La mécanique quantique est à la base de toutes, les théories modernes décrivant les phénomènes

physiques qui se manifestent à l'échelle atomique, où à basse température pour les systèmes

constitués d'un très grand nombre de particules. Le point de départ est bien sûr la détermina-

tion du spectre énergétique de l'Hamiltonien qui .décrit la dynamique du système en question.

Pour cela, il faut passer impérativement par la résolution de l'équation de SchrOding€rrelative

à cet Hamiltonien. Pour un système à n degrés de libertés, gouverné par un Hamiltonien H,

cette équation s'écrit:

(1)

Si l'opérateur Hamiltonien H ne dépend pas explicitement du temps, il est d'usage de mettre

la fonction d'onde 'li (Xl, X2, ••• , Xn; t) sous la forme d'un produit d'une fonction de l'espace et

d'une autre fonction du temps, W(XI,X2,'" ,xn;t) = <I>(Xl,X2, ... ,xn)S(t), de sorte que la

résolution de cette équation se réduit à la résolution d'une équation aux valeurs propres pour

la fonction <I>,

(2)

appelée aussi équation de Schordinger stationnaire.

Lorsque le système étudié ne subit pas l'effet d,'un champ magnétique, l'Hamiltonien H est

généralement composé d'une partie cinétique et d'un potentiel d'interaction. Dans le cas d'une

seule particule placée dans un potentiel scalaire, l'Hamiltonien prend la forme

(3)
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où .Do. désigne le Laplacien et v (r) est la fonction du potentiel.

Ainsi, la recherche de méthodes ou approches générales de résolution de l'équation de

Schrodinger stationnaire ou dépendante du temps a toujours intéressé et les physiciens et les

mathématiciens. Il existe maintenant plusieurs techniques, qui sont au fond équivalentes mais,

dont chacune peut être plus ou moins adaptée pour certains types de potentiels. La méthode

des intégrales de chemin a été utilisée avec sU:ccèspour résoudre pratiquement tous les po-

tentiels connus en physique et a montré son efficacité même pour les potentiels dépendants du

temps. Une autre technique basée sur la transformation de l'équation de Schrodinger station-

naire en une équation de Sturn-Liouville du type hypergéométrique est aussi souvent utilisée

dans la littérature. L'avantage de cette méthode est que les fonctions propres et valeurs propres

correspondantes sont données sous formes compactes.

Parallèlement à ces techniques, la méthode de factorisation est connue depuis les travaUx

de Schrodinger lui-même [1]. Elle a connu un développement notable dans les années quarante

grâce aux travaux de Infeld et Hull [2]. Depuis quelques années il y a eu un regain d'intérêt

pour cette technique [3] et notamment depuis l'introduction de la notion de l'invariance de

forme d'un potentiel par Gendeshtein [4]. Cette méthode est maintenant connue sous le nom

de méthode supersymétrique ou supersymétrie en mécanique quantique. Le point essentiel dans

cette approche est l'obtention d'un potentiel supersymétrique, par la résolution d'une équa-

tion du type Riccati, à partir duquel on détermine la fonction propre de l'état fondamental,

supposé d'énergie nulle. Les autres valeurs propres et fonctions propres du potentiel sont alors

déterminées d'une manière simple et élégante. L'avantage de cette méthode est beaucoup plus

sa simplicité par rapport aux autres approches. Cependant, elle demeure restrictive puisqu'elle

s'applique uniquement pour les potentiels invariants de forme.

Dans les toutes dernières années, on a commencé à s'intéresser à l'élaboration d'une nouvelle

théorie quantique qui pourrait s'appliquer aux potentiels non Hermitiens, mais invariants par la

réflexion de l'espace et le renversement du temps. Elle est parfois appelée mécanique quantique

PT symétrique. On montre que si le potentiel est PT symétrique et que la symétrie n'est pas

brisée, les valeurs propres de l'Hamiltonien sont réelles [5, 6, 7, 8, 9]. Evidemment, cette propriété

est essentielle si on veut que les Hamiltoniens PT symétriques décrivent les dynamiques de

systèmes physiques. L'intérêt de cette I)couvelle théorie est qu'elle peut être appliquée pour
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étudier les systèmes physiques dissipatifs, où le potentiel d'interaction est souvent représenté

par une fonction complexe.

Le problème essentiel qui a entravé l'acceptation de cette nouvelle théorie, par la commu-

nauté des physiciens, comme une alternative à la mécanique quantique Hermtienne est le fait

qu'une partie des fonctions propres qui émergent ,dela résolution de l'équation de SchrOdinger

stationnaire sont de normes négatives. Ce résultat :signifiebien sûr que la probabilité de présence

n'est pas définie positive et par conséquent il ne peut être accepté physiquement. Récemment,

on a montré qu'en fait tout Hamiltonien FT symétrique possède une autre symétrie cachée

qui, si elle est prise en considération, toutes les fonctions propres sont alors définies positives.

En effet, on montre qu'il existe un opérateur C(appelé parfois opérateur de conjugaison de

charge) commutant avec l'Hamiltonien et qui transforme les fonctions de ce dernier dont les

normes sont négatives en d'autres fonctions propres de normes positives. Ainsi, on continue à

espérer qu'on pourrait bâtir une nouvelle théorie quantique plus générale que celle qu'on a entre

les mains, qui serait capable de décrire la dynamique des systèmes régis par des Hamiltonien

non forcément Hermitiens.

Le travail de ce mémoire de Magistère s'artÏèule sur les thèmes cités plus haut. Dans le

chapitre 1, nous développons en bref l'approche de la supersymétrie en mécanique quantique

pour un potentiel à une dimension possédant des étii-tsliés. En considérant la notion d'invariance

de forme, on dérive l'expression générale de l'énergie du nièmeétat ainsi que la fonction propre

correspondante.

Le chapitre 2 est consacré à une brève présentation des propriétés des Hamiltoniens non

Hermitiens et invariants par renversement du temps et inversion de l'espace. On y trouve les

développements récents qui tentent de mettre sur pieds les fondements et bases d'une nouvelle

théorie quantique pour cette classe d'Hamiltoniens.

Le travail original, réalisé dans ce mémoire, fait l'objet des chapitres 3, 4 et 5. Dans le

chapitre 3, nous avons utilisé l'approche de la supersymétrie en mécanique quantique pour

résoudre partiellement (conditionnellement) le problème de l'équation aux valeurs propres d'une

famille générale de potentiels centraux singuliers. Nous montrons que pour des choix particuliers

des paramètres ajustables, il est possible de détermIner les caractéristiques de l'état fondamental

du potentiel et parfois du premier niveau excité aussi. Pour certains choix des paramètre, nous
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montrons comment la notion que l'invariance de forme conditionnelle peut être exploitée pour

déterminer dans certains cas les caractéristiques du premier niveau excité. Certains résultats

connus dans la littérature sont alors retrouvés comme cas particuliers.

Dans le chapitre 4, nous avons utilisé de noJveau l'approche de la supersymétrie en mé-

canique quantique pour analyser, dans un cadre restreint, les spectres et les fonctions propres

des potentiels du chapitre 3 mais avec des paramètres complexes. Le choix des paramètres est

fait de telle sorte que les potentiels étudiés soient PT symétriques. Nous avons montré que, en

conformité avec la théorie générale, les énergies qu'on peut calculer sont effectivement réelles

et que les fonctions propres correspondantes peuvent avoir des normes négatives.

Le chapitre 5 est réservé à la résolution de l'éq'\1ationde Schrôdinger pour des Hamiltoniens

PT symétriques à trois et quatre niveaux, représentés par des matrices 3 x 3 et 4 x 4. Nous

calculons dans chaque cas l'opérateur de conjugaison de charge C et nous en déduisons les

fonctions propres communes à H et CPT.Nous m~ntrons que ces dernières sont bien de normes

positives. Nous terminons ce travail par une conclusion générale et quelques perspectives.
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Chapitre 1

Supersymétrie en mécanique

quantique

1.1 Introduction

La supersymétrie (SUSY) est venue comme résultat aux efforts des physiciens pour obtenir

une description commune pour toutes les intera;ctions de base de la nature. Elle combine les

degrés de liberté bosonique et fermionique dans une description élégante en fonction de super-

champs [3]. Autrement dit, la supersymétrie en physique est la description de la symétrie entre

les bosons et les fermions, en ce sens que chaque fermion a un "superpartenaire" qui est un bo-

son et vice versa. Naïvement, on peut dire que la SUSY non brisée mène à une dégénérescence

entre les spectres des fermions et bosons dans une théorie commune.

Ce formalisme a vu le jour au début des années (1970) avec les travaux de Nicolai [10] et

Witten [11] sur l'unification de la théorie de champs, dont les idées fondamentales ont stimulé

de nouvelles approches dans d'autres branches de la physique, telles que la physique atomique,

moléculaire, nucléaire, statistique et physique de la matière condensée et fondamentalement

en mécanique quantique non relativiste. Dans cette dernière branche, la supersymétrie est une

approche pour la résolution algébrique de l'équation de Schrodinger pour les états liés d'une

certaine classe de potentiels dits invariants de forme. Elle peut aussi, servir pour générer de

nouveaux potentiels exactement solubles dont les ppectres et les fonctions propres associées sont

liés à ceux d'un potentiel de référence.
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Quand on a commencé à étudier les différents aspects de la mécanique quantique super-

symétrique, "supersymmetric quantum mechanics (SUSYQM)" , il était déjà clair que ce champ
1

est intéressant non seulement comme modèle pour tester les méthodes de la théorie du champs

mais il était évident que son application à la résolution de l'équation de Schrôdinger stationnaire

constitue une ramification de la méthode de factdrisation qui fut initiée par Schrôdinger lui-

même et développée plus tard par Infeld et Hull [2].Graduellement, les bases de la SUSYQM

se sont développées avec les travaux de Cooper, Jt!-nkeret essentiellement ceux de Gendeshtein

[4]' qui ont conduit à la découverte d'une multitudes de potentiels analytiquement solubles.

De façon générale, dans la SU SY, on considère la réalisation simple d'une algèbre super-
1

symétrique impliquant des opérateurs bosoniques et fermioniques satisfaisant respectivement

des relations de commutation et d'anticommutation. Cette algèbre est fermée sous une combi-

naison de relations de commutation et anti-commutation. On peut donc voir la SU SY comme

une méthode de résolution de l'équation de Schrôdinger [12]' basée sur une nouvelle approche

purement algébrique. En outre, les méthodes de la SUSY qui incluent le concept de l'invari-
1

ance de forme sont ensembles des reformulations de l'idée de Riccati concernant l'utilisation de

l'équivalence entre les solutions de l'équation de Riccati et l'équation différentielle linéaire de

deuxième ordre.

1.2 Définition de la mécanique quantique supersymétrique

Considérons un système quantique caractérisé par un hamiltonien H, agissant sur un certain

espace de Hilbert R et postulons l'existence d'un ensemble d'opérateurs Qi, i = 1,2,3 ..... N,

appelés supercharges, et leurs adjoints qui agissent aussi sur R.

1.2.1 Définition-1:

Si les opérateurs Qi satisfont les relations de commutation

[Qi,H] = 0,

9
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avec H et les relations d'anticommutation

(1.2)

(1.3)

1

entre eux, où Oij est le symbole de Kronecker, on qit que H est un Hamiltonien supersymétrique.

!

1.2.2 Définition-2

Un système quantique supersymétrique est dit possédant une bonne BUSY (non brisée) si

l'énergie de son état fondamental est nulle, Eo =10. Si elle est strictement positive, c'est-à-dire

Eo > 0, on dit que la BUSY est brisée [13, 14). 1

Pour fixer les idées, considérons un système a~ec deux opérateur QI et Q2, Alors l'opérateur

\ i 'Q-.;1 +; z 2
.J= vf2 '

et son adjoint

(1.4)

vérifient l'algèbre

De ces équations, il découle que

[Q,H) = 0 et [(j?+,H] = O.

(1.5)

(1.6)

1

C'est-à-dire, l'opérateur de supercharge Qest nilpotent et commute avec l'Hamiltonien H. Un
1

exemple simple de l'algèbre définie par (1.5) peut, être réalisé en considérant
1

(1. 7)

1

où A est un opérateur donné et A+ son adjoint. TIest clair que Q2 et Q+2sont identiquement
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nuls. Les relations (1.5) et (1.7) mènent à l'Hamiltonien supersymétrique

H = (. A+.A .. 0 ).
o .AA+

(1.8)

On peut dire que les opérateurs Q et Q+ induisent des transformations entre le secteur bosonique

et le secteur fermionique, alors on a le schéma suivant

Q+
+--

lBDSilliI Q-Ifë-t-m-jQ-n-l
-+

(1.9)

1.3 Résolution de l'équation de Schrodinger stationnaire à une

dimension par la méthode s~persyrnétrique

L'Hamiltonien d'une particule quantique en mouvement à une dimensiôfisous l'effet du

potentiel scalaire v (x) s'écrit

d2
H = - dx2 + v (x) fi = 2m = 1. (1.10)

Si le potentiel satisfait aux conditions de confine.ment, la particule peut avoir des états sta-
1

tionnaires Wn(x) d'énergies quantifiées En, qui sont les solutions de l'équation de Schrôdinger

stationnaire :

(1.11)

Le nombre de ces états peut être fini ou infini selon l'allure du potentiel. Par ailleurs, il est bien

établi qu'à une dimension il n'existe pas de dégénérescence; autrement dit, à chaque valeur de

l'énergie correspond une seule fonction propre. Ainsi, nous allons classer les énergies En par

ordre croissant, de sorte que Eoest la plus basse énergie (énergie de l'état fondamental wn (x)),

La SUSYQM repose sur l'ansatz de factorisl:ttion de l'Hamiltonien. On construit deux
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Hamiltoniens Ho et Hl, (dénotés parfois aussi H_ et H+)dits partenaires comme

d2 '
Ho = --. + vo(x) = A+Aodx2 0

et

avec Ao Gonné par
d

Ao = dx +Wo(x),

(1.12)

(1.13)

(1.14)

et A+est son hermitiqueadjoint. La fonction Wo(x),appelée super potentiel, est reliée au

potentiel v(x) et à l'énergie de son état fondamental Eo par l'équation différentielle non linéaire

ou encbre

2 ,Wo(x) - Wo(x) v(x) - Eo

vu(x), (1.15)

wJ(x) + WMx) VI(X)

vo(x) + 2W6(x).

L'équation de Schrôdinger pour les partenaires Ho et Hl s'écrit :

et

(1.16)

(1.17)

(1.18)

Ainsi, par construction, l'énergie de l'état fondamental de Ho est nulle alors que les énergies

des états excités sont toutes positives:

E~O) = 0 et E~O) >Q, pour n 2:: 1.

12
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Nous allons montrer dans les sections qui suivent que les valeurs propres du partenaire Hl et

les fonctions propres correspondantes se déduisent directement à partir de celles de Ho par des

relations simples.

1.3.1 Valeurs propres et fonctions pr~pres des partenaires Ho et Hl

Par construction, nous avons pour n = 0

(1.20)

de sorte que la fonction propre de l'état fondamental est reliée au potentiel par

d2 1}f(0) (x)
() Cl:? a

va x = '(0) .
1](0 (x)

(1.21)

Autrement dit, le potentiel va (x) est complètement défini par la connaissance de la fonction

propre du niveau fondamental et vice versa. (Notons que la fonction de l'état fondamental

1}f6°) (x) ne s'annule pas sur l'intervalle de définit:ion du potentiel va (x), voir cours élémentaire

de mécanique quantique).

Par ailleurs, en multipliant les deux membre~ de l'équation (1.17) resp (1.18) par w~(O) (x)

resp w~(1) (x) et intégrant sur tout l'espace, on o~tient

J IAoW~) (x)1
2
dx ..

------- = E\t) pour i = 0 ou 1,
J Iw~)(x)12 dx n ,

(1.22)

qui signifie que toutes les valeurs propres des partenaires sont positives ou nulles. Cependant,
1

sachant que les valeurs propres d'un Hamiltonien à une dimension ne sont pas dégénérées, on

en déduit le résultat (1.19). En particulier, pour 10 = 0, il découle que

(1.23)

et donc la fonction propre de l'état fondamental de Ho est aussi fonction propre de Ao avec la
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valeur propre O. De là, on obtient que

qui s'intègre pour donner la fonction propre de l'état fondamental sous la forme

w~o) (x) = No exp [- JX W(Y)dY],

(1.24)

(1.25)

où No est une constante de normalisation.

Ainsi, connaissant le superpotentiel Wo (x), on peut en déduire directement la fonction

propre de l'état fondamental de Ho.

1.3.2 Brisure de symétrie

Avant de passer à la détermination des relations qui existent entre les fonctions propres

et valeurs propres des deux partenaires, signalons au passage que la fonction propre de l'état

fondamental (1.25) doit être physiquement acceptable, c'est-à-dire qu'elle doit satisfaire à la

condition de normalisation. Ainsi, si w~o) (x) est normalisable, on dit que la supersymétrie est

non brisée et on continue la démarche comme ce qui va suivre dans les sections suivantes. En

revanche si \IJ~O) (x) et une fonction non normalisable, on doit tout d'abord regarder la fonction

propre de l'état fondamental du partenaire Hl, qui sera donnée par

NI exp [Jx W (y) dY]

1
w~O) (x)'

(1.26)

Si cette fonction est normalisable, alors la supersymétrie est non brisée mais il faudra con-

sidérer Hl comme l'Hamiltonien principal et Ho' comme son partenaire, et poursuivre l'étude

comme ce qui va suivre dans les prochaines sectiOns.

Le problème se pose généralement lorsqu'aucune des deux fonctions \IJ~O) (x) et \IJ~1) (x) n'est

normalisable. Dans ce cas, on dit qu'on a une supersymétrie brisée. Les procédures des sections

suivantes ne s'appliqueront pas donc automatiquement. Dans la plupart des cas, le problème
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ne sera pas résolu par les techniques de la SUSYQM et il faudra utiliser d'autres méthodes

alternatives. Cependant, il existe des cas de supersymétrie brisée qui pourront être traités par

l'approche SUSYQM après avoir éliminer la brisure par des techniques spécifiques.

1.3.3 Relation entre les valeurs propres:et fonctions propres correspondantes

de deux Hamiltoniens partenaires

A partir de maintenant nous supposons que le problème étudié caractérisé par le potentiel

vo (x), n'est pas à symétrie brisée.

Pour trouver les relations entre les valeurs propres et fonctions propres des partenaires, nous

considérons que les énergies propres des deux par~enaires sont classées dans un ordre croissant,

i,e :

E( i) E( i) . . 0 1
n+l > n pour z= , . (1.27)

Partons de l'égalité (1.17) et appliquons l'opérateur Ao à gauche des deux membres. Sachant

que le produit des opérateurs linéaires agissant sur le même espace de Hilbert est associatif, il

vient

(1.28)

qui s'écrit

(1.29)

Ainsi, si AoW~O) (x) =1- 0, c'est-à-dire pour n =1- 0, il aécoule que cette fonction est fonction propre

de Hl avec la valeur propre E~O).

De la même manière, en agissant sur les deux m~mbres de (1.18) à gauche par At, on obtient

(1.30)

ou encore

(1.31)

Donc, siAtw~) (x) =1- 0, E~?) est aussi valeur propr~ de Ho pour la fonction propre (AOW~I) (x)) .

Conséquemment, toutes les valeurs propres de Ho, à l'exception de E~O), sont aussi des

15



valeurs propre de Hl, i.e: Ho et Hl possèdent le même spectre énergétique sauf pour l'énergie

de l'état fondamental E~o>,qui ne fait pas partie du spectre de Hl' Puisque les spectres vérifient

la relation (1.27), on obtient la relation entre les E~l) et E~O) sous la forme

ECO) = E(1) pour n >.. 1 et E(O) = 0n+l n -, 0 •

On peut dresser le schéma suivant :

(1.32)

--------..4
--------A+

+--

Action des opératl:lurs Ao et At

En comparant (1.18) et (1.29), on obtient la relation entre les fonctions propres de Ho et Hl

sous la forme

(1.33)

où Nn est une constante de normalisation, supposée réelle.

Si les w}!) (x) et W~~l (x) sont normalisées à i, à partir de l'équation (1.33) on peut écrire

et par conséquent on obtient
N =_1_._
n VEtO)'

n+l

On peut donc écrire explicitement
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et
\[1(0) (x) = _1_'LI+\[1(1) (x)
n+l r;:r:nL-'{) n -V E~l)

(1.37)

Alors, on déduit que l'opérateur Ao resp (Ad) kansforme la fonction propre de Ho resp (Ht}

en une fonction propre de Hl resp (Ho) _Ceci, veyt dire que si l'on connaît toutes les fonctions

propres de Ho, on peut déterminer celles de Hl e~ vice versa, par application répétée de Ao ou

Ad. A chaque étape, la fonction propre obtenue est de carré sommable avec la même valeur

propre.

Donc, la première conclusion à tirer de la supérsymétrie et qu'elle peut servir pour obtenir

de nouveaux potentiels solubles. En effet, à partit des fonctions propres et valeurs propres de

Ho on peut obtenir ceux du partenaire Hl dont le potentiel Vl(X) est relié à vo(x) par (1.16)

mais dont les allures peuvent avoir des forme totalement différentes.

1.4 Factorisation et Hiérarchie d'Hamiltoniens partenaires

Dans la section précédente on a vu qu'une f~is la fonction propre de l'état fondamental

correspondant à un Hamiltonien Ho est connue, 0n peut construire le super potentiel Wo (x)

et vice versa. Ainsi l'Hamiltonien Ho peut être factorisé comme le produit des opérateurs Ao

et At sous la forme (1.12) et on peut lui associer un partenaire Hl- Le spectre et les fonctions

propres correspondantes de ce dernier sont complè,tement déduites à partir de ceux de Ho.

De la même manière, connaissant la fonction propre de l'état fondamental de Hl, on peut

obtenir un nouveau superpotentiel Wl (x), à partir duquel on construit aussi deux nouveaux
1

opérateurs Al et At. Ces derniers serviront pour factoriser Hl comme Hl = At Al et définir

son partenaire comme H2 = AlAt. Cette procédure peut être poursuivie successivement pour

construire une hiérachie d'Hamiltoniens partenaires Hl, Hl,'" , Hm,'" dont les spectres et les

fonctions propres correspondantes sont reliés par dés relations semblables. Nous allons dévelop-

per ceci dans ce qui suit.
,

Soit donc l'Hamiltonien de départ Ho et admettons qu'il dépend explicitement d'un ensemble

de paramètres réels, décrits par ao. Admettons aussi que l'énergie de son état fondamental

17



E~O) (aD) et la fonction propre correspondante \[I~O) (x, an) sont connues. On peut donc écrire

() dl ( .
Ho x, aD - dx2 + Vo x, aD)

= At (an) AD (aD)+EàO
) (an),

avec

{
At (x, aD) = - tx +Wo (x, aD)

Ao (x, ao) = lx +Wo (x, ao) ,

et
d .(0)

Wo (x, aD) = - dx ln \[10 (x, ao).

Le partenaire supersymétrique est donné par

dl
- dx2 + vi (x, au)

AD (aD) At (ao) +E6°) (au),

avec

VI (x, ao) WJ (x, ao) + W~ (x, ao) + E6°) (ao)
- Vo (x, ao) + 2W~ (x, ao)

dl (0)
Vo (x, ao) ~ 2dx2 ln \[10 (x, ao) .

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41 )

(1.42)

A partir des équations (1.32), (1.36) et (1.37), les énergies propres et les fonctions propres

correspondantes sont reliées par

(1.43)

(1.44)

et

{
+\1') (x, aD) = 1 fOl 1 f'l AD (aD) +~'1,(x,au) ,

V En+1 (ao)-Eo (ao)

\[I~~dx, ao) = VF£.1) I EO) At (aD) \[I};) (x, ao).
(ao)- 0 (~o)

Maintenant, on peut refactoriser Hl, dont l'énergie de l'état fondamental est E~l) (au)

18



(1.45)

1

i
= Ao (x, ao) At (x, ao) + E6°) (0.0)

1

= At (x, au) Al (x, au) +E~l) (au),

i
E~O) (0.0), pour déterminer son partenaire H2, ,t ensuite on peut écrire Hl sous la forme

suivante:

avec

où

i

{

+ _ d 1Al (x, ao) - - dx t W1 (x, ao) ,

Al (x, ao) = - :lx t W1 (x, ao) ,

1

d 1 (1)Wdx, ao) = - dx ln '110 (x, ao).
1
1

(1.46)

(1.47)

Le nouveau partenaire de Hl sera défini par

H2 (x, ao)
d2 :

= -dx2+v2~x,ao)

= Adx, ao) At (x, 0.0) + E~O)(ao), (1.48)

alors la forme de V2 (x, ao) est donnée par

V2 (x, ao) = wf (x, ao) +w~(x, ao) + E~O)(ao)

( ) ~ : (1) ( )VI x,ao -2dx2In:wo x,ao

~ 1( (0) (1) )= Vu (x, au) - 2 dx2 ln! '110 (x, au) '110 (x, au) . (1.49)

Par ailleurs, on a

et

(1.50)

(1.51)

ou bien i
Al (ao) Ao (!ao)W~~2(x, ao)

(E~~2 (ao) - E61
) (ab)) (E~~2 (ao) - E6°) (ao))

1

!

(1.52)
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L'inversion des relations (1.51) et (1.52) donne

(1.53)

et
(0) )

\[1n+2 (x, ao =
At (au) At (au) \[1};) (x, au)

(E~2) (au)-E~O) (0u)) (E~) (au)-E~l) (au))
(1.54)

i
La refactorisation de H2 pour déterminer son partenaire H3 conduit à définir A2 (x, ao) et son

hermitique adjoint, de sorte que

Il s'ensuit que

{
At (x, au) = - :lx t W2 (x, au) ,

A2 (x,ao) = -lx +:W2 (x,ao),

avec

Le partenaire Hij est alors donné par

(1.55)

(1.56)

(1.57)

J2
- dx2 + Vij (x, au)

A2 (x, ao) Ai (x, ao) +EàO
) (ao) , (1.58)

avec

(1.59)

tel que
(3) ( ) _ (2) ( ) _ (1) ( ) _ (0) ( )En ao - En+1 ao - En+2 ao - En+3 ao ,

1

(1.60)

et !
.T.(3) ( ) _ .T.(O) ( )'l'n . x,ao - F 'l'~+3 x,ao ,
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avec

F= (1.62)

Et la relation inversée de cette équation est donnée 'par

(0) ( ) 1(3) ( )Wn+3 x,ao = X W'n X, au

avec

(1.63)

X=
At (ao) At (ao) At (ao)

(E~3) (ao) - E60) (ao») (E~3) (ao) - E~l? (ao») (E~3) (ao) - E~2) (ao»)
(1.64)

Puis, on refactorise H3 pour déterminer son partenaire H4 et ainsi de suite. Alors, de façon

générale, si Ho possède p états liés, on peut pours\.tivre cette procédure jusqu'à l'ordre p et

construire une hiérarchie de p - 1 partenaires Hm (avec m = 1,2,3, ... , .p) à partir de Ho.

Chaque Hamiltonien Hm possède (p - m) états lié~ de valeurs propres EàO) et de fonctions

propres \[1~0) avec [m:::; n:::; pl. Autrement dit, Hm ne possède pas les m premières valeurs

propres de Ho [3]. Si la symétrie se brise à une étape quelconque de la construction de cette

hiérarchie, on ne peut pas aller plus loin et on doit Is'arreter à ce niveau. Ainsi, si la symétrie

n'est pas brisée à l'étape m, l'Hamiltonien correspoI).dantHm sera donné par

Hm (x,ao)

1

d2 .

- dx2 + Vm (x, ao)
A~ (ao) Am (ao) + E~) (ao) , (1.65)

où

{

1

~ (au) = -ix + o/m (x,ao)
Am (ao) = d~ +Wm (x,ao)

(1.66)

avec
w~m)' (x)

Wm (x, ao) = --~(~)-- =wo
m (x)

21

dln w~m)(x, ao)
dx

(1.67)



La forme de Vm (x, ao) est donnée par

_ ' d2ln (w~o) (x, ao) ... w~m-l) (x, ao»)
vm (x, aa) - Vo (x, ao) - 2 '. .... dx2- . '.' ". (1.68)

On a aussi

et

avec

.T.(m) ( ) _ (0) ( )~n x,ao - (Wn+m x,ao , m ~ 1,

(1.69)

(1.70)

(=
Am-l (ao) ... Al (ao) Ao (ao)

( (0) () (m-l) ) ( (0) (1)) ( (0) (0))En+m ao - Eo (ao) .. En+m (ao) - Eo (ao) En+m (ao) - Eo (ao)
(1.71)

La relation inverse de cette équation est donnée par

.T.(O) ( ) _ .T.(m) ( )~n+m x,ao - cp ~n x,ao,

avec

(1.72)

cp= At (ao) At (ao)'" ~-l (ao)

(E~m) (ao) _E~O) (ao») (E~m) (ao)-E~l) (ao») .. (E~m) (ao)-Egn-l) (ao»)
(1. 73)

Aussi, on peut écrire

, d'2ln (w~O) (x, ao) ... w~m-l) (x, ao»)
Vm (x, ao) = Vo (x, ao) - 2. . dx2 . ... .• (1.74)

Enfin, si l'on connaît toutes les énergies propres et fonctions propres de Ho, on peut déduire

celles des autres Hamiltoniens Hm.
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1.5 Invariance de forme
i

En 1983, le concept de potentiels invariants! de forme, "shape invariance potentiels" (SIP)

en anglais, dans la structure de la mécanique quantique supersymétrique, a été introduit par

Gendeshtein [4]. Comme on va le voir, quand cytte propriété est satisfaite par un potentiel, il

est aisé de déterminer son spectre d'une manièr~ algébrique, simple et élégante. Autrement dit,

l'invariance de forme peut être considérée comme une condition suffisante pour la solvabilité

d'un potentiel mais elle n'est toutefois pas une condition nécessaire [3].

Maintenant, si va (x, aa) est un potentiel siupersymétrique dépendant d'un ensemble de

paramètres aa, on dit qu'il est invariant de fOl~mesi son partenaire Vl (x, aa) s'écrit sous la

forme

(1. 75)

où R (aa) est une fonction indépendante de x, ap,pelée reste, et al est un nouveau ensemble de

paramètres, reliés aux anciens par une certaine fonction

al = f (aa) . (1. 76)

Ainsi, de l'utilisation de la condition (1.75) et de la hiérarchie d'Hamiltoniens, discutée dans la

section précédente, on peut facilement obtenir les:valeurs propres et les fonctions propres quand

la supersymétrie est non brisée. En effet, on a vp. que l'état fondmental de Ho est caractérisé
1

par

{
Eg(aa)=0

. '1'60
) (x, aa) = N exp [~r Wa (y, aa) dy] ..

Si on ajoute aux deux membres de (1.75) la partie cinétique, on peut écrire

(1.77)

i
Ho (x, ad + R (aa)

At (x, al~ Aa (x, al) + R (aa). (1. 78)

En comparant(1.45) et (1.78), on peut faire l'identification suivante
!
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et

(1.80)

D'où Eia) (aa) est simultanément l'énergie du premier état excité de Ha et l'énergie de l'état

fondamental de Hl, c'est-à-dire

(1.81)

Par ailleurs, à partir de (1.78), les Hamiltoniens Hl (x, aa) et Ha (x, al) possèdent les mêmes

fonctions propres. On peut donc écrire

A partir de (1.82), on obtient

Ha (x, a2) + R (ad + R (aa)

At (x, a2) Aa'(x, a2) + R (al) + R (aa),

et en comparant (1.55) et (1.83), on aboutit à l'identification suivante:

(1.82)

(1.83)

(1.84)

où E~a) (aa) est l'énergie de premier état excité de Hl et aussi l'énergie de l'état fondamental

de H2.

Ainsi, on a

(1.85)

et à partir de (1.83), l'Hamiltonien H2 (x, aa) et Ha (x, a2) possèdent les mêmes fonctions pro-

pres. Nous pouvons donc écrire

(1.86)
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avec

Il est maintenant aisé de se rendre compte que de f~on générale, on peut écrire

(1.87)

Hm (x,ao)

(1.88)

avec

am = lm (ao),m? 1,
1

et lm signifie que la fonction 1 est appliquée m foi~.

On peut définir aussi une nouvelle forme de Hm (x, ao) comme

d2 m
Hm (x,ao) = -dx2 +vo(x,am)+ L R(ak-l)'

1 k=l

En comparant (1.65) et (1.88), on obtient

E~) (ao) = ~ R (ak-l) ;. EaO
) (ao) = 0,

k=l

et
,

Am (x, ao) = Ao (x, am).

En utilisant (1.88), il vient que

w~m) (x, ao) = w~O) !(x, am) .

En reportant (1.92) et (1.93) dans (1.72) et (1.73), on obtient

(0) ( ) r,T,(d) ( )wn+m x,ao = ~n' X,am ,
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avec

r= At (ao) At (aÙ' ~.At (am-Il

(E~m) (ao) - E~O) (ao)) (E~m) (ao) - Eài)(ao))'" (E~m) (ao) - Eàm
-
l
) (ao))

(1.95)

Si on pose n = 0, on obtient

où

w(O) (x ao) = 1/. w(9) (x a )m' r 0, ,m, (1.96)

{l=
At (ao) At (al)'" At (am-l)

(Eàm) (ao) - EàO) (ao)) (E~m) (ao) - E~l) (ao))'" (Eàm) (ao) - E~m-l) (ao))
(1.97)

Enfin, si l'on connaît la fonction propre de l'état ,fondamental 'i]i~0) (x, am) de Ho, on peut

déterminer toutes les fonctions propres w~) (x, ao) :en appliquant l'opérateur At. Alors dans
un cadre plus général, la relation (1.91) permet de générer la valeur de l'énergie de n'importe

quel niveau de Ho à partir de la fonction de son énergie fondamentale EbO) et du reste R (ao) ,
i

Parallèlement, la relation (1.93) permet de générer la fonction propre de n'importe quel niveau

de Hamiltonien à partir de la fonction propre du niveau fondamental.

1.5.1 Formede la fonction f
1

D'après l'étude présentée plus haut, la fonction j qui caractérise l'invariance de forme d'un

potentiel supersymétrique pourrait être arbitraire. Cl1pendant,jusqu'à présent on a trouvé seule-

ment trois formes différentes pour cette fonction. A~ début de la découverte de l'invariance de

forme, on a constaté que pour tous les potentiels c0,nnusen mécanique quantique qui sont su-
I

persymétriques et invariants de forme, la fonction f igénère une translation entre les anciens et

les nouveaux paramètres,

al = f(ao) = aJ + a,

où a est un paramètre fixe. On a alors cru que seule l'invariance par translation est admise
1

dans la supersymétrie en mécanique quantique.

En 1993 : Khare et U. Sukhatme [16) montrèrent qu'il peut exisiter d'autres types de fonc-
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tions de la forme

ou encore

al = qao, avec 0 < q < 1,

q%
al = --- avec 0 < q < 1 et pal ~ 1.

1+ pao

27
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seront utilisés dans les chapitres suivants.

Chapitre 2

1

Symétrie CPT et nd[:uvellethéorie
i

quantique 1

2.1 Introduction:

TI est connu en algèbre que si un opérateur est ~ermitien, ses valeurs propres sont toutes

réelles et les fonctions propres correspondantes form~nt une base orthogonale. En revanche, s'il

est non Hermitien alors ses valeurs propres ne sont ~as garanties d'être réelles. Ses valeurs pro-
1

pres sont en général complexes. En mécanique quantique, l'Hamiltonien d'un système physique,
1

qui est responsable de sa dynamique, est considéré comme un opérateur défini sur un espace de
1

Hilbert et de plus Hermitien par rapport à cet espade.
1

Ainsi, un Hamiltonien Hermitien conduit autOIriatiquement à une évolution unitaire de la
1

fonction d'onde du système associé, ce qui est complüible avec son interprétation probabiliste.
i

Pour ces raisons, l'herméticité de l'Hamiltonien et deltoutes les observables physiques, était tou-

jours vue comme une condition nécessaire en mécani~ue quantique pour l'obtention de résultats

physiques. Depuis quelques temps, on voudraient rebettre en question cette hypothèse fonda-,

mentale de la mécanique quantique en tentant de ponstruire une nouvelle théorie quantique

pour des Hamiltoniens qui ne sont pas nécessairement Hermitiens
1

Le but de ce chapitre est de donner un aperçu sur! le développement de cette nouvelle théorie

et de faire ressortir les principaux résultats auxque~s on est arrivé dans les recherches, et qui
1
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2.2 Propriétés des Hamiltoniens PT symétriques

2.2.1 Réalité des valeurs propres d'un Hamiltonien PT symétrique

Si on veut construire une théorie quantique avecdes Hamiltoniens qui ne sont pas Hermitiens

mais PT symétriques, il est fondamental de connaître les conditions suffisantes pour que les

spectres de tels Hamiltoniens soient réels et pour que l'évolution dans le temps des fonctions

d'onde associées soit unitaire. La réponse à cette question a été donnée par Bender et co-

auteurs dans une série d'articles depuis 1988 [5, 6, 7, 8, 9]. ils avaient construit une famille

d'Hamiltoniens à une dimension, non Hermitiens, dont le potentiel est une fonction complexe,

qui répondaient à l'exigence de la réalité des valeurs propres [17].L'Hamiltonien de référence

(à une dimension) est donné par

H = p2 + x2 (ixY' avec l/ E R. (2.1)

L'analyse de cette famille d'Hamiltoniens vis-à-vis des opérations d'inversion de l'espace ou par-

ité P et du renversement du temps T montre qu'ils partagent tous la propriété d'être invariants

par l'opération composée PT, (voir appendice A). Autrement dit, H commute avec l'opérateur

produit PT,

[H,PT] =0. (2.2)

Par ailleurs, avec l'hypothèse de certaines conditions aux limites [5], il a été prouvé, par des

calculs numériques de haute précision, que les spectres des Hamiltoniens (2.1) sont réels et

positifs pour l/ 2: 0 et pour l/ < 0 ils sont complexes.

Maintenant, il est bien connu que la réalité des valeurs propres d'un Hamiltonien PT

symétrique est une conséquence de la non brisure de la symétrie PT, qui signifie que les fonc-

tions propres de H sont simultanément fonctions propres de PT. En fait, même si H et PT

commutent, d'après la relation (2.2), on ne peut pas affirmer qu'ils possèdent les mêmes fonc-

tions propres, comme c'est le cas en mécanique quantique. La raison est que PT n'est pas un

opérateur linéaire mais anti-linéaire (voir appendice A), ce qui ne garantie pas l'existence d'un

ensemble de fonctions propres communes.

Ainsi, pour construire une théorie quantique à partir d'Hamiltoniens PT symétriques, on
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(2.3)

(2.4)

(2.5)

-----1-

exige de plus que la symétrie ne soit pas brisée. n faut noter cependant que cette condition n'est

pas évidente car il n'existe aucun moyen pour lffirmer à priori que pour tel Hamiltonien PT

symétrique, la symétrie est brisée ou non. Il fautl tout d'abord déterminer ses fonctions propres

pour en tirer une conclusion.

Avec cette condition supplémentaire, on peut démontrer la réalité des valeurs propres d'un

Hamiltonien PT symétrique. En effet, soit donb {<1>n(x)} ,pour n = 1,2,'" , l'ensemble des

fonctions propres communes à H et PT, on a 1

1

Hif>n (x) Enif>n (x)

avec En et Àn les valeurs propres correspondantes, qui sont à priori complexes. Cependant,

puisque (PT)2 = 1, il résulte que IÀnl2 = 1 pourltoutes les valeurs de n possibles. Ainsi Àn est
1

une phase qui peut être absorbée dans la fonction propre <1>n(x) de sorte que, sans perte de

généralité, on peut prendre Àn = 1 et écrire 1

1

1

1PTipn (x) "'1 ipn (x).

Par ailleurs, en appliquant PT à gauche sur Ils deux membres de (2.3) et tenant compte de

(2.2) et (2.5), on obtient 1

H<1>n (x) = E~<1>n (x). (2.6)
1

Cette dernière relation, combinée avec (2.3), ent~aîne que les valeurs propres sont réelles.

2.2.2 Fonctions propres et espace de Hilbert
1

La question qui se pose maintenant et de savoir si les Hamiltoniens possédant une PT

symétrie non brisée peuvent décrire la dynamiqul de systèmes physiques réels. Autrement dit,

il faut savoir si les fonctions propres de tels Hahültoniens peuvent engendrer des espaces de
!

Hilbert munis de produits scalaires conduisant il des normes positives. En plus, il faut aussi
1
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garantir que l'évolution des états propres dans le temps demeure unitaire.
1

Bien entendu, ces deux exigences sont satikfaites dans la théorie quantique usuelle, avec
1

des Hamiltoniens Hermitiens. La première perm;et d'interpréter la norme d'un état comme une

probabilité, qui doit être définie positive, alors [que la deuxième condition garantie justement

l'indépendance de cette p'robabilité par rapport lau temps.
i

Les fonctions propres engendrent donc un e:space vectoriel de Hilbert. Le produit scalaire

de deux fonctions quelconques 1/J (x) et \{J (x) , d~ns le nouveau espace de Hilbert, a été définie

comme

jdf [PT1/J (x) \{J (x)J
c 1

jdr1/J* (-x) cp(x),
c ,

1

(2.1)

(2.8)

où c est un certain contour dans le plan complexe.
i

L'avantage de cette définition du produit sca:Iaire est que, comme en mécanique quantique
1

ordinaire, la nome de toute fonction est indépendante de sa phase globale et est conservée dans
1

le temps. Cependant, cette définition contient 1(n inconvénient majeur qui réside dans le fait

que les normes de certains états propres d'Hamiltoniens PT symétriques sont négatives. Par

exemple, pour v ;:::a dans (2.1) il a été prouvé n~mériquement, avec une très grande précision

[6, 7, 15]' que les fonctions propres vérifient les r~lations suivantes
1

1

i

(eJ?n, eJ?m)PT =;(-1t onm,

et

(2.9)
n

Evidemment, ces deux relations présentent des lnomalies par rapport à ce qui est admis en

mécanique quantique usuelle. En effet, il découle 9-ueles normes de certains états sont négatives

et par conséquent ces derniers ne peuvent pas être interprétés comme des probabilités. Par

ailleurs, l'espace engendré par les fonctions proprts, qui n'est guère un espace de Hilbert usuel,

ne peut pas être considéré comme un espace complet. Dans la représentation de Dirac, on peut
1
1
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1

!

1

1

1

i
écrire les relations (2.8) et (2.9) comme 1

1

(<I>nl<I>m)= (-Ir 8nm, (2.10)

(2.11)

1

1L(-lt l<I>n)(~nl = I.
n 1

où l<I>n) et le ket de Dirac associé à la fonction proIjre <I>n (x) et (<I>nllebra correspondant par

rapport au produit scalaire (2.7). Dans la suite, nous appellerons ces dernières relations, pseudo
1

relation d'orthonormalisation et pseudo relation de fermeture.
1

1

2.3 N-ouv~nesymétrie pour les H~lt-oniens PT -symétriques
1

L'inconsistance des relations (2.8) et (2.9) a mêrye poussé certains auteurs à renoncer, pen-

dant un certain temps, à l'idée de construire une théorie quantique pour ce type d'Hamiltoniens
1

non Hermitiens [18, 20). Cependant, plus tard il a lété montré que tous les Hamiltoniens PT

symétriques dont la symétrie n'est pas brisée possooent une autre symétrie cachée, engendrée
1

par un nouveau opérateur dénoté C [9). Autrement dit, si un Hamiltonien H est PT symétrique
1

i
et si cette symétrie n'est pas brisée il existe un opérateur non trivial C, appelé opérateur de

1

conjugaison de charge, qui commute avec H et PT. [Ainsi,

1

et

(2.1Z)[H, CJ = 0, [C,1fT) = 0,
1

1

[H,CPT) =10.
1

On montre alors que les fonctions propres communesjà H et CPT sont toutes de normes définies

positives [9). Ainsi, une fois que l'opérateur C est d~terminé, il sera possible donc de construire
1

une nouvelle théorie quantique qui satisfait à toutes ies contraintes requises. Cependant, jusqu'à
1

présent il n'existe pas de méthodes systématiques pour déterminer l'opérateur C.
1
1

et par conséquent
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2.3.1 Construction de l'opérateur C

Bien que l'existence de l'opérateur C peut êtrJ prouvée facilement [9), sa détermination
1

explicite n'est pas une chose facile dans un cadre gén~ral. En effet, jusqu'à présent il n'existe que

des tentatives pour déterminer C au premier ordre ~l3,rrapport à un paramètre de perturbation
1

[21,9). Ici, nous allons suivre brièvement la recette originale de Bender pour prouver l'existence

de l'opérateur C. Les détails peuvent être suivis daJs la référence [9).

Le but est alors de chercher un opérateur C, rèprésentant une nouvelle symétrie cachée,
1

qui doit commuter simultanément avec H et PT ei telles que les nouvelles fonctions propres
1

communes à H et CPT ne présentent pas les anomalies citées plus haut.

Si les l<I>n) sont les kets associés aux fonctionJ propres <I>n(x), l'opérateur C doit donc
1

transformer l<I>n) en un nouveau ket lI<I>n) dont la nbrme PT est positive. Ce nouveau vecteur

(2.13)

1.

~

C I<I>J>
1

(-ln l<I>n).

i
De cette manière, la pseudo relation d'orthonormaÙsation et la pseudo relation de fermeture

vont conduire à aux relations d'orthonormalisation et de fermeture useuelles (voir des exemples
,

doit satisfaire à

concrets dans le chapitre 5).

En utilisant la pseudo relation de fermeture (2.11), on peut représenter C comme
1

. 1= )" l<I>n) (<I>nl ,
L.....J

n

(2.14)

qui s'écrit dans la représentation position comme

C(x,y) =L<I>n(:zi)<I>n (y). (2.15)
1

n

i
Ainsi, cet opérateur est bien défini en fonction des ~tats propres PT symétriques de l'Hamil-

tonien. Autrement dit, C est une fonction de H. Eh effet, en utilisant la pseudo relation de
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n

fermeture (2.11), on peut représenter H comme!
1

H = I) -l)niEn !<Dn)(<Dnl.
i

Evidemment,
;

[H, C]~= O.

Par ailleurs, on vérifie facilement que

(2.16)

(2.17)

(2.18)

Pour terminer, signalons que puisque C est une fonction de H, il est un opérateur spécifique

qui dépend particulièrement du système étudié; contrairement aux opérateurs P et T. Cette

contrainte conduit à conclure que même si l'opérateur C résout l'anomalie de la non positivité

de la norme, la théorie quantique qu'il peut engendré ne peut être globale mais spécifique pour

chaque Hamiltonien PT symétrique. A notre av~s, ceci est dû au fait que la relation (2.13) ne

peut en fait être considérée comme une définitioll complète d'un opérateur qui représente une
,

réelle symétrie.
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Chapitre 3

Etude par la super~ymétrie d'une
i

famille de potentielr centraux,

singuliers et Hermitiens

3.1 Introduction
1
1

Dans ce chapitre nous allons étudier les états !liésd'une classe de potentiels centraux sin-

guliers par l'approche de la supersymétrie. 1

Considérons la famille des potentiels v(p)(r), donnée par

1

1

où X caractérise l'ensemble des paramètres réels a, b, c, d, e, g, f,et k et p E [0,1[U ]1,oc[ .

Cette famille de potentiels peut être vu comme und double généralisation des potentiels étudiés
1

dans la référence [22].Pour p = 3, on retrouve le 'lsextic potentiel"

v(3)(r; X) = cr-6 + br-4 + (d + g)~-2 + (a + k)r2 + er4 + fr6, (3.2)

1

qui a été largement étudié dans la littérature [23, 21,25, 26, 22] par différentes approches dont

l'approche supersymétrique qu'on trouve dans le chapitre 3 de la référence [22]. Si on pose

1
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e = f = k = 0, on retrouve la famille de potentiels

étudiée dans le chapitre 4 de la référence [22].

Dans le cas où p = 1, le potentielv(1) (r) se réduit à

v(1)(r; X) = (c + b + d)r-2 + (a + e + f)r2 + g + k,

(3.3)

(3.4)

qui n'est autre que le potentiel d'un oscillateur harmonique isotrope dans une barrière de

potentiel centrifuge, dont la solution exacte est bien connue.

Ainsi, l'intérêt de ces potentiels pour p =1=- 1est qu'ils peuvent être considérés comme des

potentiels harmoniques perturbés.

Il est clair que la résolution de l'équation de Schrodinger exactement pour une telle famille

est très difficile, voire même impossible dans le cas général. Notre but est de déterminer les liens

qu'il faut imposer aux paramètres du potentiel pour qu'on puisse déterminer les caractéristiques

de l'état fondamental et éventuellement celles du premier état excité en fonction de p.

Nous avons vu dans le chapitre 1 que la résolution de l'équation de Schrodinger pour les

états liés par l'approche de la méthode supersymétrique passe tout d'abord par la résolution de

l'équation de Riccati et la détermination d'un superpotentiel, qui servira pour obtenir l'énergie

et la fonction de l'état fondamental. Le problème est que, pour le potentiel (3.1) un super

potentiel existe seulement si les paramètres du potentiel satisfont à certaines contraintes entre

eux. Par conséquent, les solutions obtenues seront conditionnées par ces contraintes et seront

appelées" solutions conditionnelles" .

Avant d'entamer les calculs, remarquons que l'équation de Schrodinger à trois dimensions

pour le potentiel central v (r) se ramène à une équation à une dimension pour le potentiel effectif

V(r), donné par

V( ) _ () l(l + 1)
r-vr+ 2'r

où 1 E N, est la valeur propre du moment cinétique orbital.
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i

Ainsi, nous allons donc étudier l'équation b.e Schrodinger sur l'intervalle r > a pour le

potentiel effectif défini par

v(p) (r; X) = cr-2p + br-p-1 + hr-2 + grr+1 + ar2 + erP+1 + ir2p + krP-1,

où, dans X, on remplace le paramètre d par h, 40nné par

1

h=d+l(l+l).
1

(3.6)

(3.7)

3.2 Conditions pour l'existence! d'états liés

1

Il est bien connu que l'existence d'états liés pour l'équation de Schrodinger est subordonnée

par l'existence de poches (minima) dans l'allur~ du potentiel correspondant. Vu que les po-
l

tentiels considérés ne sont pas simples, nous a1l0hs simplement fixer les signes des paramètres

(a, b, c, h, e, g, i, k, p) pour créer des conditions sJJfisantes pour l'existence d'états liés.
1

Pour ne pas trop compliquer les choses, nous admettrons que V(pJ(r; X) est une fonction

continue, ne possédant pas de puits infinis où lIa particule pourrait être absorbée. D'autre

part nous considérons seulement les potentiels p6ur lesquels le mouvement de la particule est

complètement confiné. Ainsi nous admettrons qU~ V(P) (r; X) est tels que

1V(p)(r) --+ 00 pour t = a et r --+ 00.

1

(3.8)

Il s'avère que la réalisation de ces conditions dépend à la fois de la valeur du paramètre pet
1

des signes des autres paramètres. Par ailleurs, pÙisqu'on voudrait retrouver certains résultats

connus dans la littérature comme cas limites, nltamment pour i = 0, on admettra que les

paramètres a, d, c et i satisfont [22] 1

1

a > 0; d:::: 0; c1a et i ::::a ,
et les autres paramètres peuvent être arbitraires. 1
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3.3 Propriétés de l'état fondarrlental conditionnel
1

Comme on va le voir, les potentiels partenaires diffèrent seulement par les paramètres b, k

et d. Pour résoudre l'équation de Schrodingerl associée à V(P) (1'; X) par la méthode super

symétrique, on réécrit les paramètres b,k et d1respectivement bl,kl et dl, et V(p)(1';X) par

Vl(p) (1', Xd, donné par
,

1

Vl(p) (1'; Xd = c1'-2p + bl1'-p-l + hl1'-2 + g1'-p+l + a1'2+ e1'P+1 + j1'2p + kl1'P-l. (3.10)

1

Le superpotentiel sera choisi sous la forme 1

,
Clé1 l "(

Wl(1', Xd = - -+\,61'+ - + Tl1'P, (3.11)
l' 1: 1'P

1

où les paramètres Clél,,6,"(,et TI sont à détermine~i en fonction de a, bl, c, hl, e, g, j, kl et p. Tout

d'abord écrivons la fonction d'onde de l'état fon8amental sous la forme

l'

(3.12)

où No est une constante de normalisation.

No exp (- jr Wl(71', XI)dr')

(

1
/31'2 "( +1 7] +1)No exp -Clélln l' - ,- + --1'-P - --1'P ,
2 p-l p+l

1

1

1

Nous devons nous assurer que la symétrie n?est pas brisée en exigeant que cette fonction

soit de carré sommable. Ceci entraînera certainek contraintes sur les paramètres Clél,,6, "( et TI.

Pour ce faire, il suffit qu'elle soit régulière aux p~ints l' = 0 et l' ----> 00. Par ailleurs, il est clair

que le comportement au voisinage de l' = 0 et l' ~ 00 dépend de la valeur de p. Ainsi on peut

s'assurer aisément que l'on doit toujours être dats l'une des situations suivantes:

\

,6 > 0 et Clé1 <\0
,6 ::::::0, TI > 0 et Clél< 0
,6 ::::::0, TI ::::::0, ~t> 0 et Clél< 0

. 1:

i.

i
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p>l=>

1] > a et 1 < Q l

1] > 0, 1 S a ~t (X< a II
!

1] 2 0, f3 > a et 1 < a III
i

IV1] 2 0, f3 > a, t' S a et (X < a
1] 2 a, f3 2 0, '(x> a et 1 < a V

(3.14)

t

Pour construire les partenaires, il faut calcul~r la dérivée première et le carré du superpo-

tentiel, qui sont donnés par

et

W{(1',XI)

On pose

VI(p) (1', XI) = W{(1', XI) - W{ (1', XI) + Eal\p, XI),

où Ea1) (p, Xl) est l'énergie de l'état fondamental: de VI(P\1', xI) .

En reportant (3.15) et (3.16) dans (3.17), on ?btient

(3.16)

(3.17)

; 2
(Xl + (XI)1'-2 + f32r2 + (2(Xh + IP)r-p-1 +;- + 1]21'2p +

i r p

(2(X11] -1]p)1'p-
1 + 2f3I1'-p+1 + 2f31]r - f3 + 211]+ 2(Xlf3 + E;~6(XI).(3.18)

En identifiant les termes de mêmes puissances entre (3.10) et (3.18), on obtient le système

d'équations couplées non linéaires suivant:

f32 '.=a:

1
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1

2 1ry =T C,

i
1

f3 - 2ryT) - 2cn~ = E~~(Xl),
1

(2al +ph = h,

(2al - p)i7) = kl,

1

2f3ry == g,

(3.20)

(3.21 )

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
;
1

2(37) =':= e. (3.27)
1

1

On obtient donc neuf équations et cinq inconnus qui sont al, f3, "Y, 7) et l'énergie de l'é-

tat fondamental E~~6(X 1). Pour résoudre ce s~stème, nous allons choisir les cinq premières

équations (3.19)-(3.23) et les équations restantes: (3.24)-(3.27) serviront comme des contraintes

entre les paramètres du potentiel. Par ailleurs, la résolution du système (3.19)-(3.23) dépend
1

des conditions imposées aux paramètres du potentiel dans (3.9) et des contraintes (3.13) et
1

i(3.14). 1

3.3.1 Propriétés de l'état fondamenta~ pour p < 1.
1

Il est aisé de voir que la solution du système (3.19)-(3.23) qui est compatible avec (3.9) nous

met dans la situation l de (3.13), qui exige que ~ > 0 , al < 0 mais "Y et 7) arbitraires. Ainsi,

les solutions sont alors données par

et

al = -~ (1+ VI + 4hl) ,

!
1

1

f3 = va,
i
i

"Y = CJVC,
i
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avec a, a' = ::1:1.

En tenant compte des ces solutions, les équations (3.24)-(3.27) conduisent aux relations

suivantes entre les paramètres du potentiel

9 = 2avac,

e = 2a' VJ;"

et

Le potentiel VI(p)(r, Xl), pour p < 1, s'écrit donc comme

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(P<l)( ')VI r,XI, a,a = cr-2p + a*(p - 1~ J4hl + l)r-p-1 + hlr-2 + 2avacr-p+l

+ar2 + 2a' ~rP+1 - a' VJ(p + 1+ J4hl + l)rp-1 + fr2p(3.36)

En reportant dans (3.12) et (3.23), on obtient la fonction propre de l'état fondamental et

l'énergie correspondante sous les formes

(3.37)

et

(3.38)

On remarque au passage qu'en fait l'énergie de l'état fondamental ne dépend pas explicite-

ment du paramètre p mais la fonction d'onde en dépend. Ce résultat est quelque part surprenant.
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3.3.2 Exemple illustratif

Considérons le cas particulier correspondant à a = c = f = 2, dl = 1, l = 0, et p = 1/2.
Dans ce cas le potentiel s'écrit

2r-l + aV2( -1/2 - .;5)r-3/2 + r-2 + 4arl/2

+2r2 + 4a'r~ + 2r - alV2(3/2+ .;5)r-l/2.

L'énergie de l'état fondamental est donnée par

(1) 1 ln ( ~) 1E~,o(xl,a,a)=v2 2+v5 -4aa,

est les fonction propre correspondante, normalisée à 1, s'écrit

avec

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

Les allures de w~:o(r,XI,a,al) pour les différentes valeurs de (a,a
l
) sont représentées sur les

figures suivantes :

Rouge: a = a = 1;Noire: a = -a = 1;Bleue: a = -a = -1; Verte: a = a = -1
Il est clair que cette fonction ne présente aucun noeud, c'est-à-dire qu'elle ne s'annule pas

pour r > 0 et par conséquent, elle représente bien la fonction d'onde d'un état fondamental.
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(3.45)

(3.44)

(3.43)

l,

3.3.3 Propriétés de l'état fondamental pour p > 1.
1

Dans ce cas, il est aisé de se rendre compte q~e la résolution du système d'équations (3.19)-

(3.23) qui est compatible avec les contraintes f3.9) nous met dans la situation III de (3.14),

avec TJ 2: 0, f3 > 0, f < 0 et Ct arbitraire. Ainsi, ~es solutions peuvent être données par

1
1

f3 =:;a,
l'

f = -jJe,
TJ = JI.

1

et

(3.46)

(3.49)

(3.47)

(3.48)

(3.50)

Les équations (3.24)-(3.27) conduisent aux confraintes sur les paramètres du potentiel. En

tenant compte de (3.43), (3.44), (3.45) et (3.46)'lces contraintes sont données par

b, ~ v'c (U;l4hf 1+1- p)

ki = -Vi (aJ4!h + 1 + 1 + p)
1

9 = -2y1aC,

1

1

e = 2v0J.
et

Ainsi, le potentiel V1(P)(r,Xl), pour P > 1, ptut avoir deux formes possibles selon le signe

de a = ::f::l . Il s'écrit 1

TT(p>I)( )VI r,XI,a cr-2p + Je (aJ4hl +1,1+ 1- p) r-p-I + hIr-2 - 2y1aCr-p+l

+ar2 + 2v;;Jrp+l - .Jil (aJ 4hI + 1 + 1 + p) rP-1 + fr2p, (3.51)

1

A partir des équations (3.23), (3.12), (3.43), (3.44), (3.45), (3.46), (3.47) et (3.48), on obtient

l'énergie de l'état fondamental et la fonction prohre correspondante pour l'onde partielle 1 en

43



fonction des paramètres du potentiel sous la forme

et

'l!(I) (r x (7) t>< r~(1+av1+4hl) exp (_ ytr
2

_ ft r-p+1 _ v7 rp+1)
p>I,O , 1, 2 p-l p+l .

(3.52)

(3.53)

On remarque aussi que l'énergie de l'état fondamental ne dépend pas aussi du paramètre p. Par

ailleurs, on constate que si on choisit <7 = -1 et ul = 1 dans le cas p < 1, et u = 1 dans le cas

p > 1, les potentiels correspondants auront la même forme ainsi que les fonctions propres et les

valeurs propres de leurs états fondamentaux.

3.3.4 Exemple illustratif

Considérons le cas correspondant à a = c = f = 2, d = 1, l = a et p = 3. Le potentiel s'écrit

alors

2r-6 + V2 (uJ5 + -2) r-4
- 3r-2

+ [2 - V2 (uJ5 + 4)] r2 + 4r4 + 6r6. (3.54)

L'énergie propre et la fonction propre de l'état fondamental correspondant sont données par

et

(3.55)

(3.56)

avec

(3.57)

Les allures sont représentées sur les figures suivantes:
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2 2.5 3
,

Rouge: (J = 1; Ble~e : (J = -1

Dans ce cas aussi, on constate que la fonctions propre ne présente aucun noeud et par
1

conséquent elle correspond bien à la fonction d'onde d'un état fondamental.
1

3.4 Invariance de forme et proprlétés du premier état excité
i

Dans cette section nous nous proposons d'étudier l'invariance de forme du potentiel V?) (r, Xl)' Il

est évident que si elle existe elle devrait être conditionnée par de nouvelles relations entre les
!

paramètres du potentiel. Ainsi, on a

1

2 1 (1) :
Wl (r, Xl) + Wl (r, Xl) + Ep,o(X,lJ

1

R(Xl) + cr-2p + b2r-p-l + h2r~2 + gr-p+l + ar2 + erP+l + jr2p + k27{3.58)

1

avec

R(Xl) = 2(3, (3.59)

!
b2 = bl - 2/fYY, (3.60)

i
k2 = kl + 2r]p, (3.61)

et

h2 = hl - 2Œl. (3.62)
1

En comparant (3.58) et (3.10), on constate bien, qu'à une constante additive près, V2(P)(r,Xl)

peut être obtenu à partir de Vl(P)(r,Xl) en rempla~~mt les paramètres bl, kl, et hl, respective-
1
1



ment, par b2, k2, et h2, c'est-à-dire

(3.63)

Pour qu'il ait invariance de forme, il faut vérifier les contraintes (3.24), (3.25), (3.26) et (3.27).

Pour obtenir les caractéristique du premier état excité de V1(P) (r, Xd, alors l'expression de
l'énergie et la fonction d'onde correspondantes du premier état excité s'écrivent comme suit

(3.64)

et

(3.65)

3.4.1 Propriétés du premier état excité pour p < 1.

Dans ce cas, on remplace les pyromètres /3, ~f, 'T), Ct1 par leurs expressions (3.29), (3.30),

(3.31), (3.28). On obtient donc

et

ou bien

R(Xd = 2..;a, (3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

Maintenant, on obtient à partir de (3.38), (3.70) et (3.64), l'énergie du premier état excité sous

la forme

(3.71)
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Par ailleurs, à partir de (3.37), (3.70) et (3.65), la fonction propre du premier état excité est

donnée par

1I'~~1,1(" Xl, CT,Cr') ~ [- (2 + J 4hl + 1) ,-1 + 2ya, + 2CTVC'-P + 2CT'J7,p]
x,H3+v4h1+l) exp (_ va,2 + CTft ,"':p+l _ CT'Vl ,P+l) (3.72)

2 p-1 p+1

Les nouvelles contraintes s'obtiennent à partir de (3.34) et (3.35), en remplaçant bl par b2, kl

par k2 et dl par d2. On obtient donc

b2 = CTVC(p - 1- J4h2 + 1) ,

et

qui s'écrivent, en tenant compte des relations (3.66), (3.67) et (3.68), comme

et

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

En analysant les contraintes (3.75)-(3.76) d'une part et (3.34)-(3.35) d'autre part, il est évident

qu'elles ne peuvent jamais être compatibles si p =1 1. Ceci signifie donc, que dans ce cas, il

est impossible d'obtenir les caractéristiques de l'état fondamental et du premier état excité

conjointement.

Alors, les relations (3.71) et (3.72) donneront l'énergie et la fonction propre correspondante

du premier état excité de la famille de potentiels définis par

(p<l) ( ')VI ',Xl,CT,CT = cr-2p + CTVC(3p - 3 - J4hl + 1) ,-p-l + dl,-2 + 2CTvea,-p+l + a,2

+2CT'~,p+l - CT'J7 (3p + 3 + J4hl + 1) ,p-l + j,2P. (3.77)

47



3.4.2 Exemple illustratif

Considérons le cas correspondant à a = c = f = 2, l = 0, dl = 1, p = 1/2. Dans ce cas le
potentiel correspondant sont donnés par

V1(~)(r, Xl, (1') = 2r-1 + (1J2 ( -3/2 - VS) r-3/2 + r-2 + 4(1r1/2+ 2r2

+4(1'r3/2 + 2r1 - (1'J2 (9/2 + J5) r -1/2.

L'énergie propre de son premier état excité est

(1) ( ') _ '" ( .~) ,E~,lX1,0',(1 -v2 6+v5 -4(1(1,

et la fonction propre correspondante, normalisées à 1, est

(3.78)

(3.79)

x

(3.80)

(3.81)

avec
1 1 1 1

N11"'-- N1 1"'-- N11"'-- N "'---, - 0.0457' ,- - 0.22' -, - 10.052' -1,-1 - 1127.837

Les allures des fonctions propres sont représentées sur la figure ci-dessous

(3.82)

0.15

0.5

0.25

-0.25

-0.5

-0.75

-1

3.75

Rouge: (1= (1= 1; Noire: (1= -(1 = 1; Bleue: (1= -(1 = -1; Verte: (1= (1= -1
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3.4.3 Propriétés du premier état exci~é pour p > 1.

(3.83)

(3.82)
1

R(Xd f 2va,
1. ;:b2 = bl + 2pv c,

i
Dans ce cas, on remplace les paramètres 13;, Î' et Tl, Œ par leur expressions (3.43), (3.44),

r
(3.45) et (3.46). On obtient

i
k2 = kl -tt 2pJj,

1

(3.84)

et

(3.86)

(3.85)

ou bien

1

h2 = hl + 1+(J4hl + 1,

1

4h2+ 1 = (o-J~hl + 1+ 2) 2

!

En reportant les équations (3.52), (3.43), (3.82)j,{3.86) dans (3.64), on arrive à l'expression de

l'énergie du premier état excité sous la forme !

1

1

E~~I,I(XI,o-) = va (J4hl 1+-1+ 2 (2 + 0-)) + 2~, (3.87)

et celle de la fonction propre correspondante sou~ la forme

l'

'lJ~~I,I(r, Xl, 0-) [>( [- (0- + 1+ (0-; 1) J4hl + 1) r-l + 2var - 2Vcr-P + 2JjrP ]

xrH1+2er+-/4hl+l) exp (- var2 _ .Jë )IP+l _ /7 rp+I) (3.88)
2 p-l p+l

1
1.

Les deux contraintes s'obtiennent dans ce cas à rlartir de (3.47) et (3.48) en remplaçant bI par
1

b2, kl par k2 et hl par h2. On obtient

i
1

b2 = Vc (0- J 4h2t 1+ 1 - P ) , (3.89)

et
1

k2 = - Jj (0- J 4h~+ 1+ 1+p) (3.90)

1
1

i
1
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En reportant (3.83), (3.84) et (3.86), dans les éqyations (3.89) et (3.90), on obtient
i

et

Le potentiel s'écrit comme

b1= fi (J4h1 + 1i- 2a + 1- 3p) ,
:,
i
;

1

kl = - vi (J4h 1 + ~+ 2a + 1+ 3p ) .

(3.91 )

(3.92)

(p>l) ( )V1 r,Xl,a cr-2p + fi (J4h1 + 1 -i2a + 1 - 3p) r-p-1 + h1r-2 - 2vacr-p+l
1

+ar2 + 2Mrp+1
- vi! (J4h1 + 1+ 2a + 1+ 3p) rP-1 + fr2P.(3.93)

1

;

Finalement, on identifie les deux contraintes (3.47) et (3.91), on trouve que la valeur h a deux

valeurs différentes, même chose par rapport aux ~ontraintes (3.48) et (3.92), on trouve que k1 a

deux valeurs différentes, ainsi, on n'a pas pu obt~nir la compatibilité entre les caractéristiques

de l'état fondamental et celles du premier état dcité.
1

1

En effet, dans ce travail, à partir notre essaie Çlecréer une compatibilité entre les caractéris-
!

tiques de l'état fondamental et du premier état e~cité. Malheureusement, on n'a pas pu obtenir
1
1

la compatibilité, mais il reste un grand intérêt ~ui est l'obtention de l'énergie et la fonction

d'onde pour l'état fondamentale et le premier état excité. Surtout l'énergie est la chose la plus
1

importante dans la nature et pour la physique ed particulier.
!

Le plus important dans cette étude des pote*tiels qui sont de l'ordre p, c'est que on peut
i

varier chaque fois la valeur de p, pour obtenir 1e\3énergies et les fonctions d'onde, et c'est ça
i

le plus important dans l'obtention du multitude ~dupotentiels centraux singuliers qui ont une
,

très grande importance dans la modélisation de icertaines interactions en physique nucléaire,

physique des particule et physique du solide.
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3.4.4 Exemple illustratif

Considérons le cas où c = f = a = 2, l = 0, d == 1 et p = 3 dans ce cas le potentiel s'écrit

vP) (r, Xl, u) = 2r-6 + J2 (v'5- 2u - 8) r-4 - 3r-2

+ [2 - J2 (v'5 + 2u + 10)] r2 + 4r4 + 2r6. (3.95)

L'énergie du premier état excité est alors donnée par

(3.96)

Et la fonction propre correspondante est

(3.97)

avec

(3.98)

Les allures des fonctions d'onde sont représentées sur la figure ci-dessous

1.5

0.5

2.5

-0.5

.1

.1.5

Rouge: u = 1; Bleue: u = 1.

La courbe montre l'existence d'un noeuds et par conséquent elle représente bien la fonction

d'onde du premier état excité.
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Chapitre 4

Etude par la supersymétrie d'une
1

famille de potentiels singuliers, PT
l'

1

symétriques !

4.1 Introduction

Comme on a vu, au chapitre 2, les Hamiltonieps non Hermitiens présentent un grand intérêt

de nos jours, puisqu'ils se retrouvent dans plusieurs branches de la physique [27]. Nous avons

aussi vu que la construction d'une théorie quantique générale, pour ces Hamiltoniens, n'existe

pas. Pour les Hamiltoniens PT symétriques, dort la symétrie n'est pas brisée, on peut con-

struire une théorie quantique spécifique pour chlque Hamiltonien à condition que l'opérateur

C, représentant la symétrie cachée (appelée cOdjUgaiSOnde charge) est connu (voir chapitre
1

5). La construction de cette théorie repose essehtiellement sur la connaissance des fonctions
1

propres et des valeurs propres associées de l'Ha~iltonien. Ainsi, on est confronté de prime à

bord au problème de la résolution de l'équation ~ux valeurs propres de Schrodinger. Pour cela,

on pourrait se demander si les techniques connuJs pour résoudre l'équation de Schrodinger en
1

mécanique quantique usuelle demeurent applicab:les dans le cas d'une théorie PT symétrique.

L'approche de la supersymétrie en mécaniqub quantique usuelle pour chercher les valeurs

propres et fonctions propres d'Hamiltoniens Hermitiens peut être généralisée pour traiter des
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problèmes avec des Hamiltoniens PT symétriques, si la symétrie n'est pas brisée. En effet,

puisque pour ces Hamiltonien le spectre est réel, il peut donc être ordonné et on peut reprendre

toutes les démarches présentées dans le chapitre 1 pour aboutir à des relations semblables.

Dans ce chapitre, nous allons nous s'intéresser à l'application de cette approche pour ré-

soudre l'équation aux valeurs propres de la famille de potentiels singuliers du chapitre 3 dans

le cas où les paramètres du potentiel sont tel que ce dernier n'est pas réel mais PT symétrique.

Bien entendu, dans cette nouvelle étude, et pour ne pas trop compliquer les choses, on admettra

qu'on a des potentiels à une dimension de l'espace et que leurs spectres sont discrets.

4.2 Approche de la supersymétrie pour les potentiels PT symétriques

Considérons l'équation de Schrodinger stationnaire pour une particule à une dimension

avec

Hw (x) = Ew (x),

1 d2
H = - - - + V (x ao)

2dx2 "

(4.1)

(4.2)

où le potentiel V (x, ao) dépend d'un ensemble de paramètres complexes ao.

Par conséquent l'Hamiltonien n'est pas Hermitien mais on admettra néanmoins qu'il est PT

symétrique,

PT H= HPT.

Autrement dit, V (x, ao) est tel que

(4.3)

V (x, ao) V* (-x, ao) = V (-x, aô)

(PT) V (x, ao) (PT)-l . (4.4)

On définit le nouveau Hamiltonien Ho (x.a) par

1 d2
Ho (x.ao) = -2" dx2 + Vo (x, ao),
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avec

Va (x, aa) = V (x, aa) - Ea (aa) , (4.6)

où Ea (aa) est pour le moment une constante "réélle" choisie de telle sorte que le nouveau

Hamiltonien Ha puisse être factorisé comme

Ha (x, aa) = B (x, aa) A (x, aa) .

On peut se rendre compte qu'on peut choisir A et B sous la forme

{
A =:lx +W(x,ao)
. B = - :lx +W (x, aa) ,

où W (x, ao) est une fonction complexe, satisfaisant à l'équation de Riccati

2 'Vu (x, au) = W (x, au) - W (x, au) .

(4.7)

(4.8)

(4.9)

Donc, l'opérateur B n'est pas l'adjoint de A au sens de la mécanique quantique. Cependant de

(4.3), (4.4) et (4.6), il découle que le superpotentiel doit être anti- PT symétrique, c'est-à-dire

W(x,au) = -W* (-x, au) ,

qui signifie que W (x, aa) anti-commute avec PT

(PT) W (x, au) (PT)-l,= - W (x, au) .

Ceci entraîne aussi que les opérateurs A et B sont anti- PT symétriques

(PT) A (PT)-l-= -A,

et

(JYI')B (PT)-l= -B.

(4.10)

(4.11)

(4.12)

'(4.13)

Mis à part ces observations, tout le développement du chapitre (1) demeure également valide
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valide ici. En particulier, si \]io (x, ao) est solution:-de l'équation A \]io (x, ao) = 0, le superpotentiel

est alors donné par

W (x, ao) = i \]i~ ~x, ao~. (4.14)
1 \]io x, ao

\]io (x, ao) représente alors la fonction propre d~ l'état fondamental et elle est donnée par

\]io (x, ao) = No exp (~ JX W (y, ao) dY) ,
1

No est une constante de normalisation.

(4.15)

1 devraient être applicables ici.

(4.16)

Si le potentiel est supersymétrique, c'est-à-dire invariant de forme, les formules du chapitre
1

!

i
4.3 Supersymétrie et Brisure df la symétrie PT

1

Comme nous l'avons vu dans le chapitre 2, la non brisure de la symétrie PT est une condition
!

suffisante pour que le spectre d'un Hamiltonien :PT symétrique soit réel. Nous allons montrer
1

dans cette section que, pour tout Hamiltonien PT symétrique et supersymétrique, la symétrie
1

PT est non brisée.

A partir de (4.15), on voit que l'action de PT sur les deux membres donne

Nô exp ( -:,l-x
W* (y, ao) dY)

Nô exp ( -:lx W* (-y, ao) d (-y))

Nô exp ( -:lx W (y, ao) dY) ,
1

où dans la deuxième étape on fait le changement be variable y ---;-y, et dans la troisième étape
1

on utilise (4.10). Ainsi, si on choisit No réel, on ~boutit à

i
\]ià (-x, ao) =\]io (x, ao) ,

1
1

(4.17)

i

et par conséquent l'état fondamental et PT sym~trique.
1,

On peut généraliser ce résultat pour tous les états lorsque le potentiel est invariant de forme.
1
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En effet, on a vu dans le chapitre (1) que si le po~entiel est invariant de forme, la fonction propre

du mèmc état excité est donnée par

(4.18)

(4.19)

En agissant sur les deux membres à gauche pa~' PT et tenant compte du résultat (4.17), on

obtient

[

m-l ]
W~ (-x, ao) = N;'" (PT) niB (ai) (PT)-l Wo (x, am).

Or, on a

i m-l

II [(PT) B (ai) (PT)-l]
i=O

m-l

(_l)m IIB (ai),
i=O

où l'on a utilisé le résultat (4.13). Ainsi, on obti~nt
1

1

";" (-x, ao) ~ (_l)m N':' [TI B (ai)] "0 (x, am)'
1
1

1

Ainsi, si on veut que Wm (x, ao) soit invariant pal\ PT, il faut fixer la phase de Nm de telle sorte
1

à avoir Nm = (_l)m N;"'. Donc ;
i 7T

argNm i m"2'
1

Ainsi, on vient de montrer que si un HamiltoJien PT symétrique est aussi supersymétrique,
1

c'est-à-dire si le potentiel est invariant de forme,i alors toutes les fonctions propres sont invari-
1

antes par la symétrie PT et par conséquent, cet~e symétrie n'est pas brisée. A notre connais-

sance, ce résultat, très important, n'a pas été sigralé dans la littérature.
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4.4 Construction d'une famille d~ potentiels PT symétriques
\ 1

Considérons par exemple la famille de potentiels du chapitre 3, dans le cadre d'une seule
!

dimension d'espace

(4.20)

mais dans le cas plus général où l'ensemble des paramètres du potentiel, caractérisés par X,
1peuvent prendre des valeurs complexes. 1

Si l'on veut que v(p) (x; X) soit PT symétrique, c'est-à-dire v(p) (x; X) = v(P)(-x; X*), alors

a et d doivent être des paramètres réels et les autJes doivent vérifier

1

c = c* (_I)-2p, f = f* (_1)2P, b = b* (_I)-P-l,! g = g* (_1)-p+l, e = e* (_I)P+l, k = k* (-I)p-l.

! (4.21)

On montre facilement que les arguments de ces paramètres doivent être donnés par
1

rr rr
argc, argf = :I:prr, argb,arge =:1: (1+ p) Q et argg,argk =:1: (1- p) 2'

1

(4.22)

Dans ce travail, nous n'allons pas traiter le cas kénéral, où p est un paramètre positif réel

mais plutôt, nous nous intéressons seulement au cas ou p est un nombre entier positif, pEN.
Il

Cependant, si p est impair, les arguments des pad.mètres concernés dans (4.22) sont tous des

multiples de rr, ce qui entraîne que le potentiel dant ce cas est réel et par conséquent on revient

à l'étude faite dans le chapitre (3). Si p est pair, les arguments de cet f sont aussi des multiples

de rr, mais ceux de b, e, g et k sont des multiples itnpaires de I- Ainsi, dans ce dernier cas les

potentiels correspondants sont complexes et PT sy:métriques.
1

Nous avond donc construis une famille de pott!ntiels PT symétriques et singuliers, donnés

par

1

v(n) (x; X) = cx-4n + ibx-'2n-l + dx-'2 + igx-'2n+i1 + ax'2 + iex'2n+l + fx4n + ikx'2n-l, (4.23)

où i'2 = -1, n est un paramètre entier positif, nE N, et tous les autres paramètres sont réels.
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4.5 Recherche de valeurs propreS et fonctions propres

Dans le cas de potentiels complexes et PT symétriques, il n'existe pas de recettes pour
1

i
savoir si l'Hamiltonien associé possède des états li~s ou pas, comme c'était le cas dans l'étude

faite au chapitre (3) concernant des potentiels rékls. Autrement dit, on ne peut pas imposer

les contraintes nécessaires aux paramètres du potentiel qui conduisent à l'existence d'états liés.

Ici, nous allons par contre admettre l'existence de ,tels états, du moins pour certains choix des
1

paramètres, et essayons de déterminer leurs caract~ristiques par l'approche de la supersymétrie.
1

Nous vérifierons par la suite que la symétrie n'est ~as brisée en s'assurant que les états propres

obtenus sont invariants par le produit PT.

1

4.5.1 Caractéristiques de l'état fondam~ntal conditionnel

Pour déterminer les caractéristiques de l'état fpndamental de l'Hamiltonien associé au po-

tentiel général (3), nous allons utiliser donc les techniques de l'approche de la supersymétrie.
1

On peut obtenir le potentiel supersymétrique direc~ement à partir des résultats du chapitre (3),
1

en remplaçant r par x et p par 2n. Ainsi, on obtient à partir de (3.11)
1

1

:.l: . 1
W(x, X) = - + (3x -+- -2- + T]X2n,x xn

(4.24)

où maintenant, d'après le résultat (4.10), a et f3 sont des paramètres réels alors que 1 et 1] sont
1

déS j)ai'amèti'ëSj)tii'ëment imaginaires, qui seront déterminés à partir de l'équation de Riccati
1

en fonction des paramètres du potentiel (4.23). En!effet, l'équation de Riccati s'écrit ici

dont l'identification des termes de même puissance!conduit aux relations suivantes :

2 :
(3 =a"

1

!

12= C,'

2 j.1] = ,
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(3 - 2'''f7] - 201ft = En;u (X) ,

(201.1 + 2n h= ib,

(201. - 2n)ry == ik,

2(3'Y = ig,

2(3TJ = ie.

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

pour déterminer 01.,(3, 'Y et l'énergie En;o(X), on utilisera les équations (4.26)-(4.30). Les

équations restantes, (4.31)-(4.34), serviront comme contraintes sur les paramètres du potentiel.

En analysant ce système d'équations, il est clair que pour obtenir une symétrie PT non

brisée, avec une énergie réelle pour l'état fondamental, il faut que 'Y et TJ soient imaginaires

purs ou nuls, alors que 01. et (3 doivent être réels, comme on s'y attendait. Pour satisfaire les

contraintes sur (3, 'Y et ry il faut que cet f soient négatifs ou nuls et a soit positif ou nul. Ainsi,

on doit exiger que

c ::; 0, f::; 0, a ~ O. (4.35)

Si les contraintes (4.35) sur les paramètres du potentiel ne sont pas satisfaite, on ne peut pas

obtenir un superpotentiel et par conséquent l'approche de la supersymétrie ne s'appliquera pas.

Ainsi, on obtient

ft = :f:0:t, 'Y= iO"M, TJ = iO"'v1lf et 01. = ~(-1:f: yl1 + 4d),

avec 0" = ::1:1 et Œ' = ::1:1.

Pour que 01. soit réel, on doit aussi imposer à d de vérifier

.i
d> --- 4'
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La fonction propre de l'état fondamental s'écrit d~nc

,,-,__ 1 _

wn,o(x,X) = No exp ( - 1 W{z,X)dz)

(

' " ~ 21' \

= Noexp -ednlx! -;: 1+ ",_'Y ix-2n+1_ ,..",Tl i
x2n+1),

\ ~ l "'-iiJ - ..i. .w..ÎiJ -. ...i.. /

(4.38)

où No est une constante de normalisation, qu'on choisira réelle.

Puisque 'Y et Tl sont imaginaires purs et, a et l~sont réels, il est aisé de se rendre compte
1

que la fonction Wn,o(x, X) est invariante par l'opération PT,

1

PTwn,o(x, X) = 'Pn,o(x, X), (4.39)

ce qui confirme le résultat dérivé dans la section précédante. Par ailleurs sa norme est donnée,,
par

('l'n,a, wn,o)PT (':JO dx [PTWn,o(x, X)] Wn,o(x, X)
u-oo 1

r+oo
• &r.[wn,o(x, X)f
J-oo

1+00 ( ~h - , 2." , )NJ dxexp -2alnlxl ~x2 + x-2,.,1 X2n,l
-00 2n - 1 2n + 1

= NJ 1:00

dxexp (-2a ln Ixl-:~x2) cos [2~ 1~llx-2n+l - 2~1~ll x2nt4}O)
1

i
Pour que cette intégrale converge, il faut choisir a k 0 et ~ > O.Ainsi, on doit prendre

(4.41)

et

~ = va avec b, > O. (4.42)
1

i

Avec ce choix des paramètres, on est assuré ~ue la fonction propre possède une norme

finie. Cependant, à cause de la fonction cosinus 9ans l'intégrale (4.40) il n'est pas possible
i

d'affirmer que son signe est positif ou négatif. A pr~ori, il dépendra des valeurs des paramètres

du potentiel. Ainsi, nous vérifions sur cet exemple;le résultat du chapitre 2, stipulant que les

1
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normes des fonctions propres d'un Hamiltoniens P(r symétrique ne sont pas définies positives,

sans l'incorporation de la symétrie de charge cachée.
1

Enfin, en se servant des contraintes (4.3l)-(4.3ii), la famille de potentiels peut être récrite

en fonction des paramètres pertinents comme l'

1

Vtn)(x; X, (T,(T') = - \cl x-4n + i(TM (2n - 1 -+- vil + 4d)) x-2n-1 + dx-2 + 2i(T~X-2n+1

+ax2 + 2i(T'~x2n+l - I~Ix4n - i(T'vm (2n + l + vil + 4d)) x2nf4.43)

1

La fonction propre de l'état fondamental est donnée par

1

W o(x X (T (T')= No exp (~(l + VI + 4d) ln Ixl ~. -jax
2
+ i (TV\Cf x-2n+1 _ id v1fT x2n+1)

n, , , , 2 ; 2 2n - l 2n + 1 '
i (4.44)

et l'énergie correspondante est donnée, d'après la telation (4.30), par

(4.45)

On remarque que l'énergie dépend de tous les para:mètres du potentiel (4.43) sauf n.

1

4.5.2 Exemples illustratifs

Premier exemple

Considérons le cas ou n = 0, avec No = a = c 1= f = 1, d = 0 et a = a' = 1. Le potentiel

correspondant s'écrit donc

:
V(o)(x) = -2 - 4ix-i: ++4ix + x2.

1

Son état fondamental est caractérisé par la fonction d'onde

(

1 x2 )WO,o(x)= exp ln Ixl ~ 2" + -2ix ,

1

!
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d'énergie

-4

i
Eo,o = 5~

1;

En utilisant le Maple, on peut calculer approximattvement la norme PT de '110,0,

J+OO 1

('110,0, '110,0) PT dxx2 exp (_x2) cos 4x •
-00 1:

-O. 113'162,
1

1

qui est donc négative.

L'allure de x2 exp (-x2) cos 4x est donnée sur Il figure suivante:
1

:1! A ,

(4.48)

(4.49)

par

Deuxième exemple ,

, i
Considérons les mêmes valeurs précédentes ma~s pour n = 1. Le potentiel est alors donné

1

La fonction propre de l'état fondamental est

'f'2,()(X) =~x~(lnIxl "'"~2 + i:v-1 - ~x3)

1.

fr 1~~~~ft~~~VffrftrnqmM ~t évidemmet
; ;" :i" .• ' ,. 1

E2,o(X) =1 5.
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Le calcul de la norme de W2,O à l'aide de Maple donne

(W2,O, W2,O) PT [:00 dxx2 e~p (_x2) cos (2X-1 - ~x3)

=5.1534 X 10-2.

1\;1]r cet exemple, la norme de l'état fondamental est bien positive.

L'allure de x2 exp (_x2) cos (2x-1 - ix3) esL dorlIlÔC sur ln llgure suivèlnte :

-4 x
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Chapitre 5

Etude de la symétJie CPT pour des
1

Hamiltoniens à trois et quatre
1

niveaux d'énergie

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser à la détermination des valeurs propres et fonc-
l'
1

tions propres de deux familles d'Hamiltoniens PT symétriques, respectivement à trois et quatre

niveaux et dépendant d'un paramètre réel. Ces Hdmiltoniens peuvent être vus comme des Hamil-
1

toniens qui représentent par exemple la dynamiqve d'une particule quantique qui peut occuper

trois ou quatre positions sur l'axe OX, Symétriqkes par rapport à l'origine. On trouve dans la

littérature des études similaires mais qui concernent seulement des Hamiltoniens à deux niveaux
1

[9, 28]. A cause du fait que pour des matrices asse~ générales, les expressions des valeurs propres

et fonctions propres correspondantes sont très corp.plexes, conduisant à des calculs trop gênants,

nous avons choisi des représentations assez simples pour que les développements des calculs ne

soit trop encombrants. Ainsi, dans ce travail, n6us présentons les techniques et principes des

. calculs, qui resteront les mêmes pour des représeptations plus générales.
1

1



1

5.2 Etude d'un Hamiltonien PT symétrique à trois nIveaux

5.2.1 Présentation du modèle
1

Considérons le modèle d'une particule quantlque qui peut occuper sur l'axe OX les points

d'abscisses x = 0, x = 1 et x = -1. Ainsi, la dyntmique d'une telle particule pourra être décrite

par un Hamiltonien qui sera représenté par une :matrice 3 x 3. Dans la représentation position

on a juste trois vecteurs. Par exemple, on peut noter ces vecteurs comme li), i = 0,:J:1 où

l'indice désigne la position réelle sur l'axe. Ainsi~ on a

Hij = (il H 1]) F= H(Xi, Xj).
1

1
1,

Dans la base standard, on peut représenter par exemple les vecteurs li) comme

(5.1)

(5.2)

(5.3)

I-l)~ C). IO)~ (l~).III ~C)
1

i

On choisit notre matrice représentative de l'Hami~tonien dans cette base standard sous la forme

(

e,e ! 1 0 )
H (8) = 1: 0 1 ,

o ,1 e-,e
,
1

1

avec e E [O,7rJ . L'adjoint H+ de notre Hamiltoniep. (5.3) s'écrit donc dans la même base comme

( et" 1 0

)H+ (e) ~ 0 1

0 1 eie
1

H (-le). (5.4)



5.2.2 Symétrie PT pour l'Hamiltonien choisi
1

Il est évident que pour e i= 0 et Tt, H et H+ ne coïncident pas et par conséquent notre
1

Hamiltonien n'est pas Hermitien. Pour montrer qu'il est cependant PT symétrique, nous devons

d'abord chercher la représentation de l'opératetlr parité P dans la base standard. Pour cela,
1

partons de la relation (A.19) de l'appendice (A) qui s'écrit ici avec les vecteurs li) comme
1

i

PlO) = 10), PlI) = IT1) et P 1-1) = Il).

Ainsi, l'opérateur P sera représenté dans la bas~ standard (5.2) par la matrice 3 x 3

p~c:~D
1

L'action de l'opérateur de renversement du temps sur l'Hamiltonien H donne

T HT = H* = (l~" ~ ~).
'0 1 e"J
1

(5.5)

(5.6)

(5.7)

En multipliant les deux membres de (5.7) à gauc~e et à droite par P et sachant que PT HT P =

(PT) H (PT)-l , on obtient

(PT) H (PT)-l

(5.8)



ce qui montre que H est PT symétrique,

[H,PTJ =0,

ou bien
1

(-Xi 1 H I-Xj) * = (Xi 1 H IXj) {==;> H~i,_j = Hi,j.
1

5.2.3 Valeurs propres et états propres, de H(e)

(5.9)

(5.10)

En faisant un calcul standard, on obtient les jValeurspropres de H (e), qui sont données par

l'
Ào = 2cose, À1 = 1 et À2 = -1.

i
(5.11)

Ces valeurs propres sont donc, comme on s'y att,endait, réelles.

Soient 1>'2), IÀo) et IÀ1) les vecteurs propre~ correspondants respectivement aux valeurs
1

propres À2, Ào et À1. En admettant qu'elles sont aussi vecteurs propres de l'opérateur PT, on

devrait écrire

(5.12)

et

(5.13)

1

Ainsi, si on exprime les 1ÀJ dans la base standard, comme des vecteurs colonnes
i
1

(5.14)

ou les paramètres Xi, Yi et Zi sont les composa~tes, il est évident que l'équation aux valeurs

propres (5.12) permet seulement d'exprimer deux paramètres en fonction de latroisième. En
!

mécanique quantique usuelle, le troisième paranlètre est fixé en imposant aux vecteurs IÀi)
1

d'être normés à 1. Ainsi, on obtient des vecteurs propres définis à des phases globales près. Ici,



ces phases seront précisées de telle sorte à satisfaire la relation (5.13). Cette dernière conduit à

(5.15)

Ainsi, on doit fixer la phase des vecteurs propres de telle sorte que la composante Yi soit réelle

et que les composante Xi et Zi soient conjuguées complexes l'une de l'autre.

Vecteur propre correspondant à '>--0

D'après (5.15), on doit écrire

où Yo est un paramètre réel. L'équation (5.12) conduit à

iOXo = yùe .

de sorte que

(5.16)

(5.17)

1'>--0) = yo (5.18)

avec Yo i- O.
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Vecteur propre correspondant à )'1

En posant

(5.19)

'avec YI réel, l'équation (5.12) conduit à

(5.20)

1, .9
Puisque Xl, est arbitraire mais non nul, on peut fixer sa phase par Xl = i IXII e-t'2. Il s'ensuite

alors que

(5.21)

Vecteur propre correspondant à ..\2
1
1

1

De la même manière que précédemment, en écrivant 1..\2) comme
1

et utilisant l'équation (5.12), on obtient

1

1

Y-I = -X2 (~+eie) .

1

1

1

i

69 ~

(5.22)

(5.23)



En fixant la phase de X2 par X2 = IX21 e-i~, il s,ensuite que

(

:0 )
: e-t"2

! -2C:S ~
, e'2,

(5.24)

5.2.4 Valeurs propres et états propre~ de H+(e)

1

En vertu de la relation (5.4, on voit que H+('e) possède les mêmes valeurs propres que celles

de H (e). Les vecteurs propres s'obtiennent à pah:tir de ceux de H (e) en remplaçant juste e par

-e. D'où en dénotant ces vecteurs propres par li,~i), on aura

(
10

)
iet"2

-2sin ~ , IÀ2) = IX21, 2
-ie-t~

1

(5.25)

5.2.5 Relations de bi-orthogonalisation et de fermeture
1

Il est bien connu que si un opérateur qui n'est pas Hermitien est diagonalisable, il n'est pas
1

garanti que ces vecteurs propres forme une base!orthonormée. Cependant, les vecteurs propres

de l'opérateur et de son adjoint forme un système bi-orthogonal. Dans le cas des Hamiltoniens

H(e) et H+(e), le système bi-orthogonal est doriné par les couples {IÀi), I~j)}.
En effet, les bras associés aux kets I~j)au s~ns de l'Hermiticité de la mécanique quantique

usuelle sont donnés par

! (;\01 = YO ( eir 1 e-iO )

(;\11 =1x11 ( . -iIL 2 . 0 ' 0 ) (5.26)-~e '2, - sm2 iet"2

(;\21 =IX21 ( e-~iO -2cos le e~iO )i 2
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On vérifie bien que

et que

(5.27)

(5.29)

(5.30)

\~JÀj)= 0 fOur i =1 j. (5.28)

Il est bien facile de voir que pour e E [0, Ti], les produits scalaires \ ~il,\)peuvent être positifs,

négatifs ou nuls. Nous admettons dans la suite del,ce développement que les valeurs qui annulent

\ ~i 1 Ài) sont exclues du domaine de définition. Ainsi, on prendra e E [0, HU H, 2; [U] 2; , Ti.] .
En admettant qu'un vecteur 11j;)arbitraire se décompose sur les vecteurs de base IÀi) , on

!
écrit '

2

11j;)= 2:: ci IÀi) .
i=ol

i
En multipliant à gauche par le bra \ ~j 1 et tenan~ compte des relations de bi-orthogonalisation,

on obtient 1

1 - '
Cj = / _ ) \ Àj 11j;) pour j = 0, 1,2.

\ ÀjlÀj i
!

En insérant (5.30) dans (5.29) et tenant compt~ du fait que 11/1) est arbitraire, il est possible

d'écrire la relation de fermeture sous la forme 1

1
1

2 1 ._

2:: C. ) IÀ~)\Àjl =1.
t=O ÀJIÀJ 1

i

(5.31 )

(5.32)



5.2.6 Opérateur C et symétrie CPT

(5.21) et (5.24), s'écrivent donc

i
Soient (Àilles vecteurs bras associés aux ket~ lÀ) vis-à-vis de la symétrie PT. Sous formes

matricielles, ils sont simplement représentés par ~,estransposées des matrices données par (5.18),

1

1

(Àol = yo (eil! 1 e-iiJ),

(À11 = IX11 ( ie-i~ i 2sin ~ -iei~),

(À21= IX21 ( e-i~ i -2cos~ ei~).

(5.33)

(5.35)

(5.34)
{

1/- 1(Àol =: \ Ào

(À11=t\~11 '
(À21= (À21

1
1

{

(Ào 1Ào) = 11+ 2 cos 2e
(À1IÀ1) = 2(1- 2cose)

(À21À2) =2~1+2cose)
1

Ainsi, le signe des normes (ÀiIÀi) au sens d~ la PT symétrie dépend du paramètre e. On
peut dresser le tableau suivant: 1

de sorte que

Il découle alors que

1 271" 271"e 0 71" 71"' Ti"3 "3 3"" 3""

2(1-2cose) -
1: + +

2 (1 + 2 cose) + i + -

1 + 2cos2e + 1 - +,

(5.36)

j

Il est donc clair que, quel que soit e =1= i et ~ =1= 2;) deux vecteurs propres sont de normes

positives et le troisième est de norme négative. ge résultat est alors compatible avec la théorie

générale présentée dans le chapitre 4. '

1



i
1

Pour la suite nous allons fixer les paramètre$ YO, IXII et IX21tels que l'on ait

;

1

i
1 i

IÀo) - ,
- Il+ 2 cos 2~ll/2

(5.37)

et

1 )
1:Àl = .

V211- 2cosBll/2
1

1

(5.38)

et

(5.39)
1

I
À
2) = V211 + 2 cos ell/2

1

1

1

De cette manière, les IÀi) vérifient les relations d'orthonormalisation et de fermeture suivantes

i
1

(ÀiIÀj)1
2 1L Ej IÀj) (Àjl

j=O
1,

(5.40)

(5.41)

1

avec Ei = Ei UJ) = ::1::1conformément au tableau (5.36). On introduit donc l'opérateur C qui
1

rétabli la positivité de la norme PT. Il peut être' défini par

1

Ci IÀi):
1

Pi) ~our i = 0, 1,2. (5.42)

Par rapport à la symétrie CPT , les vecteurs IlÀ1) forment une base orthonormée,
1

i
1

(ÀjIIÀi) = 6ij PO~lr i = 0, 1,2, (5.43)

et 1

2 1

L IÀi) (Àjll = 1,
i=O .

(5.44)
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où le bra (>'i Il est représenté par la matrice l~gne transposée de la matrice colonne du ket
1

représentant Il,\) . 1

i
L'Hamiltonien peut être représenté comme ,

H

ou encore 1

H = "" À~ lÀ) (ÀI~ tlt '/, '[.,

i
;

(5.45)

(5.46)

où l'on a tenu compte de l'équation aux valeurs jpropres (5.12) et de (5.43).

En multipliant les deux membres de (5.42) p~r le bra (Àill ou par ci (8) (Àil et sommant, et

compte tenu de (5.44), on obtient

ou encore

(5.4 7)

(5.48)

Propriétés de l'opérateur C

i
Puisque (Pi))+ =1=-(Àd en général, alors d'aPt"ès la définition (5.44) l'opérateur C n'est pas

Hermitien. Ilest représenté par une matrice com~lexe. Aussi, d'après (5.44) toujours, il est clair

que le carré de l'opérateur C est égal à l'unité ;
!

(5.49)

,

Par ailleurs, d'après les relations (5.45) et (5147, Cet H sont représentés par des matrices

diagonales dans la base engendrée par les IÀi) à Isymétrie CPT. Ainsi, il est donc évident que

C et H commutent.

i
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5.2.7 Norme d'un vecteur via la symétrie CPT

En tenant compte de la symétrie C, le produit scalaire de deux vecteurs quelconques 11,b) et

Iif') sera maintenant défini comme

(5.50)

Si on considère 11,b) et Iif') dans la base engendrée par les vecteurs propres PT symétriques 1>'i) ,
c'est-à-dire 11,b) = I:i ai1,\) et Iif') = I:i bi1,\), on peut écrire

CPT Iif') I)iCPT IÀi)

LbiCIÀi)
i

L bi IIÀi) , (5.51)

où l'on a tenu compte de l'anti-linéarité de T et de la linéarité de C.

La définition (5.50) donne

Laj Lbi (ÀjIIÀi)

j

Laibi. (5.52)

En particulier, on en déduit que la norme d'un vecteur quelconque est définie positive

5.2.8 Expression explicite de l'opérateur C

La forme explicite de C peut être obtenue en utilisant (5.47) et les expressions matricielles

des IÀi) et (Àil, données par les vecteurs colonnes (5.37, (5.38), (5.39) et les vecteurs lignes

correspondants.
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et

Un calcul simple donne

1
1'>-0) ('>-01 = Il + 2cos2el

(

_e-iB:

i .0
2i sin ~er2

1 •
1
i

eiB 1 ).1 e-iB

1 e-iB e-2iB

BO2i sin 2e-t2

1 )4 sin2 fi. . . B if!.
2 -2tS1ll2e 2 ,

-2i sin Qei~ _eiB
2

(5.53)

(5.54)

e-iB

n -0
-2 cos ~e-t2

!
1 1

(5.55)

La somme des membres de droite des expressio~s (5.53), (5.54) et (5.55) conduit à une matrice

trop encombrante. En s'intéressant à chaque intervalle du tableau (5.36) séparément, on aboutit

à des expressions plus simples.

Expression de C sur l'intervalle e E [0, ~ [ i

(
eiB - 1 _e-iB + 1

ci: _)C= 1 _e-iB + 1. 12cose - 1
1 eiB - 1 e-iB - 1

Expression de C sur l'intervalle e E ]~, 2; [

(5.56)

C= 1
(1 - 4 cos2 e)

(

e2iB _ e-2tB ,- 1

2etB !

2 i
1
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Expression de C sur l'intervalle e E ] 2; ,Ii]
1
1

C=_1_ (,e~:,~lj
1+ 2 cose ,

-1 1

1

!

-1

-1 ) (5.58)

5.3 Etude d'un Hamiltonien PT symétrique à quatre nIveaux
;

i
5.3.1 Présentation du modèle i

1

Dans cette nouvelle étude, nous n'allons p~ être trop explicite comme dans la section

précédente. Puisque la démarche est la même, nous allons nous limiter à de donner les résultats

sans trop de détails. 1

1

Nous choisissons un Hamiltonien H non Hermitien possédant quatre niveaux d'énergie.

Comme dans la section précédente, on admettra :que cet Hamiltonien H pourrait représenter la
,

dynamique d'une particule quantique qui peut 09cuper quatre points symétriques sur l'axe OX,

par exemple les points d'abscisses x = -2, x = ~1, x = l, x = 2. En représentant les vecteurs

positions dans la base standard, c'est-à-dire

1 0 0 0

0 1 0 01-2) = , 1-1) = Il) = 12) = (5.59)
0 0 1 0

0 0 0 1

l'opérateur Hamiltonien sera représenté par la matrice 4 x 4 suivante
;
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5.3.2 Symétrie PT de l'Hamiltonien choisi

1

Il est évident que cet Hamiltonien n'est pas Hermitien mais PT symétrique

et

[PT;H,l =0,

où P est représenté par la matrice 4 x 4 suivante

0 0: 0 1

0 0 1 0
P= i0 l, 0 0

1 0 0 a

5.3.3 Valeurs propres et états propres de H(e)

Les valeurs propres de H, dénotées Ài , sont ~donnéespar

À1 = 1, À2 = -1, À3 = 2c1sB - 1, À4 = 2cosB + 1.

(5.61 )

(5.62)

(5.63)

(5.64)

Les vecteurs propres associés, qui sont simulta~ément vecteurs propres de PT, peuvent être
1

choisis sous la forme

ie-~iO e-~iO

ie-~ill _e-~iO

IÀ1) = 0:1
_ie~iO

' i1À2) = 0:2
_e~iO

1

-ie~ill e~i(i

ie~ill e~i(i
(5.65)

_ie~iO e~i(i

IÀ3) == 0:3
ie-~iO

IÀ4) = 0:4
e-~iO

_ie-~iO e-~i(i
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où les Œi sont des paramètres réels.

5.3.4
iValeurs propre et états propres ,de H+ (e)

Il est évident que H+ (e) a les même valeur~~propres que H (e). Les vecteurs propres PT

symétriques associés à H+, dénotées I>-i) , s'obtiennent directement à partir (5.65) en rem-

plaçant e par -e

ieài9 eài9

1>-1) =Œl
ieài9

1>-2) = Œ2
_eài9

1

_ie-ài9 'i _e-~i9

_ie-ài9 1.9
e-2t

ie- àili e-àili
(5.66)

1>-3) = Œ3
_ie-ài9

[~4) = Œ4
e-àili

ieài9 eài9

_ieài9 eài9

,

Les bras (>-i 1 associés aux kets [>-i) au sens d~ la mécanique quantique usuelle seront donc

donnés par

(~ll = Œl ( _ie-ài9

(5.21 = Œ2 ( e-~i9

(>-3[ = Œ3 (_ieài9 ieài9

(>-41 = Œ4 (eài9 eàli9

ieài9 )

eài9 )

ie-ài9 )
(5.67)

5.3.5 Relations de bi-orthogonalisatiort et de fermeture

i
Il s'ensuite que les vecteurs propres de H et H+sont bi-orthogonaux

1

(5.iIÀj) = 4ŒT cos e 6ij Vi, j.

l'
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;
1

1

Pour éviter d'avoir des vecteurs avec des psrudo~normes nulles, (>-;IÀ;) = 0, on exclue la valeur
1e = ; de l'intervalle. Ainsi, on peut écrire une f1seudo relation de fermeture sous la forme

L42
1

eI'À;)(>-;I=1
i O:i cos i

1

1

1
De plus l'Hamiltonien peut être mis sous la forI:\le

Ài (-1H =L 2 ~ 1,\) Ài = l.
. 40:,. cos, ;

(5.69)

(5.70)

i

Considérons maintenant les bras (À;I associés:aux vecteurs lÀ;) via la PT symétrie. Ils seront
1

donnés par

(À11= -'---1: (>-11

(À21=1(>-21

(À31= t (>-31
1

(À41= (>-41

Les relations d'orthogonalisation au sens de la F,T symétrie seront données par
!
1

(À1IÀ1) = -.i.40:rcose
1

(À2IÀ2) = "!o:~cose

(À3IÀ3) = ;40:~cose
1

(À41À4) = to:~cos e
ou sous forme compacte

(,VIÀ;) = (_I)i 40:7 cose pour i = 1,2,3,4.

(5.71)

(5.72)

(5.73)

Il est donc clair que, pour e E [0,; [U ] ;, Tt] , deux vecteurs parmi les quatre ont des normes
,

PT positives alors que pour les deux autres elles: sont négatives.

Ainsi, pour e E [0,; [u];, Tt] , on peut dont choisir 0:; = ~. Les vecteurs propres
2 Icos!!1
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PT symétriques s'écrivent donc

ie-~ill e-~ill

lÀ ) - 1

ie-~ill
:IÀ ) - 1

_e-~ill

1 - 2Jlcoslll _ie~ie " 2 -2~ _e~i{)

_ie~ie l'ee'2t

ie~ie e~ie
(5.74)

_ie~ie l'e
lÀ ) - 1 lÀ ) - 1

e'2t

3 -2~ ie-~ie 4 -2~ e-~ie

_ie-~ie e-~ie

La relation d'orthonormalisation s'écrit alors

(ÀiIÀJ = (_1)i sign cos e, pour i = 1,2,3,4,
1

(5.75)

où sign cos e désigne le signe de cos e, qui est po*tif pour e E [0, ~ [ et négatif pour e E ] ~, 1f] .

5.3.6 Opérateur C et symétrie CPT

L'opérateur C qui rétabli la positivité de la norme PT sera défini par une relation semblable
1

à(5.42). Des calculs similaires conduisent aux relations d'orthonormalisation

(ÀjIIÀi) = Jij poVr i = 1,2,3,4

4

L IÀi) (Àill = l.
i=l !

L'Hamiltonien peut être représenté comme

4

H =L Ài I:Ài! (Àill ,
i=l

(5.76)

(5.77)

(5.78)

ou encore 4 1

H = signcose L (_1)i Ài IÀi) (Àil.
i=l 1
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(5.81)

ou encore

En multipliant les deux membres de (5.42); par le bra (Àdl ou par sign cos B (_l)i (Àil et

sommant, on obtient !
41

C = sign cos BZ (_l)i IÀi) (Ài Il, (5.80)
i=l

!
1

4 1

C =L l~i)(Ài[.
i=l

5.3.7 Expression explicite de l'opérat~ur C
1

1

e-ie. -ie -1 1-e
-il} e-ie 1 -1-e 1

-1 1 eie _eie

1 -1 _eie eie
1

i
-ie -ie 1 1-e 1 -c
-ie -ie 1 1-e -c
1 1 _cie _cie

1 1 _cie _cie

(5.82)

(5.83)

_Cie cie -1 1

1 eie i ie 1 -1, -e
IÀ3) (À31= 21cosBI -ie e-ie

(5.84)
-1 1 -c

1 , -1 e-iO _e-ie

et i
1
1

cif cie 1 1

1 eie eie 1 1
[À4) (À41= 21cos BI

li e-ie c-ie
(5.85)

1
1

11 1 e-ie e-ie
1

L'opérateur C est donné par ses expressions ~ans les intervalles B E [0, ~ [ et BE]~, 7f] .
1

i
1

1



Expression de C dans l'intervalle e E [0 ZJ:, 2

i
0 isin li 0 1

C= _l_ i sin e 0
!

1 0
case 0 1 0 -i sine

1 0 -i sine 0

(5.86)

Expression de C dans l'intervalle e E ] ;r2, ~]
1
1

1

1o -i sine o 1

C= _1_
cos e

-i sine

o
1

P
1

il
1

b
1

1 0
o i sine

i sin e 0

(5.87)

Bien entendu, toutes les propriétés de C, di:scutées dans la section précédente et dans le

chapitre 4, sont satisfaites.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons présenté quelqUl$stravaux concernant des sujets d'actualité en

théorie quantique non relativiste, à savoir l'ap~roche de la supersymétrie et la PT symétrie.

Nous avons tout d'abord développé l'essentiel des résultats généraux de la méthode super-

symétrique tout en insistant sur ceux que nous avons utilisé par la suite dans notre travail

propre. Nous avons aussi donné un aperçu général sur l'état d'avancement des travaux de

recherches actuels sur la construction d'une nouvelle théorie quantique, qui serait applicable
l,

aux systèmes décrits par des Hamiltoniens PT ~ymétriques mais pas forcément Hermitiens.

Notre contribution dans ces sujets se résume en trois travaux complémentaires. Le premier
,

concerne la résolution de l'équation aux valeurs propres de Schrodinger pour une famille générale

de potentiels centraux et singuliers à trois dimensions. Cette famille de potentiels, qui sont des

combinaisons de termes de puissances positive$ et négatives de r, a été construite de telle

sorte qu'elle généralise quelques potentiels connus dans la littérature. Il est bien connu, que

pour ce type de potentiels, l'équation de Schrodinger ne peut pas être résolue exactement, et
1

les différentes approches utilisées jusqu'à maintenant avaient conduit à la détermination des

caractéristiques de l'état fondamental seul. Nou~ avons montré qu'avec la supersymétrie, il est

possible de déterminer les caractéristiques d'un état quelconque. Dans certains cas particuliers,

on peut déterminer les caractéristiques de l'état fondamental et de du premier état excité. La

technique peut être généralisée pour donner les Garactéristique d'un état arbitraire ou de deux

états arbitraires dans certains cas. Notre perspective dans ce sujet et d'essayer de construire

d'autres familles de potentiels non singuliers dont on peut déterminer plus de deux états.
. 1

Toujours dans le cadre de la supersymétrie, n6us avons déformé les potentiels cités plus haut

pour les rendre non Hermitiens mais PT symétriques. Nous avons déterminé les caractéristiques
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1

i
de l'état fondamental dans le cas général et no~s avons présenté des exemples illustratifs pour

des cas particuliers intéressants. Là aussi, nous avons réussi à vérifier certains résultats connus
1
i

dans la théorie générale des potentiels PT symétriques. En particulier, nous avons montré qu'-

effectivement certains états ont des normes négdtives. Nous sommes arrivés à cette conclusion

déjà dans un cadre général et ensuite nous l'avbns prouvé par des exemples numériques dans
1

certains cas particuliers. Nos perspectives pour ce sujet sont nombreuses mais la plus importante
1

et d'essayer de v~ir dans le futur s'il est possiblè de déterminer l'opérateur C, caractérisant la,

symétrie cachée de conjugaison de charge, du mbins de façon perturbative.
1

Le dernier travail présenté dans ce mémoirel concernant toujours la PT symétrie, consiste
1
1

en la détermination des valeurs propres et fonctions propres d'Hamiltoniens PT symétriques
!

représentés par des matrices complexes. Nous pous sommes limité à considérer deux Hamil-
1

toniens relativement simples à trois et quatre :niveaux d'énergies. Le but recherché ici était
1
1

de présenter une méthode systématique de résolution de ce type de problèmes qui pourra être
1

suivie pour résoudre des problèmes semblables ~ais plus complexes dans le futur. Nous avons
1

obtenu certains résultats intéressants dont not'amment la détermination de façon exacte de

l'expression de l'opérateur de conjugaison de ch1rge. Ceci a permis alors de construire une base
1

de vecteurs d'états orthonormés comme il est ex~géen mécanique quantique. Il reste cependant

beaucoup de chemins à faire dans ce contexte.
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Annexe A

Rappels sur les symétries discrètes

en mécanique quarttique

On entend par symétrie en physique une tr,ansformation qui laisse invariante une loi ou

une grandeur physique observable. Par exemple; la loi de Newton en mécanique classique est

invariante par rapport à la transformation de Gallilé; l'Hamiltonien d'une particule libre en

mécanique quantique est invariant par translation, ... Ces symétries sont souvent associées à des

lois de conservation de certaines grandeurs physiques. Ainsi, on dit qu'un système est invariant

sous une certaine symétrie, si les prédictions des résultats demeurent inchangées après que
i

l'on lui fait subir l'opération de symétrie en queshon. Par exemple, l'invariance par translation

conduit à la conservation de l'impulsion totale et l'invariance par rotation donne la conservation

du moment cinétique. Il est donc évident que cett~ notion de symétrie joue un rôle très important

dans la prédiction des résultats observées et la classification des systèmes physiques.

Les symétries forment ce que les mathématiciens appellent des groupes, c'est pour cela que

l'étude des symétries en physique est souvent appelée théorie des groupes (groupe de Lie), d'où

la théorie des groupes est la théorie parfaite pour étudier les symétries.

En général, les symétries en physique sont p*rtagées en deux catégories : les symétries qui

sont indépendantes des coordonnées des particules et celles qui en dépendent. Dans la première

catégorie, on peut citer à titre d'exemple les sym~tries internes (isospin, couleur), les symétries

de cinématique relativiste (groupe de Lorentz et ,de Poincaré), les symétries globales (rotation,
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translation), ... Les symétries de la seconde ca;tégorie sont généralement appelées symétries
1

locales. Certains dépendent continûment d'un ou de plusieurs paramètres (les translations spa-
1

tiales et temporelles, les rotations, ..). Les symétf"ies auxquelles nous allons nous intéresser sont
1

1
celles qui sont globales et discrètes. 1

1

On dit que la symétrie est discrète lorsque les opérations de transformation autorisées con-

stituent un ensemble fini. On connaît trois sYIl?-étriesdiscrètes: la parité, la conjugaison de

charge et le renversement du temps. i
En mécanique quantique, on associe à une tfansformation un opérateur K qui agit sur les

1
1

observables et les vecteurs d'états. Son action smJ un ket Iw (t)), qui représente le vecteur d'état
1

d'un système physique, donne un nouveau ket, 9'est-à-dire un nouvel état physique IW (t)).

jw (t)) = K Iw (t)). (A.l)

En général, les transformations en physique sont inversibles, ce qui permet de définir l'opérateur
1

1

inverse de K, dénoté K-1tel que

i
Iw (t)) = K+ l'ÎJ (t)),

avec évidemment

KK-1 j= 1.
!
1

Partons de l'équation de Schrodinger dépendant :du temps en représentation de Dirac
i

d !
idt Iw (t)) ~H Iw (t))

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.5)

et appliquons l'opérateur K à gauche sur les deuX membres. Si K est indépendant du temps et

linéaire, l'évolution dans le temps du ket l'ÎJ (t)) est donnée, compte tenu de (A.l) et (A.2),
1

par 1

d .I~ ) I~I- )idt W (t) = IH w (t) ,
1

avec

(A.6)

87



Cette dernière relation est en fait équivalent à dire que la moyenne de H dans un état quelconque
1

IIJ! (t)) est la même que la moyenne de il dans l'état transformé I~(t)) . Cette définition est en

général généralisée pour toute observable représentée par un opérateur A. En particulier les

transformées des opérateurs position r et impulsion p vis-à-vis de la transformation représentée

par K, seront définies par

(A.7)

et

(A.8)

à partir desquels, on peut obtenir la transformé~ de n'importe quel opérateur.
,

Si H = H , c'est-à-dire si K commute aved H, on dit que l'opérateur K représente une

, t' d 't . 1opera IOn e syme ,ne

[H,K],=O.
1

1

Dans ce cas les états propres de H sont aussi états propres de K .

A.O.8 Parité en mécanique quantique'

(A.9)

La parité est une opération de transformatiqn symétrique du système physique qui corre-

spond en général à la symétrie par rapport un pdint, qui généralement coïncident avec l'origine

du repère des coordonnées. Elle est communém~nt désignée par un opérateur linéaire, dénoté

P. Cette notion a été introduite pour la première fois en 1927 par Wigner [29]. Parfois, elle est

appelée inversion de l'espace ou encore transforiation miroir. Le rôle de cette transformation

sur une équation de la physique est donc de rehverser le signe des coordonnées spatiales de
1

l'espace. Ainsi

P ==- { r ~ -r (A.10)
•. . d ''<"7P ---;-p ou ~ = -~dr = -~ v

L'action de P sur le vecteur d'état IIJ!) d'un Systè~e physique le transforme en un autre vecteur

d'état I~): i

PIIJ!) =:I~). (A.11)
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L'équation adjointe s'écrit

(A.12)

où p+ est l'opérateur adjoint de P.
i

Physiquement, l'inversion de l'espace doit être définie de telle sorte que \[! (r) est la fonction

d'onde d'une particule, sa fonction après inversion de l'espace devrait être proportionnelle à
1

\[! (-r). Ceci signifie alors qu'on devrait avoir
,
i

~ (r) = œ\[! (-r)

où œ est une constante. En inversion une autre fois l'espace, on aura

(A.13)

(A.14)

Mais, puisque si on inverse deux fois de suite l'espace, on revient à la situation initiale de sorte
1

que la fonction d'onde du système ne changera pas. Ainsi, on

2 :œ = 1 '* b: = ::1:::1,

et

~ (r) =::I:::\[! (-r).
1

Maintenant, la norme de l'état 1 ~) est donnée p;ar

(A.15)

(A.16)

(A.17)

où dans la dernière étape on a utilisé (A.16). Cette dernière relation exprime alors la conser-
1

vation de la norme d'un état physique par inv~rsion de l'espace. En utilisant la notation de
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Dirac, cette propriété s'écrit

(wl p+ P Iw)

(wlw)

ce qui entraine une propriété fondamentale de l'opérateur P, qui est l'unitarité.

p+p = 1.

Par ailleurs, dans la notation de Dirac, on peut écrire la relation (A.16) sous la forme

(rIW) =:1: (-rlil'),

(A.18)

qui doit être valide pour tout vecteur d'état Iw) , et par conséquent on obtient l'action de P sur

le vecteur positionlr) comme

P Ir) = :1: I-r).

De cette dernière relation, il découle que

p2 = 1,

où 1 est l'opérateur identité.

En comparant (A.18) et (A.20), on en déduit que:

p=p+=p-l.
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Action de P sur l'opérateur r
D'après la relation (A.7), on a

r
1

PiP 1

J J dr' dr" 1r' ~(r'i Pr P 1r") (r"l

J J dr' dr" 1r') ( - r'i r1-r") (r"l

- J J dr'dr" ~'6 (r' - r") Ir') (r"l

- J dr' r'lr') ~r'i '
1

(A.22)

et par conséquent

PiP =! -r. (A.23)

(A.24)
1

1
PpP ~ -p.

Action de P sur l'opérateur p i

Puisque p peut être représenté dans la reprélntation Ir) par -i :r' on peut montrer par un
1

calcul similaire que

/
~.!

J

A.O.9 Renversement du temps en mécanique quantique
1

1,
Le renversement du temps est une transform~tion symétrique discrète du système physique,

qui est communément désignée par l'opérateur T; appelée également opérateur de conjuguaison
1

complexe en mécanique quantique.

Cet opérateur consiste à renverser le signe de la coordonnée temporelle (t) en (-t). Par

l'action de cet opérateur sur l'espace des états,: la coordonnée de position r reste inchangée

de de l'impulsion p est renversé. Ceci s'expliqJe physiquement par le fait que p =mv pour,

une particule libre classique et dans ce cas le rJnvesement du temps change v en -v. Ainsi,
i

contrairement à l'opérateur P, l'opérateur de rellversement du temps T ne s'applique pas de la
!

même manière sur r et p.

Pour déterminer l'action de T sur une fonction d'onde en mécanique quantique, on doit

imposer à ce que la fonction d'onde après renverJement du temps doit être propotionnelle à la
1



1

i
fonction d'onde initiale dans laquelle on a chang~ t en -t. Pour une particule libre d'impulsion

p, la fonction d'onde est donnée par une onde plahe \ji (r, t) = ei(p.r+Et). Si le temps est renversé,

on doit remplacer t par -t et p par -p, ce qui ~onne ~ (r, t) = e-i(p.r+Et). On constate alors
1

que la double opération t ~ -t et p ~r -p est é~uivalente à remplacer \ji (r, t) par son complexe

conjugué; \ji (r, t) ~ \ji* (r, t). Ce résultat, qui ést donc évident pour une particule libre peut

être généralisé à une particule soumise à une i~teraction quelconque. Pour cela, nous devons

partir de la définition de l'action de T sur r et p.
!

Action de T sur l'opérateur r

En suivant la définition (A.7), on peut écrire

l
;:::: '"7Y.:; Il ~r =.L rTi = r.

i

Action de T sur l'opérateur p

De la même manière on obtient

1
1

~ = TpT--'l = -p.

Il découle immédiatement de ces définitions que

1

T2 =: 1.

Action de T sur une fonction d'onde

(A.25)

(A.26)

(A.27)

En prenant la moyenne sur un état 1\lI) des p.eux membres de chacune des relation (A.25)
1

et (A.26), on peut écrire, 1

J dr r'li' (r,t) 'Ii (r, t) ~ V dr rij;' (r, t) ij; (r,t) ,

1

1

(A.28)



,

et

- J dr \lI* (r,t) ( -i :r) \li (r,t) J dr ~* (r,t) ( -i :r) ~ (r,t)

- J dr ~ (r,t) ( -i :r) ~* (r,t), (A.29)

où dans la deuxième étape, on a effectué une: intégration par partie et utilisé le faite que

~(r,t) -t 0 si r -t :1::00. Il est donc clair qu'il esJ naturel de définir \lI* (r,t) par

1

\li * (r,t) = (r TI\lI(t)),

et

\IF(r,t) = (\IF(t)1 T-1Ir) .

En prenant. le complexe conjugué des deux membres de (A.30), on obt.ient

\li (r,t) = (ri T 1\li (t))I* = (\li (t)1 T+ Ir) ,

ce qui entraine, en tenant compte de (A.27), quJ

(A.30)

(A.31)

i
T+ = T-1 (A.32)

1 '

1

cependant il n'est pas garanti que T est Hermitien. En effet, à partir de (A.30), il est aisé de

voir que

T [À 1\IF(t))] =À*T 1\IF(t)),

1

et donc T est antilinéaire et par conséquent d'a1rès (A.32), il est antiunitaire.
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1

Résumé 1
1

Nous avons présenté dans ce mémoire quelques travaux concernant des sujets
d'actualité en théorie quantique non relativiste qui repr~sentes par trois travaux originels.

Le premier trivial, nous avons fait une étude defamille de potentiels singuliers,
v(P)(r) = cr-2p + br-p-1 + dr-2 + gr-P+li + ar2 + erp+l + fr2p + krP-l
en utilisant la méthode supersymétrie en mécanique quantique pour résoudre partiellement le
problème de l'équations aux valeurs propres de cette famille pour p > let P < 1.Nous avons
obtenue deux niveaux énergétiques et des fonctions d'ondes correspondants, selon les
contraintes sur les paramètres a,b,c,d,e,f,g,k, et ensuite nous avons pu déterminé et illustré les
fonctions d'ondes qui choisissent les valeurs réelle deslces paramètres.

Le second travail, nous avons rétablie unJ étude de la famille des potentiels
1

précédentes dans le cadre de la symétrie PT (la :symétrie de l'inverse de l'espace et
renversement du temps) avec les paramètres complexe~,pour obtenir les spectres énergétiques
positives et les fonctions propres correspondantes.

Enfin, nous avons fait une étude deux système ayant trois et quatre niveaux
représentées par deux Hamiltoniens PT symétriques et non hermitiennes pour obtenir les
spectres énergétiques et les états propres correspondantes. Parmi ces états propre, il y a les
états singuliers qui ont des normes négatives et poU;!éliminer ces normes négatives, nous
avons fait engendré la symétrie cachée C depuis les,Hamiltoniens précédentes. Ainsi, nous
avons obtenu la positivité des normes précédéntes.

: "" ~. ~ i
Mots clef: supersymétrie", Hamiltonie~. Hbrmitien, invariance de forme, non

Hermitien, la symétrie PT, lasym"ét;riècaché-C,opérat~urCPT.
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