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Introduction gJénérale
Le travail précurseur de David Bohm et son étudiant Yakir Aharonov [5] a révélé que les

potentiels électromagnétiques n'ont pas été introduits seulement comme des outils mathéma-

tiques commodes pour calculer les champs, mais aussi comme des objets qui peuvent produire

des effets observables. Ils peuvent affecter l'état de la matière dans des régions où les champs

correspondants n'exercent aucune force. En particulier, une particule chargée se déplaçant en

présence d'un potentiel vecteur acquiert une phase topologique qui peut provoquer un dé-

placement des franges dans une expérience d'interférences où le champ magnétique est confiné

dans une région très réduite de l'espace. Ce phénomène purement quantique s'appelle: l'effet

Aharonov-Bohm (AB).

L'objet de cette thèse est de solutionner l'équation de Pauli dépendante du temps à 2D en

présence de l'effet Aharonov-Bohm en utilisant la théorie des invariants.

A partir de cela, nous présenterons dans une première partie la théorie des invariant de

Lewis-Riesenfeld [4, 7, 8, 17]. Un r(!wel introductif nous permet dans un premier temps de

décrire brièvement cette théorie, dans un deuxième temps nous exposerons la solution de l'équa-

tion de Schrodinger, nous introduirons ensuite la méthode pour trouver l'invariant. En dernier

temps et pour illustrer cette théorie nous traiterons deux exemples[51] :( 1) l'oscillateur har-

monique à masse et fréquence dépendantes du temps, (2) particule chargée à masse dépendante

du temps plongée dans un champs électromagnétique dépendant du temps.

Dans une deuxième partie l'effet Aharonov-Bohm sera présenté et détaillé, en premier temps

nous le décrirons en commençant par l'expérience d'interférence puis le calcul du déphasage

entre deux trajectoires dont on montrera qu'il ne dépend que du flux magnétique, en deuxième

temps nous traiterons l'oscillateur harmonique à masse et fréquence dépendantes du temps en

présence de l'effet AB.

Dans une troisième partie, nous exposerons les travaux de Hagen [31, 32, 33, 34] relatifs à la

diffusion des particules non relativistes chargées sans spin et les particules relativistes chargées

de spin 1/2, où il a montré, d'une p~rl, que les solutions irrégulières contribuent dans certains

cas particuliers, d'autre part, que l'inclusion du spin affecte l'amplitude de diffusion.
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,l ,
Dans une~dernière~partie,nous traiteronsl'Bquationde'Pauli dépendante du temps confinée

dans un potentielharmoniqueà 2D en présence de l'effet AB qui constituera Je résultat essentiel

de ce mémoire.

En fin nous concluerons sur les travaux effectués durant cette thèse.

'1

, 1
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Chapitre 1

Théorie de Lewis-Riesenfeld

, 1
1.1 Introduction

L'étude des systèmes dépendants du temps a été le sujet d'un grand intérêt dans les lit-

tératures, que ce soit en mécanique classique [1, 2] ou quantique [3]. Le retentissement d'intérêt

sur ce sujet est dû au fait que les systèmes dépendants du temps peuvent être traités comme

un modèle exactement soluble et peuvent être utilisés dans plusieurs applications en physique

tel que l'optique, la mécanique quantique, ...

On considère la théorie des invariants pour un système quantique général dont l'opérateur

Hamiltonien H(t) est explicitement dépendant du temps. Bien sûr, un tel système n'est pas

fermé, dans le sens où il y a des influences externes, qui peut changer les paramètres du système,

changer son énergie totale ou le moment angulaire, ...etc. La théorie du rayonnement semi-

classique fournit un exemple bien connu. Dans ce cas le système quantique est pris pour être un

atome ou une molécule qui subit une transition radiative, et le terme explicitement dépendant

du temps dans l'Hamiltonien est l'il;te~'action avec le champ de la radiation classique.

Les techniques d'approximation habituelles pour traiter un tel système sont la théorie de

perturbation dépendante du temps (dans laquelle le terme dépendant du temps est considéré

petit), l'approximation adiabatique (dans laquelle l'échelle de variation du terme dépendant du

temps est grand comparé à toutes les périodes caractéristiques du système), et l'approximation

"soudaine" (dans laquelle les changements externes sont soudainement très rapide, ... , comparés

à la période caractéristique la plus courte). Les résultats de l'approximation adiabatique et

1

11 _
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1.2 Solution de L'équation de schrodinger 8

soudai-neser0utdécluits comme des limites des résultats rigoureux de la théorie des invariants.

Le but de cette discussion des systèmes dépendant du temps est la dérivation de la relatic)l1

entre les états propres de l'invariant et la solution de l'équation de Schrodinger. Nous pouvons

trouver une transformation de phase dépendante du temps pour chaque état propre d'un in-

variant tel que la fonction propre devient une solution de l'équation de Schrodinger, et la phase

est déterminée en résolvant une simple équation différentielle du premier ordre.

1.2 Solution de L'éq~ltion de schrodinger

Nous considérons un système dont l'Hamiltonien H(t) est explicitement dépendant du

temps, et nous supposons l'existence d'un autre opérateur Hermitien non trivial I(t), qui est

un invariant. C'est-à-dire, I(t) satisfait les conditions

et

I+ = I.

(1.1)

(1.2)

L'équation de Schrodinger qui détermine le vecteur d'état dépendant du temps 11j;)est

ili :t 11j;)= H(t) 11j;). (1.3)

(1.4)

En appliquant l'équation (1.1) s~r.1j;) et utilisant l'équation (1.3), nous obtenons la relation

âI 1
ât 11j;)+ ili [l, H] 11j;)= 0,

m:t (I11j;)) = H(t) (I11j;)),

cette dérnière implique que l'action de l'invariant sur un vecteur d'état produit une autre

solution de l'équation de Schrodinger. Ce résultat est valide pour tout invariant, même si ce

dernier implique des opérations de dérivation par rapport au temps. Si l'invariant n'implique pas

des dérivations par rapport au temps, alors nous sorrù:nes capables de dériver une règle simple

et explicite pour choisir les phases des fonctions propres de I(t) tel que ces états eux-mêmes

satisfont l'équation de Schrodinger. Dans ce qui suit, nous supposons que I(t) n'implique pas des

, 1

J~ _



1.2 Solution de L'équation de schrodinger 9

-dérivations par rapport au temps. -L'invariant avec-lequel-nous traitons l'osciHateliT-harmcmique

dépendent du temps et le mouvement de la particule chargée, satisfait cette exigence.

Nous supposons que l'invariant I(t) a un ensemble complet des fonctions propres. Nous

dénotons les valeurs propres de I(t) par À, et par i<t?>.,k) les fonctions propres, où k représente

tous les autre nombres quantiques n.é<Fssaire pour spécifier les états propres. L'équation aux

valeurs propres s'écrit comme

I(t) !<t?>.,k) = À I<t?>.,k) ,

(<t?>",k,1 <t?>.,k) = O>",>.Ok',k.

(1.5)

(1.6)

En vertu de l'équation (1.2), les valeurs propres À sont réelles. Elles sont aussi indépendantes

du temps, comme nous pouvons le déduire dans le simple chemin suivant. En dérivant l'équation

(1.5) par rapport au temps, nous obtenons

Appliquons l'équation (1.1) sur l'état propre I<t?>.,k)' ce qui nous donne

. alzn at I<t?>.,k) + l H 1 <t?>.,k) - ÀH !<t?>.,k) = 0,

le produit scalaire de l'équation (1.8) avec un état (<t?>",k'\ est

in (<t?>",k,1 ~~ I~>'~k)+ (X - À) (<t?>",k,1 H I<t?>.,k) = 0,

ce qui implique
al

(<t?>.,k,1 8t !<t?>.,k) = 0,

prenons maintenant le produit scalaire de l'équation (1.7) avec (<t?>.,k 1, nous obtenons

(1. 7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

Comme les valeurs propres sont indépendantes du temps, il est clair que les états propres

doivent être dépendants du temps.

Pour chercher le rapport entre les états propres de I(t) et les solutions de l'équation de

Schrodinger, nous écrivons en premier lieu l'équation du mouvement de I<t?>.,k)' en commençant

par l'équation (1.7) et en utilisant l'équation (1.11), on abouti a

J _

(À - 1) ~ 1 ) = aIl)8t <t?>',k 8t <t?>.,k .

'1
(1.12)
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En prenant-leproduitse-alaire -avec < iP)/;!<,I-etutilisant-l'équation-(1.9}-pour éliminer
al -

(CP'x',k'!. at-lep,X,,), nous obtenons, 1

in (À - X) ('P'x',k,1 :t 1'P,X,k)= (À - X) (cp'x',k,iH Icp,X,k), (1.13)

de ceci, pour À 1- X, nous déduisons

(1.14)

L'équation (1.13) n'implique pas

Si l'équation (1.14) avait tenu pour À = X aussi bien que pour À 1- X, alors nous dé-

duisons immédiatement que Icp'x;!,}satisfait l'équation de Schrodinger, c'est-à-dire, 1'P,X,Ic}est

une solution particulière pour l'équation de Schrodinger pour !7/J).

La phase de Icp,X,k}n'a pas été arrangée par nos définitions. Supposons qu'une phase quel-

conque définie a été choisie, mais nous sommes encore libres de multiplier par un facteur de phase

dépendant du temps arbitraire. C-à~Clnous pouvons définir un nouvel ensemble des vecteurs

propres de I(t) lié à notre ensemble par une transformation de jauge dépendante du temps

(1.15)

où Ct'xk(t) est une fonction réelle de temps arbitrairement choisie. Ces !'P,X,I<}o:sont des états

propres orthonormaux de I(t) associés à À, aussi bien que les l'P,X,I<}.Si nous choisissons bien

les phases Ct,Xk(t) l'équation (1.14) sera vérifiée pour À = À/et donc l'objectif sera atteint. Il faut

juste avoir

(1.16)

Du fait que chacun de nouveaux états propres de I(t) satisfait l'équation de Schrodinger,

la solution générale est donnée par

!7/J) = L C'xk exp [iCt'xdt)] 1'P,X,k(t)} ,
'xk

où C'x1<sont des coefficients indépen~éf1ts du temps et correspondent à 17/J (0)) via

17/J (0)) = LC'xk exp [ict.~I«O)]l'PA,k(O)},
Ak

J _

(1.17)



1.3 Comment trouver un invario/i l_l

l'IP7est lasoluticmdel'équationdeSchrodingeretl<p:X,ic{t) ) sont les'étatspropres de .l'invariant.

En résumé :

(1) L'action de l'invariant l sur une solution de l'équation de Schrodinger (1.3), nous donne

une autre solution de cette équation.

(2) Cet invariant l a un spectre constant au cours du temps (independent du temps).

(3) Si l a un spectre non-dégénéré, toutes ses fonctions propres sont aussi solutions de

l'équation de Schrodinger (1.3) à une phase près.

1.3 Comment trouver un invariant

Une fois que nous connaissons l'intérêt d'utiliser les invariants pour décrire les solutions,

nous pouvons attaquer directement le problème de trouver ces invariants.

Dans le cas d'un système de di~e~sion finie, il'y a un résultat due à [3] qui dit que:

Nous pouvons avoir un invariant du système (1.3)en construisant une algèbre de Lie, mais

le problème traité par ce mémoire est un bon contre exemple, car nous allons demonter que

nous pouvons trouver un invariant sans construire une algèbre de Lie.Ce résultat est exacte (en

temps finie mais peut-être pas petit). Dans le cas de dimension infinie, pour qu'un système de

la forme (1.3) ait un invariant, on doit avoir le fait que l'algèbre de Lie soit de dimension infinie.

Paradoxalement, plusieurs exemples d'intérêt physique (comme l'oscillateur harmonique), ont

une algèbre de Lie de dimension finie (elle est même de dimension réduite).

Donc nous nous mettons là, dans le cas d'un système de dimension infinie, sous l'hypothèse

d'avoir une algèbre de Lie de dimension finie. Nous allons voir, comment cette hypothèse peut

nous aider à trouver l'ensemble des invariants de notre système de Schrodinger.

Supposons par exemple que l'algèbre de Lie engendrée par H (t) est donnée par l'ensemble

des opérateurs hermitiens :

(1.18)

Nous allons donc essayer de trouver des invariants l qui se décomposent complètement sur

cette algèbre de Lie. Prenons alors l sous la forme :

n

J. _.-._

I(t) = L!3I(t)Tl,
1=1

(1.19)
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eninjectantcette-{orme-cianslaciéfinition des invariants, c'est à dire (l:lJ,lloUS voyons bien que

les f3 z(t) doivent vérifier un système d'équations. PO\lr retrouver ces équations différentielles,

nos avons besoin de connaître la décomposition des commutateur [HU), Tl] dans la base ft. En

faisant cela, nous allons trouver les coefficients Cf-
11.

[H(t), Tl] = LClTj.

j=l

(1.20)

l'expression ci-dessus n'est vraie que si notre algèbre est fermé.

Connaissant ces coefficients nous pouvons donner les équations différentielles que les (3/ (t)
doivent vérifier :

lE {1,2, ... ,n}. (1.21)

Ainsi, à chaque ensemble des (31 (t) qui vérifient (1.21), est associé un invariant 1 =L(3/(t)T1•

1.4 Exemples

1.4.1 Oscillateur harmonique avec masse et fréquence variables

La résolution de l'équation Schrodinger pour l'oscillateur harmonique dépendant du temps

(OHDT) a un grand intérêt en mécanique quantique. La méthode des invariants introduite

par Lewis et Riesenfeld [4] donne une méthode typique et puissante pour étudier ce systeme.

L'intérêt de ce problème est principalement parce qu'il peut être traité comme un modèle

exactement soluble et offres plusieurs applications dans la description des systèmes physiques

en différents territoires de physique.

Nous nous proposons à résourd;~~'équation de Schrodinger de l'oscillateur harmonique à

masse et fréquence dépendants du temps

(1.22)

où q est une coordonnée canonique, p son moment conjuguer, w(t) est une fonction arbitraire

du temps, et M( t) la masse. Les équations canoniques du mouvement sont

q = i~ [q, H] = M
1
(t)P,

J~- _
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Pouria constructïàl1 d'Un ùivariantdu systèmé décrit par l'hamiltonien dépendant du

temps (1.22), nous utilisons l'approche algébrique ( algèbre de Lie) [7, 8]' présentant la base

hermitienne suivante

1 2 1 1 2
Tl = "2~ 1T2 = "2 {p, q}, T3 = "2q ,

avec les relations de commutations

(1.23)

Maintenant, nous cherchons l'invariant sous la forme

n

I(t) = "Z/3/(t)T;,
1=1

et au moyen de ~~ = * [1, H] et de la comparaison des coefficients d'un système d'équation

linéaire de premier ordre pour l'inconnue Pl(t) dans (1.23) nous aboutissons à

(1.24)

ce systeme peut être simplifié en posant Pl = p2 où p est la solution de l'équation auxiliaire

p+:p+ pw2

en utilisant (1.24) nous arrivons à déterminer

1
M2p3 '

(1.25)

et

'1
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Ainsi, l'invariant s~écrit sous-la forme-

14

J (t) = ~ {/p2 - Mpp (pq + qp) + ;2 (1+ A12p2(2) q2} (1.26)

Pour obtenir les fonctions proprésl:ie J (t), considérons la transformation unitaire

rP~ (q,t) = UrPn (q,t), (1.27)

avec

et

[
iMp 2]U=exp ---q .

_ 2fip

Sous cette transformation unitaire l'équation aux valeurs propres devient

J'rP~ (q, t) = ÀnrP~(q, t),

(1.28)

(1.29)

J' = UJU+ = ~ [p2p2 + q:] _ (1.30)
, 1 2 P

Si nous définissons la nouvelle variable (j = 1, nous pouvons écrire l'équation aux valeursp

propres (1.29)comme suit

avec

rP~(q,t) = ~cpn(er).
- yp

(1.31)

(1.32)

tion

Le facteur vp est introduit dans l'équation (1.29) pour garantir la condition de normalisa-

J rP~ (q, t) rP~(q, t) dq = J cp~ (er) cp~ ((j) der = 1.

La solution de l'équation (1.31) [17] est

(1.33)

J~- _
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(1.34)

Maintenant, il nous reste à trouver la phase O'n(t). Pour cela nous utilisons (1.16), puis

passons de cjJn(q, t) à cjJ~(q, t), nous obtenons

8 . 8 . 1/
nan(t) = (cjJ~1in~ + inE.q~ + in2

P - ~1' 2 IcjJ~),
ut P uq P 1Vj P (1.35)

où nous avons utilisé l'équation auxiliaire (1.25) pour éliminer w2 de H. Ensuite, en substituant

l'équation (1.32) dans l'équation (1.35), nous obtenons

(1.36)

En utilisant l'équation (1.29) et la normalisation de 'Pn nous trouvons

(1.37)

en fin, utilisons l'équation (1.17) et (1.34), nous trouvons la solution de l'équation de Schrodinger

suivante

[ 1 ]~ [iM (P. i ) 2 . ( 1) t dt' ]W(q,t) ~Cn n!2npV7Ji exp -2n p+ Mp2 q -2 n+2 Jo M(t')p2

xHn [m'w] (1.38)

1.4.2 Particule chargée dans un champ électromagnétique

Dans cette partie, nous considèrons une particule de masse variable M (t) et de charge

e, sous l'action d'un champ magnétique constant de symétrie axiale. Le champ magnétique

constant est defini par un potentiel vecteur

et un potentiel scalaire (c = 1)

1, 1A = 2Bk x r, (1.39)

(1.40)

~~---------------------------
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où r est le-vecteur cie la position,k est le vecteur unité dans la direction de l'axe de symétrie,

r est le distance par rapport à l'axe de symétrie, et 7}(t) une fonction du temps continue.Rar

morceaux arbitrairement choisie. Les champs électrique et magnétique sont donc donnés par

et

. e
E = - "Vep - A = - A1(t)T)(t)r,

B = "V x A =Bk.

(1.41 )

Alors l'équation de Schrodinger du système dans le plan (x,y) (en coordonnées polaires) est

donnée par:

(1.42)

avec

Pr = -in (~+~),Po = -in~ et [r,Pr] = [B,po] = in. (1.43)or 2r oep
Calculons exactement comme dans le cas de l'oscillateur harmonique dépendant du temps

l'algèbre de Lie engendrée par l'Hamiltonien et nous trouvons que cette algèbre est donnée par

les générateurs

Ta

, 1
1
2Po,

~ [ 2 + (po - ~) (PO + ~)]
2 Pr r2 '

12 (Prr + rpr),

1 2
2r , (1.44)
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1.4 Exemples

avec les relations de commutations suivantes
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[Ta,T]] [Ta,T2] = [Ta,T3] = 0, (1.45)

[T],T2] -2iltT]1 (1.46)

[T2,T3] -2iltTJ, (1.47)

[T],T3] -iltT2. (1.48)

Remarquons que Ta commute av~cres autres générateurs, c-à-d qu'il commute avec H, d'où

les fonctions d'ondes ont la forme suivante

(1.49)

avec

( ) eB
Wc t = M(t).

L'équation de Schrodinger(1.42) devient

. 8 [1 (2 1 (2 1t
2

) ) 1. 2 2]~It8t <'P = 2M(t) Pr + r2 Pe - 4 + "2M(t)O (t)r <'P,

où

(1.50)

02( ) = ~() w~(t)
t M(t) rJ t + 4 '

Maintenant, nous cherchons un invariant sous la forme (1.19). En utisant l'équation (1.1)

et comparons (comparant) les coefficients d'un système d'équations linéaires du premier ordre

avec trois inconnus 13[, l = 1,2, 3, no~slobtenons

pour simplifier ce système d'équations nous posons 13] = p2 où p est la solution de l'équation

auxiliaire

(1.51)

~ "_l _
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nous arrivons à

(32 = -]\1PP;,

et

1( 22'2)/33 = 2 1 + 1\11 pp.
p

Ainsi, l'invariant s'écrit sous la forme
, 1

18

Nous avons l'équation aux valeurs propres

11Jm (1', cp, t) = Àm1Jm (1', cp, t) .

Considérons d'abord la transformation unitaire

1J'm (1',cp,t)=U1Jm (r,cp,t),

avec

(1.53)

(1.54)

U = exp [-i~:T3] . (1.55)

Sous l'action de cette transformatlm unitaire l'équation aux valeurs propres (1.53) devient

l'1J'm (r, cp, t) = Àm1J'm (r, cp, t) ,

avec

l'équation aux valeurs propres prend alors la forme

1 [ 2 2 p2 (2 !i
2
) 1 ] , () , ( )2 p Pr + r2 Po - 4 + p2 T3 1Jn,m T, cp, t = Àn,m1Jn,m 1', cp, t ,

(1.56)

(1.57)

ou bien

(1.58)

, 1
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l'
faisons le changement de variable .~.= -,alors

p

19

a
'1 ar

a2

ar2
et cjJ~,m(r,e,t)

1 a
paf,'
1 82

p2ae
1

----;:;:;<Pn,m(f"e),
vP

1 [ 2 (1 a a 1 a
2
) 2]"2 -n ~af,f, af, + e ae2 + f, <Pn,m= Àn,m <Pn,m,

la solution de l'équation(1.57) est

avec

Àn,m = n(2n + Iml + 1).

(1.59)

(1.60)

(1.54), nous trouvons

Pour trouver les solutions de l'équation de Schrodinger nous devons calculer la phase. Si

nous exprimons la phase par les fonctions propres de l' (t) et nous utilisons l'équation (1.16) et
, 1

Alors la phase est

100 dt'
Œn,m(t)=-(2n+lml+1) 0 M(t')p2' (1.61)

La solution de l'équation de Schrodinger d'une particule chargée dans un champ magnétique

constant est donnée par

[
iM (. i) 2 . 100

dt' ]'lj.ln,m (ç, e, t) = en,m exp 2ii pp + M f, - 1, (2n + Iml+ 1) 0 M (t') p2

[eB J dt' ] ( e)x exp 2m M(t') f,lm11F1 -n, Iml+ 1;r; exp [ime] ,

, 1

J~~~~_

(1.62)



1.4 Exemples

, 1
où la-solution génerale-est 1/J (r, e,t) = '2A'n,m (r;e,t).

n,m

'ljJ(r,e,t) = LCn,meXp[i~~ (pp + ]1)e-i(2n+IITI.I+l) 100

Mf:')p2]
n,m

x exp [e: m J ~:~:')]çlmllFl (-n, Iml + 1;~) exp lime] .

, 1

'1

J _
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Chapitre 2

Effet Aharonov-Bohm

2.1 Introduction ' 1

Dans la mécanique classique le mouvement des particules chargées émises par la source S

n'est pas affecté par le champ magnétique B parce que les particules ne peuvent pas décrire la

région de l'espace où le champ magnétique est présent. Pour la particule chargée le déphasage

peut être observé dans le modèle d'interférence enregistré' au détecteur D.

D

D
Schémat d'Aharonov-Bohm

1

1--- _
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Le déphasage dépend du -fiuxil1clus par les deux ensembles alternatifs deschemÏIls a et

b. Mais l'enveloppe globale du diagramme de diffra::tion n'est pas déplacée indiquant ainsi

qu'aucune force magnétique classique n'agit sur les particules. Prévu par Yakir Aharonov et

David Bohm en 1959, cet effet montre que c'est le potentiel vecteur électromagnétique qui

est la grandeur fondamentale en mécanique quantique et non pas les champs électriques et

magnétiques. Le potentiel vecteur était auparavant considéré comme une grandeur purement

mathématique sans aucune contrepartie physique. L'effet Aharonov-Bohm implique une action

du potentiel vecteur sur les électrmtsl L'effet a pu être vérifié expérimentalement dans des

boucles de conducteurs ferromagnétiques (anneaux d'Aharonov Bohm) par Tonomura (par

une première expérience contestée en 1982, puis par une validation définitive en 1986).

L'effet AB est un effet de déplacement des franges d'interférence dû au potentiel vecteur

d'un champ magnétique localisé dans une région infiniment petite de l'espace. Pour mettre en

évidence cet effet, considérons une expérience d'interférence avec un dispositif à deux fentes

de Young-FresneL Plaçons derrière une plaque et à la même distance des fentes, un solénoïde

à l'intérieur duquel le champ magnétique uniforme est confiné (il ne crée absolument aucun

champ à l'extérieur). nous faisons interférer des ondes associées à des électrons qui passent à

travers ces deux fentes. A priori, la région où le champ magnétique est non nul ne se trouve pas

sur la trajectoire des électrons, et nous pourrions donc s'attendre naïvement à ce qu'il n'y ait

aucun effet observable. Mais en pratique, nous observons un décalage des franges par rapport

aux franges obtenues en absence du champ [6] comme prévu par Aharonov et Bohm [5].

En effet, nous pouvons calculer VEJCpressiondu déphasage responsable du décalage. A l'in-

térieur du solénoïde, le champ magnétique B est uniforme et à l'extérieur le champ est nuL Le

potentiel vecteur A est associé au champ magnétique B par la relation B = V' x A et vérifie

en particulier :

f A.dr =J J B.ds,
Cr

(2.1)

où Cr est un cercle de rayon r centré sur l'axe du solénoïde et orthogonal à celui ci. Le membre

de droite est le flux magnétique <I>(r) à travers la surface orientée s'appuyant sur ce cercle. Si

le rayon r du cercle Cr est supérieur au rayon R du solénoïde, alors <I>(r) = 7f R2 B (B = lB!),

(B = IBI), et si r < R le flux vaut <I>(r) = 7fr2 B . Compte tenu des symétries du problème,

, 1



2.1 Introduction 23

nous pouvons chercher un potentiel vecteur A tel que A,. = A~ = 0 et dont la composante A<p

ne dépend que de T. Nous avons:

2nrAp(t) = ([:>(1'), (2.2)

ce qui donne :

{
A~(l) = B2~2

A (1') - BT<p - 2

SL T > R

si' l' < R.
(2.3)

Un calcul explicite du rotationnel de ce potentiel vecteur confirme qu'il conduit bien au champ

magnétique B du solénoïde. Nous nous plaçons maihtenant dans la limite où le rayon R du

solénoïde devient infinitésimal, alors que le flux magnétique ([:> = n1'2B reste fixe. Le champ

magnétique est donc partout nul, à l'exception de la droite correspondante au solénoïde. Nous

pouvons se demander l'existence d'une fonction scalaire li. telle que A = V'A, c'est-à-dire

nous pouvons voir facilement qu'une telle fonction doit satisfaire

(2.4)

1

BA = 0
ÔZ

BA = 0
BT

~~= 1'A<p (r ).

(2.5)

Comme R ~ 0, nous nous trouvons toujours dans la région externe au solénoïde, de sorte que

r A<p(1') = B~2 = 2~' Il existe donc une fonction A qui satisfait toutes ces conditions, qui est

donnée à une constante prés par :

A(yo)=~:. (2.6)

(2.7)

Nous pouvons noter que cette fonction est multivah;lée, puisque les angles yo et yo+ 2n, qui

correspondent au même point de l'espace, donnent dJs valeurs différentes de A(yo).

Considérons maintenant l'équation de Schrodinger d'une particule ponctuelle de masse

M et charge électrique e en présence d'un champ m~gnétique,
.8'ljJ _ [(~V'- eA(t,r))2~ ()],Lat - 2M + e</J i, r l/J,

définissons la transformation de jauge d'un champ électromagnétique comme

, 1

1
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2.2 Oscillateur dépendent du temps en présence de l'effet AB 24

(2.8)

sous cette transformation l'équation de Schrodinger (2.7) est invariante de jauge si la loi de

transformation de la fonction d'onde ?/J est

(2.9)

Puisque le potentiel A est de la forme V'A partout à l'extérieur du solénoïde, les considéra-

tions relatives à l'invariance de jauge permettent d'écrire directement la solution de l'équation

de Schrbdinger en présence du solénoïde sous la forme :

(2.10)

où ?/Jo est une solution de l'équation de Schrodinger lorsque B = 0, (i.e. A =0) .pour les deux

trajectoires

01, (t ~ ) - -ieÀl,201, (t )'f/12 , r, "',<p - e 'f/O, r, Z, <p ,, , 1
Il est évident que l'interférence de ces deux trajectoires dépend du déphasage (0 = eA1 - eA2),

nous pouvons écrire le compte tenu de l'Eq.(2.4) comme suit

0= e f A/.dr = e ff ds.V' x AI = e ff dS.B = e<P. (2.11)

Notons que le déphasage dépend uniquement du flux magnétique se trouvant entre ces deux

trajectoires. Il convient d'insister encore une fois sur le fait que cet effet a lieu même si la région

dans laquelle se trouve un champ magnétique non nul est infinitésimale. Et comme éxemple en

prend l'oscillateur harmonique avec masse et fréquence dépendent es du temps.

2.2 Oscillateur dépendent du temps en présence de l'ef-

fet AB

Dans les dernières décennies le pr~lème des systèmes dépendants du temps a joué un rôle

important dans l'étude de plusieurs phénomènes physiques. Beaucoup d'attention a été prêtée

à quelques problèmes spécifiques dépendants du temps: l'oscillateur harmonique dépendant du

1
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2.2 Oscillateur dépendent du te).!Fs en présence de l'effet AB 25

temps et l'oscillateur singulier dépendant du temps. En fait ces deux problèmes spécifiques ont

été étudiés intensivement dans différentes direction par plusieurs auteurs et des solutions de

forme compacte ont été obtenues explicitement [7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20].

La construction des invariants [4] ( constantes du mouvement) d'un système quantique

décrit par un hamiltonien dépendant du temps a attiré beaucoup d'attention. Lewis et Riensen-

feld [4]ont prouvé que, si le système admet un invariant l (t), il est possible de trouver une base

privilégiée de foilctions propres de cet opérateur, une fois multiplié par un facteur de phase

dépendant du temps, évolue selon l'équation de Schrbdinger.

En attendant, le problème des systèmes bidimensionnels ( 2D) aussi bien que les oscilla-

teurs harmoniques dépendants du temps à 2D en présence d'un champ magnétique [21, 22,

23, 24, 25, 26, 27, 28] a été considéré, pour lequels les opérateurs dynamiques et les fonctions

d'ondes ont été obtenus. D'autre pa~tll'effet Aharonov-Bohm est un effet de déplacement des

franges d'interférence dû au potentiel vecteur d'un champ magnétique localisé dans une région

infiniment petite de l'espace suscitent toujours l'intérêt considérable avec son application dans

le divers secteur dans la littérature [30, 31, 32, 35].

Nous considérons un oscillateur harmonique bidimensionnel avec masse et fréquence dépen-

dantes du temps confinées au plan (x,y) en présence de l'effet AB. L'équation de Schrbdinger

dépendante du temps est donnée par

. a [(p - eA) 2 l' 2 2]
ûi at 1/J = 2M(t) + "2M(t)w (t)1' 1/J, (2.12)

où A est le potentiel vecteur. Le champ magnétique B, associé à l'effet AB, est supposé per-

pendiculaire au plan et confiné à un filament de rayon tendant vers zéro de sorte que le flux

est fini et non nul.

v = -e100

B (1')1'd1',

" 1

(2.13)

Cependant, pour un tube de rayon nul, le champ magnétique B doit être pris pour être de

la forme [31, 32]

v '
eB(1') = --0(1').

l'
(2.14)
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Il est bien connu [31, 32, 33] que pour un tube de rayon nul, la forme correspondante du

potentiel A dans la jauge de Coulomb est

eA=

De cette manière, nous avons

(
vy

x2 + y2' 0) . (2.15)

(p _ eA)2

où Lz = XPy - YPx est le mornment angulaire. Alors, l'équation (2.12) s'écrit en coordonnées

cartésiennes comme suit

. a [1 (2 2 2vLz v
2
) 1 () 2 (2 2)]'/,nat 7/J = . 2M(t) Px + Py + x2 + y2 + x2 + y2. + 2M t w (t) x + y 7/J.

2.2.1 Derivation de l'invariant

(2.16)

suivante

Pour construire un invariant du système décrit par l'hamiltonien dépendant du temps

(2.16), utilisons l'approche algébrique ( algèbre de Lie) [7, 8]' présentant la base hermitienne
, 1

TV
1

J

avec les relations de commutations

..



2.2 Oscillateur dépendent du temps en présence de l'effet AB 27

[Tt,Td = ~2ilïTf, (2.17)

Nous notons que l'algèbre de Lie ci-dessus {Tl, T2, T3} est identique à la 2d algèbre d'oscil-

lateur {Tr=o, T2, T:d pour le cas particulier 1/ = O.

Maintenant, nous cherchons l'invariant sous la forme (1.19) et au moyen de (1.1) et la

comparaison des coefficients d'un système d'équations linéaires du premier ordre pour l'inconnue

f31 dans (1.19) nous aboutissons à ' 1

(2.18)

ce systeme peut être simplifié en plaçant f31 = p2 où p est la solution de l'équation auxiliaire

p + M P + pw2 _l_
M M2p3 '

{
f32 = -Mpp,

f33 = -? (1+ M2p2p2) .

Ainsi, l'invariant (1.19) peut être écrit sous la forme

(2.19)

(2.20)

Il représente l'invariant d'un oscillateur harmonique dépendant du temps à 2D pour 1/ = 0

[28].

2.2.2 Valeurs et fonctions propres de l'invariant I(t)

Selon la théorie de Lewis-Riesenfeld [4] le système physique décrit par un opérateur I(t)

ces fonctions propres dépendentes du temps cPn,m (x, y, t) sont assumées de former un ensemble

orthogonal complet correspondant à la valeur propre indépendantes du temps Àn,m.

, 1
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Ainsi

11Jn m (::c,y, t) = ).."m0n'm (x, y, t).
l" . - , . :

où

28

(2.21)

(2.22)

il est montré en [4] que les fonctions d'ondes ?j)(x, y, t) sont reliées à 1Jn,m(x, y, t) par la

relation

?Pn,m(x, y,t) = exp [iŒn,m(t)] riJn,m(x, y, t)

qui évolue selon l'équation de Schrodinger, où les fonctions de la phase Œn,m(t) sont définit par

(2.23)

Alors comme chaque 7j;n,m(x, y, t) satisfait l'équation de Schrodinger, la solution générale

s'écrit

7j;(x, y, t) = ~Cn,m 7j;n,m(x, y, t),
n,m

(2.24)

où Cn,m sont des constantes arbitraires, nous pouvons les déterminer à partir des conditions

initialles du système physique.

Pour obtenir la fonction d'ond~ 'xacte de Schrodinger pour l'oscillateur dépendant du

temps (2.12) nous procédons comme suit:

Considérons la transformation unitaire

riJ~,m (x, y, t) = U riJn,m (x, y, t),

avec

Sous cette transformation unitaire l'équation aux valeurs propres (2.21) devient

où , 1

LI _

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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(2.28)[

2 '.- ? 2 ')2]1 _ + _ ~ .T + Y- --L 2 . 2 2. ~I/P --L IFpl - U lU -? 2 ,p (Px +Py) +.2 .2 Lz '.2 2 .
~ p :r+y T+Y

x y
En définissant les nouvelles variables (J (t) = -, TJ (t) = - et en passant aux coordonnées

p p
polaires, l'équation aux valeurs propres (2.27) prend la forme

1 [ 2 (1 [) [) 1 a2 ) . 1/ a 1/2 2]-2 -n -~r-;:)+2~ -2~n2~+2+r Xn.m = Àn,mXnm,r ur ur r u<p r u<p r . ,
où

et

cP~,m(x, y, t) = ~Xn.m((J, 77),

les solutions de l'équation (2.29) [36] sont données par

(2.29)

(2.30)

,'.
Xn,m(r, <p)= An,mexp [- ;~] rlm+fllFl (-n, lm+ ~I + 1, r~) exp [im<p]

+ Bn,mr-1m+*1 IFI ( -n - 21171+ ~I,1 -lm+~I,r~) exp [im<p]. (2.31)

Depuis (2.31) contient deux solutions régulière et irrégulière, nous pourrions exiger simple-

ment que Xn,m(ç, <p) soit fini à l'origine ç = 0, de cette façon

Xn,m(r, <p)= An,m exp [- ;~] rlm+* 1 IFI (-n, lm + ~1+ 1, r~) exp [im<p], (2.32)

avec les valeurs propres constantes

Àn,m=n(2n+lm+~I+l), n=0,1,2, ... , 171=0,:1::1,:1::2,... (2.33)

D'autre part, nous substituons l'hamiltonien du système dans l'équation (1.16), nous trou-

vous

na(t)
'.a 2 2 L(cP l'n Px+Py 1/ z

n,m ~ at - 2M (t) - 2M (t)(x2 + y2)
1/2 1 2 (2 2)

2M (t) (x2 + y2) - 2M (t) w (t) x + y 1 cPn,m),

1I--_~
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enuti-lisant (2:25) ,nousobtenons

30

M (t)

nous avons aussl

. 2 2
liT {. ù Px + py. 1/Lz

(rPn,m [, zn.ùt - 2Al (t) - 2M (t) (X2 + y2)

1/
2
• 1 () 2 ( ) (2 2) } + 1 1 )- 2M (t) (X2 + y2) - 2M t Lv t x + y U rPn,m.

T~ + 1 _ (iMP ~) 1

[ éJx U rPn,m - n.p x + éJx rPn,m'

(2.34)

(2.35)

de même

éJ + 1 (iM P éJ) 1
U éJy U rPn,m = n.p y + éJy rPn,m,

(2.36)

(2.37)

(2.38)

et

éJ + 1 (o. i (AfP Mp M(
2
) (2 2)) 1U ot U rPn,m = ot + 2n. p +p -7 x + y rPn,m.

L'équation (2.34) devient

(2.39)

n.a (t) =

J

aussl
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'1

lkl (t) (et/lik~ _ ~ .(.M P +Mp +A1W2) (X2 +y2)~+
n,m Dt 2 p P

n
2
. (éP D2

) 'inp inp (D . D)- -+- +-+- x-+y- +
2l\1 Dx2 Dy2 p p Dx' Dy

ivn (D D ) v2
./

2M (t) (x2 + y2) X Dy - y Dx - 2M (t) (x2 + y2) lCJ.ln,m)'

utilisons l'équation auxiliaire (2.19), il vient

D . '( D D)nô: (t) = (d/ 1 in- +inf!- +inf!- x- +y-
. n,m Dt p p D~); . Dy

n
2 (éP D

2
) inv (D D )

+2M Dx2 +Dy2 + 2M (x2 +y2) X Dy - y Dx
v2 (X2+y2) /

2M (x2 + y2) - 2M p4 . IrPn,m)'

Faisons le changement des variables (J = '",11 = '!L, ce qui implique rPn' m (x, y, t)
PP,

~<Pnm ((J, 'IJ), en simplifiant nous obtenonsyP ,

'1

nô: (t)

31

(2.41)

1.

Jtô:(t)

(2.42)
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autrement dit

liéx (t) = \ 1J~.m1- A~~21c!J:"m) .
Alors la phase s'écrit comme

32

(2.43)

(2.44)

(2.45)

1

En conclusion, les solutions exactes de l'équation de Schrodinger (2.12) dans les coordonnées

polaires sont données par

An,m [i!l1(. i) 2] [. ( 1 VI) r dt' ]'l/Jn,m(r,cp,t)=-p-exp 2Ji pp+ M r exp -'t 2n+ m+h, +1 )0 M(t')p2

x rlm+*11F1 (-n, lm + ~I+ 1, r~) exp [imcp]. (2.46)

D'autre part, d'après [37]' la définition du polynôme de Laguerre permet d'écrire la solution

(2.46) comme ' 1

'l/Jn,m(r, cp, t) = A;m exp [i~(pp + ~) r2] exp [-i(2n + lm + ~I+ 1)lt

M ~t~')p2]

1 vi n!r(lm+~1+1) Im+!élx T m+iT li Ln n exp [imcp] . (2.47)
r(lm+*1+1+n)

En absence de l'effet AB, 1/ = 0, la solution (2.46) est réduite à la solution de l'oscillateur

harmonique dépendant du temps à 2D. D'autre part, nous pouvons faire une observation in-
v

téressante, si le flux magnétique est quantifié, h, = nombre entier, les fonctions d'ondes (2.46)

coïncident exactement avec la solution de l'oscillateur harmonique dépendant du temps à 2D.

, 1



Chapitre 3 , 1

Travaux de Hagen (Diffusion des

particules en présence de l'effet

Aharonov- Bohm)

3.1 Introduction

En 1959, Y. Aharonov et D. Bohm [5]ont étudié la diffusion des particules chargées par un

solénoïde de longueur infini mais de l'Fon arbitrairement petit. Dans le cas idéal, ce solénoïde

est mathématiquement réduit à une ligne créant un flux magnétique <P non nul. Pour des raisons

de symétrie, il est commode de considérer cette diffusion à deux dimensions spatiales.

Dans ce chapitre, nous exposons les travaux de Hagen relatifs à la diffusion des particules

non relativistes chargées sans spin et des particules relativistes avec spin. Dans ces travaux,

Hagen a proposé un modèle pour le champ magnétique, créé par une source de rayon fini

tendant vers zéro, sous forme d'une fonction delta dé Dirac. Il a montré, d'une part, que les

solutions irrégulières contribuent dans certains cas particuliers, et d'autre part il a montré que

l'inclusion du spin affecte l'amplitude de diffusion et la section efficace [31, 32].

, 1



3.2 Particule non relativiste de spin zéro

3.2 Particule non relativiste de spin zéro

Commençons par écrire l'équatiollo.de Schrodinger en coordonnées polaire (T, <p), 1
2

~1 '1/' (T, <p)= g~1(T, <p),

34

(3.1)

OÙ 7r = P - eA, eA = eA(T )u<p, et e est la charge des particules incidentes.

Le champ magnétique B est supposé perpendiculaire au plan et confiné à un filament de

rayon tendant vers zéro. Si en plus, nous nous intéressons à la région où ce champ est confiné,

il faudrait prendre alors la forme suivante

v
eB(1') = --o(r),

l'

où le paramètre de flux l/ est défini comme [32]'

l/ = -e100

B(r)1'd1',

(3.2)

(3.3)

sinon on va buter sur des calculs très difficiles dûs à la structure interne compliquée du champ

magnétique. D'autre part, le problèP11 du choix (3.2) est qu'il introduit une singularité dans

l'équation (3.1). Nous devons alors faire un léger changement. En fait, c'est un problème

physique plus que mathématique. L'ambiguïté mentionnée ci-dessus peut être dépasser par

une redéfinition du choix (3.2) comme une limite d'un autre choix physiquement réalisable.

Il faut alors confiner le champ magnétique dans un rayon R et identifier la fonction d'onde à

l'origine à celle obtenue à la limite R -7 O. c'est-à-dire prendre[32]

l/
eB(1') = --0(1' ~ R).

l'
(3.4)

Autrement dit, le champ magnétique est non nul sauf sur une bague de rayon R. Ceci nous

permet d'écrire le potentiel vecteur comme

1'> R,

r < R.
(3.5)

De cette manière, l'équation (3.1) s'~clit en jauge de Coulomb

(
1 d d 1 [p . 1 8 v2 2)
--1'-+--+w----+k 'ljJ(1'<p)=O
l' d1' d1' 1'28<p2 1'28<p 1'2 "

J _

(3.6)
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'1
où

k2
E=-.21\1 '

L'équation (3.6) se simplifie alors à

(
a la 1 (a )2 ,):- + -- + 2' -0 + iv + k2 ?j..' (T, cp) = 0,or rar l' cp

posons
00

m=-(XJ

nous obtenons

35

(3.7)

(3.8)

{
(~+~ddr-~+k2)fm(r)=0,

( d2 + lA.. _ (m+v)2 + k2) f '(1') = 0J;2 rdt ~ m ,

explicitement, les solutions dans les deux régions s'écrivent

l' < R

r> R

l' > R

l' < R

(3.9)

(3.10)

1

Où A'n> Bm et Cm sont des constantes arbitaires et Jlm+vl (kr) est la fonction de Bessel.

3.2.1 Régularité de la solution

Imposons maintenant les conditions de continuité à la solution (3.10) comme suit

fm(R - é) = fm(R + é)

d d
drfm(R - é) = drfm(R + é).

Par conséquent, nous écrirons

CmJlml (kr) = AmJlm+vl (kr) + BmLlm+vl (kr) ,

d'Id d
CmdRJlml (kr) = Am dRJlm+vl (kR) + Bm dRLlm+vl (kR),

sachant que la fonction de Bessel peut s'écrire sous forme d'une série comme

00 (-1/ (kR) Im+vl+2e
Jlm+vl (kR) = ~ £!f (lm+ vi + e + 1) 2:

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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Et pourl'ordre le plus bas en kR,la série (3.15) et sa première dérivée se réduit à

(kR)lm+vl
Jlm+vl (kR) ~ 2Im+I/lf (lm + 1/1 + 1)'

d lm + 1/1 (kR)lm+ul~J
dRJlm+vl (kR) ~ k 2lm+vl f (Irn + 1/1 + 1)'

les conditions (3.11) et (3.12) donnent

36

(3.16)

(3.17)

{

(kR)lml _ (kR)lm+vl (kR)-lm+vl
Cmr(lml+l)2Iml - Am2Im+vlr(lm+ul+l) + Bm2-lm+vlr(_lm+I/I+l) (3.18)

lml (kR)lml-l _ Im+vl (kR)lm+vl-l Im+vl (kR)-lm+vl-l
Cm2ïffiï r(lml+l) - Am2Im+"1 r(lm+vl+l) - Bm2-lm+vl r(-Im+vl+l)'

ce qui permet d'écrire

(3.19)

où
f (lm + 1/1 + 1) 2lm+vl

Cl = . 21mlf (lml + 1) ,

et

(3.20)

où
f (-lm + 1/1 + l)2-lm+vl

C2 = 21mlf (lml + 1)

Ecrivons le rapport
(kR)lml+lm+vl (1 _~)

Bm = C
3

.2 2lm+vl

Am (kR)lml-lm+vl [1 + ~] ,
2 2lm+vl

avec

'1
ou encore

(
1 Iml)

Bm = C
3

"2 - 2iffi+Vï (kR)2Im+vl, (3.21)
Am [~ + 21:LI]

à la limite R -----7 0, ce rapport tend aussi vers zéro. Par conséquent, la solution (3.10) se réduit

à

1

(3.22)
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D'où
00

7/) (T, i.p) = l: ameimifJI'lI+ui (1.:1').
m,=-oo

Déterminons maintenant la constante am

37

(3.23)

Habituellement, la théorie de la diffusion à deux dimension cherche des fonctions d'ondes

dont le comportement asymptotique est décomposé sous la forme d'une onde incidente venant

de la droite et d'une onde diffusée

(3.24)

asymptotiquement,

où f ('P) est l'amplitude de diffusion. Utilisons le développement suivant
+00

-izcos'P = '\""'(_ .)m -im'PJ ( )e L 2 e 'mZ'
-00

(3.25)

Le comportement asymptotique de la fonction de Bessel pour de larges valeurs de son argument

est donné par

1

( )

1/2. 2 V7f 7f
hm Jv (z) = - cos (z - - - -) ,
z-+oo 7fZ 2 4

la fonction d'onde (3.23) se comporte donc comme

+00 () 1/2 ( 1 1 )'. 2 m+V7f 7f
'Ij; (T, 'P) -t L ame,m<p 7fkT cos kT - 2 - '4 .

-00

D'autre part, le comportement (3.24) feut se mettre sous la forme

+00 ( 2 ) 1/2 +00 ikr
'Ij;(r,'P) = L(-i)me-im<p 7fkr cos (kr - ~7f -~) + LAmeim<p T~1/2'

-00 -~

où
+00

f('P) = Lameim<P.
-00

Par comparaison des termes proportionnels à e-ikr, il n'est pas difficile de s'assurer que

c'est-à-dire
00

'Ij; (r, 'P) = L e-i~lm+vIJlm+vl(kr)eim<p.
m=-oo

, 1

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)
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3.2.2 Section efficace de diffusion

38

L'approche suivie pat' Y. AharcHlClVet D. Balltn pour calculer la section efficace de diffusion

consiste à décomposer la fonction d'onde 7j) en trois termes V'l, 1/!2 et 1!'3, où 'Ij'l correspond à

ln > 0 , 'lf.!2 pour m < 0, tandis que ~l.correspond à m = 0, de la relation

1/J1 (T,!.p, 1/)= 1/J2 (T, -!.p, -1/), (3.32)

il s'ensuit qu'il suffit de faire le calcul détaillé de 'if;l' Ce calcul conduit au résultat bien connu

de la section efficace [5]
sin2 (7Tl/) 1

aAB = --------
2nk cos2 (!.p/2)"

(3.33)

Ceci n'est valide que pour [1/1 < 1.

Dans le but d'éviter la restriction sur le paramètre 1/, Hagen[33] a introduit une modification

dans l'approche suivie par Aharonov et Bohm. La technique consiste à séparer la partie entière

dans le paramètre 1/. Autrement dit, nous posons

1/ = N +~,

où

'1 O::;ç<1.

Ecrivons alors la fonction d'onde comme

où

(3.34)

(3.35)

(3.36)

<Xl

1/Jl = L e-i%(m+v) Jm+v(kr)eim""
-N+l

1/J3 = e-i(rr/2)çJç (kT) e-iN",.

-N-l

l/J2 = L ei%(m+v)J_m_v(kr)eim""
-<Xl

Par une manipulation triviale, les fonctions 1/Jlet 1/J2 se transforment comme

<Xl

1/Jl = e-iN", Le-i%(m+Ç)Jm+Ç(kT)eim""
1

<Xl

.1, - -iN", ~ -iJ!.(m-Oj (k) -imep
'1-'2 - e L...." e 2 m-ç Te,

.1 1, ..

(3.37)

(3.38)
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cesfonctiol1sne diffèrent des fOl1ctlollsCot1'(?spondarltes 'l/Jl' 'l/J2 et ?'£'3 de AB que par le facteur

e-iN<p en remplaçant biensm"-Ç-par V.'El1 tenant compte de ladécornposition(3.36),Jarestriction.

sur v est donc levée.

En reprenant les mêmes techniques de calculs de AB, nous pouvons arriver à

ikr e-icp/2
'11) -+ e-ikrcuscp-iv<p - i e 1 2e-iN(<P-7r) sin (KV) ----,
. (2Ki kT) / cos (cp j 2)

(3.39)

ce résultat diffère de celui d'AB par la phase _ie-iN(<p-rr). Il est clair que l'expréssion (3.39)

donne la même section efficace comme celle qui a été trouvé par AB. i.e

(3.40)

Remarquons que si le flux est quantifié, i.e. v = entier, la section efficace est nulle et par

conséquent l'effet AB ne se produit pas.

3.3 Particule relativiste de spin-l/2
, 1

Commençons par écrire l'équation de Dirac d'une particule de masse M comme

(3.41)

dans les problèmes à deux dimensions, il est préférable de définir les matrices pet Pii en terme

de matrices de Pauli comme

s = :1:1 (3.42)

la quantité 7r est donnée par

7r = P - eA,

le champ magnétique B est défini comme dans la section précédente

veB = --6 (r - R).
r

De même que le potentiel vecteur ' 1

(3.43)

(3.44)

eA= {
0,

r> R,

r < R.
(3.45)
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L'équation (3.41) peut s'écrire

/3 b.7r + !'vI + /JE] 0' = 0,

40

(3.46)

appliquons l'opérateur b.7r - j\lf + /3E];3 au premier membre de l'équation (3.46), il vient

h'.7r - Af + ;3E] h'.7r + AI + /1E] 7/J = 0,

ou encore

avec

2 .' 31,.7r,.7r = -7r - vsa -0 (1' - R),
7"

(3.47)

(3.48)

(3.49)

ce qui donne

posons

'1

{1 8 8 1 ( 8 ')2 2 ') VS ( 3}
--1'- + - - +"/.V + E - M- - -8 l' - R)a 1/J = o.
l' 81' 81' 1'2 8'P R (3.50)

la première composante peut être définie comme

+00

1/Jl (1', 'P) = L amfm(1' )eim'P,
-DO

(3.51)

par conséquent, la partie radiale pour les deux régions vérifie les deux équations suivantes

{
(lA.1'A. - m

2 + k2) f (1') == 0r dr dr ~ m

(lA.1'A. - (m+v)2 + k2) f (1') = 0
rdr dr ~ m

l' < R,

l' > R.
(3.52)

Il n'est pas difficile de s'assurer que les solutions correspondantes sont

l' < R

l' > R.
(3.53)
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3~3.1 Régularité -de la solution

L'effet cIe-la fonction delta s'introdüit dans lés conditions de continuité comme

41

fin(F? - E) = fm(R + E), (3.54)

[
d ] R+e '

R drfm(R) R-€ = IYsfm(R), (3.55)

nous utilisons les dévellopements (3.16) et (3.17) et pour l'ordre le plus bas en kR la première

condition (3.54) s'écrit

(kR)lml (kR)lm+vl (kRrim+vl

GmT (Iml + 1) 21ml = Am2Im+vl.r.lm + vi + 1) + Bm2-lm+,/lr (-lm, + vi + 1)' (3.56)

et la deuxième (3.55) donne

Im+vl (kR)lm+vl Im+vl (!.R)-Im+vl _ (~Iml (kR)lml-l (kR)lml)
Am2lm+vl r(lm+vl+1) - Bm2-lm+vl r(-lm+vl+1) - Cm lvR2îffir r(lml+1) + lJSr(lml+1)2Iml /

par une manipulation simple, nous pouvons formuler les rapports suivants

(3.57)

où

et

2lm+v1r (lm + vi + 1)C= r (Iml + 1) 21ml '

où
1

C 2-lm+vlr (-lm + vi + 1)
r (Iml + 1) 21ml

ou encore ' 1
A~ = (kR)lml (kRr1m+vl (lm ri- ;I~ lr:11 + VS) ,
B:n = (kR)lml (kR)lm+vl (lm + vl-Iml- vs) .

2lm+vl
De cette manière, la solution (3.53) pour r > R s'écrit,

(kR)lml { (kR)-lm+vl (~ + Iml + VS) J (k )
2: 21m + vi Im+vl r

Im+vl (1 Iml + ~s) . }+ (kR) 2 - 2 lm,+vl Llm+al (k7) , (3.58)



3.3 Particule relativiste de spin-l/2 42

en-passant àlahmite R -+0, nous remarquons bien que la solution irrégulière disparait à moins

que

ln),+ vi = -11171 - vs, (3.59)

dans ce cas nous devons introduire le prochain plus' haut ordre en KR dans le coefficient de

Jlm+vl (kT) cela donne

où Dm est une constante non nulle. Il s'ensuit que fn.Jr) -+ Llm+vl (kT) à condition que

Iml + 7/8 + 1 > 1,

tenant compte de (3.59), nous tirons

lm + vi < 1.

(3.60)

(3.61)

(3.62)

Cela montre que la solution admissible de l'équation de Dirac dans la limite R -+ 0 est

toujours la solution régulière à moins que (3.59) et (3.62) soient simultanément vérifiées.

Ecrivons alors

v = N + ç , 0 ~ ç < 1, (3.63)

nous pouvons s'assurer facilement que les conditions (3.59) et (3.62) sont verifiées si

{
a) m = -N, N 2: 0, 8 = -1 ou

(3.64)
b) m = -ij 1- 1, N + 1 ~ 0, s = 1

comme vérification des résultats obtenus, nous pouvons remarquer que la relation (3.59) exige

que vs < ° afin que la solution Llm+vl (kr) soit admissible. cela veut dire ,d'après l'équation

(3.50), que le potentiel en delta est attractif. En fait, ceci est raisonable car seule une fonction

en delta attractif peut rendre la solution plus concentrée à l'origine que la solution régulière

Jlm+vl (kr).

La fonction 1fJl est donnée alors par
1

1fJ1 = Le -i( ~)Im+vlJlm+vl (kr) eirn<p

+B (-8) B (v) e-iNep e-i(rr/2)(N -v) LE, (kr)

+B (s) B (-v) e-i(N+l)ep e-i(rr/2)(v-N-l) JE,-l (kr) .

Où le prime indique l'omission des deux termes spécifiés par les conditions (3.64) .

'1

1I-- _

(3.65)
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3.3.2 Section efficace de diffusion

43

En utilisant le COlnportement asyr'nptotique(3. 39) la fonction .d'onde de -l'équation (3.65)

se comporte comme , 1

ou encore

ikr . ( )
0/' -ikr cos cp-iv<p . e -iN(cp-rr) sm 7U) -icp/2
'fI1--+e -2 12e e

(27ïih) / cos (cp/2)

+ 8 (-s) 8 (v) e-iN<p (_2_) 1/2 {eikre-irr(N-V)e-i% e2iNrr + e-ikrei%}
7ïkr 2 2

( )

1/2 'k . ( N 1)'" 'k'"+8(s)8(_I))e-i(N+l)cp _2_ {e,-ore-trrv- - e-"'4 +e-t-oTe"'4},
7ïkr 2 2

ou bien
, 1

ikr . ( )e-ikrcos<p-iv<p _ i e e-iN(<p-rr) sm 7ïV -i<p/2
(27ïikr)I/2 cos (cp/2)e

(
2 ) 1/2 irrv+ _ e-iN('P-rr)e-i%{8(_s)8(v)_e_

7ïkr 2
+8(s)8(-v)e-i<P (_ e-~rrv) }eikr,

remarquons que

8(-s)8(v) ei;v +8(s)8(-v)e-i<p (_ e-~7rV)

, 1

J ~ __



3.3 Particule relativiste de spin-1/2 44

il vient

c'est-à-dire

w ----+, l

'1
il.;,' ,,( ), ' , " ,SUI 1/ "-,I.crcus<p-w<p . e ,-,N(<p-7f) n '-"'('/2e - 1. l 12 ( () (.

(2nikr) . COS <P/2

(
?
)

1/2 i7fû
~' . l "rr ''£. ''£. e+ - e-?l\(<P-7f)e-'"4{e-'2B(-O's)e'2E(-S)_

n~ , 2

(
e-

i7fC

')}+e-i~B (-O'S) ei~((-s) -T eikr,

ikr . ( )
e-ikrcos<p-il/<p _ i e 1 2e-iN(<P-7f) sm 7rl/ e-i<p/2

(2nikr) / COS (<p/2)

(
2i ) 1/2 , 'N()''£. ''£. ( ) '1.;.+ - sln(nl/)e-' <p-Tf e-'2B(-l/s)e'2E -s e' r,
nkr

d'où l'amplitude de diffusion est

où __ (_'/,_')1/2 sin (nl/)e-iN(<p-7f) -i<p/2
fAB(<P) - 2 k (/2) e .n ~ cos <P

L'Eq.(3,66) peut s'écrire sous une forme plus compacte comme

(

, ) 1/2 ,,( ) -iN(<p-7f)
f(<p) = - -'/,- sm nl/ e e-i<p/2 [E(vs)e-i<PE(S)e(-l/s)] .

2nk cos (<p/2)

la fonction d'onde totale est alors

(3.66)

(3.67)

(3.68)

'l/J=
(

1 ) e-ikrcos<p-il/<p + (" 1. ) r-1/2eikr f(<p)
k ,k u<p

- E+M E+Me
(3.69)

pour des particule polarisées le long de la direction n (n2 = 1) la matrice de densité p s'écrit

comme [33]
1

p (n) = - (1 + (j,n) ,, 1 2
et la section efficace est donnée par

~~= Trp (n) fp (ni) 1*,

1

1_------

(3.70)

(3.71)
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où n et ni sont les-polarisations initialetfinalrespectivement. la matrice.f est obtenue à partir

de l'amplitude de diffision (3.68) en remplaçant le paramètre s par la matrice de pauli a3.

da = (da) ~ [1+ (n.z) (n'.z) - (n x z). (11' x z) cos (tp) - z. (n x n') sin (tp)], (3.72)
dtp dtp AB 2

où z est le vecteur unitaire pan"allèle au flux magnétique.

A la limite n = ni la section efficace se réduit à

da
dtp

sin2 (7ïv) [ 2 2 ]
2 /~ 2 ( j ) 1 - (n x z) cos (tp j 2) .

7ï \, cos tp 2

, 1

, 1

J _
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Chapitre 4

Equation de Pauli dépendante du

temps en présence de l'effet AB

4.1 Introduction '1

Récement dans son mémoire de magister [51]' Bouguera a étudié l'équation de Pauli dépen-

dante du temps (avec masse et fréquence dépendantes du temps) à l'aide de la théorie des

Invahants de Lewis-Reisenfeld [4]' l'opérateur invariant a été choisi comme une combinaison

linéaire d'une algèbre de Lie fermée vérifiant l'équation de Liouville-Von Neumann. En fait un

tel modèle a été présenté dans le contexte d'obtenir la solution qui correspond à un rayon nul

du filament contenant le flux AB.

L'équation de Pauli est de la forme

où W ~ ( :: ) est le spineur de Pauli et

(p ~ lA)2 1 eno-3B
H (t) = - __ + -M(t)2w(t)2T2 _ z

p 2M 2 2M(t) ,

(4.1 )

(4.2)

est le hamiltonian de Pauli dépendant du temps où figure le terme ( 2l\~~t) ) a3Bz qui représente

l'énergie d'interaction du champ magnétique avec le moment intririsèque de l'électron, nous

~I -
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voyons quéle spins'introciuit ici automatiquement comme conséquence du postulat de linéari-

sation de l'éq:uation d'onde.

le champ magnétique B et le poitltiel vecteur A associés à l'effet AB sont définis par

v
eA = - -U'P.

r

En les substituant dans (4.2), qui s'écrit en coordonnées polaires

où nous rappelIons que Pr et Pep sont donné par

(4.3)

(4.4 )

(4.5)

(
dI )

Pr = -in dr + 2r '
.f; d

P = -'Li/'-
'P dep et [1',Pr]=ilt

Bouguera a défini les générateurs de l'algèbre de Lie (algèbre fermé)

D'autre part il a rencontré un problème de singularité en (4.3) au point r = 0, afin d'éviter

cette singularité, il a remplaçé le tube du flux de rayon zéro par un autre de rayon R, dans ce

cas là le potentiel vecteur et le champs magnétique définies en (4.3) et (4.4) vont prendre les

formes suivantes
v

eB = - -6 (1' - R) Uz,
r
v

eA = - -e (r - R) U'P'
r

(4.6)

(4.7)

avec la condition supplémentaire que le champ magnétique soit confiné à la surface du tube,

malheureusement dans l'opérateur Tl apparait la fonction de Heaviside e(r - R) définie par

e (~~ R) = { 1,
0,

r > R

r<O
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Par conséquent, le problème devient compliqué carl'algèbre basée sur Tl, T2 et T3 n'est plus

fermée, de ce fait nous ne pouvons pas définir un invariant sur la ba.se{T\, T2, rd.
Dans le but de résoudre ce problème, il est commode d'introduire un artifice de calcul qui

consiste à remplacer le rayon R par p(t)R où p(t) est une fonction réelle positive dépendante du

temps, pourvu qu'à la fin des calcul~ iOUS prenons la limite R -----.0, cette procédure n'affecte

pas le problème physique.

Le potentiel vecteur et le champs magnétique sont maintenant définis cornme suit:

ptt) > R

ptt) < R

v
eA = - -e (r - p(t)R) Uy,

r

eB = - ~o (T - p(t)R) Uz = - r~t) 0 (p~t) - R) Uz.

où nous avons utilisé les propriétés des fonctions de Heaviside et de Delta suivantes

r { 1e(p(t) - R) = e(r - p(t)R) = 0:

1 (r )o (r - p(t)R) = p(t) 0 p(t) - R .

(4.8)

(4.9)

Par conséquent, en coordonnées polaires l'équation de Pauli dépendante du temps en présence

de l'effet AB est décrite par

avec

1 [2 n2 1 ( ( r)) 2 vn (r . ) 3]2M(t) Pr - 4r2 + r2 P<p+ ve p(t) - R + -;:0 p(t) - R (]"

+~M(t)w2(t)r2} , (4.10)

En utilisant les opérateurs

(4.11)

(4.12)

(4.13)

nous pouvons écrire Hp(t) sous la forme condensée Hp(t) = lJ(t)T1 +M(t)w2(t)T3.

, 1

1 ._----
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Les opérateurs Tl) T2 et T.3 vérifient les relations de commutations suivantes

49

[ { 2} 11. 2 n2 1.[ '. (r ).],. v T 3.. 1 .- P,.--+- p",+"'!Je --R +-5(--R)(J ,-(p,.r+rpr)
2 41'2 '1'2 P '('P 'p 2

{~ [p;,p,.r + rp,.] + ~ ( - ~2)[:2'p,.l' + rp,.]
+~ [:, [p, + vO (~ - R) ]',1',r + rp,] + ~ [~'(~ - R) a3,p,r + rp, J}
{~ (-4inp;) + ~ (_ ~2)( -4inr12)
l { 'in 0 [ ( T ) ] 2 1 [ ( l' ) ] 2 }+4 2-:;: or P<p + ve p - R - 4inr2 P<p + ve p - R

+~ {_2in5(~ - R) (J3_ 2in~5(~ _ R) (J3}}
4p p (:r: - R) l' Pp

{ ( n2) l in 0 ([ ; (r )] 2) 1 [ (r)] 2-inp; - in - 4 1'2+ 21'or P<p + ve p - R - in r2 P<p + ve p - R

v 5(~ - R) 3 v T 3}-in----(J - in-5(- - R) (J
2p2 (~ - R) ,~r p

-2inTI + in (_~ 5(~- R) (J3_ ~5(= _ R) (J3+ ~~ ([p. + ve (= _ R)] 2))
2 p2 (:r: - R) pr p 1'01' <p P

p

[T1,T2] = -2inT1 + in (_~_5(_-~-_R_)(J3_ ~5(= -R) (J3+~~ ([p. +ve (= _ R)]2))
2 p2 (:r: - R) pl' P r or <p p

p

[
1 { n

2
1 [ (r)] 2 v r } r2]- p; - - +~ P. + ve -- R + -5(- - R) (J3 ,-

2 4r2 r2 <p p l' P P 2

1 [2 2]= 4 p,.,r

-inT2

J ~~
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(
r (2)). . .. ili li O(p-R) 3 li r 3 1 8 "[Tl T2] = -2znTi + -;- --:-J--(J - -<5(- - R) (J + -- [p + vO (- - R)J' 2 p (~-R) pr p ,.81' 'P P ,

[T2, T3] = -2inT",

[Tl, T3] 'F -inT2.

(4.14)

4.2 Recherche de l'invariant

]VIaintenant, nous cherchons l'invariant I(t) sur la même base ( Tl, T2, T3) sous la forme

I(t)
3

~ al (t) 1/
1=1

al (t) Tl + a2 (t) T2 + a3 (t) T3

. { 2 2 }ctl (t) 2 n 1 l' 1/ l' 3
-- Pr - - + - [p, -tfu.(1 (- - R)J + -<5(- - R) (J2 41'2 1'2 'P P l' P P

a2 (t) a3 (t)2
+-2-(Pr1' + 'l'PT)+ -2-1' (4.15)

où les coefficients al(t), 1 = 1,2,3 sont des fonctions variables du temps ( des paramètres

dépendants du temps) qu'on peut les déterminel: en insérant (4.10) et (4.15) dans l'équation de

Liouville-Von Neumann, c-à-d que I(t) la vérifie.

dl = 0
dt .

avec ~fest définit par

ou

dl
dt
dl
dt

L-I

donc
1 ..al

[Hp,!] =in~
ut
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calculons [Hp, 1]

51

li

[
{"iu) {]J~ - ~ + ;, [pc + ,,0 (~~ R) r+ f,;. 8(~ - R) a3

} ]

1 () 2() 2} .+'5.M t w t l' , O'IT) + 0'2T2+ 03T3

[A/(t) Tl + lvf(t)w2(t)T.3, Œ)TI +Œ2T2+ Cl:3T3J

:(t) [Tl, T2]+ :(t) [Tl, T3]+ M(t)u.,2(t)C'l [T3,Tl] +M(t)W2(t)0:2 [T3,T2]
0:2 .

M(t) {-2diTl

+in (_ s/J5(~ - R) a3 _ SIJ6(~_ R) a3 + ~~ ([Po + ve (~_ R)]2))}
2 p2 (:C - R) pr p l' or 'f p

P

+ :(t) (-inT2) +M(t)W2(t)0:1 (inT2) +M(t)W2(t)0:2 (2inT3)

{ -2in :(t) Tl + in ( M(t)W2(t)O:I - lI:(t)) T2 + 2inM(t)w2(t)0:2T3

+i::(t) (- ;,~{~:; a
3

- ;, (~ - R) a
3 + ~:r ( [P. + 1'0 G - R)n)}

1.,

= { -2in :(t) Tl + in ( M(t)W2(t)0:1 - :(t)) T2 + 2inM(t)w2(t)0:2T3

+ in ~ (_~ 5(~- R) a3 _ ~5(:' _ R) a3 + ~~ ([p + /Je (:. _ R)]20)1
2 M (t) p2 (~ - R) pr p l' or cp p 'l J

et dérivons I(t) par rapport au temps

l'ç=-
P
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donc

. pç = ~1'-p2

52

L •

81 { "ITI +",T, + ",T, - ~e,2l!... {[p he (~ - R)n- =
8t 21'2 p 81' cp P

{ . O('-R)} }v p l' P p 3+- --6(- - R) +1'~ Œ
21' p2 P p3 (~_ R)

= { "ITI +"2T, + "3T3- al el!...{[p + ve (~ - R)n21'10,.01' cp P

val ( P" P 0 (; - R) ) 3 }+- --6(--R)+1'- Œ
21' p2 P p3 (~_ R)

{ â [ ( ) r. . . al P l'
= alTI + a2T2 + a3T3 - 21'P 81' Pep + ve p - R

+v ( ~o( ~ _ R) _ ' 0 (; - R)) a'}
p p p2 (~_ R)

ili81
= il+ITI +",T2 + "3T3- ~,~~:, {[Pe + ve G - R)n8t

+v", (_l-O(_R)+rl-°(;-R)) a3} (4.17)
21' p2 P ,p3 (~_ R)

1"

~-----~~~~
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in [JI
[Jt

{-2in 0:(2)T] + in. (M(t)w2(t)O:] - ,0.(3.)) T2 + 2inA1(t)w2(t)ü2T3Mt j'lIt

+ in~ (_~O(~ - R) 0-3 _ ~o(- _ R) 0-3 + ~~ ([p + lIB (~_ R)]2))}
2 M (t) p2 (! - R) pT P l' [JT <P P

p

in {ŒITI +Œ,T,h,T, - ;; ~:r{[Pe +vOG - R)n
+VO:] (_kO(~_R)+rkO(~-fi,j) 0-3}

21' p2 P p3 (~_ R)
en comparant les termes de l'égalité entre 4.16 et 4.17 nous obtenons le système des équations

linéaires simple du premier ordre pour les coefficients o:{(t)

. - 2 Ct2
0'1 - - M(t)'

Ct2 = AI(t)w2(t)a] - 1I~(t)'

Ct3 = 2M(t)W2(t)C\'.2,

-C\'.f!.=~
] p M(t)'

aprés calcul nous obtenons

calculons

(4.18)

(4.19)

ce qui implique que

(C\'.]C\'.3 - C\'.~) = este = k

où k est une constante réelle, d'où

k +C\'.~

C\'.]

k :t.M~(t)i} p2
p2

1...

(4.20)



l (t) =

1 ..
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et la fonction p vérifie l'équation auxiliaire indépendante du flux

,. j\l. 2 k
p+ A,1P+PW

1\' j\I2 p3'

Ainsi l'invariant l (t) prend la forme

2 . (k + M2(t)i?p2
)

p Tl - MppT2 + 2 T3
P

{p2 {p2 _ !!!.- + ~ [p~+ /Je (~ _ R)J 2 + /Jn o(~ _ R)(J3}
2 7 41'2 1'2 <P P l' P P

Mpp ) (k+M2(t)jip2) 2}
--2-(PrT + rpr + 2p2 T.

1 ..
4.3 Recherche des vecteurs et valeurs propres

54

(4.21)

(4.22)

Cherchons maintenant les valeurs propres Ân,m et les vecteurs propres 9n,m de l'invariant

l (t)

l 9n,m (1', cp, t) = Ân,m9n,m (1', cp, t)

Introduisons la transformation unitaire dépendante du temps

uu-1 = U-IU = 1,

tel que

~n,m (1', cp, t) = U (t) 9n,m (1', cp, t),

alors
1 .. ,

9n,m (1', cp, t) = U-l (t) 9n,m (1', cp, t),

L'équation aux valeurs propres (4.23) devient

i (t) ~n,m (1', cp, t) = Ân,m~n,m (1', cp, t),

où le nouveau invariant est de la forme

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)
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1 ..
donc

(p2T1 + ;2T3) dJ",m(r,rp,t) = Àn.mdJn,m (r,'P,t),

En coordonnées polaires l'équation aux valeurs propres, Eq. (4.27)prend la forme

{ (p2 { ( 8
2

l 8 ) 1 [ (1')] 2} kT
2)- -n? - + --. + ~ Po + ve - - R + - 1

2 81'2 l' 81' '(2 'r fJ 2p2

v l' 3} ,+-<5( - - R) (J' cPn m (1', 'P, t)
rp p ,

Àn,m~n,m Cr, 'P, t) .

1 { ( 2 21 8 8 p2 [ (1')] 2 k1'2)- -n p --1'- + - P. + ve - - R + - 1
2 l' 81' 81' 1'2 'fi P 2p2

I/P l' 3} ,+-<5( - - R) (J' cP" m (T, 'P, t)
l' p ,

Àn,m~n,m (1', 'P, t) 1 ..

donc

55

(4.27)

comme nous pouvons l'écrire sous la forme

avec s = ::f:l est deux fois la valeur du spin (+1 pour le spin "vers le haut" et -1 pour le

spin "vers le bas"). Puis, en introduisant le ch.angement de variable ç = !: on peut écrire les
p
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équations aux valeurs propres sous la forme

1 { ( 21 éJ à 1 2 'l)- -n __ f:_ + -;-[P, + 1/8 (r.. - R)] + kÇ~
2 téJc"'éJt c2

y '" "

" <, " <, 1."
+SiO(E, - R) } X~',~ (E" cp)

Àn,mX~',;n (E" <p) ,

avec

56

(4.28)

ou bien

~n,m (r, cp, t) 1 1 (r)-Xn,m (E,,<p) = -Xn.m -,<p .
PP' P

1 •.( Xl )n,m

P X2n,m

(4.29)

(4.30)

Le facteur .! est introduit pour maintenir la condition de normalisation pour les deux fonctions,p

il est évident que Pep conmmte avec i (t) , la fonction ~n,m (r, <p, t) s'écrit donc sous la forme

~n,m (r, <p, t) = in,m (E,) eimep, mEZ

où nous avons tenu en compte que eimep sont des fonctions propres de Pep, en factorisant les

deux composantes

1
Xn,m
2

Xn,m

1"
i~,m (E,)eimep,

f~,m (E,)eimep

(4.32)

( ~;,m ) = ~in,m (E,) eimep = ~ ( i:,m ) eimep

~~ ~~

dans ce cas l'Eq. (4.28) regissant les deux composantes ce reduit à

Nous allons étudier deux cas conçernant E, puisque L'éq. (4.31) contient la fonction e (E, - R),

le premier est pour E,)R (à l'éxtérieur du solénoïde) et le deuxième est pour E,(R (à l'intérieur

du solénoïde).

tant que E, i- R dans les deux cas, alors o'(f, - R) = 0 donc (4.31) devient1"
1 { n21 Ô tÔ n2~ '//f}(t R).]2 kc2}'f12(c) À fl-2 (c)"2 - Z ôE," ôE, + e lm + Yi ." - +." n;m'" = n,m n;m ." ,
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1°) Pour E,)R on aura e (E, - R) = 1, (4.32) prend la forme

1 { 2 1 0 0 lî2 [ V] 2 2} J 2 1 22 -n. ~ éJE,E,oE, + elTl + li + K:f, fn:.m (E,) = Àn,m1n;m (E,),

2°) Pour f,(R on aura e (r - R) = 0, (4.32) prend la forme

1 { 21 0 è 0 lî2177,2 ,12'} 1,2 è _ 1,2 (
2 -lî Z of,i.,of, + ~ + k~. 1n,m (<.,) - Àn,m!n,m f,),

57

donc nous obtenons le système des équations suivant pour 1;/ (f,), qui sont des équations de

Bessel d'ordre (m, + *) et ln réspectivement

{

{ 1 8 C 8 1 [ + 1/] 2 k c2 + 2Àn,m } j1,2 (C) - °f, ôç<' of, - ~ rn ïi - ~<,.. ~ n,m <, -

{l.£C.£ _ m
2

_ k C2+ 2Àn,m} j1,2 (C) = °ç of," 8f, -zr ~<, --r;:r-n,m <,

f,)R,

f,(R,
(4.33)

Pour pouvoir résoudre l'Eqs.(4.33), on doit étudier les trois cas distingués conçernant la con-

stante k,

k= [

commençons par le premier cas,

4.3.1 cas k)O

on a

k)O,

k = 0,

k(O, k = (iSl)2 = _Sl2,

1,

(4.34)

{
{~8~f,~- P [rn + *]2 - be + ~} 1~2 (f,) = ° f,)R,

{~~f, %f, - ~ - be + 2~2} 1;';2(Ç) = ° f,(R,
on pose

f,)R, (4.35)

et

f,(R, (4.36)

1.,
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(??) est un système d'équations hypergéométriques confiuentes, leurs solutions sont régulières

et irrégulières en terme des séries hypergéométriques] F] (0', ry; z) , sont

f~2 (ç-) = exp (- fi:e) {AI,2ç-lm+KIIP] (,~ [lm + ~I + 1-~] lm + ~I + 1: fi:..~e)211 . m 2 fi Ii-lk ' 11 '11'

+ il;';' ( -;:,)'lm+*1 C1m+*1

XIF](~ [-lm,+ ~I + 1 -~] 1-lm + ~I' Jk e)} Ç-)R (4.37)2 ft n-lk ' . ft' ft '

l,'

avec

Ç-(R(4,38)

z

et

r (,)~ r (0' + n) zn
r(O') ~ r('"Y+n) n!

10' a(a+1)z2 a(a+1)(a+2)z3
+ - z + ( ')' + ( )( 2) -, + ...'"Y '"Y'"Y+ 1 2. '"Y'"Y+ 1 '"Y+ 3.

Vkeft

~ [lm+ ~I + 1 - ~]
2 " .' ftJk

'"Y = Im+~1+1

(4.39)

nous allons calculer les constantes A~2, B;;,,2 et C~2 en utilisant les conditions de raccordement

(4.40)

en dérivant (4.39) en trouve

(4.41)

1,
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( Vk 2)
IF] a, ,';Tf,

d F (, . .jk <2)
'1 ] O,i'h'>

dz

et pour l'ordre le plus bas en R

donc(4.42) devient

)ka ka(a+l) 3
2~-f,+2to:2 ( / + ...

IL " IL ,,' + 1

Jka;
2--R

li "

1 ..

(4.42)

(4.43)

(4.44)

aprés calcul nous obtenons

{

[1 III Il Sil] Àm[ Im+*I+lml JR2}
B1

,2 l ",lm + n: + m + h + fiT , H, m+~I+,1)(lml+l)~ = R m+Jï +Iml 1 _ 1.. h

C1,2 " [ 21" 1 Jm 2 mil. Àm m+;; R21 + iïl + fiT Hm+*I+l)(lm+*I+1)
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donc les solutions prènnent la forme finale

passons à la limite R -t 0, R2 ~ 0 et la solution devient

60

f~ (ç-) =

(4.45 )

nous remarquons que les coefficients [~+~I+!r] , [~ - ~ml+!I'] conçernant f!n (ç-) sont simi-
2 m+r, 2 m+r,

laires à ceux du cas précédent. Par conséquent, dans la limite R -- 0, il est claire que la solution

irrégulière contribue si la condition [31, 35] (4.75)est vérifiée et (4.45) s'écrit pour la première

composante f!n (ç-)

( Vk(2) R1mlexp --'"2lï

{
. l i

ml+lf+2 Im+!él (1 [ 1 VI Àm] 1 VI Vke)x DmR ç- r. lFi "2 1 + m + Yi - lïVk ' m + Yi + 1; -lï-

-Iml-lf -Im+!él (1 [ 1_ VI Àm ] 1 VI Vke)}+R ç- n iFi "2 1- ~~Yi - lïVk ,1- m+Yi ;-lï- ,(4.46)

où D~ est une constante non nulle. Alors, dans la limite R -t 0 la solution irrégulière domine

p (ç-) -tFlm+tl'lFi'(' ~ [1-" Im+~I.-~]- 1_11n+.~I_ ...Vke)....
m 2 lï lïVk' lï' lï
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et en utilisant les conditions( 4.75) , (4.76)et (4.78), nous arrivons à écrire la première composante

de la fonction propre X;l sous la forme

(4.47)

où e (x) est la fonction de Heaviside.

Le comportement asymptotique de la série confluente pour les grandes valeurs positives de

son argument est

F ( ) rb) Z Œ-,
1 1 a:,1', z -+r(a:)ez ,

il s'ensuit que la fonction propre X;" se comporte comme

(4.48)

1Xm rv

(4.49)

La dernière expréssion est exponentiellement divergente.

Cette divergence ne sera pas évitée sauf si on pose a: = -n [37]' avec n = 0,1,2, .... , cela

transforme la series en un polynome de degré n (polynomes de Laguerre ), qui nous permet

d'écrire

(4.50)
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, , . _ n! r(lm+* 1+1)
ou la constante am n - (1 DI) am ., r m+ïj +l+n

Dans le cas où les conditions (4.75) et (4.76) ne sont pas satisfaites ( contribution de

la solution régulière), les valeurs propres pour la solution régulière est obtenu à partir de la

condition

1 [1 IJ l ' À'In.n]'2 m + h, + 1 - VIn = -n,

a111s1,

Àm,n = vIn (2n!fm + ~ 1 + 1) .
les valeurs propres dans le cas où la solution irrégulière se présentent:

pour le premier cas (m = - N, N ~ 0, S = ,,-1), est

1 [ Ainn]'2 1- 7] - vin = -11 ,

Àm,n = vIn('f11 + 1-7]),

et pour le deuxième cas (m = -N - 1, N + 1 :::;0, S = +1)

~ [7] - ~~] = -11,
Àm,n = vIn (211+ 7]).

et les valeurs propres correspondantes de l' sont

(4.51)

(4.52)

(4.53)

Àm,n = vI { (1 - e(~)Om,-N - e(I-~)Om,-N-l) (211+ lm+ ~I + 1)

+ (e(~)Om,-N (2n + 1 - 7])+ e( -~)Om,-N-l (2n + 7]))}. (4.54)

Par contre nous remarquons que les coeffic,ients [~+Imll-~r], [~- ~tl-~,r] conçernant
2 m+;;: 2 m+;;:

[;" (ç) sont différents de ceux conçernant f~ (ç) et pour qu'ils soient les mêmes on remplace

S -+ -5, alors

f:' (f,) = exp ( - ;;' ç') R,m

{
Iml-lf Im+!él (1 [' 1 VI Àm] 1 VI VIe)x D R 1: n IFI - ,1+ m+- --,-" m+- +1'--

m,n <, 2 n nVk' n 'n

-Iml+lf -jm+!él (1 [ l' VI Àm ] 1 VI. Vke)} , ",,",+R ,f; nlF1, 21-~ +!i - nVI ,1- m+ n '-n-' ,(4.00)

1 ..
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où Dm,n est une constante non nul. Alors, dans la limite R ---t 0 la solution irrégulière domine

si la condition

I

v 1 vs
m, + li = - Iml + n'

2 (C (1 [ 1 v 1 ).,m ] 1 v 1 Vkt,2 )f d ---t l FI . - 1 - 171 + - - -- 1 - m + - :--
, m 2 n liVk' li' ft

à condition que
vsIml - li + 1 ) 0,

et en utilisant (4,56) , la condition ci-dessous s'écrit sous la forme

(4,56)

(4,57)

(4,58)

(4.59)

(

1/ Jk 2 (.;ke) )
X2(t ln) = a (1- e(~)O _ e(-~)O ) tlm+*ILlm+hl(~)e - 211 ei71YÇ

<" r m,n li m,-N ft m,-N-I <, n n

( .;ke)v -7) -"7 Vkt,2 -2it -iN,!,+ e(s)e("h)Om,-Nam,n f, Ln (-ft-)e e

2 (.;kf,2)
+ e(-s)e(-~)o a t"7-IL"7-I(Vkf,)e - 211 e-i(N+I)'!'ft m,-N-l m,n <, n n '

Donc

Alors

(4.60)

1
=1 pXm,n (f" <p),

(
l )

1 Xm,ll

= P X;t,n '
(4.61)

à partir de (4,24) la fonction d'onde cPn,m(r, <p, t) est de la forme

:1

cPm,n(r, <p, t) =

1 ..

p (
X~,n ). '
Xm,n
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avec

64

et

_i.-MPr2 ( (am,n (1- e(*)Om,-N - e( -*)om,-. N-l) çlm+*1
= e 21î P (he) )

<P~,n(r,'P,t) JP xJ!?l+*IC~e)e -211 eim<p

(he)e( )e.(lI), C-"lL-"l(vlke) -2fj -iN<p+ S Yi um,-Nam,n '> n -lt- e e

+e(-s)e(-~)o a C"l_lL"l-l(vlke)e(-V;f)e-i(N+ll'P}, lt m,-N-l .m,n '> n lt

i
Les fonctions d'ondes 'l/Jm,n(r, <p, t) = exp [iO:m,n,(t)J <Pm,n(r, <p, t) évoluent suivant l'équation de

Schrbdinger, et la phase O:m,n (t) est définie par

Mm,n (t)

(4.62)

J,.._... ~_
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4.3.2 calcul de la phase ûm,n (t)

l' integrantion par rapport au temps donne

65

Àm,n = Vk { (1 - e(~)r5m,-N - e(-~)r5m,-N-l) (2n + lm+ ~I + 1)
+ (e(~)r5m,-N (2n + 1- 7])+ e( -~)r5m,-N-l (2n + 7]))}. (4.63)

"m,n (t) = - V;; { (2n + lm+ ~I+ 1) + (B(~)(2n + 1 - ry) +B( -~) (2n + ry)) } l' ~p2dT,
Nous remarquons que la phase dépend du spin et du flux magnétique dans les deux termes dus

aux solutions régulières (le premier) et irrégulières (le deuxième).

Nous déduirons la forme finale des fonctions propres
1 ..

+00

7jJ (r, <p, t) = L L 7j!m,n (r, <p, t)
n m=-oo

~~=(~t::)

1

'ljJ(r, <p, t)
+00

LL
n m=-oo

ei( am,>t(t)-~r2) ( 1 ( ) )Xm,n r, <p, t .
a1!l-,n------vP X~,n (r, <p, t)

1 ..

(4.64)
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Alors

66

/j}
, rn.'l71

II

revenons maintenant au deuxième cas

4.3.3 cas k = 0

{
{LQt.2..._ 1 [m+~]2+2Àm}f1,2(t)=O

E, BE, <, BE, ~ li 1i2 m <,

{1..2...C.2..._ m
2 + 2Àm} f1,2 (C) = 0

E, BE, <, BE, ~ 1i2 m <,

posons V2;m = f.L, (4.65) prend la forme

1."

ç)R,

ç(R,

ç)R,

ç(R,

(4.65)
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(4.66)

ceux sont les équations de Bessel d'ordre (m + *)et m, explicitement, leurs solutions générales

dans les deux régions sont

{

Al,2 J v (11(:) + B1,2 J ,v (Iif:) (:)R,jl,2(ç) = {Lm im+f, 1 rc' {L,m -Im,f, 1 r- c, c,
{L,m 2

C{~:mJlml({lÇ) 1, ç(R,

où A~',~, B~:~et C{~:;lsont des constantes arbitraires et Jlm+r, l' J -Im+r, 1 et Jlml représentent les

fonctions de Bessel d'ordre (m + *) et m, qui peuvent s'écrire sous forme de séries comme suit

puisque m + * =1- entier, donc

00

J ( ) - (z) a "'\' (_1)1 (z) 21
a Z - "2 L....t l'r(a+l+l)"2 '

1=0
00

J () (_)-a~ (_1)1 (_)21
-a Z = ~ L....t l!r(-a+l+l) ~

1=0

(4.67)

(4.68)

(4.69)

Pour déterminer les constantes A~',~, B~:~et C~:~ nous devons imposer les conditions de

continuité (de raccordement) aux solutions (4.61),

(4.70)

(4.71)

J

elles se réduisent à

1,
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en utilisant les développements en séries et pour l'ordre le plus bas en f-lR

llm+* 1(f-lR) ~ (fLR)lm+r,1
~

2Im+*lr (lm + *1 + 1)
cl fi lm + *1 (fLR)lm+*I-l

dR1Im+*I(/lR) ;::::;

2fm+*fr (lm + *1 + 1)

1-lm+*1 (/-LR) ;::::;
(/-LRt1m+* 1

2-lm+*lr (-lm + *1 + 1)
cl 'II lm + * 1 (l-iR)-lm+f, 1-1

clR 1-lm+*1 (/lR)
~~

2-lm+7ilr (-lm + *1 + 1)

llml (f-lR) ;::::;
(l-iR)lml

2lmlr (Iml + 1)
d f-llml (/-LR)lml-l

dR llml (/-LR) ~~ 2Imlr{lnz,1+ 1)
nous aurons

68

12 (/-LR)lm+*1 12 (fiR)-lm+*1
A,j'm 1 1 +Bp'm~'I-~I-----, 2m+*r(lm+*1+1), Tm+*r(~lm+*1+1)
A1,2 /-Llm + *1 (/l,R)lm+7if-l _ B1,2 /-Llm + *1 (/-LRtfm+*I-l =

/-L,m2Im+*lr(lm + *1 + 1) p,m2-lm+*lr (-lm + *1 + 1)

aprés calcul nous obtenons

12 ( Sl/) (/J,R)lml
C/-L:m Iml + li 21mlr (Iml + 1)

A1,2/-L,m =C1,2/-L,m
B1,2/-L,m =C1,2/-L,m

ce sont deux équations à trois inconnues, nous obtenons

A1,2
1.L,ffi

1 ..
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de cette manière, la solution( 4.66) pour f,)R est

69

à la limite R -t 0, on remarque bien que la solution irrégulière (le deuxième terme) disparait

ainsi que la singularité que représente la fonction.] -Im+* 1(p,f,), à moins que

1

1/1 SI/m+ Yi = -Iml- h' (4.75)

dans ce cas là nous devons introduire le plus hau' ordre en f.LR dans le coefficient de Jlm+* 1 (f.LÇ),

cela donne

où D~',;' =1- O.il s'ensuit que f~:;,..(f,) -t J_lm+* 1 (f.Lf,) à condition que

SI/Iml +n+ 1) 0,

tenant compte de (4.75), nous tirons

(4.77)

(4.78)

cela montre que la solution admissible de l'équation de Pauli dans la limite R -t 0 est toujours

la solution régulière à moins que (4.75) et (4.78) soient simultanément vérifiées.

Et pour qu'elles soient significatives, il est commode d'écrire
1 ..

1/
Yi = N + 1] ,0:::; 1] ( 1, (4.79)

par conséquent, la solution f~:;,..(f,) reste toujour régulière, comme on peut vérifier que les

conditions (4.75) et (4.78) sont vérifiées à l'éxception des deux cas

li

{
a) m = -N, N ~ 0, 3 = -1 ou

. o)rri=-N-r, N+r:::;O 3=+1,
(4.80)
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1 ..

comme on peut remarquer que la relation (4.75) exige que 8;( ( 0, afin que la solution J-lm+7i 1 (p,E,)

soit admissible. Et la première composante est donnée alors par

Xl - 11 (c)eim'P
'/-L,m - /-L,m ':,

{
~e-i;lm+*IJ. (lIt)eim<pL." Im+7i 1 ,-<.,

+e (-s) e (~) e-iN'Pe-i;(N-*) L1)(~tO

+e (+s) e ( -~) e-;i(N+l)'Pe-i7(7i-N-1) .11)-1 (f.LO}

Où la prime indique l'omission des deux termes spécifiés par la condition( 4.80) .

revenons à

(4.81)

l,:,m (ç)

on remarque qu'à la limite R ----.0, la solution irrégulière ne disparait pas même si on impose la

condition(4.75), alors on va remplacer s ----.-s et dans ce cas là, à la limite R ----.0 la solution

irrégulière disparait à moin que

1

VI svm+ li = -Iml + fi'

en parcourant les mêmes étapes que pour 1~(0 sauf la condition(4.77) qui devient

svIml - fi + 1 ) 0, (4.82)

et en tenant compte de( 4.84)on tire la même condition(4.78), nous arrivons à écrire la deuxième

composante sous la forme

1 ...

_1

Le -i; Im+7i 1 Jlm+* 1 (f.Lç)eim'P

+e(s)e (~) e-iN'Pe-i;(N-*)L1)(f.Lf;)

+e(-s)e {-~) e-i(N+l)<Pe-i;(*-N-l)J1)_l(f.LÇ) (4.83)
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donc

(4.84)

avec

i Mf; 2 1

_e-_2/i_. _P_T {~e-i~lm+*IJI !!.[ (p,= )eim<P
p ~ m+n p

+8 (-s) 8 (~) e-iN<Pe-iHN-*) Lry(p,~)

+8 (+s) 8 ( -~) e-i(Y;t1)<p e-i~ (* -N -1) Jry-1 (p,~) }

et

(4.85)

(4.86)

Les fonctions d'ondes 'i/JJ.L,m(r, 1.fJ, t) = exp [icxJ.L,m(t)] cP/J,m (r, 1.fJ, t) évoluent suivant l'équation

de Schrodinger.

4.3.4 calcul de la phase ŒJL,m(t)

la phase cxJ.L,m (t) est définie par

I.~
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nG/-l,m (t)

(4.87)

donc l'Eq.(4.87) prend la forme

nous arrivons à écrire la phase comme suit

t

c£/L,m (t) = - À;: J A~:2 (<P/L,mll<P/L',m)
o

(4.88)

les fonctions d'ondes 'I/J/L,m (r, 'P, t) solutions de l'équation de Schrodinger sont données donc par

Et maintenant étudions le troixième cas

4.3.5 cas k ( 0, k = _[22 = (i[2)2

(<P/L,mll<P/L',m) dT

<P/L,m (r, 'P, t)

1 ..

(4.89)

suivant les mêmes étapes comme dans le cas k > 0, on trouve les équations dans les deux

régions

{
(_ft;) {t 8~~:f,- fï [m + *]2 + ~~e} 1},;2 (ç) = Àm 1;",2 (0

(_~2) {t:f,ç~ - ~ + *e} 1;';2 (ç)= Àm 1;,{2 (0

ç)R,

~(R,
(4.90)

avec

{
hl},;2 (ç) = Àmf.;,;2 (ç)
I~/;,;2 (ç) = Àmf;,;2 (ç)

ç)R,

ç(R,

l,"

ç)R,
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et

73

( ~2) {~ 2 n2 }f Il, 1 U [) 'ln, Of, 2

12= -2 ~[)çf,[)f,- [;2 + n2t, ç(R,

(4.90)est un système d'équations paraboliques, pour les rendre sous la forme d'équations hy-

pergéométriques on va introduire la transformation unitaire suivante

v, = exp CYIi[l'Pr + p"l'])

en utilisant la relation de commutation

on arrive à
-2 -2 . aV,= e-'2e,rpr. = e-'2e-"rar

en utilisant le changement de variables précédent r = pç, alors

et par consequent
'2 . C aV = e-'2 e-'T" a{, ,

cet opérateur a les propriétés suivantes

V,rV,.-l

V,.PrV,.-l

V,.F (r) V,.-l

{
hV,.-l V,.f~2 (f,) = Àm\t~}V-rf,~2 (f,)

I~V,.-lV,.f~2 (f,) = ÀmV,.-lV,.f~;2 (f,)

en appliquant V,. à gauche des termes de l'Eq.(4.95) on trouve

{

(V, 12V,.-l) V,.f~2 (f,) = ÀmV,.f~2 (f,)

(V,.I~V,.-l) V,.f~2 (f,) = ÀmV,.f~2 (f,)

et en utilisant les propriètés précédentes on arrive à

f,)R,

f,(R,

f,)R,

f,(R,

(4.91)

(4,92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)

1 1 ..

(4.97)
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et aussi

et

le système( 4.96) devient

{
(_~2) e2i-y {~8~Ç-~- i:x [m + ~J2+ e-4i'I~. e} f),{2 (e-hÇ-) = Àmf),{2 (e-i-yÇ-)

( - li;) e2i-y { ~ 8~ç-~ - 'f? + e-4i-y~e}f),{2 (e-i-y Ç) = Àrnf),{2 (e-i-y ç-)

pour que e-4i-y = -1, il faut que l' = ::f::~, alors i.tlernier système ce réduit en

{

::f::i (-"22
) {~8~Ç-~- i:x [m+ ~J2- %e} f,~2 (e:h%ç-) = Àmf),{2 (ëi%ç-)

::f::i (_1i22
) {~8~Ç-%ç- ~ - %e} f),{2 (ëi%ç-) = Àmf),{2 (ëi%ç-)

on pose

74

Ç-)R,

Ç-(R,

(4.98)

Ç-)R,

Ç-(R,

Ç-)R,

Ç-(R,
(4.99)

{
[V"~I,V;:1]g~2 (<) ~ Àmg~2 (ç)

[V:!:%I~V;i] g~2 (ç-) = Àmg~2 (ç-)
avec

Ç-)R,

Ç-(R,
(4.100)

J__

ceux sont les fonctions propres de J2 = V:!:%I2V;r
Nous comparons avec (4.35)et (4.36) on trolf'E}

alors

(4.101)

(4.102)
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1."

{
1. gl,2 (J:.) = rJ 91'.2 (C)2 nI <, m. m <.,

r'gl,2(C) =rJ gl.2(C)2 m <., m nI <.,

f,)R,

f,(R,

75

(4.103)

qui signifie que g;,.~2(f,) = \Ir. % 1;;,2 (f,) sont les fonctions propres de h avec des valeurs propres

{)m = =j=i,Àrn, alors en utilisant(??) ,nous obtenons la solution

f,)R,

f,(R,

qui est équivalent à écrire

g;;,2 (f,) = (:l:i)i exp [J~(VHf,r]
x {Am ()Hf,),m+K1

X 1F1 (~ [1 m+ ~ 1 + 1- {)m] ,lm + ~ 1 + 1;I~ 1( )Hf, r)}
{+Bm ()Hf,) -lm+*1

X1F1 (~[-I~+ ~I + 1- rJ~], 1-lm+ ~I; I~I ()Hf,r)} f,)R,

et

1

f,(R,
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Nous remarquons que les solutions obtenus sont des fonctions hypergéométriques sauf que le

paramêtre [~ I7TL + ~1 + 1 - 13m] est complexe ( 13m = i.Àm) qui peut prendre toutes les valeurs

possibles et imaginaires, donc nous sommes devant l'étude d'un spectre continu, contrairement

à ce qu'on a dans le cas précédent ( k > 0), où leJl~ramêtre est réel et les spectres sont discrets.

de la même manière que dans le cas précédent, nous allons calculer les constantes A~2, B;;2
et C;;,2 en utilisant les conditions de raccordement

(4.104)

et en utilisant (4.75) , (4.77) , (4.78) et en faisant juste le changement de variable z = =fi I~Ie
et pour l'ordre le plus bas en R

(4.105)

(4.106)

1

donc( 4.104) devient
1 ..

( )Im+!él ( )-Im+!él ( )ImlA~2 VHR n + B~2 VHR n = C~2 VHR

et

aprés calcul nous obtenons

[1 1/ 1 1.1 S1/] 1'Jm [ Im+* 1+lml ] (VER)2
A1,2 ( )-lm+!é1+1ml m+Ji + m.+T +7t2R-m+!é1+1)(lmi+1) z~= VHR n . n.

C;;,2 21m 1/1 t9m[ 2Im+*1 ] (VER) 2
+ Ji + 7t2 (-,lm+*I.+1).(I171+*1+1).

1 ..
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{

[1 1/1 1 1 S1/] d [ 1111.+*1+1111.1] (/FiR) 2 }
AL2 ( ) 1111.+!::I+I111.I. m + ïi + m +. h + W H- m+!::I~I)(Iml+l) Z~:2= yfbR n 1 - v n

Cm 21m + '!.I + ~ [ 2Im+7i1 ] (/FiR)2
r, /)- r:-Im+* 1+1)(1111+* r+ï)

donc les solutions prennent la forme finale

g~2 (Ç) = /33 {;34 x ;35 + ;36 X /37} f,)R,

(33 = (:l:i)i exp [J~I~vilif, f] (AiRY111.1

(34 = (AiR) -1111.+*1(Aif,) 1111.+fl

[lm + *1 + Iml + s;] + ~ [( 1 lm 1*1) ~T', )] (:l:iR2
)-m+*+1 m+1

x [2Im. + '!.I ]21rn + '!.I + ~ li (:l:iR2)
li li (-lm + * 1 + 1) (1171,+ * 1+ 1)

(35 =1 FI (~ [lm + ~ 1 + 1 - 19111.] , lm + ~ 1 + 1; ( ~i I~I) e)
(36 = (AiR) 1111.+*1(Aif,)-I111.+r.I{l

[1 vii I:l:: sv] dm [ lm + * 1+ Iml ] (:1: 'R2)m+ïj + m h +-,p (-lm+*I+l)(lml+1) z

I
v 1 {) [ 21m + * 1 ]. 22 m + ïj + nT (-1 +l'!.1 ) (1 '!.I ) (:l:zR)m.Ii+1 m+Ii+1

(37 =1 FI (~ [-lm + ~I+ 1 - 19111.] ,1 -lm + ~I;(~i I~I) e)
passons à la limite R --t 0, R2 ~ 0 et la solution devient

1

en passant par les mêmes étapes précédentes (4.75) et (4.78) on arrive à

g~2 (f,) = (33 {D~2 (AiR Y111.I+7f(Aif,) 1111.+*1(35

+ (v'FiR) -Imt-II (v'Fiç) ++fj (3, },

1 ..

f,)R, (4.107)

(4.108)
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(4.109)

(4.110)

1

où D;~2 sont des constantes non nulles. Alors, dans la limite R -+ 0 la solution irrégulière

domine

g,I,;2 (ç) -+1 FI (~ [l-lm + ~1-19m],1-lm +~I;(=j)~I) e) .
Par la même procédure parcourue dans le cas précédent, la première composante de la

fonction propre X:n est donnée par

1 (V V ) ((17) Im+*1 (.{ [=t'i~e] im'PXm(';,'P)=am 1-B(F,)Om,-N-B(-y;,)Om,-N-l x v::l::t.; fJSe 2" e

[ .:
f1le] { v ( '(17 )-'1+ e =t'ln B(-s )~( F,)Om,-Nam v::l::?:.;

(1 [ 1 vI 'l3m] 1 vI ( .IDI) 2) -iN}x1F1 2 1- rn+h - nlDI ,1-. )TL+h, ~?T ç e 'P

+ e[=t'il~le]{B(S)B(-~)Om,-N_lam (Ai';r-1

(1 [ 1 vI 'l3m] 1 1/1 ( IDI) 2) i(N+l)}X IF1 2 1- rn + h - n IDI ' 1 - rn + h' ~iT ç e- <P,

Le comportement asymptotique de la série confluente pour les grandes valeurs positives de

son argument est (4.48), il s'ensuit que X:n se comporte comme

X~(';,'P) "J e[=t'il~le]{am (1- B(~)Om,-N - B(-~)Om,-N-1) (Ai.;)lm+*1

(

(17 )-li$-+lm+*1+1]
X v::l::tç ,

+B( -s)e( ~)Om,-Nam (Ai';) -'1 (Ai';) -1iffiJ,+l-'1]

v ()'1-1( )-~[i$-+'1J}+B(s)B( -h)Om,-N-1am Ai.; Ai.; ,

comparons avec l'Eq.(4.54), nous remarquons que

1 ..
19m = ~iÀm (4.111)

Et pour déduire X:',(.;, 'P) nous remplaçons s -+ -s dans l'Eq.(4.110)nous obtenons

X~,(';,'P) "J e[=t'i:~,le]{am (1- B(~)Om,-N - B(-~)Om,-N-l) (Ai.;)lrn+*1

(
rI= )-[i$-+lm+*1+1]

X v::l::tç

+B(s)B(~)Om,_Nam (Aiç) -'1(Ai';) -1i$-+I-'1]

+B( -s)e( -~)Om,-N-1am (Ai';r-1 (Ai';) -r[I~';},+'1]}, (4.112)
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Alors le comportement asymptotique des composantes de la fonction d'onde (solutions) 1Jm (1', cp, t)
s'écrit comme suit

cjJ~ (1', cp, t)

(4.113)

(4.114)

et

cjJ~,n (1', cp, t)

..i. M P r2
e- 2/ï p ['Inl 2] {( v V)---e 'l'12iiÇ a 1- e(-)o " - e(--)o N 1vIP = 11, m,-lV n m,- -

X ( Vbç) Im+*1(Vbç) -1~+lm+* 1+1J

+e( -s)e(~)Om,-Nam (Vbç) -» (Vbç) -1THv,+1-»]

+e(s)e( -~)Om,-N-1a! ..•(Vb~)»-1 (Vbç) -[~+»]},

On déduit la forme des fonctions propres 7./Jm,1'Jm (1', cp, t) qui évoluent suivant l'équation de

Schrodinger

L

7./J~.{)m (1', cp, t)

'ljJ~,{)m (1', <p, t)

(4.115)

(4.116)
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4.3.6 calcul de la phase Œm:19m (t)

la phase G:m,,),,, (t) est définie par

(<pm,Üm 1 in :t - H(t) i<Pm',dJ '

( <Pm,,Jm!1- "~:p21 <Pm' ,,Jm)

\ ~m,Üm 1- Il:p21~m',üm)
-11~~2 \~m,ümll~m"üm)

80

(4.117)

1

comme nous pouvons écrire la solution générale en forme condencée comme suit

(

1/;21 ) ~'~ ~_oo (1/Jm
2
1

,.Jm )
1/; (r, 'P, t) = ~

'ljJ m--oo tPm,t9m

alors le comportement asymptotique des solutions s'écrit comme suit

(4.118)

(4.119)

(4.120)
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et
,2

'4) nl,{) 111

(4.121)

~ ..

1...

1...
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Conclusion générale
Dans ce mémoire nous avons solutioné l'équation de Pauli dépendante du temps à 2D

confinée dans un potentiel harmonique en présence de l'effet Aharonov-Bohm.

En premier lieu nous avons éxploité la théorie des invariants pour résoudre cette équation.

En dexième lieu nous avons présenté en détails l'effet Aharonov-Bohm.

En troisième lieu nous avons exposé les travaux de Hagen relatifs à la diffusion des particules

non relativistes chargées sans spin et les particules relativistes chargées de spin 1/2.

En dernier lieu nous avons solutioné l'équation de Pauli dépendante du temps à 2D en

présence de l'effet AB, on a constaté que les spineurs solution de l'équation de Pauli sont:

_des fonctions hypergéométriques confluentes dans le premier et le troisième cas (k > 0 et k < 0),

_ des fonctions de Bessel dans le deuxième ( k = 0 ) ,
dont l'argument dépend du flux et que les sohfi9ns irrégulières contribuent dans certains

cas particuliers. Comme noUS avons vu que la nature du spectre des solutions dépend de la

constante k, autrement dit de l'équation auxillaire j un spectre discret pour k > 0 et continu

ailleurs ( pour k = 0 et k < 0).
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Résumé:
L'effet de la diffusion des particules chargées par un solénoïde droit infiniment

long qui enferme un flux magnétique constant, appelé effet Aharonov-Bohm, présente un
intérêt primordial en mécanique quantique. Notre objectif ici est de traiter l'équation de
Pauli dépendante du temps confinée dans un potentiel harmonique en présence de l'effet
Aharonov-Bohm en utilisant la théorie des invariants. En fait, c'est en introduisant un
paramètre dépendant du temps que nous puissions rendre le problème l'est, d'où la
possibilité de l'application de cette théorie. En outre, nous trouvons que les solutions
obtenues ne sont pas uniquement de diffusion (spectre continu), mais présentent aussi des
états liés (spectre discret), Ce qui est inattendu et défie la convention que seuls les états
non liés existe dans un phénomène de diffusion.

Mots clés : diffusion des particul'es chargées, théorie des invariants, solénoïde, effet
Aharonov-Bohm, spectre continu, spectre discret

Abstract:
The effect of the scattering of charged particles by an infinitely long straight

solenoid that encloses a magnetic flux, known as the Aharonov-Bohm effect, is of
paramount interest in quantum physics. Our object here is to deal dependent Pauli
çquation confmed in a harmonie potential in presence of Aharonov-Bohm effect by using
the invariants theory. In fact, it is by introducing a time-dependent parameter that we can
return the probJem as time--dependent,so that the possibility of the application of this
theOlY. Moreover, we find that the obtained solutions are not only of scattering

. (continuous. spectrum), but presents aiS{) bound states (discrete spectrum), what is
unexpected and defies the convention that only the scattering states exists in a scattering
phenomenon.

Keywords: the scattering of charged particles, Învaliant theOl)', solenoid,Aharonov~B()h111
effect, Continuous spectrum, discrete spectrum.
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