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Introduction générale
Le travail précurseur de David Bohm et son étudiant Yakir Aharonov [5] a révélé que les
potentiels électromagnétiques n’ont pas été introduits seulement comme des outils mathéma-
tiques commodes pour calculer les champs, mais aussi comme des objets qui peuvent produire
des effets observables. Ils peuvent affecter I’état de la matiére dans des régions ou les champs
correspondants n’exercent aucune force. En particulier, une particule chargée se déplacant en
présence d’'un potentiel vecteur acquiert une phase topologique qui peut provoquer un dé-
placement des franges dans une expérience d’interférences ou le champ magnétique est confiné
dans une région trés réduite de I’espace. Ce phénomeéne purement quantique s’appelle : Peffet
| Aharonov-Bohm (AB).
L’objet de cette thése est de solutionner ’équation de Pauli dépendante du temps & 2D en

présence de I'effet Aharonov-Bohm en utilisant la théorie des invariants.

|
|
|
1

A partir de cela, nous présenterons dans une premiére partie la théorie des invariant de
Lewis-Riesenfeld [4, 7, 8, 17]. Un rappel introductif nous permet dans un premier temps de
décrire briévement cette théorie, dans un deuxiéme temps nous exposerons la solution de I'équa-
tion de Schrédinger, nous introduirons ensuite la méthode pour trouver linvariant. En dernier
temps et pour illustrer cette théorie nous traiterons deux exemples[51] :( 1) l'oscillateur har-
monique & masse et fréquence dépendantes du temps, (2) particule chargée 4 masse dépendante
du temps plongée dans un champs électfomagnétique dépendant du temps.

Dans une deuxiéme partie I’effet Aharonov—Bohm sera présenté et détaillé, en premier temps
nous le décrirons en commencant par I'expérience d'interférence puis le calcul du déphasage
entre deux trajectoires dont on montrera qu'’il ne dépend que du flux magnétique, en deuxiéme
temps nous traiterons l'oscillateur harmonique & masse et fréquence dépendantes du temps en
présence de 'effet AB.

Dans une troisiéme partie, nous exposerons les travaux de Hagen (31, 32, 33, 34] relatifs a la
diffusion des particules non relativistes chargées sans spin et les particules relativistes chargées
de spin 1/2, ou il a montré, d’une par§, que les solutions irréguliéres contribuent dans certains

cas particuliers, d’autre part, que l'inclusion du spin affecte ’amplitude de diffusion.
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,

; - Dans une-derniére partie; nous traiterons1’équation de Pauli dépendante du temps confinée
dans un potentiel harmonique & 2D en présence de 'effet AB qui constituera le résultat essentiel
de ce mémoire.

En fin nous concluerons sur les travaux effectués durant cette thése.



Chapitre 1

Théorie de Lewis-Riesenfeld

1.1 Introduction

L’étude des systémes dépendants du temps a été le sujet d’un grand intérét dans les lit-
tératures, que ce soit en mécanique classique [1, 2] ou quantique [3]. Le retentissement d’intérat
sur ce sujet est dt au fait que les systémes dépendants du temps peuvent &tre traités comme
un modele exactement soluble et peuvent étre utilisés dans plusieurs applications en physique
tel que 'optique, la mécanique quantique, ...

On considére la théorie des invariants pour un systéme quantique général dont 'opérateur
Hamiltonien H(t) est explicitement dépendant du temps. Bien siir, un tel systéme n’est pas
fermé, dans le sené ouily a des influences externes, qui peut changer les parametres du systéme,
changer son énergie totale ou le moment angulaire,...etc. La théorie du rayonnement semi-
classique fournit un exemple bien connu. Dans ce cas Je systéme quantique est pris pour étre un
atome ou une molécule qui subit une transition radiative, et le terme explicitement dépendant
du temps dans "'Hamiltonien est l’in’teg'action avec le champ de la radiation classique.

Les techniques d’approximation habituelles pour traiter un tel systéme sont la théorie de
perturbation dépendante du temps (dans laquelle le terme dépendant du temps est considéré
petit), "approximation adiabatique (dans laquelle I’échelle de variation du terme dépendant du
temps est grand comparé & toutes les périodes caractéristiques du systéme), et approximation
"soudaine" (dans laquelle les changements externes sont soudainement trés rapide, ..., comparés

a la période caractéristique la plus courte). Les résultats de 'approximation adiabatique et
p
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soudaine-seront-déduits comme des hmites-des résultats rigoureux-de la-théorie des invariants.

Le but de cette discussion des systémes dépendant du temps est la dérivation de la relation

entre les états propres de l'invariant et la solution de I’équation de Schrodinger. Nous pouvons
trouver une transformation de phase dépendante du temps pour chaque état propre d’un in-
variant tel que la fonction propre devient une solution de 1’équation de Schrédinger, et la phase

est déterminée en résolvant une simple équation différentielle du premier ordre.

1.2 Solution de L’équAtion de schrédinger

Nous considérons un systéme dont 'Hamiltonien H(t) est explicitement dépendant du
temps, et nous supposons l’existence d’un autre opérateur Hermitien non trivial I(t), qui est

un invariant. C’est-a-dire, I(t) satisfait les conditions

dl 01 1 -
et
It=1. (1.2)

L’équation de Schrodinger qui détermine le vecteur d’état dépendant du temps |1)) est

. 0

the 1) = Ht) ¥). (1.3)
En appliquant ’¢quation (1.1) sur izp) et utilisant I’équation (1.3), nous obtenons la relation

oI 1
EW’)‘F—hUaH] |¢> =0,

i

L0 |

thar (T14)) = H(t) (1)), (1.4)
cette dérniére implique que I'action de l'invariant sur un vecteur d’état produit une autre
solution de I’équation de Schrodinger. Ce résultat est valide pour tout invariant, méme si ce
dernier implique des opérations de dérivation par rapport au temps. Sil'invariant n’implique pas
des dérivations par rapport au temps, alors nous sommes capables de dériver une régle simple
et explicite pour choisir les phases des fonctions propres de I(t) tel que ces états eux-mémes

satisfont I’équation de Schrodinger. Dans ce qui suit, nous supposons que I(t) n’implique pas des
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- dérivations-par rapport au temps. L’'mvariant avec-lequel nous traitons 1escillateur-harmonique

dépendent du temps et le mouvement de la particule chargée, satisfait cette exigence.

Nous supposons que 'invariant 7(t) a un ensemble complet des fonctions propres. Nous
dénotons les valeurs propres de I(t) par A, et par I‘P,\,k> les fonctions propres, ou k représente
tous les autre nombres quantiques négessaire pour spécifier les états propres. L’équation aux

valeurs propres s’écrit comme
I(t) l@x,k> = A “Px,k> ) (1-5)
<‘+”x,1c" 90,\,k> = 5A’,A5k',k~ (1.6)
En vertu de I’équation (1.2), les valeurs propres ) sont réelles. Elles sont aussi indépendantes

du temps, comme nous pouvons le déduire dans le simple chemin suivant. En dérivant I’équation

(1.5) par rapport au temps, nous obtenons
oI d oA 5}
En lean) + [5% lore) = bt lear) + )“a_t loar) - (1.7)
Appliquons I’équation (1.1) sur l’état propre ltpA’k>, ce qui nous donne
L O0I :
Zh”@? I‘P/\,k> +1H I‘P,\,k> - '\H loak) =0, (1.8)

le produit scalaire de I'équation (1.8) avec un état (¢ | est

ik <‘P,\’,k' 5t ‘P,\,lk> + (N =) <‘r0,\’,k'| H |<P,\,k> =0, (1.9)
ce qui implique
(@] of loaw) =0, (1.10)
ot :
prenons maintenant le produit scalaire de 1’équation (1.7) avec <<p/\yk|, nous obtenons
oA oI
e : <90/\,k| En I‘P,\,‘k> =0. (1-11)

Comme les valeurs propres sont indépendantes du temps, il est clair que les états propres
doivent &tre dépendants du temps. |

Pour chercher le rapport entre les états propres de I(t) et les solutions de I’équation de
Schrodinger, nous écrivons en premier lieu ’équation du mouvement de |(p ,\,k>, en commencant

par 1’équation (1.7) et en utilisant l’éQuation (1.11), on abouti a

O-Dglord = Dlors). (112)
l’i

|
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En prenant-le-produit-scalaire -avec v<<-p X I et utilisant-V’équation-(1.9) -pour éliminer

R %—g_l.@/\,lﬂ>.’ nous thenons,_i
iR (A = N) @y (-% lore) = (A= N) (ow | Hoaw) (1.13)
de ceci, pour A # X', nous déduisons
A (ool 2 fone) = (vl H loas) (L14)

L’équation (1.13) n’implique pas

. 0
il <99A,k'| Bt I(P,\,Ic> = <<P,\,-k" H l@x,k> :

Si 'équation (1.14) avait tenu pour A = X' aussi bien que pour A # ), alors nous dé-
duisons immeédiatement que |(p)\,k> satisfait I’équation de Schrédinger, c’est-a-dire, Igo,\’,c> est
une solution particuliére pour I’équation de Schrodinger pour |4).

La phase de |99A1k> n’a pas été arrangée par nos définitions. Supposons qu’une phase quel-
conque définie a été choisie, mais nous sommes encore libres de multiplier par un facteur de phase
dépendant du temps arbitraire. C-a«dlnous pouvons définir un nouvel ensemble des vecteurs

propres de I(t) lié & notre ensemble par une transformation de jauge dépendante du temps

|90A,k>_a = exp [iaxe(t)] [ork) (1.15)

ol aryx(t) est une fonction réelle de temps arbitrairement choisie. Ces ’(p/\ k>a sont des états
propres orthonormaux de I(t) associés & A, aussi bien que les |g0A’,C> .51 nous choisissons bien

les phases a(t) I’équation (1.14) sera vérifiée pour A = M'et donc I’objectif sera atteint. Il faut

juste avoir

do . 0
h5/\k'TAk = <<P,\,k'| ma - H I‘P,\,k>- (1.16)

Du fait que chacun de nouveaux états propres de I(t) satisfait ’équation de Schrsdinger,

la solution générale est donnée par

[9) = > Cos exp lion(t)] o (1)), (1.17)

Ak

ou Cy sont des coefficients indépenddnts du temps et correspondent & |3 (0)) via

[%(0)) =Y "Carexp [ioxs(0)] [0, (0)),

1
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l1)-est la solution-de 1'équation-de-Schrédinger et-'-]yg-x:‘k_ (t)) sont les-états propres de I'nvariant.
~ En résumé : | |
(1) L’action de l’invariaht I sur une solution de I’équation de Schrodinger (1.3), nous donne
une autre solution de cette équation.
(2) Cet invariant I a un spectre constant au cours du temps (independent du temps).
(3) Si I a un spectre non-dégénéré, toutes ses fonctions propres sont aussi solutions de

I’équation de Schrodinger (1.3) & une phase prés.

1.3 Comment trouver un invariant

Une fois que nous connaissons 'intérét d’utiliser les invariants pour décrire les solutions,
nous pouvons attaquer directement le probléme de trouver ces invariants.

Dans le cas d’un systéme de dirﬁélsion finie, iy é un résultat due a [3] qui dit que :

Nous pouvons avoir un invariant du systéme (1.3)en construisant une algébre de Lie, mais
le probléme traité par ce mémoire est un bon contre exemple, car nous allons demonter que
nous pouvons trouver un invariant sans construire une algebre de Lie.Ce résultat est exacte (en
temps finie mais peut-étre pas petit). Dans le cas de dimension infinie, pour qu’un systéme de
la forme (1.3) ait un invariant, on doit avoir le fait que P’algébre de Lie soit de dimension infinie.
Paradoxalement, plusieurs exemples d’intérét physique (comme oscillateur harmonique), ont
une algebre de Lie de dimension finie (elle est méme de dimension réduite).

Donc nous nous mettons 1a, dans le cas d’un systéme de dimension infinie, sous I’hypothese
d’avoir une algébre de Lie de dimension finie. Nous allons voir, comment cette hypothése peut
nous aider & trouver I’ensemble des invariants de notre systéme de Schrédinger.

Supposons par exemple que ’algébre de Lie engendrée par H (t) est donnée par I’ensemble

des opérateurs hermitiens :

”/!= {Tl,TQ,...,Tn}. (118)

Nous allons donc essayer de trouver des invariants I qui se décomposent complétement sur

cette algébre de Lie. Prenons alors I sous la forme :

10 =3 A0, (119
=1
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en-injectant cette-forme-dansla définition des invariants, c’est a dire {1:1), nous voyons-bien-que

les 53,(t) doivent vérifier un systéme d’équations. Pour retrouver ces équations différentielles,

nos avons besoin de connaitre la décomposition des commutateur [H(t), 7;] dans la base A. En

faisant cela, nous allons trouver les coefficients Clj :
[H(),T) =) CIT;. (1.20)
j=1

I’expression ci-dessus n’est vraie que si notre algebre est fermé.
Connaissant ces coefficients nous pouvons donner les équations différentielles que les j3,(¢)

doivent vérifier :

2}
iB,(t) = ﬁiqjﬂj(t) le{l,2,..,n}. (1.21)

Ainsi, & chaque ensemble des §,(t) qui vérifient (1.21), est associé un invariant I = >_ 3,(¢)7;.

1.4 Exemples

1.4.1 Oscillateur harmonique avec masse et fréquence variables

La résolution de I’équation Schrédinger pour l'oscillateur harmonique dépendant du temps
(OHDT) a un grand intérét en mécanique quantique. La méthode des invariants introduite
par Lewis et Riesenfeld [4] donne une méthode typique et puissante pour étudier ce systeme.
L’intérét de ce probléme est principalement parce qu’il peut étre traité comme un modéle
exactement soluble et offres plusieurs applications dans la description des systémes physiques
en différents territoires de physique.

Nous nous proposons 2 résourd;e'l’équation de Schrédinger de l'oscillateur harmonique

masse et fréquence dépendants du temps

oM() 2

ol g est une coordonnée canonique, p son moment conjuguer, w(t) est une fonction arbitraire

m% ={ P et v (1.22)

du temps, et M (t) la masse. Les équations canoniques du mouvement sont

. 1 1
q= ﬁ‘z[q’H] —mp,
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1 N
n = — = —]\ lw .
5= o, H] = —M(uA(t)g

Pour la construction d’un irivariant ‘du systéme décrit par l'hamiltonien dépendant du
temps (1.22), nous utilisons 'approche algébrique ( algébre de Lie) [7, 8], présentant la base

hermitienne suivante

1 1 1
Tl = '2—2’)21 T2 = —2_ {pv(J}) T3 = §q2a

avec les relations de commutations

[Tl,Tz] = —Q’ZﬁT], {T2,T3] = —Qith, [Tl,Tg,] == —'ihTQ.

Maintenant, nous cherchons l'invariant sous la forme

1) = > AT, (129

et au moyen de % = 1[I, H] et de la comparaison des coefficients d’un systéme d’équation

linéaire de premier ordre pour I'inconnue 3,(¢) dans (1.23) nous aboutissons a

/31 = _MﬂQ P

. 1

'BQI: Mw2/31 - “M"ﬁs, (1-24)
By = 2Muw*B, ,

ce systeme peut étre simplifié en posant 8; = p? ot p est la solution de I’équation auxiliaire

(1.25)

en utilisant (1.24) nous arrivons a déterminer

BQ = —Mp[),

1
o2

By == (L+ M?*p%p?).
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Ainst; Pinvariant s’écrit sous-la forme- -

F4

I(t)=5 {pzpz — Mpp (pg + qp) + p (1+ M?p*5°%) qz} : (1.26)

Pour obtenir les fonctions proprésle T (t), considérons la transformation unitaire

¢n (9,8) = U, (¢,1), (1.27)
avec
M
U:= exp [—%ﬁqu] : (1.28)

Sous cette transformation unitaire ’équation aux valeurs propres devient

I'¢, (q,t) = Aty (g, 1), (1.29)
et
1 + 1 2 2 q2
I=UIU" =5 |pp"+ 5| (1.30)
i 2 p

Si nous définissons la nouvelle variable o = %, nous pouvons écrire ’équation aux valeurs

propres (1.29)comme suit

[—%58—03 + %} ©n, (0) = Moo, (0), (1.31)
#rla,t) = —%)cpn (o). (1.32)

Le facteur ,/p est introduit dans I’équation (1.29) pour garantir la condition de normalisa-

tion
/cbif (¢, 1) ¢y, (q,t) dg = /w'; (0) ¢l (0)do = 1.

La solution de P’équation (1.31) [17] est

@, (0) = L‘—;ﬁ_ﬂ : exp [— —g%] H, {(%)2 0] , (1.33)

|
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ol J,, = h..(n + %) ,et 0, le .polynéme'-d’Hermi-te d’ordre n. Alors

S e R A (DN

Maintenant, il nous reste a trouver la phase a,(¢). Pour cela nous utilisons (1.16), puis

passons de ¢, (g,t) & ¢, (g,t), nous obtenons

B (t) = (qﬁ]zh—+zhpa h—p— !

Ty, +ihgs = 1 ), (1.35)

ou nous avons utilisé ’équation auxiliaire (1.25) pour.éliminer w? de H. Ensuite, en substituant

équation (1.32) dans I'équation (1.35), nous obtenons
]’l
B (1) = (@] ~ ~—— | ) 1.36
a(t) = (pnl = 573 low) (1.36)

En utilisant P’équation (1.29) et la normalisation de @, nous trouvons

o (t)'H- (n + %) /Ot M_Eitt’/)T’ (1.37)

en fin, utilisons "équation (1.17) et (1.34), nous trouvons la solution de I’équation de Schrodinger

suivante
1
1 2 iM [ p i , 1\ /4 at
T (g,t) = Co|———=| exp|— (4 — )2~ +—>/—~———
(©9) Zn [nl?np\/ﬂﬁ} p[ 2h (p M02>q (n 2) Jo M(¥)p*

[ Q)

1.4.2 Particule chargée dans un champ électromagnétique

Dans cette partie, nous considérons une particule de masse variable M (t) et de charge
e, sous 'action d’'un champ magnétique constant de symétrie axiale. Le champ magnétique

constant est defini par un potentiel vecteur
yA=-Bkxr, (1.39)

et un potentiel scalaire (¢ = 1)

p = ——(t—)n(t)rz, (1.40)
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ou r est le-vecteur-de la position, -k estle vecteur unité dansla direction de I’axe de symétrie,
7 est le distance par rapport a I'axe de symétrie, et n(¢) une fonction du temps continue par
morceaux arbitrairement choisie. Les champs électrique et magnétique sont donc donnés par

(&)

E=-Vo-A=——_
Ve M (t)

n(t)r, (1.41)
et
B =V x A =Bk.

Alors ’équation de Schrodinger du systéme dans le plan (z,y) (en coordonnées polaires) est

donnée par :

L0 1 (po— %) (po+ %) e2 [ B2 eB
FL”_ R 2 2 2 = t 2 o .
g {ZM(t) (p"+ r? MO < 7R )>T e | ¥ (42
ou i
) 1
r = (x +y2)2,
_ -1(Y
f = tan (:L>’
I )
o= Cleptum) =5
Do = ZTPy — YDPu,
avec
L (0 1 L 0 .
pr = —il <E + §> , Pg = —zh% et [r,p.] = 1[0,pe] =ik (1.43)

Calculons exactement comme dans le cas de 'oscillateur harmonique dépendant du temps
'algébre de Lie engendrée par I’Hamiltonien et nous trouvons que cette algébre est donnée par

les générateurs

. |
1
To = 5P0;

(1.44)
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avec les relations de commutations suivantes

[To, T3] = [To,Ta) = [To, Ts) = 0, (1.45)
Ty, Th) = —2hT, (1.46)
(1o, T5] = —2ATs, (1.47)
TV, Ts) = —ihTs. (1.48)

Remarquons que Ty commute avgclles autres générateurs, c-a-d qu’il commute avec H, d'ou

les fonctions d’ondes ont la forme suivante

W =Ud = e2Po .I'wic(t)dtq)) (1.49)
avec
eB
L’équation de Schrodinger(1.42) devient
9 1 1 k2 1
h—& = 24— [ pi-— - 2(t)r? 1.
y 825@ [ZM(t) (’+r2 <p9 4>>+2]\/[(t)ﬂ()r D, (1.50)
ou
2 2
2 - € wc(t)
Q (t> - M(t)n(t)+ 4 )

Maintenant, nous cherchons un invariant sous la forme (1.19). En utisant ’équation (1.1)
et comparons (comparant) les coefficients d’un systéme d’équations linéaires du premier ordre

.
avec trois inconnus 3,;,! = 1,2, 3, nous obtenons

/81 = ‘—%62)
/32 = MQQ:BI - 7\17[-/33:
By = 21\49252;

pour simplifier ce systéme d’équations nous posons 8; = p* ol p est la solution de ’équation

auxiliaire

- M e 1
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nous arrivons &

By = —Mopp,
et
1 5 5.
/'33 .= ? (1 + ]\/[szpl) .
Ainsi, I'invariant s’écrit sous la foime
L ol 1/, R : | 1 2 2.2\ 2
It)=540 |Pr+t3 (P—7 = Mpp (per +7p0) + L+M%p%%)r% o (1.52)
Nous avons I’équation aux valeurs propres
I¢7TL (T7 997 t) = )\mqsrn (r7 (p7 t) " (1’53)
Considérons d’abord la transformation unitaire
$m (1,0,1) = Uy, (r,,1), (1.54)
avec
Mp
U= —i—T3] . 1.
exp{ i P T3:| (1.55)
Sous 'action de cette transformét?bn unitaire I’équation aux valeurs propres (1.53) devient
I/QS;,n (r) 997 t) = )\m(ﬁ;n (T; ()0; t) 3 (156)
avec
1 + 2 1
I'=UIUT =p°Ty + ;Tg,, (1.57)

I’équation aux valeurs propres prend alors la forme

! ;)2;192+’0—2 ;02;~h—2 Y B (1,0, 8) = Mol (7,0, 1)
9 r r2 [} 4 pQ 3 n,m 2 n,m¥nm y P t),

1 9 o0 1 2R , 0% R r2
z[ e <5;+27~) T\ e T )t

l'i

|

ou bien

Prm = AnmBry ms (1.58)
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_ r
faisons-le changement de-variable £ = — alors-
p

9 _ 19
X or  pog
7 _ e
or:  p? gt
1

et ¢;1,m (7"’ 97 t) = _/—Son,m(g’ 9)7
VP

1[ ,(10,0 182 2

bl S - R = 1.59

2 [ h (g £6 + > + £ (fon,m /\n,m (fon,mv ( )
est

2

& 3
(pn,m(’r) G)t) = C’m,n €xp [——2_7"L:| §|m| 1F1 (—TL, \m| + 1, -

h) exp [1mf], (1.60)

avec
Am =h(2n+|m|+1).

Pour trouver les solutions de I’équation de Schrsédinger nous devons calculer la phase. Si
nous exprimons la phase par les fonctions propres de I’ (¢) et nous utilisons I’équation (1.16) et

(1.54), nous trouvons “1

: I
han,m (t) = <(10n,m| - M_p§ |90ﬂ,m>'

Alors la phase est

I

o () = — (20 + || + 1) /Ow M% (1.61)

La solution de I’équation de Schrédinger d’une particule chargée dans un champ magnétique

constant est donnée par

wn,m(&e)t) = CnmeXp[QJ\;(O,O-*- )f —z(2n+|m[+1/ M ) :l

2
X exp [ﬁm ]V;i(tt’)} gml p <—n, |m| + 1; %) exp [imf],  (1.62)

1
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P

otr-la-solution génerale-est ¢ (1, 6,%) = 2 1, . (r;0;t). -

, _ M [ i N = g
w(r,0,t) = ZCn,mexp I:Q—h (PP'FM)f..—&(2/z+|z/z,\+1)/0 WJ

n,m

X ex e—B—m/ dt/
P17 Mt

2
] gml By <—n, |m| + 1; %) exp [imf)] .



Chapitre 2

Effet Aharonov-Bohm

2.1 Introdliction ‘

Dans la mécanique classique le mouvement des particules chargées émises par la source S
n’'est pas affecté par le champ magnétique B parce que les particules ne peuvent pas décrire la
région de 1’espace ol le champ magnétique est présent. Pour la particule chargge le déphasage

peut étre observé dans le modele d’interférence enregistré au détecteur D.

‘ Schémat d’Aharonov-Bohm
|
|
|
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Le déphasage dépend du flux inclus par les deux ensembles alternatifs- des chemins a et
b. Mais Penveloppe globale du diagramme de _”d_iffra,;ti_on n’est pas déplacée indiquant ainsi
qu’aucune force magnétique classique n’agit sur les particules. Prévu par Yakir Aharonov et
David Bohm en 1959, cet effet montre que c’est le potentiel vecteur électromagnétique qui
est la grandeur fondamentale en mécanique quantique et non pas les champs électriques et
magnétiques. Le potentiel vecteur était auparavant considéré comme une grandeur purement
mathématique sans aucune contrepartie physique. L’effet Aharonov-Bohm implique une action
du potentiel vecteur sur les électroms} L'effet a pu étre vérifié expérimentalement dans des
boucles de conducteurs ferromagnétiques (anneaux d’Aharonov Bohm) par Tonomura (par
une premiére expérience contestée en 1982, puis par une validation définitive en 1986).

L’effet AB est un effet de déplacement des franges d’interférence d au potentiel vecteur
d’un champ magnétique localisé dans une région infiniment petite de ’espace. Pour mettre en
évidence cet effet, considérons une expérience d’interférence avec un dispositif a deux fentes
de Young-Iresnel. Plagons derriére une plaque et & la méme distance des fentes, un solénoide
& l'intérieur duquel le champ magnétique uniforme est confiné (il ne crée absolument aucun
champ & l’extérieur). nous faisons interférer des ondes associées & des électrons qui passent &
travers ces deux fentes. A priori, la région ou le champ magnétique est non nul ne se trouve pas
sur la trajectoire des électrons, et nous pourrions donc s’attendre naivement a ce qu’il n’y ait
aucun effet observable. Mais en pratique, nous observons un décalage des franges par rapport
aux franges obtenues en absence du champ [6] comme prévu par Aharonov et Bohm [5].

En effet, nous pouvons calculer Pegpression du déphasage responsable du décalage. A I'in-
térieur du solénoide, le champ magnétique B est uniforme et & ’extérieur le champ est nul. Le

potentiel vecteur A est associé au champ magnétique B par la relation B = V x A et vérifie

j{A.dr://B.ds, (2.1)
Cr

ou C, est un cercle de rayon r centré sur ’axe du solénoide et orthogonal & celui ci. Le membre

en particulier :

de droite est le flux magnétique ®(r) a travers la surface orientée s’appuyant sur ce cercle. Si
le rayon 7 du cercle C.. est supérieur au rayon R du solénoide, alors ®(r) = nR*B (B = |B|),

(B =|B]), et sir < R le flux vaut ®(r) = nr?B . Compte tenu des symétries du probléme,
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‘nous pouvons-chercher un-potentiel vecteur ‘A tel que A, = A; = 0 et dont la composante A,

ne dépend que de r. Nous avons : '

2mrA,(r) = O(r), (2.2)

ce qui donne :

Asd) = 32132 sz r>R (2.3)
Ap(r) =& st' r<R. .
Un calcul explicite du rotationnel de ce potentiel vecteur confirme qu'il conduit bien au champ
magnétique B du solénoide. Nous nous plagons maintenant dans la limite oul le rayon R du
solénoide devient infinitésimal, alors que le flux magnétique ® = #r?B reste fixe. Le champ

magnétique est donc partout nul, a ’exception de la droite correspondante au solénoide. Nous

ouvons se demander ’existence d’une fonction scalaire A telle que A = VA. c’est-a-~dire
p ] q )

A — Ay = j[ Aldr, - (2.4)

nous pouvons voir facilement qu’une telle fonction doit satisfaire

% -0
=90 (2.5)
3 g—f; =r1A4,(r).

Comme R — 0, nous nous trouvons toujours dans la région externe au solénoide, de sorte que

rA,(r) = 52&2 = = 1l existe donc une fonction A qui satisfait toutes ces conditions, qui est

donnée a une constante prés par :

Ap) =22 (2.6)

Nous pouvons noter que cette fonction est multivaluée, puisque les angles ¢ et ¢ + 27, qui
correspondent au méme point de I’espace, donnent dés valeurs différentes de Alp).
Considérons maintenant 1’équation de Schrédinger d’une particule ponctuelle de masse

M et charge électrique e en présence d’un champ mé,gnétique
'
oy _ (29— eA(t,n)
=== | t,r)| .

définissons la transformation de jauge d’un champ électromagnétique comme

l'l
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A=A+ VA

A (2.8)
¢/ = d) - atA (7’7 t)

?

sous cette transformation ’équation de Schrddinger (2.7) est invariante de jauge si la loi de

transformation de la fonction d’onde 1) est
b — = e My, (2.9)

Puisque le potentiel A est de la forme VA partout & Pextérieur du solénoide, les considéra-
tions relatives & I’invariance de jauge permettent d’écrire directement la solution de I’équation

de Schrodinger en présence du solénoide sous la forme :

; ’lp(t7 T) ZJ (p) = e_zeAwo(t7 T’ z7 (p)7 (2'10)

ol 9 est une solution de I’équation de Schrédinger lorsque B = 0, (i.e. A =0).pour les deux

trajectoires

1/11,2(t> 7y %, (/9) = e_iEA1’2¢0(t7 Tz, (10))
1

Il est évident que 'interférence de ces deux trajectoires dépend du déphasage (6 = eA; — eAs),

nous pouvons écrire le compte tenu de I’'Eq.(2.4) comme suit

5=ej£A'.dr=e//ds.V><A'=e//ds.B=e<I>. (2.11)

Notons que le déphasage dépend uniquement du flux magnétique se trouvant entre ces deux
trajectoires. Il convient d’insister encore une fois sur le fait que cet effet a lieu méme si la région
dans laquelle se trouve un champ magnétique non nul est infinitésimale. Et comme éxemple en

prend l'oscillateur harmonique avec masse et fréquence dépendentes du temps.

2.2  Oscillateur dépendent du témps en présence de 1’ef-

fet AB

Dans les derniéres décennies le prgbléme des systémes dépendants du temps a joué un role
important dans I’étude de plusieurs phénomeénes physiques. Beaucoup d’attention a été prétée

a quelques problémes spécifiques dépendants du temps : I'oscillateur harmonique dépendant du

|
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temps et l'oscillateur singulier dépendant du temps. En fait ces'deux problémes spécifiques ont
été étudiés intensivement dans différentes direction par plusieurs auteurs et des solutions de
forme compacte ont été obtenues explicitement (7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20].

La construction des invariants [4] ( constantes du mouvement) d’un systéme quantique
décrit par un hamiltonien dépendant du temps a attiré beaucoup d’attention. Lewis et Riensen-
feld [4] ont prouvé que, si le systéme admet un invariant I(t), il est possible de trouver une base
privilégiée de fonctions propres de cet opérateur, une fois multiplié par un facteur de phase
dépendant du temps, évolue selon ’équation de Schrodinger.

En attendant, le probléme des systémes bidimensionnels ( 2D) aussi bien que les oscilla-
teurs harmoniques dépendants du temps & 2D en présence d’un champ magnétique [21, 22,
23, 24, 25, 26, 27, 28] a été considéré, pour lequels les opérateurs dynamiques et les fonctions
d’ondes ont été obtenus. D’autre part, 'effet Aharonov-Bohm est un effet de déplacement des
franges d’interférence di au potentie’l vecteur d’un champ magnétique localisé dans une région
infiniment petite de 1’espace suscitent toujours 'intérét considérable avec son application dans
le divers secteur dans la littérature [30, 31, 32, 35].

Nous considérons un oscillateur harmonique bidimensionnel avec masse et fréquence dépen-
dantes du temps confinées au plan (x,y) en présence de l'effet AB. L’équation de Schrodinger

dépendante du temps est donnée par

0 (p—eA)2 1 204\,.2

ol A est le potentiel vecteur. Le champ magnétique B, associé a l'effet AB, est supposé per-

pendiculaire au plan et confiné & un filament de rayon tendant vers zéro de sorte que le flux

v=—e /°° B(r)rdr, (2.13)

est fini et non nul. . |

Cependant, pour un tube de rayon nul, le champ magnétique B doit étre pris pour étre de

la forme (31, 32]

(2.14)
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11 est bien.connu [31, 32, 33}-que-pour-un tube de rayon nul, la forme correspondante du

potentiel A dans la jauge de Coulomb est

B vy v .
eA = <:732+y2’ T T 0). (2.15)

De cette maniére, nous avons

(p - eA)2 = (p;— eAm)2 + (py — eAy)?
2

o Y N vy LV v
= P T Dy 22+ g2 1$$2+y2 $2+y2pr 7y932+y2 :r.2+y2]y
2
5 g v , vy vy vy
Dy TPy 72 + 124 < (22 +y2)2 72 _+_y2p ) 72 +y2P

tlon—L YT L, e Y,
(:c2+y2)2 z2 412" 2 + 2ty

V2 n 2vL,
$2+y2 x2+y2

= pi+p+ (zpy — Yp=),

ou L, = zp, — yp, est le momment angulaire. Alors, ’équation (2.12) s’écrit en coordonnées

cartésiennes comme suit

1
h—1 = 2 4 p? Yoz 2 2, .2

0 2vl, V2
/2

2.2.1 Derivation de ’invariant

Pour construire un invariant du ;systéme décrit par I'’hamiltonien dépendant du temps

(2.16), utilisons I’approche algébrique ( algebre de Lie) (7, 8], présentant la base hermitienne

. 2
suivante 1

wl, N V2
Y R R )

v 1
= 3 i+l +

1
T, = Q(pzx + zpe + ypy + Dyy),

T3 = ';—(172+y2),

avec les relations de commutations

1 | |
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TV, To] = =2iRTy,  [Tp, Ty = —2ikT3, [T, T3] = —ihT). (2.17)

Nous notons que I'algébre de Lie ci-dessus {7}, Ty, T3} est identique 4 la 2d algébre d’oscil-
lateur {T¥=C Ty, T3} pour le cas particulier v = 0.
Maintenant, nous cherchons linvariant sous la forme (1.19) et au moyen de (1.1) et la

comparaison des coefficients d’un systéme d’équations linéaires du premier ordre pour I'inconnue

B, dans (1.19) nous aboutissons a 1
/31 = __]\271/32)
/32 = MwQﬁl - KIZ'/S?)) (218)

By = 2Mw?B,
ce systeme peut étre simplifié en plagant 8, = p? ou p est la solution de I’équation auxiliaire
.M. 0 1
182 = _Mpp7
Bz == (1+M%p%p%).

Ainsi, l'invariant (1.19) peut étre écrit sous la forme

1 y2L, V2
I =2=d,2(p2 2. % =
t) 2{/) (pz+py+x2+y2+$2+y2

. 1 .
—Mpp (PaT + Tps + ypy + pyy) + g (1+ M?p%p") (z® + yZ)} : (2.20)
Il représente Pinvariant d'un oscillateur harmonique dépendant du temps 4 2D pour v = 0
[28].

2.2.2  Valeurs et fonctions propres de 'invariant 1(t)

Selon la théorie de Lewis-Riesenfeld [4] le systéme physique décrit par un opérateur I(t)
ces fonctions propres dépendentes du temps G m (2,7, t) sont assumées de former un ensemble

orthogonal complet correspondant & la valeur propre indépendantes du temps Anm-

|
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Ainsi

I¢n,m (_377,‘7], t) = )\n.m_@n;m (’E, Y, t) R

on
<%’,’&n’l @n,m) = (5n’,némlm (222)
il est montré en (4] que les fonctions d’ondes ¥(z,y,t) sont reliées a ¢, ,,(z,y,t) par la

relation.
wn,m(aj, y,t) = exp [ia’n,m (tﬂ ¢n,m(93) y,t)

qui évolue selon I’équation de Schrodinger, ou les fonctions de la phase a,, ,,(t) sont définit par

Aétnm (1) = (@p.m| m% — H(t) |ppm) - (2.23)

Alors comme chaque v, . (z,y,t) satisfait I’équation de Schrédinger, la solution générale
s’écrit

¢($, Y, t) = ch,m ¢n,m(x’ Y, t)’ (224)

3

ou Cp ., sont des constantes arbitraires, nous pouvons les déterminer & partir des conditions
initialles du systéme physique.

Pour obtenir la fonction d’onde’a‘ %xacte de Schrodinger pour l'oscillateur dépendant du
temps (2.12) nous procédons comme suit :

Considérons la transformation unitaire

¢:t,m (33, Y, t) = U¢n,m (:Ea Y, t)) (225)
avec
iMp
U = exp {——2—’{5 (:c2‘ + yQ)} ) (2.26)

Sous cette transformation unitaire I’équation aux valeurs propres (2.21) devient

I (2,9,1) = Aaymrm (2, 9,1, (2.27)

ou

‘1

1

(2.21)
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P

1[2% 4y 2/ 2 .2
I'=UIU" =5 [T + pf (pI +_py) +

2 2,2
2vp . vip .
eyt a4yt

: : L '
En définissant les nouvelles variables o (t) = —, 7 (t) = Y et en passant aux coordonnées
p

polaires, I’équation aux valeurs propreé (2.27) prend la forme

1 10 9 1 9? v V?
R e S ) - RS — 2 = Apm 2.29
2 [ (r Orrar + r2 8w2> Vi Oy + r2 T } Xnm mXnms (2:29)
ou
2 _ 2 2 -1 (y)
r®=0"+7n° @ =tan -
x
et
¢, ‘( t) - (o,m) (2.30)
nm $7y7 = nm 077 ) .

les solutions de ’équation (2.29) [36] sont données par
i |
r v v T2
Xn,m('r, ©) = Apmexp ~3% r|m+ﬁl 1B (—ﬂ, 'm -+ f_i’ +1, ﬁ) exp [im)]
2
+ Bn,mr_l"”’ﬁl v (—n -2 ’m + %‘ ,1— 'm + %! , %) exp [imyp] . (2.31)

Depuis (2.31) contient deux solutions réguliére et irréguliére, nous pourrions exiger simple-

ment que X, (&, ) soit fini & 'origine ¢ = 0, de cette fagon

7'2 v 124 T2
Xn,m(r, ) = Apm€Xp l:—%] r|m+ﬁ| 1B <—n, 1m + f—i‘ +1, 7’;) exp [tmy] (2.32)
avec les valeurs propres constantes
A =k (Zn + ‘m + %I n 1) , n=01,2., m=0+1, 42 (2.33)

D’autre part, nous substituons I’hamiltonien du systéme dans équation (1.16), nous trou-

VOous
‘y
. . L0 pl4p? vL
ha(t) = he PO :
() = (fum |5 oM (1) 2M () (22 + o)
V2 1

@ E T OV OE ) 16,

(228) .
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en-utilisant (2:25), nous obtenons
. / . a pi + p‘ ‘ VL~
ha(t) = J<ih— — -
() = Gl {“at 2M() 27\4( ) (@ +17)
2
_ v : _ 2 2 +
nous avons aussi
g iMp J
UUr¢, = —"x+—-—|¢ .
ax ¢n,m ( hp x + aﬂ?) ¢n,m: (2 35)
9 iMp  M*p? 2iMp 0 0*
U_____U+ — 2
322 gf) < R 2 x +. o 833 + =— 522 )anm, (2.36)
de ma A
e méme
0 sz 9
U + =|— !
i U5_2U+¢ iMp M oMb O -+t "\ 4 2.38
et
o . o i (Mp Mp MP\,, o\
U&tU (f) = <6t+2—h<"-p—+7“ p2 (.’17 +y) (ﬁn’m. (239)

L’équation (2.34) devient

. ., .0 1 (Mp Mp Mp?
ha(t) = <¢n,m Zh_——_<_p+_.e_ p§>(x2+y2)

at 2\ p p
R fiMp M2p2$2+2sz 0 +_82_+iMp
Y  R2p? hp 0z | 0z hp
M2p* ., iMp 8 &
- 2y
h2p? v hp 8 +8y }
ivh iMp 8  iMp )
_.I_ -_ e — —_— —_
2M (t) (22 + y?) ( hp xy,+xay hp ve y8x>
2
—Mw ) |¢nm

oM (1) (22 +12) 2

aussi
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.

|
o 1(Mp Mp . .
ha(t) = (dnm I-ih& -5 '<'7)~pv+ lpp Hm?) (@ + )+ -

AN IR YN
oM \ 922 " 9y? p p \ Oz y@y

wh 19} aN 2 ! ) >
2M (t) (222 + y2) ay yaw oM (t) (232 n yg) (pn,m )

utilisons 1’équation auxiliaire (2.19), il vient

hé(t) = <¢nm]zh§ +m"+m”< ai +y52>
+ R [ 52 N 02 4 ihy d d
2M \9z?  Oy? 2M (22 + y?) x@y Yoz
v x +
- 2 2 _( y |¢nm>
2M (z? + y?)
Faisons le changement des variables o = —f;, n = %, ce qui implique (ﬁ;z,m (z,y,t) =

%(pn,m (o,n), en simplifiant nous obtenons

i |
1 R 1 /92 52
ha(t) = o 0
0 <\/5<anl {QMP <@0’2+8772>
+ thy A o o
2Mpo”+7) \"on ~ oo
v (02 +1n?) 1
._2Mp3(0'2 + 772) - 2Mp3 } '\7—ﬁ(pn,1n> - (240)

. . ’ L, . ,
Sachons que I'invariant ' (2.28) peut s’écrire dans les nouvelles coordonnées comme

. 1 o B2 v 0 0
I = Z{-R — the——s
2{ (802+877 ) ' o? +n? < an 7780’)
v2p? 2 2 .
Tt (0 +1 )} , (2.41)
nous pouvons écrire (2.40) ainsi comme
1 1 2 o
ha(t) = (=« B =
®) <p&"’m {ZMp2 (802 * 8772>
n ihv 0 g a4
(62 4+n%) \ 9n 90
2
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autrement dit

I

= o X S
fice (t) = § Prm| — ‘ _Sonm>7 243)
) <w Mp* |\ /p™™ (
ha(t)—<" l— Ly > (2.44)
- @n,m ]\/{/)2 @n,m : .
Alors la phase s’écrit comme
(1) <2n +|m+ V\ +1> /t dv (2.45)
Anm () =—(2n+ |m+ |+ S — ,
T h o M(t)p?

En conclusion, les solutions exactes de ’équation de Schrodinger (2.12) dans les coordonnées
g

polaires sont données par

Apm iM . 1 5 ) v Eooat
Ynim (1,9, 8) = —= exp {5‘5 (PP * M) r } exp {‘Z (2n+ m+ ] +1) / M (ZW}
2

x lm ] 1By (—n, ‘m + %] +1, %) exp [imep] . (2.46)

D’autre part, d’aprés [37], la définition du polynéme de Laguerre permet d’écrire la solution

(2.46) comme “k

Y (T t)‘“@ex ] '+i r?| ex —i<2n+‘m+zl+l>/t dt
n,m )(pa - ,0 p 2h pp M p h 0 M (t/) p2
X'T‘|m+%[ nl’ ([m+§|+1)

|m+%] .
T (m + 2T 1 4n) Ln exp [imy] . (2.47)

En absence de 'effet AB, v = 0, la solution (2.46) est réduite & la solution de 'oscillateur

harmonique dépendant du temps & 2D. D’autre part, nous pouvons faire une observation in-
. . . 14 . .

téressante, si le flux magnétique est quantifié, 7= nombre entier , les fonctions d’ondes (2.46)

coincident exactement avec la solution de loscillateur harmonique dépendant du temps & 2D.



Chapitre 3 ‘

Travaux de Hagen (Diffusion des

particules en présence de ’effet

Aharonov-Bohm)

3.1 Introduction

En 1959, Y. Aharonov et D. Bohm [5] ont étudié la diffusion des particules chargées par un
solénoide de longueur infini mais de Jgyon arbitrairement petit. Dans le cas idéal, ce solénoide
est mathématiquement réduit & une ligne créant un flux magnétique ® non nul. Pour des raisons
de symétrie, il est commode de considérer cette diffusion a deux dimensions spatiales.

Dans ce chapitre, nous exposons les travaux de Hagen relatifs & la diffusion des particules
non relativistes chargées sans spin et des particules relativistes avec spin. Dans ces travaux,
Hagen a proposé un modele pour le champ magnétique, créé par une source de rayon fini
tendant vers zéro, sous forme d’une fonction delta de Dirac. Il a montré, d’une part, que les
solutibns irréguliéres contribuent dans certains cas pai‘ticuliers, et d’autre part il a montré que

Pinclusion du spin affecte ’amplitude de diffusion et la section efficace [31, 32].
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3.2 Particule non relativiste de spin zéro
Commencons par écrire l’équatignlde Schrédinger en coordonnées polaire (7, )

7.{.'2
T (1,9) = Bo 1, 0), (5.1

ot =P ~cA,eA =cA(r)u,, ete estla charge des particules incidentes.
Le champ magnétique B est supposé perpendiculaire au plan et confiné a un filament de
rayon tendant vers zéro. Si en plus, nous nous intéressons a la région ol ce champ est confiné,

il faudrait prendre alors la forme suivante

eB(r) = —;5@), (3.2)

ol le paramétre de flux v est défini comme [32],

v=—e /oo B(r)rdr, (3.3)
0

sinon on va buter sur des calculs trés difficiles das a la structure interne compliquée du champ
magnétique. D’autre part, le problémi du choix (3.2) est qu’il introduit une singularité dans
Péquation (3.1). Nous devons alors faire un léger changement. En fait, c’est un probléme
physique plus que mathématique. L’ambiguité mentionnée ci-dessus peut étre dépasser par
une redéfinition du choix (3.2) comme une limite d’un autre choix physiquement réalisable.
Il faut alors confiner le champ magnétique dans un rayon R et identifier la fonction d’onde &

Porigine & celle obtenue & la limite R — 0. ¢’est-a-dire prendre[32)

eB(r) = -2

s

§(r - R). (3.4)

Autrement dit, le champ magnétique est non nul sauf sur une bague de rayon R. Ceci nous

permet d’écrire le potentiel vecteur comme
eA = roe (35)

De cette maniére, I’équation (3.1) s’éciit en jauge de Coulomb

1d d 1810 P,
rdr dr 2 0p? ' r20p 12
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i |
ou -
k?
T oM
L’équation (3.6) se simplifie alors a
o 19 1/98 S
— - —_ — ) k< hi(r = () 3.7
<3T+T0T+T2 <a(p+”/> + >7.L(7a90) ) (3.7)
posons
Z fanlr)et™®, (3.8)
nous obtenons
2
(mhdr—’—;‘wk?)fm(r):o, r<R 59)
2 : ‘
(& -+ -2 0 fa() =0, r>R
explicitement, les solutions dans les deux régions s’écrivent
| AmJIm+’le|er) + Bm‘]—lm.-!-l/l (kr) r>R
fm(r) = (3.10)
CmJ[m[ (/CT) . r< R
Ou A,,, B, et C,, sont des constantes arbitaires et Jm+v|(kr) est la fonction de Bessel.
3.2.1 Régularité de la solution
Imposons maintenant les conditions de continuité & la solution (3.10) comme suit
fm(R—¢) = fn(R+e) (3.11)
L flR=g) = L f(Rte) (312)
dr’™ ¢ = dr’™ &) )
Par conséquent, nous écrirons
ijlml (/CT‘) == Am.]|m+,,| (/W‘) + BmJ_|m+,,| (k.'l‘) , (3.13)
d l d d
k o (K Bm—J_jmiu (kR), 14
Crm g it (B7) = Am s Ty (RR) + B J v (k) (3.14)
sachant que la fonction de Bessel peut s’écrire sous forme d’une série comme
1)(’ kR [mm+uv|+-2¢
Jimav) (ER . 3.15
mtv) (BE) = Ze'r(|m+u|+e+1)<2> (3.15)
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Et pour lordre le plus bas en kR, la série (3.15) et sa premiére dérivée se réduit a

()]
2mIT (i + v] + 1)

J|7n+ui (kR) ~

d Im -+ v| (kR)MtI-
—— Jiman) (ER) = k - ,
AR~ | (kR) 2mAl T (lm + ] + 1)

les conditions (3.11) et (3.12) donnent

(kR)Iml _ (;CR)I"HrM (kR)—Pn-H/l
Cm D(jm|+1)2iml 7 Am2 me P (|mA4v|+1) + Bm 2-ImTvIp(— [mA4u|+1)
C ml (kR)M™- 4 Imiy| (kR)ImHvi-t B Ity (kR)~Imtvi—1
m ol T([m[+1) momdu] T{fmtvl+1) M —TmHe] T(=[miu|+1)

ce qui permet d’écrire

A o it [1, I
G, = CrER) 2 2mto] |
ou
Cr = I (lm+v| +1)2m*
R (m[+ 1)
et
B 1 |m|
Bmo_ o (epymitml (L
Cm Ca (kR) 2 2\m-+y|
ol

T (= m+ v] + 1) 2~

Cy =

27 (Jm] + 1)
Ecrivons le rapport
L M+ m+y| |}
B (kR) (% - 2|m+u])
A4 T e o m ]
™ (kR) [5 + m]
avec
: C.
C3= =2,
. l Cl
ou encore
1 |m|
B, (- a2)
A_ _ C3 : 2'] 'T [ (kR>2|m+V|,
i |:§ + 2im+v|

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

a la limite R — 0, ce rapport tend aussi vers zéro. Par conséquent, la solution (3.10) se réduit

a

fm(’f‘) = AmJ|m+U| (kr) :

(3.22)
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D’ou

o)

W (7,‘) 99) = Z anmeimﬁjlvvt-i-lf](\]‘77") (323)

Déterminons maintenant la constante a.,
Habituellement, la théorie de la diffusion & deux dimension cherche des fonctions d’ondes
dont le comportement asymptotique est décomposé sous la forme d’une onde incidente venant

de la droite et d’une onde diffusée
’l/) (T"(p) — e—ikrcosﬂﬁ + ,(/}D’ (324)

asymptotiquement,
ikr
e
Yo = oapl@)

ou f (¢) est 'amplitude de diffusion. Utilisons le développement suivant

+o0

e—iz cosip __ Z (__7;)771 e—imthm (Z) ) (325)

Le comportement asymptotique de la fonction de Bessel pour de larges valeurs de son argument

est donné par

2700 TZ 2 4

lim J, (2) = (-2->1/2 cos (z e -71) , (3.26)

la fonction d’onde (3.23) se comporte donc comme

¥ (r )-ei:;a e 2 1/2COS kr—lm+l/|7r U (3.27)
P £ m T 5 1) .

D’autre part, le comportement (3.24) i)eut se mettre sous la forme

+o0 _ 9 \1/2 mr o\ E ke
P (r,p) = Z (=)™ e (—%) cos (kr - — - —) + ZAmezm‘p;T/z, (3.28)

—00 -~-00

ou
+o00

Flo) =" ame™. (3.29)

—00

Par comparaison des termes proportionnels & e=*" il n’est pas difficile de s’assurer que

Gy, = e—i%|m+_”|7 (3.30)
c’est-a-dire :
w (T, (10> = Z e_i%|m+U|J|m+u|(kr)eimg)- (331)
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3.2.2 Section efficace de -diffusion

L’approche suivie par Y. Aharonov et D. Bolim pour calculer la section efficace de diffusion
consiste & décomposer la fonction d’onde 1 en trois termes ¢, 1, et 45, ou 1, correspond &

m > 0, ¥, pour m < 0, tandis que @Slcorrespond am = 0, de la relation

Qpl (7", ¥, V) = ¢2 (711 -¥ _V) ) (332)

il s’ensuit qu’il suffit de faire le calcul détaillé de v,. Ce calcul conduit au résultat bien connu

de la section efficace [5]
sin? (7v) 1
2wk cos? (p/2)

Oap = (3.33)
Ceci n'est valide que pour |v| < 1.
Dans le but d’éviter la restriction sur le paramétre v, Hagen[33] a introduit une modification

dans ’approche suivie par Aharonov et Bohm. La technique consiste & séparer la partie entiére

dans le parameétre v. Autrement dit, nous posons

v=N+4¢, (3.34)

ol
,y 0<E<L (3.35)

Ecrivons alors la fonction d’onde comme

Y= wl + "/’2 + 'ﬁs: (3-36)

ol

wl — Z e—z%(m+u)']m+y(k,r)ezmtp, '¢2 — Z ei%(m+1/)]_m_u(k,r)eimgo,
—N+1 —00

by = e BT (kr) e MY
Par une manipulation triviale, les fonctions et ¥, se transforment comme

Yy =70y T EO S e (kr)e ™, (3.:37)
1

Yo = TN e B0 T (kr)em ™, (3.38)
. l 1
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ces fonctions ne différent des fonctions correspondantes v¥,, ¥, et 53 de AB que par le facteur

e~*V¥ en remplacant bien sur £ par v tenant compte de la décomposition(3.36), la restriction. . . ..

sur v est donc levée.
En reprenant les mémes techniques de calculs de AB, nous pouvons arriver a
eikr P—i:p/?

—ikrcosp—ivyp —iN(p~m) o
sin (7v) s (/2

W —e i e
ce résultat differe de celui d’AB par la phase —ie V=™ 1l est clair que I’expréssion (3.39)

Pk (3.39)

donne la méme section efficace comme celle qui a été trouvé par AB. i.e

_sin® (nv) 1
21k cos?(yp/2)

(3.40)

Remarquons que si le flux est quantifié, i.e. v = entier, la section efficace est nulle et par

conséquent ’effet AB ne se produit pas.

3.3 Particule relativiste de spin-1/2
‘ l

Commencons par écrire ’équation de Dirac d’une particule de masse M comme

Ey = [MB+ Bvy.7] v, (3.41)

dans les problémes & deux dimensions, il est préférable de définir les matrices 3 et 5, en terme

de matrices de Pauli comme

B=0° By =(c's0%), s==%I (3.42)

la quantité 7 est donnée par
mT=p—eA, (3.43)

le champ magnétique B est défini comme dans la section précédente
v
eB = —;5 (r—R). (3.44)

De méme que le potentiel vecteur < §

eA = ’ _ (3.45)
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L’équation (3.41) peut s’écrire
Bly.m+ M+ 3E| ¢ =0, (3.46)
appliquons 'opérateur [y.w — M + SE] 3 au premier membre de 'équation (3.46), il vient
[y —M+BE][ym+ M+ BE]y =0, (3.47)
ou encore
(ymym+ E* = M%)y =0, (3.48)
avec
1
vy = - —vso=§ (r — R), (3.49)
,
ce qui donne 3
10 0 1,0 . 9 y US 3
S0l (L B? - M* = Z25(r - R)o* Jp = 0. .
{rarrar+r2(8go+w) + 22— Z8(r— R)o fy = 0 (3.50)
posons
K= E* = M, et = (y,4)"
la premiére composante peut étre définie comme
+o00 ‘
Uy (r0) = amfunl(r)e™, (3.51)
par conséquent, la partie radiale pour les deux régions vérifie les deux équations suivantes
(R -2 +8) fulr) =0 r <R,
P4 (man)? (3.52)
(Lgrg -ty ) ) =0 r>R
Il n’est pas difficile de s’assurer que les solutions correspondantes sont
fm(r) =C J’» i(k )
m\T) = Umdim T r< R
I (3.53)

fm(T‘) = AmJ|m+,,| (k:’l“) —i— Bm(]_|m+l,| (k?‘) r> R.
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3.3.1 Reégularité de la solution

Ieffet dela fonction delta s'introdiit dans les conditions de continuité conume

fm(R_‘S) = fv'n(R’i_s)a (3.54)
d R+4e .
R_[afm(l%)] = 15 f(R), (3.55)
R—¢

nous utilisons les dévellopements (3.16) et (3.17) et pour l'ordre le plus bas en kR la premiére
condition (3.54) s’écrit

(kR)ImI _ (]cR)lm-H/l i (kR)—|m+u|
T (Im| + 1) 2ml T oA + v + 1) " omtmAIT (— | + 1)

(3.56)

et la deuxiéme (3.55) donne

mtv| (kR)ImHYI jm4v| (kR)~Imtvl D lm| (kR)I™—1 (kR)™
Amzlm+vl C(mtv]+1) Bz C(=fmtr[+1) — Com /"Ril”m‘l L(m]+1) + VST miram ) o (3.57)

par une manipulation simple, nous pouvons formuler les rapports suivants

Am oIl /g oy — ey Im +v|+ |m| +vs
Cm C (kR)™ (kE) 2|m+v| ’

ou .
2D (Im + v + 1)
T T (m+ 02
et ;
B ' m mav| (M4 V| = |m| —vs
o =C (kR)"™ (kR) '< Tt >
ou
r 27 PIT (— fm 4] + 1)
I (|m] + 1) 2iml
ou encore 8
. ml (. pr—lmtv] [ Mo v] 4 |m| + s
A = (R ey (Rt 20

) +v|—|m|-vs
B = (kR {m| kR [m+4v| I’ITL )
= (kR)™ (kR) A

De cette maniére, la solution (3.53) pour r > R s’écrit,

_— 1_ |m] +Ls 1
+(kR) ( 5~ 2] ) e (kr) }, (3.58)
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en-passant & la limite R — 0, nous remarquons bien que la solution irréguliére disparait & moins
que
|m +v| = —|m] - vs, (3.59)
dans ce cas nous devons introduire le prochain plus haut ordre en KR dans le coefficient de
Jmaw) (k1) cela donne
Fml0) = (BR)™ [ Dy (RR) ™ Ty () + (6R) ™ Ly (k)] (3.60)

ot Dy, est une constante non nulle. Il s’ensuit que f,,,(r) — J_p,1 (k) & condition que

Im| +vs+1>1, (3.61)

tenant compte de (3.59), nous tirons
|m+v] < 1. (3.62)

Cela montre que la solution admissible de I’équation de Dirac dans la limite R — 0 est
toujours la solution réguliére & moins que (3.59) et (3.62) soient simultanément vérifiées.
Ecrivons alors
v=N+E ,0<e<], (3.63)
nous pouvons s’assurer facilement que les conditions (3.59) et (3.62) sont verifiées si

a)m=-N, N2>0, s=-1 ou
b)nzz—]yl——l, N+1<0, s=1

comme vérification des résultats obtenus, nous pouvons remarquer que la relation (3.59) exige

(3.64)

que vs < 0 afin que la solution J_jy4. (kr) soit admissible. cela veut dire ,d’aprés I’équation
(3.50), que le potentiel en delta est attractif. En fait, ceci est raisonable car seule une fonction
en delta attractif peut rendre la solution plus concentrée a l'origine que la solution réguliere
Jpmtu) (kT).-

La fonction ¢, est donnée alors par

!
Y, = Ze—‘(%)|m+uijlm+ul (kr) oM
+0(—s)0 (v) e e~ /DW= 7 (kr)
+6(s)0 (—v) e"i(N“)“’e"i(’r/Q)(”"N"l)Jg_l (kr). (3.65)

Ou le prime indique ’omission des deux termes spécifiés par les conditions (3.64).

3 l

|



3.3.2 - Section efficace de diffusion

- En utilisant'le comportement asyniptotique (3.39) la fonction d’onde de 1'équation (3.65)

i

|

3.3 Particule relativiste de spin-1/2 : 43
| se comporte comme

|

|

|

1
w] - e—ilcrcosap—iwp — ezkr e—iN((,o—Tr) sin (7”/) e—icp/?
(2mikr )t/ cos (¢/2)
| ) ) 2 1/2 eilcre—i%(N—u)e—i% e»zkreig(z\’—u)ei%
| —iNy —i(nw/2)(N—v) )
| +0(—s)0(v)e ¥ — { }
| (=)0 () <7rk'r’> 2 + 2
} ' _ 2 \V? (eihre=if(rmN-1)—i]  —ikr if(v-N=1),iZ
| 0 (S) 0 (_’/) e—~z(N+])-',oe-z(7r/2)(z/—N—l) e { + - },
| wkr 2 2
Oou encore
1kr
| wl — e—Lkrcosgo o —zN(go 7} sin (7”/) e—igo/Q
{ ( kr)/? cos (i0/2)
|
| 1Icr —zTr(N u) -5 —ikr 2%
+0(-5)0()e N( ) e 001
2 1/2 ezkr —im{v~N— 1)e e——ikrei%
+0(s)0 —i(N+1)p { }
(s)6(=v)e wkr 2 + 2 ’
ou bien
4 l
ikr :
wl N e—ikrcosnp—imp —i € 1/26—1'N(zp—7r) s (T”/) e—igo/Q
(2mikr) cos (¢/2)
2 1/2 N ) eimx
il —iN(p-m) =g i g (—
+ (W> e e 4{9( $)0(v) =
+0(s)0(~v)e* (_e 5 > }eik’",

remarquons que
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il vient, - S . ‘ l
ihr <
S —ikr cus p—ivp - e J—iN{p—) Sl (7”/> —02
11')1 — . —7’—-_—]_5( —_——9-(
(2mikr)™ cos (¢/2)
% ,
2 —iN(p—n) —iZ [ _i2 N ige—n e
+ p e eiceT 20 (—as) e 5
TRT . 4
e 2 e(—s) e—irrcr "
+e 770 (—as) ez ——5— }ez "
c’est-a-dire
ikr : )
’l,t/)] — e—ikrcos p—wp i € - 26—1'N(Ap—7r) Sin (ﬂ—l/) e—i(p/?
(2mikr)Y/ cos (p/2)

2 \ /2 N " .
+ < AT) sin () e "N =15 g (s gtEe(=s) gibr
ke
d’ott Pamplitude de diffusion est
20 \'? . Y Y
flo) = fap(p) + —r} sin (mv) e N eme=i5 9 (_yg) emiel), (3.66)

ou

e~/ (3.67)

; 1/2 N p—iN(p—m)
1 sin () e
faslp) = - x ( ,)
2nk cos (p/2)

L’Eq.(3.66) peut s’écrire sous une forme plus compacte comme

; 1/2 —iN(p—7)
—_ _ 4 S (WU) € —ip/2 —ipe(s)f(~vs)
fle) = (27rk> cos (¢/2) ¢ [e(z/s)e ] ’ (3.68)

la fonction d’onde totale est alors

1 . ‘ 1 .
1/) — . e—-zkrcosga—zwp + . ‘ T~1/2€1krf(g0) (369)
ek =k pisp
E+M E+M

pour des particule polarisées le long de la direction n (n? = 1) la matrice de densité p s'écrit

comme(33]
1
p(n)==(1+o0o.m). (3.70)
. l 2
et la section efficace est donnée par
9 P (n) fp (n) f 3.71
dp = TP p (i ; (3.71)
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ol n et n’ sont les-polarisations initial et final respectivement. la matrice f est obtenue & partir

de Pamplitude de diffision (3.68) en remplagant le paramétre s par la matrice de pauli o3.

da dO’ 1 ’ / e AR
o = <@> " 5 1+ nz)(n.2) — (nxz).(n >< z)cos(p) —z. (mxn)sin(p)], (3.72)

ou z est le vecteur unitaire parralléele au flux magnétique.

A la limite n = n’ la section efficace se réduit a

do  sin®(mv) 2 o
To = koo (pf7) [1— (nx 2)" cos® (p/2)] .



Chapitre 4

Equation de Pauli dépendante du

temps en présence de 'effet AB

4.1 Introduction “1

Récement dans son mémoire de magister [51], Bouguera a étudié I’équation de Pauli dépen-
dante du temps (avec masse et fréquence dépendantes du temps) & l’aide de la théorie des
Invatiants de Lewis-Reisenfeld [4], Popérateur invariant a été choisi comme une combinaison
linéaire d’une algébre de Lie fermée vérifiant 1’équation de Liouville-Von Neumann. En fait un
tel modéle a été présenté dans le contexte d’obtenir la solution qui correspond & un rayon nul

du filament contenant le flux AB.

L’équation de Pauli est de la forme

g
h—U = ) .
7 6th Hp(t)¥, (4.1)
ou ¥ = Pl estle spineur de Pauli et
L2
o~z 1 eho®B,
Hp(t) = ——— -

+ SM () (4.2)

oM oM(t)’

est le hamiltonian de Pauli dépendant du temps ou figure le terme (%) 0°B, qui représente

I'énergie d’interaction du champ magnétique avec le moment intrinséque de 1’électron, nous
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voyons que fe spin-s’introduit ici automatiquement comime conséquence du postulat de linéari-
sation de I’équation d’onde.

le champ magnéﬁique Betle po‘&&tiel vecteur A associés a 'effet AB sont définis par

eB =¢B,U, = —%5 (") U,, (4.3)
eA=—"U,. (4.4)
T
En les substituant dans (4.2), qui s’écrit en coordonnées polaires
_ 1 9 FLQ 1 ) 2 vh 3
Hy(t) = M) [PT 2t (pe +v)" + 75(’) o
1

+§M(t)w2(t)1"2} , (4.5)

ou nous rappellons que p, et p,, sont donné par
d 1 0
r:—.h o — :——h—— tor » :h
p z<ar+2r>, pp = =il e [r,pr] =
Bouguera a défini les générateurs de I’algebre de Lie (algebre fermé)
1, 8 1 o VR 3
Li=5 [PT*;?TE+T—2(?¢+?) +—=b(r) o,
1
Iy = _2_ (rpr +prr) )
1
T3 = 57’2. ’
D’autre part il a rencontré un probléme de singularité en (4.3) au point r = 0, afin d’éviter
cette singularité, il a remplagé le tube du flux de rayon zéro par un autre de rayon R, dans ce
cas la le potentiel vecteur et le champs magnétique définies en (4.3) et (4.4) vont prendre les

formes suivantes

eB = — ;5 (r—R)U,, (4.6)
eA =— %9 (r— R)U,. (4.7)

avec la condition supplémentaire que le champ magnétique soit confiné a la surface du tube,
malheureusement dans 'opérateur 77 apparait la fonction de Heaviside 6(r — R) définie par
i i

1, >R
(r—R)= r

0, r<0

1 B : |
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Par conséquent, le probléme devient compliqué car-Palgébre basée sur 71,75 et T3 n’est plus
fermée, de ce fait nous ne pouvons pas définir un invariant sur la base{T}, T, T3}.

Dans le but de résoudre ce probléeme, il est commode d’introduire un artifice de calcul qui
consiste a remplacer le rayon R par p(t)R ou p(t) est une fonction réelle positive dépendante du
temps, pourvu qu’a la fin des calculs; Jious prenons la limite R — 0, cette procédure n’affecte
pas le probléme physique.

Le potentiel vecteur et le champs magnétique sont maintenant définis comme suit :

aA:—;Qv—p@RﬂQ, (4.8)
v v r
eB=—=6(r—p(t)R)U, = ————46 (——R) U,. 4.9
| A OV )
ou nous avons utilisé les propriétés des fonctions de Heaviside et de Delta suivantes
. 1, %>R
6(—= — R) = 0(r - p(t)R) = @
p(t) 0, . <R

» o p(t)

1 T
§(r—p@)R) = @5 (m — R> :

Par conséquent, en coordonnées polaires ’équation de Pauli dépendante du temps en présence
de effet AB est décrite par
x, O
“ kAU = Hp(t)T
o v = Hp(t)

avec
Hy(t) = 1 2——@2—+i +0(— - R 2+@5 T _R) o
YT aM(t) Pr= g Tz \Pe p(t) r o\ p(t) 7
1
+§]\4(t)w2(t)r2} : (4.10)
En utilisant les opérateurs
1), R T oy 3
T1 = -2“{]1,,—@4‘7‘_2 I:P(P+U9 <—p(_t)—R>jl +56(})-(‘5—R)0' s (411)
1 ' '
T, = E(pr'r + 'rpr), (412)
‘ 1
T3 = é7‘2_ (413)

nous pouvons écrire H,(t) sous la forme condensée H,(t) = 171@7"1 + M (t)w?(t)Ts.

g
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- 1 PR O P O Y s 1
1, Ty = 5 ])"_ﬁ+7»_? Po+%0| - -R)| +—0(--R)o ,5(])T7"+'r'p.,u)

Lies opérateurs 71, Ty et T3 vérifient les relations de commutations suivantes

1/ R\ [1
pr,prr + rpr] i\ ﬁ,prr + P,
1 2 g 1_r
-1—4 [P + vl (;—R)} JPeT TP | + = {—6(;—1%) ,prr—I-rpr}}

bcamy o (1) (-ank)
4 ‘f;’ ror(-m)] —an [mvso (-m)] )

i { AT kel - mor

4p p (L-R) P
- {omen () e 2 (oG] ) - e )

JOE-R e
—ith——e—t Lg% — i{h—6(= — R) 0°
W B s

ih v 0(f£ —R) v o 10 2
— _27—T o P A e ¥ A 3 - T
iRT + 5 ( 7 (S_R)o pra(p- R) o +7“87" [P + vl <p R)}

A
Ty, Ty = —2KTs + = <—

S G 1 2oy 51 72
[Tl,T3] = {5 {pr 4r 2 [P + vl <; - R>] + 5(5(; - R) g ,3
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[T2, Tg] = —Q’if:LTg,
[Ty, T3] = —iRTy.

4.2 Recherche de ’invariant

Maintenant, nous cherchons I'invariant () sur la méme base Ty, 1%, T3) sous la forme
b) 7 b 3

3
I(t) = Zal ()T

= ar() 1 +a(t) o+ o3 (t) T3
a5 R 1 T 8
B o0

+a22(t) (5 +7p2) + a32(t) 2 (4.15)

ou les coeficients ay(t), I = 1,2,3 sont des fonctions variables du temps ( des paramétres
dépendants du temps) qu’on peut les déterminer en insérant (4.10) et (4.15) dans ’équation de

Liouville-Von Neumann, c-a-d que I(t) la vérifie.

dl
— =0
dt
avec d—t est définit par
dal : ol
dl . ol
ou — (Hp, I] — 1 B
donc 1. a1
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calculons [H,, I]

1 2 12 i 2 vos(T 3
) LY {P;+u9 2R } + 252~ R) o }
[HP,I] - {QIW(” { 4 (ﬂ > P \p
+%M(t)w2(t)r2} s O/lT] -+ (I!QT'_) + O'3T3
1
= [[M( )T] + 1\4( ) ()Tg, a1y + aTo + (Ygfg]

= 2
]\{ { QFLTl

il Sy 5(; - R) 3 Sv_T 10 2
"2 (73 C-R) TG TR <[P"+V9<E_R>] >>}
(6% . 9 . 2 .
+M(-t—)— (“ZhTQ) + M(t)w (t)al (ZhTz) -+ M(t)w (t)CXQ (QIﬁ,Tg)

= { ZZRM( )Tl-i—zh <M() (o — m) Ty + 20RM (t)w® (t) oo Ty
ih as V(S(%_R)g—_i T 3, 10 - ’
TIME <*?WU w0 TR ([P v (p RH >>}

I
(H,,I] = { 2o (t) Ty + ik (M( () — M%) Ty + 26AM (£)w?(t)aeTs

i (5 p-mo i (e G-

et dérivons I(t) par rapport au temps

Tl,Tg} + M) (t)ay (T3, Th] + M (t)w?(t) o (T3, T3]

ol 0
E — a(a1T1+a2T2+a3T3) |
oy 0 1 . r 2 v o 3
= Ty + aTh + a3Ts + ?a 32 P, +v0 ;—R +;;5(;—R)a
1 0 r 2 vad (l_r 5
= a1T1+a2T2+a3T3+2 8t{|:P¢+V€ <;'—R>] }4—;&{;6(;—]?)0}

a1 _,r 0 %) T 10 _r
5{ {;5(; ~R) 03} = {—8—7:(;(_ —R)-f-;&(f(; —R)} o’

faisons le changement de variables
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donc

O e +an+an- 2229 1p Lo (t_ R\
5 111 2d2 +azls w5 o © ; :

27
P

alj)a

= {lel + (fL’QTQ -+ C'\{3T3 _—_— { |:P‘p + vl (

2rpr

p

+ 2 {ﬁ5(1_3)+rﬁé_(i—_]%)_} 03}
I P’ (z_R>

-]

+5/2%1 (—%6(2 — R) +r§§%_—1:)—>> 03}

: 2
= 11 + &pTy + a3T3 — up {2 [P(p + v (g — R>]

2rp | Or

+u (15(2 - R) - LM) 03}
p P P (i _R>

g
ot

2r

. 2
Zﬁ—l = ih{d1T1+d2T2+d3T3~—7—[;_{[P¢+V9 <£—R>:| }

Lra (-ﬁg(f _R) +Tﬁw'

(4.17)
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ol
[Hp,[] = lh&

{——27:7??\—;3—)7—11 +’lﬁ <7\[( ) ) ( )01 ;\?( )> TQ +92FL]\[( ) ( )OQTg
(iR g vOG-R) o v _r 19 (T :
B0 (7 ey DL » GP +’9<p Pﬂ ))}

2
= ih d1T1+d2T2+d3T3——1£a P, + vl "R
2rpor 4

. 5(:-8)
vo r :
el ISR (A ) IR R A 2
AN
e}
en comparant les termes de 1'égalité entre 4.16 et 4.17 nous obtenons le systéme des équations

linéaires simple du premier ordre pour les coefficients ay (t)

;

(;\q - —2%)
Y 2 o 03
Qy = ]\{(t)w (t)al 1\{[(3t)’ (418)
d3 = 2]\/[(12)(,02@)042,
g _
. \ P A[(t)
aprés calcul nous obtenons
ay = p?,
LT (4.19)
oy = —M(t)pp,
calculons
0 9 . . .
5 (a1a3 ag) = a3+ ajaz — 2009
= 2228 Loy (t)wzl(f;agal — 2 MW (t)ar — 2 ) oy
M(t) M(t)
o » «
= -2—1\% + 2M (8)w?(t)anery — 2M ()w?(t)cran + 2M—(3®a2
= 0
ce qui implique que
(s —aj) =Cste=k (4.20)
ou k est une constante réelle, d’ou
k+ o
a3 =
aq
R MA()p%
ST
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et la fonction p vérifie ’équation auxiliaire indépendante du flux

M

v . 2 v
- = . 4.21
Ainsi l'invariant [ (t) prend la forme
| k+ M2(2)p%
I(t) = p*Ty — MppTs + ( p )T3
2 2 2
P 2 h 1 T if} £ _ 3
{3{7)7. 4_7«2+ﬁ liP(p—i-l/H (;——R)} +7‘p(5(/) R)o
Mpp , (k+M*(0)pp*) , |
—— (P 1) + 27 25 (4.22)

4.3 Recherche des vecteurs et valeurs propres
Cherchons maintenant les valeurs propres A, ., et les vecteurs propres ¢, ,, de I'invariant
I(t)
I ¢n,m (Ta (P) t) = )‘n,mgbn,m (Ta (10) t) (423)

Introduisons la transformation unitaire dépendante du temps

uut=U"U =1,

tel que |
Suim (1,0,0) = U () b (1,0, 1),
alors 1
o 1,0,) = U™ (0 (r.0,), (4.24)
L’équation aux valeurs propres (4.23) devient
() fnm (1,0,8) = A (7,0, 8), (4.25)

I ' ol le nouveau invariant est de.la forme
7 ..._1,., ) k .
I@)=U@®)IU(t)=p"Ty + ?Tg. (4.26)
|
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donc
) k , ,
(1 + 51) by (16,00 = b (.0, (e27)

En coordonnées polaires I'équation aux valeurs propres, Eq. (4.27)prend la forme

2 2 P 2 2
A (& 1o\ .1 r kr
{(2{ h <0r2+r0'r> = {P +1/9<p R>] }+-2?>1

BT a3} b (ryor)
Z o |

= An,mrq/ﬁn,m (T7 99> t) .

1 19 8 p? 2 k2
z B2 R o
2{( P ot 87‘+ !:P +1/6<p R)] +2p2 1

] pé(; - R) } d,)n,m (741 @, t)

= n,‘m¢n,m (T’ 1) t)
3 1 0 1 0
og° = et 1=
0 -1 01
donc
1 h2218 a E:'P 6(r Rl2 kr? vo (T R 71 =\ 11
2 r8r 87‘ r 99+y ral +§;7 + r (;_ ) ¢n,m_ n’m¢n’m
2 , ’
Lo (-mtard + & B+ v (-—R)] 42 )~ 262~ R) tdum = Dnmbom

comme nous pouvons ’écrire sous la forme

1 , .10 8 p2 2 k2
2{( hpTaT ar P+U€ ;—R +2,02

S8~ R) } b
= A md’i?n L

avec s = *£1 est deux fois la valeur du spin (+1 pour le spin "vers le haut" et -1 pour le

T

“spin "vers le bas"). Puis, en introduisant le changement de variable ¢ = - on peut écrire les
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équations aux valeurs propres sous la forme
1 10 d 1 2
z R e kE*
2{( £ o¢ 0§ [P + v (€ — R)] + £>

+#&a4a}&m@¢>

3
An,ﬂl/’\/}lﬁn ({’ ()0) ) » : (428)
avec
. 1 1 r .
d’n,m (Ta ¥, t) = Xam (Sv 90) = —Xnm <_’ (P> : (429)
p P p
o, 1 x
ou bien sl = = X (4.30)
P P\ Xom

Le facteur % est introduit pour maintenir la condition de normalisation pour les deux fonctions,

il est évident que P, commute avec I (¢), la fonction é),l’m (r, @, t) s’écrit donc sous la forme

G (1,0, 1) = fam (£) €™, meZ

ol nous avons tenu en compte que ™ sont des fonctions propres de P,, en factorisant les

deux composantes LI

Xom = fam()e™,

X = fam(€)e™

.1

¢n,m 1 im 1 r%m im
.9 :_fn,m(f)e Y= , e
¢nm p ' p 3771

dans ce cas I'Eq. (4.28) regissant les deux composantes ce reduit &
2 v 2 v
1 {—Fﬂ%a%g(—% + 5 [m+26(6 - R))* +5%6(¢ - R)
+kE?}

Nous allons étudier deux cas congernant £ puisque L’éq. (4.31) contient la fonction 6 (§ — R)

wm () = M frm (€) (431

)

le premier est pour &) R (a I'éxtérieur du solénoide) et le deuxiéme est pour £(R (& lintérieur
du solénoide).

e ©+tant que £ # R dans les deux cas, alors 6’({ — R.) = 0 donc (4.31) devient

1 { th 0.0 2.

LV oy 12
‘2‘ 586 5% 'é._ [m + ﬁg (§ - R)] + k;f } fn m (6) - >‘n,m n,m (5) ’ (432)
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1°) Pour )R on aura 6 (¢ — R) = 1, (4.32) prend la forme

1 21 a (9 52 V12 2 12 B D
5 { g ?55 a—§ &2 l:’n + };J + A‘S nm (5) >\” mInan (f)

2°) Pour (R on aura 6 (r — R) = 0, (4.32) prend la forme

1{ ﬁQl a.0 h2777,2
£a¢° 35 &

2
donc nous obtenons le systéme des équations suivant pour f;f (€), qui sont des équations de

+ ]"!2} n, m, é.) = )\n,’m 71:1%1 (f) )

Bessel d’ordre (m + %) et m réspectivement

{{{%a—ifa% 517[m+"] SRCEEELALO=0 o (433)

HAth - m - b B 2 () =0 &(R,

Pour pouvoir résoudre I’Egs.(4.33), on doit étudier les trois cas distingués congernant la con-

stante k,

L= k=0, (4.34)

commencons par le premier cas, ‘! ,

4.3.1 cas k)0

on a
{12eg - & m+3"- s+ 20} 220 £)R,
{13eh -2 -8+ 20 =0 §(R,
on pose
19,9 1 2 ko,
et . )
10,0 _m kg
. e gatnE R i o
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(?77) est un systéme d’équations hypergéométriques confluentes, leurs solutions sont régulieres

et rréguliéres en terme des séries hypergéométriques 1 F; («,v; z), sont

F2€) = exp <-\2/._7§§2> {Al 2elmiEl g <§ ”m+ ’rl +1-— \/;:} |m+ h] +1; iﬁ)

2|m+,l
+ B2 <%> |m+%|

E l/ A"Tl ﬂ
x 1 <§{ 'm'+ﬁl+1_n——\/ﬁ]"1_ m+h|, - )} R, (4.37)

¥
£22(6) —-<mp<—%§§>62féW
1 k
X1 (5 “ml +1- ;ﬁ] ,m| 41 %“52> £(R(4.38)
avec
A L(7) =T (a+n)z"
Filenriz) = F(a);P(WJrn)F
a ala+1)2?2  ala+1)(a+2)23
" +7(7+1)2'+7(7+1)(7+2)3' (4.39)
et
. VE,
1 L
o 5“771—{-%;{- —m]
v

nous allons calculer les constantes A2 B2 et CL? en utilisant les conditions de raccordement

P (R—€)=fy? (R+e)

d 12 0] s £1,2 (440)
[#72©) = +#R2ER-0
en dérivant (4.39) en trouve
lel(aafY: '°° C\{-{-TL 2" 1
L = 4.41
dz F (a ; v+n)(n-—1) (4.41)
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F a,)fﬁg = 1_}.@962_*_&@6_44_
SR R Ry> CRIa(+1)2 T
o VR
Gk _ gVke, kalatl) g (4.42)
dz IR A R CE S VA '
et pour l'ordre le plus bas en R
171 <047’Y§ 'Escz ~ 1 (4.43)
L Je=r
i F (ow; %€2>.— Vka
~ 2——R 4.44
dz h f)’R (4.44)
L de=nr
donc(4.42) devient :
A;;?Rim_t_%l +B1£;2R—|m+%l - C:,{?R|m| .
v A v
AL2 [m—l— Z‘ Rlm+3]-1 _ m RIm+%]+1
’”{ Rl® B2 [|m+ %] +1]
_Rl2 ‘m-{— Zl RoImtg]-1 L Am R lm+g |+
m A hz[—|m+%|+1]
= 1,2 _S_l/) |m|—1 _ﬁ"___ fm|+1
G (Iml+ %) R+ [+ 17
aprés calcul nous obtenons
v v Ao |m+2|+lml
SO s e e (e
C’_1}n,.2- =R n ) I/I | Am le"—%l R2
1+ % | )
. v ] 4 Am |t £ +imi
ey B e
—m = ; -

I
v '_ Am 2|m+%|
2 ]m-l— ﬁ' T [(—lm-}-%|+1)(lm+%l+l
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donc les solutions prénnent la forme finale 1.
|m + %] + Im
mA+2 |+ |m)+ 2]+ 2m h R?
o] et S v 2]+ 1) ol 1)] et
1,2 — A VE im| 21m + ¥
i (f)—exp( Y §>R 2|’”+r[+/77 - _ |m il _ 2
CFn 2l D) (mr 2+
><1F1( [|m+ﬁ|+1———] lm+ 2| +1; k§2>
|m + 2| + Im|
Hm+‘,§|-HmH-%/]-}—%"71 ( I-)n n Ul 1 1) (|’ln| n 1) R?
+R|m+%[ 1 — ) h f_|m_+_%|
g2 2t g
m+L |+ g
T (—|m+—l+ 1) (|m~|— ‘+l)
xlFI(%{ |777+h|+1—ﬁ\7—] —|m+ |’h 2)
passons & la limite R — 0, R? ~ 0 et la solution devient
ot [y ] ]
112 (¢) = ¢~ (F€) pimi R 2t afrt] | ¢
«1Fy %[|m+ﬁ|7*1——] |m+ﬁ|+1f§) oR
FRImHE |1 2 ] | ’
'><1F1 (—% |:—|ﬂ1+%|+1—’?\7—:| l—lm+ \/_f2>
(4.45)
N . 1 [m|+ % 1 [m|+ £ 1 .
nous remarquons que les coefficients [2 + W} , [2 W] congernant f1 (£) sont simi

laires & ceux du cas précédent. Par conséquent, dans la limite R — 0, il est claire que la solution
irréguliére contribue si la condition 31, 35] (4.75)est vérifiée et (4.45) s’écrit pour la premiére
composante fL (&)

fm(€) = exp (—‘2/—5 2) R"

x {D;R""”T”gler N ( [1+ m+ 2 ' } |2

h

},l—lm—%—%‘;—\/-ig)},(é%)

ol D}, est une constante non nulle. Alors, dans la limite R — 0 la solution irréguli¢re domine

frln(g)_-)f [m+] SEa! (2 [1—— ’m V'r im_:!.’l {m_{- \/‘f>

| ﬂﬁ)

+RTTT emlmri] Ry ( [1 ~ ‘m-l— I

.h vk hl h
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et en utilisant les conditions(4.75) , (4.76)et (4.78), nous arrivons a écrire la premiére composante

de la fonction propre y! sous la forme

m

v v m+%
Xnl6:2) = 0m (1= 02 ) by = (=)o)

m+ - !4—1

\/—g> _ Vke?

2% eimap
h

v Am,
ﬁ‘_ \/Eh} ‘

.2 \/‘£2
— 06, vae m [ L1 A |y, VRSN RE
+6( s)@(h)ém,_;\vamf vl <2 [ el 7, - e

1 Aom Vkg? Ve T,
+6(s )9(_—) m-N-10mET 1 Fy <§ [‘77— \/Eh} ,77,T€> h (N+1)g , (4.47)

ol §(z) est la fonction de Heaviside.

Le comportement asymptotique de la série confluente pour les grandes valeurs positives de

son argument est
L) 2 ams

1 1(0(,'),2)"*9 I‘(a)e y ( )
il s’ensuit que la fonction propre X2, se comporte comme
14 v v Am v (—\/E§2>
X~ @ (1= 00203 = 8= )0 ) bl Rkl 2
¥-
+9(—3)9('ﬁ)6m,—Nam§_nf—[m+l_n]€ 2h
+0(8)0(=)bm,-n1am€ 1T VER TP (4.49)
La derniére expréssion est exponentiellement divergente.
Cette divergence ne sera pas évitée sauf si on pose @ = —n [37), avec n = 0,1,2, ...., cela

transforme la series en un polynome de degré n (polynomes de Laguerre ), qui nous permet

d’écrire

6 = e (1= 0= 6L ) sl ()

PRSI S

o v +6(_$)6(h
y ( ﬂ§2>
6(5) ( h)_ém ~N— la'm nfn an I(T e—i‘(N'+l)s4‘, (450)
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N 1 tant n! F(|7n+ |+1
ou la constante d,, , = *‘C .
mhn F(’m+ﬁ |+1+ m

Dans le cas ou les conditions (4.75) et (4.76) ne sont pas satisfaites ( contribution de
la solution réguliere), les valeurs propres pour la solution réguliére est obtenu a partir de la

condition

1 D +u|+1 : A]
—Iim+ = - = -7,
2 h VER

Amn = VR (2n 1 '[m + %, + 1) . (4.51)

ainsi,

les valeurs propres dans le cas oul la solution irréguliere se présentent :

pour le premier cas (m = ~N, N >0, s :.;v—l), est

1 [1 )‘m 71:|
= |t—-n- -n,
277 vk

w=VER(2n +1—17), (4.52)

et pour le deuxiéme cas (m=~-N —-1, N+1<0, s = +1)

1 Am
2 [77 Vk h] o
Amn = VER(2n +17). (4.53)

et les valeurs propres correspondantes de I’ sont

dmm = VE { (1 - 9(%)5m,_N - 9(!%)5m,_N_1) (2n + |m + %) + 1)

+ (9(%)5m,_,v @n+1-n)+ e(—%)am,_N_l (2n + n)) } , (4.54)

[m| |-%

. ~ 1 1 fm|-5
Par contre nous remarquons que les coefficients [2 + m] [2_ W] congernant
1 (&) sont différents de ceux congernant f2 (f) et pour qu’ils soient les mémes on remplace

s — —s, alors

fn(6) = exp (—%ﬁ) R"

X {Dm’nRWl—yﬂqglm‘*‘%llFl (% [1+ |m+7_”i‘ _h’\_\r/ng] )Im+h\+1 \/};f >

R e lmg] L P R IR
T 1F1<2{1 ’77;7,—#5( AR
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ou Dy, ,, est une constante non nul. Alors, dans la limite R — 0 la solution irréguliére domine

sl la condition

v vs .
‘m tz| = —’_‘|m| 5 (4.56)
1 v A \/Zf
2 m
Al il -] -l
m (6 = 1(2{ " WE} A
& condition que
|m| — V—; +1)0, (4.57)
et en utilisant (4.56), la condition ci-dessous s’écrit sous la forme
A 4
m + h‘ﬁ ( ‘ (4.58)

\/-2
X(&9) = | amn <1—9(%)5m,_N—9(—%)5m1_N ) €|m+ﬁlL|m+ﬁ!(\/_€ e < 20 >ei’w

)0m, N €L, ’7(\/_5 Je < '2>e—ing

v
V. s)
+ 8(=5)8(=2)0m, - -1Gmn 5"-1141-1([f Je - e e, (4.59)
Donc
Xl
Xmn &0) = | 77", (4.60)
Xm,n.

Alors

1
d);n,n (7‘, ¥, t) ='l ZXm,n (f) (P) )

/1 1

1 m,n
‘bj:'“ = - ), (4.61)
¢m,n P Xm,n

& partir de (4.24) la fonction d’onde ¢,, ,, (7, ¢, t) est de la forme

1
¢m,n

P () = | )
¢m,n
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3,0 [ (e (1= 00 = 8= ) €

VP xg,lfﬁ il (@)e ) gime

\/E§2 )e<—\/§ﬁ£2> g=iNe

B ]
)6n1,—Nam,n§ Ln ( A

62 _ﬁfz>
+ 9(_8)9(—%)6m,—N—1am,n €n—1LZ_1(\/}€§ )6( ” e_i(N+1)‘P

i
Les fonctions d’ondes ¢, , (v, ¢, t) = exp [iamn(t)] dpn (7, @, t) évoluent suivant équation de

Schradinger, et la phase oy, ,(t) est définie par -

. 0
ham,n (t) = <¢m,n| Zﬁ'a__t - H(t) |¢m,n>1

I
é = <¢m,n| - W |¢m,n>

I

= (bon| = 75
m,n Mz
S

¢> (4.62)
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4.3.2 calcul de la phase a,,, (t)

27 +oo ‘ I @1
i v (8) = 1* 2% ) _ vm,n drdc
W x5 ( ) /O A érn Nl Qﬁ?n 7 { /‘\([102:| ¢2 r (p’

Il
>
»§
b
\
Ny
S—0
+
8
3
i__
+
E
—'—m
N SN
au
3
2.
s

- Mp /27r/+oo l¢mni +’ m712 drdep,
- ]\4p2’
Rt (£) = —M£;[<Zn+lm+%}+l)+(6(%)(271—%—1— m) +6(=5) (2 -+ 1))|

I” integrantion par rapport au temps donne

dm = VE { (1 _ e(%)am,_N - 9(—%)5," _N_1> (271 + [m + %‘ + 1) |
+ (9(2)5,,1 (@24 L= ) + (=), s (2n+77))}‘ (4.63)

f{@”*"’”%!“) +(9(,1)(2n+1—n)+9(_7_i)<2n+77 / L,

Nous remarquons que la phase dépend du spin et du flux magnétique dans les deux termes dus

Oy (t) = —

aux solutions réguliéres (le premier) et irréguliéres (le deuxieme).

Nous déduirons la forme finale des fonction‘s propres

+o0
Piret) = DD Y. (et

n m=—o0o0

+o00 1/}1
=22 |7

n m=-oo wm,n
M;
+o0 i(ﬂm,n(t)—ﬁgr2> 1
& € Xm n (T’ ®, t) -
Pret) = DD ama— ’ (4.64)
n m=-—o0 \/ﬁ in,n (T) ®, t)
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Alors

1 Mp 9>
1C\nn() 95 r
e( op

i1 —
v mn x

/p
{am’" (1 B 9(%)5"‘»—N - 9(“%)5m,-;\f_1> §Im+%‘

v g2 | — ‘/E‘cz)
% LJZrH_ R | ( \/is )e ( 2h ei?”,gp

v

kg
+9(—S)9(-ﬁ)5m,_1\/am,n f_nlgn(fé ) ( )e—iNga

- _ k52>
+9(5)9(—%)5m,—N—1am,n5"‘1L:ZL‘1(_\/§‘—:'L_€)6< 2k ez(N+1)4p}

. 1 Mp 2)
? am,n(t)——
€< 2h p

2
wm,n = X

\/ﬁ
{amn (1 = 0(3)0m, - = 0= )om -1 ) €]

v 2 _\/_Eﬁ)
xLLerﬁl(——\/? )e< ) gime

9 [_vke
) — f-"L;w@)e( W) oo

\/“s?
+9(_S)9(—%)5mY—N—1am‘n et 1(\/_f Je ( > “i(N“)‘P}

i-
revenons maintenant au deuxiéme cas
4.3.3 cas k=0
12
(ged-3m++20)2©=0  9n wos)
71’7.2 m —_ ’
{18cg-m+2p) = (R,

posons Y2 = 4, (4.65) prend la forme

-2+ fito=0  9r
Vit~ F A0 =0 i
!_/
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ceux sont les équations de Bessel d’ordre (m + ¥ )et m, explicitement, leurs solutions générales

dans les deux régions sont

A2 —i—BlfnJ (ué &R,

P'm. (6) g ‘7’1+_|( €> . lm | ) > (466)
Cy.mjlml(/‘é-) % 5(37

o A)2, BL2 et CL2 sont des constantes arbitraires et J|m ) J_|m vy| € Jim TEprésentent les

fonctions de Bessel d’ordre (m + %) et m, qui peuvent s’écrire sous forme de séries comme suit

- .
z a z 2
5 ZZ'I‘(a+1+1) 2/

(=0, (4.67)

L\ —Q — -\ 2
Ja(2) = (3)" D mteten (3)”
=0

pulsque m + £ # entier, donc

1

< N 2 mg|
iy (6) = Zz'r m+ +z+1 (£¢) , (4.68)
=0 R
o0 1
_ p N A=|mtt|
T pmep| (€)= Z’”F 1m+ﬁ|+l+1) <2‘f) ' (4.69)

Pour déterminer les constantes A%, BL2 et C12 nous devons imposer les conditions de

continuité (de raccordement) aux solutions (4.6§).,

am(R—€) = fi2 (R+e), (4.70)
dfr2 ()1 s
[#—]R_E = 5 2 (R—¢) (4.71)

elles se réduisent a

Climimi(WR) = AT o) (W) + BTy, +u|(uR)

(4.72)
AL%&AMH(#R)+Bﬁ:ilg%J_|m+%|(uR) Crt o Jimi(BR) = 2CL2 J i (LR)
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en utilisant les développements en séries et pour 1'ordre le plus bas en wR

,R |m+%
Jlm'+%|(uR) ~ lm+5](/1 ) v
‘ 2 -“F(’m+ﬂ+1)
_ m4 v R ]m+5,l—1
L g WR) o A EL G
IR " olm+#[p ([m—#—%[ +1)
(MR)—ITII‘F%I

S mez|(uR) =~ y
[t 2_|m+W!F(— |m+%’+1)

B A [,m + ¢ (/.LR)"I’”JF%I_1
2_|m+%|f‘ (— |m + %l -+ 1)

d
IR -y BR) &

~_ (ur)m
d L
dRJlm'(#R) 2D ([ + 1)
NOus aurons
o (uR)™ g (uR) I _ iz (R
“Tolm kI (jm 4 2] +1) o TmeRIp (= |m+¥+1) o omip (jm| + 1)
are £l + 5| (uR) I ET e mlmer g Ryl 2 (il + %) (R)m
20 (jm 4 2] +1) oIl (- m+ 4] +1) i 2T (Im] +1)
aprés calcul nous obtenons
AL2 {m| + £ olm+¥|p (Jm + zl +1)
Hmeo R R Im-{-,’l R [m] h 47
Cit ( Pafmr g ) W “r
By, 1 rml + % 27D (< fm 1 2]+ 1)
w2 4R lm+ni Ry R 4.74

ce sont deux équations a trois inconnues, nous obtenons

12 _ a2 [1 |m[+s” lm“l - |m+%'F(|m+%|+1)
Aim = Cﬂv’“( T my [> R 2T (Jm] + 1)

12 _ oz (1 M+ F Im| + % ]!m+%| [m|2—[m+%lp(_ Im + %] +1)
Bp.,m - C#,m <2 | l ( ) (/J'R) ] 2|m|r\(|ml+1)
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de cette maniére, la solution(4.66) pour £)R est

SUV
200 = e e Ly U
Fom ' o ' 2 2]777,-{-%[ [ [V
' sV
gt LR
2 2fmy]| TlmrrlNS

a la limite R — 0, on remarque bien que la solution irréguliere (le deuxiéme terme) disparait

ainsi que la singularité que représente la fonction .]_|m +Z‘(,u.§ ), & moins que
h

SV

[+ 2| = =l - %, (4.75)

I N

dans ce cas la nous devons introduire le plus haul rdre en 1R dans le coefficient de J 2| (ué),
i

cela donne
Fuim (€)= (uR)™ {D;:;<MR>'"1'+%+2J,M+¢_,|(ué) T WR)E T e}, (476)
ou D2 # 0.il s’ensuit que 2 (&) — J'_|m+%|(u§) a condition que
|m| + % +1)0, (4.77)
tenant compte de (4.75), nous tirons
‘m-i—%[ (1, (4.78)

cela montre que la solution admissible de I'équation de Pauli dans la limite R — 0 est toujours
la solution réguliere & moins que (4.75) et (4.78) soient simultanément vérifiées.

Et pour qu’elles soient significatives, il est commode d’écrire

2
v
F=N+n 0<n (1L, (4.79)
par conséquent, la solution ;fn (€) reste toujour réguliere, comme on peut vérifier que les

conditions (4.75) et (4.78) sont vérifiées & éxception des deux cas

a)rﬂz—N, N >0, s=-1 ou

, (4.80)
bm=-N-1, N+1<0 s=+1,
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.
comme on peut remarquer que la relation (4.75) exige que £( 0, afin que la solution J_’m -y (ué)
h

w

soit admissible. Et la premiére composante est donnée alors par
Xpm = Fum(€)e™
— {Ze—i%lm+%ljlm+%‘(Mg)e'i171¢
+6(—s5)0 (%) e"iN‘*’e“i%(N—%)J_n(uf)
+0(+5)0 (_%) efi(N+l)¢e—i%(%—N—l)']n_l(,uf)\} (4.81)

Ou la prime indique I'omission des deux termes spécifiés par la condition(4.80).

revenons a

sv
fn© = gt (L TR
wm (&) = M H ) W 1m+%|/vtf
SV
+(MR)|’”+%| E_M__E_ J (ué)
2 2|m+%l ~[m+g| ’

on remarque qu’a la limite R — 0, la solution irréguliére ne disparait pas méme si on impose la
condition(4.75), alors on va remplacer s — —s et dans ce cas 13, & la limite R — 0 la solution

irréguliere disparait & moin que
l N y‘ il + sv
m+ —|=~|m|+ —
h, ¥
en parcourant les mémes étapes que pour £} (&) sauf la condition(4.77) qui devient
v :
Im| — % +1)0, (4.82)

et en tenant compte de(4.84)on tire la méme condition(4.78), nous arrivons 4 écrire la deuxiéme

composante sous la, forme
2 _ 2 3 )
Xp,m - u,m(f)elmw ‘ .

= Ze_i%lm+%|‘]|m+%|(ﬂf)eimw
v ; —iz(N_r
+6(s)6 (7_) e~ iNeeiE (N ﬂ)J_n(uf)

+6 (—s) 9'(_%‘> éfi(N+1)w6—i-’%(%—N—1)Jn_1 (1) (4.83)
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1

1
.@p»,m X/.l m

2
L, 11 Xu,m

-o |l
A Y

donc

) Qu.m

A Mp g é,_l.m
P b

¢/1 m

T 1
- L e (4.84)
Rs Xpm

avec

T2 1
e x v roo.
qb}l,,m - - {Ze 12|m+n|‘]lm+%l(u‘;)elm@ i

#0(=5)0 () emtiee 5 (=)0, 07 ?

+6(+5)0 (=) e—%wwe-i%<%~N-1>J,,-1(u-;>} (485)

et

-—‘2%%27‘2 I

€ e —1Z m+% T\ im

¢i,m = ———b—-{ze 2| +h|J1m+%|(,U';)€ P
+6(s)6 (%) e‘iN“’e_i%(N”%)J_n(u%)

10(=5)6 (_%) e;i(N+1)<pe—i§(%—N~1)Jn_1(u£)} (4.86)

Les fonctions d’endes ¢, ,, (7, ¢, 1) = exp (10, m(t)] b, (7, 9, 1) évoluent suivant I'équation

de Schrodinger.

4.3.4 calcul de la phase a,,,(t)

la phase a, ., (t) est définie par
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: 9 \
h&u,nl (t) = <¢u,m 7_0_ - H ‘(D#/ m/
= <¢H,m| |: ’\’[[) :I !é/l m>
= <¢/zm| - 1\4-7; | u m>
Am
= —W < ;L,n'Ll |¢/.LI,7TL> (487)
donc 'Eq.(4.87) prend la forme
nous arrivons a écrire la phase comme suit,
e [ d
m T
Qpm (t) = —f/W <¢p.,'m| I¢u’,7n> (488)
0

les fonctions d’ondes 9, ., (7, ¢, t) solutions de 'équation de Schrodinger sont données donc par

P (150, )

= exp [i(l’u m )] Qs,u m (7‘, @, t)
s Gl
0 ¢ﬂ>m (T7 ¥, t) (489)

= e

Et maintenant étudions le troixiéme cas

4.3.5 cask (0, k=

3

—0% = (19)°

suivant les mémes étapes comme dans le cas k > 0, on trouve les équations dans les deux

régions

avec

1
G
m?
i

N
)

[+ 4"+ EZEF 2O =0 26O OR,
+%£2}f1’2 (6) = Am £ () &(R,

Lf? (€)= Anfa® (€) R,
LRt (€) = Anfi? () §(R,

_ )% 190.0. 1r. ._wvi2 922_
—<‘7 {gag T g[ 3 v } I,

3
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et
, R\ (1.0 m? Q2 2
we () e T owe) o

(4.90)est un systéme d’équations paraboliques, pour les rendre sous la forme d’équations hy-

pergéométriques on va introduire la transformation unitaire suivante

V., = exp (5% [rp, + pﬂ‘])

en utilisant la relation de commutation

Ir, prl‘%’ q
on arrive a

Vy‘ = e“i%e'yrpr = e_i%e_mr%

en utilisant le changement de variables précédent r = p€, alors
0 0

T = 6—1

ar - 7 0¢

et par consequent

V.

— iR
4= e e o,

cet opérateur a les propriétés suivantes
VA,TVAY“1 = e,
V’yp r V»y_ b= ei’rpr )
V,F(r)V,h = e 3R (er).

LVWAIRE) = AWAVAR O OR
LV7WVofR2 (€)= AV VL f32 () St
en appliquant V, & gauche des termes de I’Eq.(4.95) on trouve
(V7[2V7_1) vagiz (5) = )‘mv'rfr}f (f) £>R’
(VBV) VRfR2 (€)= AVa i (8) ¢(R,

et en utilisant les propriétés précédentes on arrive &

188 1 viz 0%, _
i i

(1.8 _ 2 02
_ 62”{1 868 1 [m+%} +e_4”9~§2},

GRE n2

(4.91)

(4.92)
(4.93)
(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)
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et aussi

et

(%) e (L8268 - & m+ 1"+ e BL) 122 (e77) = Al () &R,
(-%) e {1geg - =+ B FIR (€)= A2 (7€) ¢(R,
(4.98)
pour que e = —1, il faut que y = +7%, alors & dernier systeme ce réduit en
i iz v]? S iz iz
(_g) o3 {%a—?ga% —Emti -% 2} FL2 (e55€) = Aufy? (e*ih¢) &R,
(_ﬁ_;) o*i5 {%565_68%_ %2_ 02W2€ }f12( eFEE) = AnfL? (e*ikg) ¢(R,
. v 2 : 1
4 (-5) {16k - I3 - B} 12 (559 = aafl (5% 9R,
i (5) {14 - T - B} (456) = A2 (M) &(R,
(4.99)
on pose
Ver BV 02 (©) = Aai2(©  OR, w100,
VesBVid| o © = a2 © (R
avec
g (§) = Vag £ (€) = e E £ (€) (e™3¢) , (4.101)
ceux sont les fonctions propres de J, = Vi%IQVi_ ﬁl
Nous comparons avec(4.35)et (4.36) on trouye
Jo = Viglgvi—%l ==+, et
Jy = Var LV = i,
- alors
J2g717%2 (6) v: )‘mgrlnz (f) ) (4 102)

Tagi (€) = Amgh? (8),



4.3 Recherche des vecteurs et valeurs propres
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d’aprés (4.100) on peut tirer que i
‘[ 71712 ) = ﬁm 3,12 ¢ ¢ R,
?91,2 (€ g 2 () SR, (4.103)
‘[2977;, (é.) = Tngrln (5) €<Ru
qui signifie que ¢gh? (¢) = Vir 1.2 (£) sont les fonctions propres de I, avec des valeurs propres
Il?TTL

= Fi,,, alors en utilisant(??) nous obtenons la solution

grlr,LQ (g) — eii%e[:ﬁy‘%g] {Am / ii%£)|m+%|

(e

(5 [ 5 1o gl I ey

+Bm( ) m+5|
X F (5[ ‘m-i— ]+1 9 ] 1—‘m+;—;|;\/f(eii%§)2>} £)R,

33 _@ : g m ’
gl (€) = ei"s'e< 2 é)Cm (e*iFe)™ L 3

1 2 x
X1 (5 (m|+1—=95,],|m|+1; ﬂ (ei‘?§)2>

h

qui est équivalent & écrire
6 = (eijtewn |-G (vERE)']
X {Am (\/:*:_Zf>lm d
o (3 g 10 s ()
{+Bm (\/E€>*|m+%|

1 v ‘ fe]

m—f—h —(Ff))} £)R,

et

,

1,2

(e = 0tew (Fighe) Cn (vRE)"
| ‘o (%[lmm— Al (75 @) em
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Nous remarquons que les solutions obtenus sont des fonctions hypergéométriques sauf que le
paramétre [~ ‘m + %l +1- ﬂm] est complexe ( ¥,, = i),,) qui peut prendre toutes les valeurs
possibles et imaginaires, donc nous sommes devant 'étude d’un spectre continu, contrairement
& ce qu’on a dans le cas précédent ( k > 0}, ou legparamétre est réel et les spectres sont discrets.

de la méme maniére que dans le cas précédent, nous allons calculer les constantes A%2 BL2

et CL? en utilisant les conditions de raccordement
I’ (R =€) = g2 (R+e¢)
L (R - . (4.104)
(2032 )] = ga (R

et en utilisant (4.75), (4.77), (4.78) et en faisant juste le changement de variable z = :}:i%f2

et pour 'ordre le plus bas en R

1By <a, ¢ (ZFZI—Q-!> {2)} ~ 1 (4.105)
L h (=R

[ . QY g2

lel (Cl, G (:Fl_ﬁ—‘> 5 ) N 2|Q| aR (4 106)

dz R '
L ¢=R
donc(4.104) devient
—lm+%!

g (vam)™H e (vain) T - e (van)

et

AL? {‘m+%l (JER)IWL%I—I - Um ] ( iiR>|m+%l+1}

[[m+%]+1

—BL2 {lm+%‘ (\/i—iR)—[m+%|-1+ - i ] ( :l:'iR)_lm+%l+l}

2 [—|m+%l+l

cx? (ml+ %) (vER) ™ + h_ﬂ._ (viR)™"

[im[ +1]

aprés calcul nous obtenons

v v - m+£ | +im| -\ 2
g [+ 81+ 3] 8 | el ()

AL2? —m+¥j+1)(Imi+1
_C_%:(/iiR) | r| )

2]m+%|+%{( 2] )]WER)Q

[t g ) (Jmt £
1.
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m+% [+1)(]m|+1)

I 51 b+ ] + 8 |l vy

A12 m+¥ [+[m]
oy = (J’:EER)I it )y

v
m 2\m+%

2 ]m + %

donc les solutions prennent la forme finale
9 () = B3 {B4 X Bs + 35 ¥ 37} R,

fo= (e |- 7 (ME&)Q] (vER)"™

|m + £| + |m|
(=|m+%+1)(Im|+1)

5. = () )

Hm + ,.LI + |m| + S”]

(£iR?)

Im
"

X

2 ]m + %|

2|77z+%|+%*2& +l) (|m-+—z
i

(£:R?)

QI

+1)

m 4 }—”i‘ 41 (q:z&h') 52)

b= (3 10

|m+] (@g)_lm%' a

Bs = <\/i_ZR>
|m + %] + |m)|
(=|m+¢|+1)(Im|+1)
2|m+,~.l|

T A+ 1) (v 2]+ 1)

= (3 fl s e 7 (=) €)

passons 4 la limite R — 0, R? ~ 0 et la solution devient

{(\/_'R)_'m+%| [lm+%|+|’7jl+sf—:’] (@f)|m+%l % B

2|m+%

" - )

2|m+%

[lm+ %[+ Iml £ 5] + 32

(£iR?)

2lm+%| + %2 (£iR2)

R,

en passant par les mémes étapes précédentes (4.75) et (4.78) on arrive &
|m+r |

(@) = oo {3 (vaR)"" (vae) ",

+@@my”*(fr)“'%},

5 | st e (VR

(4.107)

(4.108)
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out D} sont des constantes non nulles. Alors, dans la limite R — 0 la solution irréguliére

domine

. 1
9717%2 (&) —1 A (5 [1 -

m + hl m] ,1— [7714—%’; <3FL]—:—|> §2> .

Par la méme procédure parcourue dans le cas précédent, la premiére composante de la

fonction propre x} est donnée par

X6, 9) = (1= 82 )om, v = B0~ 7)o s ) ¢ (VEE) ekl g filate) o
el B 00126, o (VERE)
(el b (o))
4 o[Figte] {9(3)9(—%)5m,_N_1am (vaEe)™
“h G :1_;”” ’ hm;-’1'lm+%|’<¢i]%>fz>evm“)”}v (4.109)

Le comportement asymptotique de la série confluente pour les grandes valeurs positives de

son argument est (4.48), il s’ensuit que x} se comporte comme

X (&) ~

elFi5e’] {am (1 - 9(%)6,,1)_1\, - 9(__%)5%_1\]_1) (\/}-{5) |m+£]

« (VERg) I
+9(‘3)9(%)5m,_1vam (\/ﬂg)#" (\/E§>_{‘%%“_”]

comparons avec I’Eq.(4.54), nous remarquons Que

=) v-r0m (V) («Eg)'%“%"'%*”’}, (4110)
| P (4.111)

Et pour déduire x2,(¢, ) nous remplagons s — —s dans ’Eq.(4.110)nous obtenons

Xim(fv(p) ~ e[:Fi%E?] {am (1 - 9<%)6m,——N - 9(”‘

)i -r) (vERE) "

o <\/}—z‘§)_[%%+|m+%|+”
"‘9(5)9&5 _NGOm (\/—5) (\/i—%)‘[]ﬂﬁ%“—"]

3 )0m,

v

+0(=35)0(=2 )6 N~

h

am (V)" (V)
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Alors le comportement asymptotique des composantes de la fonction d’onde (solutions) &,, (r, @, t)

s’écrit comme suit

(o) = e (4.113)
O (rot) = %x (4.114)
_iMp,
Ot = el o (1 0o~ 0D )
y (\/i—z.{)Ier%l (E§>~I1%T%+|’7L+%\+11
+0(=5)00)om, v, (VFiE) " (V)
+9(5)9(*%)5m,—N-1a;§1"(@g)n—l (@5)_[%%7]},
et
_iMp,
Frn,8) = S B o (1 06y~ 05 )
(V)™ (g e
+9(3)9(%)6m,—Nam (Ef)_n <\/i_i§)—[%"|%+1—n]
HOI8( )i (V) (vERE) T,
On déduit la forme des fonctions propres Yomw,. (,0,t) qui évoluent suivant 'équation de
Schrodinger
Vi (10, t) = €Ol (rp,t) = —}—pe%%é“eiammx}wm (4.115)
Vg (o t) = eonlgl o (7“, o, t) = %e%_ﬂenem’"(t)xfn’ﬂm (4.116)
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4.3.6 calcul de la phase a4, (t)

la phase a,, g, (t) est définie par

0

R0, (t) = <¢‘>m,z,m\m— — H(t) |§mr g, ) s

- <¢m0m| 2 I¢m ﬂm>

. [
- <¢m,0m - W

B/
- _W <¢m,0m‘

S [C dT /.
g, (1) = —om / 2 (bt
= :tl_/ ,mﬂm

comme nous pouvons écrire la solution générale en forme condencée comme suit

(/J)m’,l?m >
¢1n’,19m >

¢m’,19m >

¢'ITL/ ,‘!9m. >

1 ! ? 4o 41
1,/) (7', @, t) = dj — Z wm,'&m

2 2
¢ m=—00 ,(/)m,ﬁm

My 1
1 —;ET:; 6’iam,‘9m (t) me'gm

NV X%

|

!
:rl~

[ M 1
_ 1 el{ﬁgrz""am"’m(t) Xm,dm

NG

2
Xm,ﬁm
alors le comportement asymptotique des solutions s’écrit comme suit

Phon = et e
o (1= 0 = 0 2o 0-2) (vERE) ™
) (@é)—[]%w[m,—gm

e, E) (VR

O ) saar, (VERE)" (V) T

R

(4.117)

(4.118)

(4.119)

(4.120)
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(4.121)



Conclusion générale

Dans ce mémoire nous avons solutioné I'équation de Pauli dépendante du temps 3 2D

’effet Aharonov-Bohm.

confinée dans un potentiel harmonique en présence de
pour résoudre cette équation.

En premier lieu nous avons éxploité la théorie des invariants

En dexiéme lieu nous avons présenté en détails effet Aharonov-Bohm.

"En troisi¢me lieu nous avons exposé les travaux de Hagen relatifs a la diffusion des particules

sans spin et les particules relativistes chargées de spin 1/2.

non relativistes chargées
équation de Pauli dépendante du temps & 2D en

En dernier lieu nous avons solutioné 1
les spineurs solution de Péquation de Pauli sont :

présence de V'effet AB, on a constaté que
es dans le premier et le troisiéme cas (k>0etk< 0),

- des fonctions hypergéométriques confluent

- des fonctions de Bessel dans le deuxiéme (k=0),

dont Vargument dépend du flux et que les solygipns irréguliéres contribuent dans certains
tre des solutions dépend de la

uliers. Comme nous avons vu que la nature du spec

cas partic
rement dit de Péquation auxillaire ; un spectre discret pour k > 0 et continu

constante k, aut

a.i]leurs(pourkzOetk<O).
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Résumé :

L’effet de la diffusion des particules chargées par un solénoide droit infiniment
long qui enferme un flux magnétique constant, appelé effet Aharonov-Bohm, présetite un
intérét primordial en mécanique quantique. Notre objectif ici est de traiter Péquation de
Pauli dépendante du temps confinée dans un potentiel harmonique en présence de Peffet
Aharonov-Bohm en utilisant la théorie des invariants. En fait, ¢’est en introduisant un
parametre dépendant du temps que nous puissions rendre le probléme lest, d’ot la
possibilité de Papplication de cette théorie. En outre, nous trouvons que les solutions
obtenues ne sont pas uniquement de diffusion (spectre continu), mais présentent aussi des
¢tats liés (spectre discret), Ce qui est inattendu et défie la convention que seuls les états
non liés existe dans un phénomeéne de diffusion,

Moets clés : diffusion des particules chargées, théorie des invariants, solénoide, effet
Aharonov-Bohm, spectre continu, spectre discret

Abstract:

The effect of the scattering. of charged particles by an infinitely long straight
solenoid that encloses a magnetic flux, known as the Aharonov-Bohm effect, is of
paramount interest in quantum physics. Our object here is to deal dependent Pauli
equation confined in a harmonic potential in presence of Aharonov-Bohm effect by using
the invariants theory. In fact, it is by introducing a time-dependent parameter that we can
return the problem as time-dependent, so that the possibility of the application of this
theory. Moreover, we find that the obtained solations are not only of scattering

~ (continuous - spectrum), but presents also bound states (discrete spectrum), what is
unexpected and defies the convention that only the scattering states exists in a scattering
phenomenon.

Keywards: the scattering of charged particles, invariant theory, solenoid, Aharonov-Bohm
effect, Continuous spectrum, discrete spectrum. «
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