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Introduction
1

1

L'étude des systèmes dépendants du temps a été un sujet de grand intérêt en mécanique

classique it quantique[l, 2, 3J. Le grand intérêt de ce sujet est dû au fait que les systèmes

déPendanJs du temps peuvent être traités comme des modèles exactement soluble et peuvent

être utilis~s dans plusieurs applications en physique; par exemple en physique moléculaire,
1

chimie quantique, optique, mécanique quantique. Plusieurs méthodes ont été proposées pour

déterminer les solutions exactes de tels problèmes telles que, la méthode des invariants de Lewis

et Riesenfeld [4,6, 7, 8]' la méthode des intégrales de chemins [9, 10, 11, 12]' la méthode directe

[13, 14]' et le principe d'action de Schwinger [15, 16J.

En utpisant l'approche des invariants, on s'intéresse dans ce travail aux solutions de deux

problèmes!physiques bidimensionnels dépendants du temps en présence de l'effet Aharonov-
1

Bohm. Eni effet, le travail précurseur de David Bohm et son étudiant Yakir Aharonov [17]a
1

révéléque les potentiels électromagnétiques n'ont pas été introduits seulement comme des outils
1

mathématiques commodes pour calculer les champs, mais aussi comme des objets qui peuvent
1 /

produire des effets observables. Ils peuvent affecter l'état de la matière dans des régions où

les champ~ correspondants n'exercent aucune force. En particulier, une particule chargée se
1

déplaçant en présence d'un potentiel vecteur acquiert une phase topologique qui peut provoquer

un déplacement des. franges dans une expérience d'interférence~ où le champ magnétique est

confinédans une région très réduite de l'espace. Ce phénomène s'appelle l'effet Aharonov-Bohm

(AB); c'est un phénomène purement quantique et n'ayant aucun équivalent classique. Il est

observé dans l'expérience d'interférence avec un dispositif à deux fentes de Young-Fresnel[18,

19J.

Le premier chapitre introduit la théorie des invariants ainsi que la solution de l'équation de

Schroding~rdépendante du temps. Pour illustrer cette théorie deux exemples sont traités: (i)
1 •

l'oscillateut harmonique avec masse et fréquence dépendante du temps. (ii) particule chargée de
1

masse dépendante du temps plongée dans un champ électromagnétique dépendant du temps.

i
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Le chàpitre IItraite l'oscillateur harmonique avec masse et fréquence dépendants du temps

en présence de l'effet AB. La recherche de l'invariant et ses fonctions propres est basée sur un
1

outil mat:H.ématiquepuissant qui est l'algèbre de Lie. La solution de l'équation de Schrodinger
1

est déduite en terme de fonctions hypergéométriqués confiùenteEJ.Des remarques intéressantes

seront ~ot~es le long de ce chapitre. Ce travail a fait l'objet d'un article accépté[20].

En fiJ, le chapitre III traite l'équation de Pauli à deux dimensions dépendante du temps

en présende de l'effet AB. Cette équation de Pauli sera déduite à partir de l'oscillateur de Dirac

dans la lirkte non relativiste. L'algèbre de Lie nous permet de retrouver l'invariant sous forme

d'une ma~rice diagonale (2 x 2), qui à son tour nous facilite le calcul des valeurs propres,

fonctions propres et des phases.

On mbntre que les solutions irrégulières contribuent dans ce problème et des valeurs propres

ParticUliJj leur correspond~nt.. .

Une conclUSIOnet un artIcle accepte couronne ce travail.
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Chapitre 1

"

Théorie des invariants

1.1
1

Solution de L'équation de Schrodinger l,

Les systèmes physique décrits par des Hamiltoniens dépendants du temps sont souvent très,

difficiles à:résoudre que se soit en mécanique classique ou quantique. Les techniques d'approxi-

mation habituelles pour traiter de tels systèmes sont la théorie de perturbation dépendante du
1

temps (da~s laquelle le terme dépendant du temps est considéré petit), l'approximation adi-
1

1

abatique (:dans laquelle l'échelle de variation du terme dépendant du temps est long comparé

à toutes l~s périodes caractéristiques du système), et l'approxi~ation brusque (dans laquelle
!

les paramètres externes sont plus rapides que la période courte du système). Les résultats de

l'approximation adiabatique et brusque seront la limite des résultats rigoureux d'une théorie

appelée théorie des invariants ou de Lewis-Riesenfeld [4J.

La théorie des invariants, ou théorie de Lewis-Riesenfeld, à été d'un grand apport pour
;

l'obtention de la solution "exacte" de tels systèmes. Cette théorie consiste à trouver le lien

entre les états propres de l'invariant et la solution de l'équation de Schrodinger[5].

Pour lela, considérons un système quantique décrit par un Hamiltonien H(t) dépendant
1
1

explicitement du temps, tel que son évolution obéit à l'équation de Schrodinger

l,

,,

,
l,

!I
r
"1

in:t /'f) = H(t) l'f) . (1.1)

Une question naturelle qui surgit est comment obtenire les solutions d'une telle équation?

l'



1.1 Solut~onde L'équation de Schrodinger 7

Pour La, supposons qu'il existe un opérateur Hermitien l(t; qui vérifie l'équation de Von-
1

Neuman

et la solution de (1.1) conduit à

dl al 1
dt = 8t + in [I,H] = 0,

in~ (II~)) = H(t) (II~)),

(1.2)

(1.3)

qui implique que l'action de l'invariant sur un vecteur d'état I~) solution de l'équation de

Schrodinglr est aussi solution de l'équation Schrodinger.
1

L'opérateur invariant I(t) admet un ensemble d'états propres !<P).;,k)
1

1

(1.4)

(1.5)

lui correspondant des valeurs propres À., où k représente tous les autres nombres quantiques
1

1

nécessaire 1pour spécifier les états propres de l (t) (car cet opérateur peut très bien avoir un

spectre dégénéré). Ces fonctions propres sont orthonormées
1

1

En ve}tu de l'Herméticité de I(t), les valeurs propres À sont réelles et indépendantes du
1

temps, en ieffet, la dérivée par rapport au temps de l'équation (1.4) donne

1

multiplion~ ensuite à gauche par (<fJÀ,k' 1, on aura
i

1

La val,eur moyenne de (1.2) dans les états (<fJ).;',k' 1 ... 1 <fJ).;,k) s'écrit
1

1 ili ('PÀ' ,k' 1 ~~ i'PÀ,k) + ()( - ),)('PÀ' ,k' 1 H i'PÀ,k) ~ 0,

qui impliqte que pour X = À (L'Hamiltonien H est borné)

1

(1.6)

(1. 7)

(1.8)

(1.9)
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i
1

d'où les valeurs propres sont constantes.
1

Le fait que les valeurs propres À sont constantes on peut voir facilement le lien entre les

états proJres de I(t) et les solutions de l'équation de Schrodinger, en effet l'équation (1.6)
1

multiplié à gauche par ('PÀ',k,1 donne

(1.10)

1

qui est pour X =1- À permet d'écrire l'équation (1.8) sous la forme suivante

(1.11)

On voit que si l'équation (1.11) est vérifiée pour À = X, on aurait pu en déduire immédi-

atement qhe l'PÀ,k) est une solution de l'équation de Schrodinger.

Pour Jbtenir un résultat pareil, on utilisera le fait que les phases des états stationnaires ne

sont pas Jées. On peut donc très bien multiplier l'PÀ,k) par un facteur de phase dépendant du

temps: 1 '

(1.12)

(1.13)

où aÀk(t) est une fonction réelle du temps arbitrairement choisie. Ces l'PH) sont des états
1 , Œ
1

propres or~honormés de I(t) associés à À, aussi bien que les l'PÀ,k) . Si on choisit bien les phases
i

aÀk(t), l'équation (1.11) sera vérifiée pour À = Xet donc l'objectif sera atteint. Il faut juste
1
1

avoir

daÀk ( l' 8 1 ). MÀk,& = 'PÀ,k' 2né)t - H 'PÀ,k .
1

Cela n~us oblige aussi, de bien choisir les l'PÀ,k) tels que les deuxièmes termes de ces égalités
1

s'annulent,' pour k =1- kt. Cette diagonalisation est toujours possible car in-& - H est Hermitien.
1

Une fois cette diagonalisation est effectuée la phase aÀk(t) doit vérifier une simple équation:

(1.14)

Sachant qu'un état propre de I(t) multiplié par le facteur de phase correspondant est

solution dJ l'équation de l'équation de Schrodinger, alors toute combinaison linéaire de cette
1

solution est aussi solution, c'est-à-dire que la solution générale est donnée par
1

17/J) = L:CÀk exp [iaÀk(t)] l 'PÀ,k(t) ) ,
Àk

(1.15)
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En résumé:

9

(1) L'action de l'invariant l sur une solution de l'équation de Schrodinger (1.1), nous donne

une autre solution de cette équation.

(2) Cet invariant l a un spectre constant au cours de temps (indépendant du temps).

(3) Si l a un spectre non-dégénéré, toutes ses fonctions propres sont aussi solutions de

l'équation de Schrodinger (1.1). Et si il a un spectre dégénéré, on peut introduire des bases

adaptées à chaque sous-espace propre, dont les éléments devienn~nt des solutions de l'équation

de Schrodinger.

1.2 Recherche cl 'un invariant

Une fois qu'on connaît l'intérêt d'utiliser les invariants pour décrire les solutions de l'équa-

tion de Schrodinger, on peut attaquer directement le problème de trouver ces invariants.

Par exemple, dans le cas d'un système décrit par des générateurs d'une algèbre de Lie A =
{Tl, T2, ... , Tn} fermée

n

H (t) == L;Jz(t)71.
Z=l

On peut chercher Un invariant de ce système (1.16) sut la m~êmebase

n

I(t) = L;Jz(t)71,
Z=l

(1.16)

(1.17)

en substituant H (t) et I(t) dans l'équation (1.2), on déduit les équations différentielles que les

;Jz(t) doivent vérifier
n

ii3z(t) = 1iLCl;Jj(t)
j=l

lE {1,2, ... ,n}. (1.18)

Ainsi, à chaque ensemble de ;Jz(t) qui vérifient (1.18), est associé un invariant l = ~ ;Jz(t)71.

1.3 Exemples

Dans cette section on traite deux modèles intéressants: l'oscillateur harmonique avec masse

et fréquence dépendante du temps et une particule chargée de masse dépendante du temps dans

un champ électromagnétique dépendant du temps.



1.3 Exemples

1.3.1 Oscillateur harmonique avec masse et fréquence variables

10

L'oscillateur harmonique dépendant du temps (OHDT) présente un grand intérêt en mé-

canique quantique [4,6,7,8,13,21]. La théorie des invariants est une méthode typique et puis-

sante pour étudier ce système, car il peut être traité d'une manière "exacte" et offre plusieurs

applications pour la description des systèmes physiques.

L'équation de Schrodinger décrivant un oscillateur harmonique de masse et fréquence

dépendant du temps est

où l'Hamiltonien H(t) est donné par

in:t 'ljJ= H(t)'ljJ, (1.19)

(1.20)

q étant l'opérateur canonique, p son moment conjugué, la fréquence w(t) et la masse M(t) sont

des fonction dépendantes du temps.

Remarquons que l'Hamiltonien H(t) (1.20) s'écrit sur la base des générateurs du groupe

de Lie [6, 7] SU (1,1)

(1.21)

où les générateurs de l'algèbre de Lie

(1:22)

vérifient les relations de commutations

(1.23)

Comme on l'a mentionné ci~dessus,on peut écrire l'invariant I(t) sur la même base sous la

forme

3

I(t) = Lf3z(t)71,
Z=l

(1.24)
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on en déduit que le système d'équations (1.18) conduit à un système d'équations linéaires

simples du premier ordre pour les coefficients (31

. 2
(31 = - M(32 ,
. 1
(32 = Mwî(31 - M(33l

(33 = 2Mw2(32 ,

qui se découple facilement en posant (31 = p2 , et

(1.25)

-Mpp,

1
2
(1 +M2p2p2) .

p

Ainsi, l'invariant s'écrit sous la forme

l (t) = ~{p2p2 - Mpp (pq + qp) + :2 (1+M~p2p2) q2},
où p vérifié l'équation auxiliaire non linéaire suivante:

(1.26)

M
p+ MP+pw2

Pour trouver les fonctions propres de l (t)

1
M2p3°

(1.27)

introduisons la transformation unitaire dépendante du temps

alors l'équation aux valeurs propres (1.28) se transforme sous la forme suivante

l'<p~ (q, t) = Àn<P~(q, t),

où l'invariant l'est donné par

(1.28)

(1.31)
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l' = UJU-1 = ~ [p2p2 + q2] ° (1.32)
2 p2

Introduisons la variable (J = fJ.., l'équation aux valeurs propres (1.31) prend la forme d'une
1 p

équation de Schrodinger stationnaire

(1.33)

dont la solution est bien connue [8] et s'écrit en fonction des polynômes d'Hermites Hn d'ordre

n

cP~(q, t) = _1 'Pn ((J) 0vp

IOn (,,) = [n!2n~]' ex+~~]Hn [m',,] ,
1 . '..'

les fonctions cP~sont reliées aux fonctions 'Pn à l'aide de la relation

1

1 1
Le fadeur - a été introduit pour garantir la condition de normalisation

1 vp
J cP~ (q, t) cP~(q, t) dq = J 'P~ ((J) 'P~ ((J) d(J = 1.

Les valeurs propres sont données par

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)
!

En fin: en regroupant les résultats intermédiaires ci-dessus, on obtient les fonction propres
1

de J (t) 1

'1 [ 1 ]
1 [1]2 [iM(P i) 2] (1)2(q)

<Pn i (q, t) ~ n!2np.;;rn exp -21l ;;+ M p' q Hn li ;; .

Sachant que la phase an (t) est donnée par

(1.38)

(1.39)

1

.; 1

1

i
1

en utilisant cPn = j-pU-1'Pn, ainsi que l'équation auxiliaire pour éliminer w2 de l'Hamiltonien

on obtient lIa phase totale
i t J'Jo dt' (<fini - IiM p2 l'P) ,

( 1) t dt'
- n+'2 Jo M (t') p2° (1.40)
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1

D'où liévolué 'l/Jn, solution de l'équation de Schrodinger, est donné par

1 [1]! [iM (iJ i) 2 . ( 1) t dt' ]
'l/Jn(1' t) n!2npVi1i exp - 2fï P + Mp2 q - ~ n + 2 Jo M (t')p2

xH" [m' m], (1.41)

et la solution générale de l'équation de Schrodinger est donné par

\li (q, t) = [ 1 ]! [iM (iJ i) 2 . ( 1)lt

dt' ]"'C ---- exp -- - + -- q -~ n+ - ---
~ n n!2npVi1i 2fï P Mp2 2 0 M (t') p2

xH" [m' m]. (142)

1.3.2 Particule chargée dans un champ électromagnétique
1

Cette iexemple traite une particule de masse variable M(t), de charge e, plongée dans un
1

champ éle~tromagnétique de symétrie axiale. Le potentiel vecteur et scalaire associé à ce champ
1

sont !

(1.43)1
A = 2B (t) k x r,

1

1

1

i
1

1 1 2 ( 2 (
1 cjY= 2 M(t) TJt)r , 1.44)

où r est leivecteur position, k est le vecteur unitaire suivant l'axe de symétrie, TJ(t) et B (t) sont

des fonctibns du temps continuent et arbitrairement choisies. Le champ électrique et magnétique

sont donJés par les équations de Maxwell

. el.
E = -VcjY- A = - M(t) TJ(t)r-2B (t) k x r,

B = V x A =B(t)k.

(1.45)

(1.46)

(p _ eA)2
2M(t) + ecjY

1 [2 2] e
2 [B2(t) )] (2 2) eB(t) [ ] ( )2M(t) Px + Py + 2M(t) -4- + TJ(t x + y - 2M(t) XPy - YPx, 1.47

Comme le mouvement de la particule suivant l'axe de symétrie est trivial, on va considérer

seulemenJ le système dans le plan (x, y) et par suite l'Hamiltonièn s'écrit [4]

1

H(t
l
) =
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dl, 1 .encoor onnees. po aIre
i,

14

r
1

(X2+y2)2 ,

cp = tan-l (;) ,
1
1

1

i

les momeJts conjugués sont donnés par

1 in 1
Pr - - (xpx + YPy) - -2 -,

r r

Prp

et à l'aideides relations suivantes
1
1

i 0
ox
o
oy

( )0 . sin(cp) 0
cos cp ~ - ~ ,

ur r ucp
. ( ) 0 cos (cp) f)
sm cp ~ + ~ ,ur r ucp

on déduit ~ue

Pr = -in (~ + 2~), Prp= -in:cp et [r,Pr] = [cp,Prp]= in.

D'ou l'Hamiltonien s'écrit en coordonnées polaire sous la fdrme suivante:

(1.48)

(1.49)

, (t) _1 eB(t) t n2(t) _ e2'T/(t) + w~(t)ou Wc -! M(t) e ~6 - M2(t) 4'
1

On prdJcède d'une manière identique à celle de l'exemple précédent, il suffit de prendre pour

les génératburs de l'algèbre de Lie la base suivante' .

Ta
1

= "2Prp,

Tl ~k+ (P. - &) (P.+ fr) ]
2 r r2 '
1

(1.50)T2 "2 (Prr + rpr),

T3
1 2= -r
2 '
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qui vérifieL les relations de commutations suivantes
1

i

-2inTl,

Alors,: l'Hamiltonien H(t) s'écrit sur cette base

15

(1.51 )

Remarquons que Ta commute avec H(t), la transformation unitaire [22] définie par,
1

réduit le Rroblème à un oscillateur à deux dimensions H;P
1,

(1.52)

(1.53)

i in%t <J? = [M~t) Tl + M(t)02(t)T3] <J? = H;P<J? (1.54)

Pour Louver l'invariant il suffit de suivre la même démarche q~e celle de l'exemple précédent

et rempla~e w2(t) par 02(t) dans le système d'équations (1.25) , ainsi on obtient

i

1

L'invLant s'écrit donc

1

. 2
(31 = - M(32 ,
. 1
(32 = M02(31 - M(33,

(33 = 2M02 (32.

(1.55)

(1.56)

(1.57)
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1. .

Pour trouver les fonctIOns propres de J (t)

16

J cjJ(r, cp, t) = ÀcjJ(r, cp, t) , (1.58)

introduisons la transformation unitaire

[
'M' ]U(t) = exp - z2n; r2

, (1.59)

tel que

cjJ (r, cp, t) = U-1cjJ' (r, cp, t), (1.60)

l'équation aux valeurs propres (1.58) se transforme comme suit

(1.61)

(1.62)

(1.63)

J' cjJ' (r, cp, t) = ÀcjJ' (r, cp, t) ,1

1

i
où l'est donné par

1

1 ' + 2 1
1 J=UJU=pT1+p2T3.

L'équation aux valeurs propres (1.61) s'écrit en coordonnées polairs

1 1 [ ( [) 1) 2 p2 ( [)2 n2) r2]- _n2p2 -+- +- _n2 +- cjJ'=ÀcjJ',
j 2 [)r 2r r2 [)cp2 4 p2

faisons le lhangement de variable ç = :., l'équation précédente se transforme comme suit
p

1 [ 2 (1 [) [) 1 [)2) 2]2 -n ~[)çç[)ç+e[)cp2+ç cp(ç,cp) = Àcp(Ç,cp), (1.64)

où

cjJ'(r,cp,t) = ~cp(ç,cp).
p

1

!
1

1

Les solutions de cette dernière équation peuvent être factorisées comme

cp (ç, cp) = fm (Ç) eim'P, (1.65)

qui conduit à l'équation différentielle
i

(1.66)
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où le prem.ier terme est le Laplacien en cootdonées polaire. Posons
1 2

lm (ç) = ç1mlexp [- ;11,] 9m (ç) ,

l'équation différentielle (1.66) devient

(1.67)

(1.69)

(1.68)[&2 (21ml + 1 ç) & (2 2>')]
! &e + ç - 2~ &ç - ~ [Iml + 1] - 11,2 9m (ç) = a.
1 2

Sous l~ changement de variable ( = ~ ' l'équation (1.68) se transforme en une équation de
itype Kummer
1 [(:;2 + (Iml + 1- () :( - ~ ([Iml + 1] - 2>'11,)]9m (() = a.

Dont les solutions connues [23] sont de type hypergéométrique confluente

gm (() ~CI ,F, (IIml+ 11- 2~' Iml+ 1,() + C,C1ml ,F, (1- 2~' 1-lml ,(), (1.70)
1

La dernièœ expression est exponentiellement divergente. Cette divergence ne sera pas évitée

sauf si onlpose [Iml + 1] - 2~ = -n [52]' avec n = 0,1,2, ...D'où les solutions de l'équation
1

(1.64) sont données par une combinaison linéaire de solutions régulières et irrégulières

<Pn,m(ç,<p) = An,mexp [- ;~] çlmllFl (-n, Iml + 1, ~) exp [im<p]

1 + Bn,m ç-1ml IF1 ( -n - 21ml, l-Iml, ~) exp [im<p]. (1.71)

On po~rrait exiger simplement que <Pn,m(ç, <p) soyez fini à l'origine ç = a et de cette façon,

on élimine la solution irrégulière [23, 24]. c'est-à-dire

I.fJn,m(ç, ip) = An,m exp [- ;~] ç"lml IF1 (-n, Iml + 1, ~)exp [im<p], (1.72)

>'n,m = 11,(2n + Iml + 1).

les valeurep propres >. sont donnés par
1

1
!

(1.73)

(1.74)

Œn,m (t)

Sachayt que la phase Œn,m(t) peut être calculée à l'aide de l'équation (1.39), en utilisant

<Pnm = l.UI'-l<pn m' et l'équation auxiliaire pour éliminer [22 de l'Hamiltonien on obtient la phase, p ,

t l'Jo dt' (<Pn,ml- 11,Mp2 i<Pn,m) ,

t dt'
-(2n+lml+1) Jo M (t') p2'
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1

D'où l'évolué 'l/Jn, solution de l'équation de Schrodinger, est donné par

! [iM (. i) 2 . (JO dt' ]
'l/Jn,r (ç, <p, t) = Cn,m exp 2ft pp + M ç - 2 (2n + Iml + 1) Jo M (t') p2

1 X exp [; [WJt)dt'je1mv, (-n, Imf + 1; ~) exp [i1nO], (1.75)

et la solution générale de l'équation dé Schrodinger est donné par

n,m

Il
1



Chapitre 2
1

i

Oscillateur harmonique dépendant du

tem~s à 2D en présence de l'effet

Aha~onov-Bohm
1
1

2.1 Effet Aharonov-Bohm (AB)

L'effJ Aharonov-Bohm est un effet de déplacement des franges d'interférence du au poten-

tiel vecteJ d'un champ magnétique localisé dans une région infi'niment petite de l'espace. Il a
1

été démon~re qu'il n'est pas possible de décrire tout les phénomènes électromagnétique seule-

ment tenabt compte la force du chatnp[17J. Cet effet est observé dans l'expérience d'interférence

avec un dikpositif à deux fentes de Young-Fresnel[18, 19J.

Pour mettre en évidence l'effet AB, considérons une expérience d'interférence avec un

dispositif à deux fentes de Young-Fresnel (figure (1)). On place derrière une plaque et à la même
1

distance des fentes, un solénoïde à l'intérieur duquel le champ magnétique uniforme est confiné,
(il ne crée jabsolument aucun champ à l'extérieur). On fait interférer des ondes associées à des

électrons qui passent à travers ces deux fentes. A priori, la région où le champ magnétique est

non nul nelse trouve pas sur la trajectoire des électrons, on pourrait donc s'attendre naïvement

à ce qu'il l'y ait aucun effet observable, Mais en pratique, on observe un décalage des franges

par rappor aux franges obtenues en absence du champ [18, 19J comme prévu par Aharonov et

i
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12.1 Effet;Aharonov-Bohm (AB)

1Bohm[17] (figures (2) et (3)).

20

Figure (1) : L'experiance suggérée par Aharonov et Bohm

1

i

1 Figure (2) : Champ magnétique nul Figure (3) : Champ magnétique non nul
1

En effet, on peut calculer l'expression du déphasage responsable de ce décalage. A l'intérieur

du solénoï1e, le champ magnétique B est uniforme et à l'extérieur le champ est nul. Le potentiel

vecteur A ksocié au champ magnétique B par la relation B = V x A et vérifie en particulier

f A.dr = J J B.ds,
Cr

(2.1)

où Cr est un cercle de rayon r centré sur l'axe du solénoïde et orthogonal à celui ci. Le membre

de droite lt le fl~ magnétique <I>(r) à travers la surface orientée s'appuyant sur ce cercle. Si le

rayon r du cercle Cr est supérieur au rayon R du solénoïde, alors' <I>(r) = nR2B (B = IBI), et

si r < R le flux vaut <I>(r) = nr2 B. Compte tenu des symétries du problème, on peut chercher

un potentill vecteur A tel que Ar = Az = 0 et dont la composante Acp ne dépend que de r. On

a alors

2nrAcp(r) = <I>(r), (2.2)

ce qui donne

{
A (r) = BR2

cp 2r

Acp(r) = ~r

si r > R,

si r < R.
(2.3)



2.1 Effet Aharonov-Bohm (AB) 21

Un calcul explicite du rotationnel de ce potentiel vecteur confirme qu'il conduit bien au

champ magnétique B du solénoïde. On se place maintenant dans la limite où le rayon R du

solénoïde devient infinitésimal, alors que le flux magnétique cI> = 7fr2 B reste fixe. Le champ

magnétique est donc partout nul, à l'exception de la droite correspondant au solénoïde. on peut

se demander quant à l'existence d'une fonction scalaire A telle que A = VA, c'est-à-dire

At - A2 = f A.dr,
on peut voir facilement qu'une telle fonction doit satisfaire

(2.4)

1
BA = 0
Bz '

BA = 0 (2.5)
Br '

~~= rAp(r).

Comme R --t 0, on se trouve toujours dans la région externe au solénoïde, de sorte que

r A,,(r) = B:2 = 2~' Il existe donc une fonction A qui satisfait toutes ces conditions, qui est

donnée à une constante prés par

(2.6)

On peut d'ores et déjà noter que cette fonction est multivaluée, puisque les angles <p et

<p + 27f, qui correspondent au même point de l'espace, donnent des valeurs différentes de A(<p ).

Considérons maintenant l'équation de Schrodinger d'une particule ponctuelle de masse

M et charge électrique e en présence d'un champ magnétique

'tiO~ = [(~V- eA(t,r))2 + A.(t )] 01,~ ot 2M e'f',r '1-',

sous la transformation de jauge d'un champ électromagnétique

{
A~= A + VA (r, t) ,
<p= <p-otA(r,t),

(2.7)

(2.8)

l'équation de Schrodinger (2.7) est invariante de jauge si la loi de transformation de la fonction

d'onde ~ est
(2.9)
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Puisque le potentiel A est de la formeVA partout à l'extérieur du solénoïde, les considéra-

tions relatives à l'invariance de jauge permettent d'écrire directement la solution de l'équation

de Schrodinger en présence du solénoïde sous la forme :

'!/J(t,r,z,rp) = e-ieA'!/Jo(t,r,z,rp), (2.10)

où '!/Jo est une solution de l'équation de Schrodinger lorsque B = 0, (i.e. A =0) . Pour les deux

trajectoires
ni, (t ) - -ieAl,2nl, (t )'1-'1,2 ,r,z,rp - e '1-'0 ,r,z,rp,

il est évident que l'interférence de ces deux trajectoires dépend de déphasage (J = eA1 - eA2) ,

on peut écrire compte tenu de (2.4) le résultat suivant

J = e f A'.dr = e JJ ds.V X A' = e JJ dS.B = e<I>. (2.11)

Notons que le déphasage dépend uniquement du flux magnétique se trouvant entre ces

deux trajectoires. Il convient d'insister encore une fois sur le fait que cet effet a lieu même si la

région, dans laquelle se trouve un champ magnétique non nul, est infinitésimale.

2.2 Oscillateur dépendant du temps à 2D en présence

de l'effet AB

Dans les dernières clécenniesle problème des systèmes dépendants du temps ont jouéun rôle

important dans l'étude de plusieurs phénomènes physiques. Beaucoup d'attention a été prêtée

à quelques problèmes spécifiquesdépendants du temps: l'oscillateur harmonique dépendant du

temps et l'oscillateur singulier dépendant du temps. En fait ces deux problèmes spécifiquesont

été étudiés intensivement dans différentes direction par plusieurs d'auteurs dont les solutions

sous plusieurs formes sont obtenues explicitement [6, 7, 8, 13, 21, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32,

33,34,35].
Les systèmes bidimensionnels (2D) aussi bien que les oscillateurs harmoniques dépendants

du temps à 2D en présence d'un champ magnétique [14, 22, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44]

ont été considérés pour lesquels les opérateurs dynamiques et les fonctions d'ondes ont été
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(2.12)

obtenus. D'autre part, l'effet Aharonov-Bohm suscite toujours un intérêt considérable avec son

application dans divers phénomènes physique [19,45, 46, 47, 48, 49, 50].

Dans ce chapitre, nous considérons un oscillateur harmonique bidimensionnel avecmasse et

fréquence dépendantes du temps confinées au plan (x,y) en présence de l'effet AB. L'équation

de Schrodinger est donnée par

in~,p ~ [(P2~(~)'+ ~M(t)W'(t)r2] ,p,

où A est le potentiel vecteur. Le champ magnétique B, associé à l'effet AB, est supposé per-

pendiculaire au plan et confiné à un filament de rayon tendant vers zéro desorte que le flux

v = -e100

B(r)rdr,

est fini et non nul. Cependant, le champ magnétique B doit être de la forme [45, 46]

v
eB(r) = --5(r).

r

Le potentiel vecteur associé A dans la jauge de Coulomb est donc

v
eA = --u'P.

r

En développant (p - eA)2

(p - eA)2 =

(p - eA)2 =

(p - eA)2

on aboutit à

(2.13)

(2.14)

(2.15)

2 2 1 (2 n2 2)(p - eA) = PT + r2 P'P - 4+ 2vP'P + V ,

où PT -in (~ + 2
1

r) et P'P = -in:rp' satisfont les relations de commutations (1.51).

L'équation (2.12) en coordonnées polaires s'écrit
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. a [1 [2 1 (2 1ï
2 2) ] 1 2 2 ]'l1ïm 'ljJ=. 2M. Pr + r2 Pep- 4 + 2vpep + v .... + "2Mw r , .7/J. (2.16)

En suivant la même démarche précédent à savoir celle de l'oscillateur harmonique, et en

identifiant les générateurs de l'algèbre de Lie

Tv i [2 1 (2 1ï
2 2) ]

1 - ~ Pr + r2 Pep- 4 + 2vpep + v ,

T2 i(p;r + rpr),
iT3 ..l.r24 '

on montre qu'ils vérifient les relations de commutations suivantes
1

!
1

(2.17)

Ainsi on peut écrire l'Hmilt~nien H(t) comme une combinaison linéaire des générateurs Tl
(l = 1,2,3) i

H(t) = M~t) Tf + M(t)w2(t) T3.

D'où l'invariant I(t) s'écrit sur la même base sous la forme

(2.18)

(2.19)
3

I(t) =L (3z(t)Tl,
Z=l

le système d'équations (1.18) conduit à un système d'équations linéaires simples du premier

ordre pour les coefficient (3z

. 2
(31 = - M(32,
. 1
(32 = MW2(31 - M(33'

(33 == 2Mw2(32'

en posant (31 = p2 , on déduit immédiatement la forme des deux autres coefficients

(2.20)

-Mpp,

1
2
(1+ M2p2(2) .

p
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D'où, l'invariant prend la forme

où p vérifié une équation auxiliaire indépendante du flux magnétique v, i.e.

1
lv[2p3 .

Pour trouver les fonction et les valeurs propres de J (t)

J cPm (r, <p, t) = ÀmcPm (r, <p, t) ,

considérons la transformation unitaire dépendante du temps
1

1

1

qui transforme cPm en cP'm tel que

i

cPm (r, <p, t) = U-1cP'm (r, <p, t) ,

et ainsi l'équation (2.23) se transforme en

J' cP'm (r, <p, t) = ÀmcP'm (r, <p, t) ,

où l'invariant J'est donné par

r '
le changement de variable ç- = -, permet d'écrire l'équation (2.28) sous la forme

1 p

1 [ 2 (1 8 8 1 (8
2 . v 8 v

2
) ) 2]"2 -li ~ 8Ç-Ç-8Ç- + e 8<p2 + 'l,2n8<p - li2 + ç- Xn,m = Àn,mXn,m,

1

où on à introduit
1

1

1

1

1

i
!
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(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)
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<P~,m(r, cp, t) = ~Xn,m (ç, cp) .
p

Les solutions de cette dernière équation peuvent être factorisées comme suit

Xn,m (ç, cp) = !n,m (ç) eimep,

qui conduit à

26

(2.30)

(2.31)

(2.32)

Les solutions hypergéométriques confluentes de l'Eq. (2.32) sont les mêmes solutions le
v

l'équation (1.64) où on à remplacé m par m + li [23J.Alors, les
fonctions propres régulières à l'origine sont données par [51J

Xn,m(ç,cp) = An,mexp [- ;~] çlm+Jf1lFl (-n, lm + *' + 1, ~) exp [imcpJ, (2.33)

dont les valeurs propres constantes associées sont données par

Àn,m = fi (2n + lm + *1 + 1), n = 0,1,2, ..., m = 0, :1:1,:1:2,... (2.34)

Pour calculer la phase, il suffit de substituer l'Hamiltonien (2.18) du système dans l'équation

(1.14), qui conduit à

. (. . 8 1 [2 1 (.2 fi2 2) ] 1 2 2fia t) = (<Pn,ml 'lfiat - 2M Pr + r2 Pep- 4 + 2vpep + v - 2Mw r 1<Pn,m),

en utilisant l'Eq.(2.25), la phase s'écrit

fiŒ(t) (<P~,m1 U{ifi~ + :~ [::2+ ~: + r12 (:;2 +i2*:cp - ~:)]

-~Mw2r2 }U+ 1<P~,m)' (2.35)

Sachant que

1 8 + 1 (iM jJ 8) 1 •
U 8r U <Pn,m= fip r + 8r <Pn,m, (2.36)
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~2 ('M' M2'2 2'M' ~ ~2 )u +, 1,p P2 1,pu u ,
U or2 U cPn,m= np - n2p2 r + ----r;pr or + or2 cPn,m,

et

o +A-,' _ (,MP2 .Mp 2 .Mp2
2 0) A-,'

U 8t U 'f'n,m - 1, 2np r + 1, 2np r - 1, 2np2 r + 8t 'f'n,m'

L'équation (2.35) devient

qui se réduit à

27

(2.37)

(2.38)

(2.39)

na (t) (cP' 1 {in~ _ ~ (MP + MP) r2
n,m ot 2 p P

n2 (iMP 2iMp o. 02 )+- -+--r-+-2M np np or or2
n2 (iM P 1 0 ) n2

1 (02
+2M np + -;;.or + 2M r2 O<.p2

1 2 2} l ' )-2Mw r cPn,m ,

v 0 v
n

2

2
)+i2-- -n o<.p

(2.40)

en utilisant l'équation auxiliaire (2.22), il vient

M(t) (2.41)

Le ch~ngement de variable ç = E., implique cP~m (r, <.p,t) = 1.<.pnm (ç, <.p)et -&ta ---+ il. - il.ç ~(:,
i p, p , p p u~

implique l'

1 l' 1

1 na (t) = (cPn,m 1 - Mp2 1 cPn,m),
1

1

.1

_~l
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(2.42)

(2.43)

2.2 Oscillateur dépendant du temps à 2D en présence de l'effet AB,

qui finallent, donne pOUIla phase
1

I

II t dt'
i Œn,m(t)=-(2n+lm+/i1+1)Jo M (t') p2.
1

Enfin;, les solutions exactes de l'équation de Schrodinger (2.12) en coordonnées polaires sont
! •

données par
i

~n,m (J,~,t) = A;m exp [i~(pp + ~) e] exp [-i(2n + lm + ~ 1+ 1) lt M ~t:')p2]

i lm ~I ( 1 LI 1 e) .X ç +/i lFl -n, m + /i + 1,r; exp [~m~],
1

i
qui réécrites en fonction des polynômes de Laguerre [52] donne

1

1 An,m [iM (. i) 2] [. ( 1 LI 1 ) t dt' ]'lj;n,m($,,~,t) = -p-exp 2fi pp+ M ç exp -~ 2n+ m+/i +1 Jo M(t')p2

x çlm+*1 n~~(lm 1*1 + 1)) Llm+*1 exp [im~] , (2.44)
r m+* +1+n

où An m sont des constantes reliées aux conditions initiaIs.

O~ rlmarquonsqûe, en l'absence de l'effet AB LI = D, la solution (2.44) est réduite àlâ
1

solution de oscillateur harmonique dépendant du temps à 2D. D'autre part, nous pouvons faire

b 1 . ., t. l fi ' . .t t.fi" 'd. LI b .une 0 serratlOn mteressan e, Si e ux magnetlque es quan 1 e, c est-a- He /i =nom re ent~er,

les foncti<Dns d'ondes (2.44) coïncident exactement avec la solution de oscillateur harmonique
1

dépendant du temps à 2D.
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Chapitre 3

Equation de Pauli dépendante du

temps

3.1 Introduction

Dans le cas non relativiste, le potentiel parabolique V = ~Mwr2 est souvent utilisé pour

décrire des systèmes confinés. Pour le cas relatIviste, de tels systèmes sont décrits par l'oscilla-

teur de Dirac [53, 54, 55].

L'oscillateur de Dirac a été introduit pour la première fois par Moshinsky et Szczepaniak

[53]. L'id;ée de base est que l'impulsion p est remplacée dans l'équation de Dirac libre par

p --t p ---! iM wf3r où r est le vecteur position, M la masse de la particule et w la fréquence

de l'oscillateur. L'oscillateur de Dirac a attiré beaucoup d'attention et a plusieurs applications

physiques [56], en particulier dans la physique des semi-conducteurs [54]. A la limite non rel-

ativiste, l'oscillateur de Dirac devient un oscillateur harmonique avec un terme de couplage

spin-orbite.

Le comportement quantique non relativiste d'une particule chargé de spin 1/2 en présence

d'un champ magnétique a une grande importance dans beaucoup contextes en physique. Les

fonctions d'ondes de ce système sont les solutions de l'équation de'Pauli, qui a deux composantes

correspondants aux deux orientation possible de spin. Cette équation est obtenue dans la limite

non relativiste de l'équation de Dirac.

Dans ce chapitre, on s'intéresse à la limite non relativiste de l'oscillateur de Dirac en
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présence de l'effet AB ce qui correspond à l'équation de Pauli en présence de l'effet Aharonov

Bohm. Une fois l'Hamiltonien de Pauli obtenu on fait dépendre les paramètres (masse et

fréquence) du temps et enfin on résout ce problème à l'aide de la théorie des invariants. On

montre que le spectre d'énergie dépend du spin de la particule et du paramètre du flux magné-

tique associé à l'effet AB. Pour certains cas particuliers, On montre que les solutions irrégulières

rejetées dans le chapitre précédent contribuent et leur correspondent des valeurs propres parti-

culières. D'autre part, on note que l'équation de Pauli dépendante du temps en présence d'un

champ magnétique a fait l'objet de plusieurs travaux en utilisant la supersymmétrie[57, 58] ou

les transformations unitaires[59].

Commençons par écrire l'équation de Dirac stationnaire pour une particule de masse M

en terme de spineur à deux composantes 'li [50]

E'li = ((3,1f + (3M) 'li , (3.1)

où 1f = P - eA est le couplage minimal et A le potentiel vecteur .

L'oscillateur de Dirac à deux dimensions est définit en remplaçant l'impulsion p dans

l'équation de Dirac libre par[53, 55]

p -+ p - iMw(3r. (3.2)

Le champ magnétique B associé à l'effet Aharonov-Bohm est supposé perpendiculaire au

plan (r, cp) et confiné dans un filament de rayon infinitésimal teJ?-dant vers zéro. On doit alors

prendre la forme de B comme dans le chapitre précédant

le potentiel vecteur A correspondant, en utilisant la jauge de Coulomb, est

1/
eA = --u'P'

r

(3.3)

(3.4)

Ainsi, l'équation stationnaire pour l'oscillateur de Dirac à 2D en présence de l'effet AB est

E'li = [(3,. (1f - iMw(3r) + (3M] 'li, (3.5)

il est préférable, en 2D de définir les matrices (3 et (3, i en terme de matrices de Pauli comme

(3 1 (3- 2'1 = CT , '.2- SCT , S =::1:1. , (3.6)
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l'équation (3.5) peut s'écrire sous la forme

13h' (7r - iMwf3r) + M - f3E] W = O.

En appliquant à l'équation précédente, l'opérateur

[,. (7r - iMwf3r) - M ~ f3E] 13,

nous conduit à l'équation

[-y. (7r- iMwf3r),. (7r- iMwf3r) - M2 + E2] W = 0,

le premier terme dans l'équation (3.8) peut se développer comme suit

l b.7r - iMw,f3r) b.7r - iMw,f3r)

,7r,7r - iMw,.7r,f3r - iMw,f3r,7r - M2w2r2,

qui se décompose de la façon suivante

ou encore

l ,7r,7r + iMwf3"hrif3''''/rif3 - iMwf3"'/rif3"hrif3

+iMwf3"{rrif3'"'(jrjf3 + iMwf3'"'(if3'"'(jrj1fif3- M2w2r2,

on peut écrire aussi

ou bien

sachant que, h,1fi] = 2ili , il vient

31

(3.7)

(3.8)
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ce qui revient à écrire

du fait que L = pAr et 1r = P - eA, on aura

ainsi, l'équation (3.8) s'écrit sous une forme plus claire
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avec Lz = ~:'P' et
(3.10)

Dans la limite non relativiste E est remplacé dans l'équation (3.9) par E = M + E, avec E

« M. Ce qui permet d'approximer E2 par E2 ~ M 2 + 2M E, et ainsi on obtient

(3.11)

où

(3.12)

est l'Hamiltonien de Pauli d'un oscillateur à deUx dimensibnsen'présence de l'effet AB plus lm

terme supplémentaire correspondant au couplage spin orbite.

3.2 Equation de Pauli dépendante du temps en présence

de l'effet AB

Le problème qu'on étudie correspond au système décrit par l'Hamiltonien de Pauli (3.12),

où on fait dépendre la masse et la fréquence du temps. L' Hamiltonien s'écrit donc'

(3.13)

l'équation de Pauli s'écrit

(3.14)
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où '" ~ ( ~: ) sont les spineurs de Pauli.

En substituant le champ magnétique B et le potentiel vecteur A associés à l'effet AB,

définies par les Eqs. (3.3) et (3.4), dans l'Hamiltonien (3.13), qui en coordonnées polaires

s'écrit

où on rappelle que PT et P<p sont donné par

(
0 1)PT = -in .or + 2r '

.~ 0P = ~,/,,~_.
<p o<p

1

La démarche est identique à celle de l'oscillateur harmonique en présence de l'effet AB,

pour cela il suffit d'identifier les générateurs de l'algèbre de Lie qui sont

Ta

TV
1

vérifiant les rèlations de commutations suivantes
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[Tt,T2]

[Tt,T2]

[Tt, T2] - -2ifiTt,

[Tt, T3] -ifiT2 et [Ta, 11] == 0 où l=I,2,3. (3.16)

:
L'Harinltonien Hp(t) s'écrit donc en fonction de ces générateurs 11 (l = 1,2,3) comme suit

(3.17)

Remarquons que Ta commute avec H(t), la transformatiôn unitaire sta:ndarddéfiniepar

'IjJ = e¥ToJw(t)dtip,

réduit le problème à

1
i
1

L'invdriant I(t) peur s'écrire aussi sur la même base 11 (l = 1,2,3) sous la forme
1

1
1

3

I(t) = L;3I(t)l1,
1=1

(3.18)

(3.19)

(3.20)

on constate que le système d'équation (1.18) conduit à un système d'équation linéaire simple
1

du premie~ ordre pour les coefficient ;31

. 2
;31 = - M;32 ,
. 1
;32 = Mwî;31 - M;33'

~3 = 2Mw2j32'

(3.21)
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en posant 131= p2, on déduit
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-Mpp,

1
2
(1+M2p2(2) ,

p

et p verifie l'équation auxiliaire indépendante du fluxmagnétique v

1
M2p3' (3.22)

Ainsi, l'invariant prend la forme

nous allons résoudre l'équation aux valeurs propres

l <Pm (r, cp, t) = Àm<Pm (r, cp, t) ,

(<Pl) (Àl 0)avec <Pm = <P~ et Àm = ; À~ .

En introduisant la transformation unitaire dépendante du temps

tel que

<Pm (r, cp, t) = U-,-l<p'm (r, cp, t) .

L'équation aux valeurs propres (3.24) devient

l' <P'm (r, cp, t) = Àm<p'm (r, cp, t) ,

où l'invariant J'est donné par

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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En coordonnées polaires, l'équation aux valeurs propres prend la forme
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1 [ 2 2 ( 8 1) 2 p2 ( 2 8
2

h} . 8 2)- -n p - + - + - -n - - - ~2~n//-+ //
2 8r 2r r2 8<p2 4 8<p

//np2 r2]-s--5(r)cr3 + - e/J'r p2 m

Àme/J'm, (3.28)

r
le changement ç == -, conduit à

p

1 [ 2 (1 8 8 1 82) 2// n 8 //2 2 //ns3]
2 -n ~8çÇ 8ç +e 8<p2 + e i 8<p + e + ç - T5(Ç)cr Xm

ÀmXm, (3.29)

oÙXm~ (~Uet

e/J'm(r,<p,t) = ~Xm(Ç,<p),
p

en factorisant la première composante

x;" = fm (ç) exp [im<p] ,

dans ce cas l'équation (3.29) régissant la première composante se réduit à l'équation suivante

1
~ [-l>' G;ç :ç) +Il' (m ;,~)' + ç' - v~sO(Ç)] lm (ç)
)..;Jm (ç). (3.30)

//
On remarque que le champ magnétique eB = -~5(ç) introduit une singularité dans l'équa-

tion (3.30). Ce problème est mal défini mathématiquement au point singulièr ç = 0, pour éviter

celle singularité on procède à un léger changement mathématique qui consiste à remplacer

~5(ç) par ~5(ç - R) et le potentiel vecteur prendra la forme A = ~//e (ç - R) u'P' puis faire

tendre à la fin des calculs R ~ 0, ce changement n'altère en rien le problème physique engendré

[24, 45, 46].

Donc l'équation (3.30) devient
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~. [-li? (~~ç~) + li? (m + ~B (ç - R)r +e _vns o(ç _ R)] f (ç)
2 çâç oç e . R m

À;"fm (ç) , (3.31)

et de cette manière, on obtient les équations suivantes pour les deux régions

ç> R,

ç < R,

(3.32)

(3.33)

les solutions des l'équations (3.32) et (3.33) s'obtiennent dans la première région (ç > R) en

fonction des fonctions hypergéométriques confiuentes régulières et irrégulières

et dans la seconde région (ç < R)

(3.35)

L'effet de la fonction delta est alors pris en considération au moyen des relations de conti-

nuités

fm (R - E) = fm (R + E),

[
dfm (ç)] R+€ = ~ f (R)

dç R-€ nR m .

(3.36)

(3.37)

Pour l'ordre le plus bas en R, la série confiuente et sa première dérivée se comportent

comme

(3.38)
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[

d1Fl (a,~; ~)] = 2a
dr ~nR.

ç=R

La condition (3.36) nous donne

par ailleurs on peut voir que
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(3.39)

(3.40)

[
dfm(ç)] =

dç R+E { [1
vI 1=+*1-1 2+2Im+~I-~ 1=+*1+1]

Am m+-n R - (1 vI ) Rn m+-n +1

[
I

v 1 _1=+*1_12 + 2Jm+ ~I- ~ -1=+*I+1]}
Bm - m + -n R - ( 1 V J) Rn 1- m+-n

[
-R2

]xexp m '
et que

[
dfm (ç)] = D [1 1R,ml-' _ 2 + 21ml- ~ Rlml+'] [-R

2
]

dç R-E m m n(lmJ + 1) exp 2n .
,

1

1

Ainsi, la condition (3.37) nous donne

[1
vI 1=+*1-1 2+2Im+~J-~ 1=+*1+1]

Am m + -n R - (1 VI) Rn m+-n +1

[
1

vI -1=+*1-1 2+2Im+~I-~ -1=+*1+1]
Bm - m + -n R - ( 1 VI) Rn 1- m+-n

[

Àl ]2 + 21ml - -2!l
D (1 1 VS) R1=1-1 _ . n R1=1+1

m m + n n(lml+1) ,

d'après (3.40) et (3041) onobtient

(3.41)
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1

1

et

(3.42)

B . Iml+lm+*1n,m =R
Dn,m

ce qui revient à écrire

(1 1 1
.
~I VS) ~ [2+2Im+fi-*- _ 2+2Iml-*-] R2

]m + m + 1i + 1i + 1i I-Im+fl Iml+1
1- 1 1 ,

1

VI 1 [2+2Im+!!.I-~ 2+2Im+!!.I-~]2 m + - + - "" - "Tl R2
1i 1i I-Im+fl Im+fl+1

(3.43)

fm (ç) I
v vs l [2+2Im+f!-*- 2+2Iml-"'r 2

[ e] Iml_lm+Jfllml+!m+jil+T+/i I-Im+fl Iml+l R

- exp -- R [),,1),,1 ]
21i . 21m !!.I ~ 2+2Im+f 1 ~if.' . 2+2Im+fI-if.' R2

+" + 1i I-Im+fl Im+fl+1

Im+!!.1 (1 [ 1 vI À~] 1 vI e)x ç "l FI "2 1+ m + li - T ' m + li + 1; li

1 l ",1 "'1]1 1 1 v 1 vs 1:. 2+2m+f -'if- 2+2Iml- li R2

1=1+lm+*1 m+ m+ji +T+/j, I-Im+fl Iml+l
+R 1- [ 1 l ]21m~I~2+2Im+fl-~ 2+2Im+fl-~ R2

+ 1i + 1i I-Im+fl Im+fl+l

-lm+!!.1 (1 [ 1 V 1 À~] . 1 vie) }x ç "IFI"2 1- m + li - T ' - m + li + 1;li (3.44)

1:

En passant ensuite à la limite R -+ 0, (R2 ~ 0), on obtient

{ (
VS)Iml e -lm+JfI 1 Iml + li

Im(ç) ~ R exp hn] R '2+ 21m + ~I'
Im+!!.1 (1 [ 1 vI Àm] 1 vI e)xç Tl IFI "2 1+ m + li - T ' m + li + 1; li

Im+*1 [1 Iml + 7f]
+R "2 - 1 vI2 m+-

1i

-lm+!!.1 (1 [ 1 vI Àm] 1 vI e)}x ç n lFI "2 1 - m + li - T ' - m + li + 1; li . (3.45)



3.2 Equation de Pauli dépendante du temps en présence de l'effet AB 40

Par conséquent, dans la limite R -T 0, il est claire que la solution irrégulière contribue si

la condition [45, 50].

(3.46)

(3.47)

est vérifiée et l'équation (3.45) s'écrit donc comme suit

où Cm est' une constante.

Il s'ensuit que la solution irrégulière domine

à conditiop que
vsIml + r; + 1 > 0,

,
en utilisant la relation (3.46) , la dernière condition (3.48) s'écrit sous la forme

(3.48)

(3.49)

Dans Ja limite R -T O,on remarque que la solution (3.45) est toujours régulière sauf dans

le cas où h~sdeux relations (3.46) et (3.49) soient simultanément vérifiées.

Pour avoir la signification de (3.46) et (3.49), il est commode d'écrire

~ = N + Tl où N entier et a :S Tl < 1. (3.50)

Par conséquent, la solution Im (ç) est toujours la solution régulière à l'exception des deux

cas

a) m =-N

b) m = -N-1

N2:0 s=-l,

N+1:S0 s=+1.

(3.51)

(3.52)

~_I



3.2 Equation de Pauli dépendante du temps en présence de l'effet AB

Ainsi, la fonction Xl donnée par Xl = l:x~s'écrit
m

41

(3.53)

où le signe prime sur la somme indique l'omission des deux termes spécifiés par les conditions

(3.51) et (3.52), le comportement asymptotique de la série confluente pour les grandes valeurs

positives de son argument est

F.. ( ) rh') z a.~7
1 1 a,"(,z -t r(a)e Z ,

il s'ensuit que la fonction Xl se comporte comme

+001 .>-1

Xl rv L amçlm+n~.-[ n+Im+* j+ll exp [- ~~]
m=-oo

(3.54)

(3.55)

où e(x) est la fonction de Heaviside et am une constante.

La dernière expression est exponentiellement divergente. Cette divergence ne sera pas évitée

sauf si on pose a = -n [52]' avec n = 0,1,2, .... , cela transforme la séries en un polynôme de

degré n (polynômes de Laguerre ), qui nous permet d'écrire

X' (~, \0) ~ ~' ( ""',n ~Hi 1LJ:n+*1(~ ) exp H~]ei
,,", )

+ e( -8 )e( ~)a-N,n ç-7JL~7J(~ ) exp [- ~~] e-iN<p

+e(8)e(-~)a_N_l,nÇ7J-lL~-1(~)exp [-;~] e-i(N+l)'P,

, n! rclm+KI+l)
ou la constante am n = Ci v 1 am ., r m+ïj +1+n)

(3.56)
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1 [1 VI À~n]- m + - + 1- -'- =-n2 n. n '

Dans le cas où les conditions (3.51) et (3.52) ne sont pas satisfaites (contribution de la

solution régulière), les valeurs propres pour la solution régulière sont obtenu à partir de la

condition

ainsi,

À~,n = n (2n + lm+ ~I + 1) . (3.57)

Dans le cas où la solution est irrégulière, les valeurs propres prennent des valeurs différentes
1

pour les deux cas suivants :

- Prelier cas où (m = -N, N 2: 0, s == ~1) :
1

La valeur propre prend la valeur

1 [ À~n]"2 1-17-----,t- = -n,

À~,n == n(2n+ 1-17). (3.58)

- Deufième cas où (m = -N - 1, N + 1 :s; 0, S = +1) :

La valeur propre prend la valeurq~_~rt] = -n,
À~,n = n(2n + 17). (3.59)

.
On déduit la première composante des fonctions propres de l

,

(3.60)

cjJl _ ~U-l 1
m,n - p Xm,n'

1

1

1

avec les valeurs propres correspondantes

~,n ~ - (2n + lm + il + 1) - [B(-s )B(i)(2n + 1-~) H(s)B( -i)(2n +~) 1 '
1
1

Sachaht que la phase a~(t) est donnée par l'équation (1.39), et en utilisant cjJ~ n = lU-lX;' n'
1 ' P ,

ainsi que l'équation auxiliaire pour éliminer w2 de l'Hamiltonien on obtient la phase
1

(3.61)
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Son integration par rapport au temps donne
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Œ~,n(t) = - [2n + lm+ ~I + 1] lt ~~2
- [B(-s)B(~) (2n + 1 - TJ) + B(s)B( -~~ (2n + TJ)] lt ~~2' (3.62)

On remarque que la phase dépend du spin et du flux magnétique dont le premier terme est

dû à la solution régulière et le deuxième terme lorsque la solution est irrégulière.

Par contre la deuxième composante des fonctions propres <jJ2m,n = lU-1X2 peut êtrep m,n

déduite à partir de l'équation (3.56) , en remplaçant s par -s

x2«,'P) ~ ~ ("=,n <lm+Mm+~I(~)exp [- ;~] e;>rup)

v . e [e].+B(s)B(li)a-N,nC1JL:;;1J(it)exp -2!i e-,N<p

+ B( -s)e( -~)a-N-l,n ç1J-1L~-l(~) exp [- ;~] e-i(N+1)<p, (3.63)

avec les valeurs propres

À~,n = - (2n + lm+ ~I + 1)- [B(s)e(~) (2n + 1- TJ) + B(-s)B( -~) (2n + TJ)] . (3.64)

De la même manière que (3.61), la phase Œ;',n(t) est donnée par

Œ~,n(t) = - [2n + lm+ ~I + 1] lt ~~2

- [B(s)B(~) (2n + 1- TJ) + B(-s)e(-~) (2n + TJ)] lt ~:2' (3.65)

La solution générale s'écrit en utilisant les Eqs.(3.25) , (3.56), (3.62), (3.63), (3.63) sous la

forme

1> (r, cp, t) =L (.'ljJ~,n ) = L am,n exp [i~P r2J ( exp [iŒ;",n(t)] X;",n ) , (3.66)
m,n 'ljJ~,n m,n p 2 P exp{iŒ;',n(t)] X;',n .

où am,n est une constante.

3.3 Cas particuliers

Nous allons discuter deux cas particuliers à savoir:



i
1

2- En absence de l'effet AB (v = 0), la solution (3.66) se réduit à la solution d'un oscillateur
1

harmoniqde dépendant du temps à deux dimension
1
i

~m,J(r,¥?, t) = a;~ exp [i~(pp + ~) e] exp [-i(2n+ Iml+ 1+)lt~~2]
X Llml(e)eimep

n li '

n!r (lm + * 1+ 1)a = . Am,n r(lm+*1 +1+n) n,m.

3.3 Cas Barticuliers

1-Dl le cas du spin 0, la solution (3.66) se réduit à celle (2.44) du chapitre 3, avec

1

1

1

qui s'écrit à l'aide des fonctions hypergéométriques conflueIites comme suit

~m,n (r,¥?, t) = A;m exp [i~(pp + ~) e] exp [-i(2n + Iml+ 1+)lt~~2]
X IFI (-n, Iml + 1, ~) eimep.
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Conclusion
Ce mémoire traite de la méthode des invariants pour trouver les solutions exactes de deux

problèmes :physiques dépendant du temps à 2D en présence de l'effet Aharonov-Bohm.

Dans )m premier temps, nous avons exploité la théorie des invariants [4] pour résoudre

l'équation de Schrodinger associée à un oscillateur harmonique à deux dimensions avec masse

et fréquente variables en présence de l'effet AB. Les solutions obtenues sont des fonctions

hypergéométriques confluentes dont l'argument dépend du flux. Le paramètre du flux agit sur

les valeurs: propres pour écarter les niveaux "d'énergies".

Dans ~n deuxième temps, on s'est intéressé à la solution de l'équation de Pauli dépendante

du temps ;à 2D en présence de l'effet Aharonov-Bohm. L'équation de Pauli en présence d'un

oscillateur: harmonique a été obtenue à partir de la limite nop. relativiste de l'équation de

l'oscillatetj.r de Dirac relativiste. En exploitant la théorie des invariants, on a trouvé l'invariant
1

sous formè d'une matrice diagonale (2 x 2) et calculé les spineurs solutions de l'équation de

Pauli. CeS Spineurs sont des fonctions hypergéométriques confluentes dont l'argument dépend
1

du flux.

Pour certains cas particuliers, on montre que les solutions irrégulières contribuent et leurs
1

1corresponflent des valeurs propres particulières. Pour les deux problèmes, on note que l'équation

auxiliaire lest indépendante du paramètre du flux magnétique.
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in~,p ~ [(P2~~~)'+ ~M(t)w'(t)(x' +Y')] ,p, (1)

where A is the potential veetor. The magnetic field B, associated to the AB effect, is assumed
to be perpendicular to the plane and eonfined to a thin magnetized filament

In the last few deeades the problem of time-dependent systems have played a major role
in the study of several physics phenomena [l, 2, 3]. A great deal of attention has been paid to
sorne specific problems of time-dependent oscillators among them the time-dependent singular
oscillator. In fact this specifie problem has been studied extensively in different direction by
many authors by whom closed-form solutions are obtained in explieit form [5,4,6,7,8,9,10,11].
The construction of the invariant [12] (constants of the motion), has attracted much attention,
whieh describe a quantum system governed by a time-dependent Hamiltonian. Lewis and
Riensenfeld [12] have shown that, if the system admits an invariant I(t), it is possible to find
a privileged basis of eigenstates of this operator when multiplied by suit able time-dependent
phase factor, evolve according to the time Schrodinger equation.

In the meantime the problem of two-dimensional (2D) systems as weIl as the 2D time-
dependent harmonie oscillators in the presence of a magnetie field [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 22, 23, 24] has been eonsidered, for which the dynamieal operators and the wave function
have been obtained.

On the other hand, the Aharonov-Bohm (AB) effect [25] i.e. systems in whieh charged
particle interaet with the vector potential of an infinitely long thin magnetic string (AB poten-
tial) are still receiving considerable interest with applications in various area in the literature
[26,27, 28, 29, 30, 31, 32, 33]. In such systems the nonlocal eharacter oh the interaction of the
charged particle with the magnetic field of the string leads, quantum meehanieaIly, to observable

physical effect despite the absence of Lorentz forces on the particle.
In the present work, we eonsider a two-dimensional (2D) harmonic oscillator with time-

dependent mass and frequency confined to the (x,y) plane, with a whisker of flux (a very thin
solenoid) Il on the z-axis in the positive direction. The time-dependent Schrodinger equation

is given by

1

eB(r) = -~6(r) ,
r

(2)

where Il is a finite and nonzero flux parameter.
It is weIl known [27, 28, 29] that for a flux tube of zero radius the corresponding form of

the potential A in the coulomb gauge is

eA = (x2 v: y2 ' x2 : y2' 0) .
Then the time-dependent Schrodinger equation (1) beeomes

2



. a
Ûï-a'l/J = Hv(t)'l/J,

, t
where the Hamiltonian Hv(t) is given by

!

1

1 2 2
H (t) _ Px + Py ~ ()w2() (2 2) I/Lz 1/2

v , - 2M(t) + 2M t t x + y + '2M(t) (x2 + y2) + 2M(t) (x2 + y2)' (3)

and Lz = (xPy - YPx) is the angular momentum.
For the; construction of an exact invariant for the quantum system described by the time-

dependent tIamiltonian (3), we use the Lie algebraic approach [6]. Let us introduce the Her-

mitian basis

i

which is cldsed with respect to

! [Tt, T2] ~ -2inTt, [T" T3] ~ -2inT3, [Tt, T31 ~ -inT,. (4)

We no~e that the above Lie algebra {Tl'T2, T3} is identical to the 2D oscillator algebra
1

{TI=o,T2, 1i'3} for the particular case 1/ = o.
Now, ,e look for the invariant in the form

i
I(t) = J.ll(t)TI + J.l2(t)T2 + J.l3(t)T3, (5)

and by meaks of ~i= * [l, H] and comparison of the coefficients of a system of first-order linear

differential :equation for the unknown J.lr in (5) is obtained
1
1

2
J.ll = - MJ.l2 ,
. 2 1

J.l2= Mw J.ll - MJ.l3,
. 2J.l3= 2Mw J.l2 ,

which can he simplified by setting J.ll = p2 where p is the solution of the auxiliary equation

(6)

(7)

(8)

1
M2p3 '

(9)

3
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1

1

1

and the other coefficients are !J.2 = - M pp , and !J.3 = \ (1 +M2 p2(2) . We note that the above

auxiliary eduation does not depend on the magnetic flux v.
Thus, ~he invariant (5) can be written in the form

According to the Lewis-Riesenfeld theory [12]' given a physical system that contains an

invariant operator I(t), the following results can be obtained:
a) its Jigenvalues Àn,m are time-independent,

1 1~n,m (x, y, tl ~ >'n,m~n,m (x, y, t) , (11)

b) its eigenfunctions <Pn,m(x, y, t) are time-dependent and if multiplied by suitable phases

such as ex~ [ian,m(t)], with the an,mU) verifying

(14)

(13)

n,rn

<P~,m(x,y,t) = U<Pn,m (x,y,t),

'l/J(x, y, t) = I:Cn,m 'l/Jn,m(x, y, t),

nan,m (t) = (<Pn,mlin :t - H(t) l<Pn,m) , (12)

then, the wavefunctions 'l/Jn,m(x, y, t) = exp [ian,m(t)] <Pn,m(x, y, t) evolve according to the time-
dependentl Shrodinger equation. The general solution 'l/J(x, y, t) can then be written as

1

1

1where Cn,k are arbitrary constants coefficients fixed by the initial conditions of the physical

system.
Let ué consider the unitary transformation

1
1

1

where

[
iM P (2 2)]U = exp - 2np x + y .

Under this unitary transformation the eigenvalue equation (11) is mapped into

(15)

l' <P~,m(x, y, t) = Àn,m<P~,m (x, y, t) , (16)

with

4
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(17)1 [ .'7 2 2 2 2 2]J' = UJU+ = _ p2 (p; + p2) +-yVP Lz + V P + X + Y .
2 y X2 + y2 X2 + y2 p2

If one define the new variables (J (t) = 'E., 7] (t) = 1l. and in polar coordinates the eigenvalues
; p p

equation (1:1) takes the form

<P~,m(x, y, t) = ~Xn,m((J, 7]),. p

the solutiON of the above equation (18) is given by [34]

(18)

(19)

(20)

Xn,m(r, <p)= An,m exp [- ;~] rlm+*11F1 (-n, lm+ ~I + 1, r~) exp [im<p]

+ Bn,mr-lm+*IIFl ( -n - 21m +~I,1 -lm +~I,~)exp [im<p],

with the constant eigenvalues

1 .In,m = Il (2n + lm + il + 1), n ~ 0,1,2, .., m ~ 0,H, *2,.. (21)

that depenps on the magnetic flux v which breaks the degeneracy of the eigenvalues levels.
Sinee ('20) contains a regular and irregular solutions, one could simply require that Xn,m(r, <p)

be finite atl the origin r = 0 and thereby eliminate ab initio the irregular solution [29]. This, in

fact, gives 1

~n.m(r, >p) dn,m exp [- ;~] r1m+,1 1FI (-n,lm + il+ 1, r~) exp lim>pI (22)

On th~ other hand, substituting the Hamiltonian (3) and Eq. (14) into Eq. (12), we find

that the piase function Œn,m(t) is given by

(
1

VI ) t dt'Œn,m(t)=- 2n+ m+"h, +1 Jo M(t')p2' (23)

Finally, the exact solution of the Schrodinger equation (1) in the polar coordinates is given by

1 A [11/1 ( ')] [ t dt' ],pn,m (ri op, t) ~ ;m exp '21l pp + ~ r' exp -i (2n + lm + il+ 1) Jo M (t') p'

1 X rlm+*11F1 (-n, lm+ ~I + l, r~)exp [im<p]. (24)

5
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In the absence of the AB effect v = 0, the solution (24) reduces to the solution of the
time-dependent 2D harmonie oscillator. On the other hand, we note that if the AB magnetic
flux is quantized, * = integer, the wavefunctions (24) coincide also exactly with the solution

of the time~dependent 2D harmonie oscillator.
In conclusion, such model has in fact been presented in the contest of obtaining the solution

corresponding to zero radius of filament containing the Aharonov-Bohm flux. On the other
hand, if we replace the flux tube of zero radius by one of finite radius R, with the additional
condition that the magnetic field is confined to the surface of the tube, we point that the
part of the operator Tl which depends on the spac~coordinates must be multiplied by the
step function e (r - R). Consequently, the problembecomes complicated because the algebra
based on Tl' T2 and T3 is not closed and there exist a physical formulation [27, 28, 29] which
eliminates these mathematical difficulties. Work in this direction is in progress.
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RESUME:

Dans ce mémoire, on a traité déux problèmes physiques dépendants du temps 1
en présence de l'effet Aharonov-Bohm (AB) en utilisant la théorie des invariants.
Dans le premier travail, on a résolu l'équation de Schrôdinger d'un oscillateur
harmonique à deux dimensions avec masse ~t fréquence variables en présence de .'
l'effet AB. Dans le deuxième travail, on a résolu l'équation de Pauli à deux"
dimensions dépendante du temps en présence de l'effet AB. Pour certains cas
particuliers, on montre que les solutions irrégulières contribuent et leurs
correspondent des valeurs propres particulières. Pour les deux problèmes,
l'équation auxiliaire est indépendante du paramètre du flux magnétique.

4.J . ,:.~ J~ll' '.Ill~I ~I . ~ . .. ..::'L..a L. W'ô .(iJl o~ . ~
•• ~ $_ lJAy. . c..r ~ ~ ~ ..r '-:?

(Théorie des invariants) 'ô-lAUI û\ y).J1 \
yI'; 3 4.tS jj ~~ ~ ~I'; jl..w Aj 3~ 4..bh..a~ W J;";lI ç...»JI~

.(Aharonov-Bohm) f'~ U-J-Î3.)~Î J,tj j~~ (.)Aj1j ~~ ~~

u-J-Î3.)~1 J,tj j~ ~ ~~ ~ (.)A)~ ~I J3~ Â.bh..a~ W ~~I ç...»J1~
4.J:jlj~ \ .~- ~ 'ôjt...:û.11J.L '1.. L.:: ~l:J1 û;lWI . . ~4JÎ . .. "... r..- ~ ~ ~ ~ ~ r...r ~ ~ f'~

.~\..;.

.~UiAJI ~.fJ1 ~~ ~;l 'ô~6.J1 Â.bUI ùiJW\ t:i1S~

In this work, we used the invariants method of Lewis- Riesenfeld tofind the
exact solutions of two times dependent problems in the presence of the Aharonov-
Bohm effect. In the first work, one solved the Schrôdinger equation of a two
dimensional harmonie oscillator with mass and frequency variables in the presence
. of the AB effect. In the second work, one solved the time dépendent Pauli equation
of a two dimensional harmonie oscillator in the presence of the AB effect. For
certain particular cases, it is shown that, for certain particular cases, the irregular
solutions contribute and their corresponding a particular eigenvalues. For the two
problems, the auxiliary equationls' independent of the parameter of the magne tic
flux.
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