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CHAPITRE 1

Introduction Générale

Au cours des années passées, les théories des champs qui ont prouvé leurs succes
pour décrire la physique des particules sont des théories de jauge.
Historiquement, la premiere théorie de jauge apparue en physique est la formulation
de Maxwell de I’électromagnétisme ; en fait, c’est la premiere théorie des champs et,
en plus, c’est une théorie de jauge.

Dans sa tentative d’unifier I’électromagnétisme et la gravitation et de trouver
une origine géométrique de 1’électromagnétisme, Herman Weyl est le premier qui
introduit le mot Jauge [1]. Il a imaginé une théorie o I’échelle de longueur de toutes
les quantités dimensionnelles varient d’un point a I’autre dans I'espace-temps . Il a
supposé que la transition dans un espace-temps dx,,, doit étre accompagné par un
changement d’échelle ou de jauge c-a-d,

1 — 145, (x)dx" (1.1)

Sﬂ(x) est la fonction de jauge, elle détermine 1’échelle relative de longueur. Alors
une fonction avec une dimension de longueur se transforme comme suit,

f(x) — f(x) +d[0y + S (x)] f (x)dx (1.2)

le but est d’identifier S, (x) avec le potentiel vecteur de I’électrodynamique, mais
cette tentative n’a pas réussie.

En 1927, apres le développement de la mécanique quantique, Fock et London [2][3]
ont remarqué que le terme p, — eA,, quand on remplace p, par id, devient d;, —
ie/hcAy, qui ressemble au transformation de Weyl (1.2) mais avec un coefficient
complexe pour la connexion. Deux années apres, Weyl [4] clot la discussion, en
montrant que I’électrodynamique est invariant sous la transformation de jauge, du
champ de jauge et de la fonction d’onde d’une particule chargée,

Ay — A+ 0, P — ey (1.3)
A ce point, I'invariance de jauge est né : "Accompagnant la transition d’une parti-

cule chargée il y a un changement de phase ”.

L’électrodynamique quantique ou QED est une théorie quantique et relativiste
de I’électromagnétisme. Elle combine I’équation de Dirac qui décrit I’électron (ou
positron) avec 1’équation de Maxwell pour le photon. Le Lagrangien de QED

L = $iy"Dyp — iFWP”V (1.4)
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est invariant sous la transformation abélienne locale décrite par (1.3) qui définit
le groupe de symétrie U(1), il est invariant aussi sous la transformation de parité.
Le calcule des amplitude de transition dans cette théorie est basé sur la théorie
perturbative, organisée en terme des diagrammes de Feynman. Les succes quanti-
tatifs remportés par 1’électrodynamique quantique renormalisable ont renforcée la
prestige de la théorie quantique des champs.

En 1954, une papier historique (presque de quatre page) de Yang et Mills [5] a
“explosé” le monde de la physique des particules. Pour construire une théorie des
champs qui décrit les interactions forte et nucléaire, Yang et Mills ont proposé de
généraliser I'invariance de jauge locale aux groupes de jauge non-abeliens et intro-
duire une nouvelle symétrie s’appelle la symétrie isotopique qui rend l'interaction
forte invariante sous I’échange du proton et neutron.

L’idée est d’introduire un champ de jauge B%, qui est un vecteur de spin isotopique.
a

matrices de Pauli. Et remplagant la dérivé covariante d, —igA, gar d, —igBy et
la transformation de jauge A, — A, + d,a par B, — B, 4 d,a —ig[a,B,]. La
surprise est que le tenseur de Maxwell F,, = d,A, — dy Ay a été remplacé par une
fonction non-lineaire du champ de jauge, F,, = 0,B, — 0,B;, 4 ig[B,, B,], c-a-d le
boson de jauge porte une charge et il interagit avec lui méme. Alors, cette théorie

Il peut étre représenté par une matrice hermicienne Bfl = 1/20,B%, ou 0, sont les

non-abelienne est une théorie d’interaction non-linéaire méme si le champ de ma-
tiere est absent, car le boson de jauge est un champ chargé. Le lagrangien invariant
de jauge et sous la transformation de Lorentz d’une théorie de Yang-Mills pure est
L= 1F” F&HY

= —zFw . (1.5)
ol la sommation sur p, v est effectuée avec la métrique Minkowskienne standard. On
note que l'invariance sous la transformation de jauge (abélienne ou non-abélienne)
implique l'existence de champs vecteurs non massifs se couplent avec les champs
conservés (de matiere).

La nature non massive de la fonction d’onde de Yang-Mills classique constitue
un obstacle sérieux pour appliquer les théories de Yang-Mills aux autres forces de
la nature. Les interactions faibles et nucléaire par exemple, sont des théories décri-
vant des interactions a courte distance et plusieurs de leurs particules sont massives.

Dans les années 1960s et 1970s, le probleme de l'interprétation physiques des
tionnelle s’appelant le champ de Higgs. Il s’agit de I'interaction faible, qui est décrite
par le modele Glashow-Salam-Weinberg. Ce modele décrit I'interaction electrofaible
(unification entre électromagnétisme et interaction faible), il s’appelle aussi le Mo-
dele standard. Le Modele standard est basé sur le groupe de Jauge SU(2)XU(1) et
les bosons de jauge de cette théorie sont Z, W™, W™ et le photon avec les constantes
de couplage g et ¢ pour les groupe SU(2) et U(1) respectivement. Par I'introduction



de ce champ additionnel, on peut éviter le probleme due de la nature non-massive
de la fonction d’onde classique de Yang-Mills et justifier la masse des bosons de
jauge.

La solution du probleme des théories des Yang-Mills non massives pour l'interac-
tion forte a une nature completement différente. La solution ne vient pas d’ajouter
un champ additionnel comme dans ’electrofaible, mais par la découverte d’une
propriété remarquable des théories de Yang-Mills quantiques elles mémes. Cette
propriété s’appelle la liberté asymptotique[6][7] (les théories quantiques de Yang-
Mills sont les théories quantiques d’un lagrangien classique donné par la formule
(1.5)), qui implique que, a courte distance, les champs prennent un comportement
quantique similaire au comportement classique ; (4 longue distances la théorie clas-
sique n’est pas un bon guide d’un comportement quantique du champ).

La liberté asymptotique, avec des découvertes expérimentales et théoriques dans
les années 1960 et 1970, rend possible de décrire la force nucléaire par une théo-
rie de jauge non abélienne de groupe de symétrie SU(3). Les champs additionnels
& introduire au niveau classique sont les quarks qui sont des objets de spin 1/2
comme [’électron, mais il se transforme dans la représentation fondamentale du
groupe SU(3). La théorie de jauge non abélienne de l'interaction forte s’appelle la
Chromodynamique quantique QCD (Quantum Chromodynamics).

Le lagrangien classique des théories de jauge non-abeliennes est tres different du
monde observé de l'interaction forte. Pour que la chromodynamique quantique dé-
crire 'interaction forte, il faut qu’elle possede les propriétés de confinement, brisure
de la symétrie chirale et une structure de vide non triviale (tout excitation du vide
a au moins une énergie A). La premiere explique pourquoi on ne peut jamais voir
des quarks individuels, la deuxieme est nécessaire pour prendre en compte la théorie
de pion mou, qui a été développée dans les années 1960s, et la troisieme explique
pourquoi les forces nucléaires sont fortes mais a courte distance[8].

Dong, la chromodynamique quantique est la théorie de I'interaction forte, une
des forces fondamentales de la nature. Elle décrit 'interaction entre quarks et gluons,
et en particulier comment ils se combinent entre eux pour construire les hadrons.
L’utilisation de la QCD pour décrire 'interaction forte a été motivée par tout une
séries des découvertes théoriques et expérimentales, basée sur les symétries et le
comportement de I'interaction forte a haute énergie ou la théorie perturbative est
valable.

La plupart des expériences pour vérifier la physique a courte distance sont des
expériences basées sur des collisions de particules a hautes énergies. Les nouvelles
générations de collisionneurs hadroniques ont été développées pour cette raison. Ils
impliquent une augmentation d’énergie de centre de masse /s. Les interactions ha-
droniques dans cette région dynamique sont pour tester QCD et pour étudier la
nouvelle physique dans le modele standard et au dela. Cette année, une ére nou-
velle a été ouverte dans la physique des particules, lors des premieres collisions de
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protons a une énergie de 7 TeV dans le grand collisionneur hadronique LHC (Large
Hadron Collider). Cela permettra de mieux comprendre la structure de la matiere
et la formation de I'univers.

Dans les collisionneurs hadroniques, la plupart des processus physiques (bruit de
fond) sont des processus de la chromodynamique quantique. D’ou, il est trés impor-
tant d’étre capable de prédire ces processus théoriquement aussi précisément que
possible. La section efficace pour des processus hadroniques ou, des processus domi-
nés par des interactions a courte distance, peut étre factorisé[9], [10] en une section
efficace partonique, qu’on peut peut calculer, ordre par ordre dans la chromody-
namique perturbative, convoluée avec des densités partoniques non-perturbatives
mais mesurables expérimentalement.

La Chromodynamique quantique et d’autres théories de jauge comme QED sont des
théories associées a des particules de masse nulle. Lors du calcul, dans la théorie des
perturbations & couplage faible, des amplitudes de transition, des divergences infra-
rouges (molle et colinéaire) apparaissent. Les divergences molles sont associées a la
participation d’une particule non massive d’énergie-impulsion arbitrairement faible.
Les divergences colinéaires sont associées a des configurations ou deux particules non
massives ont des quadri-impulsions 1'une parallele a 'autre. L’apparition de ces di-
vergences est indépendante des divergences ultra-violetes qui sont une conséquences
de la quantification.

La recherche de la nouvelle physique exige des prédictions précises de bruit de fond,
donc, on a besoin d’augmenter le développement perturbatif pour réduire la dépen-
dance des échelles non physiques. Il s’agit alors de calculer la contribution virtuelle
et réelle dans 'approximation au dela du logarithme dominant. Lors de calcul, on
rencontre des divergences ultraviolettes, molles et colinéaires.

Notre but dans ce mémoire est d’étudier la structure des divergences infrarouges
(molles et colinéaires) dans les théories de jauge abélienne comme (QED) et non-
abelienne comme (QCD) et leur suppression. Dans les chapitres 2, 3, on rappelle la
structure de la QCD comme une théorie de jauge et comme théorie perturbative.
Dans le chapitre. 4 on fait une présentation générale sur les divergences infrarouges,
leurs origines, leurs structure en QED et QCD et les méthodes de leur traitement.
Les chapitres 5, 6 constituent le coeur de ce travail. Dans le premier on étudie la pro-
duction des jets et hadrons dans le LHC au dela de 'approximation du logarithme
dominant et on montre comment les divergences infrarouges se compensent a cet
ordre soit par la méthode de factorisation soit par le théoreme de Lee-Kinoshita-
Naunberg. Dans le deuxieme, on développe une méthode d’approximation basée sur
les singularités de Landau, ou on trouve une formule de récurrence qui nous per-
met de calculer aisément la partie divergente dans l'infrarouge des amplitudes de
nombre de pattes externes arbitraire que 1’on rencontre dans les reactions 2 — N.
On compare les résultats de cette méthode avec celui de la méthode de réduction
des diagrammes de Feynman, ce qui montre qu’elle marche bien en QED, QCD et
dans le cas scalaire.



CHAPITRE 2

Introduction a la
Chromodynamique Quantique

Sommaire
2.1 QCD, Theoriede jauge . . . . . « v v v v v v v v v v v v v o v 6
2.1.1 Le Lagrangiende laQCD . . . ... ... .. ... .. ..... 6
2.1.2 Reglesde Feynman . . . . . .. ... ... ... ....... 8
2.1.3 Constante de couplage mobile et liberté asymptotique . . . . . 10
2.2 Modéledespartons . . ... ... ... e 12
2.2.1 Modele des partons et la diffusion profondément inélastique . . 12
2.2.2  Formulation générale du modele du parton . . . . .. .. ... 14
2.2.3 Modele des parton et I’annihilation de eTe en hadron. . . . . . 15
2.2.4  Modele des partons et mécanisme de Drell-Yan . . . . .. ... 17

La Chromodynamique quantique ou QCD est la théorie moderne des interactions
fortes. C’est une théorie de jauge non-abelienne, basée sur le groupe SU(3). En plus
des champs de jauge ; QCD décrit des champs de spin % connus sous le nom quarks.
Les quarks sont porteurs d’une charge électrique et d’une autre forme de charge
appelée couleur. Cette derniere est responsable des interactions fortes qui lient les
quarks les uns aux autres pour former les mésons et les baryons'. A cause de la
propriété de la liberté asymptotique, le traitement perturbatif pour des phénomenes
a courte distance a un sens et les prédictions de la théorie ont été testées dans
plusieurs processus d’interaction.

Dans ce chapitre, on va donner quelque aspects de QCD comme théorie de jauge
et comme théorie perturbative, et on va présenter le modele des partons et ses
applications[12],[13], [14].

1. un méson est formé d’un quark et d’un anti-quark par contre un baryon est formé de trois
quarks.
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2.1 QCD, Theorie de jauge

2.1.1 Le Lagrangien de la QCD

Comme les théories de Yang-Mills, le lagrangien classique de la chromodyna-
mique quantique s’écrit,

18 g
*Cclass = _Z Z FWUF}?V + Z lpj(l’)’yDﬂ - mj)ll)j (2'1)
a=1 j=1

Dans cette formule, le premier terme représente le lagrangien de Yang-Mills et le
deuxieme représente celui de la matiere. Comme une généralisation non-abélienne
du tenseur électromagnétique, le tenseur Fﬁv s’écrit :

Fi, = 0,Al — 0, A5 + g f AL A (2.2)

Ici : gs est la constante de couplage. AZ représente le champ de jauge (le gluon)
, 'indice a = 1,...,8 étant I'indice de couleur des gluons. f”bC est la constante de
structure du groupe SU(3), les générateurs de ce groupe vérifient,

[T°,T%) = if"eTe, (2.3)

Py est le champ de matiere (quark) de masse m f » ] représente les différentes saveurs
du quark (u, d,s,c,bett ), n £ est le nombre de saveurs. Les ¥ sont les matrices
de Dirac, et D est la dérivée covariante définie par,

Dy, = 3, + igs ALT". (2.4)

On définit la transformation de jauge locale non-abélienne,

U(x) = exp{i:Zlﬁu(x)T“}, (2.5)

olt les B sont les parametres de SU(3) qui dépendent de x. Sous cette transforma-
tion, le champ de quark devient,

Pr(x) = U(x)yy(x), (2.6)

Si on remplace l[}f par s dans le lagrangien et on impose qu’il soit invariant sous
cette transformation, on trouve que le champ de gluon devrait avoir la transforma-
tion suivante,

i 1 1 -1
Ay(x) = U(x)Au(x)U(x)"" + % [0, U(x)]U " (x), (2.7)
Ces regles de transformation respectent bien la transformation de jauge. Habituel-
lement, on suppose que le lagrangien de QCD ne contient pas de terme de masse, ce
qui montre bien que ce lagrangien respecte bien la symétrie de saveur et la symétrie
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chirale 2, voir[12] .

Comme on a déja dit, ce lagrangien constitue la partie classique du celui de la
QCD. Pour quantifier la théorie on rencontre le méme probleme que dans ’élec-
trodynamique quantique voir[15], le champ A‘;, est défini a une transformation de
jauge pres par la transformation (2. 7). Pour éliminer cette liberté il faut ” fixer”
la jauge. On a deux choix pour fixer la jauge, fixation covariante et une autre non
covariante. La premiere fixation est définie par le terme suivant que l’on introduit
dans le lagrangien.

1 8

—5 1(&),414?"‘1)-73 (2.8)
a=

E]auge
ou, le facteur —% est un multiplicateur de Lagrange. Pour absorber les degrés de
liberté non-physiques, il faut ajouter un champ de ghost défini par :

LGhost = i<aé?>Dszg/ (2.9)
Le champ de ghost est un champ scalaire complexe qui suit la statistique fermio-
nique (pour cette raison il est non physique). On note aussi que les diagrammes
de Feynman avec des pattes externes de ghost peuvent étre évités par un choix de
vecteur de polarisation du gluon.
L’autre classe de fixation de jauge, c’est la jauge axiale (non-covariante) définie par,

1
Liwje = —52(a"Af) (g AD), (2:10)

g est un quadri-vecteur arbitraire. Cette fixation n’exige, pas l'existence de ghost
mais conduit & un propagateur de gluon tres compliquée. On note aussi que la
fixation de jauge dans I’équation (2.8), brise 'invariance de jauge initiale. Mais le
lagrangien respecte une autre symétrie, c’est la symétrie BRST? (le reste de la sy-
métrie de jauge initiale).

Le lagrangien de la QCD a une structure simple mais un contenu dynamique

tres riche . Il donne lieu a un spectre hadronique complexe, il implique les propriétés
de confinement et la liberté asymptotique. Il possede une symétrie chirale qui est
brisée spontanément, a une structure de vide non triviale et une forte violation de
CP[14].
Le confinement est la propriété telle qu’aucune charge de couleur isolée ne peut
exister : seules les particules singlets de couleurs sont observables. Par exemple le
potentiel entre quark et anti-quark a été étudié en QCD sur réseau?, il a une partie
coulombienne a courte distance et un terme linéaire a longue distance,

Vyy ~ Cr [“STw T Ur} (2.11)

2. Cette symétrie est brisée explicitement par la dynamique de la brisure de chiralité et impli-
citement par la masse des quarks

3. BRST : Becchi-Rouet-Stora-Tyutin

4. Les théories de jauge sur réseaux peuvent étre utilisées pour calculer, en utilisant des mé-
thodes non-perturbatives, des quantités physiques mesurables expérimentalement
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avec,

N2 -1
2N

1Cr = Y 't = 13, (2.12)
A

avec N est le nombre de couleur (N = 3 en QCD). A cause de la linéarité des termes

dans le potentiel, il est impossible énergietiquement de séparer la paire g — 4. Dans

lannihilation e"e~ — g4 & haute énergie, des paires g — § secondaires sont crées

dans le potentiel de la paire g — 7 initiale lorsque la distance entre le g et le g est

suffisante.

2.1.2 Regles de Feynman

Les fleches indique le flux fermionique
- Ligne fermionique entrante

~
[
=
—~
=
~—

- Ligne anti-fermionique entrante

N
(]
.li

—~

=

N—r

- Ligne fermionique sortante

®
~

<
—~
=
~

- Ligne anti-fermionique sortante

®
N

(-
—~
=
~—



2.1. QCD, Theorie de jauge

- Propagateur fermionique

ie® P

~

- Ligne gluonique entrante

a QOQQQ0s ea(k)

k

- Ligne gluonique sortante

2+ @QQ00QQ0, & (k)

k

- Propagateur du Gluon (jauge covariante)

—ig? v kK
8000000 #. v wi (s - -0

k

- Propagateur du fantome

__________ _ig™_

- Vertex fermion-fermion-gluon
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a, U
)E —ig(T})"
v N

- Vertex fantéme-fantéme-gluon

a, ﬂ7p

gfabcqy
(q=p—r)

. ~
~

b , 4 ~ N C
- Vertex gluon-gluon-gluon

—gf (g (p —q)f + 8" (g — 1) + g (r — p)"]
(r+qg+r=0)
a, VI ¢, P/

- Vertex gluon-gluon-gluon-gluon

_ingeucjrebd (g;wgpa _ gyagvp)

_ingeudfebc (g‘uvgpa _ g‘upgva)

_ingeubfecd (g‘upgva _ g‘utrgvp)
d, o

2.1.3 Constante de couplage mobile et liberté asymptotique

Généralement, lors d’un calcul perturbatif en as = g5/ (47), on rencontre des
divergences ultraviolettes, celles-ci doivent étre traitées par la renormalisation. On
va discuter cette procédure en détail dans le chapitre. 2. Habituellement, on fait
une continuation de ’espace-temps pour régulariser ces divergences, le schéma de
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régularisation dimensionnelle, ce qui conduit a une nouvelle échelle de masse, on
la désigne par p. Une observable physique R ne doit dépendre que des échelles
physiques telles que Q2 (Q2 est une échelle qui est beaucoup plus grande que tous
les autres parametres ayant une dimension) mais pas de y. La dépendance de cette
derniere ne serait pas une dépendance physique (chaque choix de y conduit au méme
résultat physique). Donc, on peut postuler que,

2 9 ,0n D

H ——}R(Qz/yz,ocs) =0, (2.13)

d
2 4 2.2 _
"l/l d‘MZR<Q /V IIXS) |:V ayz ayz ale

ol R est une observable physique : elle peut étre une section efficace par exemple. Le
coefficient du second terme s’appelle la fonction B. Pour résoudre 'équation (2.13),
on introduit la quantité as(Q),

(@)L

2
pla) = w25 0

On peut monter que,

20as (QZ)
00Q?

as(Qz) s’appelle la constante de couplage mobile. Dans la région perturbative et
pour un nombre 71y de saveurs des quarks non-massifs, la fonction f s’écrit :

(2.15)

Blas) = _b"CS(Qz)[l + I;‘XS<Q2) + O(sz(Qz))], (2.16)
avec les coefliecients
. 33 — 2Tlf 917
- 127 7 (2.17)
_ 153 — 19nf 518
- 24m2p (2.18)

Négligeant b et toutes les corrections trés élevées et résolvant 'équation différentielle
(2.15) entre a(Q?) et a(p), on trouve,

a(p?)
T+ a(p?)bIn(Q?/u2)’

a(Q?) (2.19)
Siln(Q?/ yz) devient grand, le couplage mobile tend vers zéro. Cette propriété s’ap-
pelle la liberté asymptotique. Elle signifie qu’a haute énergie, les quarks et les gluons
se comportent comme des particules quasi-libres. D’apres cette propriété, le calcul
perturbatif est justifié & grandes échelles de d’impulsion. On note que pour avoir la
liberté asymptotique en QCD il faut que ny < 17, voir la formule (2.17).

Dans toutes les théories des champs renormalisables, telle que QCD, ou les théo-
ries de Yang-Mills ont cette propriété de la liberté asymptotique, qui est due a
I'interaction du gluon avec lui méme (self-interaction).
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2.2 Modele des partons

Le modele des partons considere les hadrons comme composés de particules
ponctuelles quasi-libres. Ce modele décrit la section efficace a haute énergie de la
collision des hadrons avec d’autres particules, comme une somme incohérente des
sections efficaces des partons dans les hadrons. Les facteurs hadroniques dans la
section efficace sont données par la fonction de structure. Ces dernieres sont expri-
mées en termes des fonctions de distribution partonique qui donnent la distribution
de limpulsion longitudinale des partons dans le hadron. Les fonctions de distri-
bution ont un caractere universel et elles ne sont pas calculables dans la théorie
perturbative mais on les détermine expérimentalement : une fois on les fixe dans un
tel processus, on peut les utiliser pour étudier d’autres processus a cause de leur
universalité.

2.2.1 Modele des partons et la diffusion profondément inélastique

La diffusion lepton-nucléon a haute énergie ou diffusion profondément inélas-
tique DIS (Deep Inelastic Scattering) jouent un role trés important dans la déter-
mination de la structure partonique du proton.

P.M > X

Fig. 1 : La diffusion profondément inélastique : IN — [X.

Le processus prototype du modele des partons est,
e(k)N(P) — é(k)X, (2.20)

C’est la diffusion profondément inélastique® d’un électron e d’impulsion k avec un
Nucléon N (proton par exemple) d’impulsion P. é est 1’électron diffusé, voir Fig. 1.
X est 'ensemble des hadrons de ’état finale. Les hadrons X ne sont pas mesurés,
alors la section efficace dans ce cas est inclusive. Pour calculer cette derniere il faut
sommer sur tous les états finals. Par contre dans les sections efficaces exclusive,
I’état finale doit étre spécifié. Dans le processus (2.20), on note par g 'impulsion de
transfert § = k — k de I’électron vers le hadron, W la masse invariante du hadron
de I'état final, M la masse du Nucléon, et par v I’énergie de transfert au hadron
cible hadron dans le systéme au repos. Donc la cinématique de la diffusion inclusive

5. profondément — Q2 > M2, inélastique — W2 > M?
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dépend de,
( Q2 — _q2
P? = M?
2p.g  2Mv
_eP_E
V=P lE

L’amplitude invariante de cette interaction s’écrit,

6364

Q4

IMP? = LFYW,, (2.22)
e; est la charge du parton, e est la charge de ’électron. Le tenseur leptonique Ly
représente I'interaction de ’électron avec le photon virtuel, voir Fig. 1. et WH*¥ est
le tenseur hadronique, il décrit I'interaction du photon virtuel avec le hadron de
la cible. p, v sont les indices de polarisation du photon. A cause de l'invariance de
jauge et de Lorentz on écrit,

UV H v
IMWZ<_¢W+%%>WﬂmQ5+<—W+W%><—ﬂ+v%>wﬂ%Q5f
(2.23)

Apres contraction avec le tenseur leptonique, la section efficace de la diffusion
électron-proton a l'ordre le plus bas s’écrit,

do 8ma? [ y?
dxdy Q?v{ffvﬁ‘+(1__y)

@Wﬂ, (2.24)

4x2

Les fonction Wy, W, sont les fonctions de structure, elles ont d’abord été mesurées
par l'expériences de SLAC-MIT [16]. Avant que l'expérience détermine ces fonc-
tions, les gens ont pensé que ces fonctions décroitraient comme une puissance de
l'inverse de Q% comme les autres facteurs hadroniques. Mais, I'expérience montre
qu’elles dépendent seulement de la fraction x et non pas de Q? ou  séparément, ce
qu’a prédit Bjorken[17]. Cette propriété, s’appelle I'invariance d’échelle, a été pré-
vue pour tenir dans la limite profondément inélastique, ou 'impulsion de transfert
est plus grande que la masse du hadron. Ce qui conduit Feynman a considérer que
les nucleons sont composées des particules ponctuelles (partons) de nombres quan-
tiques inconnus [18]. La variable x de Bjorken peut s’identifier comme la fraction
d’impulsion longitudinale du hadron porté par un parton donné.

Donc, a la limite profondément inélastique on écrit :

Wi (x, Q%) — Fyi(x), vWa(x, Q%) — Fa(x), (2.25)

David Gross et Calan [19] ont monté que le commutateur d’un courant électrique
donne des information sur le porteur de la charge électrique. Des expériences sur
le DIS ont montré que le porteur de la charge électrique est une particule de spin
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1/2 et peut s’ identifier aux quarks de Gell-Mann et Zweig. D’autres expériences
montrent que ces partons chargés portent enivron de 1/2 de I’énergie-impulsion du
nucléon, 'autre partie est portée par une autre particule, c’est le gluon.

Donc, les partons chargés sont identifiés aux quarks de valence, ce qui explique la
charge électrique, isospin et le charme du hadron. La mer de Dirac contient des
paires quark-antiquark, ainsi qu’avec des gluons qui sont les quanta du groupe de
couleur et les médiateurs de l'interaction forte, ces particules sont de charge nulle,
d’isospin et de charme. Drell et Yan ont étendu le modele des partons a des col-
lisions hadron-hadron et ont donné le mécanisme célebre de Drell-Yan [20] de la
production de paire de lepton qu’on va discuter par la suite.

D’autre processus , comme les processus semi-inclusifs dont quelques états hadro-
niques finales sont mesurés, exigent des fonctions de fragmentation aussi bien que des
fonctions de structures. Les fonctions de fragmentation explique la conversion des
partons en des hadrons dans I’état final. David Gross, Wilczek, H. Georgi et Politzer
[21], [22] ont monte que la chromodynamique quantique prédit des corrections lo-
garithmiques dépendantes de 1’échelle et Gribov-Lipatov-Dokshitser-Altarelli-Parisi
(DGLAP) [23] ont exprime ces corrections en langage du modele des partons, voir
Chapitre, 5.

Feynman a donné des arguments que les protons n’interagissent pas entre eux en
premieére approximation car dans le repére d’impulsion infinie il y a une sépara-
tion d’échelle entre interaction proton-proton lente et rapide avec le lepton [26]. La
constante de couplage mobile due de a liberté asymptotique fournit une explication
au mystere que les quarks sont de maniere permanente confinés dans les hadrons a
bas énergie, mais ils sont quasi-libre visualisées comme des partons a haute énergie

[24].

2.2.2 Formulation générale du modele du parton

Considérant la collision de deux hadrons Hi, Hp, voir Fig. 2 :

X1 Pi
H] pi /

Pj
H;
Xo p\

]

Fig. 2, Formalisme général du modele des parton.

A tres haute énergie, on néglige les masses des hadrons et des partons. On note par
P, p; les impulsions des hadrons et des partons respectivement, avec,

pi = x;P, Y xi=1, (2.26)
i
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C’est-a-dire les partons prennent une fraction d’énergie des hadrons parents.
D’apres le modele des partons l'interaction entre hadrons se réduit a l’interaction
entre partons, voir Fig. 2. La section efficace hadronique s’écrit alors comme une
convolution des distributions partoniques de chaque hadron avec la section efficace
de diffusion de deux partons, de la maniere suivante,

(THlHZ = Z/dxldsziHl(xl)F]H2 (xz)(ri]-(xl,xz, S), (2.27)
i

oll 0 est la section efficace de la diffusion de deux partons i,j. La fonction FH(x)
est la densité de probabilité de trouver le parton i emporte une impulsion xp dans
le hadron H. Cette densité partonique est invariante d’échelle, c¢’est-a-dire indé-
pendante des variables de Mandelstam. Ces quantités ont un caractére universel
et elles ne sont pas calculables perturbativement mais peuvent étre obtenues ex-
périmentalement et décrivent la physique a longue portée. Par contre la section
efficace partonique décrit la physique a courte distance et peut donc étre calcu-
lable perturbativement. Cette séparation entre la physique a longue et a courte
distance s’appelle factorisation. Dans la méthode de factorisation on choisit une
échelle unique (de la renormalisation), en général on la prend égale & Q?, qui est
I’énergie qui caractérise la diffusion élastique proton-proton.

A haute énergie, les partons sont quasi-libres et la constante de couplage de QCD
ag — 0. ce qui nous permet d’utiliser le modele des partons et QCD perturbative
en méme temps. Alors, la section efficace hadronique s’écrit[25],

oHiH: — Z/ dxldsziHl(xl,M)F].HZ(xz,M) Gij + IXS<M)0'1-1]- + g (Mo + ...
i

(2.28)
M est une échelle de masse caractéristique du processus : M? ~ s, t,u. On voit de
cette définition que les corrections de QCD ne détruisent pas la séparation entre
physique a courte et longue distance. Comme on ’a déja dit les fonctions de structure
sont universelles®, et comme dans le groupe de renomalisation on introduit une
équation d’évolution s’appelle DGLAP, qui décrit I’évolution des quarks et gluons
dans les hadrons en fonction de I’échelle M?. On va voir cela en détail dans le
chapitre. 4

2.2.3 Modele des parton et ’annihilation de e"e en hadron

On considere le processus croisé de DIS, représenté dans la Fig. 3,

6. c’est a dire, ce sont les mémes fonctions qui apparaissent dans les différents processus
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q;
e
— X
o
q;
Fig. 3 : L’annihilation de eTe~ en hadrons.
e" et — hadrons (2.29)

D’apres le modele des partons, les hadrons produits sont des fragments des quarks
produits par le processus,

de section efficace définie par,
o(e et —qq) =3ex(e et — pp"), (2.31)

le facteur de 3 apparait car, on a trois amplitudes, chaque amplitude correspond a
une couleur du quark. Pour obtenir la section efficace pour tous les types de hadrons
produits, il faut sommer sur toutes les saveurs du quark g = u,d,s, ... , et alors :

o(e”e” — hadrons) =) o(e"e™ — qq)
q

2.32
=3) (e et —pupt), (2:32)
q
Ce simple calcul nous conduit a la prédiction dramatique suivante,
o(e~et — hadrons) 5
R — = 3 7
Ygo(emet = u—put) Zq;e" (2:33)

Comme la section efficace du o(e” et — u~u™) est bien connue alors, pour mesurer
la section efficace de 'annihilation electron-positron en hadrons il suffit de connaitre
le rapport sans dimension R, ot :

R = 3[(%)2 + (%)2 + <%>Z] =2, pour u,d,s, (2.34)

2
R = [2+3<%> 1= 10 pour u,d,s,c, (2.35)

2
R = [1_0 +3<1> ] = 1—1 pour u/dlslclbl (236)
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Ces prédictions sont comparées avec les mesures de R : Comme elles sont en accord
cela montre qu’il existe trois couleurs de quarks [13].

Si on considere les corrections de la QCD a une boucle, chapitre. 3, R est modifié
comme suit :

2
R= 3;6»5 <1 + @) (2.37)

avec

127t
(33 —2n¢)log(Q>/A)

On voit que I'invariance d’échelle Q% de R est violée logarithmiquement.

‘XS(QZ) =

(2.38)

Pour décrire la fragmentation des quarks en hadrons, on utilise un formalisme
analogue a celui introduit dans le paragraphe précedent. La section efficace diffé-
rentielle hadronique s’écrit,

do, .

E(ee —qq) =Y o(eet — hX) [D;‘(z) - DZ(Z):| (2.39)

q

La fonction D représente la probabilité qu’'un hadron & est obtenue dans la frag-
mentation d’'un quark (antiquark) portant une fraction z de son énergie,

E E 2E

z="h = Zh _Zh (2.40)

E; B Q
la somme dans la définition de la section efficace est sur toutes les saveurs du
quark. La fonction de fragmentation D(z) décrit la transition (parton—hadron), de
méme fagon que, la fonction de structure F(x) décrit la transition (hadron—parton).
Comme les fonctions F, la fonction D vérifient les contrainte suivantes sur 'impul-
sion et la probabilité,

1
Z/ zngz =1 (2.41)
7 Jo

2.2.4 Modele des partons et mécanisme de Drell-Yan

Une extension naturelle au modele des partons est la collision inclusive hadron-
hadron a grande Pr. Le processus de la Fig. 4 :

Fig. 4 : Le processus de Drell-Yan PP — [7]*.
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est connu sous le nom de processus de Drell-Yan. Ce processus avec ’annihilation
de e"e™ et le DIS jouent un roéle trés important pour déterminer les fonctions de
structure et tester le modele des partons et ses corrections QCD.

Le processus correspondant a la Fig. 4 est :

P(p1) + P(p2) — 1I(q) + X(pg + pg — q) (2.42)

ol deux hadrons se collisionnent pour produire une paire de leptons d’impulsion
totale g > 0. Pour calculer la section efficace hadronique, on commence, d’abord,
par celle du sous-processus partonique. Elle est définie par :

4rra 2

o(qg— 1717) = 307 (2.43)

La section efficace différentielle s’écrit :

o 4ma® 25

307 = 3079 (Q%—s), (2.44)

On note par /Q? la masse masse invariante, elle est donnée par,

Q> =s=(ps+pg)% (2.45)

Le modele des partons s’applique quand cette masse invariante est tres large. Comme
dans le DIS on écrit (voir (2.27))

%(p L IIX) = < >< )32/ dxdyF,p(x)Fy/p(y >§' (2.46)

Ici, le modele des partons prescrit le produit des distributions pour un quark de
saveur f dans le hadron & et d'une antisaveur f, et vice versa, fois la section efficace
élastique du processus partonique f f — 11, ot la somme est sur toutes les saveurs
des quarks.
Les g et § prennent les fractions d’impulsion du proton, on les note par x, y respec-
tivement. Alors :

8= (xp1 +yp2)* ~ xys, (2.47)
ou :

s =2p1.p2 (2.48)

et les impulsion des partons incidents dans le systeme CM sont données par,

— (x_\/g 0.0 M)’ (2.49)

Pq =

2 7 7 7 2
S — S
P = (y\zf,o, 0, y2\[), (2.50)

On remplace la section efficace élastique par sa valeur, on trouve,

o
d—QUz<P — 1IX) Z/ dxdyFy/p(x q/p(y)(S(l—xyé) (2.51)

Si on prend les fonctions de structure du DIS, cette expression nous donne une
prédiction complete de la section efficace de Drell-Yan.
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QCD a une boucle
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En QCD ou les autre théories de jauge, on s’intéresse aux quantités physiques

mesurables comme les sections efficaces de diffusion et les largeurs de désintégra-

tions. Ces quantités sont reliées a la matrice de diffusion S. Une fois, cette matrice est

connue, on peut définir ces quantités. La formule de réduction Lehman-Symanzik-

Zimmerman nous permet de dériver la relation entre la matrice S et les fonctions

de Green. La représentation graphique de ces fonctions de Green (d’out 'amplitude

de transition) s’appelle diagrammes de Feynman. Dans ce chapitre, on va présenter

tous les outils et techniques pour calculer ces diagrammes.

3.1 Evaluation des diagrammes de Feynman

3.1.1 Les diagrammes de Born

Il s’appelle aussi le diagramme de I'arbre. On considere I'interaction :

q9 — 949, (3.1)
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p1 p3
< qq|T|qq >=
p2 P4

Fig. 5 : L’interaction g4 — g4 a 'ordre de Born

On applique les regle de Feynman du Chapitre, 2, et on néglige les masses des
quarks. L’amplitude de cette réaction s’écrit alors,

. a a\ v ktkY 1
My = ig*(T");i(T") s, (p2) Y i, (p1) | 8" _(1_§)k2+i}\ 2

(3.2)
ks (P3) 70011, (P4)
ou k = p1 + p2 = p3 + ps. Les indices i,j,k = 1,2,3 représentent les couleurs des

quarks et Iy, 1o, 13,14 = 1,2 leurs hélicités ; a = 1, ..., 8 représente la couleur du gluon,
Y*, vY sont les matrices de Dirac. Le carré de 'amplitude est défini par :

N

| My |? (3.3)
1

9%, () (T (pr) (pr)fy A (T 0%, (p2) (3-4)

ih

_ 5/ _ 5 Bi &
+ ), (pa)v (T )klv(m)f,zﬂ(r’zx)gﬂg (Tb){;vj;lz(i?z)

et utilisant les relations,

2
Y uii(p)iai(p) = A= poy (3.5)
=1
2
ZZ;Ui,l(P)ﬁj,l(P) = —A7dij=— poj (3.6)
=1
On obtient,
- 4
My = S T[T T T T Tr oy v Trl pa o] (37)

4NZf*



3.2. Eléments techniques de calcul des boucles 21

Pour calculer cette amplitude on a besoin de ’algebre de Dirac et I’algebre de Gell-
Mann, voir Annexe A, On trouve

1 N>2-1 C
— Tr[T*TY] Tr[T*T == 3.8
N2 r[ ] r[ ] 4:N2 2N ( )
et,
W u? + 12

Trl 2y o2y Tl ™ P37l = —3 (3.9)

ou s, u, t sont les variables de Mandelslam définies par,
s=(p1—p2)’, t=(p1+ps) = (p1+ps)? (3.10)

3.1.2 Diagrammes de Feynman a une boucle

Ce sont les diagrammes de Feynman qui contiennent une boucle. Les particules
de la boucle sont des particules virtuelles, elles sont émises et absorbées par les
particules réelles. Considérant par exemple le propagateur du quark dans la repré-
sentation interaction,

< O[T (x)9;(%)[0 >
S(x—%) = < 0/5]0 >

(3.11)

Le développement perturbatif de cette expression en puissance de la constante de
couplage, nous permet de représenter le propagateur exact a ’aide d’un diagramme
ayant deux lignes fermioniques externes, FIG. 6. Le dénominateur sert a enlever
les diagrammes disconnectés. Dans la section suivante, on va évaluer ce type de
diagrammes en détail [27].

3.2 Eléments techniques de calcul des boucles

Dans cette section on va présenter tout ce dont on a besoin pour calculer un
diagramme de Feynman a une boucle.

3.2.1 Régularisation dimensionnelle

Considérant le diagramme a une boucle de la Fig. 6,

P 7~ p= + 0(g") = Z(p)

Fig. 6 : Correction a une boucle d'un propagateur fermionique
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Ce diagramme représente la correction a une boucle d’un propagateur fermionique
(quark), on I'appelle la self-énergie. Il est défini par I'intégrale suivante :

Cdtk 1 1
(p) = gch/ (2n)4ik_27y o —" (3.12)

p, m sont 'impulsion et masse du quark. k est la quadri-impulsion tournant dans
la boucle. Cette intégrale diverge quand k tend vers oo,

Lﬂﬂﬁ%zggkam, (3.13)
La divergence vient de la région |k| — co. Pour donner un sens mathématique &
cette intégrale, il faut I’écrire comme une limite d’'une intégrale convergente, ce qu’on
appelle régularisation de cette intégrale. On note que cette intégrale (convergente)
n’est pas unique, elle dépend du schéma utilisée de régularisation. On note aussi,
qu’une théorie basée sur une intégrale régularisée, peut violer quelques exigences
physiques, par exemple, I'invariance de Lorentz, la symétrie de jauge, unitarité....
Donc le meilleur schéma de régularisation c’est celui qui doit préserver le plus pos-
sible de ces principes. Dans notre travail, on va utiliser le schéma le plus utilisé,
introduit par t’Hooft et Veltman [28], c’est le schéma de régularisation dimension-
nelle. L’idée de base de ce schéma est de faire une continuation de ’espace-temps
a n dimensions, o on baisse les dimensions dans le traitement des divergences ul-
traviolettes. Donc, on remplace 'intégrale divergente a quatre dimensions par une
autre convergente a n dimensions, par exemple dans 'intégrale (3.12) si on remplace
4 par 2, on trouve une autre formule convergente.

Dans ce schéma, toutes les indices de l'espace-temps sont de 0 a n — 1; alors, les
composantes de la quadri-impulsion deviennent,

pto= (P, (3.14)

La métrique contractée,
g = guwg=n (3.15)

L’algebre de Dirac reste inchangée, sauf la contraction des indices dans les chaines
des matrices gamma, par exemple,

v = n, (3.16)
Y'Y = 2-—n), (3.17)

le choix de la mesure d’intégration est arbitraire, dans notre cas, on le fixe a,

/ég% (3.18)

On renormalise la trace des matrice de Dirac,

Tr[’)/y’)’v] = 4g;w (3.19)
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Le fait que la mesure d’intégration est arbitraire et la trace des matrice de Dirac dans
(3.19) est renomalisée & 4g,, (d’apres l'algebre de Clifford Tr[y,7,] = 2P/2gu),
cette méthode souffre de quelques ambiguités, il faut, donc, preserver les convenions
(3.18) et (3.19) pour ne pas trouver des erreurs.

Revenant a notre intégrale, a n dimensions elle s’écrit :

Y.(p) = §°Ce(2—n) / (_jn]; ikz(};_”b 3Lk (3.20)

Pour évaluer cette intégrale, il faut mieux linéariser le dénominateur, la méthode la
plus élégante est de travailler dans ’espace des parametres de Feynman.

3.2.2 Parametrisation de Feynman

Cette méthode nous permet de transformer notre intégrale a n dimensions dans
l'ouvert | — 0o, +00[, & une intégrale sur l'intervalle bornée [0, 1]. Cela, facilite le
calcul. On définit deux variables x, y, tels que x,y € [0,1] et x +y = 1. On peut
montrer que,

1 p 1
.21
ab /0 x(ax—i—b(l—x))2 (3:21)
Utilisant cette identité, la formule (3. 20) devient,

L(p) = gCr@=n) [ o ) [ e 2

On peut interchanger les variables d’intégration, car notre intégrale est convergente
dans ’espace de 'impulsion tournante dans la boucle.

_ L [ =,
L) = gZCF(z_n)/o dx/(27t)”i{(k—xp)2+x(1—x)p2}2’ (3:23)

Car la régularisation dimensionnelle préserve I'invariance par translation, on est

libre de faire un déplacement sur la variable k.
I = k—xp (3.24)

on écrit donc,

L dnl ~(1—x
Y(p) = &Cp(2—n) /O dx / ) [121+x<(11— x)) ;ﬁ]z, (3.25)

Dans le schéma de régularisation dimensionnelle, on ne brise aucune symétrie de
Pespace-temps. Une intégrale d’une fonction impaire de k toujours s’annule,

/ d"kk, f(k2) = 0 (3.26)
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ot f(k?) est une fonction intégrable. Notre intégrale devient,

1 d"l
Z<P) = 82CF(2_”) /f7/0 dx(1 —x)/ (27)1i [12+x(11— x)p?2’ (3.27)

On veut effectuer I'intégration sur [. Mais cette opération n’est pas simple, car on
travaille dans I’espace de Minkowski. Il faut mieux faire une rotation de 90 degrés
ce qu’on appelle rotation de Wick.

3.2.3 Rotation de Wick

D’apres le théoreme de Cauchy. Si on peut déformer le contour d’intégration
. . AT +00 P
de fagon a ne pas rencontrer pas de singularités, I'intégrale f o lo se réduit a une
intégrale le long de l’axe imaginaire. Donc, on change l'intégration sur [/ par une
intégration euclidienne!. On fait le changement suivant :

lp — iLg
- 5 (3.28)
I — L
ou Ly est réelle. Alors,
d"l = id"L, ?=—-1? [2=13412 (3.29)

apres ce changement, on écrit

.1 ]
L) = fCriz-m p [ axi-n) [ S5l s
R = —x(1—x)p? (3.31)
On utilise,
d"L 1 _ B(n/2,2—-n/2)
/(27-[)71 (L24+R2)2 ~ (4m)"/2T'(n/2) 22, (3.32)

Voir Annexe A, et on intégre sur x, on trouve :

2 non n
Yip) = _% /p(—pz)"/z2(n—1)B<5,§>r<2—5> (3.33)

On fait une approximation aux fonctions B et I' quand n =~ 4, on trouve,

2
Y ~ i (3.34)

1. cette possibilité de faire tourner le contour d’intégration est liée a la prescription +ie de
Feynman.
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si on met n = 4, on tombe dans la divergence logarithmique de l'intégrale a quatre
dimensions.

On note que l'action S = f dPxL doit étre sans dimension. Prenant par exemple
la densité lagrangienne d’interaction PpTyH#PpAL, il faut que dim[g] + 2dim[yp] +
dim[Aj] = n, ce qui implique que dim[g] =2 —n/2. Alors, on introduit une échelle
de masse arbitraire (& la main) et on écrit,

g = gt (3.35)
ou go est la constante de couplage sans dimension. Substituant dans (3.33) et on
pose n =4 — ¢,

2 _2
2(p) = - <4g7§)ch 47(% —7+1-In 47;;2) +0(e) (3.36)

3.2.4 Généralisation, Intégrale a N points

On considere une amplitude & une boucle avec N pattes externes, on note par
pi € {1,2,..., N} les impulsions externes, avec py11 = p1, et par g;, m; les impulsions
et masses des propagateurs internes et par k I'impulsion tournante dans la boucle.
On a,

gi=k+r, avec ri —rti-1 = pi, (3.37)

p3

Fig. 7 Boucle a N pattes externes

La forme générale de cette amplitude est,

" - d"k D(k)

Le numérateur D(k) possede la forme générale,

D(k) = qhl.qh (3.39)
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les g, sont définis dans (3.37). On note que ce numérateur égale a 1 dans le cas
scalaire.

Comme on a vu précédemment, il faut mieux travailler dans I’espace des parametres
de Feynman. Pour des boucles a N propagateurs internes, il faut introduire N pa-
rametres de Feynman zy,...,zy € [0,1] tels que Zfil z; = 1. Dans cet espace, le
dénominateur s’écrit,

N N N N N N
(Zzi[q]z—m]z%—ié]) :<[k+ZNzir,~]z+Zz 7 —m? Y ) zz rlr]+zc5>
j=1 i=1

i=1 i=1j=1
:<L2 o RZ)N
(3.40)
avec,
N
= k+ sz (3.41)
N
R*= Y zzjrirj — Zz 17 —m?) —id
=
=—= Z z;Sjzj — 10 (3.42)
,] 1
1 ‘
=—-Z'5Z7—1¢
5 Z—1

Donc, le dénominateur est constitué de deux parties, une partie notée par L ne dé-
pend que de I'impulsion tournante dans la boucle, elle s’appelle impulsion moyenne
et une partie R? dépend de la matrice S. Cette derniere contient toutes les infor-
mations sur les particules externes (masses, impulsions). Si D = 1, on trouve une
intégrale scalaire, on utilise les éléments de calcul intégral voir Annexe A, on trouve,

d"k 1
13(S :/,
N( ) lnn/ZHjl\il[Z_mz_i_i(s]

= ( ]_)Nl—' N — — /Hdzl . )(RZ)%fN,

(3.43)

3.3 Méthode des réductions

L’idée principale de la méthode des réductions[29] est de séparer I'intégrale en
deux parties : une partie libre de divergences, elle est calculable a 4 dimensions
et une autre contenant toutes les divergences infrarouges mais avec un nombre de
propagateurs réduit.
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3.3.1 Intégrale scalaire

Notre but est de séparer l'intégrale scalaire & N points eq (3.44), en une partie
libre des divergences infrarouges et une autre possiblement divergente dans l'infra-
rouge qui a un nombre de propagateurs moindre. On écrit

(47 —m7) 1 — Yies bi(S) (g7 — m?)
n(G) — bi S A"k i i [ 4"k i
) g = / [Tjes(q? — m7? +id) / [Mjes(q? —m? +1i6)  (3.44)

= Idiv<s) + Ifin<s)

On peut voir que la partie divergente est une somme des intégrales réduites ou un

propagateur est pincé. Considérant, maintenant, la partie finie, on fait le change-
ment,

k= 1=} zri (3.45)

i€S

ce qui transforme le dénominateur en L? — R2. On utilise,

1
Bij-Ba = 5(Sia+ Sk = Sik = Sit)
2 (3.46)
<Z Zl'A]'i> = Z(Z Sl] + m; ) + R2
ics ics

alors, le numérateur s’écrit :

1=Y bi(S)(q7 —m7) = —(L* + R*) Y_b:(S) + Yz [1 = Y bi(S){S;; +21.0;}

i€S i€S jeSs i€S

(3.47)

Pour garantir que ce terme est libre des divergences infrarouges, il suffit d’imposer
la condition suivante sur b;,

Zbi(S)Si]' = 1,;=1,..,,N (3.48)
ieS
donc,
d'l L2+ R?
Ipiy = — dz;o(1 —
- / 111 K zezszl / im"/2 (L2 — R?)N (3.49)
= —B(s)(N—n—1)I4
avec,
Y bi(S) (3.50)
ie€S
et
1 N N
2 = (-NT(N -1 - n/Z)/ [Tdzeo(1 =Y z)(R?)"/>HN (3.51)
0 k=1 j=1
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La partie finie de I'intégrale I}, (S) possede le méme nombre de propagateurs que I'in-
tégrale d’origine. L’avantage qui nous donne cette méthode, est qu’on peut évaluer
cette intégrale & 4 dimensions. Concernant la partie divergente, d’apres sa formule,
elle est moins compliquée que 'autre, car on a moins de propagateurs, pour I’évaluer
voir la formule générale. Schématiquement on peut présenter cette partie [30]

5 n } =a
= +X b7

avec 4 = 442
+ X b}

Fig. 8 : Présentation schématique de la réduction

3.3.2 Intégrale tensorielle

On va faire la méme chose avec l'intégrale tensorielle a N point .c-a-d, on va

séparer cette intégrale en deux parties, une partie finie et une autre contenant

1,11, WS

passiblement des divergences infrarouges. On note par Iy cette intégrale,

alors,

S _ /dk (901 + Ljes Cla, (47 = m7)] ;i

Hies(qi - m-? +i6)

Wr
y / " 17) qay o, (3.52)
I HZGS qz _m +l(5)

Hi--pr Hi--Hr
- Idlv + Ifm

de méme que dans le cas scalaire, dans la partie divergente on peut pincer des

]ES

propagateur.c-a-d, on réduit l'intégrale en une somme des intégrale de moins de
propagateur, schématique on peut le représenter comme le cas scalaire, juste on
change b par C, voir Fig. 8. On introduit les parametres de Feynman de maniere &
ce que le dénominateur prenne la forme L2 — R?,

(3.53)
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On fait le changement,

Ja= L+Y zil (3.54)

i€S
On note par A la quantité entre crochets dans 1’1ntegrale

Agll == qul Zc,ul (355)
jes

apres le déplacement (3.55), elle s’écrit,

2
Aty =1+ o+ el (Cang) -2y

ics jes ics ics

(3.56)
=J* ¢ (12 + RZ)Uf;l + Zzi [Z C;(Si]- — 2l.Az‘]‘) - A?a]
ics Ljes
avec,
_ o
v = ), Clo= ) by, (3.57)
jeSs kes
et,
Toe, = 8" +2)_ Cj, A, (3.58)
jes

On écrit alors,

1 N N
et r(z\r)/ [Tdzeo(1— Y z)
bkl =l 3.59)
/ g, [LP(THY + 28R, zA) vl ) + (L2 + R2)op 1 TR (LM + L, zl-A;.fS

mn/z (LZ_RZ)N

Cette intégrale ne contient pas de divergences infrarouges, et elle peut s’écrire sous
la forme d’une intégrale a 6 dimensions, pour plus de detail voir [30] .

3.3.3 Facteurs de Forme

L’expression algébrique générale d’une amplitude consiste en des spineurs, des
chaines d’impulsions de Dirac et des vecteurs de polarisation (ceci dépend du pro-
cessus en considération). Dans notre cas, on s’intéresse que aux facteurs de forme
N < 5. On écrit alors,

I;,”l“'”r(al,..., a;;S) =

{ r} N,f’
Yo (85t T AT (S)

j1..Jr€S

Y (g BN (s) (3.60)
j1--Jr—2€S

+ L leed Jhre (s)

J1--Jr—4€S



30 Chapitre 3. QCD a une boucle

Par la suite, on va rencontrer des intégrales tensorielles a trois et quatre points qui
correspondent a,

I"(S) = A°(S) (3.61)
I"(a1;S) = Y A} AN(S (3.62)
leS

"2 (g1, a,; §) = Z A A2 Aﬁlz( )+g”1”2A”1 ylA nulBNz(S) (3.63)

11111 12112
11,1265

n . _ M1 AM2 AM3 AN3 U3 U2
I fatats (ﬂl, az,a3; S> - Z Al]ﬂl A12a2A13a3A11,12,13(S) + Z<gV1V2Alﬂ3 + g"{ly3Ala2
11,12,1365 leS

+gAl )BI(S)
(3.64)

Les facteurs B et A sont définies dans I’Annexe, A.

3.4 Divergences ultra-violette et renormalisation

Les divergences ultra-violettes (UV) apparaissent dans les diagrammes oi il y a
des boucles lorsque les 4-impusions associées a ces boucles tendent vers ’infini.

3.4.1 Comptage de puissance

Le comptage de puissance est un outil tres important pour connaitre le compor-
tement UV des diagrammes de Feynman.
Considérant un diagramme de Feynman D de plusieurs boucles. On note par w(D)
au degré superficiel de divergences défini par,

3
CU(D) =n—Ep— EEF + Zniéi, (3.65)
i

avec, n est la dimension de I'espace-temps, Ep est le nombre de lignes externes de
bosons entrants de spin 0 ou 1, Ef est le nombre de lignes fermioniques externes
entrants de spin —, n; le nombre de vertex de type i et J; est la dimension de la
constante de couplage.

Si w(D) < 0, alors le diagramme est convergeant. Par contre si w(D) > 0 le
digramme est divergeant dans le UV. Par exemple, pour le diagramme de la Fig. 1,
w(D) =1 >0, donc, il diverge dans le UV.

D’apres le degré superficiel des divergences, on classe les théories des champs en
trois catégories. théories super-renormalisable, ou la constante de couplage est de
dimension positive, théories non-renormalisables ol la constante de couplage est de
dimension négative, théories renormalisable, ou la constante de couplage est sans
dimension.

D’apres le lagrangien de base de la QCD présente dans le Chapitre, 2, on a quatre
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termes d’interaction : le vertex trois gluon, vertex quatre gluons, vertex ghost-gluons
et vertex quark-gluon. d’apres les critere de renormalisabilite :

n—4
2 7

(51:(53:(34: (32271—4: (3.66)
a quatre dimensions, la dimension de la constante de couplage est nulle, donc, QCD
c’est une théorie renormalisable 2.

3.4.2 Renormalisation de la QCD

La renormalisation est la redéfinition de la constante de couplage, de la masse
et de la fonction d’onde dans la fonction de Green, ce qui doit éliminer les infinis
possibles dans cette fonction. On a plusieurs choix de soustraire les infinis dans la
fonction de Green, chaque choix définit un schéma de renormalisation. On réexprime
les quantités renormalisées en fonction des quantités nues comme suit,

¥ = VZayx Al = VZ3AR (3.67)
c= \/ZCR s = Zg8sR (3.68)
¢ =2Z30r m = Zyumg (3.69)

(3.70)

Ou Z3, Z3 et Z, sont les constantes de renormalisation des champs de gluon, ghost
et quarks. Zg et Zy constantes de renormalisation de la constante de couplage et
de la masse.

Zy = 7,73 zf = 2,2,73* (3.71)
71 = Z,7523/* Zy=27273 (3.72)
(3.73)

Le lagrangien de la QCD s’écrit donc

avec,
oL = (Zz - 1)1[)R - (ZzZ )le[_)RlI)R
+ %(z3 —1)A46"[g"9"9) — 9,,0,] Alg — (Z3 — 1)ck6™ 90k
T A HTa a 1 abc a a b c(3'75)
— (Z1ir — 1)gsrPrY"'T PRAUR — (Z1 - 1)§g5f (O AR — aVAyR)AyRAvR

d ~
—(Z4-1) 485Rf“dcf”deAbRA RAR AR + (2= 1)gsr f" kI (Afrck),

2. on peut éliminer les divergences superficielle dans théories en utilisant les symétries du La-
grangien (invariance de jauge, invariance de Lorentz, ...)
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On peut représenter les regles de Feynman associées a ce lagrangien, voir [27].
L’identité de Ward-Salvnov-Taylor est definie par

Zl_zlzle_Z4

St o2 (3.76)
Z3 Z3 Zy Zq
La généralisation de cette identité est,
z Z Z z,/*
Zy= =L = L _ T4 (3.77)

N Zg/z - Z~3Z§/2 - Z2Z§/2 T Zs

Ce qui garantit 'invariance de jauge locale, et que les vertex ont la méme constante
de couplage dans le lagrangien de contre-terme. On note qu’on a plusieures choix de
déterminer les Z;, chaque choix détermine le schéma de renormalisation. Le schéma
le plus commun en QCD (qu’on va adopter pour notre calcul) est le schéma de
soustraction minimale modifié MS.

3.4.2.1 Renormalisation du propagateur fermionique

Revenant a notre exemple de la Fig. 1, le propagateur fermionique complet (i.e.
il contient toutes les corrections radiatives a toutes les ordres) est donné par,

5
Sij(p) = _747—}—2]1(;72)' (3.78)
avec,
2 2
2y _ _ &0 1 _n P 4
Z(p7) = a(47‘[)2CF<s Y+1—-In 47W2> +0O(g0) (3.79)

On note qu’on a pris les quarks sans masse. D’apres (3. 68), le propagateur renor-
malisé s’écrit,

SE(p) = Z3'Sii(p) (3.80)
avec,
Zo= 1-2+0(gd) (3.81)

ol zp est d’ordre g% que l'on considere divergeant, alors
R
Si(p) = —— (3.82)

On note qu’il faut remplacer la constante de couplage par celle renormalisé. Sf} doit
étre libre des divergences, alors o(p) — za doit étre finie. Donc les divergences dans
o(p?) doivent étre absorbées par zo. Donc z est déterminé par ces parties infinies
ce qui détermine le schéma renormalsation.
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— Dans le schéma Sur couche de masse (On-shell), on impose que p? = m? (dans

notre cas p?> = 0), alors zp = —oc(4g—7§)2Cp<% — v+ 1>,

— Dans le schéma Hors couche de masse (Off-shell), on impose que p? = A2,

A2
dru? |-

alors zp = —a(4§;2’)2c1:<% —7v+1—-1In

— Dans le schéma de soustraction minimale MS, on élimine que le pole, alors

2
1
Zy = —IX%C}‘E.
I 2
— Dans le schéma, de substruction minimale Modifier MS, on pose z, = —oc(ﬁg)z

XCF<% -7+ 1114:7'[) .

3.4.2.2 Renormalisation du propagteur de gluon

Dans la correction a une boucle, le propagateur de gluon devient,

SO
4 'M%@gmv
DOOOTTOO — TOOOOOOD +{ m@m + + m@m
7 ) Y
-+ 7000\ yooo™ + oo @oo0 }
\< 7
Donc, a une boucle le propagateur de gluon recoit des corrections du quark, gluon

et ghost. On note la quantité entre accolades par P™H", elle s’appelle vecteur de
polarisation. L’invariance de jauge exige,

pu PP (p?) = 0, (3.83)

ce qui nous permet d’éerire,
PO (p?) = [prp = PP P(p?), (3.84)

Un caleul direct montre [31]
o= neTags S BRI - P (3.85)
P, = 0 (3.86)

_ 1 &; ne,.2 _E Z UV 1_9_ 2 uv| sa
Py = 2CF47_[1_%812(P)|:< 3 +3£>pp +<6 2s>pg 6°43.87)
_ & 1 (.2 1_1 oV i 2 uv| sab
Py = Cr——F %Slz(p )[(6 g )P + P8 o (3.88)
Ps = (Zs=1)[p" — p*g"] (3.89)

On note que le diagramme de contre-terme dans l’espace de phase est celui qui
élimine la divergence UV du vecteur de polarisation. Au niveau du lagrangien, il
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correspond &,

1 a
s = —3(Z—1)¢ b0, A} — 9, AY)

(3.90)

on trouve

2 ﬁé _¢) — 5_ L 2y _
P = g gm0~ (3-¢) o] o woR - e
s |5
+E |:§CA - 37’1FTR:| A, (392)
(3.93)
avec,
1 n_ 1 P’

Azs——’y+ln(47r), I E——'y+ln(47r)—ln ~ +2, (3.94)

3.4.2.3 Renormalisation du vertex

KoA AKX

On trouve qu’il faut introduire, au niveau du lagrangien, le contre-terme suivant,

— g "2 (2] — 1)(T");i ARy

(3.95)
Dans le schéma MS et dans la jauge de Feynman, on écrit :

(zF —1) —:—; (i +1In(47) — 7) (CF + N> (3.96)

On combine les deux diagrammes de la correction a une boucle avec le diagramme
de contre-terme, on trouve,

AP _ as T(1— e )T2(1 +ejr) (4mu®\ °
R 4m T(1+e;) Q2

1 1 Q2 QZ
|:% + E_lr <4CF — (N — 2C1:) ln<7_q2 — l/\>> —8Cr — 4CFID<7_q2 Y
o 2
+ N = 2Cr 1n2< Q

2 .
_ —q~—iA
(2 Y o v com( )

(3.97)

On note, qu’'on a introduit une echelle de masse arbitraire positive (les résultats
physique sont indépendants de cette échelle).
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et
2 2
ln<#> = ln<%> +ir
—q* —iA q
) (3.98)

Q* Q : Q

si q2 est positif.

2

)
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4.1 Origine des divergences infrarouges

Pour comprendre 'origine du probleme infrarouge, on commence par un exemple
simple en QED, diffusion d’un photon avec un électron ou positon (ou annihilation
ou la création de paires) [62]. On considére la correction au vertex & une boucle,

DAy =i(27) " / 'k

(—ig*Pity (—iepyn)i( ot K+ m)(—ieusy,)(pr+ K-+ m)(—iepsyp)
[(p2 + k)2 — m? +ie][(p1 + k)2 — m2 + ie] (k2 + ie)
1)

—|—i[Z§ — iy (—iep y,)uy,

(4.1)

p1, p2 sont les 4-impulsions des fermions ( électron, positron), k est la 4-impulsion
tournant dans la boucle (4-impulsion du photon virtuel), Z; est un contre-terme
ultraviolet et n est la dimension de I’espace-temps, on la prend égale a 4 — 2e¢.
Apres paramétrisation de Feynman, et intégration sur k, on trouve,

i Ayuy = dp ey, )u ((oc/27r) (47t /m?))¢ /0.1 dzz! =%
x{(1—¢e)T(e) +T(1+e)z 22> —2(1 —z) —ez?]}  (4.2)

— (a/4m) (et + c1,1)>



38 Chapitre 4. Divergences Infrarouges

z est un parametre de Feynman.
On combine le terme divergeant dans 'ultraviolet avec le contre-terme et on integre
sur z,

Ay = o (ep*yy)u (a/270) (47) [—2(—e) 1 + 4 — 37,

+ 31n(47'tpt2/m2) —11] +O(¢) (43)

Donc, le résultat est divergent. Pour comprendre l'origine de cette divergence, on
associe une masse au propagateur du photon,

—ig"P (K2 4 ie) "t — —ig"P (K2 — A2 +ige) 7, (4.4)

La masse A est un régulateur infrarouge qui adoucit le comportement infrarouge
dans le propagateur du photon pour les petites impulsions. En fait, le terme de
gauche ce n’est pas exactement le propagateur du photon, il y a d’autre termes
qui disparaissent quand on somme sur tous les graphes (QED massive satisfait les
identités de Ward comme QED normale).
Donc, le dénominateur du vertex devient,

(K2 + xyg® — (x +y)*m? — A%(1 — x —y) + ig] (4.5)
ce qui change le facteur implicite (1 —z)~17¢ dans (4. 3) en [m?z% + A%2(1 —z)] 1<
Le facteur A%(1 — z) rend l'intégration sur z finie, et donc, il régularise les diver-
gences infrarouges. Alors les divergences infrarouges sont associées & la masse nulle
du photon.

D’apres cet exemple, 'origine du probleme infrarouge dans les théories de jauge

comme QED et QCD est la masse nulle des bosons de jauge (photon, gluon). Comme
ces théories sont correctes a basse énergie, les divergences infrarouges doit étre su-
perficielles [32].
On distingue deux types des singularités infrarouges : Des singularités molles appa-
raissent dans la correction a une boucle dans les théorie incluant des champs non
massifs comme le photon en QED et le gluon en QCD. Si le champ non massif se
couple avec des autres champs non massifs ou avec lui méme, il va générer un autre
type de divergences qui s’appelle singularité de masse ou divergence colinéaire. Par
la suite, on va discuter ces types de singularités en détail.

4.2 Emission des photons mous en QED

”Soft Photon”, ou "Photons mou”, est un photon d’énergie et d’impulsion tres
petite par rapport aux masses et énergies caractérisant le processus en question. En
QED, les observables physiques, comme la section efficace, sont toujours associées
par ’émission des photons mous et la divergence infrarouge doit étre absente dans
ces observables, d’apres le théoreme de Block-Nordsieck [33]. Le probleme infrarouge
en QED a été traité dans plusieurs articles [34]. La caractéristique principale de ces
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traitements est de séparer la divergence infrarouge comme un facteur multiplicative
sous forme d’un exponentielle, qui est définie pour tous les ordres dans la théorie
perturbative. Dans cette section, on va présenter ’approche de Yennie- Frautschi-
Suura (YFS) de cette exponentiation, voir[36][37].

4.2.1 FEmission molle

(a) p (b)

Fig. 9 : Emission réelle et virtuelle des photons mous

On considere les amplitudes de transition représentées dans (a), Fig. 9, le photon
est émis par une ligne entrante chargée. L’amplitude dans ce cas s’écrit :

—i(p+ f+m) .
p+q)2+m?— en(a )M,

Mi(p) = a(p,o)(—ier") (

ep.c (4.6)
= ———M(p),
p.q — ie
avec g — 0 approximation du photon mou et
M(p) = i(p,oc) M. (4.7)

M(p) est amplitude de transition avant ’émission. On note qu’on a pris € = 2A.
pour démontrer 1'éq (4.6), on utilise les relations g.e(q,0) = 0 et @(p,o)(— p+
m) = 0. A la limite g — 0, "amplitude M;(p) devient singuliere en g. Si le photon
est émis par une ligne chargée sortante, on trouve qu’il faut multiplier ’élément de
matrice par,
ept
—p.g —ie

Dans le cas général, on note par MZ .(q) Tamplitude des transitions d’un état initial

(4.8)

« vers un état final B. Pour 1’émission d’un photon unique de quadri-impulsion q et
d’indice de polarisation y dans le processus &« — B et dans la limite g — 0 et pour
chaque particule entrante ou sortante, on peut montrer que,

MY, — My, Yl
o

o P — ifn€ (4.9)
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Mg, est 'amplitude avant I’émission. py, e, sont la 4-impulsion et la charge de la
n®™¢ particule dans I’état initial ou final. 7, égale a +1 pour les particules de 1’état

final B et —1 pour les particules de I’état initial «.

Considérant maintenant 1’émission de deux photons réels mous par la méme patte
externe on trouve qu’il faut multiplier I’élément de matrice par,

" "
L i (4.10)
p-q1 —ine  p.(q2 +q1) —ine

si on change I’ordre des photons, on trouve

nep?‘l nep?‘l
- — 1, 4.11
[P-qz - "78] p-(q2+q1) — "78] (4.11)

Puis, on somme et on simplifie les deux contribution,

[ nep™ nep™ ] (4.12)
p.q1 — ine’ p.ga —ine’
qui est juste le produit de deux facteurs ayant la méme forme que 1’éq (4. 9). On peut
montrer qu’on trouve la méme contribution si les deux photons sont émis de deux
pattes externes différentes. Dans le cas général, i.e, I’émission de N photons mous,
on note par MZ;‘“”N(ql...qz) l'amplitude de I’émission de N photons d’impulsion
gi...gn et d’indice de polarisation y; ...uN. en utilisant le fait que,

[p.q1 — ins]_l[p.(ql +q2) — i17€]_1...[p.(6]1 +q2+ ...+ qN) — i178]_1 + permutation

N N
= Y [p(Y_ 4s) —inel [ lpgs —inel !

= = st
= [ Ilp-gs —ine] ™
- (4.13)
On montre,
M, "™ (q1-q2) — MﬁaH Zn; pn”;f”p?% (4.14)

On considére maintenant le cas de I’émission des photons virtuels (les deux extré-
mités du photons sont liées a une ligne fermionique externe ou plus) Fig. 9, (b), on
trouve qu’il faut multiplier M, par le facteur

1 1 N
NI2N [W Zenemﬂnﬂm]nm (4.15)

avec,

: ' diq
nm = \ 7 1Pn-Pm ; : ; 4.16
Jom = (=ipnep )/AngA [Pn-q — in€][— pm-q — inme] [q* — i] (4.16)
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Si on considere que chaque photon porte une impulsion moins de A, (ou1 A est choisi
pour justifier 'approximation précédente), et une limite inférieure A, ou A — 0,
notre amplitude s’écrit donc,

Mpo(q1-02) = Mg, explso—s Zenemnnnm Joum) (4.17)

Mé\“ contient des photons virtuels d’impulsions plus de A. On divise par N!2N pour
prendre toutes les permutations possibles de I’échange des lignes photoniques et
leurs extrémités (ce qui justifie 'exponentielle dans (4.14)).

Si on considere que 1 est la particule sortante et m la particule entrante, 1’éq (4.16)

devient
Jim =~ (pup) [ “y (1.18)
T TP fial<n TP = ) (B — -p) |
avec
M = —Nm = *1 (4.19)
Dans le cas ol n,m sont sortantes ou entrantes au méme temps, I'éq (4. 16) devient

: d3q 4ir® A
— ), 420
Jrm 7 (pn-pm) //\SQ|S/\ 913(En — 9.pn) (Em — -Pm) ~ Bum n( )‘) ( )

avec

M = Mm = £1, (4.21)
et
m2m?2
= /1 - - 4.22
Prm (Pnpm)? (4.22)

Un calcul élémentaire, voir [37], montre,

22 . 1+ Bum . A
B In (1—/3%)1“(?’ (4.23)

On peut monter que la largeur de désintégration I' est donnée par,

Re[]nm] =

AL A(a—
T, = X R v (4.24)
avec 1 + ﬁ
R enemﬂnﬂm nm
Al — B) = 8n2 ; B n({— B ). (4.25)

Le facteur A est toujours positif dans notre cas.

4.2.2 Photon réel ; Suppression des divergences :

On peut montrer que I'amplitude de transition pour ’émission de N photons
mous s’écrit,
i /)
M3} (q1,h1,q0,h2,...) — My annpn “(gr, h
ﬁzx(q 1.4 ) ﬁarlj ;Pn Jr — iffn€ rI_I 21)3/2,/2]q,]

N e Jh
— M T (@) 22l )) 2 eelPe )
=1 n Pn-qr

(4.26)
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Avec A et le cutoff infrarouge sur les impulsions des photons virtuels. La présence
des photons virtuels n’interfére pas avec ce résultat a cause de la factorisation qu’on
a déja fait.
On note que

Z e'(q,h)e"”" (q,h) = nuv + quey + quey (4.27)

h=+41

la conservation de la charge ), 7,¢, = 0 nous permet d’absorber les termes en g,
et gy. On écrit alors,

N 3
dq Hntfmenem (Pn-Pm)
dr} (g1, ...,qn) = T} 4 4.28
et =Tl L san e g oy Y
Un calcul élémentaire montre,
E A(a—p)
avec
oy Lot sinu “dw , iou
3(;A) = n/_w ™ exp(A/O (el —1))
A (x—1%) ¥ dw x
~1-0,822A%
— 1 242
=1 57 AT+ ..
Car A(a — B) > 0, le facteur (E/A)A@~F) tend vers co. Mais, et d’aprés le
paragraphe précedent I' g“ s’ecrit
A AG—
I}, = (X)A(“ ATy, (4.31)
Substituant (4.31) dans (4.28), on trouve
N E A(a—p) A
I3, (E, Er) — S(E/Er; A(a — B)) (K) Tgs (4.32)

Donc, le cutoff infrarouge est absorbé dans la limite A < E, ce qui montre que les
divergences infrarouges se compensent entre la correction réelle et virtuelle (c’est le
théoreme de Bloch-Nordseik).

Décomposition Yennie-Grammer

C’est une autre méthode de factorisation infrarouge, La technique est de réécrire
la somme sur les polarisations du photon en une somme modifiée dans les deux cas
—8Suw  — (8w — bkuky) B bk, ky

o= o 5 (4.33)

réel et virtuel.
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le deuxieme terme a gauche va donner la contribution divergente dans l'infrarouge
qui va se factorise en un exponentielle aprés qu’on somme sur tous les nombres
des photons. L’autre terme nous donne une contribution libre des divergences in-
frarouges [35].

4.3 Emission des gluons mous en QCD

La structure des graphes divergents dans 'infrarouge en QCD est tres compli-
quée par rapport a QED . A cause des facteurs de couleur, on ne peut pas exponen-
tier les divergences comme on fait en QED. Donc, le théoreme de Block-Nordsiek
ne donne pas des résultat juste en QCD [38].

On considere 'interaction quark avec un champ non-abelien externe. la structure de
couleur de 'ordre de born est proportionnelle a M](io) ~ () ji> et la section efficace
différentielle s’écrit,

do & MO P& Y (1) (t7) = ("), (4.34)
j

L’indice j représente les quarks de I’état final. Considérant maintenant la correction
virtuelle, une boucle de gluon attachée a une ligne sortante, la structure de couleur
correspondante a la section efficace différentielle est donnée par,

dU’viﬁ&ZReMvirtM(o)& Z(tbtbta)]'i (tb)i]' = Cp(tuta)ii, (4.35)
jb

La structure de couleur décrit I’émission d’un gluon réel par un quark sortant est
la méme,
do™ & Y (£047) i (110) ;s = Cp(t"t) s, (4.36)
jb
A ce point, on est dans une situation comme QED, les divergences peuvent dispa-
raissent si on combine (4.36) et (3.35). Mais si on considere le cas ou le gluon est
émis par le quark entrant, la structure de couleur dans ce cas est

doreeleg, Z(tutb)ﬁ(tbtu)zj — Z(tbtatutb)ﬁ, (4.37)
b b

qu’il ne disparaissent pas avec la contribution virtuelle correspondante (proportion-
nelle a Cp(tt7) ;).

Donc, la disparition des divergences due de cette contribution n’est pas possible et
la section qu’on trouve n’est pas physique. Donc, comment résoudre ce probleme ?
Par une simple remarque, si on somme sur les états initiales le facteur de couleur
dans (4.37) devient Y, Tr[t?t*t*t"] = CpTr[t*t%] et la disparition, dans ce cas, sera
possible, d’apres le théoreme de Lee-Kinoshita-Nauenberg.

La solution de probleme des divergences mous en QCD est donne par le fameux
théoreme de Lee-Kinoshita-Nauenberg, qu’on va discuter dans la section suivante.
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4.4 Théoreme de Lee-Kinoshita-Nauenberg

" Dans les théories avec des champs non-massifs, la section efficace est libre des di-
vergences molles et colinéaires si on somme sur tous les états initiaux et finales dégénérés
"[40],[39].

En QED, on a vu qu un électron peut se combiner par un nombre arbitraire
des photons mous (on ne peut pas distinguer ces photons de I’électron). L’état d’un
électron avec des photons mous appartient au méme vecteur propre de I’état de
I’électron dans la limite quand les énergies de ces photons tend vers zéro. Ces états
sont appelés états dégénérés, et ils sont l'origine de la divergence molle en QED.
Cette divergence disparalt dans la section efficace totale, d’apres le théoreme de
Bloch-Nordsieck (c’est un cas particulier du théoréme de Lee-Kinoshita-Nauenberg.
En QCD, des gluons colinéaires se combinent avec les quarks sans-masse pour
construire des états dégénérés. Ces états dégénérés constituaient 'origine des diver-
gences colinéaires dans cette théorie. Dans la section efficace totale la disparition
de ces divergences n’est pas évidente comme QED. On va discuter ceci dans le cha-
pitre.4.

On termine par le théoréme suivant :

Théoreme[38] :

Considérant un processus donné en QED non massive ou en QCD non massive, le
processus ou une ou plusieurs particules de 1’état final ou initial sont remplacées par
un ensemble de particules portant la méme charge électrique (couleur) et meuvent
chaqu’une parallele & I'autre, et leurs impulsions totales sont les mémes que celles
des particules meres. Aussi, I’états initial et final peuvent inclure un nombre arbi-
traire des photons mous (gluons) ou des paires eTe™ (gq) molles, si les fermions sont
non massifs. ” Les divergences molles et colinéaires disparaissent dans la somme des
probabilités de tout processus apres intégration sur ’espace de phase des particules
de I’état initial et final 7.

4.5 L’origine des logarithmes dominants

On considérent maintenant comment les logarithmes larges apparaissent a haute
énergie. On considere la quantité physique R(Q, x, g, m) dépendante de : échelles de
masse Q, fractions x, constantes de couplage sans dimension ¢ et masse m. Si R a
une dimension de masse [masse]D (pour la section efficace, par exemple D = —2).
Par un simple comptage, on peut écrire,

m

R(Q/x/g/m) = QDR(lzx/g/ Q) (438)
a la limite Q — oo on peut prédire que,
R(Q,x,g,m) — QPR(1,x,¢,0) (4.39)

mais ce n’est pas le cas, car dans la théorie perturbative, le facteur QP est trouvé
sous forme d’un logarithme In(Q/m)P[41] , ce qui falsifie ce comptage de puissance.
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Par exemple, lors du calcul de la section efficace dans le DIS voir [12], on tombe sur
des intégrales sous la forme,

/ 5 dk2 (4.40)
5 .
avec k3. < %—;(1 — x) qui conduit au logarithme
QX(1 - x) /4 Q
In [T ~ In p= (4.41)
dans la formule
5(1— x)+ %pqq<x) In(Q?/m?) (4.42)

La fonction Py(x) a x = 1, elle correspond avec une singularités molle.
Revenant a la formule (4.39), on introduit une échelle de masse p tel que p > m et
la constante de couplage mobile g(y), alors R devient

m
R(Q, % g(p),m 1) = Q°R(Lx,8(1), 5 ) (443
car u est arbitraire on peut le choisir égale Q, donc
m
R(Q,x,g(u),m, 1) = QPR(1,%,8(Q), 5,1) (4.44)

Q

maintenant, cette quantité ne souffre pas des logarithmes larges, car la constante de
couplage ¢(Q) ne dépend pas de m, pour m < Q et on peut donc utiliser la théorie
perturbative pour calculer R en terme de ¢(Q).

Revenant a 'exemple de DIS, introduisant une échelle ;12, telle que

Q* > u? > m? (4.45)

on peut écrire la formule (4.42) sous la forme

d
[ (803 + Ep ) in@ /i) ) (000 = 2/2) + Py ey g2 /) )
(4.46)
qui s’écrit encore

/ d?y ((5(1 —x)+ %qu(x) ln(Ql/ﬂ2)>f(x/y, Vz) (4.47)

ou on a factoriser la dépendance de m dans la fonction f (fonction de structure).
Plusieurs processus a haute energie en QCD se factorisent en une convolution d’une
contribution calculable & courte distance, et des fonctions hadroniques non pertur-
batives.
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4.6 Le Théoréme de Factorisation

Les nouvelles générations des collisionneurs hadroniques impliquent une aug-
mentation d’énergie de centre de masse \/g . Les interactions hadroniques dans cette
région dynamique sont pour tester la QCD et pour étudier la nouvelle physique
dans le modele standard et au-dela. Le probleme ainsi, est d’avoir des prédictions
théoriques sur ces processus, en particulier, comment calculer la section efficace
de la QCD dans la théorie perturbative (c-a-d des sections efficaces dominées par
des impulsions de transferts Pr > Q% > A, A'! est I’échelle de la QCD) & tres
haute énergie S > Q2. Pour ces processus, il y a deux tres différentes échelles
S > Q? > A? ou d’une facon équivalente une petite valeur de 1’échelle de Bjor-
ken x = Q?/S quand Q?/s. A cette limite, des grandes corrections logarithmiques
(asInx)™ apparaissent dans chaque n-ieme ordre perturbatif, qui peut détruire la
convergence du développement perturbative de la QCD en terme de la constante de
couplage ag. Ce probleme est résolu par le théoreme de factorisation.[42][43][44][45]
Les sections efficaces factorisables vont étre un produit ou une convolution de deux
parties : Une partie libre de divergences infrarouge (a courte distance) calculable
en QCD perturbative, et une autre divergente dans l'infrarouge (a longue distance)
qui est non calculable dans la théorie perturbative, elle est mesurable expérimenta-
lement et elle a un caractére universelle.

1. A représente ’échelle a laquelle le couplage devient fort.



CHAPITRE b

Production du Jets/Hadron
dans le LHC

Sommaire
5.1 Approximation au-dela du logarithme dominant . . . . . .. 48
5.1.1 Fonctions de structure . . . . . ... ..o 49
5.1.2 Fonctions de Fragmentation . . . . . . .. .. ... .. ... .. 52
5.2 Corrections radiativesen QCD . . . ... ... ........ 55
5.2.1 Collision parton-parton, présentation générale . . . . . . . . .. 55
5.2.2  Correction Virtuelle de q;q; — qxgy - - - - . . .« ... 57
5.2.3 Emission réelle q;f; — qxqyg - - - - - . oL 70
5.3 Calcul des sections efficaces . . . .. ... ........... 77
5.3.1 Méthode de division de l'espace de phase . . .. ... .. ... 77
5.3.2 La méthode de soustraction . . . . . . .. .. ... .. ... .. 82
5.4 Suppression des divergences colinéaires . ... ... ... .. 89
5.4.1 Singularité de I’état initial . . . . . . . .. ... ... ... ... 89
5.4.2 Singularités de I’état finale . . . . .. ... ... ... ... ... 91
5.5 Production des jets et hadrons dans les réactions inclusives 93
5.5.1 Production inclusive d’'un hadron . . . . . .. ... .. .. ... 93
5.5.2 Production inclusive de deux hadrons . . . . ... .. .. ... 95
5.5.3 Production inclusive d'unjet . ... ... .. ... ... ... 96

Les corrections de la chromodynamique quantique perturbative sont essentielles
pour décrire les processus de diffusion hadronique a grande impulsion de transfert.
En méme temps, il est suffisant de travailler a I'ordre le plus bas dans les diffusions
des sous-processus hadroniques et d’utiliser 'approximation des logarithmes domi-
nants pour traiter les radiations du gluon a haute énergie et la production de paires
quark-antiquark qui donne lieu a une dépendance d’échelle dans les fonctions de
distribution partonique, de fragmentation et dans la constante de couplage mobile.
Comme les erreurs systématiques ! et statistiques de I'expérience augmentent, la
nécessité d’augmenter la précision des calculs théorique devient évidante. Donc, le
calcul au-dela des logarithmes dominants devient trés important.[46][47][48].

Au cours du calcul au-dela du logarithme dominant, des divergences ultraviolettes
apparaissent dans les intégrales & une boucle quand I'impulsion de la boucle tend

1. c’est la dépendance des échelles non physiques
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vers l'infini. Elles sont éliminées par le processus de renormalisation. Des diver-
gences molles apparaissent si la théorie inclut des champs sans masse de spin 1
comme le photon et le gluon. Ces divergences sont rencontrées dans les intégrales a
une boucle et dans celles dans I'espace de phase. Elles se trouvent dans les régions
a basse énergie ou 'impulsion d’intégration tend vers zéro. Les singularités molles
disparaissent quand les contributions virtuelles et réelles se combinent d’apres le
théoreme de Lee-Kinoshitta-Naueberg. Si le champ non massif interagit avec un
autre champ non massif, ou avec lui méme, des singularités colinéaires (de masse)
peuvent apparaitre dans les intégrales a une boucle et dans celles de ’espace de
phase. Les singularités de 1’état final disparaissent quand on somme sur tous les
états dégénérées dans I’état final d’apres le théoreme de Lee-Kinoshita-Nauenberg.
Pour les cas ou il n’y a pas de somme sur les états dégénérés, ces singularités se fac-
torisent dans les fonctions de fragmentation. De la méme fagon, les 7 Singularisées
de I’état initiale”, se factorisent dans les fonctions de structure.

Dans ce chapitre, on va étudier la production des jets et hadrons dans les collisions
hadronique dans ’approximation au-dela logarithme dominant.

5.1 Approximation au-dela du logarithme dominant

Au LHC, les sections efficaces des réactions partoniques au premier ordre dans
la théorie perturbative ont déja été évaluées. Mais, la plupart des analyses exige des
calculs au dela de l'ordre le plus bas, c’est I’approximation au-dela de logarithme
dominant NLO, qu’on va discuter dans cette section.

La section efficace partonique peut étre calculer comme une série perturbative
de la constante de couplage a,

(1) = s (3) |1+ 1 (s(3) 1“<Q_22> )j]

=1 K (5.1)

= o0 + ag ()N + O(as(p)?).

les ¢/ sont des fonctions dépendantes des variables cinématiques. Dans I’approxima-
tion des logarithmes dominants LO on prend n = 0, et la section efficace dans ce
cas est calculée comme en QED.

Dans I'approximation au-dela du logarithme dominant NLO, j = 1, le calcul de la
section efficace (a l'ordre a;) conduit & des logarithme associés aux singularités de
masse [46][49]. Ces logarithmes détruisent la convergences de la série peturbative,
ils ont des propriétés universelle indépendantes du processus. Ils se factorisent et
peuvent étre absorbés dans des fonctions de distribution partoniques et de fragmen-
tation. Apres la factorisation de ces singularités , aucune petite échelle de masse
sera associée a la section efficace partonique.

Dans cette section, on présente les fonctions de distribution partonique définies dans
la diffusion profondément inélastique dans 'approximation NLO et les fonctions de
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fragmentations définies dans le processus de ’annihilation de e~ e™ en hadrons dans
I’approximation NLO.

5.1.1 Fonctions de structure

Considérant le processus de la diffusion profondément inélastique. On garde les
notations de la section (1.3),

:Q_2 Q2:| 2| tZIH(QZ/ 2) (52)
2Dq’ T e '

On a vu que, dans le cadre du modele des partons, ce processus est décrit par une
série de fonctions structure Fj(x, t). La fonction F, est définie par,

R(x)/x= ) 2 FH(x), (5.3)

i=1..2f

ot FH(x) est la fonction de distribution partonique. La somme est sur toutes les
saveurs des quarks et anti-quarks.

Dans le cadre de la QCD, et dans 'approximation & une boucle, la formule du
modele naif des partons sera modifiée,

Ff(x,t)/x :/01 dy/ol dzé(zy — x)
X Z e‘;-l Z [(Sijé(z — 1) + ;—;_[tpij(Z) + Désfl'j(z) ‘FOP]IQ/)’

i=1.2f j=g1.2f

(5.4)

Pjj(z) sont les fonctions d’Altarelli-Parisi[50] , f représente le nombre de saveurs
de quark. La valeur g de l'indice j dans la deuxieme somme représente le gluon.
On note que les fonctions Pj; et f; [51] sont calculables dans le cadre de théorie
perturbative, on va les définir par la suite. Notre définition de la densité partonique
au dela de l'ordre dominant, eq. (5.3) exige que, en terme de la densité partonique
dépendante d’échelle de renormalisation ]:&I (x,t), eq (5.3) préserve la méme forme
a l'ordre as. On écrit alors,

B(xt)/x= Y aF(xt), (5.5)

i=1.2f

Ce qui implique qu’a cet ordre, la relation entre la fonction de distribution parto-
nique nue et renormalisée est donnée par,

FH(x,t) = Fll(x21) +/ dy{ Y, e {2 t‘supfm<y>+“s 1]qu<y>]f01(y)

i=1..2f

[ns) o))

(5.6)
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ou on a séparé la contribution du quark est du gluon. On note par .E(n)H (1) la
transformée de Mellin de la fonction FH (x, t)[46]

1
FOHp) = /0 dxx™ FH (x, 1), (5.7)
On peut montrer que,
(n)
My — (n) w0 Tie (D]
f;- (t) = Z ((51]+1X5fl] )|:TeXp /as(o) leW fOk , (58)

jk=g1,..2f

ol ¥ est la transformée de Mellin de Py, définie par :

1
Yik = /dexn_lpik(xlt) (5.9)

A ce point, on a toutes les informations sur la fonction de distribution du quark
(ant-quark).

On régularise les singularités molles et colinéaires par I’augmentation de la dimen-
sion de l'espace-temps & n > 4, donc, les singularités dans 1’éq (5.6) apparaissent
comme des poles & n = 4 (ou e = 0 avec ¢ = (4 —n)). Comme on a déja dit, les
fonctions fg et fgo sont calculables dans la théorie perturbative. Dans notre travail,
on s’intéresse qu’aux termes divergents, donc, il vaut mieux écrire,

o g 2

2;'Tthq(z) + s foq(z) = EPKM(Z) {—% —In(7) + g +ln<%>} +cqq,  (5.10)

Xs Xs 1 Qz

Etpqg(z) + o foe(2) = Equ(z) [—E —In(7) + vk +ln<?>} +cqq,  (5.11)
Les cyq, cqg sont appelées "Les fonctions coefficients” [53], elles sont régulieres en
¢ et dépendent du schéma de factorisation et renormalisation et les fonctions de
structure en considération (F; , F,, F3), dans le schéma MS, on écrit,

A o (In(1-2)\ 3 1 = 147
tsCqq(2) = 27_(CF{(1+Z )(71_2 20, 12 Inz

0 1 (5.12)

+3+2z— (5 +57m%)d(1— z)},
2 3

et
_ % 2., .2 1-z 2
asCqe(z) = ETF (1-2)"+z°)In — —8z°+8z—1], (5.13)

La relation entre les fonctions de distributions nues et renormalisées n’est pas
unique, elle dépend de la facon dont les divergences sont factorisées dans les fonc-
tions de distributions nues. De méme que dans la renormalisation, la maniere d’ab-
sorber les singularités définie le schéma de factorisation. si on décide de soustraire
le terme,

Pij<_% —11’1(4:7'[) —|—’)’E> (5.14)
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ce schéma est le schéma MS. Si on décide de soustraire tous les termes d’ordre a
de maniere que la relation entre les fonctions de distribution et les fonctions de
structure du modele naif des partons soit encore valable, c’est le schéma DIS, on
note que dans ce schéma les ¢g; et ¢;e sont nulles.

On substitue les égs (5.9) et (5.10) dans I’éq (5.6) et on note par g la densité
partonique F; (i = 1..2f) et par g celle du gluon Fg, on écrit alors,

qg(x, 1) = q(x) + ;—; /xl d%q(y){%(i) {—% —In(47) + vE +ln<§—22>]

e
] ofn(2) [ ()

re(3))

QCD perturbative ne prédit pas les valeurs des fonctions de distribution renorma-
lisées g(x, Q%), la théorie nous indique seulement la variation de cette distribution
avec 1’échelle yz de factorisation. Prenant la dérivée de ’éq (5. 15) par rapport a t,
ou t est définie dans (5.1),

%W' t) = aé—;t) /: d;y [q<yl f)qu@) +g(y,t)qu(§ﬂ (5.16)

Cette équation s’appelle I’équation d’Altarelli-Parisi [50], ¢’est ’analogue de I’équa-
tion décrivant la variation de as(Q) en fonction de Q. Notons que as(Q) est la
constante de couplage mobile. Cette mobilité améliore la précision des calculs en

(5.15)

sommant des termes apparaissant aux ordres supérieurs, voir Chapitre .1.
De maniere générale, ’équation d’Altarelli-Parisi est une équation matricielle,

d (q(x, )\ _as(t) [ty (Pag(§as(t)) Pl as(t)) (q(y,t)
at (q(x,t)) oo /" Y (qu(%'“s(t)) ng(%%(ﬂ)) (8(%*)) (5:17)

A Tordre le plus bas, les noyaux d’Altarelli-Parisi ont le développement perturbatif

en ag,
0 X 1
Pi(za) = PP(z)+ =P (=) + (5.18)

L’interprétation physique des noyaux d’Altarelli-Parisi (AP) est qu'ils sont les pro-
babilités qu'un parton i dans un parton j, emportent une fraction x de I'impulsion
longitudinale du parton pere. d’impulsion transverse beaucoup plus petite que M.
A cause de l'invariance de charge et par la symétrie de saveur [53] on écrit,

P qi9; — P 7id;

P qid; = P 7iq;

Pgig = Pgig = Pyg

Peg; = Pog, = Pyq,
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L’interprétation probabiliste implique que les AP soient définies positifs pour x < 1,

1
0) _
P, =0
[

1
/0 *[P + P = 0 (5.20)

et satisfassent les relations,

1
/0 x[2anL§go) + Pégg)] =0,

Donc, a l'ordre le plus bas, ces noyaux sont donnés par,

Pog(z) = Tr [Z +(1+z)2]

1+ (1-2) (5.21)
Peq(z) = CF( . )
Rle) =N+ a0 o - P

avec,

[ axf s = [ axlfx) - Fls ). (522

5.1.2 Fonctions de Fragmentation

Maintenant, on tourne a la définition des fonctions de fragmentation au dela du
logarithme dominant. On considére I’annihilation de e”e™ en un hadron H détecté
dans I’état final [55],[54].

ete = H+ X (5.23)

Dans le modele naif des partons, la section efficace différentielle avec des faisceaux
non polarisés s’écrit sous la forme,

3 3
ot (z,cos0,t) = 5(1 + cos?0) o (z,t) + Z<1 — c0s*0)afl (z, 1) (5.24)

0 est I’angle que fait le hadron par rapport a la direction du faisceau incident et z
est proportionnel a I’énergie du hadron. On définit,

7 =Q, t =In(Q*/1?), =21 (5.25)
Intégrant sur cos 0, on trouve,

ct(z,t) = cH(z,t) +oll(z,t), (5.26)
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Dans le modele naif des partons, o7, or, sont définies par,

of'(z) =0,
f (5.27)
3 ) €3[Pay, (2) + Diy, (2)]
o, )
4
0y = 3”—52 (5.28)

C’est la section efficace ponctuelle de la réaction ete — utu, voir chapitre. 2.
Défh (z) est le nombre de hadron H a l'intérieur du quark q; emportant la fraction
z de I'impulsion du quark g,.

Au-dela du logarithme dominant, il faut considérer 'approximation en arbre de la
réaction ee — g et la correction & une boucle de la réaction ete — gg. Alors les
formules du modele naif des partons seront modifiées comme suit,

ofl(z,t /dyz 0p1< > (Y, t), (5.29)

L)
mH(z,t)=3(70/ Ly ey Dy ()
2 Y iTop j=GLaf (5.30)

zZ 44 Z Z
(Si‘(S ——1 +—5Pi'<—>t—|—zxsdi‘<—>},
[’ (]/ ) 27t \y "\y

Comme le cas précédent, on impose que la section efficace dépendante de ’échelle
préserve la méme forme [46],

of'(z,t) =300 Y. &Df(z1), (5.31)
i=1..2f
avec,
Bspr )= 2y (In(l=2) Lz, 3 1
2ntdqq<z)_2nCF{<1+z )< 1—2z ++2(1—z) Inz 2(1—2z)4
3 2 9 N 1
+ E(l —z)+ (57'[ - §>5<Z - 1)} + EP,M<Z) <_E + v — 1n47r>,
(5.32)

Comme dans le DIS, les singularités vont étre absorbées dans les fonctions de frag-
mentation nues a une I'échelle de fragmentation y = My . La relation au premier
ordre en &g entre les fonctions de fragmentation nue et renomalisées est

1d x 1
D,/ (z, M3) = Dii(2) + 2— ;D&Ii(y){qu<?> [_E — In(47) + e

+In ]8122} +bqq<y>}+ E/l d;ﬂ%(]/){%(ﬁ) [

f

———In(4 1 b
. n( 7T)+’)’E+ an + 9 y

(5.33)
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ott les fonctions by, et bg, sont regulieres en e.
L’équation d’évolution d’Altarelli-Parisi qui décrit ’évolution de cette fonction en
fonction de I'échelle My est,

dt ( t) 277 x C qu(%r‘%(t)) ng(%,ocs(t)) D?(C/t)
Pour extraire la section efficace quark-quark au dela de 'ordre dominant, on a
aussi besoin des information sur la distributions du gluon P, au-dela du logarithme

dominant. Dans le contexte du modele des partons, on est obligé d’imposer les
conditions de conservation d’impulsion totale,

/ dxxF(x,t) =1, (5.35)
i=g1.2f
ce qui conduit a,

) / dxx|fi;(x)

i=g,1.2f

Z / dxx|fig(x)

i=g,1.2f

(5.36)

Ces conditions ne sont pas suffisantes pour donner une définition unique de f,q, la
définition complete on ne peut pas ’obtenir d’un calcul a une boucle, juste on prend
lapproximation [46],

as . (1—2)

1
@sfoq(2) = =5 Crog—+ EP Gq(2) <_g +9E - ln47r>. (5.37)

On va montre par un exemple simple, comment les fonctions de distribution
[55] (méme chose pour celle de fragmentation) renormalisées permettent de resom-
mer des termes logarithmiques. On considere la différences entre les section efficace
inclusive ep et ep (on a pris ce différence pour ne prendre pas en compte la par-
tie découple des gluons de la distribution). L’équation d’evolution d’Altarelli-Parisi
s’écrit,

i NS _ dy ns X
SN () = 55 / WPy (0 (5.38)

La transformée de Mellin de la fonction qN S est donnée par :
1
_ / dxx1gNs, (5.39)
0

Derivant quS par rapport a t,

d X
%qNs(x/t) = E%Ns(y/t)%q(”/%)r (5.40)
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dont la solution est,

b
gNo (1) = gN°(0) exp </0 dxﬁ'yqq(n, ucs(x))> (5.41)
Yqq est la transformée de Mellin de Py,. En utilisant (5.21), on peut montrer que
NS(py _ NS V(1) | as(0)
- () = q " (0) eXp< 27 1n<as(t) (5.42)

dans la région perturbative as(0) < 1, le logarithme se développe comme suit,

0 1

In %(0) ~ In(1 + a5(0)bt) = as(0)bt — =a2(0)(bt)* ... (5.43)
as(t) 2

substituant dans 1'éq (5.41) et réarrangeant les termes pour faire apparaitre une

série en puissances de a5(0),

() = 4,°(0) (1 + '@QT(Z)MO)M + %’V;”’T? (@qT(Z) - 1) o2(0)(bt) + )
(5.44)

il est clair de cette formule, qu’il y a des logarithmes de ln(%—j) qui sont automa-

tiquement resommeés dans la fonction de distribution.

5.2 Corrections radiatives en QCD

Dans cette section, on va étudier les corrections radiatives de la QCD dans
les collisions parton-parton, c’est une extension de l'article d’Ellis et al[56] , ces
collisions jouent un role tres important dans la collision pp a grande Pr. On va
rencontrer des divergences ultraviolettes (UV), molles et colinéaires, qu’on régula-
rise par la continuation de I'espace temps a n dimensions[28] . Dans ce schéma de
régularisation, les divergences apparaissent comme des podles du parametre g, ol on
prend n = 4 — 2¢. On note que ces poOles vont disparaitre quand les contributions
2 — 2 (deux-donne-deux) et 2 — 3 (deux-donne-trois) se combinent pour former les
quantités physiques. Dans la premiere partie, on va donner une présentation géné-
rale sur le calcul de I’élément de matrice au carré dans les collisions parton-parton
et ses approximations au-dela du logarithme dominant. Et dans la deuxiéme, on va
étudier la collision quark-antiquark en détail.

5.2.1 Collision parton-parton, présentation générale

R. K. Ellis et J. Saxton, ont présenté les éléments de matrice au carré de tous
les processus 2 — 2 et 2 — 3 & l'ordre a2. Les éléments de matrice sont calculés & n
dimensions, pour régulariser les singularités dues a I’émission d’une radiation molle
ou colinéaire.
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3

5.2.1.1 Eléments de matrice a 'ordre «;

On commence par la correction virtuelle .i.e. correction a une boucle. Ces cor-
rections sont obtenues lorsqu’un parton est émis et réabsorbé. Donc les processus
sont du type,

Pa+Po — Pe+ Pa- (5.45)

Les carrés des éléments de matrice de tous les processus 2 — 2 peuvent étre obtenus
a partir de quatre fonctions : a, b, ¢ et d. Ces fonctions contiennent des divergences
molles et colinéaires. Le développement perturbatif de ces fonctions est donné par :

a(s,t,u) — g (p)*a*(s,t,u) + g°(u)*a®(s, t,u) + O(g®)
b(s, t,u) — & (1) *b*(s, t,u) + g° ()% (s, t,u) + O(g®) (5.46)
c(s, tu) — g (p)*c* (s, t,u) + g°(p)*c®(s, t,u) + O(g* '
d(s, t,u) — g*(u)*d* (s, t,u) + &°(n)*d°(s, t,u) + O(g®)
ou :
_ 2 _ 2 _ 2
s=(p1+p2)", t = (p1—ps), u=(p1—pa)’, (5.47)

Les quantités a*, b*, c*, d* sont les éléments de matrice calculés a l’ordre de born,
tandis que a®, b®, c®, d° sont les interférences entre les amplitudes de born avec
celles a une boucle.

Les corrections réelles sont obtenues lorsqu’un parton émis sans étre réabsorbé (dia-

gramme de Parbre). Ce sont des réactions de type :

Pa+Pp = Pct+ Pa+ Pe (5.48)

Le carré de I’élément de matrice de tous les processus 2 — 3 peuvent étre obtenus
a partir de quatre fonctions : A, B, C et D. Les divergences ne sont pas apparentes
tant que 'on n’a pas intégré sur I’espace de phase des particules finales.

Les divergences qui apparaissent au niveau de la section efficace dans les processus
2 — 2 et 2 — 3 se compensent quand on somme ces deux dernieres. Il reste que
des divergences d’origine colinéaire, ces divergences ont une structure bien précise :
un noyau d’Altarelli-Parisi fois une section efficace partonique calculée a 'ordre de
Born.

Dans la section suivante, on va traiter un exemple en détail d’une collision parton-
parton. On va calculer les éléments de matrice au carré des réactions q;qx — qi{i
(correction virtuelle), g;7x — qxq1g(correction réelle), on va utiliser toutes les tech-
niques de calcul des diagrammes de Feynman qu’on a présentées dans le Chapitre.
3. Et la méthode de coupure qui nous permet de réduire le nombre des diagrammes
a calculer [58]. On va renomaliser les divergences (UV) qui apparaissent dans les
boucle en utilisant le schéma MS.
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5.2.2 Correction Virtuelle de g;q; — x4

On calcule la premiere correction radiative a la collision élastique d’un quark
avec un antiquark de différentes saveurs. pi1, p2, ps, ps sont les impulsions des
quarks et antiquarks de I’état initial et final respectivement, dans la configuration
physique? :

pr+p2—p3—ps=0 (5.49)

c’est la conservation énergie-impulsion dans les vertex. Les diagrammes de Feynman
appropriés de cette correction sont représentés dans les Fig. 10, 11. La correction
qu’on cherche vient de l'interférence du diagramme de born représenté dans la Fig.
10 avec les cinq masters diagrammes en boucle de la Fig. 11. Pour calculer les
boucles, on utilise la méthode de réduction des diagrammes de Feynman présentée
dans le Chapitre. 3[29] , ¢’est une méthode tres importante dans I'étude des proces-
sus a multi-particules.

Considérant d’abord les masters diagrammes de la Fig. 12, les lignes pointillés
peuvent étre des quarks, gluons, ghosts ou anti-ghost. Une somme implicite sur les
partons permis est supposée pour chaque ligne. Par exemple le master diagramme 1
dans la Fig. 11, est une somme de cinq diagrammes distincts ayant la méme topolo-
gie, ces diagrammes sont représentés dans la Fig. 12 et correspond a une boucle de
gluon, deux boucle de ghosts de différentes directions et deux boucles de quarks de
différentes directions. Pour générer ces diagrammes, on donne aux lignes pointées
tous les choix possibles et on élimine les diagrammes qui violent la conservation du
nombre fermionique et celui du ghost dans chaque vertex. Une fois qu’on génere les
diagrammes, on ajoute un signe moins & chaque boucle de fermion ou de ghost 3.
Les deux directions de la boucle de quarks et de ghost conduisent & des expressions
identiques et on ne les considere pas comme des diagrammes séparés, donc le facteur
statistique d’une simple boucle de quark ou de ghost est égale a deux par rapport
au gluon, multipliant par % on trouve le facteur statistique normal du gluon self-
energie, voir [27].

Les quantités de base qui ont été utilisées pour calculer la correction radiative de
notre processus ne sont pas ces amplitudes elles-mémes mais plutot les diagrammes
de coupure générées par l'interférence du diagramme de born avec les masters dia-
grammes de la correction radiative, voir Fig. 15. Interférant le diagramme de Fig.
10 avec les cinq master diagrammes de la Fig. 11 on n’obtient que quatre topologies
distinctes des digrammes de coupures. Ces topologie sont représentées dans la Fig.
15. La réduction dans le nombre des diagrammes se produit parce que 'interférence
des diagramme 2 et 3 avec le terme de Born génere des diagrammes de coupure ont

2. Dans [56], ils ont considéré la configuration non physique ou toutes les particules sont en-
trantes p; + pa + p3 + pa = 0, et ils ont calculé 'amplitude A(p1, p2, p3, pa). Par contre, dans notre
cas, on a considéré le processus physique qui correspond & A(p1, —psa, —P3, P2)-

3. -1 s’appelle le facteur de signe de boucle qui due de la nature Grassmanienne des quarks et
ghosts
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exactement la méme topologie, c’est un des avantages de la méthode de coupure. A
ce point, on a réduit le probleme de calculer les corrections radiatives a ’évaluation
de ces quatre topologies montrées dans la Fig. 15; on note par I';(p1, p2, p3, pa) la
topologie i avec i = 1..4, les arguments de ces fonctions sont les impulsions des
particules externes. En terme de ces dernieres, le résultat complet de la correction
peut étre écrit comme suit :

1 a a a
80 (n)*a® (u,5,8) =2(5T" (pr, p2, pa pa) + T3 (p1, P2, pa, pa) + T3 (P2, pr, 3, pa)

+ ré“)(m, P2, P3, pa) + l"ff)(pl, P2, P3,P4)}s

(5.50)

avec
1
|M>72 % = —4N2g6(y)6€a(6)(u,s,t), (5.51)

|M272|2 est I’élément de matrice au carré de la correction virtuelle plus celle de
born. Le facteur deux dans cette expression vient de U'interférence 2Re(MgMy;). Le
facteur % multiplié par I'] est le facteur statistique normal associe au gluon self-
energie.

On note qu’il faut considérer la contribution des amplitudes de la Fig. 14, qui

représente la correction de la fonction d’onde, car on a utilisé le schéma MS de

régularisation 4.
- N p2 B
qi ) o ) gj
Tk < . < qi
— p3 p4 —

Fig. 10 : Diagrammes de Born.

4. dans d’autres schéma de régularisation on peut négliger cette contribution, dans le schéma
sur couche de masse par exemple elle est nulle.
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Fig. 14 : Correction de la fonction d’onde
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Fig. 15 : Diagrammes de coupure, correction a une boucle

5.2.2.1 Méthode de coupure

La procédure de base pour évaluer les diagrammes de coupure est la suivante,
(i)- Utilisant les régles de Feynman présentées dans le Chapitre. 2, et construire
I’expression correspondante au diagramme de Feynman.

(if)- retirer le facteur i/k? pour tout propagateur coupé, en ignorant les intégrations
sur les boucles coupées.

(iii)- Multipliant le résultat par —1°

On note qu’il n y a pas de multiplication par —1 pour les boucles fermioniques
coupées. Cette méthode s’appelle la méthode de Cutkosky, elle s’applique pour
tous les diagrammes de Feynman et elle est valide pour toute théorie décrite par un
lagrangien, peut importe s’il est unitaire ou non [57]. La méthode de coupure permet

5. pour garantie l'unitarité de la théorie.
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de réduire le nombre des diagrammes de Feynman a calculer, aussi elle simplifie le
calcul des traces. Considérant I’exemple simple représentée dans la Fig. 9

Fig. 16 : Ordre de Born

On utilise les regles de Feynman habituelles. On remplace les lignes fermioniques
d’impulsion p coupé par la ligne pointillée par f, Tout ce qu'est dans la boucle
fermionique s’exprime sous la forme d’une trace. On écrit alors :

IMp|? = (g44) T[T T Tr[TY T Tr [y oy ) Trlve favu fal c +P21)2+i/\]2
uZ 2
:(g4‘u4€)4N22V[ ;rt —e}

1
= WQM) (u, S, t)

(5.52)

Concernant la correction de la fonction d’onde Fig. 10, sa contribution est donnée
par les interférences entre les diagrammes de born et ces quatre diagrammes. On
note aussi que cette contribution est divergente dans 'UV, on utilise le schéma MS
pour la renormaliser. On trouve,

|Mrol?* =

2\ —¢€
(g4y(4e))a(4)(u,slt)&(4717”> % (5.53)

4N? 21

On a introduit une échelle Q? positive, bien sur les résultats physiques ne dépendent
pas de cette échelle.

5.2.2.2 La Topologie I'1(p1, p2, p3, P4)

On a discutée cette topologie en détail, lorsqu’on a sommé les cing contributions.
On ne rencontre que des divergences de type ultraviolettes et pas des divergences
infrarouges, on peut aussi montrer cela par un simple comptage de puissance, on
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écrit alors,

DRe(MpM;) = (8§ T T T Ty o’ i) Trlve sy ]

1 (p1+p2)(p1+p2)
[((p1+ p2)? AP~ =0

(5.54)

Ou le vecteur de polarisation chfal;yp;y)ip 1472) o6t le méme donné dans le Chapitre.

3, on trouve donc,

o 47ryz> TT(14 )% (1 —¢)

L _i 4. 4e\ . (4) -
Nz (PP papa) = 1 (8 ) (s )5 { =5 F1=2¢) g o)

2
1 5 .4 31 .20
<1n(_t_m)(w3 Tp3>+N9 T2

5.2.2.3 La Topologie T'2(p1, p2, p3, Pa)

Cette topologie est constituée de deux amplitudes, on les note par ]M{’|2 et
| Mtr ’2

5%
Calcul de [MI"|?,
Cette amplitude est obtenue par l'interférence entre le diagramme de born avec m!’,

on a:
MY > = (ig°u*) Tr[T" TR T T Tr [T T Tr [ 27 Vi Y2117 1Y 1T Pavor A3vu]
1 / n'a’
[(p1 +p2)? +iA]2 ) (g7 + iA][q3 +iA] (g5 + iA]
(5.56)
Le facteur de couleur,
Cl' = Tr[T"" T T T Tr[T" T*]
_ 1 -1 aa 1 aa
= e (5.57)
1 2Vv/V
=N 16 (N -N )
On a besoin de calculer I'intégrale suivante :
M1 M
91 92
dq : : : (5.58)
/ (g7 +iA) (g3 +iA) (45 +iA)

avec
g1 =4+ p1

g2 = q — p2(5.59)
43 =49
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On utilise la formule générale de réduction des diagrammes de Feynman Chapitre,
3, on écrit,

H1 M2
71 92

KTy sy ey

= I§M1V2(1,2;S)

H1 A M 32 3.2 (5.60)
=) AV ALAYL(S) + g2 BYA(S)

2
I1,lLbeS
ou :
= Dy, = qi, — 4
32 __ .
- AV = 15(1,15;S)
_ B?”Z(S) — —%I;)HZ(S)
— La matrice cinematique
0 s O
S=1|s 0 0
0 0O

pour les valeurs de I (ly,13;S), voir Annexe, A. Dans ce cas on n’a pas une vraie
réduction, on a juste écrit I'intégrale tensorielle a trois points en une somme des
intégrales scalaires a trois points. Un calcul direct donne,

1 . 4 o
’M ‘2 4N2 <g4]/l4) ()<M S t) ( Q;; )

3 ()2 ) 4w ) o

2¢€ 2 uz) 2|

ou le pole €,, = —¢ est le pole ultraviolet, il va disparaitre avec le diagramme de
contre terme m',, voir Fig. 7.
Calcul de [MI|2,

Cette amplitude est obtenue par I'interférence de Mp avec mg, on a

|MY|? = i(ig®u) fB S Tr [T T T™| Tr [T T Tr | p2Yos Vi Yor 171 TP 37 payvul

1 / p [_gﬁlpz (ql + rl)Ps + gP2P3 (7’1 _ q3)P1 + gP3P1 (513 + ql)Pz]
[(p2 — p3)? +iAJ? 97 +iA][g5 +iA][(52 +iA]
(5.62)
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Le facteur de coleur,

Cy = 4N2 Y Tr[TTT®]Tr[T*T™ ] f%2%

a,a;
1
daa2a3 _|_ Zfaa2a3) < )fa1a2u3
4N2 uzal 2
1
— da1a2u3 ayaxas [ £a1a2a3 £a102a43
16 4N2 ;; [ )
=0 =Nby,
i 1
= ———=2VN
16 4N?

Dans ce cas, on a besoin de calculer,

p2 pi
7,9,

dg ‘ — =1,
/ (F +iA) (g3 +iA)(g] +ir) — P

(1,3,5),

aveci=1,2,3,
et

. H2
ql n
d : . — =15,(1;5),
/ TE+iN @+ N (@ Tin) o

qm =49
=g+ p (5.66)
g3 =q+p1+p2

D’apres la formule générale de réduction, on écrit

Bp (1,2,8) = ) A”Z AplAfllzz S) + gMm2B32(S),
l,hes
et
,,(1,28) =Y AZAY(S),
les
avec,

= Ay, = ay, —qu

AYY = 13(1, 15 S)

_ B3'2(S) — _%Ig—s-Z(S)

La matrice cinématique

(5.63)

(5.64)

(5.65)

(5.67)

(5.68)
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Par un calcul direct on trouve,

‘Mtrz <g4;l/l4€) ()(ust)& 4717”2 - —%+2ln _i _2
4:N2 " 2m \ Q2 e Q%) 2

2

On note par |[M!;|* au l'amplitude de l'interférence du diagramme de born avec

mtr

o4 un calcul directe montre que,

tr2 _ 14 4oy (4) 4 B (1 . 1V
|M - 4N2 (g ‘u ) (u 5, t) Q2 €4 +ln(47t) Y 2N + N

Pour plus de détail sur la renomalisation du vertex en QCD, voir Chapitre. 2.
On somme les contributions (5.60), (5.68) et (5.69) on trouve,

1 . 4o\ "
To(p1, p2, 3, pa) = — iz (81 1%)a (s, t) ( Qﬁf )

K% —N>812+ (2% +(N— %)l(s))%
3N 4 <N+ %%) (1(s) ~ 1(2)) +25:1()

GRS GORES]

(5.71)

On note que,

S = —2]71.]72 —1iA

Car, la quantité 2p;.py est positive, on écrit,

et

1?(s) = In? (—72171'1?2 +Z/\> = 1n2<2P1.P2> — 2 +2i7rln<2pé'2p2>.
5.2.2.4 La topologie I's(p1, p2, p3,pa) :

Cette topologie est obtenue par l'interference du diagramme 4, Fig. 11, avec le
diagramme de Born, elle contient une fonction a quatre points. D’apres la Fig. 15
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diagramme (3), on écrit,

1 ,
Nz 3(Pup2ps pa) = (ig®u®) Tr [T TP T Tr[T° TP T

Tr[ p2v" Yo, Y 1Y N T oaY s Yo Yiw 37 1]
P1 _P3

1 . / dq . _‘11 I3 ‘ :
(pr—pa)?+id ) " gn? +iA][g2? + iA][(95° + iA][g4> + iA]
(5.72)
Le facteur de couleur,
Cs = WT;’[T“T“lT“Z]Tr[T“T“1 %]
= L L g o 4 g
= L (s s gy 5.73)
2 _
- 41112%<NN SN

Par un simple comptage de puissance on voit que cette amplitude ne contient pas de
divergences ultraviolettes, elle contient que des divergences infrarouges. Pour calcu-
ler cette intégrale, on utilise la méthode de réduction des diagramme de Feynman.
Cette méthode dans ce cas est tres utille, elle nous permet d’écrire cette intégrale
en somme des intégrales a trois points.

97 g5
[P(1,3:8) = [ oy
[91% +iA][g2% + iA][(9a% + iA][ga? +iA] (5.74)
Oay « Oa
= Z AllélAlzéA?{i_(S) +gtfa1r7a3B4'2(S)
11,1265
avec .
1 =49
=4t (5.75)
43 =4q+pP2—Pps
g4 =4 —p1

On définie la matrice cinématique S :

00t O
00 0 s
S_ifOOO
0 s 00
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et les facteurs de formes,
AYE(S) = b I{ T2 (1; ) + by, I} 2 (1;S) — S LI H2(S) + 5 Zé B (1S /4)
]e
+ 85, 13 (s S/{jH)],
(5.76)
42 1ot
BH(S) = S 17X(S), (5.77)
avec
1
I12(Iy; S) = E{bllj;“ Zs]lll3 (S/{j}) — Zb LS/} (5.78)
]GS ]GS
Un calcul élémentaire montre
1 m 1 5
['2(S) = A e .
i) 13 + 512 [ 2 * 2" 512 (5.79)
avec,
S13 = —t — A=t
S]p = —S5—IA=35

Les fonctions I§(.,.,.;S) sont données dans I’annexe, A. On trouve

21 —
(P1, P2, p3, pa) =¢* (%) () *a™ (£, u, s ) <4g§£ > = }L(?E ?E:) : <Z‘\/f _N>

4 4 su 3t + u?

)l
(5.80)

[ ]

(72 + In? (

5.2.2.5 La topologie I's(p1, p2, p3, pa)
Elle est définie comme la topologie 4, juste on change la patte ps par la patte

pa, donc
1 6, 6¢ cba crab
el a(Prp2ps, pa) = (0 p> ) T[T T T Tr [T°T°T7)
Tr[ o2y Yo, Y 1Y T L PaY i Yor Yus 3V
1 / dq 705
J (712 +iA][g22 + iA][(932 +iA][q42 +iA]
(5.81)

(p1—p3)? +iA
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avec

1=49
=4t P (5.82)
93 =4q+p2—ps3
g4 =4q9— P
La matrice cinématique S :
0 0 u O
0 0 0 s
5= s 000
O u 0O
Le facteur de couleur,
Ca = g TIT T T (T T T
1 1 1
— m[z(dﬂﬂlﬂz + l’fﬂﬂ]ﬂ2)][1(dﬂﬂ1ﬂ2 + l’fﬂﬂlﬂ2)]
— 4_1];]2%(61111111126{1111622 _fulllllzfullluz) (583)
1 84 N>2—4
= — N
4N?2 16< N +N)
_1VYVoN
4N28'N 2

On suit la méme procédure comme dans le cas précédent, on trouve :

s (AP \‘T(14+e)2(1—¢) [V
T4(p1, p2, p3, pa) 284(#2)<V)4€ﬂ(4)(f1%5);—n< gf) ( I+,<i)_ 2(5) ) <N—N>

4 4 st 312 +u?
|:£—2 — g ln(—u) +2m(ln(—u) — ln(—S)) + m

(7 4 In? <i> + 21n2(—u)}

S
(5.84)

5.2.2.6 Contribution totale :

Maintenant, on est en position pour écrire le résultat final de I’élément de matrice
au carré moyenné sur tous les états initiaux et sommé sur les états finaux de spin
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et de couleur. Sommant les égs (5.50), (5.52) et (5.53), on trouve,

ag [(Amu?\ ¢ e)2(1 —¢
M2 = ) o) s, {1 2 () T 0
[% —;iz - %(6+81(u) —81(1) —41(5))> 4 %(41@1) —21(t) — 21(s))

N (—16 —21%(s) +1(s) (6 + 81 (u) — 81(t))>
uZ_ 2
- z<7t> (2712 - (1(s) = 1(u)2+ (I(s) — l(t))2>
u-+t
w2 ) (e 000) = 160) + ¢~ @) - 1) - 10) )

+ N(% + 4 21(s) (1(s) + 1(t) — 21(u))

MZ— tZ
st (37 2006 107+ (166) ~ 102
- ) —10) + )~ 1) + 5 (1-4) ~165) )

+TR(§(z<s> —l<—ﬂ"‘>) - '29_())”

Dans cette formule on a pris les notations de [56]. La structure de couleur est fixée

(5.85)

en termes des quantités
2 ny
V=N"—-1, N =3, TR = (5.86)

et g(1?) est la constante de couplage renormalisée & 1’échelle u? dans le schéma MS.
ny est le nombre de saveur du quark. La constante de couplage mobile a5 = gz/ 47
satisfait 1’équation :

yzdiyzzxs = —u, |:b() (;—;) + by <;—;>2 + O(ucs)] (5.87)
Ou
by = % - % by = 17?’2 - SA;TR - Zif (5.88)
On écrit )
“52(5;2) T b 11 2 [ _?lnlni?—z) +O< 21?‘2 ﬂ (59
0In(4%7) 0 In(% In“(%7)
et :
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Finalement, on note les logarithmes par :

I(x) = ln<—é> (5.91)

Si x est supérieur & zéro [(x) a une partie imaginaire, car Q>>0, on a :

(x) — ln2<é> —n?, x>0
?(x) — In? <—§> —m%, x<0 (5.92)
2(x) — 1n< é >

5.2.3 Emission réelle qiq; — qxq18

Pour régulariser les singularités molles et colinéaire dans la formule (5.85) (ces
singularités dues a 1’émission d’un gluon virtuel), on a besoin de calculer ’élément
de matrice au carré du processus g;4; — qxg;g- On travaille & n dimension et on
utilise la méthode de coupure des diagrammes de Feynman [58],[59].

Les éléments de matrice m de notre processus

p1+p2 — p3+ps+ps (5.93)

peuvent s’écrire comme une somme de cing amplitudes invariantes m;, associées aux
cing diagrammes de la Fig. 17. Ecrivant

m; = m}‘s"* (5.94)

ot1 e" est le vecteur de polarisation du gluon, et m! sont déterminées par les régles
de Fenman du Chapitre, 3, ol on travaille avec la jauge de Feynman.
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0000000000
0000000000

Fig. 17 Emission réelle en QCD

Au fait, il faut calculer les traces directement de chaque élément de matrices au

carrée,
Mij =M=}, mim; (5.95)
spins,colors
avec,
5
A(pr,p2, —p3, —pa, —ps5) = ) M (5.96)
ij=1

On peut représenter tous les amplitudes au carré M;; par 6 diagrammes de coupure
a une boucle Fig. 18 de topologie indépendante. On calcule les élément Mi1, Mp3,
Mz, Mp3,Mps et Mss, et on les notes par T1,Ty,T3,1>,T5, Tg respectivement ou les
T; sont la somme sur tous les spins et couleurs des traces associées aux Fig. 17. les
autres on peut les obtenir par permutation.
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Fig. 18 Diagrammes de coupure : 2 — 3

elles ont été définies par,

1 1
(2p1.p5)* (2p3-pa)?

Tr[ 22" (2= p5)7° orvo(or— p3)Y 1T 3y parv]
(5.97)

Tl(p1/p2/7p3/7p4/7p5) = —g6Tr[T” TCTCTb] Trl:Ta Tb]

1 1 1
(2p1.ps) (2p2.ps) (2p3.pa)?

Tr[ oy (2= p3)7" Prve(or— p5)7 1 Tr[ p3ve parl
(5.98)

=QOTr[TeT* T T Tr [T TY]

Ts(p1,p2,—P3,~Pa—P5)
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1 1 1 1
(2p1.p5) (2p3.ps) (2p3.psa) (2p1-p2)

Tr[ ooy p1Y" (or— p3)Y 1T p3vo( 3+ p5)vu Pavy]
(5.99)

Ty (pupa—ps—pa—ps) = — SOTr[T T TY| Tr[TC T T?]

1 1 1 1
(2p4-ps) (2p2.ps) (2p1.p2) (2p3.p4)

Tr[ sy pay?(pat p3)7 1Tl prvu(p2— b5)7p P270]
(5.100)

To(prpor—po—pa—ps) = — SOTr[T T TY| Tr[T" T°T?]

1 1 1
(2p3.ps) (2p1-ps) (2p3.p2)
Tr[ pay" 17 (— pr+ )Y 1T pavu pavv]

(gup(_Pl +p2—pshy +ng(_P3 +pst PS)u + guV(Pl +p2+p3+ P4)p)
(5.101)

Ts(pupa—p—parps) = g6 TT[Tul T% Tb] Tr[T“Z Tb]fuluzaS

1 1
(2p1.p2)? (2p3.pa)?

) — _g6Tr[Ta1 Tal]Tr[sz Taz]fu1u2a3fblbzb3

Tr[ pav" pr1y'1Tr[ p3vu pavv]
(gup(Pl + p2+ps)y +ng(P3 + Ps— PS)u + gzw(Pl +p2+p3+ P4)p)

(gup(Pl + p2+ps)y +ng(P3 + Ps— PS)u + gzw(l?l +p2+p3+ P4)p)
(5.102)

Te(p1,p2,—P3,—Par—P5

alors les M;; sont definie par :

M1 =Ti(p1,p2,—P3,—Pa,—P5), My =Ty(p1,p2,—P3,—Pa,—P5), Mi3=T3(p1,p2,—P3,— P4, —P5),
Mi4=To(p3,pa,—p1,— P2, —P5), Mi5=Ts(ps,p2,— p1,— Pa,—P5), M =T (ps,p2,— p1,— Pa,—P5),
Mas=Ta(p1,p2—p3,—pa—ps),  Mu=Ts(ps,p2,—p1,—pa—ps),  Ms=T5(p1,p2,—ps,—pPs—ps),
Mz3=T1(p2,p1,— pa,—P3,—P5), M3y =Ty (p2,p1,— Pa,—P3,—P5), M35 =T5(—pa,p1,— P2, —P3,—P5),

My =T1(ps,p1,—p2,—p3,—p5),  Mss=T5(p2,p1,—pa—p3,—ps),  Mss=T4(p1,p2,—P3,—Pa—P5),

On remplace les M;j par ses valeurs dans (5. 95), et on introduit les nouvelle va-

riables :
s = 2p1.p2, § = 2p3.pa, st =(s+9)/2 (5.103)
t = 2p1.p3, f= 2p2.p4, ty = (t -+ f)/2 (5.104)
U = 2py.pa, i = 2py.p3, uy = (u+1)/2 (5.105)
(5.106)
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Un calcul direct donne,

A(pr 2, —p3, —pa,—ps) =8° (1) {Vi (13 +u> + £ +13)
[0.5¢ ¢ (u1i + s§ — tf) + 0.25¢(us + 1is) + 0.25f(us + 1is)]

—~ V({2 +u? + £ +£2)[0.5u (uth — s§ — t) + t,. 5§ + s tf]
+eVi({t: (W2 + 13 +0.55%) 4+ 0.25s (1 — 2¢) (u2 — 5% — 2))
(U2 +s% —t2) —u_s_t_(2ur +22 +5%) —sSu_t_(1—e)]

+eVa[—0.58% (uy (u? —s% —12) +2t, 8% + 25, 1%)

+0.255; (1 —2¢)(ut +s* +1* —2u2s2 —2u% 12 —25%¢2)

—us(ut — 1) =25t 4 (uy —2t)82 (U2 + )
— 25, u” 12)/s}/$/p1.ps/ pa-ps/ P35/ Pa-ps
(5.107)

On note que les impulsions externes sont prises a n dimensions.

5.2.3.1 Approximation molle

Ces divergences apparaissent lorsque les propagateurs fermioniques sont sur
couche de masse. Par exemple dans 'amplitude m; lorsque (p1 — ps)? = 0 clest
a dire p1.ps = O.i.e. E5 ’énergie du gluon tend vers zéro.

Dans I'approximation infrarouge (|ps| < |pi|), I = 1,2,3,4, les amplitudes se ré-
duisent,

my = — igﬂ1/2(4_n)(TuTC)ji(Tu)kl%(;;)MB (5.108)
1y =i8V1/2(4n)(TCT”)ji(T”)kl%f;)MB (5.109)
ms =igp/ 2(4”)(T“)ji(TCT”)kl%fj)MB (5.110)

ny = — igﬂ1/2(4_n)(Tu)ji(TuTC)kl%(;;)MB (5.111)

L’amplitude ms ne diverge plus quand |gs| — 0. On applique la transformation de
Fierz a ces amplitudes

1 1
TiiTa = 5 (Gudj — 75%i0u) (5.112)
alors,
1 1
(TT)ji(T" )y = 5(5]'1(Tc)ki - N(Skl(Tc)ji)
1 1
(TT")ji(T" )i = 5 (0 (T)j1 — =0 (T) i)
i— II’ (5.113)
(T%);i(T°T" ) = E(‘Sjl(Tc)kz‘ — N‘Sji<Tc)kl)
1 1
| (T)i(TT ) = E(‘Sik(Tc)jl — N‘Sij(Tc)kl)
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On substitue 1'éq (5.112) dans les éqgs (5.107), (5.108), (5.109), (5.110), on additionne
ces quatre amplitude, apres simplification on trouve,

p p p p
M:gyuzu_n)MBH(;ﬂ(TC)ki( PP >+5ki<TC)ﬂ< P, P >}

pi-ps  P3.-Ps p2-P5  P4a-ps
1 2 v > ( s vy >H
——é TC'Z' _— —l—(S‘l‘Tc _ =
N{ u( >]<P2-P5 p1-ps (T ) p3.Ps  Pa-ps
€p(P5)
(5.114)

Si on prend le carré de cette amplitude on trouve,

. e p[N2=1( py. .
My = gt )’MB‘Z[ ~ ( o B >
P1-psp3-ps  P2-p5p4-ps

l(z pz'p3 +2 pl'p4 _ pl‘p3 _ pz'p4 (5115)
N P2-P5p3.Ps P1-P5p4-ps P1-P5pP3-Ps P2.P5pP4-ps
__pip2 p3ps >]

p1-pPsp2-pPs P3.Ps5p4.-ps

Dans cette approximation, le carré de I'amplitude se factorise en un facteur qui
lorsque I'on intégre sur ps va donner des divergences infrarouges. On note aussi que
cette amplitude est calculée a quatre dimensions.

5.2.3.2 Approximation colinéaire

Le gluon peut étre colinéaire avec une des pattes externes, pour obtenir la contri-
bution colinéaire totale on somme sur tous les cas possibles,i.e,

|MCOZ|2 = |M’§u1 + |M’§u2 + ’M|%H3 + ’M|§H4 + |M’§H5 (5'116)

olt : |[M!| est 'amplitude colinéaire totale, |[M|2 . est la contribution dans 'ampli-
tude si le gluon est colinéaire a la patte i.

L’amplitude |[M|3 | est la somme de toutes les interférences possibles de 'amplitude
mq avec les cinq amplitudes de la contribution réelle.

M2, = M > 4+ 2Re(MaMj) + 2Re(MsMj) + 2Re(MyM;3) + 2Re(MsM;)
(5.117)

On met ps = (1 —z1)p1, on trouve

M| = —g%Tr[T“T”]TrM?z’y” P17 1Tr[ o3y m%]m(am)

2Re(MaM;) =28° STHT TV T " |Tr sy

) <_L> ., . (5.119)
(2p3.pa)>\ 2N /) (1 —2z1) p1.ps
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2Re(MsM;) =28° STH{T TV " |Tr oy

1 <C B L) Z% 1 (5.120)
(2ps.pa )2\ 2N ) (1—z1) p1ps
1
2Re(MaMy) = = 28°STr([T"T'| Tr [ ooy "1 Tr vy ami]
1 <_l> z% 1 (5.121)
(2ps.ps)*\ N/ (1—z1) p1.ps
1
2Re(MsMy) =2g°S Tr[T*T*|Tr[ oy 1" |Tr[ vy ai]
1 1 1 (5.122)
e
(2p3.pa)? 2N ) " p1-ps
On somme ces cing contributions, on trouve
1 aa v 1
My =8°S T[T T*| Tr[ oo™ 1y 1Tr[ sy ba) o5
2 (2p3-pa) (5.123)

1 1422
—<Cp +Zl +€CF(1—21)>
Z1 1 —Z1

On fait la méme chose pour les autres contribution,

IM|2, = |Ma|* 4 2Re(M M) + 2Re(M3M3) + 2Re(MyM;) + 2Re(MsM3)
1 1
2865T7[T“T“]T7[/ﬁ257” DY 1 Tr 3y /ﬁwv](

2p3.ps)?
1 2
l (CF 2 +¢eCp(1— Zz))
) 1—2,

(5.124)
avec p5 = (1 — Zz)pz, p5
IM|3 5 = |Ms|* + 2Re(M; M3) + 2Re(MoM3) + 2Re(My M) + 2Re(Ms M)
1 1
286§TY[T”T“]TYM72’Y” 1Y 1 Tr[ pasyu par] (

2p1.p2)?
2 _
P3.Ps (1—2z3)z3 z3

(5.125)
avec ps = 1;—:3P3
IM[3,4 = |My|* + 2Re(M1 Mj) + 2Re(MyMj) + 2Re(MsMj) + 2Re(Ms Mj)
= gf’%Tr[T“T“]Tr[/ﬁz’Y” Py 1 Tr p3vu 4’45%]( 1

2p1.p2)?
1 2 —
p3.Ps (1 —2z4)z4 Z4

(5.126)
1

—Z
avec ps = —=p4
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5.3 Calcul des sections efficaces

Dans la section précédente, on a calculé toutes les amplitudes au carré des
interactions 2 — 2 et 2 — 3, donc on est pres a calculer la section efficace totale.

La section efficace 2 — 2 0272 (

virtuelle + ordre de born) est simple & calculer,
juste on integre I'amplitude au carré ’M2—>2‘2 définie dans (5. 85) dans l'espace de
phase des particules de 1’état final,
1 4 ar
22 p3 P4 n
- 5 s —
=55 | Gyt )

|MPZ2[26 (p3)0™ ()

(5.127)

Concernant la section efficace 2 — 3 ¢2 3

calcul, la méthode de division de I’espace des phase et la méthode de soustraction.

, on va utilisé utiliser deux méthodes de

5.3.1 Meéthode de division de I’espace de phase

Dans cette méthode, I’espace de phase est divisé en des petites parties, contenant
toutes les régions singulieres et une partie non singuliere. Dans la derniere on peut
intégrer numériquement, par contre dans 'autre, il faut effectuer une approximation
colinéaire de I'intégrant, dans ce cas on peut intégrer analytiquement.

2—3

D’apres la section précédente, o s’écrit,

0?3 =28 o278, (5.128)
Ici, 0273 est la partie molle, 022 est la partie colinéaire. On note qu’on a négligé
la partie finie. La conservation de ’énergie impulsion s’écrit

pP1+p2=ps+pstps (5.129)

La partie molle,
La région molle S est définie en terme de I’énergie du gluon Es dans le systeme au

repos de p1 + p2 (c-a-d p1 + po = 6), par 0 < E5 < 65+/5/2, avec,

2 _ 2
2y/(p1+ p2)?

La mesure de ’espace de phase a n dimension pour les trois particules de 1’état

finale est

d"ps3 d"py dps o

(EP); = (277)" (5.131)

Lors de I'intégration dans cette région, les divergences qu’on rencontre sont logarith-
miques. Jusqu'a 'ordre O(Js) de correction on peut mettre pg = 0 dans la fonction

0, alors,
d”p3 d"p4 dnflp5
_ n 1 — e — B e
(EP); o= (277) )T (27t)”*15 (r1+p2—p3 p4)E5(27t)”*1
dps (5.132)

= USP)ZW
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ol (EP); est la mesure de I’espace de phase des particules 3 et 4. Dans le systéme au
repos de p1 + p2, la mesure de I'espace de phase de la particule 5 de la n-impulsion
ps est

d”_lpg, 1 -
= Ei~2dE5 sin 3 (65)d05dQ),, 1
Es(@ryi1 ~ (@ryio1ts  AEssint T (0s)dbsd0 (5.133)
avec,
(n=1) /2
T
Al Ty 5.134
"1 T —1)/2] (5.134)
Apres simplification on trouve que I’élément de matrice dans ’approximation molle,
s’écrit,
2. 4 ~ 12 3 4 plp]
K M Hij(0)—— 5.135
s g];l il Pi~P5Pj'P5 ( )

la section efficace est donc,

1 d"ps  d"py o 1254 (2 5 (42
~ 8"(p1 + p2 — p3 — pa)|M3|?s )
7 | G G (Pt p2 = ps — pl W8 ()5° () -
dnflp5 P( ) .
(2r)"—12E5 \P°
avec,
F(ps) =g2ﬂ4‘”23; 24: Hi(0)—-H (5.137)
S pepspips
Et on utilise I'identité,
dnilPS 1 — 1 2287.L.1+8 F(1+€) 1<AE)2€<sin@>e
2E5 p1p5p]p5 PzP] 1—'(1+2€)€ 2 (5.138)

(1 +€%Liy (czos2 g) )

et on utilise I'approximation que les particules sortantes partent a grand angles avec
énergie de I'ordre de 1/s/2, c’est-a-dire,

o 91] 2]71]7] 91“

20 b _ |
sin® =+~ ——, cos - 1 (5.139)
.1 d"ps d"ps o o I T
7 4p1.p2/ (21 (270”_1‘5 (p1+p2— p3 — pa)|Mp|“6" (p3)0™ (p3)
s (4 T T(1+eT%(1—¢)
4\ Q? r(1-2)
I e o 41 Pi-pj 4AE? -
EEE nio 2 (n((2) (25 o
i=1 j=i+1 j=i+1

1 pi-p; » (4AE? pi-pj AANE?N\ =
(')~ () (" (% >,§1H” )

(5.140)
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5.3.1.1 Partie colinéaire

A la limite ou on a deux partons colinéairs, I’espace de phase se simplifie (I’éner-
gie Es5 et 'angle 6;5 varient entre [E,,;,,Eis] et [0, 8] respectivement) et ’approxima-
tion colinéaire de 1’élément de matrice est valable, voir section précédente. On dis-
tingue deux types de singularités. "Singularités de 1’état initial”, elles apparaissent
si le gluon sera colinéaire avec un parton de 1’état initial. "Singularités de ’état
final”, elles apparaissent si le gluon est colinéaire a un parton de I’état final.

5.3.1.2 Singularités de I’état initial
Cas i = 1 La section efficace est donnée,

anS d"p4 dnflp

5 = 4 (2)n=1 (2m)n-1 (27r)n-1
. 5.141
(27)"5 <p1+pz—ps—p4—p5>|Mré.15+<p%> (5.141)
6T (p3)ot (p3)

on substitue |M]§H1 par sa valeur et on pose pi15 = z1p1, on trouve :

o5 = AP / 4"ps
705 2m)rT ) (2m)n T
L 1+ 22

2 P5 2 -2 1 , - 5.142
Mallsz 515 | i (Cr i +esCr( =) ) (5142
1

E5E;1(1 — cos(615))

(27)"8" (p15s + p2 — p3 — pa)d ™t (p3s)6™ (p3)

avec

Tr[ 2" sy 1 Tr[ pavu pavl
(5.143)

1
Mpl[i. 5 . ST T T o
IMB 1150544 = 8# [ ](2;?1.;?2)2

On integre sur un petit cone autour de pq,

A" ps 5 o, 1+2] 1 _
/(2n)" 12E,S (CF(l )“”CF( )> EsEq(1— cos(f3))

dE 91+28 2 1+¢;,
2€ir Eze” 5/ d615—2— T
915 1 + Slr)

1
m4ﬂ0€5}1

(5.144)

avec

(5.145)

AE = Eqmin
E5 = (1 — Zl)El
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on fait le changement de variable (4.143) et en intégrant sur 6. Apres simplification
on trouve,

AE

1 4\ "1t .
& < T[Au > _/ Ey Zldzl(l—Zl)_l+2€”Z%€”

2t T(1+¢;,) \ 02E2 gir Jo (5.146)
Cr (1 + Z% + El'r(l — Z1)2>
on peut montrer que,
. AE —1+42¢; ! —1+2¢; AE
/0 Y dz3f(z3)(1—23) T2 = /O dz3f(z3)(1—z3) =" — f(1)log Fr
(5.147)

/01 dzsf(z2) (1~ 22)3 "2 = | 1 dZ3(f(23) — f))(1 —zg)

= [ e e (%L

(5.148)

avec ()4 est la distribution plus. Remplagant cette derniere dans la formule de 05,1
et simplifiant, on trouve :

B g 1 [\ 1/1 1423 + ey (L= 21)°
_ K e
0511 U1542—4+3 27T F(l + Sir) (52E%5> &ir Jo 21Cr (1 - Zl)+

1 —
+2/ Z]d21Cp(1 +Z%)<lmg<1721)>
0 +

1-— Z1
3 as T(1—ei)T2(1 + &) (4mp®\ " [Cr,  4AE? 4Q*
0-1+2—>4+527.L. r(l + 2£ir) Q2 €ir 10g< s ) CF 10g< 525 )
4AE?
log( ﬂ

(5.149)

z1 ne peut pas étre nulle, car il n’y a plus d’énergie pour produire de jets. on pose
alors z; > X?
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5.3.1.3 Casi=2

On suit les méme étapes on montre

o a 2 [ dzc
052 01425443 21 1"(1 + 8ir) < ) Eir JO 2nr

62E%; (1—2p)+
1 1 1—
+2/ 22dzyCp(1 +z§)<M>
0 -2z /,

e as T(1—e)T?(1+&ir) (4mp?\ ™[ CF | (4AE2) el (4_Q2)
124455 1 T(1+ 2¢;) Q? Eir & 0852,
4AE?

log(— )}

(5.150)
dans ce cas,
E5 = (1 — Zz)Ez, E15 = E2 — E5. (5.151)
méme chose zp ne peut pas étre égale a zéro.
5.3.1.4 Singularités de 1’état final
Casi=3
on trouve, (5.151)
avec,
E5min = AE (5 152)
E5 = (1 — Z3)E35
Casi=4
méme chose pour ce cas,
B o 1 4o\ 1 /-1 1 1425 + €, (1 —z4)?
4= ~ s — [ = dzC
5 = O12-45435 0 T(T 1 gy ) (521535) en o za T A=z,
1 log(1 — 1 1
+ 2/ z4dz4Cp(1 + 23) <M> + 2/ 24dz4Cp(1 + 23) <M>]
0 1—z4 /. 0 1—2z4
ws T(1— ;) T?(1 +¢;,) (4rru®\ " [Cr 4AE? 4Q?
— — —1 — Crlog(——
T2=4455 0T (1 2¢5) 02 e, 108(— )~ Crlog( 50)
4AE?
log(*-)|

(5.153)
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5.3.2 La méthode de soustraction

La méthode de soustraction consiste a ajouter et soustraire une fonction appro-
priée & I'intégrant. Par exemple, on peut ajouter et supprimer la fonction F(0)/x!T¢

L dx L dx b dx 1
<F>= [ SEF@ - [ TR0+ [ THF0) + FO)
1

_ /0'1 T (Fx) — F(0) + <—%x‘€F(O)

1
o+gP(O)> (5.154)

- [ (k@ - Fo).

Dans cette approche, aucune approximation est considérée. Les parties réelle et
virtuelle modifiées peuvent étre intégrées analytiquement ou numériquement. 6

On traite le probleme dans le cas général, c-a-d, py est I'impulsion qui peut étre
molle ou colinéaire aux autres impulsions (N=>5 dans notre cas). On travaille dans le
repere de centre de masse pi + po = 0. La mesure de I’espace de phase a n dimension
est donnée par,

ddy = (271)"5" (p1 + p2 — % pi) 1 dn_l;l?l dn_lil?N (5.155)
i—3 i<N (27‘()”7 2E1 (27‘()”7 2EN

La formule générale de 'amplitude au carré s’écrit,

IM[* = &2 Hyj(ps) ——~— + G(py) (5.156)
i=1 j=i+1 P PNP] ‘PN

la fonction G est réguliere quand I'impulsion py sera molle ou colinéaire. On ne
va pas considérer cette fonction dans le reste de notre calcul. On définie I’énergie

réduite { = 2En/+/s. L'eq (4.155) devient,

pz P] 1
‘MF gz;qu Z Z Hl] PN = = z 2 N/ (5.157)
E N Ej (1~ pi.pn) (1 - pj-Pn)
avec : F_A;i = pi/|pil-
On défini la mesure de I'espace de phase de la particule N,
dn—l 1 B B o S
<2n)n§’§’EN — (471)”7151 2601247 sin" =3 (O ) dOndQ 1 (PN), (5.158)
et I’angle solide d’un n-vecteur
27"
dQ, (pn) = , 5.159
)= o

6. on peut calculer la partie divergente analytiquement et la partie finie numériquement
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La section efficace différentielle do s’écrit donc,

do =doyn|M[?
1 . -
nfl
nsn P (5.160)
(27)"" (pr + p2 — Zpl g,
N-2 N—-1
1
2 HleplPJ _ __
;;;A it Ej (1= pipn)(1— pj-pn)

On peut montrer que la distribution {~172¢ s’écrit,

—2¢ n
g1 = g_zg(;(g) + 1 25<#>€ + O(sz) (5.161)

Cc

oun0< <1

5.3.2.1 La Partie molle

La partie molle est la partie proportionnelle a ¢, la fonction é nous permet de
prendre la limite molle de toutes les quantités dans la formule (5 159). On écrit,

1 —2¢ .
doy, = (4n)nlsg(s(€)g d€SlTl (GN)dGNdanl(ﬁN)
1
(270)"0" (pr + p2 = sz HW@.& (5.162)
N—-2 N-1
1
2 Hi( prlp] _ _
;];A ! Ej (1= pipn)(1 = pj-pn)

Pour calculer do;, on utilise I'identité :

T -
/ dGNsin”’3(6N)d9NdQn,1(ﬁN) L —— =
0

~ A

(1—pi.pn) (1 — Pj.PN)

oo (ler() oo (3)

(5.163)

avec sin®(6;;/2) = p;.pj/ (2E;E;). On introduit une nouvelle échelle Q2 et on utilise,

F(1—¢) T(1+eI?(1—¢) e
T1-2)  T(1-2) (1 N ?‘gz) (5.164)
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On trouve,

1 as <47‘L"’l/l > T(1+¢e)T?(1—c¢)

dU’S—dCI)N 1= 22 Q2 F(1—2)
N—2 N-1 0; {2
Y. Y H;(0) [1 —s{ln(sm2< 5 >> +In <Q2>}
i=1 j=itl (5.165)

soe{oe(3)) 1 3)-
(o0 (1)) () 15(o(4)) )

On fait 'approximation que les particule sortantes partent & grands angles avec une
énergie de 'ordre de /s/2, c’est a dire,

. l] i ] 1]

et on prend {, = 1, on trouve

4\ T T(1+e)T2(1 —e)
Q? > r(1-2) [

:zNZZ Nzl H;;(0) 1( (piQZ]) +In <4E2 >> Z_: H;;(0) (5.167)

i=1 j=i+1 j=i+1

2 .. 2 —
() + 5w (152) +m(f ) m(*E2) X o }
(2“ Q 5 Q ]ZZH j

C’est exactement le méme résultat qu’on a trouvé par la méthode de division de

d(TS = dCDN 1 <

I’espace de phase.

5.3.2.2 La partie colinéaire

On considere maintenant la quantité,

do — do, = (4;)”_158((5& — 28<lng)>gc>d€5in”3(9N)d9NdQn1(5N)

. L 1171
(271)"6" (p1 + p2 — Zpl Hm
—2 N—1
1
e Z Y Hyl Pl p]
] pN =z = = =
i=1 j=i+1 ( _pi'pN)(l_p]"pN)
(5.168)
On divise la somme telle que, une seule divergence associée a chaque terme,
Pi-Pj ! _
EiEj (1 — pipn) (1 — pj-pn)
(5.169)
pi-pj 1 L 1
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avec El']' =E; + E] et ﬁl] = f)i + f)]
alors, la double somme peut s’écrire,
N—2 N-1

pi-pj 1 _
Z Z EiE]‘ (1 = R =z R -

= A — BB (1— B

1j=it1 pi-pn) (1 — pj-pn) (5170)
N-1 /N-1 _ PlP] 1
Y (Z 6ijHij(pN) = ) =
=\ 3 Ei(Eij — pij-pn) / (1 — pipn)

avec,

- 0 sii=j
0ij = o,
1 sii#j
Substituant dans ’éq (5.170) dans 1’éq (5.168),

—_ _N_l 1 —€ 1 _ M _ N\ 1-e —€
do dcfs—i;@n)nfls <<g)gw 2s< . >gwt>d§(1 y) (14 y)"Sdy

. N dn—lpl
A ngsn _ .
W0 (Pn) )"0 (pr+ p2 = L) L T i,
L NE2N-T o
g1 Y ) SiHi(pN) = =
i=1 j=it1 Eij — pij-PN
(5.171)
On exprime la distribution (1 —y) !¢ en fonction de la distribution &,
W 1-5) 1
T B €k 10 B SR S 5.172
(1-y) : 0-v+a; (5.172)

remplagant cette derniere dans 1éq (5.171), on trouve que la quantité do — dos est
constituée de deux parties, une partie divergente (proportionnelle & J) et une autre
finie. On note la partie divergente par dog, elle représente la contribution colinéaire
de la section efficace.

do — dog = do + dofie (5.173)
Il trés important de distinguer entre la partie singuliere de ’état initial (quand
i = 1,2) et la partie singuliere de 1’état final (quand i = 3,..., N — 1). Dans notre
cas N = 5, on va donner que les résultats de ces contributions, pour la démonstration
voir annexe B.

5.3.2.3 Singularité de I’état initiale

Cas:i=1
do15+2-3+4 _ i‘_; <4g;2>8d®1\1—15(1 - ]/)dyzldzlﬁ
+ 2%) t’;l 51Hy (1 - 21)pi)
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PIN = P1 — PN, pn = (1 —z1)pN, p1 = Z1PIN, (5.175)
2F
Jin = \/1§N, (=0n1—2), (5.176)
Cas:i=2

2 &
dol 5 —ate _ s (4”1_”) ddy_16(1 _y)dyzzdz;_#

a7\ Q2 I'(l—e¢)
1 1 (1—2 ) o(1—0p) 1
(‘;m +2<1“1_7£>+““< G ), O

n N-1 _
_|_2(11_(77;22))—|—> ; (51]H2]((1 — ZZ)pZN)

P2N = P2 — PN, pn = (1 —z2)pan, P2 = Z2PanN, (5.178)
2Eon

_ N — Oon(1—2), 5.179

N s (=0Nn(1—2) ( )

5.3.2.4 Singularité de I’état finale

Cas:i=3

Dans ce cas, le gluon est colinéaire a la particule d’impulsion ps,

Looasia _ G (4mpt\© B 1 B 1 5
do, = 47r< o )dCDN_lcS(l y)dy23d237r(1_8)5(1 z3) s( oy

_ gC—Ze) + ln2<g3N) — lnz(Cc) + (In(Zan) — In(Gc)) ln<%>>

N5 11 (1 —Z3)> (5(1 ) 1
03:H3:(0)| —————+2(1In +1In
; 3j 3]( )< e(1—2z3)+ ( 1-2z3 ), 202 (1—z3)4
11’1(23) ) N=1
+2 H;i((1—z
1-z),/) & 31 Ha; (( 3)PaN)
(5.180)
avec,
P3N = p3 + PN, pn = (1—2z3)p3n, P3 = Z3P3N, (5.181)
2E
Can = % ¢ =10n(1—z), (5.182)
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Cas:i=4
Dans ce cas, le gluon est colinéaire a la particule d’impulsion py,

as [ Amu?\© 1 1
ol 12345 ﬁ< Qé‘ > ddy_16(1 — y)dyZ4dZ4m(S(1 — 24) <—g( e

— C;ZS) —+ IHZ(C4N) — ll’lz(gc) + (ln(C4N) - ln(&)) h,\(%))

Y 5 I 1 (1—24) s(1—6;) 1
04;Hyi (0) | — = +2 ln7> +ln<
1:21 4j 4]( )( € (1—z4)4 < 1—24 N 202 (1_24)+
11’1(24) N-1_
2 ) T By Hy (1 - z)pa
(5.183)
avec,
PaN = Pa T+ PN, pn = (1 —z4)pan, Pa = Zapan, (5.184)
2E
Can = \/%Nf C=0Can(l—z4), (5.185)
Remarque,

On note que, pour trouver les mémes résultats du cas précédent, il faut remplacer
les Hj; par ses valeurs données dans I’annexe B.

Section efficace totale :

La contribution totale est la somme des contributions 2 — 2 et 2 — 3. On
introduit une échelle M? de factorisation et on garde que les poles, la section efficace

colinéaire s’écrit donc,

2—3

as 1 Ay "1 /1 1+22
= — — dz1Cprm—r—
2 T(1 +e;) ( M2 eir [ /X0 “ - Zl)+015+2H4+3
1 1+ 23 1 1+ 23
—|—/dzC72(TB R +/dZC73(7BH
X0 2 F<1 )4 14+25—4+3 0 3 F<1 —Z3)4 14+2—35+4
1 1423 ws T(1 — ;) T?(1+ejy) [(4mu®\ "
d 4 B _ B _S r r
+/0 Z4CF7<1 — Z4)+Ul+2ﬁ°’+45] T142-3+475 - T(1+ 2e;) M2
4Cr <4AE2>
log
Eir S
(5.186)

On somme 022 et (73_)3. Il est clair que la singularité due a la contribution virtuelle
molle se compense avec la singularisée molle de la contribution réelle ( théoréeme de
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Lee-Kinoshita-Nauenberg).

or =07 4 (TZHS
47\ TUT(1 - ) T2(1 4 ) (ACE | 4AE® 6C;
7 [1+E< M? ) (14 2¢;) Eir log( s )+ Eir
(5.187)

On peut montrer que les poles qui restent dans or sont d’origine colinéaire. On verra
par la suite comment ces poles se récompensent avec la contribution colinéaire reelle.

Ajoutant (TZH‘O’ a or et gardant que les podles, on trouve
y & 1 4:7'[‘”2 _eiri
C2nT(1+¢,) \ M2 €ir

1422 " 1423
+ / dzlcl—"ﬁ0185+2—>4+3+ / dzch(lizSUﬂzs_A%
5.188
+/zdzcl+723c73 +/zdzC71+Z4 oB ( )
BAZCE ), 123514 A0 CF ) T1423445

B 4\ T (1 — &;)T2(1 + ;) 6Cr
1“%3*4271 M2 I'(142¢;) Eir

On rappele que dans le calcul précedent, on a considéré que le gluon qui peut étre
mou ou collineaire et on a pris,

(p5s = (1—z1)p;
ps = (1—22)p2
ps — (1— Zs)p3 (5.189)
Z3
11—z
ps = MW
Z4

On introduit les noyaux d’Altarelli-Parisi Py,(z),

Pyy(z) = Cr a2, + 5(5(1 — z)> (5.190)

Substituant cette derniere dans ’éq (4.188),

x 1 4\ 1
:ﬁr(1+€ir)< M2 > {/ dzlpqq(zl)‘715+2—>3+4+/ dZZqu(ZZ)‘71+25—>3+4

1
+ /0 23823 Pgq(23) 07 123544 + /0 z4dz4 P 61»7(24)‘71B+2H3+45} +terme fini
(5.191)

Donc, la section efficace souffre des divergences colinéaires. Dans la section sui-
vante, on va voir comment ces divergences disparaissent.
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5.4 Suppression des divergences colinéaires

On a vu dans la section précédente, que les divergences molles disparaissent si on
combine les contributions 2 — 2 et 2 — 3 apres 'intégration dans I’espace de phase.
Il reste que des singularités d’origine colinéaire. D’apres le théoreme de factorisation
ces divergences se factorisent dans les fonctions de structure et de fragmentation a
des grandes échelles.

5.4.1 Singularité de 1’état initial

Cette singularité est due quand le gluon est colinéaire aux partons (quark, anti-
quark) de I’état initial. A une échelle de masse arbitraire M2, la contribution coli-
néaire est donnée par,

it = K1 (4me) 1 [ darPyy () v [ e
S 2nT(1+g,) \ M2 e | Jo PFFa\ #0152 sa F f A2

qu<22>‘71B+25—>3+4 ,

(5.192)

On considere que le quark g; et I anti-quark §; sont produits lors de la désintégra-
tion de deux hadrons Hy, Hp respectivement. On note par F[f Y(x1) (F;jlz(xz)) ces
densitées partoniques du quark g de saveur i dans le hadron H; (densité partonique
de l'anti-quark g de saveur j dans le hadron H»), ol x1, (x2) est la fraction longitu-
dinale de I'impulsion du hadron H; (Hj) portée par le quark (antiquark) . D’apres
le modeles naif des partons, la section efficace hadronique s’écrit,

A /01 Pfl(xl)lffz(xz){&(xl,xz) - ;—;Ki””(s, u,t)}, (5.193)
ol, (xq,x2) est la section efficace partonique & I'ordre de Born calculée en fonction
des fractions x1, X2, avec : x1P; = p1, x2P» = pa, (P1, P> sont les impulsions des
hadrons).

K(s,u, t)i”it est la correction 2 — 2 et 2 — 3 a l'ordre ch donnée en négligeant les
parties finies. Il faut mieux écrire I’éq (5. 191) sous la forme,

init 1 4\ 1 (0 -

K" (s, u,t) = T te) \ M2 o /0 dz1Pyy(z1)0(21x1, x2)
i i

(5.194)

1
+/0 dzquq(zz)&(zle,xz)},

0 (z2x1,x2), 7(z2x1, X2) sont définies dans la section 2, elles sont calculées en fontion
des fraction x1, xp. On pose,

) 1 4o\ 1
qu<zllM ) = r(1 +€ir) M2 ET,PW(Zl)' (5.195)

1 A\ 1
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Substituant les égs (5.193), (5.194) et (4.195) dans (5.192),
Hy, H. ! H; H, ws 1 2
o Ha :/0 F, (x1)F]T (x2) Uif(xl’xz)—i_ﬂ/o dz1Hqq(z1, M?)0ij(z1x1, x2)

“ 1
+ﬁ/0 dzquq(zz,Mz)aij(zle,xz)},
(5.197)

On utilise une astuce de calcul semblable a celle qu’on fait dans la renormalisation.
Pour factoriser la formule 1 + a;A 4+ agB pour qu’elle reste a 'ordre ag, on écrit,

1+asA+asB=(1+a;A)(1+asB), (5.198)
Si on remplace 1 par la fonction J, la factorisation exige la convolution suivante,

(1-2) 40,00 + 0B = [ a0 ) 4 nAWHI /) +xBGxry) |

(5.199)

Utilisant cette derniere, o112 gécrit,

1 1
0 X1 21 27-[
1 Hz x2 lXS 2 ~
/xz F; o 0(1—2zp) + quq(zz,M ) ) | ij(x1, x2),

(5.200)
on pose
® 1 4\ 1
Flin) — 51— ) 5% ~ P (2), 5.201
g (z) =0(1-2z) 27TT(1+€ir)< M2 ) e 7(2) ( )
alors
Hy,H ! Yok (X1 2
o 7—:/0 dx1dX2 / Fi Z_ Fq(zl/M>
X ~
(&)
X2 2
on défini
Hyo xp2 Yo (X o, g2
F'(x, M) = /Fi ~ ) Ei(z M) (5:203)
X 1

Hy,

Finalement, la section efficace hadronique o112 g’écrit sous la forme factorisée,

1
aHl'sz/ dxldsziHl<X1,MZ)F]-H2<X2,Mz)ﬁ'ij<X1,XZ), (5'204)
0

avec :
- FqH !(x1, M?) est la fonction de structure dépendante de I’échelle M2, elle donne la
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probabilité qu'un nombre de parton évaluée & une échelle M2.

HY . . .
- F 1(;—;) est le nombre "nu” (non mesurable) qui compense les infinies de Hy,

- M?: est une échelle de factorisation analogue a celle u2dans la renormalisation.
Par analogie au groupe de renormalisation, on définit le schéma de factorisation

par,

aFHl(x MZ) M (MZ) 1 4y . §
d ’ =2 — Hy [ 2 2 H [~ 2
9log (%) 27 / - {qu(z)ﬁ, (Z,M ) + Pre(2) Fy <z'M )]

E)F;{l(x,MZ) “s(MZ) Ldz H{X o H(X )02
alog(]\[f—zz) - 2m /x?[PgEI(Z)Fq (;M)—l—qu(z)Fg <E'M>]

(5.205)

ol les fonctions de Altarelli-Parisi Pj; sont definies dans la section 2.

La formule (5.203) montre bien la séparation entre la physique a longue et a
courte distance et montre que la factorisation donnée par le modele des partons
reste valable si on considere les corrections de QCD.

5.4.2 Singularités de 1’état finale

La partie divergente de la section efficace dans ce cas est donnée par,

al s 1 4rep®\ [ ! B !
rmt = Er(usﬁ)( M) e, /0 ZadzsF ‘”(‘23)‘7”2*35*“/0 “dzs

r
Pyy(zy)o? ]
a9 1423445
(5.206)

Pour traiter ces divergences, on destingue deux cas,

5.4.2.1 Etats finals identifiés

a) ldentification d'un hadron,
On considere la partie due au cas ou le gluon est colinéaire au parton 3, la contri-
bution singuliere associée est donnée par,

. 2\ “Eir 1
final 1 47ty 1 B
’CSHS _1—'(1 + 81';/) < M2 a 0 Z3dZ3qu(Z3)U’1+2H35+4 (5207)
On considere que le parton 3 se fragmente en un hadron H3. Comme on a déja vu
dans les sections précédentes, cela nécessite d’introduire une fonction de fragmen-
tation, on la note par D;,? (x3), qui donne la densité de probabilité pour trouver un
hadron Hj3 portant une fraction x3 de I'impulsion du quark g de saveur k. On écrit
alors,

1 R & nal
o = [ g ot + 22kl (5.208
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oH3 est la section efficace hadronique ou le hadron Hj est identifié, ¢’est comme si
on considere le processus 1+2 — Hz +4+5. 0(x3) est la section efficace calculée
a 'ordre NLO quand le gluon est colinéaire au parton 3, donc dans (5.206). Le %
doit étre factorisé est absorbé dans la fonction nue de fragmentation. Pour ce la on
introduit une échelle de masse et on définit la fonction de fragmentation dépendante

de I’échelle (dans le schema MS) par,

® 1 4\ 1 ldz
D5£3(X3,M2) = DH3(JC3)+ 2 ( H ) _/z —3D5_£3(X3/23)P,M(Z3)

Ef(l + Eir) M? Eir Jzz Z3
(5.209)
Remplacant 1'éq (5.208) dans I’éq (5.207)
1
ot = /0 DB (x5, M?)0r(x3) (5.210)

d’ol’'t1 la factorisation. On fait la méme chose si le parton 4 se couverte en un hadron

Hy.

b) les deux hadrons sont identifiées,
Dans ce cas, le quark gj et 'anti-quarak §; se fragmentent en deux hadrons Hs, Hy
respectivement. On suit les mémes étapes que dans le cas des singularités de ’état
initial, on peut écrire.

1
ottt = [ dsdxy DI (vg, MO (3, M)y (3, 30), (5:211)
0

o, DlH 3(x3, M?), Df *(x4, M?), sont les fonctions de fragmentation dépendantes de
I’échelle, elles suivent I’équation d’évolution d’Altarelli-Parisi définie dans la section
2. 0y (x3,x4) est la section efficace de Born calculée & I'échelle M?, elle est donnée
en fonction des fractions x3 et x4, avec P3 = x3p3 et Py = xaps (Ps et P53 sont les
impulsions des haadrons Hs, Hy respectivement ).

5.4.2.2 Etats finals indiscernables

On considere le cas ol on somme sur les états finals dégénérés, par exemple dans
la section efficace du jet. On regarde le cas ou le parton 3 est colinéaire au parton 5,
on rappelle que ces deux partons sont pris sans masse. Dans le calcul précedent, on
a désigné le parton 3 comme un quark et le parton 5 comme un gluon, on a trouvé
que la section efficace est donnée par,

s 1 4rop?\ 1 1 5
20 T(1+ey) \ M2 e /0 200023 P4g (23) 0042354 (5.212)
r r

. Si on note le parton 3 comme un gluon et le parton 5 comme un quark (on note
qu’on ne peut pas faire ce notation pour les quarks de I’état initial, car ces partons
ne peuvent pas étre mous). On trouve,

o 1 4\ "1 1
Ufinal = ﬁrﬂ#‘«%)( M2 ) ;/0 2323 Pgq(23) 07423544 (5.213)
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On peut déduire cette derniere du (4.209) sans refaire le calcul, il suffit, juste de
changer z3 en 1 — z3 et utiliser le fait que,

/1p (z):/lp (1-2)=0 (5.214)
0 q9 0 89 :

La section efficace totale divergente (du jet) est la somme de ces deux contributions
(on somme somme sur tous les états dégénérés). On écrit, alors

) 2N\ “Eir 1
14+2—jet+4 K 1 4y 1 B
o et () o L e (e + P ) o

1
+/o 24024 (PW(Z4) + qu(z4)> ‘7{3+2ﬂ3+45}

=0
(5.215)

Car,

/01 zdz (qu(z) + qu(z)> =0 (5.216)

Donc, notre section efficace est libre de divergences infrarouges. Les divergences sont
disparaissent quand on somme sur tous les états dégénérées, d’apres le théoreme de
Lee-Kinoshita-Neaunberg.

5.5 Production des jets et hadrons dans les réactions
inclusives

5.5.1 Production inclusive d’un hadron

Considérant le processus
Hl(Pl) + H2<P2) — H3(P3) + X (5.217)

représentée dans la Fig. 19,

Hl:u

pi s
ok H
ij 3
p] Pk
H X2

Fig. 19 : Production inclusive d'un hadron
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En QCD, la section efficace inclusive pour la production d’un hadron H3 a grand

Pr, s’écrit
Ej / dx1/ dxz/ D 3( yz){pg]i} —x P
d3P; y d3P; 5;:2 P,
p3=P3/x3
XF{ 1 (1, 1) F2 (32, %)
(5.218)

La somme sur i, j, k est sur toutes les especes des partons. La section efficace par-
tonique (& courte distance) & est évaluée en fonction des fractions x1, xp et x3, elle
est calculable comme une séries perturbative en terme de la constante de couplage
mobile as(u?). F et D sont les fonctions de distribution et de fragmentation. On a
vu que ces fonctions ne sont pas calculable dans la théorie perturbative, elles doivent
étre déterminée expérimentalement. Leur dépendance de I’échelle pu est donnée par
les équations d’évolution,

d
K gk o) = / dzdyPj (y, 1) 7' (y, 12)8(x — y2)

2 (2)
27
‘. 52 (5.219)
Dl ) =73k 2 | dzayP (v, 12)Df! (4, 5o x ~ y2)

ou Pf’T sont les noyaux d’AP, leur développement perturbative jusqu’au premier
ordre est donné dans la section. 1[56].

La quantité d’intérét particulier, dans notre travail, est la section efficace & courte
distance 0. Pour calculer 0, on a besoin de calculer la section efficace totale inclu-
sive 01273+ X A Tordre a3, la section efficace ¢'7273¥X a deux contributions : la
premiere vient de la correction radiative 2 — 2 (calculer dans la section 2) et la

142234X gt calculée de

deuxieme vient de la contribution 2 — 3 (voir section 2). o
ces résultats, en ajoutant les facteurs appropriés dans I’espace de phase a n dimen-

sion, et intégrant sur les dégrées de liberté non-oservables, voir section 3.

Quand on combine les contributions des processus 2 — 2 et 2 — 3 les divergences
molles disparaissent. Mais, le théoreme de factorisation [9][10] nous assure que toutes
les singularités qui restent doivent étre factorisves en fonction indépendante du
processus en question associée aux pattes partonique sortantes et entrantes. On les
note par I'. Donc, pour la section efficace partonique inclusive & n dimensions on
écrit,

an— 1 k Ar—1p k
den 1 1] Z/ dzl/ dzz/ 2 kk Z3, ){p3dn 1p]}

xl"]?j(z;_, s)l"g(zl, €)

pr=z1p1
pa=z2p2 (5.220)

P3=ps/z3
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ou la section efficace & est calculée en fonction des fractions z1, zo et z3. Les I sont

donne par,
ng(z, €) = Fg;) (z,€) + ;—;qu(z) + O(as),
TS, (z,€) = Tl (z,€) + ;—;fgq(z) + O(ay), (5.221)
F;q(z, €) = Fg;) (z,€) + ;—;dqq(z) + O(as),
avec
Il(z,€) = 5;6(1 —2) — 22 Py(2) <% +In(47r) — 7,5) (5.222)

Si on substitue (5.222) dans (5.220) et on considere que des quarks dans ’état
initial, on trouve la méme structure de divergences donnée par la formule (5.188)
(en ignorant la contribution du parton 4).

On introduit une échelle de masse arbitraire et on défini les fonction de distribution
et de fragmentation dépendante de 1’échelle,

1 1
Fih (2, M?) = Z/o dy1/0 dz16(z1y1 — x1)T5(z1,€) F (1) (5.223)
Hj 2 1 1 S H
Fea, M) = 1 [Cdva [ dzad(ane — )z 0 F 02 (sa2y)
j
Hs 2 ! 1 T Hs
D (x3, M*) =) /0 dys /0 dz30(z3ys — x3)T (23, €) 7 ° (y3) (5.225)
i

Alors, la section efficace hadronique s’écrit,
p1=x1P
pa=x1P (5.226)

BoH 1 1 Vdxs g d3ok

Ejy——— = / d / d / 220 pis ,MZ 0 ]

"d3p; Z;( o T Jo 2y 2 Tk (xa, M) P3p;
p3=P3/x3

X]'—iHl (xl, Mz)f}Hz (XZ, Mz)

5.5.2 Production inclusive de deux hadrons

Dans cette section on discute les implications du théoréme de factorisation dans
la collision inclusive a deux-hadrons au-dela du logarithme dominant. L’interaction
est donne par,

Hi+Hy, - H3+ H;+ X (5.227)

On définit la section efficace hadronique factorisée & 1’échelle M2,

1
_ H 2y H. 2\ A
oy —/0 dxldxzdxgdx4.7-'qi1(x1,M )]:qu(xz,M )U%.H—,ﬁqkwﬁx (5.228)

H,
D, (x3, M*) Dy (x4, M?)
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Cette quantité est libre de divergences colinéaires. Si on remplace les fonctions
de structure et de fragmentation dépendante de I’échelles M? par leurs valeurs
données dans la section. 1, dans ’éq (5.228), et on développe cette derniére, on
trouve, exactement, la méme structure de divergence qu’on trouvée dans la section
3, formule (5.222). Donc, les divergences colinéaires sont absorbées par les fonctions
de structure et de fragmentation & 1’échelle M?.

5.5.3 Production inclusive d’un jet

Un jet est un ensemble de hadrons, de nombres quantiques quelconques, qui
déposent leur énergie dans une région précise du calorimetre. Ce jet possede une
certaine taille, la région du calorimetre ou I’énergie a été déposé n’est pas ponctuelle.
1l existe différentes fagcons d’associer les composante des quadri-vecteurs des hadrons
formant le jet pour construire son énergie et son impulsion. Et il est clair que la
section efficace expérimentale varie avec la taille et définition du jet [55].

La section efficace de la production inclusive du jet [12]

Hy +Hy — jet + X (5.229)

est donné par

d3 U-Iet

_ 1 ! ! H, 2\ Hs 2\ 0(i+] — jet + X)
E]dd?’—Pjet = H_Sg/o dX1/O dxzf;- (.X'l,M )f} <xz,M )

dp3

5(1 —23)

(5.230)
Ou, on remplacée P53 par Pj; dans la formule de la section efficace inclusive a un
hadron (5.226) et Y DES(x3) par 6(1 — x3).
D’apres I’étude qu’on a fait dans les sections précédentes, cette formule est libre
de singularités colinéaires. Les singularités de I’état initial sont factorisées dans les
fonction F; et F; a I'échelle M?. Et les singularités de 1’états final disparaissent
qu’on somme sur tous les états dégénérés dans I'état final d’apres le théoreme de
Lee-Kinoshita.Neaunberg.
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Dans ce chapitre, on va développer une méthode d’approximation infrarouge
basée sur les singularités de Landau. Cette méthode nous permet de calculer la
partie infrarouge (molle et colinéaire) d’une amplitude de transition a une boucle,
de nombre de particules arbitraire dans I’état finale (les interactions 2 — N). On
va montrer que cette méthode marche en QED, QCD et dans la théorie scalaire.

6.1 Singularités de Landau

Est-ce que les divergences colinéaires et molles qu’on a discutées dans les cha-
pitres précédents sont les seules sources de divergence dans la limite de masse nulle ?
Une approche pour répondre a cette question est d’analyser les amplitudes de Feyn-
man comme des fonctions complexes d’impulsion et de masse [60],[61]. On a déja
vu dans la section 3.2.3, qu’'une telle intégrale de Feynman dans un espace euclidien
(des impulsions euclidiennes) avec masse non nulle est analytique. On a vu aussi,
dans les chapitres .4, 5 que toute impulsion on-shell peut émettre des particules
d’impulsion nulle (photon soft et gluon soft), et toute ligne on-shell non-massive
(quark) peut émettre plusieurs particules non-massives colinéaires (gluon) [62].
Définissant I’amplitude de Feynman,

H/ do;d( Zucl—l /d”kD(ucl,k ps) NF(a;,k, ps) (6.1)

linesi

avec,

D(a;, k, ps) Zuc] (ps, k) — mjz] 4+ ie (6.2)
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On note que le numérateur F n’affecte pas notre analyse. l;(ps, k) est une fonc-
tion en k, la 4-impulsion tournante dans la boucle et ps les impulsions externes.
elle est linéaire en k. Notre but est de trouver toutes les singularités de 'intégrale
G(ps) en fonction des impulsions ps. Ces singularités doivent apparaitre quand
D(a;, ky, ps) = 0. Si D n’a pas de zéro, alors l'intégrale G est une fonction analy-
tique en ps. A cause de la rotation de Wick, aucun pole n’existe dans ’axe réel
lors de l'intégration sur k et a, par contre dans le cas sans rotation de Wick (avec
des énergies réelles) des poles peuvent exister dans I’axe réel et rendent D = 0.
Donc, le fait que D = 0, ¢a n’implique pas que l'intégrale G(ps) doit étre singuliere.
Pour mieux comprendre 'analyticité de cette intégrale, il faut mieux étudier cette
intégrale dans le plan complexe (k,«).

Considérant le pole P(z), z = (k,&) dans I'espace (k,a). L’intégrale sur k et a est
définie sur un contour d’intégration. Si P(Z) est un pole isolé, d’apres le théoreme
de Cauchy on peut toujours déformer le contour de manieére a éviter ce pole, alors
G dans ce cas reste analytique. Dans les cas ot on ne peut pas éviter les poles par la
déformation du contour , dans ce cas, notre intégrale G est singuliere, par exemple :
- Si le pole correspond a une extrémité de I'intégrale, dans ce cas, on ne peut pas
éviter le pole. Cette singularité s’appelle ” singularité de point-final” (end-point sin-
gularity).

- Si deux poles Pi(z1), Pj(z2) ou plus se regroupent dans un point Pj(zo) = P;(zo)
(sont d’'un coté et de l'autre du contour), dans ce cas aussi, on ne peut pas éviter
le pole par la déformation du contour (ces deux poles pincent le contour). Cette
singularité s’appelle ” singularité de pincement” .

Laundau a donné des conditions générales pour déterminer ces singularités[63].
Ces conditions sont nécessaires et suffisantes dans le sens mathématique mais dans
le sens physique, elles sont seulement nécessaires !.

Une singularité est un point de I'espace de phase ou l'intégrant dans la formule (6.1)

n’est pas analytique. Les condition de Landau sont données par,

et (6.3)

1. les conditions de Landau sont nécessaires seulement, car les poles trouvés par ces conditions
ne sont pas forcément dans la région physique, ou ils existent seulement quand certains parametres
de Feynman a; < 0. En plus le numérateur peut compenser ces poles.
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On peut écrire ces conditions sous une autre forme [63]
Vie [1,..N],a; =0,0u 1?(ps, k) = m?
et
N
gl = — Z airt =0
i=1

ou It = gt +rl'.
Si on travaille dans l'espace des parametres de Feynman (c-a-d, apreés intégration
sur la 4-impulsion qui tourne dans la boucle), notre intégrale s’écrit :

1 N ;
G= C/ [ [daiNum(o, a1, s, ..., ay)(R?)"N*2 (6.5)
07

et les conditions de Landau deviennent,

N = 0
Vi e [1,...N] 9R2 (6.6)
ou =0
aﬂcl‘

Maintenant on fait le lien entre singularités de Landau et les divergences infrarouges.
Les singularités molles sont des singularités apparaissant & la limite nulle de 'im-
pulsion d’un propagateur dans une boucle. Si le propagateur 1 dans la boucle Fig.
5 (chapitre. 3) est le propagateur mou, ceci correspond aux conditions de Landau
Vi # 1,a; = 0. On écrit alors,
N~ O(].)
ay,an =~ O(9) (6.7)
n3,..., N_1 ~ O((SZ)
avec 0 < 1 un parametre caractérisant les valeurs des «;.
Les singularités colinéaires apparaissent lorsque I'impulsion de deux propagateurs
adjacents a une particule externe devient proportionnelle a I'impulsion de cette

particule. Elles correspondent aux conditions de Landau Vi # 1,N;a; = 0, on
introduit le parametre J et on écrit,

, ~ 0O(1
a, o ~ O(1) ) (6.8)
Ky, .o, kN1 O((S )

6.2 Introduction a la méthode

Considérant le diagramme de Feynman a N points représenté dans la Fig. 5
Chapitre. 2. Dans le cas général et apres parametrisation de Feynman et intégration
sur I'impulsion tournant dans la boucle on écrit,

; n 1N N "
= Gy D TN =) [T w60 = L Flawp) (RN (69
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avec,
R* =Y wia;C;j (6.10)
i<j
et
Ci = —l(pis1+pisat..+ p,‘)2 +iA] (6.11)
Cj = —(Gj+id) (6.12)
Cj = (ri—r)*—mi—m.

Le numérateur F(a;, p;) dans (6.9) est un polynome en parametre de Feynman, il
n’affecte pas notre analyse.

Le but de cette méthode est de calculer la partie divergente dans l'infrarouge de
Pamplitude ( parties molles et colinéaires). Dans cette méthode on divise ampli-
tude & N points en N secteurs mous et N secteurs colinéaires. Chaque secteur est
défini par une telle fixation des parametre de Feynman. L’intérét de cette méthode
est qu’elle simplifie les calculs et nous donne une formule de récurrence de la partie
divergente.

On note ces secteurs mous par S, ..., Sy (contenant des divergences molles) et coli-
néaire par Cy,...,Cy (contenant des divergences colinéaires).

Le secteur Sq est défini par la fixation suivante :

N~ O(].)
az, a3 ~ O(6) (6.14)
K3, 04, ..) AN_1 R 0(52)

Cette approximation garantit que si on integre sur les parametres de Feynman dans
la formule de (6.7), on trouve que des divergences molles. On peut montrer que
cette fixation garantit que 'impulsion de la particule virtuelle tend vers zéro, c’est
Porigine de divergence infrarouge, et elle correspond également aux conditions de
Landau (6.5). Méme chose pour la région colinéaire Cq, on fait 'approximation

{ ap,an ~ O(1)

6.15
N, X3, ..., AN_1 =~ O((Sz) ( )

Ce qui garantit que deux pattes externes adjacentes a une ligne externe sont pa-
ralleles avec cette ligne. Si on calcule n’importe quelle amplitude par cette ap-
proximation, on trouve que des divergences de type colinéaire. Cette approximation
correspond aux conditions de Landau (6.6).

Concernant les autres secteur S; et C;, on les trouve par permutation cyclique.
Exemple, (justification de la fixation) On considére une fonction a quatre
points (on prend N = 4). A chaque vertex, on a :

~

Vitrg—ri+p1= 0,
Voirm—rn+p= 0,
2:n—nTp (6.16)
Vzirp—r3+p3= 0,
Vairs—ra+ps= 0
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les r; ne sont pas fixées par la conservation d’impulsion. On a plusieurs choix pour
les fixer, par exemple (On utilise le formalisme de Bjorken [17]),

24: niri = 0. (6.17)
i=1
résolvant le systeme,
= wa1p2 —az(p2 +p3) +agpr,
rp = wa1p2 —a3p2 +as(ps + pa), (6.18)
3= a1(p2+p3) +a2p3 —azps,
rg = —a1p1 +a2(ps + pa) +asps,

Si on prend a1 = 0 et ap = 0, on trouve :

r= —a3(p2+p3) +aspr,
ro = —azpa+ag(p3 + pa), (6.19)
r3 = —X3P4,
Ty = &3p4,

Il est clair que r3 et r4 sont colinéaire a p4 par cette fixation, ce qui correspond au
secteur colinéaire 4.

6.3 Applications

6.3.1 La Théorie scalaire

Dans ce cas, on prend F(a;, p;) = 1, alors :

T NN =2 '1Nd‘51 3 R%)~N+z 6.20
b= Gz TN =) [T a1 = L an () (620

et on considere le cas ou toutes les pattes externes on-shell.

6.3.1.1 Région molle

Dans la region Sy définie dans (6.14), R? s’écrit approximativement

N-1
R? ~ Z Dé]Dé]'Ci]' + DézDéNCZN, (6.21)
=3

alors

N - (q)Np(N— E)/15104 5(1— ay)
SUT (4mr)n=2 27 Jo 1 1

N-1 ) (6.22)

N
XHlel' ( Z Dqujclj + o nCon
j=3 =3
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Une simple intégration donne,

I's, = (470)n— oA /1042 [T-1N—-2(i—N+n/2)
1 N-1 /2-2 (6.23)
X—— == P(lxz) + (—1) n ((XzCZN)n - ],
Hjligl C1;Con {
avec,
N—1 i ) n/2-2 N—1 i n/2-2
F(az) = <Z Cyj +062C2N> - <Z C1j>
j=3 j=3
N—_1 n/2-2 N_1 n/2-2
_ Z [( Z C_lj‘i‘IXZCZN) — ( Z C_1]> :|
j=3T#i j=3T#i
N-1 N-1 N-1 n/2-2 N-1 n/2-2 (6.24)
+ Z Z |:< Z C1j+062C2N> — < Z C1j> :|
i=3 k=i+1L \j=3]#ik j=3] ik
+ ...
N-1p .
+ (—1)N_2 Z |:(C11' + leCZN)n/z_z]
i=3

Cette fonction ne génere aucune divergence, elle est d’ordre € et réguliere quand
ay — 0 et elle donne une contribution finie qu’il s’écrit sous la forme,

1 lez A +062B
/0 i (T) (6.25)

Intégrant sur le I'autre partie, on trouve,

Nal(l+e) (Cn) ©
& G l_[]-l\ggl Cyj

(6.26)

C’est la contribution du secteur S1. Comme on a déja dit les autres secteurs, on
peut les obtenir par permutation cyclique. En générale un secteur i est donnée par,

: = —€
N = ! <_1)N—1F(1 ;Lg) — .(C1+1N+z—l) — (6.27)
€ CigiNit Hj:S/N - 1Cz;+z—1

Donc, le secteur infrarouge total est

' r(1 N C o
TN — L (— 1N1 +€ Z (CryiNtie 1)

= (6.28)

:1 1+iN+i— 11_[] 3 1]+1 1
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6.3.1.2 Région colinéaire
Dans le secteur colinéaire C; définie dans (6.15), R? gécrit approximativement,
N-2 _ B B _
~ ) #(a1C; + anCin) + a2anCon + man—1Cin-1, (6.29)
j=3
Substituant dans (6.9),

i _ n, (1
Fgl :W<_1) NF(N_E)/O doqand(l—ag —ay)

N—-1N- —2 —N-+n/2

/ H do; ( Z j Oclcl] + DCNC]N) + apanCon + aqan-_1Cin— 1) ,
j_

(6.30)

apres intégration sur les a;, avec i = 2,...N, on trouve,

1
[TN7%(i— N+n/2)

I L —1)—Nr(N—f)/ld
& =G 2) Jp

1
1)a1ConCin— 11_[] 3 ((chl] (1_"‘1)CJ'N)

(6.31)

+(—1)N73 [ Z (061C1j +(1- Oél)C]-N)”/Z*Z

+((X1C1N71)”/272 + ((1 _ ‘Xl)CZN)n/ZZ] }

On peut démonter que,

1
(1—aq)y H]-Iigz(mclj + (1= a1)Cjn)
1 i n 1 1
HN 20y H]-I\LEZ Cy; (1ay) (6.32)
= (G — G 1
N2 CyCin T2 (CyCin — CinCag) 11 Gy + (1 — )

]N)
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Le numerateur dans (6.26), peut s’écrire,
(0q A+ (1 —aq)B)~+ F(aq), (6.33)

ou la fonction F est d’ordre ¢, elle s’annule lorsque le dénominateur tend vers zéro.
On peut écrire la partie finie générée par F sous la la forme.

/1 In[(Cay + D(1 — a1))(B — A)/(CB — AD)]
0 (Auy + B(1—a7))

(6.34)

ou les A, B, C, D sont des fonctions en Cij. Alors F ne contribue pas dans la partie
singuliere de notre intégrale. Donc, (6.31) approximativement s’écrit,

ryN = ;'(—1)—1“ If:f(N— i—24+¢e)(1+¢) ()™= !
G (4m)n-2 k] TTIN3(N —i—2+¢e)e ConCina
1 (_1)N—4 _ ( 1)1\]_4 B
docl { f(lx])ilig((:]]\]fl)ig + 7(1 — (Xl)flfg(czN)fg
R s e
N-2 G O )N-3 i )
— (=N (G ]N)- ——— (G + (1 — ‘Xl)CjN)lg},
= Gy Cin TTY 317&,( 1iCin — CinCui)
(6.35)
dot,
N — i (_1)N71r(1+5) (Con)~* (Cin-1)"°
G (4m)re e G H}i}l Cyj ClN—1l_[]-I\S_2 Cin (6.36)
- _ 6.36
N-2 C:i — Ciny)N—4 _ _
- Y === S Nsz) === | (C)) = (Cn) |-
=3 ConCin—1CCin T 55 (CrjCinv — CinCai)
6.3.1.3 Contribution totale
Iy, = YT -YTs (6.37)
i j

Par une simple remarque, on voit qu’on a un double comptage dans les fixations
précédentes, pour cela on a soustrait I's;.

6.3.2 QED

La différence entre QED et le cas scalaire et qu’on a besoin de calculer des
intégrale avec numérateur. Considérant le processus suivant,

e et — yy..y (6.38)

Les diagrammes de Feynman qu’on rencontre ’ors de la correction a une boucle
sont représenter dans la Fig. 20.
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P — qN

B AV YAVAV VR I N;

PN-1

P4
p3

—>—VVVW\

; jl NVVVVV
N-1 Y N-1 Y N-1
Z,:s q1 =+ qi —1—21#[:3

1=3

— <Yy S —<—< dw

<
Yy

RIS (0
Fig. 20 : Correction a une boucle : Emission de N — 2 photons

On note qu’on a pas considéré les contributions des fonctions a deux points, qu’elles
sont simples a calculer. Les seules fonctions a 2 point qui contribuent dans la partie
infrarouge sont celles avec une patte sur couche de masse (si on renormalise dans le
schéma MS par exemple).

6.3.2.1 La contribution I'”

On considere le diagramme (a) dans la Fig. 20. L’amplitude de transition est
donné par,

[~ /*"" dqﬁ(}?z)’r” A2 £3 43 i fa fs.. AN /éN'qu(pl)), (6.39)

593939595

Apres parametrisation de Feynman et le changement de variable g = — Zf\il w;t;,
le numérateur s’écrit sous la forme

Num(l,a,A) = Ni:lfn(zx,A)l”, (6.40)
n=0

fn sont des fonctions ne dépendent pas du variable d’intégration, elles dependent
des parametres de Feynman «; et les Ajj, avec,

Aij = qi — g (6.41)

et
=1 (6.42)

11 est clair les parties avec la puissance n = 2m + 1 de I s’annulent lors de 'intégra-
tion sur [, voir Chapitre, 3. Pour les parties ot n = 2m # 0 ne sont pas nulles, mais
elles ne génerent pas des divergences infrarouges, car on peut les considérer comme
des intégrale évaluer dans un espace de dimension plus de 4 2. Donc, il reste que la

2. par exemple fd4llz£2R2 = fdélﬁ
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partie correspondante & (n = 0), c’est la partie intéressante qui peut générer des
divergences infrarouge elle est définie par

N
fola,A) =) ... Z Wiyt TA(P2)Y" ANiy AN AN-1iy y EN—1- Dsiy £3 Ao
12:1

lNl

uu(p1)
(6.43)

Dans notre travail, on s’intéresse qu’aux les parties divergentes, on la note par I'}; ,
alors

[(— i , - . —N+2—¢
b = G2 1)NI(N =2+ ¢) Z /qdalé(l—gle)(Rz) N+2

12 ZNl

Ryl L A(P2)Y" ANiy AN AN-1iy_, EN—1- Daiy £3 Do
H”(Pl)

(6.44)

R? est le méme que dans le cas scalaire (car toutes les pattes de la boucle sont
on-shell).

- o~ A - T
a 00 Cs Cu G5 .. CGina 0 oy
a 0 0 Cu Cs .. Gna G a
1%} 0 0 C35 C3N,1 C3N 3
1
R* = —5 (6.45)
&N-1 - 0 AN-1
aN Cn-iv O aN

- Parties molles,

On fait la méme chose comme dans le cas scalaire, on fixe les parametres de Feynman
pour le premier secteur infrarouge, voir éq (6.14). R? est donné dans 1’éq (6.21), on
trouve que ce secteur égale au secteur S1 du cas scalaire multiplié fois le numérateurs
(6.38), avec les i; = 1. On note aussi que les secteur S,...Sy sont nuls a cause des

Aj; = 0 dans leurs numérateurs. Donc le secteur infrarouge total dans ce cas s’écrit,
I,g] _ l (_1)N—11—‘(1 +€) <(_:2N)_8
(47)>¢ & G l_[jli_gl Cyj (6.46)

a(p2)v" ANt AN AN-11 N-1. D31 £3 Anvuu(pr)

Ce secteur est proportionnelle & I'ordre de Born.

- Parties Colinéaires,

Pour calculer le secteur colinéaire Cq, on prend l'approximation (6.14) pour les
parametres de Feynman et (6.29) pour R%. Le numérateur dans la formule (6.43),



6.3. Applications 107

il reste que les termes proportionnelle a oc;”_NHoc%, avec m = 0..N — 1, alors, le
numérateur s’ecrit :
N—-m+1
Z ay " (p2)y" H [ Drs £k Dosyutt(p1)lseqi,ny (6.47)

k=N

Remarque :

- Dans la formule (6.47) k = N...3, il faut suivre cet ordre.

- On veut dire par la notation s € {1, N}, dans chaque terme de la somme s = N m
fois sinon s = 1 et on prend tous les cas possible. Par exemple si N = 4, la formule
(6.47) devient,

Ga(p)y" An £a Aar £ Aaryuu(pr)
+adasii(p2) V' { Anr £4 A1 £3 Dot Dur fa Das £3 Dortyuu(pr)  (6.48)
+oq i (p2) " Aar £a Ass £3 Doayu(pr)

L’intégrale maintenant semble simple, juste on prend celle du cas scalaire (6.35) et

on remplace :
_ (“1)7178 par ((Xl)mefos(l _ lxl)m

o <1 o le)—l—s par (le)N—m—lu _ le)m—l—e

- (061C1j + (1 — le)C_]N) 1= par rxi\] m= 1(1 — (xl)m(ocl(fl]- + (1 — le)C]'N)flfg
un calcul direct donne,

' AT(1+e) 1 N=t
FN — ! -1 N-1
“ (47T)n_2< ) e CnCina mZ:O
1 [(N—-m—1—¢)T(m+1)
- Cino1) “+
H?I:(gz C]N F<N - E) < 1)

1 I'(N—m)['(m—
[17C;  T(N—¢)
g (Cij— Cin)N 3
1= CyCin IT5(CriCin = CinCi)

3) (Con) 5~

Cin ‘T[N —m][[m +1]F;

14¢&N—m1+N, —JD

3
a(p2)r T 1A A AZs’YW(PO’se{l,N}}

k=N
(6.49)
avec F; : est la fonction hypergéométrique régularisée, elle vérifie :
(b—c+1)axFi(a+1,b,¢c,z) —b(la—c+1)F(a,b+1,c2) (6.50)

+(c—=1)(a—b)F(a,b,c—1,2) =0
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Pour plus de détail sur ces fonction, voir annexe, B.
Pour les autres secteurs C;, on les obtient par une permutation cyclique. Donc, la
contribution colinéaire totale est donnée par

i N-1
M = s NS T T

perm.cycl CoanCiN-1 m=0
1 [(N—-m—1—¢)(m+1)
HN 2Cin (N —¢)
1 T(N-mT(m—¢),~ _
- (Con) 5+
1_[]-1132 Cyj I'(N—e¢)
2= (Cij— Cin)N 3
i=3 GiiCin Hfi}l’zﬁ(cucw — CinCui)

(Cin—1) 5+

Ciy ‘T[N — m]T[m + 1]F; G

C1
14+¢N— ml—i—Nl——])

3
a(p2)r T A A Azmum)rseg,m}

k=N
(6.51)

Dong, la contribution infrarouge du diagramme (a) est

=TV T (6.52)

6.3.2.2 La contribution I'?

Considérant la contribution (b) dans la Fig. 20. Au fait, cette contribution est
une somme de N — 4 diagrammes,chaque diagramme contient boucle de nombre de
propagateurs internes égale a I (moins deN) avec une seule pattes externe off-shell.
On note chaque diagramme par T avec I = 3,.N — 1.

Considérant d’abord le cas I = N — 1. La matrice cinématique est definie dans la
formule (6.50) en éliminant la ligne et la colonne N. Le numerateur est donner par,

N-1
Y gy i1(p2) iN /AN 4 ’Y" AN_1iy , AN Dsiy £3 Aoy vuu(pr)

iy 1=1
(6.53)
Dans ce cas, le secteur Sq est définie par,
N~ O(l)
Ny, AN—1 ~ O((S) (654)

3,84, ..., AN_2 0(52)
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Dans le numérateur il reste que les termes proportionnels a ocl 2 et R? devient

N-1
R? ~ Z w1;Cyj + N1 Con—1
L (6.55)

= ajan—1Cin—1

On trouve

N i Ntlpn 11 /1 B
rsl (47‘[) ( 1) F<N 1 2) A le1(5<1 0(1)
N-1 i —N+14n/2
do; (“1“N1C1N1> a2
=2
i(p2) N éﬁ;’ N b A1 N1 Do 3 A1 yu(pr) (6.56)
i N1 L(N=3+¢) - _N43—¢
(47‘()”—2( ) —N+4—c¢ (Civ-)
1(p2) S At o B f M)

Donc, le secteur Sy diverge pour N = 4 qu’il correspond au fonction de 3 points
avec une patte off-shell. On note que qu’il y a ne divergences pour N = 3 mais dans
notre cas N > 3. Les autres secteur infrarouge S; sont nuls pour la méme raison
que le cas précedent.

Etudiant maintenant le secteur Cq, ce secteur est définie par

a1, an—1 ~ O(1
1an-17~0() , (6.57)
Ny, K3...,AN_D = O<5 ),

Dans le numerateur il ne reste que les termes proportionnelles a oci\] "= zocN .

AN,
C

3
Z WNT201 d(py) AN YOI [Bks Akl Dasyu(pr)lseqiny  (6.58)

N-11  k=N-1

et

R2 = lxlﬂéN—lC_N—ll (6.59)
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alors,

i _ n, (1
re :W<_1) NHF(N_1_§>/O dujan—16(1 — g —an_1)

1N-2
—N+1+n/2 N m-2,
/ Hdﬂél wyan—1Cn—11) oy w1

3
a(p2) Ay AN 2% T1 [ 4] Aampylican)

_ (o
Ir2—m-—el(44+m—N—¢)

N—
N—
—1)"N+1 H(N—z—3+€)r<1+£) [(6— N —2¢)

3
(Cn-11) N (p2) £n _N711 YOTT [Aks Al Bosyuu(pr)lseqing

k=N-1
(6.60)

On peut montrer que le C; a la meme forme comme le secteur Cq, juste, on change
1 par 2 et N —1 par 1. On écrit alors

. N-3
i _ . r2—m—el'(44+m—N—e)
N = (—1) NI T(N-i—-3+&I(1+¢)
27 (4r)n-2 11} T(6— N —2¢)
~ \—N+3—¢- An-11_y 3
(Cr2) ii(p2) ENE T [T Ak A Axsrur(pr)lsepny
N-11  k=N-1
(6.61)
le secteur C3 est definie par I’approximation suivante,
N3, Ny = O(l) (6 62)
Kg, K5..., 1 = O((Sz), ‘
et
N-1 ) B B B
= Y aj(23Csj + 02Coj) + w204 Cos + a123Crs (6.63)

j=5
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R? est pareil & celui du cas (a), on peut déduire donc

N1 i Conal(l+e) 1 N2
te _(4”)”_2( 2 e CuCyp3 Z

m=0
1 T(N-m—-2—e)(m+1),~ _
— Ci3) "+
ijif)l Cyj I[(N—1—¢) (Ci3)

1 T(N—-1—-m'(m—e¢)
M, Gy T(N-1-¢
= (Caj — Cop)N*

175 CaiCo 1151 4(CoCai — CoiCai)

(Coa)

_ e
szjlfer[N—l—m]F[erl]ﬂ 1+E'N_1_m'N'1_C__?-]>
j

_ An-11 2
i(p2) £n c v H [ Aks £kl /Azs’Yy”(Pl)|se{3,2}
N-11  k=N-1
(6.64)
Les autres secteurs Cy.., on les obtient par une permutation cyclique.
Donc, la contribution totale est donne par
bN— bN— bN—
R e A (6.65)

Pour les autres amplitudes T'?, il est trés simple de les déduire de TPN-1,

6.3.2.3 La contribution I
On peut déduire cette contribution de la contribution I'?. Juste on change
Cij = CipN—2j+N-2 (6.66)

avec i,j # 1. Et on fait le changement convenable dans le numérateur.

6.3.2.4 La contribution I'?

Considérant maintenant la contribution d. Cette contribution est la somme de
(N — 4)! diagrammes, chaque diagrammes contient une boucle a deux pattes off-
shelles et de nombre de propagateurs internes égale j — i + 2. La matrice cinématique
est obtenue de la formule (6.45) en éliminant les lignes et colonnes i et j. Considérant
le cas i =3 et j = N —1 (pour les autres il est tres simple de les déduire de cette
contribution). Le numérateur dans ce cas est définie par,

N-1
Y gy d3(p2) £ ?NH’Y” AN—tiy y EN=1 Daiy £a D3y vy
i3.0in =1 N-11 (6.67)
Az

C—31 ?3”(}71)
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Le secteur Sq est define par,

N~ O(].)
N3, AN—1 =~ O((S) (668)
g, &5, .. 0N 2 & O(6%)

dans le numérateur il reste que oci\] ~2 et R? g’écrit

N-1

R? ~ Z alocjclj +0C20CN71€2N71
= (6.69)

= a1an—1Cin—1 + x143Cq3

remplaceant dans 'integrale,

N i
I's, = (47-[)71—2(

N-1
[ du <‘X1‘XN1C1N1 + a1a3C13

j=2
/AN 11

a(p2) AN v ’Y" AN-11 EN-1 D31 £3 Anvuu(pr)

;‘(_ )N+2 I(N—4+¢)
(4mr)n—2 (N—=5+¢)(N—6+¢)

o (C‘13)7N+6 € <C1N 1) N+6£:|

1
~1)"NHp(N -2 - g)/ dard(1 — ar)
0

N-2

—N+2+n/2

(6.70)

[(C13 + Cin_q) NTE7¢

a(p2) IN=—— CN, Lyt An-11 AN-1e B £ Anyu(pr)

Donc, le secteur mou, dans ce cas, est libre des divergences. Le secteur colineaire
C; est definie

wy,an—1 ~ O(1)

6.71
n3...,AN_2 = O((Sz), ( )
On préserve les mémes notations precedentes.
R? = aaen—1CN_11 (6.72)
On trouve,
; -3
_ _ . Ir2—m—e)l'(m—N+5—¢)
N-2=__L (L) N[[(N—i—4+eT(1
&~ Gz g( =4+ el(l+e) T(7 — N —2e)

(o) () Ay B Aoy vt Ay b A B fau(p)
(6.73)
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Comme Cq, le secteur C; est donne par,

o3, n ~ O(l)

6.74
Kg.eecf AN—2, K1 O((SZ), ( )

N2 N N—ij_ r2—m—¢el'(m—N+5—¢)
Te, 7(‘17'[)" 5 1171 i—4+e)T(1+e¢) 7 — N —2¢)
= \—N+d—e /AN 1y JAYS
(C13) i(p2) £n 7 AN 1y AN-1- Daiy £4 DsiyvuTm— . £A3u(pr)
(6.75)
le secteur Cs
ag, 03 = O(1
w0~ O(1) ) (6.76)
¥5..., AN -2, N1, &1 = O(57),
N - -— -—
R* =) (a30;Cs; + ayaiCy;) + a305C35 (6.77)
i=6
N2 vol(l4e) 1 2
1 F(N—m—3—sf(m—|—1)<c )
35)  —
N (Csj — Cy)N=°
j=6 C5Caj Hz 617&](C5]C4z C4jC5i)
_ C
CA:jl’SF[N—2—m]F[m+1]F1 1+¢ N—-2—m,N—-1,1— C—Z]]>
j
N-11 3
(pn) A0 TT (e A Barin(p) o |
N-11  k=N-1
(6.78)
le secteur Cy4
5,04 = O(].) (6 79)
Kooy KN—2, K1, X3, X3 A O((Sz),
et
N - — - -
R* = )" (a40;Cyi + a50;Cs;) + aat6Cag + 35 Cas (6.80)

i=7
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alors
N-2_ Nol(l+e) 1 N2
I'e, "= (47T)n72(_1) ¢ CasCus mZ_:O{<
1 T(N-m-3—gl(m+1), -
Hjli7 Cyj I'(N—-2—¢) (Css) "+
1 T(N-m-2T(m—e) ~ .,
(Ca6) °—

[T, Csi I(N—-2—¢)
S (Csj — Cap)" ™
j= 7 Cs5jCa; Hz 717&](C5]C4z C4jC5i)

- .
CA:jlfer[N—z—m]F[m+1]F1 1+¢N-2-m,N -1, ___51)
4f

3
alpa) g TT [ 4 Amuwl)ue{sg}}
(6.81)

les autre secteurs, jusqu’au N — 2 on les trouve par une permutation cyclique.
le secteur Cn_1

an-1,an—2 ~ O(1)

6.82
K1, K3...,N-3 = O(‘SZ)/ ( )
N-4 B _ -
R? = Z (an—10;CN-1i + an—20;CN-1;) + an—12N—2CN-1N-2 (6.83)
i=1,i#2
N2 (_1)N—2F(1 te) 1 NP
CNn1 (47-[)77—2 € CN-1N-2 =0
1 F(N—m—3—s)l"(m+1)(c )
N-1N-2) —
[Tj=1,j2 Cn-1j T(N=2-¢)
N (Cn-1j — Cnop)N ™2

=12 CN-1/CN-1j Hjl\i_ljl]'#z(CNflchfli — Cn-1jCN—2i)

Cy 3TN =2 = m]T[m + 1]F;

C o
1+e,N—2—m,N—1,1__N—2{]>

3
a(p2) Ay Ag ANk TT (A A AszW<pl>|se{N1,N2}}

k=N-1
(6.84)

La contribution totale est donnée par

Fdlv = IWS - F‘é (6.85)
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6.3.3 QCD

On considere le processus

une grande partie des diagrammes a une boucle qui génerent des divergences infra-
rouge sont représentées dans la Fig. 20, juste on change chaque photon d’impulsion
pi par un gluon d’impulsion p; et d’indice de couleur 4;, avec i = 3...N et I’électron-
positron par quark antiqurk de saveur i, j respectivement (on note qu’il y a d’autres
diagrammes qui peuvent générer des divergences IR. Ces digrammes n’ont pas les
méme topologies des diagrammes de la Fig. 20 et ils contiennent des vertex de 3 et
4 gluons, que nous ne considérons pas ici).

Donc, on prend les résultat obtenue en QED et on multiplie chaque diagrammes
par le facteur de couleurs convenable.

- Le facteur de couleur associé au diagramme (a) est

(T'TNT™N-1TBTT); (6.87)
- Le facteur de couleur associé au diagramme (b) (en fixant [ = N — 1) est

(T'NT'T™N-1T™T?); (6.88)
- Le facteur de couleur associé au diagramme (d) (en fixant i = N —1 et j = 3) est

(T'NT*T™N-1..TT™); (6.89)

On note que ces résultats (en QED et QCD) sont vérifiés jusqu’aux fonctions a
quatre points et comparés avec la méthode de réduction des diagrammes de Feyn-
man. On a trouvé les mémes résultats.






CHAPITRE 7

Conclusion Générale

A Ténergie de 7.Tev une ere nouvelle a été ouverte pour explorer la physique
des particules au dela du Modele Standard, A cette énergie on peut reproduire les
particules qu’on a déja découvertes. ce qui exige une bonne connaissance de bruit de
fond. Pour cela, 'augmentation du développement perturbatif est nécessaire. Lors
de ce développement, on rencontre plusieurs types d’infinis (divergences).

Dans ce mémoire, on s’est concentré sur I’étude des divergences infrarouge, leurs
structure, leurs suppression dans les théories de jauge abélienne comme QED et non
abélienne comme QCD. En QED, Ce mémoire assure que toutes les singularités
infrarouges qui apparaissent peuvent étre collectées par une réorganisation de la
théorie perturbative (exponentiation de Yennie et Surra) et disparaissent par 'in-
sertions des photons mous (le théoreme de Bloch-Nordsieck). En QCD,on a montré
que les divergences molles apparaissent dans les corrections virtuelles et réelles et
disparaissent d’apres le théoreme de Lee-Kinoshitta-Nauenberg. On a montré aussi
que les divergences qui apparaissent au niveau de la section efficace, lors d’un calcul
au-dela de logarithme dominant, dans les processus deux-donnent-deux et deux-
donnent-trois se compensent apres qu’on somme ces deux dernieres. Il reste que des
divergences d’origine colinéaire, ces divergences ont une structure bien précise : un
noyau d’Altarelli-Parisi fois une section efficace partonique qui vont étre absorbées
dans les fonctions de structure et de fragmentations & des échelles arbitraires.

Dans ce mémoire, on a développe une méthode d’approximation infrarouge, ou
la partie divergente de 'amplitude d’une réaction de type 2 — N est donnée par
une formule de récurrence, on a montré que cette méthode marche pour QED, QCD
et le cas scalaire.






ANNEXE A

Eléments mathématiques

A.1 Algebre de Dirac

On note par les indices grecque les indices des matrices gamma, qui sont définie

dans un espace a quatre dimension. On a les relation suivantes, A n dimension, la

métrique est :
gw=(1,-1,-1,..,-1)
La métrique contractée est :
gug" =gy =0, =n
Les matrices de Dirac vérifient les regles d’anticommutation :
{’)’w ’)’V} = 2glﬂ/'
d’ou
Yy =n
on peut montrer que :

YuYaY" = (2= 1)7a,
YuYavpY = 48ap — (4 —1)vavp,

YuYaYYsY" = =272 YpYs + (4 — 1) V5BV

et
~ Tr[y“yF] = 4g*

= Trly*yPytyt] = 4(g*Pgh + g gPt — g g)
_ Tr[/)/alf)/lxz‘”/)/azn—ll)/azn] — Tr[/y“Zilry“Zn—l‘”r)/“Zr)/lxl]
— Tr[y™y™2..q%] = Trly g™ y%n-1]

— TrlyMy*2.y* =0sin=2m+1

(A1)

(A.2)
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A.2 Algebre de Gell-Mann

On note par T* les générateur du groupe SU(N), avec a = 1..N! — 1, N est le
nombre de couleur. Il obéissent aux relations de commutation et d’anticommutation

suivantes :
[T°,T"] = if*eTe, (A.8)
{T°, " = %I(N)+dﬂbCTC, (A.9)
(A.10)

f“bc est une constante antisymétrique, d*%° est une constante symétrique. Ces deux
sont les constante de structure du groupe SU(N). I(n) est une matrice unitaire de
dimension N.

Par définition les trace des matrices de Gell-Mann sont nulles. A I'aide des relation
de commutation et anti-cumutation on a,

T°T = % %(SabI(N)—F(dabc—Fifabc)Ta (All)

Utilisant cette derniere, on peut montrer que,
~ Tr[T°T"] = 30a

~ Tr[ToT°T¢) = f(dbe + ifebe)
~ Tr[T°T T°T?) = 6ab0ca + 5 (A0 + if°0¢) (d9e + i fede)
~ Tr[TT’T T = k:0pa
on définie les identités de Jacobi
_ fabe fecd + fcbe faec 4 fdbe face = 0
— fabeggecd | febegacc y gdbegace — ()

on peut montrer,

fubb — 0/ dabb — 0/ fucddbcd =0
N2 -4

facdfbcd — N(Sab/ ducddbcd — N

(Sab

La relation de Fierz,

1 1
TiTE = E[(si,(sjk—ﬁ(sij(skl] (A.12)
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A.3 Les fonctions I', B et Li;

La représentation intégrale de la fonction I' d’Euler est :

['(x) = /Ooo dtt* L exp(—t) (A.13)

avec x réel. On peut montrer,

I'(x+1) = al(x) (A.14)
I'(n) = (n—1)! (A.15)
On aussi,
rOr(l—x) = —— (A.16)
~ sin(mx) '
1 1
I(2x) = —=22"12T(x)T(x+ 5 AT
@) = 2P ) (A7)
I(14+¢€)eso = 1—79e+0(e) (A.18)
ou la constante d’Euler ¢ ~ 0.5772
La représentation intégrale de la fonction B est :
B(x,y) = / (1 — pyy! (A.19)
0
x, y sont des réels positifs Elle est reliee avec I' par :
© ot I'(x)T'(y)
B(x,y) = / dt = A.20
(xy) 0 (1+8)*Y  T(x+y) ( )
La dilogarithme est definie par,
. > Zk
Lip(z) =) 2 (A.21)
k=1
pour les nombres complexes z tels que |z| < 1. Pour |z| > 1, elle est definie par :
ZIn(1 —t¢
Liy(z) = —/ ydt (A.22)
0

A.4 Paramétrisation de Feynman

La formule suivante nous permet de linéairiser les dénominateurs dans les am-
plitude de Feynman,

1
% = /0 ot b(11 )2 (4.23)
on peut montrer que :
1 1 1 1
R e e e
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En général,

N ‘5(1—2]'111 x]-)

1 1
—— =T(N dx; A.25
T, 42 ( )/0 g (Ll xiq2)N ( )
avec x,y,x; € [0,1]
A.5 Formule intéressante
/ A"l (12);’ B i(_l)r—m <R2)(n/2+rim)r(n/2—|—r—Z)F(m—T—Tl/2)
(2m)n (12 — R2)m — (47r)n/2 [(m)T(n/2—2)
(A.26)
A.6 Facteur de forme pour N = 3,4
AN(S) = —I}(S)
AYN(S) = =I5 (1;S)
Ai’i(s) = —Iz(h,1;S)
A}L(S) = bll [7%2(1y; S) + by, IT2(13;S) — Spp, I12(S)
) (A.27)
+3 Z ih "I (1S /45 + Si, I3 (125 /4j})]
]GS
B2(S) = —357(6)
B2(5) = —5112(5)
avec,
1
IJY2(1;8) = E{bllﬁz )+ = 25]1113 (S/{j}) — Zb13 lS/{]})} (A.28)
]eS ]eS
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Les intégrales de Feynman a
- Deux parametre de Feynman :

1 les
112(0,0,x) = L
3 ) e2(1—¢)(1—-2¢) X
T 1 X
S _m 1 X
5(2.20,0.X) =5 21—¢)(1—2¢) X
r 1 X
I%(3,3;0,0,X) = —%m < (A.29)
4y 1 X—¢
1$(1,2,0,0,X) = ——
il ) e2(1—¢e)(1—2¢) X
n . . T X
15(1,3;0,0,X) = 2(1—¢)(1—2¢) X
T 1 X—¢
17(2,3;0,0,X) = ——~
3(2,3,0,0,X) e2(1—¢)(1—2¢) X
- Un parametre de Feynman :
1 les
I§(1,0,0,X) = fracrre(l ~59 X
8y 1 X—¢
15(2;0,0,X) = ZA-2) X (A.30)
Xl—e
Ig(3, 0, 0, X) = fTﬂCTrSmT
-Sans parametres de Feynman :
r les
12(0,0,X) = e—g < (A.31)

Xe{stutetX=-X—-ib






ANNEXE B

Calcule des intégrales molles et
colinéaires

B.1 L’intégrale J;;

]” B dn_1p5 1
! 2E5  pi-pspjps

i (8) )]

B.2 Intégrale colinéaire

(B.1)

®3)

On va calculer que do", les autres on peut les trouver par un calcul analogue.

2¢
dU_éS) — g2H2€ <47.;§n15€ <§1 25 C - (C))dC
(—%) (1=301)7%0(1 —y)dy

N-1 dn—lpl d p3 (B'2)
276" +pr — — i
( ) <P1 p2 — P3N Z;L P )I#QN} (27.[)11—12151 (27-[)7171215‘3
27¢V(n—1) Z (1 —z3)pan)
i—1
avec
P3N = P3 — PN, py = (1 —2z3)p3nN, P3 = Z2P3N, (B.3)
2E3N
_ 2k = (1 —z3), B.4
I3n s ¢ =0on(1—2z3) (B.4)
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alors

1

—e nsn — dn_lpl n—2
(1—201)%6(1 — y)dy(27t)" 6" (p1 + p2 — pan — Z ri) 11 mz

i=4  I£{3N}
dnflpsN . —
—————2"V(n—1) (1—z
()" 2Esn > ; 3)Pan)
(B.5)
Ecrivant (1 —z3)~172¢ en terme de la distribution (),
, 1 N 1 In(1 — z3)
a0t = 1 s (80 =29 (3 ) (68 &+ (= -2
(-1) 0 a0-s ey s - psn = L p) T b
— (1 —=or - 1+p2—paNn— ‘ ICISYESTY N
€ = 1Ay (270" 12E)
dr—1 —
PN ey (n—1) Z (1 —23)pan)

(B.6)

apres simplification, on trouve

1

3 Xs 47-[;”2 ‘ 1 —2¢ —2¢
a0 = = ( >d<1>N_15(1—y)dstszméu—zs) (G L) (o) -

QZ
(60 + (n(gav) ~ e In(23=20) ) X 0

l:

11 (1—2) s1-6) 1 In(z3)
(a2 =2) (Y e e

N-1
Y 83iHsi((1 —z3)pan)
i=1

(B.7)

odn a inroduit une echelle de masse Q2.
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B.3 Calcul des H;;

Comparant la formule (5.107) avec le résultat (5.156) et on néglige les partie

avec € et €2, on deduit :

Hp, =

Hz, =

pour i = 3 on peut monter

u? + 1

2—|—t2—|—112
—

u? + 1% + 2 + 12

-2C
F 542

u? + i + 2 4 i?
2Cr(2CyN — 1) 2

u? + 12 4 12 4 11

4Cr -
ss

2 12 4 42 2

4CFu —i—u—; +u
ss

u? 4+ 2 + 2 + 42

2Cr(2CyN — 1) =

u? + 1% + 2 + 12
s§2

—2Cr

542 z3 S5

(B.8)
(B.9)
(B.10)
(B.11)
(B.12)

(B.13)

—~

B.14)

—~

B.15)






ANNEXE C

Approximation Infrarouge

Quelques valeurs de F; a ’ordre ¢

Les fonction hyper-géométrique F; qu’on rencontre dans les fonction a 5 point,
a l'ordre € sont données par,

1

Pl[]. + g, 1/6/1 - Cl]/C]S] = 576<C1 _ .5)5
] ]

( 50CHCjs + 96C3,C

4 5 4 C

— 72C},C5 + 32C1;Ch — 6C35 + 24C1,Cjs In c.) o e)!
5

(C.1)

1
144(Cy; — Cj5)°

F[l+¢2,6,1—Cy/Cp) = Cis (6CH; +20C3,Cjs — 363 Ch

3 4 3 C
j
(C.2)

C
Cjs <c1] 8C3.Cjs +8Cy;C% — C +12C3,CA In (;;))

F[l+¢3,6,1—Cy;/Cis] = 48(Cy; — Cis)
i~

+0(e)!
(C.3)
Cs ((C4 — 6CF,Cjs +18C3 CE — 10C1;C3 — 3C)
72(Cyj — Cj5)°

12C,/C3 1n< )
- + O(e)!
72(Cyj — Cj5)5 (©)

Fi[l+¢4,6,1—Cy;/Cjs] =

(C.4)
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