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Chapitre 1

Intoduction générale

Le début de 20 ème siécle a été le théatre de révolutions scienti�ques importantes. L'émer-

gence des théories de la relativité restreinte, la relativite générale et la mécanique quantique

a completement changé nôtre conception de l'univers. En e�et nos certitudes millénaires sur

le caractére absolu de l'espace et du temps ont été ébranlé, ouvrant la voie à des nouvelles

théories possedant le potentiel d'uni�er toutes les lois de la physique en une seule théorie du

tout.

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur les premières théories ayant tenter de reformuler

la notion d'espace-temps, ainsi que celles prétendant à uni�er les forces de la physique connues

et bien étudiés au début du 20 ème siècle. En e�et on présentera les fondements conceptuels

et techniques des théories telles que la relativité restreinte, la relativité générale d'Einstein

et la théorie de Kaluza-Klein. .

1.1 La Relativité générale

Bien que la relativité resreinte ait connu beaucoup de succés, elle ne permettait pas de tout

comprendre et de tout calculer. En e�et, les mouvements non uniformes et les accélérations

ne peuvent pas étre traités de manière satisfaisante par la relativité restreinte. Il faudra

un postulat supplémentaire, le principe d'équivalance, généralisant la notion de référentiel

inertiel, et par la même occasion y inclure un cadre théorique naturel pour expliquer la

gravité. En e�et, le principe d'équivalence stipule qu'en présence d'un champ gravitationnel,

un repére inertiel est un repére en chute libre [1]. La version �forte� de ce principe, quant

à elle, a�rme que toutes les lois physique qui peuvent s'exprimer en notation tensorielle en

relativité restreinte ont exactement la méme forme dans un repére inertiel générale (dans le

sens dé�ni plus haut), c'est ce qu'on appelle la covariance relativiste

En relativité générale, l'espace n'est donc plus plat et la métrique peut dépendre des coor-

données de l'observateur. On dira qu'on est dans un espace de Riemann [1].
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En conséquence, les vecteurs de base d'un repére ne sont, en général, pas constants et dé�nis-

sent la métrique

gij =
→
ei
→
ej =

→
ei
→
ej 6= cte. (1.1)

Les symboles de Christo�el sont dé�nis comme la variation des vecteus de base par rapport

à aux coordonnées [2]

∂
→
ei

∂xj
= ∂j

→
ej − Γkij

→
ek. (1.2)

Ceux-ci se dé�nissent également entermes des dérivées de la métrique [2] :

Γnij =
1

2
gnk [∂igkj + ∂jgki − ∂kgij] . (1.3)

A l'aide de ces symboles, on dé�nira un nouvevel opérateur, la derivée covariante qui per-

mettra de tenir compte de la variation des vecteurs de base :

∇iVj = ∂iVj − ΓλijVλ. (1.4)

Si la dérivée covariante d'un vecteur est nulle le long d'une trajectoire, on dit que celui-

ci est transporté parallélement. Une trajectoire qui transporte parallélement son vecteur

tangent est appelée géodésique. Sur une surface de courbure quelconque, l'équation de cette

trajectoire est obtenue par la minimisation de l'intervalle entre deux événements voisins :

∂2xi

ds2
− ∂xj

ds

∂xk

ds
Γijk = 0. (1.5)

On voit donc que, de façon générale, la géodésique pourra ne pas étre une droite si les

symboles de Christo�el sont non nuls. Ce n'est pas une implication à double sens, i.e. des

symboles de Christo�el non nuls n'impliquent pas une courbure non nulle de l'espace.

En fait, la courbure de l'espace-temps est dé�nie par la non-commutativité de la dérivée

covariant [2] :

∇kVjVi −∇jVkVi ≡ Rl
ijkVi, (1.6)

où Rl
ijk , le tenseur de courbure de Riemann, s'exprime naturellement en termes des symboles

de Christo�el

Rl
ijλ = ∂jΓ

l
iλ − ∂λΓlij + ΓniλΓ

l
in − ΓmijΓ

l
im. (1.7)
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Le tenseur de Ricci Rij est dé�ni comme la contraction sur deux indices du tenseur de

Riemann. Une contraction sur les indices restants donne le scalaire de Ricci R (ou courbure

scalaire). A partir de ces deux quantités, on construit le tenseur d'Einstein :

Gij = Rij −
1

2
gijR . (1.8)

Et en�n, les équations covariantes du champ de la relativité générale, les équations d'Einstein

sont données par

Gij + Λgij =
8πG

c2
Tij, (1.9)

où Λ est la constante cosmologique, G la constante gravitationnelle de Newton, cla vitesse

de la lumière et Tij le tenseur moment-énergie de la matière.

1.2 La théorie de Kaluza-klein

1.2.1 La théorie de Kaluza

Nordstrom en 1914 et Kaluza en 1921 ont été les premiers à proposer une théorie uni�ant la

gravité et l'éléctromagnétisme dans une théorie à cinq dimensions. Leurs travaux s'inspiraient

de l'interprétation géométrique de la relativité par Minkowski (1909) [3]. Néanmoins, cette

tentative a apporté plus de questions que de réponses. En e�et, comment se fait-il que

nous n'ayons jamais appréhendé cette cinquième dimension ?. A�n de régler cette question

épineuse, Kaluza proposa sa fameuse condition du cylindre, qui contraint la physique que

nous connaissons à prendre place sur une hypersurface quadridimensionnelle plongée dans

l'espace pentadimensionnel. Cela a pour e�et de laisser la relativité générale usuelle invariante

par rapport à l'ajout de la nouvelle coordonnée associée à la cinquième dimension, x4, du

moment les dérivées par rapport à celle-ci sont nulles sur l'hypersurface.

Cette proposition ad-hoc resta sans justi�cation, et ce n'est que lorsque Klein proposera sa

version de la théorie de Kaluza que les théories à dimensions supplémentaires ont commencé

par attirer l'attention des physiciens et mathématiciens. L'idée fandamentale de la théorie

de Kaluza-Klein était d'associer les lois régissant les forces dans l'éspace-temps quadridimen-

sionnel à des considérations uniquement géométriques en cinq dimensions. De cette volonté

découle l'hypothése de l'espace vide en cinq dimensions. Ainsi, on pose que les équations d'

Einstein en cinq dimensions s'écrivent comme :

(5)GAB = 0, (1.10)
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où les indices latins vont de 0 à 4.

Tout comme dans le cas de la relativité générale en 4 dimensions, les équations d'Ein-

stein en 5 dimensions s'obtiennent le plus aisément à partir du principe variationnel. En

mécanique classique, l'extrémisation de l'action mène aux équations du mouvement, i.e,

les équations d'Euler-Lagrange, alors qu'en relativité générale l'extrémisation de l'action

d'Einstein-Hilbert mène aux équation d'Einstein.

On doit uniquement substituer l'action en 4 dimensions par son analogue en 5 dimensions

[4]

S =
1

16πG

ˆ
(5)R

√
−g(5)d(5)x . (1.11)

où (5)R et g(5) sont respectivement le scalaire de Ricci et le déterminant métrique à 5

dimensions. On constate que le formalisme de la relativité générale en 5 dimensions est

essentiellement le méme qu'on 4 dimensions. Ainsi, nous pourrons connaitre les équations

du champ simplement par la connaissance de la métrique. En e�et, l'hypothèse d'un espace

vide nous conduit à la condition suivante :

(5)RAB = 0, (1.12)

Or, le tenseur de Ricci ne dépend que des dérivées de la métrique. Nous avons donc unique-

ment besoin de la métrique. La métrique introduite par Kaluza est exprimée en termes

de la métrique quadridimensionnelle, du potentiel vecteur quadridimensionnel, d'un champ

scalaire φ et d'un facteur d'échelle k ([3],[5]) :

(5)g =

(
gαβ − k2φ2AαAβ kφ2Aα

kφ2Aβ φ2

)
, (1.13)

Cette métrique en cinq dimensions, posséde donc 25 éléments et comme elle doit étre

symétrique , elle aura donc 15 éléments indépendants. Cela implique donc 15 équations

à déterminer. Si on observe l'hypersurface à 4 dimensions , on retrouve alors 10 équations

analogues à celles de la relativité usuelle. Il reste quatre équations supplémentaires pour

les composontes indicées α4 et une équation pour la composante 44. Pour les obtenir, on

doit calculer les composantes du tenseur de Ricci, ce qui est conceptuellement simple mais

fastidieux. A cet e�et utilisons les résultats obtenus par Wesson [3] :

Gαβ =
k2φ2

2
− Tαβ −

1

φ
[∇α (∂βφ)− gαβ�φ] , (1.14)

∇αFαβ = −3
∂αφ

φ
Fαβ, (1.15)
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�φ =
k2φ3

4
FαβF

αβ. (1.16)

Pour obtenir ces équations il est nécéssaire d'utiliser la condition du cylindre de Kaluza a�n

d'éliminer les dérivées par rapport à la cinquiéme coordonnée x4. Le tenseur antisymétrique

de Maxwell et le tenseur moment-énérgie du champ électromagnétique sont respectivement

donnés par

Fµρ = ∂µAρ − ∂ρAµ, TEMαβ ≡
gnβFγσF

γσ

4
− F γ

αFβγ. (1.17)

et où � = gαβ∇β (∂αφ) est L'opérateur d'Alembertien.

Dans la version origionale de la théorie de Kaluza le champ scalaire φ était constant

et égal à un. Si maintenant on reprend cette hypothèse et on pose φ = 1 dans les Eqs

(1.14) , (1.15) , (1.16), on est réduit aux équations suivantes :

Gαβ = 8πGTEMαβ et ∇αFαβ = 0, (1.18)

où k = 4
√
πG. Ces équations ne sont rien d'autre que les équations usuelles d'Einstein et

de Maxwell en notation tensorielle. Ce qui est vraiment remarquable et peut ètre magique,

c'ést l'apparition du tenseur moment-énergie du champ électromagnétique dans les équations

d'Einstein en quatre dimensions, alors qu'elles sont le résultat d'un espace vide en cinq

dimensions. Cependant, la troisiéme équation n'est cohérente avec les deux autres que si

([3],[5]) :

FαβF
αβ = 0. (1.19)

Ce qui impose une contrainte sur les deux autres équations. En e�et, pour respecter cette

condition, il faut que les champ magnétique et éléctrique aient la même amplitude partout

[5] . Dans ce cas on obtient l'équation de Kein-Gordon d'un champ scalaire sans masse

�φ = 0. (1.20)

Dans le cas où l'on permet à φ de varier, l'équation (1.20) devient une équation de Klein-

Gordon avec une masse non nulle et, par conséquent, fait apparaitre des constantes de

couplage variables pour les forces gravitationnelle et éléctromagnétique.

De nos jours, cette condition n'est généralement plus imposée méme en considérant le fait que

cela constitue une issue pour expliquer le possible changement de la constante de structure

�ne depuis le début de l'univers ([5], [6]). De façon générale la variation des constantes de

couplage est considérée comme allant à l'encontre des évidences expérimentales [5].
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1.2.2 Interprétation de Klein

La condition du cylindre introduite par Kaluza semble arti�cielle , et c'est à Oskar Klein , en

1926 , que revient le mérite de justi�er cette condition, que beaucoup considéraient comme

une restriction forte et purement conjecturale. La contribution de Klein peut étre résumée

en deux points ;

1−La cinquiéme dimension est une dimension compacte ayant une topologie connexe, en

l'occurrence celle d'un cercle S1.

2−La taille R de cette dimension est trés petite. Avec cette hypotése , on se retrouve dans

l'espace M4 × S1plutôt que dans l'espace M5 comme précédemment. Prenons la notation

suivante :

x = (x0, x1, x2, x3) et y = x4 (1.21)

Explicitons maintenant la topologie de la cinquiéme dimension :

f(x, y) = f(x, y + 2πR). (1.22)

Avec cette propriété , on peut supposer que les quantités physiques ont une dépendance

quelconque en y. En e�et, la condition de continuité force une périodicité qui nous permet

de développer les champs en modes de Fourier suivant la cinquième dimension [3] :

gij(x, y) =
n=+∞∑
n=−∞

g
(n)
ij (x)eikny (1.23)

Ai(x, y) =
n=+∞∑
n=−∞

A
(n)
i (x)eikny, (1.24)

φ(x, y) =
n=+∞∑
n=−∞

φ(n)eikny. (1.25)

où kn = n/R. La longueur d'onde d'un mode particulier est simplement donnée par

λ
(n)
kk =

2πR

|n|
. (1.26)

Si on utilise maintenant la relation de Planck exprimant l'énergie en fonction de la longueur

d'onde, on obtient une relation simple pour les énergies des modes de Kaluza-Klein :

E
(n)
kk =

|n| }c
R

, (1.27)
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qui présentent un espacement régulier. Cette propriété à conduit à nommer ces modes ��la

tour de Kaluza-Klein ��. Si on prend la relation (1.27) et qu'on applique maintenant la

deuxiéme hypothése de Klein , c'est à dire que R est trés petit , on s'aperçoit que l'én-

ergie des modes excités est potentiellement colossalle. Si on postule que la dimension a un

rayon inférieur à un attométre, l'énergie du premier mode excité dépasse 1 TeV . On en

conclut donc que pour une dimension supplémentaire su�samment petite, les modes excités

ne peuvent pas étre produits à des énergies accéssibles dans nos laboratoires (du moins pas

en 1926). Il ne reste donc que les modes fondamentaux (n = 0) et, si on se rapporte aux

Eqs. (1.23− 1.27), on constate que , dans ce cas, les champs sont strictement indépendants

de la cinquiéme coordonnée. Voilà donc pourquoi les phénoménes physique se sont toujours

montrés indépendants d'une cinquième dimension. Cette explication permet donc d'obtenir

qualitativement les mémes résultats qu'en utilisant la condition du cylindre, mais sans devoir

à postuler une indépendance arti�cielle des champs par rapport à y. On ouvre également

la porte à la con�rmation directe de l'existence des dimensions supplémentaires par l'obser-

vation, moyennant une énergie su�sante, en detectant les modes excités de Kaluza-Klein

.

1.3 La théorie de la matière induite

En se lançant dans l'étude des grandes théories uni�ées et théories à dimensions supplémen-

taires, un des buts principaux est de permettre aux équations décrivant les phénoménes de

découler le plus naturellement possible de la géométrie sous-jacente. Suite à la découverte de

la relativité générale et la théorie de Kaluza -Klein, le monde scienti�que a ensuite était con-

fronté aux di�cultés mathématiques liées aux autres théories uni�catrices comme la théorie

des cordes, la supergravité et les supercordes. Quelques physiciens ont eu l'idée de se tourner

vers des théories plus simples et plus naturelles. C'est le cas de Paul Wesson , de l'univer-

sité de Waterloo, à qui nous devions une théorie plus simple ainsi que son interprétation

géométrique très élégante.

En généralisant le principe de Kaluza-Klein, il découvrit une toute nouvelle approche à la

théorie de la relativité générale et au concept de masse. C'est la théorie de la matiére induite.

En e�et, les propriétés de la matiére, symbolisées par le tenseur moment-énergie, émergent

d'un espace à 5 dimensions vide pour décrire un espace à 4 dimesions contenant de la matière.

Dans le formalisme qui suivra, on utilise les indices latins majuscules pour les termes en 5D

(les indices vont de 0 à 4 ) et les indices greques pour les termes en 4D.

Les équations du champ dans le vide à 5D sont données, en terme du tenseur de Ricci, par

RAB = 0. (1.28)
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On peut aussi écrire cette équation en fonction du tenseur d'Einstein

GAB = RAB −
RgAB

2
. (1.29)

Il découle d'un théorème de Campell que toute variété Riemannienne analytique de dimension

N peut étre incorporer dans une variété plate à N + 1 dimensions ( dont le tenseur de Ricci

est plat (RAB = 0)). Ce résultat est important puisque ça nous permet d'incorporer un

espace 4D contenant des sources dans un espace 5D sans sources. Bien que cette technique

mène vers description rigoureuse et plus simple de certaines situations physiques, néanmoins

elle ne décrit pas tous les situations.

Le théoréme centrale de la théorie de la matiére induite est que l'équation du champ à

4 dimensions, Gαβ = 8πTαβ, est un sous-ensemble de l'équation .(1.29) avec un tenseur

moment-énergie induit Tαβ contenant les propriétés usuelles de la matiére.

1.3.1 Solutions cosmologiques

Il y a beaucoup de solutions exactes de l'équation (1.28) qui donnent des informations au

niveau cosmologique. On peut identi�er ces solutions du fait que leurs métriques ressemblent

à la métique utilisée dans la cosmologie standard, soit la métrique de Robert-Walker

ds2 = dt2 − a2(t)

[
dr2

1−Kr2
+ r2dΩ2

]
, (1.30)

où a (t) est le facteur d'échelle et K une constante experimant la courbure de l'espace-temps.

On le voit aussi du fait que la dynamique est régie par des relations semblables aux relations

de Friedman. Celles ci sont les équations du champ d'Einstein appliquées à un �uide sans

torsion ni vorticité (�uide parfait) décrit par un tenseur moment-énèrgie donné par

Tαβ = (ρ+ P )uαuβ + Pgαβ,

où uα est le vecteur tangent aux lignes d'univers du �uide, p la pression du le �uide, et ρ

la densité d'énergie du �uide. Il est alors facile de montrer qu'on présence d'une constante

cosmologique les équations de Friedman s'écrivent

8πGρ =
3

a2

(
Kc2 + ȧ2

)
− Λ, (1.31)

8πG

c2
P =

1

a2

(
Kc2 + ȧ2 + 2aä

)
+ Λc2. (1.32)
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1.3.1.1 La métrique cosmologique générale

La métrique solution de (1.28) et qui mène à des solution cosmologiques est de la forme

suivantes

ds2 = eνdt2 − e$
(
dr2 + r2dΩ2

)
− eµdl2. (1.33)

Dans cette équation, on utilise les coordonnées sphériques en plus de la nouvelle coordonnée

l. Les di�erents termes de la métrique ν, µ, ω dépendront en général de t et de l, pour des

raisons d'homogénéité et d'isotropie. Les dérivées partielles par rapport à l seront dénotées

par un astérisque.

À partir de cette équation on peut trouver les di�érents composantes du tenseur d'Einstein :

G0
0 = e−ν

[
−3ω̇

4
− 3ω̇µ̇

4

]
+ e−µ

[
3
∗∗
ω

2
+

3
∗
ω

2

2
− 3ω

∗∗
µ

4

]
,

G0
4 = e−ν

3
∗
ω̇

2
+

3ω̇
∗
ω

4
− 3ω̇

∗
ν

4
− 3

∗
ωµ̇

4

 ,

G1
1 = G2

2 = G3
3 = −e−ν

[
ω̈ +

3ω̇2

4
+
µ̈

2
+
µ̇2

4
+
µ̇ω̇

2
− ν̇ω̇

2
− ν̇µ̇

4

]
+ e−µ

[
∗∗
ω +

3
∗
ω

2

4
+

∗∗
ν

2
+

∗
ν

2

4
−
∗
ω
∗
µ

2
+

∗
ν
∗
ω

2
−
∗
ν
∗
µ

4

]
,

G4
4 = e−ν

[
3ω̈

2
+

3ω̇2

4
− 3ν̇ω̇

4

]
+ e−µ

[
3
∗
ω

2

4
+

3
∗
ν
∗
ω

4

]
. (1.34)

On peut , à l'aide de ces composantes et en les comparant avec le tenseur moment énergie

pour un �uide parfait, TAB = (ρ+ P )uAuB+PgAB, arriver à des expressions pour la pression

et pour la densité. En e�et à partir de G0
0 et de G1

1 on déduit que

8πρ =
−3

4
e−νω̇µ̇+

3

2
e−µ

(
∗∗
ω +

∗
ω

2
−
∗∗
µω

2

)
,

8πP = e−ν
(
µ̈

2
+
µ̇2

4
+
ω̇µ̇

2
− ν̇µ̇

4

)
− e−µ

(
∗∗
ω +

3
∗
ω

2

4
+

∗∗
ν

2
+

∗
ν

2

4
−
∗
ω
∗
µ

2
+

∗
ν
∗
ω

2
−
∗
ν
∗
µ

4

)
. (1.35)
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Ces équtions décrivent des situations physiques en 4D allors qu'elle découlent directement

de la géométrie de l'éspace-temps à 5D. Nous devions tout de mème véri�er qu élles mèment

à des résultats physiques possibles. Pour le faire , on remplace les Eqs. (1.34) , (1.35) dans

l'équation (1.29). Ceci nous permet de véri�er que la densité est nécessairement positive et

que la pression peut en principe être négative et peut certainement être positive. Il faut

tout de même noter dans les modéles cosmologiques, il est souvent utile d'introduire une

pression négative pour modéliser certaines situations. On vient véri�é la viabilité au niveau

cosmologique d'une solution générale de Eq. (1.28) et de (1.29). Cependant, pour ètre plus

explicite nous allons étudier des cas plus spéci�ques.

1.3.1.2 La solution radiative

Pour obtenir une solution exhibant un comportement typique de la radiation, soit P = ρ
3
on

pose ν = 0, $ = log t , µ = − log t dans les Eqs. (1.33). La métrique et les équations de

Friedman correspondant à cette solution sont respectivement données par

ds2 = dt2 − t
(
dr2 + r2dΩ2

)
− t−1dl2. (1.36)

8πρ =
3

4t2
, (1.37)

8πP =
1

4t2
. (1.38)

Il est facile de voir que w = P/ρ = 1/3.

1.3.1.3 La solution de Ponce de Léon (1988) :

Une solution bien plus générale que la précédente est celle obtenue par Ponce de Léon et qui

consiste à poser eν = l2, e$ = t
2
α l

2
(l−α) , eµ = α2 (1− α)−2 t2dl2 dans (1.33) . Dans ce cas on

obtient [7] :

ds2 = l2dt2 − t
2
α l

2
(l−α)

(
dr2 + r2dΩ2

)
− α2 (1− α)−α t2dl2. (1.39)

Ce qui conduit à une densité d'énergie et une pression données par

8πρ =
3

α2l2t2
, 8πp =

2α− 3

α2l2t2
. (1.40)

Il est alors aisé de déduire que

w =
2

3
α− 1. (1.41)
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Ces équations sont fonctions du temps propre T = lt. L'utilisation de di�érents paramètres

α amène les équations à décrire des modèles cosmologiques déjà existants. Par exemple,

pour α = 3
2
on obtient 8πρ = 4

3l2t2
, p = 0, w = 0, soit le modéle d'Einstein-de Sitter

décrivant un univers vieux empli de poussière. Si on utilise α = 2 les équations deviennent

8πρ = 3
4l2t2

, 8πp = 1
4l2t2

, w = 1
3
, et décrivent ainsi un univers dominé par la radiation (la

solution radiative déja trouvée ci-dessus, et qui décrit un univers à 4 dimensions dominé par

la radiation ou par des particules hautement relativises).

1.3.1.4 L'apparition de la masse

La métrique. (1.36) est représentative de photons sans masse et ne dépend pas du nouveau

paramétre l. Par contre, la métrique (1.39), qui gouverne la matiére avec une masse, contient

des termes dépandant directement de l. C'est le premier indice que l , la taille de la dimension

supplémentaire, est peut-être une mésure du contenu en masse.

La métrique (1.39) , représente un univers contenant de la matiére relativiste et est donc un

bon modéle de début de l'univers (α = 2) ainsi que de son comportement plus tard
(
α = 3

2

)
.

Une information trés intéressant à propos de cette métrique apparît lorsqu'on fait le change-

ment de coordonnées suivant :

T =
(α

2

)
t1/αl1/(1−α)

(
1 +

r2

α2

)
− α

2 (1− 2α)

(
t−1lα/(1−α)

)
(1.42)

R = rt1/αl1/(1−α), (1.43)

L =
(α

2

)
t1/αl1/(1−α)

(
1− r2

α2

)
+

α

2 (1− 2α)

(
t−1lα/(1−α)

)(1−2α)/α
. (1.44)

Avec ce changement des coordonnées la métrique de Ponc de Léon s'écrit simplement comme

ds2 = dT 2 −
(
dR2 +R2dΩ2

)
− dL2. (1.45)

Cette métrique décrit bien espace-temps non-courbé en 5D. Ceci montre clairement qu'un

espace-temps vide et plat en 5D peut représenter l'espace-temps courbé à 4 dimensions.

L'idée d'incorporer Gαβ = 8πTαβ dans RAB = 0 découle du désir de donner une origine

géométrique à la matière au lieu de seulement la considérer comme un élément de la scène

cosmique. Dans le cas cosmologique, on a bien vu que des objets tel que la densité d'énergie

et la pression apparaître naturellement.
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Chapitre 2

Cosmologie quantique et in�ation

2.1 Univers primordial

La formation des grandes structures dans l'univers peut être expliquée par la croissance dûe à

l'instabilité gravitationnelle de perturbations apparues durant l'ére primordiale de l'univers.

Il existe actuellement des théories physiques révolutionnaires capables d'expliquer la création

de ces �uctuations et leur évolution. Ces théories font appel aussi bien à la Relativité Générale

qu'à la théorie quantique des champs, et c'est ce dernier aspect qui a connu et connait encore

un développement spectaculaire, créant une nouvelle discipline à l'interface de la cosmologie

et la physique des particules.

En e�et pour construire des modèles cosmologiques viables, il faut comprendre la physique

qui prévaut à des énergies typiques d l'ordere de 1015 Gev. Les empreintes laissées par les

�uctuations primordiales dans un scénario donné fournissent des indications sur la physique

des forces fondamentalesaux à des échelles d'énergie inaccessibles expérimentalement dans

les laboratoires d'aujourd'hui. Cet aspect suscite de nombreuses recherches de la part dse

physiciens des hautes énergies, en parallèle avec la précision grandissante des données obser-

vationnelles. Cette activité très intense concerne les deux modèles d'univers primordial qui

sont actuellement acceptés, les modèles infationnaires et modèles à base de production de

défauts topologiques.

2.2 Modèles in�ationnaires

Dans les modèles in�ationnaires, un (ou plusieurs) champ quantique, l'in�aton, prend des

valeurs telles que la densité d'énergie dûe aux interactions devient beaucoup plus grande

que l'énergie thermique. Cette densité d'énergie quasi-constante provoque une phase d'ac-

célération de l'expanion de l'univers. L'idée est séduisante pour les physiciens sur plusieurs
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plans. En e�et, si l'accroissement du facteur d'échelle est su�samment grand, elle permet de

relier causalement des régions de l'univers qui sans cela ne le seraient pas, résolvant ainsi des

problèmes majeurs du modèle standard de la cosmologie, le Big Bang, comme celui de l'hori-

zon ou encore celui de la platitude. Un autre attrait des modèles in�ationnaires est que les

�uctuations primordiales de densité ont pour origine les �uctuations quantiques de champs

(scalaires). De nombreuses prédictions quantitatives peuvent alors être faites. De manière

générale les modèles in�ationnaires prédisent des �uctuations scalaires (adiabatique ou iso-

courbure) et tensorielles, ou ondes gravitationnelles primordiales. Le détail des propriétés de

ces �uctuations dépend des modèles considérés. Chacun d'eux contient un nombre limité de

paramètres libres variant selon la complexité du modèle et qui déterminent entèrement les

�uctuations primordiales à savoir la statistique, le spectre de puissance, etc. Dans la ma-

jorité des modèles, il s'agit de �uctuations quantiques du vide, dont une prédiction générique

majeure est la statistique gaussienne du champ de �uctuation. De plus, les modèles les plus

simples prédisent des spectres de �uctuations scalaires et d'ondes gravitationnelles invari-

ants d'échelle sur les échelles cosmologiques (indices de la puissance spectrale scalaire et

tensorielle valant respectivement ns ' 1 et nT ' 0).

Les propriétés des �uctuations se retrouvent imprimées telles quelles, ou presque, sur les

échelles cosmologiques. En e�et, pour une échelle donnée, les �uctuations primordiales restent

inchangées jusqu'au moment où elles dépassent le rayon de Hubble ; elles induisent alors des

�uctuations de température sur la surface de dernière di�usion sur toutes les échelles. Celles-

ci sont entièrement prévisibles et calculables dans tout modèle où l'ensemble des paramètres

cosmologiques (Ω0, ΩΛ, ΩB.....) sont connus. En particulier, le spectre de �uctuations de tem-

pérature du FRC (Fond de Rayonnement Cosmologique) contient l'empreinte d'une physique

des hautes énergies aussi bien que de l'ensemble des paramètres cosmologiques. En e�et, la

première détection de l'anisotropie de température du FRC par l'expérience COBE a ent-

housiasmé la communauté scienti�que. Toutefois la résolution angulaire était trop médiocre

limitant ainsi l'extraction de conditions fortes sur l'univers primordial. Il n'en reste pas

moins, que l'observation détaillée avec une plus grande précision des anisotropies de tem-

péarture du FRC est considérée comme une source de données inestimables pour comprendre

et appréhender la nature et l'évolution des �uctuations de densité de l'univers primordial.
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2.3 In�ation comme dynamique d'un champ scalaire

2.3.1 L'in�aton

Considérons un univers de Friedmann-Lemaître dont la densité d'énergie est dominée par

un champ scalaire ϕ (appelé in�aton). Dans ce cas l'action est donnée par

Sϕ = −
ˆ √

−g
[

1

2
∂µϕ∂

µϕ+ V (ϕ)

]
d4x. (2.1)

Le champ scalaire peut interagir avec d'autres champs de matiére (ψµ, Aµ, χ) (correspondant

à des degrés de liberté fermioniques et bosoniques). Pendant l'in�ation, nous supposons que

la densité d'énergie est dominée par celle de l'in�aton. Le tenseur d'énergie-impulsion du

champ ϕ est donné par

Tµν = ∂µϕ∂νϕ− gµν
[

1

2
∂µϕ∂

µϕ+ V (ϕ)

]
. (2.2)

Il est facile de déduire que la densité d'énergie et la pression sont données par

ρϕ =
1

2
ϕ̇2 +

1

2
(∇ϕ)2 + V (ϕ) , (2.3)

Pϕ =
1

2
ϕ̇2 − 1

6
(∇ϕ)2 − V (ϕ) . (2.4)

Si pour un instant ti donné on a

(ϕ̇ (x, ti ))2 , (∇ϕ (x, ti ))2 � V (ϕ) , (2.5)

et

ϕ (x, ti ) > 0, (2.6)

Pour avoir une phase d'expansion accélérée il faut que la densité d'énergie et la pression ρϕ
et Pϕ satisfont l'inégalité suivante

ρϕ + 3Pϕ < 0. (2.7)

Pour que l'on ait une période d'in�ation, les contraintes suivantes

ϕ̇2 � V (ϕ) , (2.8)
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(∇ϕ)2 � V (ϕ) , (2.9)

doivent être réalisées su�samment longtemps. Dans le cas de champs scalaires, plusieurs pos-

sibilités s'o�rent à nous, conduisant à des modéles d'in�ation di�érents (�ancienne in�ation�,

�nouvelle in�ation�, �in�ation chaotique�).

Dans le scénario �ancienne in�ation�, l'in�ation est générée par une transition de phase du

premier ordre. Un champ scalire est piégé dans un minimum local de son potentiel, imposant

une densité d'énergie constante, ρϕ ≈ V (ϕi), assimilable à une constante cosmologique. Tant

que cette phase dure, l'univers est de de Sitter d'expansion exponenetielle. Cette phase est

métastable, car le champ peut quitter son minimum local, et rejoindre son minimum global,

V (ϕf ) = 0, par e�et tunnel. Dans le cas du scénario �nouvelle in�ation�, le champ scalaire

quitte son faux vite en roulant lentement vers son vrai vide. Cette phase de roulement lent

est capital pour la génération des �uctuations de densité qui donnent naissances aux grandes

structures observées actuellement ([30]). Ce scénario éxige un potentiel très plat autour de

ϕi, ce qui est arti�ciel. Ce scénario a été abondonné à la faveur d'autres scénarios comme

l'in�ation avec un potentiel polynômial, l'in�ation en loi de puissance, et l'in�ation hybride

faisant intervenir deux champs scalaires couplés.

2.3.1.1 Conditions de roulement lent

Nous allons maintenant quanti�er les circonstances dans lesquelles un champ scalaire peut

donner lieu à une phase d'in�ation.

L'équation du mouvement du champ est

ϕ̈+ 3Hϕ̇+ V ′ (ϕ) = 0. (2.10)

Si nous exigeons que ϕ̇2 � V (ϕ), le champ scalaire peut rouler lentement sur la barrière de

potentiel. C'est la raison pour laquelle une telle période est appelée roulement lent. On peut

s'attendre à ce que, puisque le potentiel est plat, ϕ̈ est négligeable par rapport àV (ϕ). Nous

supposons que cela est vrai et nous allons quanti�er cette condition. Sous cette condition

uniquement le terme du potentiel domine dans la densité d'énergie de l'in�aton, et la première

équation de Friedman s'écrit alors

H2 =
8πG

3
V (ϕ) . (2.11)

L'équation de mouvement prend la forme simple suivante

3Hϕ̇ = −V ′ (ϕ) , (2.12)
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En utilisant l'équation(2.12) , les conditions de de roulement lent deviennent

ϕ̇2 � V (ϕ) =⇒ (V ′)2

V
� H2, (2.13)

et

ϕ̈� 3Hϕ̇ =⇒ V ′ � H2. (2.14)

A ce stade on introduit les paramètres clés pour décrire la phase in�ationnaire. Ce sont ε, η

et δ dé�nis par

ε = − Ḣ

H2
=

˙4πGϕ
2

H2
=

1

16πG

(
V ′

V

)2

. (2.15)

η =
1

8πG

(
V ′

V

)
=

V ′

3H2
. (2.16)

δ = η − ε = − ϕ̈

Hϕ̇
. (2.17)

Il est clair que l'in�ation peut être maintenue que si ε < 1. Dès que cette condition n'est

plus valide, l'in�ation se termine. En général, l'in�ation par roulement lent est maintenue

si ε � 1 et η � 1. Au cours de l'in�ation les paramètres de roulement lent peuvent être

considérés comme constants dés que le potentiel V (ϕ) est très plat.

En �n on résume les conditions nécessaires pour avoir une pahse d' in�ation réussie :

i) une densité d'énergie dé�nie positive ρ > 0

ii) la condition d'énergie dominante (DEC) ρ+ 3p < 0

iii) La dynamique du champ scalaire satisfait aux conditions de roulement lent.

2.3.1.2 Durée de l'in�ation et taux d'expansion

Le taux d'expansion entre un instant t et la �n de l'expansion à l'instant tf est donnée par

N (t, tf ) =

ˆ tf

t

Hdt (2.18)

ce qui donne

a(t) = a(tf )e
−N , (2.19)

où N, appellé le nombre de e-folds, est une mesure de la quantité d'in�ation entre l'instant

de début de l'in�ation et la �n de l'in�ation.
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2.3.1.3 Fin de l'in�ation

On associe la �n de l'in�ation à la �n du régime lent caractérisé par

max (ε, δ) ≈ 1. (2.20)

A la �n de l'in�ation l'univers devient trés plat, qu'on peut négliger tous les e�ets de coubures.

2.3.1.4 Le spectre de puissance

Nous allons dé�nir maintenant le spectre de puissance, une quantité utile pour caractériser

les propriétés des perturbations. Pour une quantité générique δ(x; t), qui peut représenter

des �uctuations primordiales, il est bien plus utile d'écrire son développement suivant le

smodes de fourier

δ(x, t) =

ˆ
dDk

(2π)D/2
eikxδk (t) . (2.21)

Comme on a à faire à des champs réels les coe�cients δk véri�ent la relation de conjugaison

δ∗k = δ−k. (2.22)

Dans les modèles de l'univers primordial les �uctuations de densités sont considérées comme

des champs aléatoires, et par conséquent on est réduit à calculer les propriétés statistiques des

coé�cients δk. Ainsi on peut exprimer la fonction de corrélation 〈δ(x, t)δ(x + r, t)〉 comme

〈δkδk′〉 =

ˆ
dDx

(2π)D/2
dDr

(2π)D/2
e−i(k+k′)xe−ik

′r 〈δ(x, t)δ(x + r, t)〉 . (2.23)

En intégrant sur x on obtient

〈δkδk′〉 =

ˆ
dDrδDirac (k + k′) eikr 〈δ(x, t)δ(x + r, t)〉

= δDirac (k + k′)

ˆ
dDreikr 〈δ(x, t)δ(x + r, t)〉

= δDirac (k + k′)Pδ (k) , (2.24)

où le spectre de puissance est dé�ni par

Pδ (k) =

ˆ
dDreikr 〈δ(x, t)δ(x + r, t)〉 . (2.25)
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Il est utile de dé�nir un spectre de puissance redimensionné

Pδ (k) =
2S[D−2]

(2π)D
kDPδ (k) , (2.26)

où S[D−1] est la surface de la sphère de dimension D − 1 et rayon unité

S[D−1] =
2πD/2

Γ (D/2)
. (2.27)

On inverse (2.25) et on intègre sur les variables angulaires pour déduire que

〈δ(x, t)δ(x + r, t)〉 =
2S[D−2]

(2π)D

ˆ
dk

k
kDPδ (k)

sin kr

kr
.

=

ˆ
Pδ (k)

sin kr

kr

dk

k
(2.28)

En outre on dé�ni l'indice spectral par la relation

ns − 1 =
d lnPδ
d ln k

,

où la valeure observée de est ns . 0.016.

Dans de nombreux cas on distingue deux régimes d'évolution des �uctuations de densité

� Les modes sub-hubble pour lesquels la longueur d'onde des �uctuations est superieure au

rayon de Hubble, k � H. C'est le régime Ultra-Violet (UV).

� Les modes super-Hubble pour lesquels la longueur d'onde des �uctuations est inferieure

au rayon de Hubble, k � H. C'est le régime Infra-Rouge (IR)

Les observations montre que l'univers est presque invariant d'échelle sur les échelles cos-

mologiques. Dans ce cas on peut considérér le spectre de puissance uniquement pour les

modes super-Hubble. Alors on peut prendre k < εkH (t) , où ε = kIRmax
kp
� 1 , kp est le nom-

bre d'ondes de Planck et kH est le nombre d'ondes qui sépare les secteurs IR et UV. Ici,

kIRmax = kH (ti) est le nombre d'ondes correspondant à l'entrée de l'horizon à l'instant ti.

2.4 Champ scalaire à 4 dimensions

Considérons l'action suivante où ϕ est un champ scalaire sans masse couplé avec la gravité

S = −
ˆ
dx4
√
−g
[

1

16πG
R(4) +

1

2
gµνϕ;µϕ;ν

]
(2.29)

où G est la constante gravitationelle et R(4) le scalaire de Ricci, et ϕ;µ = ∇µϕ désigne

la dérivée covariante de ϕ. On remarque que l'action de matière ne contient que le terme
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cinétique.

Etudions alors l'évolution du champ scalaire dans un univers décrit par la métrique suivante

(2.30)

ds2 = dt2 − e2tHdR2, (2.30)

où dR2 = dX2 + dY 2 + dZ2. Cette métrique est de type de Sitter, 3D spatialement plate,

homogénne et isotrope avec un paramétre de Hubble H constant et une courbure scalaire

4D constante, (4)R = 12H2.

2.4.1 Les équations de mouvements

Pour obtenir l'équation d'évolution du champ scalaire, nous utiliserons les équations d'Euler-

Lagrange
∂L
∂ϕ
− ∂α

(
∂L

∂ (∂αϕ)

)
= 0. (2.31)

Il est facile alors d'obtenir

�ϕ = 0, (2.32)

où

∇α∇αϕ ≡ �ϕ =
1
√
g
∂α
[√
ggαβϕ,β

]
. (2.33)

C'est l'équation de Klein-Gordon pour un champ scalaire sans masse.

En évaluant (2.33) sur (2.30) on obtient

ϕ,tt + 3Hϕ,t − e−2tH∇2
Rϕ = 0 . (2.34)

La transformation suivante

ϕ
(
t,
→
R
)

= e
−3
2
tH0χ

(
t,
→
R,
)
, (2.35)

permet d'écrire l'équation de Klein-Gordon pour le champ χ

∂2χ

∂t2
− 9H2

4
χ− e−2tH∇2

rχ = 0. (2.36)

Developpons maintenant le champ χ en une série de Fourier suivant le modes ζkR

χ
(
t,
→
R
)

=
1

(2π)
3
2

ˆ
d3kR

[
akRe

i
→
kR
→
RζkR (t) + a†kRe

−i
→
kR
→
Rζ∗kR (t)

]
. (2.37)

où l'astérique désigne la conjugaison complèxe et
(
akR , a

†
kR

)
sont les opérateurs d'annihila-
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tion et de création véri�ant les relations de commutation usuelles[
akR , a

†
k′R

]
= δ{3}

(−→
k R −

−→
k′R

)
,[

akR , ak′R
]

=
[
a†kR , a

†
k′R

]
= 0.

Ces relations conduisent à[
χ
(
t,
→
R
)
, χ̇

(
t,
→
R′
)]

= iδ{3}
(−→
R −

−→
R ′
)
.

Pour que cette condition soit satisfaite il faut que la condition de renormalisation suivante

soit véri�ée

ζ−→
k R
ζ̇∗−→
k R
− ζ∗−→

k R
ζ̇−→
k R

= i. (2.38)

En substituant dans (2.36) on obtient

ζ̈kR (t) +

[
e−2tHk2

R −
9H2

4

]
ζkR (t) = 0. (2.39)

Le membre de droite dans (2.38) est tout simplement le Wronskien de deux solutions in-

dépendantes de cette équation, et par conséquent est indépendate de t.

La solution générale de (2.39 est de la forme

ζkR (t) = F1H(1)
ν [x(t)] + F2H(2)

ν [x(t)], (2.40)

où H(1)
ν et H(2)

ν sont les fonctions de Hankel et

x(t) =
kR
H
e−tH , ν =

3

2
. (2.41)

En renplaçant (2.38) on obtient

(F1 − F2) (F1 + F2) =
π

4H
.

A ce state nous appellons au vide de Bunch-Davis. En théorie quantique des champs sur

un espace courbé, il n'existe qu'un seul état du vide sur un fond de de Sitter invariant sous

toute les isométries. C'est un état thermique à la température T = H
2π
.

En utilisant le vide généralisé de Bunch-Davis on a F1 = 0 et F2 = i
√

π
4H
, et alors on obtient

ζkR (t) = i

√
π

4H
H(2)
ν [x(t)]. (2.42)

Une comparaison entre (2.41) et (2.17) montre que le paramétre δ de roulement lent est alors
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nul.

2.5 Densité d'énergie et pression

L' expression de tenseur moment-énergie du champ scalaire est donné par

Tµν = ∂µϕ∂νϕ−
(

1

2
∂αϕ∂

αϕ

)
gµν . (2.43)

Il est alors facile de déduire que

〈ρ〉 =

〈
ϕ̇2

2
− e−2Ht

2

(→
∇ϕ
)2
〉
. (2.44)

〈P 〉 =

〈
ϕ̇2

2
+
e−2Ht

2

(→
∇ϕ
)2
〉
. (2.45)

En utilisant (2.37) et en substituant dans (2.44) on obtient

〈ρ〉 =
1

2

〈(
χ̇2 − 3H

2
(χ̇χ+ χχ̇) +

9H2

4
χ2

)
e−3tH − e−2Hte−3tH

(→
∇χ
)2
〉
. (2.46)

En termes des modes de Fourier cette relation devient

〈ρ〉 =
e−3tH

(2π)3

ˆ
d3kR

{
1

2
ζ̇kR (t) ζ̇∗kR (t)− 3H

4

(
ζ̇kR (t)

?

ζkR (t) + ζkR (t) ζ̇∗kR (t)

)
+

9H2

8
ζkR (t)

?

ζkR (t) +
k2
R

2
e−2HtζkR (t)

?

ζkR (t)

}
. (2.47)

En utilisant le comportement asymtotique des fonctions de Hankel pour un argument petit

et ν > 0

H(2)
ν [x(t)] = − i

π
Γ(ν)

(x
2

)−ν
, (2.48)

on montre que

ζkR (t)
?

ζkR (t) =
1

π
Γ2 (ν) 22ν−2H2ν−1

(
kRe

−tH)−2ν
. (2.49)

ζ̇kR (t)
?

ζkR (t) =
ν

π
Γ2 (ν) 22ν−2H2ν

(
kRe

−tH)−2ν
. (2.50)

ζkR (t) ζ̇∗kR (t) =
ν

π
Γ2 (ν) 22ν−2H2ν

(
kRe

−tH)−2ν
. (2.51)

ζ̇kR (t) ζ̇∗kR (t) =
ν2

π
H2ν+1Γ2 (ν) (2)2ν−2 (kRe−tH)−2ν

. (2.52)

Remplaçons (2.49) , (2.50) , (2.51) (2.52) , dans (2.47) et considérant le secteur IR où 0 <
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kR ≤ εkH , où ε est un paramétre sans dimension de l'ordre de 10−3 − 10−8.

〈ρ〉 =
e−3tH

(π)3 22ν−3H2ν+1
(
e−tH

)−2ν
Γ2 (ν)

{ˆ εkH

0

(
ν2

2
− 3ν

2
+

9

8

)
(kR)−2ν+2 dkR +

+

ˆ εkH

0

(
k

(−2ν+4)
R

2H2
e−2Ht

)
dkR

}
.

.

En intégrant sur kR on obtient

〈ρ〉 =
−e−3tH

(π)3 22ν−5H2ν+1
(
e−tH

)−2ν
Γ2 (ν)

{(
ν − 3

2

)
(kR)−2ν+3 +

e−2Htk
(−2ν+5)
R

2H2 (−2ν + 5)

}∣∣∣∣∣
εkH

0

,

(2.53)

où

k2
R � k2

H et kH = HeHt , ν =
3

2
.

Finalement , on déduit que

〈ρ〉 ' 0. (2.54)

Le calcule de la pression 〈P 〉 se fait selon les même étapes et on arrive au résulat

〈P 〉 ' 0. (2.55)

Il est clair qu'à partir de la solution exprimant les modes, le spectre de puissance est donnée

par Pζ ∼ |ζk|2 ∼ k3−2ν
R , et on a alors ns = 3 − 2ν. Comme ν = 3/2, on déduit que ns = 0.

Dans ce modèle où nous avons utilisé un champ scalaire purement cinitique (sans potentiel

) conduisant à un indice spectral nul. Ce qui signi�e que le spectrte de puissance des �uc-

tuations scalaires est invariant d'échelle (On dit aussi spectre plat). Ces données (ns = 0 et

〈ρ〉 ' 0) caracérise un univers homogène et isotrope.

2.6 Champ vectoriel quanti�é à 4 dimensions

L'in�ation maintenue par un champ vectoriel a été premièrement réalisée dans la Réf [8].

Récemment, un modèle réussi d'in�ation par un champ vectoriel a été construit en utilisant

un ensemble orthogonal de vecteurs avec couplage non-minimal à la gravité [9]. De plus, si

un champ vectoriel existe, l'in�ation anisotrope peut être réalisable [10]. Le champ vectoriel

est également considéré pour expliquer le problème de l'énergie sombre [11]. Cependant, la

plupart des modèles de champ vectoriel sont infestées par des instabilités ou par les modes

fantômes [12, 13].
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2.6.1 Equations de mouvements

Considérons l'action suivante décrivant un �uide cosmique représenté par un champ vectoriel

Aµ couplé non-minimalement à la gravité, dans un espace-temps décrit par la métrique de

De Sitter (2.30),

S =

ˆ
dx4
√
−g
[

1

16πG
R(4) − 1

2
Kµν

ρσ∇µA
ρ∇νA

σ

]
, (2.56)

où

Kµν
ρσ = β1g

µνgρσ + β2δ
µ
ρ δ

ν
σ + β3δ

µ
σδ

ν
ρ . (2.57)

et les βi sont des paramètres sans dimensions.

La densité Lagrangienne du champ vectoriel Aµ est alors

L(Aµ, Aµ;ν) =
1

2

(
Kµν

ρσ∇µA
ρ∇νA

σ
)
, (2.58)

Le terme cinétique standard de Maxwell, -1
4
FµνF

µν où Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, correspond à

β1 = −β3 = 1, et β2 = 0. Dans [14] les auteurs ont classé plusieurs modèles en termes des

β,
is. Parmi ces modèles, on trouve le modèle β1 = βT , le modèle βT = 0 et le modèle β1 = 0

modèle, où βT = β1 + β2 + β3.

Pour déduire les équations d'évolutions du champ Aµ, nous allons utiliser les équations

d'Euler Lagrange

∂(4)L

∂Aα
−∇λ

(
∂(4)L

∂ (∇λAα)

)
= 0. (2.59)

Le premièr terme est nul, et le second est donné par

∂(4)L

∂ (∇λAα)
= −1

2

∂
[
Kµν

ρσ∇µA
ρ∇νA

σ
]

∂ (∇λAα)

= −1

2
Kµν

ρσ

[
∂ (∇µA

ρ∇νA
σ)

∂ (∇λAα)

]
= −1

2

[
β1g

µνgρσ + β2δ
µ
ρ δ

ν
σ + β3δ

µ
σδ

ν
ρ

] [
δλµδ

ρα (∇νA
σ) + δλν δ

σα (∇µA
ρ)
]
. (2.60)

En évaluant les dérivées covariantes on obtient

∂(4)L

∂ (∇λAα)
= −

[
β1∇λAα + β2g

kαδλk∇µA
µ + β3∇αAλ

]
. (2.61)
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En remplaçant dans les équations d'Euler-Lagrange on obtient

β1�A
α + β2∇α∇µA

µ + β3∇µ∇αAµ = 0. (2.62)

Par la suite nous anayserons le cas où Aα =
(
A0 = ϕ,

−→
0
)
. En e�et, montre que

β1�A
α = gσαβ1

[
∇λ∇λAσ

]
= β1g

σα
[
∂λ
(
∇λAσ

)
+ Γλλβ

(
∇βAσ

)
− Γβλσ

(
∇λAβ

)]
.

= B1g
σα
[
∂λ
(
∂λAσ − ΓλρσAρ

)
+ Γλλβ

(
∂βAσ − ΓβρσAρ

)
− Γβλσ

(
∂λAβ − ΓλρβAρ

)]
= B1g

σα
[
∂0

(
∂0Aσ

)
+ ∂i

(
∂iAσ

)
− ∂0

(
Γ00

σA0

)
− ∂i

(
Γi0σA0

)
+ Γλλ0

(
∂0Aσ

)
−−Γλλ0Γ00

σA0 − ΓλλiΓ
i0
σA0 − Γ0

0σ

(
∂0A0

)
− Γ0

iσ

(
∂iA0

)
+ Γβ0σΓ00

βA0 + ΓβiσΓi0βA0

]
(2.63)

Pour α = 0 arrive à

β1�A
α = g00B1

[
∂0

(
∂0A0

)
+ ∂i

(
∂iA0

)
+ Γii0

(
∂0A0

)
+ gkiΓji0Γ0

jkA0

]
= g00B1

[
∂0 (∂0A0) + gji∂i (∂jA0) + 3

(
∂0A

0
)
H0 − e−2tH0δkiδijδjkH0H0e

2tH0
]
.

(2.64)

Finalement on a

β1�A
0 = β1

[
A0
,tt + 3A0

,tH − e−2tH0∇2
rA

0 − 3H2A0
]
.

Considérons le deuxiéme terme donné par

β2∇α∇µA
µ = β2g

αλ∂λ
[
3HA0 + A0

,t

]
= β2g

00∂0

[
3HA0 + A0

,t

]
,

= −β2

[
3HA0

,t + A0
,tt

]
. (2.65)

Pour le 3
éme
= terme on a

β3∇µ∇αAµ = β3g
αλ∇µ∇λA

µ

= β3g
αλ
[
∂µ
(
∂λA

µ + ΓµλρA
ρ
)
− Γσµλ

(
∂σA

µ + ΓµσρA
ρ
)

+ Γµµσ
(
∂λA

σ + ΓσλρA
ρ
)]
. (2.66)
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Ce qui donne

β3∇µ∇αAµ = β3g
00
[
∂0

(
∂0A

0
)
− Γij0Γji0A

0 + Γii0
(
∂0A

0
)]

= β3[A0
,tt + 3HA0

,t − 3H2A0]. (2.67)

On remplaçe dans (2.62)

[
A0
,tt + 3HA0

,t

]
− β1

βT

[
e−2tH∇2

RA
0
]

+ 3

(
β2

βT
− 1

)
H2A0 = 0. (2.68)

avec βT = β1 + β2 + β3.

Comme A0
(
t,
→
R
)
≡ ϕ

(
t,
→
R
)
l'équation (2.68) s'écrit

ϕ̈+ 3Hϕ̇− β1

βT
e−2tH

(
∇2
Rϕ
)

+ 3H2

(
β2

βT
− 1

)
ϕ = 0. (2.69)

Notons que le dernier terme agit comme un potentiel e�ectif pour le champ A0. Si on compare

(2.69) et (2.34) obtenue dans le cas d'un champ scalaire, on déduit que, contrairement au

champ scalaire sans masse. le champ vectoriel décrit par une action purement cinétique

acquière une masse. Ce résultat est prometteur pour pouvoir décrire une phase in�ationnaire

de l'évolution de l'univers.

E�ectuons la tronsformation suivante

ϕ
(
t,
→
R
)

= e
−3
2
tHχ

(
t,
→
R,
)
, (2.70)

avec
∂ϕ

∂t
=
∂χ

∂t
e
−3t

2
H − 3H

2
e
−3t

2 χ, (2.71)

∂2ϕ

∂t2
=

(
∂2χ

∂t2

)
e
−3t

2
H − 3He

−3t
2
H

(
∂χ

∂t

)
+

9H2
0

4
e
−3t

2
H0χ. (2.72)

Par substitution dans (2.69) on obtient l'équation de KG pour le champ χ

χ̈− β1

βT
e−2tH0∇2

Rχ+

[
3
β2

βT
H2 − 21

4
H2

]
χ = 0 , (2.73)

Il est clair que le dernier terme est le terme de masse du champ χ.

Développons mantenant χ en termes des modes de Fourier

χ
(
t,
→
R
)

=
1

(2π)
3
2

ˆ
d3kR

[
akRe

i
→
kR
→
RζkR (t) + a†kRe

−i
→
kR
→
Rζ∗kR (t)

]
. (2.74)
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Remplaçons dans l'équation (2.73)

1

(2π)
3
2

ˆ
d3kR

{
akRe

i
→
kR
→
R

[
∂2ζkR (t)

∂t2
+
β1

βT
e−2tH0(k2

R)ζkR (t)

+

(
3β2H

2
0 − βT

21

4
H2

0

)
1

βT
ζkR (t)

]
+ a†kRe

−i
→
kR
→
R

[
∂2ζ∗kR (t)

∂t2
+
β1

βT
e−2tH0(k2

R)ζ∗kR (t)

+

(
3β2H

2
0 − βT

21

4
H2

0 )

)
1

βT
ζ∗kR (t)

]}
= 0.

Avec

akR 6= 0 6= ei
→
kR
→
R , a†kR 6= 0 6= e−i

→
kR
→
R

L'équation de mouvement pour les modes ζkR (t) est alors donnée par

ζ̈kR (t) +

[
β1

βT
e−2tHk2

R −
(

21

4
− 3

β2

βT

)
H2

]
ζkR (t) = 0, (2.75)

On remarque l'apparence d'un terme de masse donnée par

m2 = 3

(
7

4
− β2

βT

)
H2. (2.76)

La solution générale de l'équation (2.75) est donnée en termes des fonctions de Hankel

ζkR(t) = F1H(1)
ν [x(t)] + F2H(2)

ν [x(t)] , (2.77)

Si on considère les conditions de Bunch- Davies

F1 = 0 et F2 = i

√
π

4H
, (2.78)

on obtient

ζkR(t) = i

√
π

4H
H(2)
ν [x(t)] , (2.79)

où

x(t) =
e−tHkR
H

√
β1

βT
. ν =

√
21

4
− 3

β2

βT
. (2.80)

La réalité de ν (qui est aussi la réalité de la masse de χ) conduit à la condition suivante

β2

βT
≤ 7

4
.
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2.6.2 Fluctuations du champ

En utilisant les équations (2.74) et (2.70) on a

〈
ϕ2
〉

=
1

(2π)3 e
−3tH0

ˆ ˆ
d3kRd

3ḱR

〈
0

∣∣∣∣[akrkΨ
ei
→
kR
→
RζkR (t) + a†kRkΨ

e−i
→
kR
→
Rζ∗kR (t)

]
[
ak→́R ḱΨ

ei
→
ḱR

→
ŔζkR (t) + a†kŔ

e−i
→
ḱr

→
Ŕ

?

ζḱR (t)

]∣∣∣∣ 0〉
=

1

(2π)3 e
−3tH

ˆ ˆ
d3kRd

3kR

[
e
i

(→
kR
→
R−

→
kR̀

→
R̀

)
ζkR (t)

?

ζḱR (t)

]〈
0
∣∣∣akRkΨ

a†
ḱRḱΨ

∣∣∣ 0〉
=

1

(2π)3 e
−3tH

ˆ ˆ
d3kRd

3ḱR

[
e
i

(→
kR
→
R−

→
ḱR

→
Ŕ

)
ζkR (t)

?

ζḱR (t)

]
〈0 | 0〉 δ(3)

(
→
kR −

→

ḱR

)
.

(2.81)

Grâce à la propriété ˆ
dxf (x) δ (x− a) = f(a), (2.82)

on obtient 〈
ϕ2
〉

=
e−3tH

2π2

ˆ
dkR
kR

k3
RζkR (t)

?

ζkR (t) (2.83)

Intéressons nous maintenant au calcul de la valeur moyenne du champ dans le secteur IR,

où le mode de Fourier s'écrit

ζkR(t) = i

√
π

4H
H(2)
ν [x(t)]. (2.84)

Ce résultat est obtenu grâce au comportement de la fonction de Hankel pour x petit et ν > 0,

H(2)
ν [x(t)] = − i

π
Γ(ν)

(x
2

)−ν
. (2.85)

En substituant (2.84) dans (2.83) on obtient

〈
ϕ2
〉

=
(2)2ν−1

4Hπ3
e−3tH0

ˆ εkH

0

dkR
kR

k3
RΓ2(ν)x(t)−2ν . (2.86)

Comme

x(t) =
e−tHkR
H

√
β1

βT
, (2.87)

on arrive à l'expression

〈
ϕ2
〉

=
22ν−3

π3
H2ν−1

(√
β1

βT

)−2ν

Γ2(ν)e−(3−2ν)tH

ˆ εkH

0

dkR
kR

k3−2ν
R . (2.88)
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En utilisant la dé�nition du spectre de puissance P(kR) , on déduit alors

P(kR) ∼

(√
β1

βT

)−2ν

22ν−3

π3
Γ2 (ν)H2ν−1

0 e−(3−2ν)tH0k3−2ν
R . (2.89)

Aprés intégration sur kR on obtient

〈ϕ2〉 =
H22−ns

π3
Γ2

(
3− ns

2

)(√
β1

βT

)−(3−ns)
(ε)ns

ns
, (2.90)

A partir de la dé�nition de l'indice spectral on obtient

ns = 3− 2ν, (2.91)

et en utilisant la relation ( 2.80) donnant ν on arrive à la relation

ns = 3− 2
√

3

√
7

4
− β2

βT
. (2.92)

2.6.3 Densité d'énergie du champ

L'éxpréssion de la densité d'énergie est calculée dans l'annexe et est donnée par

〈Tµν〉 =

〈
β1 (∇µA

ρ∇νAρ −∇ρAµ∇ρAν) +
1

2

[
∇ρ

(
AνJ

ρ
µ + AµJ

ρ
ν

)
+ ∇ρ (AρJµν + AρJνµ)−∇ρ(AνJ

ρ
µ + AµJ

ρ
ν )
]

− 1

2
gµν
[
β1 (∇ρAα∇ρA

α) + β2 (∇ρA
ρ)2 + β3 (∇ρA

α∇αA
ρ)
]〉

, (2.93)

La densité d'énergie se calcule à partir de ρ = T 0
0 .

� En e�et, considérons le premier terme

∇µA
ρ∇νAρ = (∂µA

ρ + ΓρµαA
α)(∂νAρ − ΓανρAα)

=
(
∂0A

0
)

(∂0A0)−
(
∂0A

0
)

Γ0
00A0 + Γ0

00A
0 (∂0A0)

− Γ0
00Γ0

00A
0A0 − Γi00Γ0

0iA
0A0

=
(
∂0A

0
)

(∂0A0) . (2.94)

Le terme (∇ρAµ∇ρAν) :
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∇ρAµ∇ρAν =
(
∂ρAµ − ΓραµAα

) (
∂ρAν − ΓαρνAα

)
=
(
∂0A0

)
(∂0A0) +

(
∂iA0

)
(∂iA0) , (2.95)

alors

∇µA
ρ∇νAρ −∇ρAµ∇ρAν =

(
∂0A

0
)

(∂0A0)−
(
∂0A0

)
(∂0A0)−

(
∂iA0

)
(∂iA0) , (2.96)

� Le deuxiéme terme est donné par

∇ρ

(
AνJ

ρ
µ

)
= (∇ρAν) J

ρ
µ +

(
∇ρJ

ρ
µ

)
Aν , (2.97)

où

Jρµ = β1∇ρAµ + β2δ
ρ
µ∇αA

α + β3∇µA
ρ, (2.98)

Alors

∇ρ

(
AνJ

ρ
µ

)
=
[
β1 (∂0A0) (∂0A0) + β1(∂iA0)(∂iA0) + β2δ

0
0(∂0A0)

(
∂0A

0 + Γii0A
0
)

+ β3(∂0A0)(∂0A
0)
]

+
[
β1∇ρ∇ρAµ + β2δ

ρ
µ∇ρ∇αA

α + β3∇ρ∇µA
ρ
]
Aν . (2.99)

On calcule les terme suivants :

∇ρ∇ρAµ = ∂ρ (∇ρAµ) + Γρρλ
(
∇λAµ

)
− Γλρµ (∇ρAλ)

= ∂ρ
(
∂ρAµ − ΓραµAα

)
+ Γρρλ

(
∂λAµ − ΓλαµAα

)
− Γλρµ (∂ρAλ − ΓραλAα)

= g00∂0(∂0A0) + gij∂i(∂jA0) + g00Γii0(∂0A0) + gjkΓij0Γ0
kiA0.

= ∂0∂0A0 − e
−2t
Ψ0 ∇2

rA0 + 3H(∂0A0)− 3H2A0. (2.100)

δρµ∇ρ∇αA
α = δρµ

[
∂ρ (∇αA

α)− Γλρα (∇λA
α) + Γαρλ

(
∇αA

λ
)]

= δρµ
[
∂ρ
(
∂αA

α + ΓααλA
λ
)
− Γλρα

(
∂λA

α + ΓαλβA
β
)

+ Γαρλ
(
∂αA

λ + ΓλαβA
β
)]

= δ0
0

[
∂0(∂0A

0) + ∂0(δiiHA
0)
]
,

=
[
∂0∂0A

0 + 3H
(
∂0A

0
)]
. (2.101)
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∇ρ∇µA
ρ = ∂ρ (∇µA

ρ)− Γλρµ (∇λA
ρ) + Γρρλ

(
∇µA

λ
)

= ∂ρ(∂µA
ρ + ΓρµλA

λ)− Γλρµ(∂λA
ρ + ΓρλβA

β) + Γρρλ
(
∂µA

λ + ΓλµβA
β
)

= ∂0

(
∂0A

0
)
− Γji0Γij0A

0 + Γjj0
(
∂0A

0
)
,

= ∂0∂0A
0 + 3H

(
∂0A

0
)
− 3H2A0, (2.102)

Finalement, en remplaçant dans (2.99), on obtient

∇ρ

(
AνJ

ρ
µ

)
=

[
β1(A0,t)

2 + β1(∂iA0)(∂iA0) + β2δ
0
0(A0,t)

(
A0
,t +

3

Ψ0

A0

)
+ β3 (A0,t) (A0

,t)

]
+

[
β1

(
A0,tt − e

−2t
Ψ0 ∇2

rA0 +
3

Ψ0

A0,t −
3

Ψ2
0

A0

)
+ β2

(
A0
,tt +

3

Ψ0

A0
,t

)
+

+β3

(
∂0∂0A

0 +
3

Ψ0

∂0A
0 − 3

Ψ2
0

A0

)]
A0. (2.103)

On a aussi

∇ρ (AµJ
ρ
ν) ≡ ∇ρ

(
AνJ

ρ
µ

)
. (2.104)

� Le troisième terme ∇ρ (AρJµν + AρJνµ) .

Nous avons

∇ρ (AρJµν) = (∇ρA
ρ)Jµν + (∇ρJµν)A

ρ, (2.105)

avec

Jµν = gαµJ
α
ν = β1∇µAν + β2δµν∇αA

α + β3∇νAµ. (2.106)

Alors

∇ρ (AρJµν) =
(
∂0A

0 + 3HA0
)

[β1∇µAν + β2δµν∇αA
α + β3∇νAµ] +

[β1∇ρ∇µAν + β2δµν∇ρ∇αA
α + β3∇ρ∇νAµ]Aρ (2.107)

on bien

∇ρ (AρJµν) =

(
∂0A

0 +
3

Ψ0

A0

)[
β1

(
∂µAν − ΓλµνAλ

)
+ β2δµν

(
∂0A

0 + 3HA0
)

+

+ β3

(
∂νAµ − ΓλνµAλ

)]
+ [β1∇ρ∇µAν + β2δµν∇ρ∇αA

α + β3∇ρ∇νAµ]Aρ.

(2.108)
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On calcule les termes suivants :

∇ρ∇µAν = ∂ρ (∇µAν)− Γλρµ (∇λAν)− Γλρν (∇µAλ)

= ∂ρ
(
∂µAν − ΓαµνAα

)
− Γλρµ (∂λAν − ΓαλνAα)− Γλρν

(
∂µAλ − ΓαµλAα

)
= ∂ρ(∂0A0)− Γλρ0(∂λA0), (2.109)

∇ρ∇αA
α = ∂ρ

(
∂0A

0 + 3HA0
)
. (2.110)

∇ρ∇νAµ = ∂ρ(∂0A0)− Γλρ0(∂λA0). (2.111)

Ce qui donne

∇ρ (AρJµν) =
(
∂0A

0 + 3HA0
) [
β1(∂0A0) + β2δµν

(
∂0A

0 + 3HA0
)

+ β3(∂0A0)
]

+
[
β1 (∂0∂0A0) + β2∂0

(
∂0A

0 + 3HA0
)

+ β3 (∂0∂0A0)
]
A0

+
[
β1 (∂0∂0A0) + β2∂0

(
∂0A

0 + 3HA0
)

+ β3 (∂0∂0A0)
]
A0. (2.112)

On a aussi

∇ρ (AρJµν) ≡ ∇ρ (AρJνµ) . (2.113)

� Le quatrième terme ∇ρ

(
AνJ

ρ
µ + AµJ

ρ
ν

)
.

On a

J ρ
µ = gµαg

βρJαβ = β1∇µA
ρ + β2δ

ρ
µ∇αA

α + β3∇ρAµ. (2.114)

∇ρ

(
AνJ

ρ
µ

)
= (∇ρAµ) J ρ

ν + (∇ρJ
ρ
ν )Aµ. (2.115)

∇ρ

(
AνJ

ρ
µ

)
=
(
∂ρAν − ΓαρνAα

) [
β1∇µA

ρ + β2δ
ρ
µ∇αA

α + β3∇ρAµ
]

+
[
β1∇ρ∇µA

ρ + β2δ
ρ
µ∇ρ∇αA

α + β3∇ρ∇ρAµ
]
Aν . (2.116)

Alors

(∇ρJ
ρ

ν )Aµ =
[
β3 (∂0A0) (∂0A0) + β1(∂iA0)(∂iA0) + β2(∂0A0)

(
∂0A

0 + 3HA0
)

+

+ β1(∂0A0)(∂0A
0)
]

+

[
β3

(
∂0∂0A0 − e

−2t
Ψ0 ∇2

rA0 +
3

Ψ0

∂0A0 −
3

Ψ2
0

A0

)
+β2

(
∂0∂0A

0 + 3H
(
∂0A

0
))

+ β1

(
∂0∂0A

0 + 3H
(
∂0A

0
)
− 3H2A0

)]
A0. (2.117)

On aussi
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(∇ρJ
ρ

ν )Aµ ≡
(
∇ρJ

ρ
µ

)
Aν . (2.118)

� Le cinquième terme
[
β1 (∇ρAα∇ρA

α) + β2 (∇ρA
ρ)2 + β3 (∇ρA

α∇αA
ρ)
]
.

On a :

∇ρAα∇ρA
α =

(
∂ρAα − ΓρλαAλ

) (
∂ρA

α + ΓαρλA
λ
)

= (∂ρA0)(∂ρA
0) + (∂ρA0)(∂ρA

0)− gjkΓ0
kiΓ

i
j0A0A

0

= (∂0A0)(∂0A
0) + (∂iA0)(∂iA

0) + δjke
−2t
Ψ0 e

2t
Ψ0 δkiδ

i
jH

2A0A
0. (2.119)

donc

∇ρAα∇ρA
α = (∂0A0)(∂0A

0) + (∂iA0)(∂iA
0) + 3H2A0A

0 (2.120)

Pour (∇ρA
ρ)2on a

(∇ρA
ρ)2 =

(
∂0A

0 + 3HA0
)2

= (∂0A
0)2 + (∂0A

0)(3HA0) + 3HA0(∂0A
0) + 9H2(A0)2, (2.121)

Pour (∇ρA
α∇αA

ρ) on a

∇ρA
α∇αA

ρ =
(
∂ρA

α + ΓαρλA
λ
) (
∂αA

ρ + ΓραλA
λ
)

= (∂0A
0)(∂0A

0) + 3H2A0A0. (2.122)

On collecte maintenant toutes les contributions dans (2.93). Puisque A0 ≡ ϕ on obtient

〈ρ〉 =

〈
β1

[
ϕ,ttϕ+

1

2
(ϕ,t)

2 − 1

2
(∂iϕ)(∂iϕ)− e−2tH(∇2

rϕ)ϕ+ 3Hϕϕ,t −
3

2
H2ϕ2

]
+ β2

[
ϕ,ttϕ+

1

2
(ϕ,t)

2 +
9

2
Hϕ,tϕ+

3

2
Hϕϕ,t +H2 9

2
ϕ2

]
+ β3

[
ϕ,ttϕ+

1

2
(ϕ,t)

2 + 3HA0ϕ,t − (∂iϕ)(∂iϕ) + e−2tH0
(
∇2
Rϕ
)
ϕ− 3

2
H2ϕ2

]〉
. (2.123)

Après simpli�cation on arrive à l'expression

〈ρ〉 =

〈
βT ϕ̈ϕ+

βT
2

(ϕ̇)2 + 3

(
βT −

β2

2

)
Hϕϕ̇

+ β2
9

2
Hϕ̇ϕ+

3

2
(−βT + 4β2)H2ϕ2

+ (β3 − β1) e−2tH
(
∇2
Rϕ
)
ϕ− (β3 +

1

2
β1)(∂iϕ)(∂iϕ)

〉
. (2.124)

Pour écrire la densité d'énergie en termes des ζkR (t) on utilise les relations (2.70)et(2.37).

En e�et on montre que
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∇2
Rχ =

1

(2π)
3
2

ˆ
d3kR (−k2

R)

[
akRe

i
→
kR
→
RζkR (t) + a†kRe

−i
(→
kR
→
R

)
ζ∗kR (t)

]
, (2.125)

et

〈ϕ̈ϕ〉 = e−3tH

〈
∂2χ

∂t2
χ− 3H0

∂χ

∂t
χ+

9H2
0

4
χ2

〉
=

e−3tH

(2π)3

ˆ
d3kR

[
ζ̈kR (t) ζ∗kR (t)− 3Hζ̇kR (t) ζ∗kR (t) +

9H2
0

4
ζkR (t)

?

ζkR (t)

]
.(2.126)

〈ϕ̇ϕ〉 = e−3tH

〈
∂χ

∂t
χ− 3H

2
χ2

〉
=

1

(2π)3
e−3tH0

ˆ
d3kR

[
ζ̇kR (t) ζ∗kR (t)− 3H0

2
ζkR (t)

?

ζkR (t)

]
, (2.127)

et

〈ϕϕ̇〉 = e−3tH0

〈
χ
∂χ

∂t
− 3H0

2
χ2

〉
(2.128)

=
1

(2π)3
e−3tH

ˆ
d3kR

[
ζkR (t) ζ̇∗kR (t)− 3H

2
ζkR (t)

?

ζkR (t)

]
. (2.129)

〈(
∇2
Rϕ
)
ϕ
〉

=
1

(2π)3
e−3tH

ˆ
d3kR(−k2

R)ζkR (t)
?

ζkR (t) . (2.130)

On aussi

−
(
β3 +

1

2
β1

)
(∂iϕ)(∂iϕ) =

(
β3 +

1

2
β1

)
e−2tHδij(∂jϕ)(∂iϕ). (2.131)

donc

−
(
β3 +

1

2
β1

)
(∂iϕ)(∂iϕ) =

(
β3 +

1

2
β1

)
e−2tH

[
(∂xϕ)2 + (∂yϕ)2 + (∂zϕ)2

]
, (2.132)

comme

ϕ = e
−3
2
tHχ =

e
−3
2
tH

(2π)
3
2

ˆ
d3kR

[
akRe

i
→
kR
→
RζkR (t) + a†kRe

−i
→
kR
→
Rζ∗kR (t)

]
, (2.133)

on obtient

〈
(∂iA0)(∂iA

0)
〉

=
1

(2π)3
e−3tH0e−2tH0

ˆ
d3kR(k2

R)ζkR (t) ζ∗kR (t) , (2.134)
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et �nalement

〈(
β3 +

1

2
β1

)
(∂iA0)(∂iA

0)

〉
=

(
β3 +

1

2
β1

)
e−3tHe−2tH

(2π)3

ˆ
d3kR(k2

R)ζkR (t) ζ∗kR (t) . (2.135)

On remplace maintenant dans (2.124)

〈ρ〉 =
1

(2π)3
e−3tH0

ˆ
d3kR

{
βT

(
ζ̈kR (t) ζ∗kR (t) +

1

2
ζ̇kR (t) ζ̇∗kR (t)

)
+ H

(
−βT

3

4
− 3β2

2

)
ζ̇kR (t) ζ∗kR (t)

+ H

(
−βT

3

4
+ β2

9

2

)
ζkR (t) ζ̇∗kR (t)

+

(
21

8
βT −

9

2
β2 + 6β2

)
H2ζkR (t)

?

ζkR (t)

+

(
−2β3 +

1

2
β1

)
e−2tHk2

RζkR (t)
?

ζkR (t)

〉
. (2.136)

En substituant les équations (2.49) ,(2.50) , (2.51) , (2.52) dans (2.136) on obtient

〈ρ〉 =
H2ν+1 (2)2ν−3

π3
Γ2 (ν) e2tHνe−3tH0

ˆ
dkR

{
βT

(
3ν2

2
− 3ν

2
+

27

8
− 6

)
+β2

(
3ν − 9

2
+ 6

)
+

(
−2β3 +

1

2
β1

)
e−2tHk2

R

}
(kR)2−2ν . (2.137)

On sait que l'univers est presque invariant sur les échelles cosmologiques pour lesquelles

on |ns| � 1. Dans ce cas on peut considérér le spectre de puissance uniquement pour les

modes super-Hubble pour lesquelles la longeur d'onde des �uctuations est plus petite que

le rayon de Hubble. Alors on peut prendre kR < εkH (t) , où ε = kIRmax
kp
� 1 , kp est le

nombre d'ondes de Planck et kH est le nombre d'ondes qui sépare les secteurs IR et UV.

Ici, kIRmax = kH (ti) = HeHti est le nombre d'ondes correspondant à l'entrée de l'horizon à

l'instant ti.

Aprés intégration on a

〈ρ〉 =
H2ν+1 (2)2ν−3

π3
Γ2 (ν) e2tHνe−3tH0

{
1

(3− 2ν)

[
βT

(
3ν2

2
− 3ν

2
+

27

8
− 6

)
+β2

(
3ν − 9

2
+ 6

)] [
k3−2ν
R

]VkH
0

+
1

(5− 2ν)

(
−2β3 +

1

2
β1

)
e−2tH

[
k5−2ν
R

]εkH
0

}
.(2.138)

En utilisant

k2
R � k2

H et kH = HeHt. (2.139)
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on trouve �nalement

〈ρ〉 =
H2ν+1 (2)2ν−3

π3

(√
β1

βT

)−2ν

Γ2 (ν)
e2tHνe−3tH

(3− 2ν)

{[
βT

(
3ν2

2
− 3ν

2
− 21

8

)
+ β2

(
3ν +

3

2

)] [
k3−2ν
R

]εkH
0

}
. (2.140)

Si on pose ν = 3
2
, la densité d'énergie devient in�nie.

2.6.4 Préssion

Calculons maintenant la pression p. On utilise l'équation (2.93) avec µ = i et ν = j . On

a besoin des termes suivants :

�

1
ére
= terme :

∇iA
ρ∇jAρ = (∂iA

ρ + ΓρiαA
α)(∂jAρ − ΓαjρAα)

= (∂iA
ρ)
(
∂jAρ − ΓαjρAα

)
+ ΓρiαA

α
(
∂jAρ − ΓαjρAα

)
= (∂iA

0)(∂jA0)− Γki0Γ0
jkA

0A0

= (∂iA
0)(∂jA0)− e2tHH2A0A0. (2.141)

∇ρAi∇ρAj = (∂ρAi − ΓραiAα)
(
∂ρAj − ΓαρjAα

)
= Γk0

iΓ
0
kjA0A0

= −H2A0A0e
2tH . (2.142)

alors

β1 (∇µA
ρ∇νAρ −∇ρAµ∇ρAν) = β1(∂iA

0)(∂jA0). (2.143)

�

2
éme
= terme ∇ρ

(
AjJ

ρ
i + AiJ

ρ
j

)
.

∇ρ (AjJ
ρ
i) = (∇ρAj) J

ρ
i + (∇ρJ

ρ
i)Aj

=
(
∂ρAj − ΓαρjAα

)
[β1∇ρAi + β2δ

ρ
i∇αA

α + β3∇iA
ρ]

=
(
∂ρAj − Γ0

ρjA0

) [
β1

(
∂ρAi − ΓρσµAσ

)
+ β2δ

ρ
i

(
∂αA

α − ΓααλA
λ
)

+ β3 (∂iA
ρ + ΓρiαA

α)
]

= −Γ0
ρjA0

[
β1

(
−Γρ0

iA0

)
+ β2δ

ρ
i

(
∂αA

α + ΓααλA
λ
)

+ β3

(
∂iA

ρ + Γρi0A
0
)]
. (2.144)

alors
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∇ρ (AjJ
ρ
i) = β1Γ0

ρjΓ
ρ0
iA0A0 − β2Γ0

ρjδ
ρ
i

(
∂αA

α + ΓααλA
λ
)
A0 − β3Γ0

ρjΓ
ρ
i0A

0A0

= β1Γ0
kjΓ

k0
iA0A0 − β2Γ0

kjδ
k
i

(
∂αA

α + ΓααλA
λ
)
A0 − β3Γ0

kjΓ
k
i0A

0A0

= β1g
kfΓ0

kjΓ
0
fiA0A0 − β2δjjHe

2tH
(
A0
,t + 3HA0

)
− β3δkjδ

k
iHe

2tHA0A0

= −β1δ
kfδkjδfiH

2e2tHA0A0 − β2δjjHe
2tH
(
A0
,t + 3HA0

)
− β3δkjδ

k
iHe

2tHA0A0

= −β1δijH
2e2tHA0A0 − β2δjjHe

2tHA0

(
A0
,t + 3HA0

)
− β3δijHe

2tHA0A0.

(2.145)

On a aussi

∇ρ

(
AiJ

ρ
j

)
≡ ∇ρ (AjJ

ρ
i) . (2.146)

� 3
éme
= terme ∇ρ(A

ρJij + AρJij)

∇ρ (AρJij) = (∇ρA
ρ) Jij + (∇ρJij)A

ρ

=
(
∂0A

0 + 3HA0
) [
β1∇iAj − β2δije

2tH∇αA
α + β3∇jAi

]
+

+
[
β1∇ρ∇iAj − β2δije

2tH∇ρ∇αA
α + β3∇ρ∇jAi

]
Aρ , (2.147)

alors

∇ρ (AρJij) =
(
A0
,t + 3HA0

) [
−β1Γ0

ijA0 − β2δije
2tH
(
∂0A

0 + 3HA0
)
− β3Γ0

jiA0

]
+

+
[
β1∇ρ∇iAj − β2e

2tHδij∇ρ∇αA
α + β3∇ρ∇jAi

]
Aρ . (2.148)

Calculons maintenant le terme :
[
β1∇ρ∇iAj − β2e

2tHδij∇ρ∇αA
α + β3∇ρ∇jAi

]
Aρ.

En e�et on a

(∇ρ∇iAj)A
ρ =

[
∂ρ (∇iAj)− Γλρi (∇λAσ)− Γλρj (∇iAλ)

]
Aρ

=
[
∂ρ
(
∂iAj − ΓαijAα

)
− Γλρi

(
∂λAj − ΓαλjAα

)
− Γλρj (∂iAλ − ΓαiλAα)

]
Aρ

=
[
−∂ρ(ΓαijAα) + ΓλρiΓ

α
λjAα + ΓλρjΓ

0
iλA0

]
Aρ

=
[
−∂0(Γ0

ijA0)A0 + Γk0iΓ
0
kjA0A

0 + Γk0jΓ
0
ikA0A

0
]

=
[
−∂0

(
δjie

2tHA0

)
HA0 +H2e2tHδki δkjA0A

0 +H2e2tHδkj δkiA0A
0
]
,

= −δjiHe2tHA0,tA
0, (2.149)
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pour (∇ρ∇αA
α)Aρ :

(∇ρ∇αA
α)Aρ = ∂0

(
∂0A

0 + 3HA0
)
A0

=
(
A0
,tt + 3HA0

,t

)
A0. (2.150)

On conclut que

(∇ρ∇jAi)A
ρ = −δjiHe2tHA0,tA

0, (2.151)

et donc

[
β1∇ρ∇iAj − β2e

2tHδij∇ρ∇αA
α + β3∇ρ∇jAi

]
Aρ

= β1

(
−δjiHe2tHA0,tA

0
)
− β2e

2tHδij
(
A0
,tt + 3HA0

,t

)
A0 + β3

(
−δjiHe2tHA0,tA

0
)
. (2.152)

Collectant tous les termes

∇ρ(A
ρJij) = −β1

[
δjie

2tHH
(
A0
,tA0 + A0,tA

0
)

+ 3δjie
2tHH2A0A

0
]

− β2δjie
2tH
[(
A0
,t

)2
+ 3H

(
A0
,tA

0 + A0A0
,t

)
+ 9H2(A0)2 + A0

,ttA
0 + 3HA0

,tA
0
]

− β3

[
δjie

2tHH
(
A0
,tA0 + A0,tA

0
)

+ 3δjie
2tHH2A0A

0
]
. (2.153)

On a aussi

∇ρ(A
ρJij) ≡ ∇ρ(A

ρJji). (2.154)

� 4
éme
= terme ∇ρ(AiJ

ρ
j + AjJ

ρ
i ).

∇ρ

(
AiJ

ρ
j

)
= (∇ρAi) J

ρ
j gσν +

(
∇ρJ

ρ
j

)
Ai.

= −β3δijH
2e2tHA0A0 − β2δjjHe

2tHA0

(
A0
,t + 3HA0

)
− β1δijHe

2tHA0A0,

(2.155)

et

∇ρ

(
AiJ

ρ
j

)
≡ ∇ρ (AjJ

ρ
i ) . (2.156)

� 5
éme
= terme 1

2
gµν
[
β1 (∇ρAα∇ρA

α) + β2 (∇ρA
ρ)2 + β3 (∇ρA

α∇αA
ρ)
]
.

∇ρAα∇ρA
α =

(
∂ρAα − ΓρλαAλ

) (
∂ρA

α + ΓαρλA
λ
)

= (∂ρA0)(∂ρA
0)− Γρ0

αΓαρ0A0A
0

= (∂0A0)(∂ρA
0) + (∂iA0)(∂iA

0)− Γj0iΓ
i
j0A0A

0

= (A0
,t)

2 + (∂iA0)(∂iA
0) +H23A0A

0. (2.157)
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Pour
(
(∇ρA

ρ)2) :

(∇ρA
ρ)2 = (A0

,t + 3HA0)2 = (A0
,t)

2 + 3H(A0
,tA

0 + A0A0
,t) + 9H2(A0)2. (2.158)

Pour (∇ρA
α∇αA

ρ) :

∇ρA
α∇αA

ρ =
(
∂ρA

α + ΓαρλA
λ
) (
∂αA

ρ + ΓραλA
λ
)

= (∂0A
0)(∂0A

0) + Γij0Γji0A
0A0

= (A0
,t)

2 + 3H2A0A0. (2.159)

On substitut toutes les contributions dans l'expression de la pression donnée par (2.93).

Après simpli�cation on trouve

〈P 〉 = δij
〈
2β2ϕ,ttϕ+ (−βT + 2β2) (ϕ,t)

2 + (2βT + 7β2)Hϕ,tϕ+ (2βT + β2)Hϕϕ,t

+ (3βT + 6β2)H2ϕϕ+ 2β1

[
−(∂iϕ)(∂jϕ) + e−2tH 1

2
δij(∂jϕ)(∂iϕ)

]〉
. (2.160)

Maintenant on utilse le developpement du champ χ en série de Fourier pour écrire 〈P 〉 en
fonction de ζkR (t). En e�et on montre que

〈P 〉 =
e−3tH

(2π)3

ˆ
d3kR

{
2β2

(
ζ̈kR (t) ζ∗kR (t)− 3Hζ̇kR (t) ζ∗kR (t) +

9H2

4
ζkR (t)

?

ζkR (t)

)
+ (−βT + 2β2)

(
ζ̇kR (t) ζ̇∗kR (t)− 3H

2

(
ζ̇kR (t) ζ∗kR (t) + ζkR (t) ζ̇∗kR (t)

)
+

9H2

4
ζkR (t)

?

ζkR (t)

)
+ H (2βT + 7β2)

(
ζ̇kR (t) ζ∗kR (t)− 3H0

2
ζkR (t)

?

ζkR (t)

)
+ H (2βT + β2)

(
ζkR (t) ζ̇∗kR (t)− 3H

2
ζkR (t)

?

ζkR (t)

)
+ H2 (3βT + 6β2)ϕϕζkR (t)

?

ζkR (t) + 2β1

(
−(∂iϕ)(∂jϕ) + e−2tH 1

2
δij(∂jϕ)(∂iϕ)

)
ζkR (t)

?

ζkR (t)

}
. (2.161)

En substituant (2.49) , (2.50) ,(2.51) , (2.52) dans cette équation, et en e�ectuant l'intégration

sur kR on obtient

〈P 〉 =
H2ν+122ν−3

π3

(√
β1

βT

)−2ν

Γ2 (ν)
e2tHνe−3tH

(3− 2ν)

{
(−βT + 4β2)

(
ν − 3

2

)2

+ (4βT + 8β2)

(
ν − 3

2

)
+ (3βT + 6β2)

}
k3−2ν
R

∣∣VkH
0

. (2.162)
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Le paramétre w de l'équation d'état est dé�nie par

w =
〈p〉
〈ρ〉

. (2.163)

En substituant les expressions de la densité d'énergie et de la pression données respectivement

par (2.162) et (2.140) et posons ν = 3−ns
2
, on arrive à la relation

w =

(
−n2

s

4
− 2ns + 3

)
+ β2

βT
(n2

s − 4ns + 6)(
3n2
s

8
− 3ns

2
− 3

2

)
+ β2

βT

(
6− 3ns

2

) . (2.164)

2.6.5 Fluctuations de la densité d'énergie

L'expréssion donnant les �uctuations de la densité d'énergie est donnée par

δρ

ρ
=
〈ρ〉 − 〈ρ〉(0)

〈ρ〉
(2.165)

où 〈ρ〉0 est la moyenne de la densité d'énergie sur les modes de nombre d'onde kR = 0. En

calculant les di�érentes contributions on trouve que

δρ

ρ
= 1−

 ns

2−ns
(
β1

βT

)ns
2

( (
6β2 − 3βT

2

)
[ln kR]εkH0

−3βT
2

(ns + 1) + β2

(
6− 3

2
ns
)) > 0,

avec [ln kR]εkH0 > 60. Le valeur 60 est le nombre de e-folds requis pour avoir une phase

d'in�ation réussie, N ≥ 60.

En utilisant l'approximation valide pour ns petit

1

2−ns
(
β1

βT

)ns
2

' 1,

on obtient

ns <
1

60−
1+

β2
βT

1−4
β2
βT

.

Si on utilise la valeur experimental généralement admise, nobs
s . 1/60, on obtient la contrainte

suivante sur le rapport β2/βT ,
β2

βT
>

1

4
,
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et en utilisant la condition déja trouvée plus haut on déduit que

7

4
≥ β2

βT
>

1

4

On note aussi que l'indice spectral diverge pour β2

βT
= 1

4
.
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Chapitre 3

Cosmologie du champ vectoriel à cinq

dimensions

Les versions actuelles d'une théorie de la gravité à 5 dimensions sont la théorie des branes

de Dvali-Gabadadze-Poratti (GDP) ([15], [16]), la théorie de Randall-Sundrum avec les deux

scénarios RS1 et RS2, et la théorie de la matiére induite de Paul wesson ([18]). Dans les deux

premiéres théories, la gravité se propage librement dans le volume, tandis que les interac-

tions des particules du modéle standard sont con�nées sur une hypersurface à 4 dimensions,

appelée la brane. La théorie de la matiére induite dans sa forme la plus simple à pour base

la théorie de Kaluza-Klein (KK) dans laquelle la cinquiéme dimension n'est pas compacti�ée

et est extra large. Elle est responsable de l'apparition de nouvelles sources dans la relativité

générale à 4D. Par conséquent, le monde 4D de la relativité générale est incorporé dans un

collecteur 5D Ricci-plat. Un résultat intéressant de la théorie de la matiére induite est que si

ds2 = gµν (x) dxµdxν est la métrique d'un espace-temps 4D, l'élément dS2 =
(

Ψ
Ψ0

)
ds2− dΨ2

représente une métrique décrivant une variété 5D qui est Ricci-plate [19, 20].

Au cours des deux derniéres décennies, le paradigme de l'in�ation est devenue un scénario

quasi-universellement accepté et a permis d'expliquer la platitude observée à grande échelle

et l'homogènité de l'univers [21]. En particulier, l'in�ation stochastique ([22], [23], [25], [24])

(ou en général, pour un traitement semi-classique du champ in�aton) a fait l'objet d'un

grand intérêt ces derniéres années. Toutefois, l'un des problémes avec cette approche est que

l'on doit faire un développement perturbatif du potentiel du champ scalaire en termes des

�uctuations quantiques de l'in�aton. Il s'agit d'une bonne approximation, car les �uctuations

sont faibles au cours de l'in�ation aux échelles cosmologiques. Toutefois, les prédictions de

la théorie de l'in�ation pourrait être signi�cativement améliorée en utilisant un calcul non

perturbatif sue l'in�aton. Bien sûr, il est impossible de le faire à partir d'un formalisme

quantique des champs 4D, mais pourrait être développé à partir d'un champ scalaire quan-

tique sur le fond d'un état du vide 5D. L'objectif de ce travail consiste à développer une

approche non perturbative à partir d'un état du vide apparent 5D exprimé par un terme
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5D purement cinétique dans la densité Lagrangienne d'un champ vectoriel minimalement

couplé à la gravité dans une métrique 5D Ricci-plate [26]. Pour le faire, nous considérons la

métrique canonique à 5D [27]

ds2 = Ψ2dN2 −Ψ2e2Ndr2 − dΨ2. (3.1)

Ici, les coordonnées (N,
→
r ) sont sans dimensions et la cinquiéme coordonnée Ψ a des dimen-

sions spatiales. Nous supposerons dans ce qui suit que la dimension supplémentaire est de

genre espace et que l'univers est 3D spatialement plat, homogéne et isotrope. La métrique

(3.1) décrit un espace-temps 5D plat et vide (GAB = 0). Nous considérons une métrique

diagonale parce que nous ne traitons que des e�ets gravitationnels. Pour décrire la matiére

neutre dans le vide géométrique 5D on peut utiliser le Lagrangien suivant

(5)L(AC , AC,B) = −

√√√√∣∣∣∣∣g(5)

g
(5)
0

∣∣∣∣∣L(AC , AC;B), (3.2)

où |(5)g| = Ψ8 e3N est la valeur du déterminant du tenseur métrique 5D avec les composantes

GAB (A,B =0, 1, 2, 3, 4) et |(5)g0| = Ψ8
0 e

3N0 est une constante de normalisation déterminée

par |(5)g| quand Ψ = Ψ0 et N = N0. Dans ce travail nous examinerons le cas N0 = 0 , de

sorte que (5)g0 = Ψ8
0. Ici, l'indice ”0” représente les valeurs à la �n de l'in�ation.

Considérons alors l'action suivante

S = −
ˆ
dx4dΨ

√√√√∣∣∣∣∣g(5)

g
(5)
0

∣∣∣∣∣
[
R(5)

16πG
+

1

2
KDE

FN∇DA
F∇EA

N

]
, (3.3)

où AC est un champ vectoriel couplé non minimalement à la gravité et G est la constante

gravitationnelle. En outre, (5)R est le scalaire de Ricci à 5D, qui bien sûr, est zero pour la

métrique 5D plate (3.1).

Il est facile de noter que la densité Lagrangiénne du champ vectoriel est donnée par

L
(
AC , AC;B

)
=

1

2
KDE

FN(∇DA
F )(∇EA

N), (3.4)

avec

KDE
FN = β1g

DEgFN + β2δ
D
F δ

E
N + β3δ

D
Nδ

E
F . (3.5)

A partir des équations de Lagrange on obtient l'équation de mouvement du champ vectoriel

β1�A
B + β2∇B∇DA

D + β3∇C∇BAC = 0. (3.6)

Dans ce qui suit nous allons traiter plusieurs con�guration du champ vectoriel.
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3.1 Premier cas AB ≡
(
A0,
−→
0 , 0

)
Nous allons explicitement calculer les di�érentes contributions dans (3.6). Commencons par

le premier terme. On montre que

�AB = ∇C∇CAB = gBF∇C∇CAF

= ∂C
(
∇CAF

)
+ ΓCCD

(
∇DAF

)
− ΓDCF (∇CAD)

= ∂0(∂0AF ) + ∂i(∂
iAF ) + ∂Ψ(∂ΨAF )− ∂Ψ(ΓΨD

F AD) + ΓCC0(∂0AF )

+ ΓCCi(∂
iAF ) + ΓCCΨ(∂ΨAF )− Γ0

0DΓDKF AK − ΓiiDΓDKF AK − ΓD0F (∂0AD)

+ −ΓDiF (∂iAD)− ΓDΨF (∂ΨAD) + ΓD0FΓ0K
DAK + ΓDiFΓiKDAK + ΓDΨFΓΨK

DAK ,

(3.7)

qu'on peut simpli�er comme suit

∇C∇CAF =

[
A0
,NN + 3A0

,N − e−2N∇2
rA

0 −Ψ2 4

Ψ
A 0
,Ψ −Ψ2A 0

,ΨΨ

]
. (3.8)

Pour la deuxiéme terme, on a

∇B∇DA
D = ∇B

[
1√
|(5)g|

(√
|(5)g|AD

)
,D

]
= ∂B

[
A0
,N

+ 3A0
]

= Ψ−2
[
A0
,NN + 3A0

,N

]
. (3.9)

Pour le 3
éme
= terme, en procédant de la même manière on obtient

∇C∇BAC = gBE∇C∇EA
C

= gBE
[
∂C
(
∇EA

C
)
− ΓDCE

(
∇DA

C
)

+ ΓCCD
(
∇EA

D
)]

= g00[∂0

(
∂0A

0
)

+ ∂4

(
Γ4

00A
0
)
− Γ4

00

(
∂4A

0
)
− Γ0

40Γ4
00A

0

+ −Γij0Γji 0A
0 − Γ4

00Γ0
40A

0 + Γii0
(
∂0A

0
)

+ Γ0
04Γ4

00A
0 + Γii4Γ4

00A
0].

En calculant toutes les contributions on obtient

∇C∇BAC = Ψ−2
[
A0

,NN + 3A0
,N

]
. (3.10)

En rassemblant tous les termes et en posons A0 ≡ ϕ et β1 + β2 + β3 = βT , l'équation de

mouvement pour le champ ϕ à 5D prend la forme
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∗∗
ϕ + 3

∗
ϕ− β1

βT
e−2N∇2

rϕ−
β1

βT

(
4Ψ

∂ϕ

∂Ψ
+ Ψ2 ∂

2ϕ

∂Ψ2

)
= 0, (3.11)

où ϕ ≡ ϕ(N,
→
R,Ψ) et l'étoile désigne la dérivée par rapport à N . A�n de simpli�er cette

équation, on introduit la décomposition suivante

ϕ
(
N,
→
r ,Ψ

)
= χ (N, r,Ψ) e

−3N
2

(
Ψ0

Ψ

)2

.

Un calcul élémentaire conduit à

∗∗
χ −

[
β1

βT
e−2N∇2

r +

(
β1

βT
Ψ2 ∂2

∂Ψ2
− 2

β1

βT
+

9

4

)]
χ = 0. (3.12)

Pour trouver les solutions de cette équation nous allons travailler dans l'espace des vecteurs

d'onde. A cet e�et dévelloppons le champ χ en une série de Fourier des modes
{−→
k
}

χ
(
N,
→
r ,Ψ

)
=

1

(2π)
3
2

ˆ
d3kr

ˆ
dkΨ

[
akrkΨ

ei
→
kr
→
r ζkrkΨ

(N,Ψ) + a†krkΨ
e−i

→
k
→
rrζ∗krkΨ

(N,Ψ)

]
.

(3.13)

où l'astérisque désigne le complexe conjugué et akRkΨ
et a†kRkΨ

sont les opérateurs de création

et d'annihilation. Ces opérateurs veri�ent les relations de commutation standards[
a†krkΨ

, a†
ḱr ḱΨ

]
=
[
akrkΨ

, aḱr ḱΨ

]
= 0, (3.14)

[
akrkΨ

, a†
ḱr ḱΨ

]
= δ(3)(

→
kr −

→

ḱr)δ
(
kΨ − ḱΨ

)
. (3.15)

La relation de commutation entre χ et
∗
χ est facilement obtenue. En e�et on a

[
χ
(
N,
→
r ,Ψ

)
,
∗
χ
(
N,
→
ŕ , Ψ́

)]
=

1

(2π)
3
2

1

(2π)
3
2

ˆ ˆ
d3krd

3ḱr

ˆ ˆ
dkΨdḱΨ{(

akrkΨ
a†
ḱr ḱΨ
− a†

ḱr ḱΨ
akrkΨ

)
ei
→
k r
→
r e−i

→
kŕ
→
ŕ ζkrkΨ

∗
ζ?
ḱr ḱΨ

+
(
a†krkΨ

aḱr ḱΨ
− aḱr ḱΨ

a†krkΨ

)
e−i

→
k r
→
r ei

→
ḱr
→
ŕ ζ?krkΨ

∗
ζḱr ḱΨ

}
. (3.16)

On utilisant les relations de commutations suivantes[
ζkrkΨ

(N,Ψ) ,
∗

ζ?
ḱr ḱΨ

(
N, Ψ́

)]
= 0, (3.17)

[
ζ?krkΨ

(N,Ψ) ,
∗

ζḱr ḱΨ

(
N, Ψ́

)]
= 0, (3.18)
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et les identités ˆ
dxf (x) δ (x− a) = f (a) , (3.19)

1

(2π)
3
2

ˆ
dxeix(y−y0) = δ (y − y0) , (3.20)

on obtient[
χ
(
N,
→
r ,Ψ

)
,
∗
χ
(
N,
→
ŕ , Ψ́

)]
=

(
ζḱr ḱΨ

(N,Ψ)
∗

ζ?
ḱr ḱΨ

(
N, Ψ́

)
− ζ?

ḱrḱΨ

(N,Ψ)
∗

ζḱr ḱΨ

(
N, Ψ́

))
δ(3)(

→
r −

→
ŕ )δ

(
Ψ− Ψ́

)
. (3.21)

En normalisant ζkrkΨ
comme suit

ζḱr ḱΨ

(
?

ζkrkΨ

)∗
−
(

?

ζ
krkΨ

)
∗

ζkrkΨ
= i, (3.22)

on obtient �nalement[
χ
(
N,
→
r ,Ψ

)
,
∗
χ
(
N,
→
ŕ , Ψ́

)]
= iδ(3)

(
→
r −

→
ŕ
)
δ
(

Ψ− Ψ́
)
. (3.23)

Déduisons maintenant les équations de mouvement pour le mode ζkrkΨ
(N,Ψ) . A partir de

(3.12), on a

1

(2π)
3
2

ˆ
d3kr

ˆ
dkΨ

{
akrkΨ

[
∗∗

ζkrkΨ
+
β1

βT
e−2N

(
k2
r

)
ζkrkΨ

−(
−2

β1

βT
+

9

4

)
ζkrkΨ

−
(
β1

βT
Ψ2

)
∂2ζkrkΨ

∂Ψ2

]
ei
→
k r
→
r

+ a†krkΨ

[
∗∗

ζ?krkΨ
+
β1

βT
e−2N

(
k2
r

)
ζ∗krkΨ

−
(
−2

β1

βT
+

9

4

)
ζ∗krkΨ

−
(
β1

βT
Ψ2

)
∂2ζ∗krkΨ

∂Ψ2

]
e−i

→
k r
→
r

}
= 0 . (3.24)

Il est facile de déduire de cette équations les équations de mouvement pour les modes ζkrkΨ

et ζ?krkΨ
respectivement

??

ζ?krkΨ
+

[
β1

βT
e−2Nk2

r −
(
−2

β1

βT
+

9

4
+ Ψ2 β1

βT

∂2

∂Ψ2

)]
ζ?krkΨ

= 0, (3.25)

ζ∗∗krkΨ
+

[
β1

βT
e−2Nk2

r −
(
−2

β1

βT
+

9

4
+ Ψ2 β1

βT

∂2

∂Ψ2

)]
ζkrkΨ

= 0. (3.26)
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Séparons le mode ζkrkΨ
comme suit

ζkrkΨ
(N,Ψ) = ζ(1)(N)ζ(2)(Ψ). (3.27)

Aprés substitution dans (3.26), on obtient le système découplé suivant

∂2ζ(1)(N)

∂N2
+

[
β1

βT
e−2N(k2

r)−
(

9

4
− 2

β1

βT
+K2

)]
ζ(1)(N) = 0, (3.28)

Ψ2 β1

βT

∂2ζ(2)(Ψ)

∂Ψ2
−K2ζ(2)(Ψ) = 0, (3.29)

où

K2 = k2
ΨΨ2 = const. (3.30)

La solution de l'équation (3.28) est donnée par

ζ(1)(N) = D1H(1)
ν1

[x(N)] +D2H(2)
ν1

[x(N)] , (3.31)

où

x(N) =

√
β1

βT
e−Nkr et ν1 =

√
9

4
− 2β1

βT
+K2, (3.32)

et H(1,2)
ν1 [x] = Jν1 [x]±iYν1 [x] sont les fonctions de Hankel, et Jν1 [x] et Yν1 [x] sont fonctions

de Bessel de premier et second types. En outre, D1 et D2 sont des constantes arbitraires

donnée par la condition de normalisation (3.22)

[D1 −D2] [D1 +D2] = i

√
π

2
. (3.33)

En imposons les conditions de Bunch-Davis D1 = 0, D2 = i
√
π

2
, on obtient

ζ(1)(N) =
i
√
π

2
H(2)
ν1

[x(N)] . (3.34)

La solution de l'équation (3.29) est simplement donnée par

ζ(2)(Ψ) = C1Ψ
β+
√
β2+4βK2

2β + C2Ψ
β−
√
β2+4βK2

2β , (3.35)

où β = β1

βT
> 0.

Si on ne conserve que le mode qui ne diverge pas quand Ψ −→ 0, La solution générale est

alors donnée par

ζkrkΨ
(N,Ψ) = C1Ψ

β+
√
β2+4βK2

2β
i
√
π

2
H(2)
ν1

[x(N)] . (3.36)
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3.1.1 Valeurs moyennes à 5 dimensions

On passe maintenant aux calcul des valeurs moyennes. En utilisant l'équation (3.13) on a

〈
ϕ2
〉

= e
−3N

2

(
Ψ0

Ψ

)2

e
−3N

2

(
Ψ0

Ψ

)2
1

(2π)
3
2

1

(2π)
3
2

ˆ ˆ
d3krd

3ḱr

ˆ ˆ
dkΨdḱΨ

〈
0
∣∣χ2
∣∣ 0〉 .

En répétant les mêmes étapes de calcul que précédement et en utilisant les relations

akrkΨ
|0〉 =0, 〈0|a†krkΨ

= 0, a†krkΨ
|0〉 =|krkΨ〉,

(
a†krkΨ

|0〉
)†

= (|krkΨ〉)† , (3.37)

〈krkΨ| =〈0|akrkΨ
, (3.38)

on obtient le résultat suivant

〈
ϕ2
〉

=

(
Ψ0

Ψ

)4
e−3N

(2π)3

ˆ
d3kr

ˆ
dkΨζkrkΨ

(N,Ψ) ζ∗krkΨ
(N,Ψ) . (3.39)

3.1.2 Densité d'énergie à 5 dimensions

L'expréssion de la densité d'énergie est extraite de la relation donnnant le tenseur moment-

énergie donnée par l'expression (A.30) de l'annexe :

〈T00〉 =

〈
β1

(
∇µA

C∇νAC −∇CAµ∇CAν
)

+
1

2

[
∇C

(
AνJ

C
µ + AµJ

C
ν

)
+ ∇C

(
ACJµν + ACJνµ

)
−∇C

(
AνJ

C
µ + AµJ

C
ν

)]
− 1

2
gµν

[
β1

(
∇CAD∇CA

D
)

+ β2

(
∇CA

C
)2

+ β3

(
∇CA

B∇BA
C
)]}∣∣∣∣

µ=ν=0

. (3.40)

Nous allons dans ce qui suit calculer explicitement toutes les contributions dans (3.40).

� Premier terme
(
∇µA

C∇νAC −∇CAµ∇CAν
)
.

∇µA
C∇νAC =

(
∂µA

C + ΓCµDA
D
) (
∂νAC − ΓBνCAB

)
=
(
∂µA

C
) (
∂0AC − ΓD0CAD

)
+ ΓC00A

0
(
∂0AC − Γ0

0CA0

)
= (∂0A

0)(∂0A0)− A0A
0.
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et

∇CAµ∇CAν = (∂CAµ − ΓC0
0A0)

(
∂CAν − Γ0

C0A0

)
= (∂0A0)(∂0A0) + (∂ΨA0)(∂ΨA0) + (∂iA0)(∂iA0) + (∂ΨA0)(Γ0

Ψ0A0)+

+ Γ0
Ψ0A0(∂ΨA0)− Γ0

Ψ0A0Γ0
Ψ0A0

= (∂0Aµ)(∂0Aν) + (∂iA0)(∂iA0) + (∂ΨAµ)(∂ΨAν) + (∂ΨA0)
2

Ψ
A0 −

1

Ψ2
A0A0.

Le premier s'écrit donc comme

(
∇µA

C∇νAC −∇CAµ∇CAν
)

= Ψ2e−2N(∇2
rA

0) + Ψ4(∂ΨA
0)2 − 2Ψ3(∂ΨA

0)A0. (3.41)

� Deuxiéme terme ∇C

(
AνJ

C
µ + AµJ

C
ν

)
.

On a d'abord

∇C(AνJ
C
µ) = (∇CAν) J

C
µ +

(
∇CJ

C
µ

)
Aν , (3.42)

qui s'écrit comme

∇C

(
AνJ

C
µ

)
=
(
∂CAν − ΓDCνAD

) [
β1∇CAµ + β2δ

C
µ∇BA

B + β3∇µA
C
]

+

+
[
β1∇C∇CAµ + β2δ

C
µ∇C∇BA

B + β3∇C∇µA
C
]
Aν . (3.43)

Finalement en évaluant toutes les dérivées covariantes on obtient

∇C

(
AνJ

C
µ

)
= β1

[
Ψ2A0

,NN + Ψ2(A0
,N) + 3Ψ2A0

,NA
0 −Ψ2e−2N(∇2

RA
0) +

−e−2N∇2
rA

0 −Ψ4(∂ΨA
0)2 − 2Ψ3A0(∂ΨA

0)−Ψ2A0A0 −Ψ4A0
,ΨΨA

0
]

+ β2Ψ2
[
(A0

,N)2 + 3A0
,NA

0 + A0
,NN A0 + 3A0A0

,N

]
β3Ψ2

[
(A0

,N)2 + 3A0
,NA

0 + A0
,NNA

0 + Ψ(∂ΨA
0)A0 − A0A0. (3.44)

Et de la même maniêre on montre que

∇C

(
AνJ

C
µ

)
≡ ∇C

(
AµJ

C
ν

)
. (3.45)

� Troisiéme terme ∇C

(
ACJµν + ACJνµ

)
.

∇C(ACJµν) =
(
∇CA

C
)
Jµν + (∇CJµν)A

C

=
(
∂0A

0 + 3A0
) [
β1∇µAν + β2δµν∇BA

B + β3∇νAµ
]

+
[
β1∇C∇µAν + β2δµν∇C∇BA

B + β3∇C∇νAµ
]
AC . (3.46)
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On déduit que

∇C

(
ACJµν

)
= β1

[
Ψ2A0

,NN + Ψ2(A0
,N)2 + 3Ψ2A0A0

,N + 2Ψ2A0A0 −Ψ3(∂ΨA
0)A0

]
+ β2[Ψ2A0

,NNA
0 + 6Ψ2A0

,NA
0 + 3Ψ2A0A0

,N + Ψ2(A0
,N)2 + 9Ψ2A0A0]

+ β3

[
Ψ2A0

,NNA
0 + Ψ2(A0

,N)2 + 3Ψ2A0A0
,N −Ψ(∂ΨA0)A0

]
. (3.47)

On note que

∇C

(
ACJµν

)
≡ ∇C

(
ACJνµ

)
.

� Quatriéme terme ∇C

(
AνJ

C
µ + AµJ

C
ν

)
.

on a

J C
ν = gνBg

DCJBD. (3.48)

On déduit que

∇C

(
AνJ

C
µ

)
= β3

[
Ψ2A0

,NN + Ψ2(A0
,N)2 + 3Ψ2A0

,NA
0 + Ψ−2(∂iA0)(∂iA0) +

−e−2N∇2
rA

0 −Ψ4(∂ΨA
0)2 − 2Ψ3A0(∂ΨA

0)−Ψ2A0A0 −Ψ4A0
,ΨΨA

0
]

+ β2Ψ2
[
(A0

,N)2 + 3A0
,NA

0 + A0
,NN A0 + 3A0A0

,N

]
β1Ψ2

[
(A0

,N)2 + 3A0
,NA

0 + A0
,NNA

0 + Ψ(∂ΨA
0)A0 − A0A0

]
. (3.49)

Il est aussi facile de montrer que

∇C

(
AνJ

C
µ

)
= ∇C

(
AµJ

C
ν

)
� Cinquiéme terme β1

(
∇CAD∇CA

D
)

+ β2

(
∇CA

C
)2

+ β3

(
∇CA

B∇BA
C
)
.

Un calcul simple conduit à

β1

(
∇CAD∇CA

D
)

= β1

(
∂CAD − ΓC0

DA0

) (
∂CA

D + ΓDC0A
0
)

= β1

[
(A0

,N)2 − e−2N(∇2
RA

0)−Ψ2(∂ΨA
0)2 + 3A0A0

]
, (3.50)

β2

(
∇CA

C
)2

= (∂0A
0 + 3A0)2

=
[
(A0

,N)2 + 3A0(A0
,N) + 3(A0

,N)A0 + 9(A0)2
]
, (3.51)

53



et

β3

(
∇CA

B∇BA
C
)

= (∂CA
B + ΓBC0A

0)(∂BA
C + ΓCB0A

0)

= (A0
,N)2 + 2(∂ΨA

0)ΨA0 + 5A0A0. (3.52)

On collecte maintenant tout les termes et on substitut dans (3.40). On obtient alors

〈T00〉 =

〈
(β1 + β2 + β3) Ψ2(A0

,NN)A0 +

(
3β1 +

3

2
β2 + 3β3

)
Ψ2A0(A0

,N) +

+ β2
9

2
Ψ2(A0

,N)A0 +
1

2
(β1 + β2 + β3) Ψ2(A0

,N)2 +

+
1

2
(β1 + 9β2 − 5β3) Ψ2(A0)2 + (−β1 + β3) Ψ4(A0

,ΨΨ)A0 +

+ (−6β1 + β3) Ψ3(∂ΨA
0)A0 +

(
1

2
β1 + β3

)
Ψ4(∂ΨA

0)2 +

+

(
−1

2
β1 + 2β3

)
Ψ2e

− 2t
Ψ0∇2

rA
0A0

〉
.

Comme le champ A0 ≡ ϕ et T 0
0 = ρ , on a �nalement l'expression de la densité d'énergie du

champ vectoriel

〈ρ〉 =

〈
βTϕ,NNϕ+ 3

(
βT −

1

2
β2

)
ϕϕ,N +

9

2
β2ϕ,Nϕ+

βT
2
ϕ2
,N

+
1

2
(β1 + 9β2 − 3β3)ϕ2 + (−β1 + β3) Ψ2ϕ,ΨΨϕ+ (−6β1 + β3) Ψϕ,Ψϕ +

+

(
1

2
β1 + β3

)
Ψ2ϕ,Ψ

2 +

(
−1

2
β1 + 2β3

)
e
− 2t

Ψ0 (∇2
rϕ)ϕ

〉
. (3.53)

3.1.3 Théorie e�ective à 4 dimensions

Compte tenu de la transformation de coordonnées

t = Ψ0N , R = rΨ0 Ψ = Ψ0 , (3.54)

la métrique à 5D donnée par(3.1) prend la forme de la métrique de Ponce de Leon

ds2 =

(
Ψ

Ψ0

)2 [
dt2 − e

2t
Ψ0 dR2

]
− dΨ2. (3.55)

Cette métrique décrit un espace-temps spatialement plat, homogène et isotrope, et qui est

l'extension à 5D de la mètrique de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) décrivant un univers

54



de de-Sitter. Maintenant, nous pouvons prendre Ψ = Ψ0 dans (3.55), de telle sorte que nous

obtenons la métrique e�ective à 4D

ds2 = dt2 − e
2t
Ψ0 dR2. (3.56)

Cette métrique décrit un univers de de-Sitter à 3D spatialement plat, homogène et isotrope

avec un H = 1
Ψ0

= H0 et une courbure scalaire 4D constante (4)R = 12H2
0 .

3.1.3.1 Equations de mouvement

Dans ce cas l'équation d'évolution du champ prend la forme

ϕ̈+
3

Ψ0

ϕ̇− β1

βT
e
−2t
Ψ0 ∇2

Rϕ−
β1

βT

[
4

Ψ

Ψ2
0

ϕ,Ψ +
Ψ2

Ψ2
0

ϕ,ΨΨ

]
Ψ=Ψ0

= 0, (3.57)

qu'on peut écrire aussi en termes du paramètre de Hubble

ϕ̈+ 3H0ϕ̇−
β1

βT
e
−2t
Ψ0 ∇2

Rϕ−
β1

βT

[
4

Ψ

Ψ2
0

ϕ,Ψ +
Ψ2

Ψ2
0

ϕ,ΨΨ

]
Ψ=Ψ0

= 0. (3.58)

Notons que le terme entre crochet agit comme un potentiel e�ectif pour le champ. Un terme

similaire a été aussi trouvé le cas de l'in�ation avec champ scalaire [28]. Nous allons calculer

ce potentiel e�ectif. En e�et on a :

ϕ,Ψ|Ψ=Ψ0
=

∂

∂Ψ

(
χe
−3t
2Ψ0

(
Ψ0

Ψ

)2
)∣∣∣∣∣

Ψ=Ψ0

=

[
∂χ

∂Ψ
e
−3N

2

(
Ψ0

Ψ

)2

− 2ΨΨ2
0

Ψ4
0

e
−3N

2 χ

]
Ψ=Ψ0

. (3.59)

On pose

χ ∼ eikΨΨ, (3.60)

et on substitut dans (3.59)

ϕ,Ψ |Ψ=Ψ0=

[
ikΨ0 −

2

Ψ0

]
ϕ(t,

→
R). (3.61)

De la mème manière on montre que

∂2ϕ

∂Ψ2
|Ψ=Ψ0=

[
−k2

Ψ0
− 4

Ψ0

(ikΨ0) +
6

Ψ2
0

]
ϕ(t,

→
R). (3.62)
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En collectant ces termes on obtient la forme du potentiel e�ectif[
4

Ψ

Ψ2
0

ϕ,Ψ +
Ψ2

Ψ2
0

ϕ,ΨΨ

]
|Ψ=Ψ0= −(

2

Ψ2
0

+ k2
Ψ0

)ϕ. (3.63)

Finalement (3.58) prend la forme

ϕ̈+ 3H0ϕ̇−
β1

βT
e
−2t
Ψ0 ∇2

R +
β1

βT
αϕ = 0, (3.64)

où

α = (
2

Ψ2
0

+ k2
Ψ0

). (3.65)

La projection de la fonction d'onde sur l'hypersurface 4D est obtenue en imposant Ψ = Ψ0 :

ϕ
(
t,
→
R,Ψ = Ψ0

)
≡ ϕ

(
t,
→
R
)

(3.66)

avec

ϕ
(
t,
→
R
)

= χ
(
t = Ψ0N,

→
R = Ψ0

−→r ,Ψ = Ψ0

)
. (3.67)

On introduit la transformation suivante

ϕ
(
t,
→
R
)

= e
−3t
2Ψ0χ

(
t,
→
R
)
, (3.68)

et on exprimeχ comme un développement de Fourier sur les modes ζkR :

χ
(
t,
→
R
)

=
1

(2π)
3
2

ˆ
d3kr

ˆ
dkΨ

[
akRe

i
→
kR
→
RζkR (t) + a†kRkΨ

e−i
→
kR
→
Rζ∗kR (t)

]
δ(kΨ−kΨ0). (3.69)

Pour déduire l'équation de mouvement en terme de champ χ on a besoin des termes suivants

∂ϕ

∂t
=
∂χ

∂t
e
−3t
2Ψ0 − 3

2Ψ0

e
−3t
2Ψ0χ, (3.70)

∂2ϕ

∂t2
=

(
∂2χ

∂t2

)
e
−3t
2Ψ0 − 3

Ψ0

e
−3t
2Ψ0

(
∂χ

∂t

)
+

9

4Ψ2
0

e
−3t
2Ψ0χ , (3.71)

et

∇2
Rϕ = e

−3t
2Ψ0∇2

Rχ. (3.72)

On remplace maintenant dans l'équation (3.58) pour obtenir

χ̈−
[
β1

βT
e
−2t
Ψ0 ∇2

R +

(
9

4Ψ2
0

− β1

βT
α

)]
χ = 0. (3.73)

qui est l'équation de Klein Gordon pour le champ χ
(
t,
→
R,
)
à 4D.
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On terme des modes de Fourier on a

∂2ϕ

∂t2
=

1

(2π)
3
2

ˆ
d3kr

ˆ
dkΨ

[
akre

i
→
kR
→
R ∂

2ζkR (t)

∂t2
+ a†kRkΨ

e−i
→
kR
→
R
∂2ζ∗kR (t)

∂t2

]
δ(kΨ − kΨ0),

(3.74)

et

∇2
RA

0 = (−k2
R)

1

(2π)
3
2

ˆ
d3kR

ˆ
dkΨ

[
akrkΨ

ei
→
kR
→
RζkR (t) + a†kRe

−i
→
kR
→
Rζ∗kRkΨ

(t)

]
δ(kΨ− kΨ0).

(3.75)

On substitut ces termes dans (3.73)

1

(2π)
3
2

ˆ
d3kR

ˆ
dkΨ

{[
akre

i
→
kR
→
R ∂

2ζkR (t)

∂t2
+ a†kRe

−i
→
kR
→
R
∂2ζ∗kRkΨ

(t)

∂t2

]
+

+
β1

βT
e
−2t
Ψ0 (k2

R)

[
akre

i
→
kR
→
RζkRkΨ

(t) + a†kRe
−i
→
kR
→
Rζ∗kRkΨ

(t)

]
)

−
(

9

4Ψ2
0

− β1

βT
α

)
dkΨ

[
akrkΨ

ei
→
kR
→
RζkR (t) + a†kRe

−i
→
kR
→
Rζ∗kRkΨ

(t)

]}
δ(kΨ − kΨ0) = 0,

dont la solution est

ζ̈kR +

[
β1

βT
k2
Re
−2t
Ψ0 −

(
9

4Ψ2
0

− β1

βT
α

)]
ζkR (t) = 0, (3.76)

où le terme µ2 =
(

9
4Ψ2

0
− β1

βT
α
)
représente un terme de masse pour le mode ζkR(t). On a aussi

la méme equation pour ζ∗kR(t).

La solution générale de (3.76) est donnée par

ζkR(t) = F1H(1)
ν

[√
β1

βT

kRe
−t
Ψ0

H0

]
+ F2H(2)

ν

[√
β1

βT

kRe
−t
Ψ0

H0

]
. (3.77)

Avec les condition de Bunch-Davis F1 = 0 et F2 = i
√

π
4H0

, on obtient

ζkR(t) = i

√
π

4H0

H(2)
ν

[√
β1

βT

kRe
−tH0

H0

]
, (3.78)

où

ν =

√
9

4
− β1

βT

α

H2
0

, x(t) =

√
β1

βT

kRe
−tH0

H0

. (3.79)
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3.1.3.2 Indice spectral

On utilise les équations (3.69) et (3.68) pour calculer la valeur moyenne de ϕ2. En e�et on a

〈
ϕ2
〉

=
1

(2π)3
e
− 3t

Ψ0

ˆ ˆ
d3kRd

3ḱR

ˆ ˆ
dkΨdḱΨ〈

0

∣∣∣∣[akRei→kR→RζkR (t) + a†kRe
−i
→
kR
→
Rζ∗kR (t)

]
δ(kΨ − kΨ0)[

aḱRe
i
→
ḱR

→
ŔζḱR (t) + a†

ḱR
e−i

→
ḱR

→
Ŕ

?

ζḱR (t)

]
δ(ḱΨ − kΨ0)

∣∣∣∣ 0〉 , (3.80)

qui peut s'écrire sous la forme simple

〈
ϕ2
〉

=
e−3tH0

2π2

ˆ
dkR
kR

k3
RζkR (t)

?

ζkR (t) . (3.81)

On considère le secteur IR. En utilisant l'approximation suivante valide pour un argument

petit etν positif non nul

H(2)
ν [x(t)] ' − i

π
Γ (ν)

(
x(t)

2

)−ν
, (3.82)

on trouve que

〈ϕ2〉 |IR=

(√
β1

βT

)−2ν

22ν−3

π3
Γ2 (ν)H2ν−1

0 e−(3−2ν)tH0

ˆ
dkR
kR

k3−2ν
R . (3.83)

Le spectre de puissance P(kR) est facilement identi�é, et est donné par

P(kR) ∼

(√
β1

βT

)−2ν

22ν−3

π3
Γ2 (ν)H2ν−1

0 e−(3−2ν)tH0k3−2ν
R . (3.84)

On écrit ensuite (3.83) comme

〈ϕ2〉 |IR=
22ν−3

π3
Γ2 (ν)

H2ν
0

H0

e−(3−2ν)tH0

(√
β1

βT

)−2ν ˆ εkH

0

dkRk
2−2ν
R , (3.85)

où V est un paramètre sans dimention d'ordre10−5 à 10−8 et kH = H0e
H0t. En intégrant on

obtient

〈ϕ2〉 |IR=
22ν−3

π3
Γ2 (ν)

H2ν
0

H0

e−(3−2ν)tH0

(√
β1

βT

)−2ν

(εkH)3−2ν

3− 2ν
. (3.86)
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On a à partir de la dé�nition de l'indice spectral

ν =
3− ns

2
=

√
9

4
− β1

βT
αΨ2

0 ≤
3

2
, (3.87)

ce qui donne l'expression de 〈ϕ2〉 en fonction de ns

〈ϕ2〉 |IR=

(√
β1

βT

)−(3−ns)
H2

0 2−ns

π3
Γ2

(
3− ns

2

)
εns

ns
, (3.88)

Le terme ns
2
dans l'equation est l'équivalent du paramétre δ (qui est un paramètre de roulemnt

lent) dans l'équation (2.17) .

On obtient à partir de l'Eq.(3.87)

n2
s − 6ns = −4β1

βT
(2 + Ψ2

0k
2
Ψ0

), (3.89)

En tenant compte que dans le secteur IR on a ns � 1, la solution de (??) est donnée par

ns '
β1

βT

2(2 + Ψ2
0k

2
Ψ0

)

3
. (3.90)

Si on pose β1

βT
= 1 on obtient l'indice spectral du scénario avec un champ scalaire [28].

A partir de (3.90) on a

k2
Ψ0
' H2

0

(
3βT
2β1

ns − 2

)
. (3.91)

De cette équation on déduit que
βT
β1

≥ 4

3ns
. (3.92)

En utilisant les données d'observations qui exprime que

ns < 1/60, (3.93)

on obtient
βT
β1

≥ 80. (3.94)

On remarque aussi que

V,ϕ =

[
4

Ψ

Ψ2
0

ϕ,Ψ +
Ψ2

Ψ2
0

ϕ,ΨΨ

]
|(Ψ=Ψ0,ns=0)= 0. (3.95)
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3.1.3.3 Densité d'énergie à 4 dimensions

Pour déduire l'expression de la densité d'énergie à 4D, on substitut (3.54) dans(3.53). On

obtient alors

〈ρ〉 |Ψ=Ψ0=

〈
βTΨ2

0ϕ,ttϕ+ 3

(
βT −

1

2
β2

)
ϕϕ,t

+
9

2
Ψ0β2ϕ,tϕ+

Ψ2
0

2
βTϕ

2
,t +

1

2
(β1 + 9β2 − 5β3)ϕ2

+ (−β1 + β3) Ψ2ϕ,ΨΨϕ+ (−6β1 + β3) Ψϕ,Ψϕ

+

(
1

2
β1 + β3

)
Ψ2 (ϕ,Ψ) 2 + (−β1 + 2β3) e

− 2t
Ψ0 (∇2

rϕ)ϕ

〉
.

En utilisant (3.61) et (3.62) on réécrit cette expression en fonction de χ

〈ρ〉 |Ψ=Ψ0=

〈
βTΨ2

0

[(
∂2χ

∂t2

)
− 3

Ψ0

(
∂χ

∂t

)
+

9

4Ψ2
0

e
−3t
2Ψ0χ

]
χ

+ 3Ψ0

(
βT −

1

2
β2

)
χ

[
∂χ

∂t
e
−3t
2Ψ0 − 3

2Ψ0

e
−3t
2Ψ0χ

]
e
−3t
Ψ0 +

+ β2Ψ0
9

2

[
∂χ

∂t
− 3

2Ψ0

χ

]
χe
−3t
Ψ0 +

1

2
(β1 + 9β2 − 3β3)χχe

−3t
Ψ0

+
1

2
Ψ2

0βT

[(
∂χ

∂t

)2

− 3

2Ψ0

(
∂χ

∂t
χ+ χ

∂χ

∂t

)
+

9

4Ψ2
0

χχ

]
e
−3t
Ψ0

+ (−β1 + β3) Ψ2
0

[
−k2

Ψ0
− 4

Ψ0

(ikΨ0) +
6

Ψ2
0

]
χχe

−3t
Ψ0

+ (−6β1 + β3) Ψ

(
ikΨ0 −

2

Ψ0

)
χχe

−3t
Ψ0 + (−β1 + 2β3) e

− 2t
Ψ0 e

−3t
Ψ0 (∇2

Rχ)χ

+

(
1

2
β1 + β3

)
Ψ2

0

[
−k2

Ψ0
− 4ikΨ0

Ψ0

+
4

Ψ2
0

]
χχe

−3t
Ψ0

〉
.

En termes des modes de Fourier ζkR (t), on a

〈ρ〉 |Ψ=Ψ0=
e−3tH0

(2π)3

ˆ
d3kR

{
βT
H2

0

ζ̈kR (t) ζ∗kR (t)

+
1

H0

(
9

2
β2 −

15

4
βT

)
ζ̇kR (t) ζ∗kR (t) +

βT
2H2

0

ζ̇kR (t) ζ̇∗kR (t)

+
1

H0

(
−3

2
β2 +

9

4
βT

)
ζkR (t) ζ̇∗kR (t) +

[
55

8
βT − 8β2+

+
1

2
(β1 − 3β3) +

(
k2

Ψ0

)
H2

0

(
1

2
β1 − 2β3

)
− (4β1 + 7β3)

(ikΨ0)

H0

+

(
−1

2
β1 + 2β3

)
k2
Re
− 2t

Ψ0

]
ζkR (t) ζ∗kR (t)

}
. (3.96)
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Or, on a

ζkR(t) = i

√
π

4H0

H(2)
ν

[√
β1

βT

kRe
−tH0

H0

]
, (3.97)

et que dans le secteur IR on a l'approximation pour x petit et ν > 0

H(2)
ν [x] ' − i

π
Γ(ν)

(
x(t)

2

)−ν
, (3.98)

ce qui donne

ζkR (t) =

√
π

π
√

4H0

(√
β1

βT

)− 3−ns
2

H
3−ns

2
0 Γ

(
3− ns

2

)
2

3−ns
2

(
kRe

−tH0
)− 3−ns

2 .

Il est alors facile de montrer que

ζkR (t) ζ∗kR (t) ' 1

π

(√
β1

βT

)−(3−ns)

H
(2−ns)
0 Γ2

(
3− ns

2

)
2(1−ns)

(
kRe

−tH0
)−(3−ns)

, (3.99)

ζkR (t) ζ̇∗kR (t) ' 2(1−ns)

π

(
3− ns

2

)(√
β1

βT

)−(3−ns)

H
(3−ns)
0 Γ2

(
3− ns

2

)(
kRe

−tH0
)−(3−ns)

,

(3.100)

ζ̇kR (t) ζ∗kR (t) ' 2(1−ns)

π

(
3− ns

2

)(√
β1

βT

)−(3−ns)

H
(3−ns)
0 Γ2

(
3− ns

2

)(
kRe

−tH0
)−(3−ns)

,

(3.101)

ζ̇kR (t) ζ̇∗kR (t) =
2(1−ns)

π

(
3− ns

2

)2
(√

β1

βT

)−(3−ns)

H
(4−ns)
0 Γ2

(
3− ns

2

)(
kRe

−tH0
)−(3−ns)

,

(3.102)

ζ̈kR (t) ζ∗kR (t) ' 2(1−ns)

π

(
3− ns

2

)2
(√

β1

βT

)−(3−ns)

H
(4−ns)
0 Γ2

(
3− ns

2

)(
kRe

−tH0
)−(3−ns)

.

(3.103)

On remplace maintenant dans (3.96) et on intégre sur kR pour obtenir
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〈ρ〉 | Ψ=Ψ0 =
2(−ns)

(π)3

(√
β1

βT

)−(3−ns)

H4
0 Γ2

(
3− ns

2

)
{[

3n2
s

8
βT − (βT + β2)

3

2
ns +

+

(
β1

2
− 2β3

)
k2

Ψ0

H2
0

− (7β3 + 4β1)
ikΨ0

H0

+

(
17

2
β1 +

15

2
β3 +

9

2
β2

)]
Vns
ns

+
(β1 − 2β3)

(ns + 2)
e
− 2t

Ψ0

[
kR

2+ns
]VkH

0

}
. (3.104)

3.1.3.4 Fluctuations de la densité d'énergie

L' expréssion de la �uctuation de la densité dénergie est donnée par

δρ

ρ
=
〈ρ〉|Ψ=Ψ0

− 〈ρ〉(0)
∣∣∣
Ψ=Ψ0

〈ρ〉|Ψ=Ψ0

, (3.105)

où 〈ρ〉(0)
∣∣∣
Ψ=Ψ0

est la densité d'énergie en terme du mode ζ0 (t) c-à-d pour kR = 0. En e�et

〈ρ〉(0)
∣∣∣
Ψ=Ψ0

=
e−3tH0

(2π)3

ˆ
d3kR

{
βT
H2

0

ζ̈0 (t) ζ∗0 (t)

+
1

H0

(
β2

9

2
− 15

4
βT

)
ζ̇0 (t) ζ∗0 (t) +

βT
2H2

0

ζ̇0 (t) ζ̇∗0 (t)

+
1

H0

(
−3

2
β2 +

9

4
βT

)
ζ0 (t) ζ̇∗0 (t) +

[
55

8
βT − 8β2

+
1

2
(β1 − 3β3) +

(
k2

Ψ0

)
H2

0

(
1

2
β1 − 2β3

)
− (4β1 + 7β3)

(ikΨ0)

H0

]
ζ0 (t) ζ∗0 (t)

}
.

(3.106)

Comme précédement on montre que

ζ0 (t) ζ∗0 (t) ' 2

π

(√
β1

βT

)−3

H2
0 Γ2

(
3

2

)(
kRe

−tH0
)−3

, (3.107)

ζ0 (t) ζ̇∗0 (t) ' 3

π

(√
β1

βT

)−3

H3
0 Γ2

(
3

2

)(
kRe

−tH0
)−3

, (3.108)
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ζ̇0 (t) ζ∗0 (t) ' 3

π

(√
β1

βT

)−3

H3
0 Γ2

(
3

2

)(
kRe

−tH0
)−3

, (3.109)

ζ̇0 (t) ζ̇∗0 (t) =
9

2π

(√
β1

βT

)−3

H
(4)
0 Γ2

(
3

2

)(
kRe

−tH0
)−3

, (3.110)

ζ̈0 (t) ζ∗0 (t) ' 9

2π

(√
β1

βT

)−3

H
(4)
0 Γ2

(
3

2

)(
kRe

−tH0
)−3

. (3.111)

On substitut dans (3.106) et on intègre sur kR

〈ρ〉(0)
∣∣∣
Ψ=Ψ0

=
H4

0

(π)3

(√
β1

βT

)−3

Γ2

(
3

2

)
×

{(
β1

2
− 2β3

)
k2

Ψ0

H2
0

−Ψ0 (7β3 + 4β1)
ikΨ0

H0

+

(
17

2
β1 +

15

2
β3 +

9

2
β2

)}
[ln kR]VkH0 . (3.112)

En substituant les expressions de 〈ρ〉(0)
Ψ=Ψ0

et 〈ρ〉|Ψ=Ψ0
dans (3.105) on obtient

δρ

ρ
' 1− A

B
ns < 1, (3.113)

où

A =

{(
β1

2
− 2β3

)
k2

Ψ0

H2
0

− (7β3 + 4β1)
ikΨ0

H0

+

(
17

2
β1 +

15

2
β3 +

9

2
β2

)}
[ln kR]VkH0 , (3.114)

B =

{
− (βT + β2)

3

2
ns +

(
β1

2
− 2β3

)
k2

Ψ0

H2
0

− (7β3 + 4β1)
ikΨ0

H0

+

(
17

2
β1 +

15

2
β3 +

9

2
β2

)}
(3.115)

avec

kΨ0 ' H0

√(
3βT
2β1

ns − 2

)
. (3.116)

Comme ns � 1, et [ln kR]VkH0 ≥ 60 on déduit que

ns <
1

60 +
3
2

(βT+β2)− 3βT
2β1

(β1
2
−2β3)+

3βT
8β1

√
2(7β3+4β1)

(4β3−β1)+
√

2(7β3+4β1)+( 17
2
β1+ 15

2
β3+ 9

2
β2)

, (3.117)

Cette expression est trés compliquée pour pouvoir tirer une information sur les paramètres

βi, nous allons limiter nôtre analyse aux cas suivants :
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1. β2 = 0. Dans ce cas on a pour l'indice spectral

ns <
1

60 +

(
3+ 21

√
2

8

)
βT
β1
−
(

9
4

+ 9
√

2
8

)
(7
√

2+ 23
2 )− β1

βT
(3
√

2+4)

. (3.118)

2. βT = β2 . Ce modèle correspond à β1 = −β3 avec β1 6= 0 et β3 6= 0. On a alors

l'expression suivante pour l'indice spectral

ns <
1

60 +
βT
β1

(
3
4

+ 9
√

2
8

)
4+3
√

2− 9
2

βT
β1

, (3.119)

3. βT = −β2 . Ce modèle correspond à β1 + β3 = −2β2 avec β1 6= 0. Dans ce cas on a

ns <
1

60 +

(
6+ 21

√
2

4

)
βT
β1
− (30+9

√
2)

8

(14
√

2+ 37
2 )−(6+3

√
2) β1

βT

Ces résultat sont très importants puisque pour βT
β1
≥ 80, ils reproduisent un insice spectral

ns ≈ 0.9831 en accord l'observation.

3.2 Deuxiéme cas AB ≡
(
0,
−→
0 , A4

)
:

3.2.1 Equations de mouvement

Utilisons l'équation (3.6) et calculons les terme suivants :

β1∇C∇CA4 = β1

[
A4
,NN + 3A4

,N − e−2N∇2
rA

4 −Ψ2 4

Ψ
A 4
,Ψ −Ψ2A 4

,ΨΨ

]
(3.120)

β2∇B∇DA
D = β2∇B

[
1√
|(5)g|

(√
|(5)g|AD

)
,D

]

= β2∂
B

[
1√
|(5)g|

(
Ψ4e3NA4

)
,Ψ

]

= β2

[
4

Ψ2
A4 − 4

Ψ
A4
,Ψ − A4

,ΨΨ

]
. (3.121)

Pour
(
β3∇C∇BAC

)
on montre que
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β3∇C∇BAC = B3g
BE∇C∇EA

C

= B3g
BE
[
∂C
(
∇EA

C
)
− ΓDCE

(
∇DA

C
)

+ ΓCCD
(
∇EA

D
)]

= B3g
ΨΨ
[
∂C (∂ΨA

c) + ∂C
(
ΓCΨΨA

Ψ
)
− ΓDΨΨ

(
∂DA

Ψ
)
− ΓDCΨΓCDΨA

Ψ

+ΓCCΨ

(
∂ΨA

Ψ
)

+ ΓCCDΓDΨΨA
Ψ
]

= −β3

[
AΨ
,ΨΨ − Γ0

0ΨΓ0
0ΨA

Ψ − ΓijΨΓjiΨA
Ψ + Γ0

0Ψ

(
∂ΨA

Ψ
)

+ ΓiiΨ
(
∂ΨA

Ψ
)]

= β3

[
4

Ψ2
A4 − A4

,ΨΨ −
4

Ψ
A 4
,Ψ

]
. (3.122)

L'équation de mouvement prend la forme (A4 ≡ ϕ)

ϕ,NN + 3ϕ,N +−e−2N∇2
rϕ−

βT
β1

(
Ψ2ϕ,ΨΨ + 4Ψϕ,Ψ

)
+ 4

(
βT
β1

− 1

)
ϕ = 0 . (3.123)

Pour obtenir l'équation de KG à 5 D on e�ectue la tronsformation suivante

ϕ (N, r,Ψ) = χ (N, r,Ψ) e
−3N

2

(
Ψ0

Ψ

)2

. (3.124)

On suit les mémes étapes de calcul que précédement et on remplace dans l'équation (3.123)(
χ,NN −

9

4
χ

)
e
−3N

2

(
Ψ0

Ψ

)2

− e−2Ne
−3N

2

(
Ψ0

Ψ

)2

∇2
rχ

− βT
β1

[
∂2χ

∂Ψ2
Ψ2

(
Ψ0

Ψ

)2

− 2χ
Ψ2

0

Ψ2

]
e
−3N

2

+ 4

(
βT
β1

− 1

)
χe
−3N

2

(
Ψ0

Ψ

)2

= 0. (3.125)

Après simpli�cation on obtient l'équation de Klein-Gordon

χ,NN −
[
e−2N∇2

r +

(
Ψ2βT

β1

∂2

∂Ψ2
− 6

βT
β1

+
25

4

)]
χ=0. (3.126)

Le champ χ se developpe en une série de Fourier

χ
(
N,
→
r ,Ψ

)
=

1

(2π)
3
2

ˆ
d3kr

ˆ
dkΨ

[
akrkΨ

ei
→
k r
→
r ζkrkΨ

(N,Ψ) + a†krkΨ
e−i

→
k r
→
r ζ∗krkΨ

(N,Ψ)

]
.

(3.127)

Si on substitut dans (3.126) on déduit que

∗∗
ζkrkΨ

+

[
e−2Nk2

r +

(
6
βT
β1

− 25

4

) ]
ζkrkΨ

−Ψ2βT
β1

∂2ζkrkΨ

∂Ψ2
= 0. (3.128)
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qui est l'équation de Klein-Gordon pour le mode ζkrkΨ
. On e�ectue ensuite la séparation

suivante

ζkrkΨ
(N,Ψ) = ζ(1)(N)ζ(2)(Ψ), (3.129)

qui conduit au système d'équations di�érentielles suivantes

∂2ζ(1)(N)

∂N2
+

[
e−2Nk2

r −
(
K2−6βT

β1

− 25

4
)

)]
ζ(1)(N) = 0, (3.130)

Ψ2βT
β1

∂2ζ(2)(Ψ)

∂Ψ2
+
(
−K2

)
ζ(2)(Ψ) = 0. (3.131)

La solution de (3.130) est donnée par

ζ
(1)

(N) = L1H(1)
ν2

[
kre
−N]+ L2H(2)

ν2

[
kre
−N] , (3.132)

où

ν2 =
1

2

√
4K2 − 24

βT
β1

+ 25, (3.133)

et les conditions de Bunch-Davis : L1 = 0 et L2=
i
√
π

2
.

La solution de l'équation (3.131) est donnée par

ζ(2)(Ψ) = C1Ψ
β+
√
β2+4BK2

2B + C2Ψ
β−
√
β2+4βK2

2β , (3.134)

Où β = βT
β1
.

Finalement la solution générale s'écrit

ζkrkΨ
(N,Ψ) = C1Ψ

β+
√
β2+4BK2

2B
i
√
π

2
H(2)
ν2

[
kre
−N] .

3.2.2 La densité d'énergie à 5 dimensions

En suivant les mêmes calculs que dans (3.1.1) on a

〈
ϕ2
〉

= e−3N

(
Ψ0

Ψ

)4
1

(2π)3

ˆ
d3kr

ˆ
dkΨζkrkΨ

(N,Ψ) ζ∗krkΨ
(N,Ψ) . (3.135)

L'expression de la densité d'énergie se calcule en prenant la composante (0, 0) du tenseur

moment-énergie
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〈Tµν〉 =
〈
β1

(
∇µA

C∇νAC −∇CAµ∇CAν
)

+
1

2

[
∇C

(
AνJ

C
µ + AµJ

C
ν

)
+∇C

(
ACJµν + ACJνµ

)
−∇C

(
AνJ

B
µ + AµJ

B
ν

)]
− 1

2
gµνK

DE
FN∇DA

F∇EA
N

〉
. (3.136)

En e�et, le premier terme donne

∇µA
C∇νAC =

(
∂µA

C + ΓCµFA
F
) (
∂νAC − ΓDνCAD

)
=
(
∂0A

C + ΓC04A
4
) (
∂0AC − Γ4

0CA4

)
=
(
∂0A

4
)

(∂0A4)− Γ0
04Γ4

00A
4A4

=
(
∂0A

4
)

(∂0A4) (3.137)

∇CAµ∇CAν =
(
∂CAµ − ΓCDµ AD

) (
∂CAν − ΓBCνAB

)
= Γ04

0A4Γ4
00A4

= g00Γ4
00A4Γ4

00A4 = A4A4 (3.138)

β1

(
∇µA

C∇νAC −∇CAµ∇CAν
)

= β1

[
(∂0A

4)(∂0A4)− A4A
4 − A4A4

]
(3.139)

Pour le deuxiéme terme, on montre que

∇C

(
AνJ

C
µ

)
= (∇CAν) J

C
µ +

(
∇CJ

C
µ

)
Aν

=
(
∂CAν − ΓDCνAD

) [
β1∇CAµ + β2δ

C
µ∇BA

B + β3∇µA
C
]

+

+
[
β1∇C∇CAµ + β2δ

C
µ∇C∇BA

B + β3∇C∇µA
C
]
Aν

=

[
β1

(
Γ4
C0A4ΓC4

0A4

)
−
β2Γ4

C0δ
C
µ√

|(5)g|

(√
|(5)g|A4

)
,Ψ

A4

−β3Γ4
C0∂0A

C + ΓC04A
4A4

]
= β1

(
g00Γ4

00Γ4
00A4A4

)
− β2Γ4

00δ
0
0

1

Ψ4e3N

(
Ψ4e3NA4

)
,Ψ
A4 − β3Γ4

00Γ0
04A

4A4

(3.140)

et donc
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∇C

(
AνJ

C
µ

)
=
[
β1A4A4 − β2

(
4A4 + ΨA4

,Ψ

)
A4 − β3A

4A4

]
(3.141)

avec

∇C

(
AνJ

C
µ

)
= ∇C

(
AµJ

C
ν

)
(3.142)

Pour le troisiéme terme, on a le résultat suivant

∇C

(
ACJµν

)
=
(
∇CA

C
)
Jµν + (∇CJµν)A

C

=

(
∂ΨA

4 +
4

Ψ
A4

)[
β1(−Γ4

00A4) + β2Ψ2

(
∂ΨA

4 +
4

Ψ
A4

)
+ β3

(
−Γ4

00A4

)]
+

+
[
β1∇C∇µAν + β2δµν∇C∇BA

B + β3∇C∇νAµ
]
AC (3.143)

avec

(∇C∇µAν)A
C =

[
∂C (∇µAν)− ΓDCµ(∇DAν)− ΓDCν(∇µAD)

]
AC

=
[
∂C
(
∂µAν − ΓDµνAD

)
− ΓDCµ

(
∂DAν − ΓBDνAB

)
− ΓDCν

(
∂µAD − ΓBµDAB

)]
AC

=
[
∂C
(
−Γ4

00A4

)
− ΓDC0

(
−Γ4

D0A4

)
− ΓDC0(∂0AD) + ΓDC0Γ4

0DA4

]
AC

=
(
−ΨA4,ΨA

4 + A4A
4
)
, (3.144)

(
∇C∇BA

B
)
AC = ∂C

(
∂ΨA

4 +
4

Ψ
A4

)
AC

= ∂Ψ

(
∂ΨA

4 +
4

Ψ
A4

)
A4

= A4
,ΨΨA

4 + 4

(
−1

Ψ2
A4 +

1

Ψ
A4
,Ψ

)
A4, (3.145)

et

(∇C∇νAµ)AC = −ΨA4,ΨA
4 + A4A

4. (3.146)

En remplaçant dans (3.143), on obtient
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∇C(ACJµν) = β1

[
−2ΨA4A

4
,Ψ − 3A4A4

]
+ β2

[
Ψ2(∂ΨA

4)(∂ΨA
4)+

12ΨA4(∂ΨA
4) + 12A4A4 + Ψ2A4

,ΨΨA
4
]

+

+β3

[
−2(∂ΨA

4)(ΨA4)− 3A4A4

]
, (3.147)

avec

∇C(ACJµν) ≡ ∇C(ACJνµ). (3.148)

Pour le quatriéme terme, on montre que

∇C

(
AνJ

C
µ

)
= (∇CAν) J

C
µ +

(
∇CJ

C
µ

)
Aν

=
[
β3A4A4 − β2

(
4A4A4 + ΨA4

,ΨA4

)
− β1A

4A4

]
, (3.149)

avec

∇C

(
AνJ

C
µ

)
≡ ∇C

(
AµJ

C
ν

)
. (3.150)

Pour le cinquiéme et dernier terme, on montre d'abord que

(
∇CAD∇CA

D
)

=
(
∂CAD − ΓC4

DA4

) (
∂CA

D + ΓDC4A
4
)

= (∂0A4)(∂0A
4) + (∂iA4)(∂iA

4) + (∂ΨA4)(∂ΨA
4)−Ψ−2A4A

4+

−Ψ−2e−2Nδkjδkiδ
i
jΨe

2N 1

Ψ
A4)A4

= −Ψ−2(∂0A
4)2 + (∂iA4)(∂iA

4) + (∂ΨA
4)2 − 4Ψ−2A4A

4, (3.151)

(
∇CA

C
)2

=

(
∂ΨA

4 +
4

Ψ
A4

)2

= (∂ΨA
4)2 +

8

Ψ
(∂ΨA

4)A4 +
16

Ψ2
A4A4, (3.152)

(
∇CA

B∇BA
C
)

=
(
∂CA

B + ΓBC4A
4
) (
∂BA

C + ΓCB4A
4
)

= (∂ΨA
4)2 + Γβα4Γαβ4A

4A4

= (∂ΨA
4)2 + Γ0

04Γ0
04A

4A4 + Γij4Γji4A
4A4, (3.153)

= (∂ΨA
4)2 +

4

Ψ2
A4A4. (3.154)

On remplace maintenant dans l'éxpréssion de la densité d'énergie(3.136)
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〈T00〉 =

〈
β1

[
−1

2
(∂0A

4)2 − 1

2
Ψ2(∂iA4)(∂iA

4)− 2ΨA4(A4
,Ψ)− 1

2
Ψ2(∂ΨA

4)2 + A4A4

]
+ β2

[
4A4A4 + 8ΨA4(∂ΨA

4) +
1

2
Ψ2(∂ΨA

4)(∂ΨA
4) + Ψ2A4

,ΨΨA
4

]
+ β3

[
−2(∂ΨA

4)(ΨA4) + A4A4 − 1

2
Ψ2(∂ΨA

4)2

]〉
. (3.155)

Comme A4 ≡ ϕ et ρ = T 0
0 , on arrive �nalement à l'expression

〈ρ〉 =

〈
β1

[
−Ψ−2

2
(ϕ,N)2 +

1

2
(∂iϕ)(∂iϕ) + Ψ−2ϕϕ+ 2Ψ−1ϕ,Ψϕ−

1

2
(ϕ,Ψ)2

]
+

β2

[
4Ψ−2ϕϕ+ 8Ψ−1ϕ,Ψϕ+

1

2
(ϕ,Ψ)2 + ϕ,ΨΨϕ

]
+

+β3

[
2Ψ−1ϕ,Ψϕ+ Ψ−2ϕϕ− 1

2
(ϕ,Ψ)2

]〉
. (3.156)

3.2.3 Théorie e�ective à 4 dimensions

En utilisant la transformation des coordonnées (3.54) , déja utiliseé dans la section précé-

dente, et on remplaçant dans l'équation de mouvement (3.123) on obtient

ϕ,tt + 3
1

Ψ0

ϕ,t − e−2N∇2
Rϕ+

4

Ψ2
0

(
βT
β1

− 1

)
ϕ+

βT
β1

[
−Ψ2

Ψ2
0

A4
,ΨΨ − 4

Ψ

Ψ2
0

A 4
,Ψ

]
|Ψ=Ψ0= 0. (3.157)

Comme on a (
−Ψ2

Ψ2
0

A4
,ΨΨ − 4

Ψ

Ψ2
0

A 4
,Ψ

)
|Ψ=Ψ0= (2H2

0 + k2
Ψ0

) = α,

l'équation de mouvement prend la forme

ϕ,tt + 3H0ϕ,t − e−2tH0∇2
Rϕ+

[
4H2

0

(
βT
β1

− 1

)
+
βT
β1

α

]
ϕ = 0, (3.158)

où

H0 =
1

Ψ0

. (3.159)

On projette maintenant la fonction d'onde sur l'hypersurface 4D

ϕ
(
t,
→
r ,Ψ = Ψ0

)
≡ ϕ

(
t,
→
R
)

= e
−3t
2Ψ0χ

(
t,
→
R
)
, (3.160)
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où

χ
(
t,
→
R
)

= χ
(
t = Ψ0N,

→
R = Ψ0r,Ψ = Ψ0

)
. (3.161)

Le champ χ écrit sous forme d'une série de Fourier des modes ζkR est

χ
(
t,
→
R
)

=
1

(2π)
3
2

ˆ
d3kr

ˆ
dkΨ

[
akRe

i
→
kR
→
RζkR (t) + a†kRe

−i
(→
kR
→
R

)
ζ∗kRkΨ

(t)

]
δ(kΨ − kΨ0).

(3.162)

On écrit maintenant les équations de mouvement en terme du champ χ. En e�et on obtient

χ̈− e−2tH0∇2
Rχ−

[
25

4
H2

0 −
βT
β1

(
α +H2

0 4
)]
χ = 0. (3.163)

En termes des modes de Fourier on a

ζ̈kR (t) +
[
k2
Re
−2t
Ψ0 − µ2

]
ζkR (t) = 0, (3.164)

où

µ2 =
25

4
H2

0 −
βT
β1

(
α +H2

0 4
)
, (3.165)

est un terme de masse pour les modes ζkR (t) .

La solution générale de (3.164) est donnée par

ζkR = F1H(1)
ν

[
kR
H0

e−tH0

]
+ F2H(2)

ν

[
kR
H0

e−tH0

]
, (3.166)

avec

ν =
1

H0

√
25

4
H2

0 − (α + 4H2
0 )
βT
β1

, (3.167)

et la condition de normalisation

ζkR (t) ζ̇∗kR (t)− ζ̇kR (t) ζ∗kR (t) = i. (3.168)

Si on considère les conditions de Bunch-Davis F1 = 0 et F2 = i
√

π
4H0

, on obtient

ζkR(t) = i

√
π

4H0

H(2)
ν

[
kR
H0

e−tH0

]
. (3.169)

Calculons maintenant la valeur moyenne de la densité d'énergie à 4D. On a d'abord le résultat

〈
ϕ2
〉

=
e−3tH0

2π2

ˆ
dkR
kR

k3
RζkR (t)

?

ζkR (t) . (3.170)
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Dans le secteur IR on fait la proximation suivante

H(2)
ν [x(t)] ' − i

π
Γ(ν)

(
x (t)

2

)−ν
(3.171)

ce qui conduit à l'équation

〈
ϕ2
〉
|IR=

22ν−3

π3
Γ2 (ν)H2ν−1

0 e−(3−2ν)tH0

ˆ VkH
0

dkR
kR

k3−2ν
R , (3.172)

de laquelle on déduit l'expression du spectre de puissance

P(kR) ∼ 22ν−3

π3
Γ2 (ν)H2ν−1

0 e−(3−2ν)tH0k3−2ν
R , (3.173)

où nous prenons

ν =
3− ns

2
. (3.174)

En e�ectuant l'intégration on aboutit à l'expression

〈
ϕ2
〉
|IR=

H2
0 2−ns

π3
Γ2

(
3− ns

2

)
(V)ns

ns
. (3.175)

L'indice spectral est donnée par les relations (3.167) et (3.174)

3− ns
2

=

√
25

4
− βT
β1

(α + 4H2
0 )

H2
0

,

comme ns � 1 et α = (2H2
0 + k2

Ψ0
) on obtient

ns '
βT
β1

2(2 + k2
Ψ0

Ψ2
0)

3
+

8

3

(
βT
β1

− 1

)
. (3.176)

On conclut aussi que

k2
Ψ0
' 1

Ψ2
0

(
3

2

β1

βT
ns − 4

β1

βT
− 6

)
, (3.177)

ce qui donne

kΨ0 ' H0

√
3

2

β1

βT
ns − 4

β1

βT
− 6. (3.178)

On remarque aussi qu'on a
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[
4

Ψ

Ψ2
0

ϕ,Ψ +
Ψ2

Ψ2
0

ϕ ,ΨΨ

]
|(Ψ=Ψ0,ns=0)=

= −4H2
0

(
β1

βT
− 1

)
ϕ(t,

→
R). (3.179)

On remarque que si on pose βT
β1

= 1 on obtient à nouveau le cas du champ scalaire [28].

3.2.3.1 Fluctuations de la densité d'énergie

On utilise les équations (3.54) et on remplace dans (3.156). Le résultat est donné par

〈ρ〉 |Ψ0=Ψ=

〈
β1

[
−1

2
(ϕ,t)

2 +
Ψ2

0

2
(∂Iϕ)(∂Iϕ)

]
+

[(
−2β2 +

1

2
βT

)
k2

Ψ0

+ Ψ−1
0 (4βT − 2β2) ikΨ0 + Ψ−2

0 (β2 − 5βT )ϕϕ
]〉
. (3.180)

En terme des modes ζkR (t) on obtient

〈ρ〉 |Ψ0=Ψ=
1

(2π)3
e−3tH0

ˆ
d3kR

{
β1

[
−1

2
ζ̇kR (t) ζ̇∗kR (t)

+
3H0

4

(
ζ̇kR (t) ζ∗kR (t) + ζkR (t) ζ̇∗kR (t)

)]
+

[(
−2β2 +

1

2
βT

)
k2

Ψ0
+

+H0 (4βT − 2β2) ikΨ0 +H2
0 (β2 − 5βT )− β1

9H2
0

8
− β1

2
e−2tH0k2

R

]
ζkR (t) ζ∗kR (t)

}
,

(3.181)

où

ζkR (t) ζ∗kR (t) ' 2(1−ns)

π
H

(2−ns)
0 Γ2

(
3− ns

2

)(
kRe

−tH0
)−(3−ns)

. (3.182)

ζkR (t) ζ̇∗kR (t) ' 2(1−ns)

π

(
3− ns

2

)
H

(3−ns)
0 Γ2

(
3− ns

2

)(
kRe

−tH0
)−(3−ns)

. (3.183)

ζ̇kR (t) ζ∗kR (t) ' 2(1−ns)

π

(
3− ns

2

)
H

(3−ns)
0 Γ2

(
3− ns

2

)(
kRe

−tH0
)−(3−ns)

. (3.184)

ζ̇kR (t) ζ̇∗kR (t) =
2(1−ns)

π

(
3− ns

2

)2

H
(4−ns)
0 Γ2

(
3− ns

2

)(
kRe

−tH0
)−(3−ns)

. (3.185)
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On remplaçe dans (3.181) avec d3kR = 4πk2
RdkR et k2

R � 1, pour obtenir dans le secteur IR

l'expression suivante

〈ρ〉 |Ψ0=Ψ=
4H

(4−ns)
0 2(1−ns)

(2π)3

(
e−tH0

)−(3−ns)
Γ2

(
3− ns

2

)
e−3tH0

ˆ εkH

0

dkR[(
−2β2 +

βT
2

)
k2

Ψ0

H2
0

+
1

H0

(4βT − 2β2) ikΨ0 + (β2 − 5βT )− n2
sβ1

8
− β1

2
e−2tH0k2

R

]
(kR)(−1+ns) .

(3.186)

Aprés intégration on obtient

〈ρ〉 |Ψ0=Ψ=
H

(4−ns)
0 2(−ns)

π3

(
e−tH0

)−(3−ns)
Γ2

(
3− ns

2

)
e−3tH0{

1

ns

[(
−2β2 +

βT
2

)
k2

Ψ0

H2
0

+
2

H0

(2βT − β2) ikΨ0 + (β2 − 5βT )

]
[knsR ]εkH0 +

−β1n
2
s

8
− β1

2 (2 + ns)
e−2tH0k2+ns

R

}
. (3.187)

Puisque kH = H0e
H0t, on obtient

〈ρ〉 |Ψ0=Ψ=
H4

0 2(−ns)

π3
Γ2

(
3− ns

2

){
1

ns

[
−β1n

2
s

8
+

(
−2β2 +

βT
2

)
k2

Ψ0

H2
0

+
2

H0

(2βT − β2) ikΨ0 + (β2 − 5βT )

]
(ε)ns − β1H

2
0

2 (2 + ns)
ε(2+ns)

}
(3.188)

Les �uctuations de la densité d'énergie sont données par la relation

δρ

ρ
=
〈ρ〉Ψ=Ψ0 − 〈ρ〉

(0)
Ψ=Ψ0

〈ρ〉Ψ=Ψ0

. (3.189)

Comme dans la section précedente, on montre que

〈ρ〉(0) |Ψ0=Ψ=
H4

0

π3
Γ2

(
3

2

)[(
−2β2 +

βT
2

)
k2

Ψ0

H2
0

+
2

H0

(2βT − β2) ikΨ0 + (β2 − 5βT )

]
[ln kR]VkH0 . (3.190)

En remplaçant dans (3.189), on obtient

δρ

ρ
' 1− $ns [ln kR]εkH0

$
, (3.191)
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avec

$ =
H4

0

π3
Γ2

(
3

2

)[(
−β2 +

βT
2

)
k2

Ψ0

H2
0

− (4βT − 2β2)
ikΨ0

H0

+ (β2 − 5βT )

]
. (3.192)

Finalement
δρ

ρ
' 1− ns [ln]εkH0 < 1, (3.193)

et comme [ln]εkH0 ≥ 60, on déduit que

ns < 1/60. (3.194)

C'est exactement le résultat obtenu dans [28]. Dans ce cas on remarque que le champ vectoriel

de la forme AB ≡
(

0,
−→
0 , ϕ

)
n'apporte aucune correction à l'indice spectral.
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Chapitre 4

Conclusion

Nous avons étudier dans ce mémoire la théorie de la matière induite de Wesson et ces

applications en cosmologie. Cette théorie est une variante très prometteuse de la théorie

de Klaluza-Klein. Dans le premier chapitre on a introduit les principes fondamentaux sur

lesquels est construit la théorie de Kaluza-Klein ainsi que la théorie de la matière induite

de Paul Wesson. Nous avons aussi discuté du sens géométrique de cette dernière et nous

avons déduit quelques solutions cosmologiques exactes décrivant un univers dominé par la

radiation ou par la poussière.

Dans le second chapitre nous avons discuté de la cosmologie quantique à 4 dimensions,

et avons étudié les �uctuations de densité modélisées par les �uctuations quantiques d'un

champ scalaire ou d'un champ vectoriel brisant l'invariance de Lorentz, sans l(introduction

d'un terme de potentiel. Nous avons réussi à calculer explicitement le spectre de puissance

des �uctuations scalaires ainsi que l'indice spactral en fonction des paramètres libres de la

théorie qui sont dans le cas du champ vectoriel les paramètres sans dimensions βi. Le résultat

majeur est que le spectre de puissance n'est pas tout a fait invariant d'échelle, et que un

ajustement adéquat des paramètres βi permet de reproduire la valeur observée de l'indice

spectral.

Dans le chapitre 3, nous avons étendu nôtre investigation étudié la théorie de Kaluza-Klein

avec un champ vectoriel à 5 dimensions. Le résultat essentiel que nous avons trouvé est

que après projection sur l'hypersurface quadridimensionnelle, la dimension suplémentaire

introduit un terme de potentiel. L'autre résultat important est que pour un champ vectoriel

de genre temps on a extrait une contrainte forte sur les paramètres sans dimensions βi,

telle que pour βT/β1 ≥ 80, la valeur de l'indice spectral ns ≈ 0.9831 coincide avec la

valeur observée. Finalement, nous aussi avons pu constater q'une action purement cinétique

décrivant un champ vectoriel dans un espace-temps à 5 dimensions est réduite à une action

décrivant un champ scalaire massive sur l'hypersurface à 4 dimensions.

76



Annexe A

Annexe : Tenseur moment-énergie du champ vectoriel

La somme de l'action gravitationnelle et de l'action du champ vectoriel est donnée par

S =

ˆ
Ω

dx4
√
−g
[
R(4)

16πG
− 1

2
Kµν

ρσ∇µA
ρ∇νA

σ + v
(
A2
)]
, (A.1)

où Ω est une région de l'espace-temps délimitée par une hypersurface ∂Ω fermée de genre

temps ou de de genre espace dans le domaine Ω, sur laquelle δgαβ = 0 = δgαβ.

Pour déduire la forme du tenseur moment-énergie associé au champ vectoriel, nous allons

utiliser le principe de moindre action en variant par rapport au tenseur métrique gαβ, et

ainsi obtenir les équations du champ d'Einstein.

On considère d'abord le premier terme contenant le scalaire de Ricci. En utilisant les relations

δ
√
−g = −1

2

√
−ggαβδgαβ, R = gαβRαβ, (A.2)

on montre que

1

16πG

ˆ
Ω

dx4δ
(√
−gR

)
=

1

16πG

ˆ
Ω

dx4
[
Rδ
√
−g +

√
−gδR

]
=

1

16πG

[ˆ
Ω

dx4

(
Rαβ −

R

2
gαβ

)√
−gδgαβ +

ˆ
Ω

dx4
√
−ggαβδRαβ

]
.

(A.3)
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En utilisant un référentiel local de Lorentz on montre que

δRαβ =
(
δΓµαβ

)
;µ
−
(
δΓµαµ

)
;β
, (A.4)

et

gαβδRαβ = ðvµ;µ (A.5)

où

ðvµ = gαβδΓµαβ − g
αµΓβαβ. (A.6)

On note que le symbole ð ne désigne pas une variation de vµ. En utilisant A.5, le deuxièmme

terme dans A.3 devient

ˆ
Ω

(√
−gðvµ;µ

)
d4x =

ˆ
Ω

(√
−gðvµ

)
,µ
d4x

=

˛
∂Ω

dΣµðvµ,

= 0, (A.7)

et �nalement la variation de la partie gravitationnelle de l'action donne le tenseur d'Einstein

1

16πG

ˆ
Ω

dx4δ
(√
−gR

)
=

1

16πG

ˆ
Ω

dx4

(
Rµν −

R

2
gµν

)√
−gδgµν

=
1

16πG

ˆ
Ω

dx4Gµν

√
−gδgµν . (A.8)

Considérons maintenant la variation de l'action du champ vectoriel On a

δ
(
Kµν

ρσ∇µA
ρ∇νA

σ
√
−g
)

= Kµν
ρσ∇µA

ρ∇νA
σδ
(√
−g
)

+∇µA
ρ∇νA

σ
√
−gδKµν

ρσ

+
√
−gKµν

ρσδ (∇µA
ρ∇νA

σ) . (A.9)

En utilisant l'expression du tenseur Kµν
ρσ les di�érents termes s'écrivent comme

� 1er terme

Kµν
ρσ∇µA

ρ∇νA
σδ
(√
−g
)

= −1

2

√
−ggαβKµν

ρσ∇µA
ρ∇νA

σδgαβ

= −1

2

√
−ggµνKαβ

ρσ∇αA
ρ∇βA

σδgµν (A.10)
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� 2e terme

∇µA
ρ∇νA

σ
√
−gδKµν

ρσ = ∇µA
ρ∇νA

σ
√
−gδ

(
β1g

µνgρσ + β2δ
µ
ρ δ

ν
σ + β3δ

µ
σδ

ν
ρ

)
=
√
−g∇µA

ρ∇νA
σβ1δg

µνgρσ +
√
−g∇µA

ρ∇νA
σβ1g

µνδgρσ

(A.11)

Comme

δgρσ = −gραgσβδgαβ, (A.12)

on obtient

∇µA
ρ∇νA

σ
√
−gδKµν

ρσ =
√
−g∇µA

ρ∇νA
σβ1δg

µνgρσ −
√
−g∇µA

ρ∇νA
σβ1gραgσβg

µνδgαβ

= β1

√
−g
(
∇µA

ρ∇νAρδg
µν −∇νAα∇νAβδg

αβ
)

= β1

√
−g (∇µA

ρ∇νAρ −∇ρAµ∇ρAν) δg
µν (A.13)

� 3eterme

√
−gKµν

ρσδ (∇µA
ρ∇νA

σ) =
√
−g (Kµν

ρσδ (∇µA
ρ)∇νA

σ +Kµν
ρσ∇µA

ρδ (∇νA
σ))

(A.14)

De la relation

δ (∇µA
ρ) = δ (∂µA

ρ + ΓρµαA
α)

= (δΓρµα)Aα (A.15)

et la variation du symbole de Christo�el

δΓµνσ = −1

2
(gσρ∇νδg

µρ + gνρ∇σδg
µρ + gµρ∇ρδgνσ) (A.16)

on obtient

δ (∇µA
ρ) = −1

2
(gαγ∇µδg

ργ + gµγ∇αδg
ργ + gργ∇γδgµα)Aα

= −1

2
(Aγ∇µδg

ργ + gµγA
α∇αδg

ργ + gργAα∇γδgµα) . (A.17)
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En substituant dans on obtient

Kµν
ρσδ (∇µA

ρ)∇νA
σ = −1

2
[Kµν

ρσ (Aγ∇µδg
ργ + gµγA

α∇αδg
ργ + gργAα∇γδgµα)∇νA

σ]

= −1

2
Kµν

ρσAγ∇µδg
ργ∇νA

σ − 1

2
Kµν

ρσgµγA
α∇αδg

ργ∇νA
σ

+−1

2
Kµν

ρσg
ργAα∇γδgµα∇νA

σ

= −1

2
[AγJ

µ
ρ∇µ (δgργ) + AαJµρgµγ∇α (δgργ) + AαJµρg

ργ∇γ (δgµα)]

= −1

2
[AγJ

µ
ρ∇µ (δgργ) + AαJγρ∇α (δgργ) + AαJµγ∇γ (δgµα)]

= −1

2
[A1 + A2 + A3] , (A.18)

où

A1 = AγJ
µ
ρ∇µ (δgργ)

= ∇µ (AγJ
µ
ρδg

ργ)−∇µ (AγJ
µ
ρ) δg

ργ

= −∇λ

(
AνJ

λ
µ

)
δgµν (A.19)

A2 = AαJγρ∇α (δgργ)

= ∇α (AαJγρδg
ργ)−∇α (AαJγρ) δg

ργ

= −∇λ

(
AλJνµ

)
δgµν (A.20)

A3 = ∇γ (AαJµγδgµα)−∇γ (AαJµγ) δgµα

= −∇γ (AαJµγ) δgµα

= ∇γ (AαJµγ) gρµgσαδg
ρσ

= ∇γ (AαJµγgρµgσα) δgρσ

= ∇λ

(
AνJµ

λ
)
δgµν . (A.21)

On note que nous avons éliminer tous les termes de surface, puisqu'ils donnent une contri-

bution nulle.

En substituant dans on obtient

Kµν
ρσδ (∇µA

ρ)∇νA
σ = −1

2

[
−∇λ

(
AνJ

λ
µ

)
−∇λ

(
AλJνµ

)
+∇λ

(
AνJµ

λ
)]
δgµν (A.22)
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E�ectuons une permutation sur les indices pour calculer le terme Kµν
ρσ∇µA

ρδ (∇νA
σ). En

e�et la permutation

µ←→ ν, ρ←→ σ,

conduit à

Kµν
ρσ∇µA

ρδ (∇νA
σ)→ Kνµ

σρ∇νA
σδ (∇µA

ρ) , (A.23)

avec

Kµν
ρσ = Kνµ

σρ. (A.24)

Finalement on obtient

Kµν
ρσ∇µA

ρδ (∇νA
σ) = −1

2

[
−∇λ

(
AµJ

λ
ν

)
−∇λ

(
AλJµν

)
+∇λ

(
AµJν

λ
)]
δgµν . (A.25)

et en substituant dans le troisième terme on arrive à

√
−gKµν

ρσδ (∇µA
ρ∇νA

σ) = −1

2

{
−∇λ

(
AνJ

λ
µ + AµJ

λ
ν

)
−∇λ

(
AλJµν + AλJνµ

)
+∇λ

(
AµJν

λ + AνJµ
λ
)}

(A.26)

Considérons maintenant la variation du potentiel. Il est facile de montrer que

δ
(√
−gv (ξ)

)
= v (ξ) δ

√
−g +

√
−gδv (ξ)

= −1

2

√
−ggµνδgµνv (ξ) +

√
−gdv

dξ
δξ

= −1

2

√
−ggµνδgµνv (ξ) +

√
−gdv

dξ
AµAνδg

µν

=

(
−1

2
gµνv (ξ) +

dv

dξ
AµAν

)√
−gδgµν . (A.27)

En collectant les termes () dans δS on obtient
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δS =

ˆ
d4x
√
−gδgµν

{
1

16πG

(
Rµν −

R

2
gµν

)
+

1

2
gµνv (ξ)− dv

dξ
AµAν

−1

2
β1 (∇µA

ρ∇νAρ −∇ρAµ∇ρAν) +
1

4
gµνK

αβ
ρσ∇αA

ρ∇βA
σ

+
1

4

[
∇λ

(
AµJν

λ + AνJµ
λ
)
−∇λ

(
AνJ

λ
µ + AµJ

λ
ν

)
−∇λ

(
AλJµν + AλJνµ

)]}
(A.28)

= 0.

Comme δgµν est arbitraire, on déduit les équations du champ d'Einstein

Rµν −
R

2
gµν = 8πGTµν , (A.29)

où le tenseur moment-energie Tµν du champ Aµest donné par

Tµν = β1 (∇µA
ρ∇νAρ −∇ρAµ∇ρAν)−

1

2
gµνK

αβ
ρσ∇αA

ρ∇βA
σ + 2

dv

dξ
AµAν − gµνv (ξ)

+
1

2

[
∇λ

(
AνJ

λ
µ + AµJ

λ
ν

)
+∇λ

(
AλJµν + AλJνµ

)
−∇λ

(
AµJν

λ + AνJµ
λ
)]

(A.30)
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