


R6publique Alg6rienne D6mocratique et Populaire

Ministdre de l'Enseignement sup6rieur et de la Recherche scientifique

C,

-
-
$ffirg
*#

Universit6 de fiiel

Facult6 des Sciences et de la Technologie

D6partement d'Informatique

M6moire
de fin d'6tudes pour I'obtention du dipldme

de Master en Informatique

Option t Intelligence Attificielle

Thdme

Correction d'erreur quantique

Encadr6 par :

Mr KIIELFAOUI Khaled

R6alis6 par:

lltele KERROUM Manel

Promotion fuin 2OL8-



Remerciements

Le trajet qui m'o amend d cette destination me laisse trds

sensible d certaines personnes qui mdritent quand mAme un

ifidrAt particulier.

Avant cela ie tiens d remercier Dieu le tout puissant de

m'avoir donnd toute laforce et lafoi pour en arriver ld.

Je remercie mon encadreur Mr KHELFAOUI Khaled pour

son assistance et son aide prdcieuse durant toute la durde de

mon trmail.

Je remercie trds sincdrement et cordialement les membres

de jury qui ont acceptti l'appartenance d la commission

d' 6, aluation du travail.

Je ne pemc pas rester insensible envers nos enseignants qui

ont grandement participd durant tout le cycle de ma formation'

Enfin je tiens d remercier toute personne qtant contribud

de prds ou de loin dans l''laboration de ce mdmoire.



Dddicoce

Il m'est impossible de citer tous ce?nc qui ont contribud d Ia
rdalisation de ce trmtail. De ce fait, je commence par m'en excuser et

par leur exprimer mes sincdres remerciements.

Ativd d ce stade, n'est que le fruit du milieu familial qui m'est

propice, le fruit de I'dquilibre et du sacrifice de mes Parents, Ces

Affes chers que Dieu les protdge.

Je dddie ce modeste travail d mes chers Parents qui ont dtd de

tout temps, les plus proches, qui n'ont jamais mdnagd leurs efforts,

leurs encouragements et leur soutien avec abndgotion et patience.

A mes chdres smurs Karima, Imane et Selma et mes chers frdres
Oussama, Yahia, Khaled et safemme Abir.

A mes Oncles, Tantes et cousins.

En ce moment je ne pewc oublier d I'ensemble des amis que j'ai
connu pendant mes dtudes et d ceux qui ont prodigud leurs vifs

conseils, encouragements et temoignd de leur amitid.

Manel



Rerum6

L'informatique quantique est un sous-domaine de l'informatique basd sur les

principes de la mdcanique quantique. Dans ce mode de calcul, les eneurs sont

principalement dues d I'interaction du systime quantique ovec son erwironnement. Plut6t

que de tenter d'affronter de face cet obstacle indvitable, il est possible d'utiliser des codes

catecteurs.

Le but de ce projet est I'itude et I'impldmentation de I'algorithme de Shor. Plusieurs

exemples d' application sont prdsentds.

Anrtract

Quantum computing is a subdomain of eompruter science based on principles of

quantum mechanics. In this mode of calculation, the errors are mainly due to the

interaction of the quontum system with its erwironment. Rather than trying to face this

mavoidable obstacle, it is possible to use correcting cofus.

The goal of this project is the study and implementation of the Shor algorithm.

kveral application examples are presented.
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Introduction G6n6rale

Introduction Gen6rale

Due au d la miniaturisation progtessive des composants 6lectroniques de

I'ordinateur, Richard Feynman, physicien Amdricain et prix de Nobel, a observd que I'on

arrivera d un monde microscopique oir les lois de la physique de notre propre 6chelle ne

peuvent plus s'appliquer mais celles de la physique quantique qui s'imposeront [Feynman,

19841. Il a proposd d'intdgrer la physique quantique dans la thdorie de l'information et

I'informatique et de l'utiliser cofllme support mat6riel du calcul. Cette intdgration

permettrait de tirer profit des phdnomdnes 6tranges et surprenants de la physique quantique

tels que les superpositions d'6tats, l'intrication et I'interference et qui, bien qu'elles

semblent ddfier la logique et le bon sens, oftent des opportunit6s de calcul infiniment plus

rapide que celui d'un calculateur classique.

L'idde de base consiste i rdaliser un ordinateur quantique analogue i I'ordinateur

classique (machine de Turing) : l'unit6 d'information classique "bit " est remplac6 par le

" bit quantique", les circuits et les portes logiques par des circuits et porte quantiques, et

m€me l'aspect du calcul bas6 sur les fonctions booldennes est remplacd par un calcul

specifique base sur les op6rations algdbrique lindaires.

Dans ce mode calcul, les erreurs sont principalement dues i I'interaction du

sysGme quantique avec son environnement. Plutdt que de tenter d'afhonter de face cet

obstacle indvitable, il est possible d'utiliser des techniques de correction. Gdndralement, les

specialistes du domaine proposent des adaptations des correcteurs classiques en tirant

profit de I'intrication afin de ddlocaliser sur plusieurs systdmes physiques I'information

encodde.
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Introduction G6n6rale

L'objectif de ce travail est d'6tudier la correction d'erreurs quantique bas6e sur la

redondance. Plus prdcisdment, il s'agit d'une impldmentation de l'algorithme de Shor.

C'est une solution qui ndcessite l'utilisation huit Qubits suppl6mentaires. Elle permet la

d6tection et la correction des effeurs de type X, Y et Z. Ce manuscrit est constitud de

quatre chapitres :

o Chapitre 1 : Ce chapitre est un r6sum6 des notions math6matiques ndcessaires d

la compr6hension du calcul quantique.

o Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous introduisons les circuits quantiques en

donnant un panorama des portes quantiques.

Chapitre 3 : Ce chapitre est d6di6 d la prdsentation de l'algorithme de Shor.

chapitre 4 : Dans ce chapitre, nous pr6sentons une impl6mentation de cet

algorithme. Afin de valider notre travail, des exemples d'applications seront

pr6sent6s.

Enfin, nous terminons par une conclusion gdndrale qui rdsume l'apport de notre travail et

pr6sente quelques perspectives.

o

o
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Chapitre 1 : Concepts de base

1. Introduction :

Dans le sens math6matique, la mdcanique quantique est une thdorie dirigde par

un ensemble d'axiomes. Ces derniers constituent des rdgles qui guident les

comportements des systdmes quantiques. Ce chapihe est d6di6 d la prdsentation de

quelques concepts principaux de cette th6orie. Ils nous seront utiles tout au long de ce

m6moire.

Comme nous sommes confront6s i un domaine compldtement nouveau pour un

informaticien, nous cofirmengons d'abord par courte prdsentation des notions

math6matiques ndcessaires. Nous tentons ensuite d'expliquer les postulats de la

m6canique quantique tout en gardant notre point de vue en tant que des informaticiens.

Finalement, nous introduisons quelques phdnomdnes quantiques qui sont d la base du

calcul quantique.

2. Les pr6liminaires math6matiques

2.1. Espace de Hilbert

Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel complexe muni d'un produit

scalaire pl, [2]. Dans cet espace, tout systdme physique isol6 est entidrement ddcrit

par un vecteur d'6tat de norme 1. Il peut subir plusieurs manipulations provoquant des

changements d'6tat. Pour les 6tudier, les sp6cialistes utilisent plusieurs notations. La

plus effrcace est celle propos6e par Dirac.

2.2. Notation de Dirac

En mecanique quantique, la notation de Dirac est utilisde afin de faciliter

I'ecrinre des €quations[3]. Elle est encore appelde notation "Bra-Ket" tel que :

o Bra : est un vecteur ligne.

o Ket : est un vecteur colonne.
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Chapitre 1 : Concepts de base

r Vecteur de Ket :

Dans la notation de Dirac, un 6tat r[ est ddcrit par une matrice colonne appel6e

Ket [4] et not6e | {.r )tel que :

ar.e C

. Vecteur Bra:

La matrice ligne obtenue conjugaison complexe des 6l6ments de I rf ) est appelde

Bra [4]. Elle est not6e ( rlr I et calculde comme suit :

(0|=XlLr ai gl = (ai, ai, ...air)

2.3. Produit scalaire Bra_ket

Etant donn6 un vecteur Bra ($l et un vecteur Ket hp) :

Itlr)- XiL, ai li)

or:xll, bi (il

Le produit de ces deux vecteurs dans cet ordre notd ($ly) est appel6e produit scalaire

Bra-ket [5]. C'est un nombre complexe donn6 par l'6quation suivante :

( 0l$){i!raibi(ili)

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

,,,=ffi)l{)= XLr ai

Page 5



Chapitre 1 : Concepts de base

2.4. Produit tensorielle

En mdcanique quantique, le produit tensoriel est un op6rateur trds int6ressant. Il

est utilisd pour combiner deux espaces de vecteur vers un autre plus large. Etant donn6

deux vecteurs Ket l$> et I Q > tel que :

lU):XiL, ai li)

(oFxil, bi (ir

Le produit tensoriel de ces deux vecteurs dans cet ordre notd l$)e lS) est calcul6

comme suit:

3. Qubit

En informatique classique, I'information la plus dldmentaire dans un ordinateur

est le bit @ynary digrQ. Il peut ne prendre que deux valeurs possible : 0 ou l. Par

analogie, l'6ldment de base de I'informatique quantique est appeld "bit quantique" ou

Qubit [fl. C'est un sysGme ddcrit dans une base constitu6e par les deux dtats

fondamentaux 0 et I notde {10), ll)}. Donc, un Qbit peut se trouver dans une

superposition d'6tats possibles entre l0) et ll).

1.6

1.7

1.8

"'fi)

"(H)

"(H)

ar.br
atbz

ar.bm
az.bt

n-r.b-
an.br

at L-

(

;)=

r{,)8 r0) = (i)'
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Chapitre 1 :
Concepts de base

Le tableau suivant donne une petite comparaison entre les bits classiques et les bits

quantiques [7].

I Bit Classique
i

Bit Quantique

Un bit a toujours une valeur

d6finie.

Un bit vaut seulement 0 ou l'

I

I-*---.--.-"-*
i

Un bit Peut Otre coPi6 sans 6tre

affect6.

Pas de valeur ddfinie Pour le

qubit tant qu'on ne I'obserye

pas-

Un qubit Peut Otre dans une

superposition de 0 et 1

simultan6ment.

Un qubit dans un 6tat inconnu

ne Peut 6tre coPi6

I
i"* -**--*'--*
I

Un bit peut 6tre lu sans affecter sa

valeur.

I
i
I

i

".-.-- ----i'
I

Lire un bit n'affecte Pas un autre

Lire un qubit qui est

initialement dans une

superposition changera sa

valeur.

I

I m lecture d'un qubit Peut

i avoir influence sur les autres

I
*-."- f-.- -.-"

I quuitt

j---

I Tab 1 .1 : Compataison de qubit quantique VS le bit classique
I

I

L___

3.1. Postulats de la m6canique quantique

3.1.1. Postulat Ol z L' 6tat

Soit H,,{ l,espace de Hilbert de dimension n' En calcul quantique, tout systdme

physique (ou du moins une repr6sentation abstraite d'un systdme physique) est d6crit

par un vecteur d'6tat (Ket) hp> normalis6 dans Hhl [8]'
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Chapitre 1 : Concepts de base

Un qubit lQ) est un systdme physique dldmentaire dont l'espace d'6tat est de

dimension deux [8]. Il est 6crit dans la base canonique {101 l1>} comme suit :

I Q ):alO)+ Bl1)

Avec

a, B e C et lalz +lplz :1 1.10

L'espace de Hilbert d'un qubit est notd H1o,ry , ou simplement C2.

Un registre de n qubits est un vecteur normd I S ) de H{o,r}' ou encore C2' . Son 6tat est

donn6 par la formule suivante :

l$)=X".t0,r1" c * lx)

Avec Xxe[0,1]n lc*12=1

3.1.2. Postulat 02 : Evolution

D6finition:

Si le tansposd conjugud d'une matrice U est igal d I'inverse de la matrice, alors

elle est dite unitaire. Notons le transpos6 conjugud de U par Ut [4] , donc :

utu=l

L'dvolution dans le temps d'un systdme quantique lU) de taille n vers un nouveau

sysGme lr!') est realisde par application d'un op6rateur unitaire U, tel que :

l,lr') - UIV)

1.11

l.t2

t.t4

1.13
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Chapitre 1 : Concepts de base

u est une matrice unitaire des nombres complexes d'une dimension n x n

L'importance de l'unitarit| de u rdside dans le fait qu'elle prdserve les

propridtds de ce produit y compris la normalisation des vecteurs d'dtats. En

plus, Elle implique la r6versibilitd qui permet de ddterminer l,6tatdu vecteur

d'entr6e 6tant donn6 l'6tat de sortie et f information sur la nature d'6volution.

3.1.3. Postulat 03 : mesure

Soit lU) = Xilr ai li) un 6tat quantique de taille n. Selon les ddfinitions

prdcddentes, il peut se trouver dans l'6tat i avec une probabilitd :

p(i): lail'

a

o

La mesure de lrlr) donnant l,6tat

transformation not6e M; . Le nouveau 6tat

suivante [8]:

li) est ddfinie

aprds mesure est

(,tl lvtitvti l,t')

p(i) = (Vl M{ M lU) - lail

1.15

par une matrice de

donnd par la formule

o Telque:

1.16

t.t7

o

a

Remarque :

La mesure est un analogue d'une projection d'un vecteur sur une base.

Avant d'effectuer une mesure sur un systdme se trouvant dans une superposition, on

ne peut pas savoir d priori avec certitude que sera le r6sultat de la mesure mais on ne

peut connaiEe que la probabilitd associde i chacun des 6tats de base.
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Chapitre 1 : Concepts de base

3.1.4. Postulat 04 : Systdme compos6

Etant donn6 deux sous-systdmes a et b spdcifids par deux kets | 0) et I Q ) des

deux espaces d'6tat Ha et Hb .

I U):Xi ail il

| O):Xi biltl

Le systdme physique composite est un nouveau 6tat Ket tSltgl de I'espace :

H"b : Ha 6gb

1.18

t.r9

r.20

1.22

r.23

lU') = | {r)A I p)-X X ai bi li)@tj)

Ce calcul est basd principalement sur le produit tensoriel. Il est d noter que ce dernier

est caractdrisd par les a:riomes suivants:[9]

o Pour tout h!1 ) ,l 0, ) ell, et lgrle H2:

(lU, ) +l 0r ))8l$z): lU. ) 8l{rz)+l 0r )8l$r)

o Pourtout lr[, ) eH, et I 0z ), l$z) € Hz :

Il est not6 | U)A | 0) et donn6 parlaformule suivante :

Exemples:

t.2l

l$r ) I fl 0z )+hfr)J= lU, ) 81 0z ) +t$r ) StVz

l0)e l0)-J1) _ 10)810)-10)811) _ 100)-101)
t-' v ,lZ tlZ ,11

l0)+il1) /a\ 100)-il10) _ 1000)-i1010)+i1100)+1100)T-T__
Page 10



Chapitre 1 : Concepts de base

4. Intrication quantique :

En mdcanique quantique, I'intrication quantique, ou enchevOtrement quantique, est

un phdnomdne dans lequel deux particules (ou groupes de particules) ont des 6tats

quantiques ddpendant I'un de I'autre quelle que soit la distance qui les s6pare.

soit un systdme s ddcrit par l'6tat h!> et form6 de deux sous systdme slet 52 .

On dit que l'6tat h[> est intriqu6 s'il n'existe pas de vecteurs d'6tats l0r) et kfi2)

ddcrivant les sous systdmes 51 et 52 de telle sorte que l'6tat global hy) s'6crive comme

produit tensoriel de ces deux 6tats : [10]

hF) + l0r) 8l0z)

Dans le cas od un tel produit existe on dit que l,dtat est sdparable.

Le proto$pe des 6tats intriquds est constitu6 des 6tats de Bell [11]. Ceux-ci forment

une base orthonorm6e de Cz I C2 .

lrloo)= fi tlool+t11))

l$ro)= fi {roo)-lrr)) L2s

lvor)= f, tlorl+t1o))

lur, )= fr tlor)-rroD

1.24
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Chapitre 1 : Concepts de base

5. Conclusion :

Ce chapitre 6tait dddi6 d la prdsentation des principes du calcul quantique. Nous

avons donn6 un aperqu sur le formalisme math6matique ainsi que les postulats lois

contrdlant cette thdorie. On a constatd que c'est un domaine spdcifique caract6risd par

quelques phdnomdnes trds dtranges par rapport au calcul classique. Les plus importants

sont la superposition, I'intrication et la mesure d'6tats,

' la superposition: Un dtat quantique est une combinaison lindaire d'un ensemble 6tats

fondamentaux.

' L'intrication: Deux dtats intriqu6s constituent une entitd indissociable. La

transformation d' un 6tat infl uen ce l, 6tat de l, autre.

' La mesure : La mesure d'un 6tat superpos6 d'un ensemble 6tats fondamentaux est

une projection sur I'un de ces 6tats. c'est une op6ration irr6versible.

Des physiciens, des informaticiens et des mathdmaticiens ont montrd que ces

ph6nomdnes, tels qu'ils sont formulds par la m6canique quantique, peuvent Otre exploit6s

pour reprdsenter et traiter l'information

L'intrication est une ressource importante dans le traitement quantique de

I'information. Elle joue un rdle important dans plusieurs protocoles pour la

communication et la cryptographie quantique.
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Chapitre 2 : Calcule quantique

1. Introduction

Dans un haitement quantique, les changements que peut subir un 6tat sont rdalisds

par des circuits quantiques. C'est une s6rie de portes appliqudes dans un ordre bien

d6fini. Une porte quantique est une op6ration unitaire agissant sur un ou plusieurs

Qubits. Le calcul quantique est donc r6versible par construction.

Il existe un nombre infini de portes quantiques, qui peuvent toutes s'obtenir par

combinaisons de quelques portes 6l6mentaires, constituant un ensemble universel de

portes quantiques.

Dans ce chapitre nous introduisons les portes les plus int6ressantes en donnant leurs

matrices de transformation, leurs reprdsentations graphiques ainsi que les diffErents

types de composition possibles.

Z.Porte quantique:

2 .1 . Les portes unaires :

Ces portes agissent sur un seul Qbit. Elles sont caractdrisdes par des matrices carr6es

d'ordre 2II2l.

r Porte Not :

La porte X est l'6quivalent du Not quantique. Sa matrice est donn6e comme suit :

*: 
[? ;l

Sa table de vdrit6 est la suivante :

2.1

I Tab 2.1 : Table de v6rit6
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Chapitre? 
=

Calcule quantique

r Porte Y:

Figure 2.1 : Porte X

La porte Y peut 6tre dt6crite sous la forme de la matrice suivante :

La table qui suit donne la table de v6rit6 de Ia porte Y:

Entree Sortie

l0) rll )

ll) -rl0)

alo) + Fl1) -Ftl0) + crill)

r------- ---t
! Tab 2.2:Table de vdritd de la porte Y t

l____ _'____l

2.2

:---_\
I

I

I

I

I

I

I

I

)

____J

y=[l -Jl
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Chapitre? 
=

Calcule quantique

r Les Portes Phases :

La porte Z est donn6 par la matrice :

z=lt 
-?l

Sa table de v6rit6 est la suivante :

i fuU 2.3:Tabledevdritd delaporte Z 
Il----------i

I
I

i

\.r
!--,. -_.--------,'

I

t

Figure 2.3 :Porte Z
t-..----- * ----/
I

)

Remarque : Ces trois portes X, Y et Z sont connue par les matrices de Pauli

o La porte de Hadamard :

Par la suite sa table de vdrit6 sur la base de calcul est la suivante :

2.3

2.4

crlo) - Fl1)

'=#ll -il

ficol + t1))

t Tab 2.4: Table de v6rit6 de la porte Hadamard 
!

:-_____
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Chapitre 2 t Calcule quantique

Iir
\r\/

Figure 2.4 : Porte H
\___ _________r

,/',s,2iJ"'i' -,r,.

/.ti.*i*;".,
'ai/ \.(,i
ji 

fa!'a:ra*;**l - i

i.\ 
- 

-o?- ,! .'
i*;i\ "/i. ,'

r Les portes de rotation :

Un Qubit est reprdsentd gdom6triquement sur une surface d'une sphdre dite

sphdre de Bloch. Cette repr6sentation nous permet de d'appliquer des transformations

de rotation basdes sur les fonctions cos et sin. Il s'agit de ces matrices rotationnelles :

2.8

2.5

2.6

2.7

| .o'(i)-.^G)1

[ -i'i', (;)."'(;) ]

Rr(Y):

[."'(;)-'* (rl

I sin (i)."'(, ]

nn(v):

-if,

t; ;lR,(v) =

:l;" 
,?,1

Ph(v)
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Chapitre 2 t Calcule quantique

2,2.Les portes multi-Qubits :

c La porte SWAP :

Cette porte permet la permutation des positions de deux Qbits. Elle est donnde par

la matrice suivante :

t-------
I Tab 2.5 : Table de vdrite de laporte SWAP i
l-lrl

Sa reprdsentation graphique est la suivante :

2.9

|.1000.|
swAP=|8 I t 3l

l-ooo1J

EntrEe Sortie

100) 100)

l0l) 110)

110) 101)

ll 1) l1 1)

cl00) + plol) + yf 10) + 6111) al00) + vf 01) + pl10) + 6111)
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Chapitre 2 l Calcule quantique

r Portes contr6l6es :

Ces portes agissent g6n6ralement sur plusieurs Qubits. Un Qbit de contrdle et des

Qubits cibles.

' Si la valeur du Qbit de contr6le satisfait une certaine condition, on applique un

transformation sur les Qubits cibles.

. Sinon, rien d faire.

Il est d noter que le Qbit de contrdle reste invariant.La reprdsentation g6n6rale d'une

porte contrdlde est :

\- (--- ./'-'----_i 
Figure 2.6 : portes contr6l6es ta.*- '---'-"

_ _ _ _)

Pour n:2, Ia matrice de transformation correspondante d une porte contr6lde

donnee par la relation suivante :

cu - I@u

: L'operateur somme directe..(E
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Chapitre 2 t Calcule quantique

r Le Not contr6l6 (CNot) :

Le CNOT est un cas particulier des portes contr6l6e. C'est I'analogue quantique de la

porte XoR classique. Il s'agit d'une transformation X contr6l6e :

i Tab 2.6: Table de vdritd de la porte CNOT !

L______ |

Sa repr€sentation graphique est la suivante :

2.10cNor='@x=[i 
; | fl

EntrEe Sortie

100) 100)

l0l) 101)

ll0) ll t)

ll 1) ll0)

o:l0o)+ Ff01)+yf 10)+ ol11) cl00) + Ff 01) + 6110) + yl11)

Figure 2.7:PorteCNOT I

Page 20
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r La porte Toffoli :

Il s'agit d'une porte X contrdlde par deux Qubits de contrdle.

I ruU 2.7 :Tablede vdrit6 de la porte Toffoli i
l:

2.tl

1t00000001
l0 1 0 o 0 0 o 0l

l0 0 1 0 0 0 0 0l

roFFoLr=|8 3 3 I I 3 3 3l

l0 0 0 0 0 1 0 0l

lo o o o o o o 1l
L6ooooolol

Entrde Sortie

1000) 1000)

lool) l0ol)

1010) l0lo)

l0r l) l0l l)

1100) [100)

ll01) ll0l)

ll10) l11l)

ll r l) ll l0)

c11000) + a21001)+ cs1010)+
aal011) + asllOO) + a51101) +

a"ltt0)+ cnl111)

411000) + a21001) + a31010) +
aal011) + aslt00) + a51101) +

a,1110) * 4,1111)
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Chapitre 2 t Calcule quantique

3. Circuit quantique :

Un circuit quantique manipule un ensemble de Qubits. Il possdde autant d'entr6es

que de sorties. Il est constitu6 d'un ensemble de portes qui agissent comme des

transformations unitaires. Ces dernidres peuvent Otre combindes en s6rie ou en paralldle

selon le traitement souhait6.

3.1. Composition en s6rie :

=C.B-A

i Figure 2.8 : Circuit : Composition en s6rie i\______ ___)

o La matrice totale est calculee par le produit cartdsien des matrices correspondantes

aux portes mais dans I'ordre inverse [13].

Exemple

Dans ce circuit :

O"

:c)

(p") :

A'l: X 61:

lB) : H lA'l:

(? l) 0
#G -',)

L (lB::)
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Chapitre 2 t Calcule quantique

La matrice de transferf globale T est donnde par:

r= H ":#(t _',) (? l) = #(:, i)
Telque: lB)=T lA)

B):+f 1 1)(q):L(4*"\
'"' '€ \-1 ll \P) 

'12 
\B-a)

3.2. Composition parallile :

o Dans ce qas, la matrice globale est obtenue par un produit tensoriel des matrices

correspondantes aux portes utilisdes [13].

Exemple : soit le circuit suivant i

-=-

tA't=xrA)- (? l) ftl -- e)

tB"t=H rB) = #G _1r) fp -L(:!r)

ffi
-tr- =A8B8c

_E

On a:
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/00 r 1\

_") =#( I i i-J )
\1-11 t/

1 \ r"\ /BY+96\

{lffiJ 
:(frrff)

D #(i

zaYr

1"6\

\3y

00 L

0 0 L-
L 10
L -L \

Le traitement sdpar6 de ces deux Qubits donne comme r6sultat :

/pv + p6\

tA,B,t- (f) e rg:'r) = (fl;l: 
)

\cry - c6/

Passant maintenant au calcul de la matrice globale T, on a :

lA'B'l= TIABI

Tel que :

Donc:

;)

)(p

+(

(?

€

B)

T: X8H:

tABt: (f)

lA'B"s:717
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4. Conclusion

Dans un circuit quantique, les portes constituent les briques de base du traitement.

Il s'agit d'un ensemble de transformations unitaires et r6versibles. Les plus int6ressantes

sont les portes X, Y et Z ainsi que H.

o Les trois premidres sont dites groupe de Pauli. Elles constituent une base de

I'espace des matrices unitaires.

o Lamatrice H est souvent utilis6e afin de placer des Qubits dans une superposition.

Les portes quantiques peuvent 6tre combindes en sdrie ou en paralldle. Dans le

premier caso la matrice globale est calculde par un produit matriciel dans le sens inverse

des matrices correspondantes aux portes. Alors que dans l'autre cas, elle est obtenue par

un produit tensoriel de ces matrices partielles.
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Chapitre 3 : Correction d'erreurs quantiques

1. Introduction

Dans un systdme quantique, le principal "ennemi" est I'interaction avec

I'environnement exteme. Cela provoque une grande perturbation des Qubits et engendre

des erreurs. Pour remddier i ce probldme, les codes cofiecteurs sont largement utilis6s.

Ils permettent la d6tection et la correction correspondante de toute anomalie envisagde.

Dans ce chapitre, nous donnons une petite introduction des codes d repdtition. Plus

particulidrement, nous ddtaillons les constructions 6l6mentaires du code de Shor' C'est

un processus capable de corriger des erreurs de type X,Y etZ'

2. Particularit6s des erreurs quantiques :

Dans le cas classique, les techniques de correction d'erreurs sont bas6es sur l'ajout

d,informations redondantes (codage). Cela permet de tester si le message cod6 a 6t6

perturb6 et, le cas 6ch6ant, de corriger les erreurs. Parmi ces codes, le plus simple est le

codage i tois bits. Il consiste d tripler chaque bit d'information :

o 0+ 000.

o 1 ---+ 111.

On suppose que la probabilitd d'erreur est suffisament faible pour que la probabiliG

que deux erreurs surviennent simultandment soit n6gligeable. Donc aprds avoir traversd

un canal susceptible de cr6er une elreur, le triplet de bits peut se retrouver avec au plus

un bit invers6. La ddtection de l'erreur se fait en testant si tous les bits sont 6gaux ou

non. En cas d'indgalit6s, on utilise la rdgle de la majoritd pour r6tablir la bonne valeur

logrque associee au triplet. C'est ce qu'on appelle le decodage'

Mais plusieurs particularites du cas quantique rendent impossible l'adaptation directe

des stratdgies classiques :

que dans le cas classique il faut transmettre un 0 ou un 1, dans le cas quantique

c'est un €tat de la forme :
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Chapitre 3 : Correction d'erreurs quantiques

lS> - dl0>+ pl1>

C' est-'a-dire deux nombres complexes.

De plus, du fait du caractdre unitaire, certaines opdrations classiques sont

impossibles d r6aliser de manidre quantique, par exemple d cause du th6ordme

de non clonage.

La mesure d6truit I'dtat quantique. En plus, c'est une opdration irr6versible.

Les erreurs quantiques possibles sont plus nombreuses que celles classiques.

Tandis que classiquement une effeur sur un bit est une simple interversion, une

effeur sur un Qubit peut 6tre n'importe quelle transformation unitaire.

Par contre, dans le cadre quantique, les recherches affirment que si nous pouvons

corriger d la fois les erreurs X, Y et Z, alors nous pouvons corriger du m6me coup une

trds large classe d'erreurs i un Qubit. C'est une cons6quence directe des propri6tds du

groupe de Pauli.

3. Codes de correction dr r6p6tition :

3.1. Correction doerreurs de type X ou Bit-flip [14]

Le circuit de correction d'une erreur de type X est le suivant :

$
clo)+pl r)

lol

lo)

to'

lo)

Encodage

l,-
I

'

al

{@)+flur)
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Chapitre 3 : Correction d'erreurs quantiques

Encodase : Soit le Qubit lr[) ddfini par : lg>= cl0)+ Bl1).

L'6tape d'encodage est bas6e sur une redondance sp6cifique. Elle consiste i l'ajout de

deux Qubits intriquds au Qubit initial. Elle est rdalis6e en appliquant deux portes CNot.

lUz>=41000>+P1110>

Itps )= a1000>+ Fl11t>

L'encodage d'un Qbit : lU)= cl0>+ pl1> donne un 6tat quantique l$s > de trois

Qubits tel que : lqrs ): a1000)+ Bll l l)

D6codaee : Le ddcodage est constitu6 des deux dtapes suivantes :

> Etape_OL : Ddtection dterreurs : La d6tection d'erreurs X est basde sur

I'utilisation de deux Qubits suppl6mentaires initialisis e l0) comme syndrome. Ce

demier est calculd par quatre portes CNot. Dans la suite, nous pr6sentons les quatre cas

possibles.

*Cas 01 : sans erreur:

l$n) = crlooo>+ P|111>

lUs) = crlooooo>r Pl111oo>

C[t,n] - lt|lo ): tl100000)+8111110)

C[r,*] - l$z ): a100000]+ Bll1100)

C[r,r] + l$e ): 4100000)+ Bll1101)

C[r,r] ==+ lts ): 4100000)+ P|l1100)

Dans ce cas : lVe ) : (a1000)+ Bll l l)) 100)
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*Cas 02 : Erreur X sur le l.'eubit :

lSa) = al10o>+ F1011>

lUs) = al1o000>+ 9101100>

C[t,*] :r l$o ): 4110010)+ BlO1100)

C[r,^] =+ l$z ): o110010)+ Bl0111O)

C[r,r] ==+ l$e ): c110010)+ p101111)

C[r,u] + l$s ): a110010)+ 8101110)

Dans ce cas : lrlre ) : (oll00)+ Bl0l t)) lt0)

*Cas 03 : Erreur X sur le 2".. eubit :

lU+) = cf otO>+ pl1o1>

I tFs) = al 01ooo>+ p 
| 1o1oo>

C[t,r] - l$o ): of01000)+ Bl1o11o)

Cp,ol =+ l$z ): a101010) + Bl1011o)

C[r,.] + l$a ): clorotr)+ Bl1o11o)

C[t,r] ==+ l$g )= a101011)+ 8110111]

Dans ce cas : lfs ): (cl01o)+ p1101)) ll l)

*Cas 04 : Erreur X sur le 3... eubit :

l$o) = c1001>+ p|110>

l{s) = c100100>+ p111000>
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Chapitre 3 : Correction d'erreurs quantiques

Clt,nl =+ lQo )= s100100)+ p|11010)

C1r,nl =+ l$z )= ql001O0) + p111000)

C[r,r] =+ lfe )= 4100100)+ 8111001)

C[r,r] =+ l$s )= s|00101)+ p111001)

Dans ce cas : lrfre ): (al001)+ plllo)) l0t)

La mesure : Dans cette fltape,les deux Qubits du syndrome sont mesur6s. Les valeurs

obtenues sont suffisantes pour la correction.

correction : on applique l'opdrateur unitaire X,-. sur le eubit errond afin de

retrouver son 6tat initial. comme l'op6rateur X est unitaire alors : xi-1 : Xi

Ce qui permet de revenir dans tous les cas i l,6tat : l{s ) 
: 01000)+ F1111)

D6codage : Le ddcodage sert i isoler Ie Qubit initial des deux eubits d,intrication. Il
est realise par application de l'inverse des portes utilisdes dans I'dtape I'encodage.

tro)=s1000>+81101>

l{g )= af000>+ 81100> = lq, >f00>
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comme vu dans Ie chapitre pr6c6den! les portes x, z etH sont d6finies par Iesmatrices unitaires suivantes :

z=[t _l]

calculant Ia matrice correspondante i Ia transformation : HZH.

ce rdsultat affirme que la corection d'une effeur de type Z se ramdne d ceile d,une
effeur de type X' Il suffit d'ajouter une transformation H d la fin de l,encodage et son
inverse (ff) avant la ddtection d'erreur. Donc, le circuit de correction est le suivant :

3.2. Correction d'erreurs de fype Z ouphase-flip [14]:

cot I e( tlon

2.1

2.3

2.4

lo)

lo)

rnesut e

*- 
- I Figure 3.2 : Circuit d'encodase du code Phase-flip 

I,

[il)(-

u=alL
{2 LT -il

JJ ="Hzn = fa,
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Encodage : Soit le eubit fr!> ddfini par: lrfl= cl0>+ Bf 1> .

L'6tape d'encodage est basde sur une redondance spdcifique. Elle consiste d l,ajout de
deux Qubits intriquds au Qubit initial. Elle est r6alisde en appliquant deux portes cNot.

luz > = a1000>+ pf 110>

ffs )= c1000>+ p|111>

suivants :

.1
tu+)= 

16 
o (o)+lr))pO)+ f o rtortl)) ll l)

L

tus)= j a @)+lr)) ru)!r)) t0) * I B (p)-tr)) (0)-tr)) tr)
.1

lVo): mo(0)+11)) (0)+11)) (0)+11)) .#B @)-lr)) 60)-lr)) 60)-tr))

D6codage : Le decodage est pr6c6dd par une application des portes H sur les trois
Qubits' Dans la suite, nous prdsentons les 6tats obtenus dans les quafie cas possibles :

*Cas 01 : sans erreur:

> luz)= #"@)+ll)) (10)+tl)) (to)+lr)) .#B @)-ll)) 60)-tr)) 60)-tl))

lUe >= c1000>+ p|111>

clCas 02 : Ereur Zsur le lu'eubit :

, tvrts#c (0)-rl)) c0)+rr)) (0)+rl)) .#B t|o)+rr)) (0)-rr)) (0)-rl))

lfs)= ull00)+ Bl0l l)
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*Cas 03 : Erreur Zsur Ie 2"'" qubit :

> lUz)= # "@)+l 
1)) (0)-l l)) (0)+l 1)) . 

#rB t|o)-ll)) (0)+l r)) (0)-l r))

l{a)= ol0t0)+ Bll0t)

rfrCas 02 : Erreur Zsur le 3.-" eubit :

> luz): #"(10)+ll)) (10)+ll)) (0)-ll)) . #B @)-ll)) 60)-ll)) Co)+lr))

lpe): al00l)+ plll0)

Conclusion:

o une elreur de type z sur un Qubit est transform6e en une erreur de type X sur le
m6me Qubit.

r Les 6tapes suivantes sont res m6mes vues dans le traitement des erreurs X.

3.3. Correction d'erreurs de type y 
[14] :

De m€me, Calculant:

zx =fo, o1J 
= r

Donc' une erreur Y peut 6tre corrigie par application d'un correcteur d,erreurs Z suivi
d'un correcteur d'erreurs X.

3.4. Algorithme de Shor :

I

2.2

ffi
Ww
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un correcteur protdgeant le eubit f{) des erreurs de type Z. n utilise deux eubits
suppl6mentaires.

chacun de ces trois Qubits est protdgd d son tour par un correcteur des erreurs de
type X.

Donco c'est un correcteur d 9 Qubits. Le schdma suivant donne l,architecfure globale de
cette solution

; Etcod:rge -a' D6cotlnge

Erreur. correctiou

o

o)

I

j Figure 3.3 : Circuit de correction de Shor l- -__ - j

--- - -)

{r)

O)

o)

o)

o)

o)

o)

O)

o)
I
I
I
I
a

L:r rlte:ut.e
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Remargues:

' Ddid avec 9 Qubits, on a constatd que le calcul des 6tats rdsultats est devenu trds
difficile. D'oir la n6cessit6 d'une impldmentation informatique.

' La ddmonstration de l'efficacitd de cette solution est report6e au chapitre suivant.
Elle sera ddtaillde en utilisant notre impldmentation.

4. Conclusion

Dans un calculateur quantique,

I'interaction du systdme quantique avec

d'affronter de face cet obstacle in6vitable.

correction.

Ies erreurs sont principalement dues e

son environnement. plutdt que de tenter

il est possible d'utiliser des techniques de

De mome que dans re cas classique, un code correcteur quantique utilise
procddure de codage/transmission impnfaite/ddcodage. L,id6e la prus simple
I'adaptation directe des strat6gies classiques. Mais, plusieurs particularitds du
quantique rendent cetle tache impossible. Le clonage pur et simpre est impossibre.

Dans ce chapitre, on a prdsentd I'algorithme de shor. c,est un correcteur basd
sur une redondance impldmentde sous forme d'intrication. c,est une solution qui
ndcessite I'utilisation huit Qubits suppldmentaires. Elle permet la ddtection et la
correction des erreurs de tlpe X,y etZ.

une

est

cas
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Chapitre 4:
Approche propos6e

Dans ce chapitre nous prdsentons quelques exemples d,application en donnant
les traces d'exdcutions.

1. Simulation quantique :

Pour la ddmonstration de |argorithme de shor, on a ddveroppd une version
simplifide d'un simulateur quantique, ne contenant que les fonctionnalitds requises, en
langage Java. Les classes principales sont les suivantes :

* La classe Etat-Quantique: cette classe dddide d la manipulation des 6tats
quantique' Il s'agit d'un vecteur contenant la combinaison lindaire des dtats de la
base canonique. Pour des fins d'optimisation, les dldments avec des coefficients nuls
sont ndgligds. Cette classe n'a pas d'attributs mais elle est munie des m.thodes
suivantes :

o Constructeur (alpha, Beta).

o produit_Tensoriel (Eht_euant_01, Etat_euant 02).

o [ (Etat_euant, pos_ebitCible).

o ! (Etat_euant, pos_ebitCible).

o Z @tat_euan! pos_ebitCible).

o f{ @tat_euant, pos_ebircible).

o CNot (@tat_euant, pos_ebitControle, pos_ebitCible).

o Mesure@os_ebitCible).

. Afficher ( ).

La classe Etat-Base : cette classe sert i la manipulation des dtats 6ldmentaires.
Chaque objet est caract6ris6 par les attributs suivants :

Les mdthodes de cette classe sont :

r Constructeur (param, Vect).

. Afficher ( ).

I
I

Page 38



Chapitre 4: Approche propos6e

Etat quarrtique

Etinrort de t'itat qrrantique rarlletre tl:

Vcctcrrr: chnirrc dc ceE&r= t
Etat Easc

Figure 4. I : Conception de la classe Etat_euantique 
i

+ Pseudo-code des m6thodes :

Etat_Quantique nroa ui-@ Etat_Quantique, Etat_et ffi

4ebut

Pour(i=0; i< Taille(Etat_et_01 )) faire:

Pour(j=0; j< Taille(Etar_er_O2 )) faire:

I 
faranr_n:(Etar_et_01 ti l. param) * qEtar_et_02[j l. para*) ;

I 
Vect_R = (Etat_et_Ol t i l. vecr) + (Etat_et_02 U l. vect) ;

I 
Etat-Base_R=Etat_Base(param_R,Vect_R);

I Etat_Qt_Resulta .4iouter @tat_Base_R) ;

FlnPour

FinPour

Rcttr|m ( Etat_et_Re,suttat) ;

$s
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Etat_Quantique X (Etat_Quant : Bta

Debxt

Pos_QbitCible = Pos_QbitCible- I ;
(i:0 ; i< Taille (E-tat Quant)faire :

vec{-courant = Etat_Quant [i] . vect ;

Qbit_cible = vect_courant [pos ebitCible] ;

Si (Qbit_cible ='0')

I nouv_vect = yssr. courant [e pos_ebitCible];
| - 

r-'---+\v-

I nouv_vect = nouv_vect *'l' ;

J nouv-vect = nouv-vect * vect_courant [Pos_QbitCible + I , Taille (vect_courant) ];
Sinon

nouv_vect

nouv_vect

nouv vect=
Fin Si

Nouv*EtatBase = Etat_Base (Etat_euant I i ] .param, nouv_vect ) ;
Etat_Qt_Resultat. Aj outer (Nouv_EtatBase);

Refirrn (Etat_Qt_Resultat) ;

= vect courant [O Pos_ebitCibleJ;
: nouv_vect *'0' ;

nouv-vect * vect-courant [Pos_ebitcible + 1, Taille (vect_courant) ];

FinPour

I'in

Etat-Quantiqae z@tat_Quant : ntat_quaniique3os_quitotte : ertt"r)

Debut

Pos_QbitCible = Pos_QbitCible - I ;
Pg""(i:0 ; i < Taille@tat_euant)raire :

vect_courant = Etat_Quant I i ] . vect ;
nouv_vec't : vect_courant ;

Qbit_cible = vect_courant [pos_ebitCible] ;

$!(Qbit_cible: CI)

I nowjaram = Etat_Quant I i ] . param ;
Sinon

I nouvJaram : - Etat_euant I i J . param ;
FtnSi

Nouv_EtdBase = Etat_Base (nouvjaram, nouv_vect) ;
Etat_Qt_Resultaf. ^diouter (Nouv_EtatBase);

tr'in Ponr

Retnn (Etat_Qt_Resultat) ;
Fin
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Etat-Quantique cNot (Etat_Quant : Etat_euantique, Fos_quitcontrot:ffi

Pos QbitCible = Pos_QbitCible- 1 ;

Pos, QbitControle : Pos_QbitControle- I ;

Pour ( i = 0 ; i < Taille (Etat_QuanQ) faire :

nouvjar= Etat_Quant I i ] . param ;

vect_courant= Etat_Quant I i ] . vect ;

Qbit_Controle = vect_courant [Pos_QbitControl] ;

Qbit_ciblr vect courant fPos_QbitCible] ;

si (Obit cible='0')r'-
I nouv_vect: vect courant [0, Pos_QbitCible];

I nouv_vect = nouv_vect *'l' ;

I nouv-vect = nouv-vect + vect-courant I Pos_QbitCible + I , Taille (vect_courant) ];
Sihon

I 
nouv_vect: vect courant [0, Pos_QbitCible];

I nouv_vect = nouv_vect *'l' ;

I nouv-vect = nouv-vect * vect-courant I Pos_QbitCible + I , Taille (vect_courant) ];
Fin Si

Nouv_EtatBase = Etat_Base (nouvjar, nouv_vect) ;

Etat_Qt_Resultaf. Ajouter (Nouv_EtatBase);

Fin Pour

Retum (Etat_Qt_Resultat) ;
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Etat_Quantique Hfgtr ,*tt"r)

i = 0 ; i < Taille(Etat_euant) ) faire :
vect_courant = Etat_euant I i ] . vect ;
nouv_vect = vect_courant [0, 

pos-_ebitCible];

nouv_vect_O = nouv vect * 'Q' ;
nouv_vect I =nouv_vect *'l';

nouv_vecl_0 = norv_vect + veclcourant [pos_ebitCible + l, Taille (vect_courant)];
nouv_vect_l = nouv_vect + vect_courant [pos_ebitCible + 1, Taille lvect_courantil;
Qbit_cible : vect courant lpos_ebirciblet;
Sl(Qbitcible ='0)

| \lr"_tp*:e_O = Etat_Base (Etat_euant t i I . par / sqrt{2),nouv_vect_0) ;

I Nouv_EtatBase_l : Etat_Baselet t_qu*t [i].par/,qrt(2y, nouv vect t)-vect_l) ;

Nouv_EtatBase_0 : Etat_Base (Etat_Quant [i] . pn / sqrt(2), nouv_vect_0) ;Nouv_EtarBu,"_r:il1;-"i;;;;#i,;:ffi 
;,?al:ll;]l"J;ii,vect_l);

['in Si

FinPour

Retum (Etat_Q,t_Resultat) ;

Etat_Qt-gesultat. Ajouter (Nouv_EtatBase_0);

Etat_Qt_Resultat. Ajouter (Nouv_EtatBase_l );

2' Exemples ilIustratifs : Supposant que l'dtat initialdu eubit psi est le suivant :

lpsi) =0J610>+0,9311>

2.1. Correction d'erreurs de type X @it-fiip)

+ Crdation del,fitatinitial de ebit :

lpsi) : 0,36 I 0>+ 0,93 I I >

+ Ajout des deux eubits d'intrication:

fpsi): 0,36 | 000 > + 0,93 | 100 >

+ Application de laporte CNot (1,2):

I 
psi 

) 
: 0,36 | 000>+ 0,93 | 110 >
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+ Application de laporte CNot (1,3):

I 
psi 

) 
: 0,36 | 000>+0,93 I lll >

* fnjecter une Erreur X sur le premier eubit :

I Psi ) : 0,36 | 100>+ 0,93 | 011 >

+ Ajout des deux eubits du syndrome:

Ipsi ): 0.36 | 10000 > + 0.93 I 01100 >

+ Application de laporte CNot (1,4):

I 
psi 

) = 0.36 I 10010> + 0.93 I 01100>

+ Application de laporte CNot (2,4):

Ipsi ) = 0.36I 10010 > + 0.93 | Oil 10 >

+ Application de laporte CNot (2,5):

Ipsi ) : 0.36 | 10010>+0.93 | 011il >

+ Application de laporte CNot (3, 5):

f 
psi ) : 0.36 | 10010 > + 0.93 | 0l t10 >

+ Mesurer les deux eubit ( Q+ , es) :

Resultat de mesure: I0, donc erreur de type Xl

+ La correction : appliquer la porte X(l)

I 
psi ) : 0.36 I 00010 > + 0.93 ll I I l0 >

+ Suppression des deux eubits du syndrome:

I 
psi 

) 
: 0.36 | 000>+ 0.93 | lll >

+ Application de laporte CNot (1,2):

lpsi) = 0.361000>+0.93 ll0l>
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+ Application de laporte CNot (1, 3):

i 
psi ) = 0.36 I 000>+0.93 | 100>

: ( 0.36 l0 > + 0.93 ft>) 100 >

2.2. Correction doerreurs de type Z @hase-flip)

+ Crdation de l,6tat initial de ebit :

lPsi) : 0,36 | 0>+ 0,93 I 1 >

+ Ajout des deux eubits d'intrication:

lPsi) 
: 0,36 | 000>+0,93 | 100>

* Application de laporte CNot (1,2):

I Psi ) = 0,36 | 000 > + 0,93 | 110 >

+ Application de laporte CNot (1,3):

I 
psi 

) 
: 0,361 000 >+0,93 | lil >

+ Application de laporre H (l):

fPsi) : 0,251000> +0,251100> +0,661011> -0,661 lll >

+ Application de laporte He):

lPsi) :0,18 |000>+0,1g |010>+0,1g |100>+0,1g Ilt0>+

0,461001>-0,461011> _0,46'l0l > +0,461 111>

+ Application de laporte H (3):

[Psi) 
: 0,46 | 000 > -0,20 | 001 > -0,20 l0l0 > + 0,461 0l I > _ 0,201100 >

+0,46ltOl > +0,46 | 110> _0,201111>
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* Injecter une Erreur Zsur le deuxiime eubit :

lPsi) :0,46 
I 000 > -0,201 001 > +0,201 010> _ 0,461 0ll > _ 0,20 ll00>

0,46 I l0l > - 0,461 t10> +0,2a| Il1 >

+ Application de laporte H (1):

fpsi):0,19 r000> +0,461 100>+0,1gr001 > -0,46rr01 >-0,1g r0l0>

+ 0,461110 > _0,18 
| 011 > _0,46 | 111 >

+ Application de laporre H (2):

lPsi)=0,25 l0l0>+0,66ll00> +0,251011> -0,661 tOl >

+ Application de laporte H (3):

lPsi): 0,36 I 010 > + 0,93 I tOt >

+ Ajout des deux eubits du syndrome :

lpsi): 0,36 I 01000 > + 0,93 I 10100 >

+ Application de laporte CNot (1,4):

fpsi) : 0,36 | 01000 > + 0,93 I l0l t0 >

+ Application de la porte CNot (2,4):

lpsi): 0,36 | 01010 > + 0,93 | tOl l0 >

+ Application de la porte CNot (2,5):

lpsi) : 0,36 I 01011 > +0,93 I 10110>

+ Application de laporte CNot (3,5):

lPsi): 0,36 | 01011 > + 0,93 | lOltt >
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+ Mesurer les deux eubit ( Q+ , Qs) :

R6sultat de mesure = 11 , donc erreur de type X2

* La correction : appliquer la porte X(2)

lpsi ) = 0.36100011 >+0.93 | ilil1 >

+ Suppression des deux eubits du syndrome:

I 
psi 

) = 0.36 | 000>+0.93 I 1ll >

+ Application de laporte CNot (1,2):

f 
psi ) : 0.361 000 > + 0.931 101 >

+ Application de laporte CNot (1, 3):

lpsi ) = 0.36 I 000>+0.93 | 100>

: ( 0.36 l0 > + 0.93 lt> ) 100 >

2.3. Correction d'erreurs de type X et Z(Shor):

+ Criation del'€tatinitial de ebit:

lpsi) : 0,36 | 0>+ 0,93 | I >

+ Ajout des eubits d'intrication :

lpsi) = 0,361000000000> + 0,93 1100000000>

+ Application de laporte CNot (1,4):

lpsi) = 0,361000000000> + 0,93 1100100000>

+ Application de laporte CNot (1, 7):

lpsi) : 0,36 1000000000> + 0,93 1100100100>

Page 46



Chapitre 4: Approche propos6e

+ Application de laporre H (l):

lpsiy = 0,25 1000000000> + 0,25110000000o> + 0,66 1000100100> -

0,661100100100>

* Application de laporre H (a):

lpsi) :0,18 
1000000000> + 0,18 1000100000> + 0,18 110000000F +

0,18 110010000D + 0,46 1000000100> -0,46100010010F _

0,46 
1 
10000010D + 0,46 1100100100>

* Application de laporre H (7):

lpsi):0,46 1000000000' + 0,20 r00000010F + 0,20r000r0000F +

0,46 10001 001 00> + 0,20 
I 
I 00000000> + 0,46 I I 000001 00> +

0,46 |10010000F -0,20 |100100100>

+ Application desportes : cNot (r,2),cNot (1,3), cNot (4,s),cNot (4,6), cNot (7,

8), CNot (7,9):

lpsi) : 0,46 1000000000' -0,20 100000011r> -0,20 r000il 100D 
'-

0,46 10001l l l l l> -0,20ln 100000o' + 0,4611110001r r> +

0,46 lfi I I I 1000> _0,20 :tl I I I 1 I I l>

+ rnjecter une ErreurX sur le premier eubit et une autre erreur de type zs,.r

le quatriCme eubit :

lPsi) :0,46 
1100000000> -0,20 ll00000l l l> + 0,20lt00l I l000> +

0,46 ll00l I I I I l> -0,20 l0l1000000> + 0,4610110001l1> -

0,46 l0l I I I l000> + 0,20l0l 1 1 1 1 1 1 l>
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* Ajout des eubits des syndromes :

lpsi) : 0,46 11000000000000000F + 0,20 1100000il 100000000> +

0,20 ll00l1 100000000000' - 0,46 11001l l l l10000000D -

0,20 101 10000000000000F + 0,46101 10001 1 r0000000D

0,46l'n r 110000000000F + A,2010r 111111100000000>

+ Application de laporte CNot (1, l0) :

lpsi) : 0,46 110000000010000000> + 0,20 1r00000il 110000000> +

0,20 r1001 1 10001000000D -0,46 r1001 I 1 I I r 1000000o'

0,20 r01 10000000000000F + 0,46101 10001 r 100000000'

0,46 101 I I I 100000000000> + 0,20101 I I I I I I 100000000>

* Application de laporte CNot (2, l0):

lPsi) : 0,46110000000010000000> + 0,20 11000001110000000> +

0'20 11001l r0001000000o' -0,46 r100r l l l l l1000000o'

0,20 l0r 100000010000000' + 0,4610l I000I I I 10000000'

0,46 l0l l l I 10001000000F + 0,20 101 l l l r l I 1 10000000>

+ Application de la porte CNot (2, I I):

fPsi) :0,46 
|10000000010000000> +g,2g I100000I I I 10000009> +

0,20 ll00r l 100010000000' -0,46 11001111l 110000000'

0,20 l0l10000001100000D + 0,461011000r r r 1100000F _

0,46 l01 r l l 10001 1000000' + 0,20101 l 1 l l l l l r 1000000>
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+ Application de la porte CNot (3, l l):

lPsi) = 0,46 11000000001000000F + 0,20110000011[0000000> +

0,20 11001r 10001000000F - 0,4611001l1l I11000000D

0,20 l0r 10000001000000F + 0,46101 10001 I 110000000'

4,461011r 1r0001000000F + 0,201011r r 111 110000000>

+ Mesurer les deux eubit ( Qro , Q') :

Rdsultat de mesure: l0 , donc erreur de type Xl

+ La correction : appliquer la porte X(l)

lPsi) = 0,46 100000000010000000> + 0,201000000il 1 10000000> +

0,20 10001 1 100010000000' - 0,4610001 1 1 1 1 1 1000000F

0,20 lrl 10000001000000D + 0,461n 10001 l I 1000000F

0,46 lfi l l I I 0001 0000000' + 0,201 I l l l l l l l r l 0000000>

+ Application de laporte CNot (4, l2):

lPsil : 0,46 100000000010000000> + 0,20 10000001il 10000000> r-

0,20 10001 I 1000 10 100000' - 0,46 1000 l I l I l I 10 l 00000'

0,20 ln 1 000000 r 000000F + 0,46 
l l r 1 000 r l l 1 0000000'

0,46 ln l l l l 0001 0l 00000' + 0,20 
| 
r l l r l r I l l l 0 100000>

+ Application de la porre CNot (5,l2):

lPsi) : 0,46 100000000010000000> + 0,20 100000011110000000> +

0,20 10001 I 10001000000F - 0,4610001 I I I I 1 1000000D

0,20lll 10000001000000F + 0,4611 I 10001 I I 1000000D

0,46 11111110001000000D + 0,20 11111t 1 11110000000>
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* Application de laporte CNot (5, l3):

lPsi) 
: 0,46 100000000010000000> + 0,20 10000001il 1000000F +

0,20 10001l100010010000> -0,46 10001l l l l I1001000D

0,20 rn 1 000000 1 000000o' + 0,46 
r 
1 1 1 000 1 r l 1 000000o'

0,46 lr1 ll r 10001001000F + 0,201r l I I I l l I l 10010000>

+ Application de laporte CNot (6, l3):

[psi) : 0,46 100000000010000000> + 0,20 10000001 1il0000000> +

0,20 10001 1 10001000000F -0,46 10001 1 l 1 1 1 1000000D

0,20 i,rl 1 000000 1 000000F + 0,46 
1 
r 1 1 000 1 r l 1 0000000'

0,461r111110001000000F + 0,2011111r l l l110000000>

+ Mesurer les deux eubit ( erz , ers) :

R6sultat de mesure = 00, donc pas de correction

+ Application de laporte CNot (7, l4):

lPsi) = 0,46 100000000010000000> +0,20 1000000111r000100D +

0,20 100011 100010000000' -0,46 1000r r l l 1l1000100D

0,20 ln 10000001 0000000> + 0,46 
l l I 1 000 1 1 1 1000 1 000> -

0,461,r11l110001000000F + 0,2011r l r r l l1110001000>

+ Application de laporte CNot (g, l4):

lPsi) : 0,46100000000010000000> + 0,2010000001 1110000000> _

0,20 10001I10001000000D -0,46 1000r I r 1l I1000000D

0,20 ln 1 000000 1 000000F + 0,46 
l l I 1 000 1 1 1 1 000000F _

0,46lrl l l l10001000000D + 0,20111r l r 111r 10000000>
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+ Application de laporte CNot (8, 15):

lPsi) 
: 0,46 1000000000r000000F + 0,20100000011r 10000100> +

0,20 100011100010000000> _0,46 10001I I I I I1000010D

0,20 ln I 000000 I 000000D + 0,46111 I 000 1 1 I I 0000 I 00> -

0,46 ln 1 1 I 10001 0000000> + 0,201 I I I 1 I I I I I I 0000 100>

+ Application de laporte CNot (9, l5):

fPsi) = 0,46 100000000010000000> + 0,20 10000001 1il0000000> +

0,20 100011100010000000> -0,46 100011111 110000000> _

0,20 ln I 000000 l 0000000' + 0,46 
I 
l I I 000 l I I l 0000000' -

0,46 lll 1 l 1 1000 1 0000000' + 0,2a l 1 l 1 1 l I 1 1 1 10000000>

+ Mesurer les deux Qubit ( er* , ers) :

R6sultat de mesure:00 , donc pas de correction

+ Application des portes : CNot (l,Z), CNot (1, 3), CNot (4,S),CNot (4, 6),

CNot (7, 8), CNot (7,9):

lPsi) 
: 0,46 100000000010000000> +0,20 10000001001000000F +

0,20 10001 00000 I 0000000> _0,46 
1000 I 00 100 I 0000000> _

0,20 
| l 00000000 1000000F + 0,461 l 00000 1 00 l 0000000' -

0,46 
I 
1001 00000 I 0000000> + 0,20 | I 00 I 00 I 00 10000000>

+ Application de laporte H (l):

lPsi): 0,18 100000000010000000> + 0,46 110000000010000000> +

0, I 8 10000001 001 0000000> _0,46 
| 
1 00000 I 001 0000000> _

0,18 100010000010000000> + 0,46 11001000001000000F -

0, I 8 1000 I 00 I 00 I 0000000> -0,46 
I I 00 I 00 I 00 I 0000000>
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+ Application de laPorte H (a):

lPsi) = 0,25 100010000010000000> 
+ 0'66110000000010000000> +

0,2510001001001000000F.0,66110000010010000000>

+ Application de la Porte H (7):

|Psi)=0,3610001000001000000F+0,93110000010010000000>

+ Application de laporte CNot (1' 16):

|Psi):0,36100010000010000000>+0,93|10000010010000010>

+ Application de laporte CNot (4' 16):

|Psi):0,36|00010000010000010>+0,93|10000010010000010>

+ Application de laporte CNot (4, 17):

|Psi)=0,36|00010000010000011>+0,93|10000010010000010>

+ Application de la porte CNot (7, 17):

lPsi) 
: 0,36 100010000010000011> 

+ 0'93110000010010000011>

+ Mesurer les deux Qubit ( Qro , Qrz) :

R6sultat de mesure = 11 , , donc erFeur de type X2

+ La correction : appliquer la porte X(2)

lPsi) 
: 0,36 1000000000 I 000001 1> + 0'931 I 00 I 00 I 00 1000001 1>

+ Suppression des deux Qubits des syndromes:

lPsi): 0,36 1000000000> 
+ 0'93 1100100100>

+ Application de la porte CNot (1' 4):

lPsi) = 0,36 100000000F 
+ 0'93 1100000100>

+ Application de la porte CNot (1' 7):

lPsi) = 0,36100000000F + 0'9 31100000000>

: (0,36 | 0 >+ 0,93 | 1 > ) 100000000>
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Conclusion GenrSrale

Les 6normes difficultds qu'il y a d prdserver les ebits des influences du milieu
environnant reprdsentent l'entrave majeure i la rdalisation d,un prototype d,ordinateur
quantique' Le probldme est si aigu que la solution n'est nullement 6cartde de l,adoption
d'un protocole massif de corrections d'erreurs.

La correction automatique d'erreurs quantiques se fait sur le m€me principe qu,en

thdorie classique de l'information en recourant A des ebits suppldmentaires qui cr6ent la
redondance n6cessaire. Toutefois le probldme se complique en thdorie quantique du fait
que le clonage pur et simple est impossible. on ne peut donc vdrifier l,information
quantique portde par un 6tat en la comparant d celle contenue dans plusieurs copies.

Dans ce travail, nous nous sommes intdress6s i I'algorithme de Shor. Dans un premier
temps, nous avons prdsentd une 6fude de cette solution. Ensuite, on a propos6 une
impldmentation avec des exemples d'application. L'idde de base est la concat6nation de
deux codages d trois Qbits bas6s sur la rdp6tition quantique. cet algorithme permet Ia
correction des erreurs de tlpes X, Y et z. commeces trois op6rateurs, dits groupe de pauli,
constituent une base de l'espace des matrices unitaires, n'importe quelle anomalie est donc
corrigeable.

En termes de performance, cet algorithme est trds efficace dans la correction. Mais, il
necessite I'utilisation de huit Qbits suppl6mentaires. Des recherches plus r6centes ont
donnd naissance i des solutions plus optimales dites codes stabilisateurs. Elles sont bas6es

principalement sur I'algdbre des opdrateurs de Pauli. cela constitue un sujet trds int6ressant
pour les prochaines promotions.
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