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Résumé

L'informatique quantique est un sous-domaine de l'informatique basé sur les
principes de la mécanique quantique. Dans ce mode de calcul, les erreurs sont
principalement dues a l'interaction du systéme quantique avec son environnement. Plutot
que de tenter d'affronter de face cet obstacle inévitable, il est possible d'utiliser des codes

correcteurs.

Le but de ce projet est l’étude et 'implémentation de 1’algorithme de Shor. Plusieurs

exemples d’application sont présentés.

Abstract

Quantum computing is a subdomain of computer science based on principles of
quantum mechanics. In this mode of calculation, the errors are mainly due to the
interaction of the quantum system with its environment. Rather than trying to face this

unavoidable obstacle, it is possible to use correcting codes.

The goal of this project is the study and implementation of the Shor algorithm.

Several application examples are presented.
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Introduction Générale

Introduction Générale

Due au & la miniaturisation progressive des composants électroniques de
I’ordinateur, Richard Feynman, physicien Américain et prix de Nobel, a observé que I’on
arrivera & un monde microscopique ou les lois de la physique de notre propre échelle ne
peuvent plus s’appliquer mais celles de la physique quantique qui s’imposeront [Feynman,
1984]. 1l a proposé d’intégrer la physique quantique dans la théorie de I’information et
I’informatique et de [’utiliser comme support matériel du calcul. Cette intégration
permettrait de tirer profit des phénomenes étranges et surprenants de la physique quantique
tels que les superpositions d’états, I’intrication et ’interférence et qui, bien qu’elles
semblent défier la logique et le bon sens, offrent des opportunités de calcul infiniment plus

rapide que celui d’un calculateur classique.

L’idée de base consiste a réaliser un ordinateur quantique analogue a I’ordinateur
classique (machine de Turing) : I’'unité d’information classique ’bit ** est remplacé par le
** bit quantique’’, les circuits et les portes logiques par des circuits et porte quantiques, et
méme [’aspect du calcul basé sur les fonctions booléennes est remplacé par un calcul

spécifique basé sur les opérations algébrique linéaires.

Dans ce mode calcul, les erreurs sont principalement dues & I’interaction du
systéme quantique avec son environnement. Plutét que de tenter d'affronter de face cet
obstacle inévitable, il est possible d'utiliser des techniques de correction. Généralement, les
spécialistes du domaine proposent des adaptations des correcteurs classiques en tirant
profit de l'intrication afin de délocaliser sur plusieurs systémes physiques l'information

encodée.
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Introduction Générale
S

L’objectif de ce travail est d’étudier la correction d’erreurs quantique basée sur la
redondance. Plus précisément, il s’agit d’une implémentation de I’algorithme de Shor.
C’est une solution qui nécessite ’utilisation huit Qubits supplémentaires. Elle permet la
détection et la correction des erreurs de type X, Y et Z. Ce manuscrit est constitué de

quatre chapitres :

e Chapitre 1 : Ce chapitre est un résumé des notions mathématiques nécessaires a
la compréhension du calcul quantique.

o Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous introduisons les circuits quantiques en
donnant un panorama des portes quantiques.

e Chapitre 3 : Ce chapitre est dédié a la présentation de 1’algorithme de Shor.

e Chapitre 4: Dans ce chapitre, nous présentons une implémentation de cet
algorithme. Afin de valider notre travail, des exemples d’applications seront

présentés.

Enfin, nous terminons par une conclusion générale qui résume I’apport de notre travail et

présente quelques perspectives.
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Chapitre 1 : Concepts de base

= ]
1. Introduction :

,,,,, Dans le sens mathématique, la mécanique quantique est une théorie dirigée par
un ensemble d’axiomes. Ces derniers constituent des régles qui guident les
. comportements des systémes quantiques. Ce chapitre est dédié a la présentation de
quelques concepts principaux de cette théorie. Ils nous seront utiles tout au long de ce
mémoire.
Comme nous sommes confrontés & un domaine complétement nouveau pour un
informaticien, nous commengons d’abord par courte présentation des notions
mathématiques nécessaires. Nous tentons ensuite d’expliquer les postulats de la
mécanique quantique tout en gardant notre point de vue en tant que des informaticiens.
Finalement, nous introduisons quelques phénomeénes quantiques qui sont a la base du

calcul quantique.

2. Les préliminaires mathématiques

2.1. Espace de Hilbert

Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel complexe muni d’un produit
scalaire [1], [2]. Dans cet espace, tout systéme physique isolé est entierement décrit
par un vecteur d’état de norme 1. Il peut subir plusieurs manipulations provoquant des
changements d’état. Pour les étudier, les spécialistes utilisent plusieurs notations. La

plus efficace est celle proposée par Dirac.
2.2. Notation de Dirac

En mécanique quantique, la notation de Dirac est utilisée afin de faciliter

I’écriture des équations[3]. Elle est encore appelée notation ’Bra-Ket’* tel que :

e Bra:estun vecteur ligne.

e Ket:estun vecteur colonne.

Page 4



Chapitre 1 : Concepts de base

B ————————— ———————————————

e Vecteur de Ket :

Dans la notation de Dirac, un état s est décrit par une matrice colonne appelée

Ket [4] et notée | b )tel que :

W)=3" ., a; |i)=(“§) 1.1

a;€C

e Vecteur Bra:

La matrice ligne obtenue conjugaison complexe des éléments de | s ) est appelée

Bra [4]. Elle est notée { { | et calculée comme suit :

(WI=X, a} (il = (a}, a3, ...a},) . 1.2

2.3. Produit scalaire Bra_ket

Etant donné un vecteur Bra (¢l et un vecteur Ket ) :

N’) 21 19j ) 1.3

(PI=2iL, bj (il 14

Le produit de ces deux vecteurs dans cet ordre noté (dphy) est appelée produit scalaire

Bra-ket [5]. C’est un nombre complexe donné par I’équation suivante :

( & W)=YiL, a;bj (ili) 1.5
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2.4. Produit tensorielle

Concepts de base

En mécanique quantique, le produit tensoriel est un opérateur trés intéressant. Il

est utilisé pour combiner deux espaces de vecteur vers un autre plus large. Etant donné

deux vecteurs Ket > et | ¢ > tel que :

=X, aj 1i)
(bI=IL, b il

1.6

1.7

Le produit tensoriel de ces deux vecteurs dans cet ordre noté [P)® Id) est calculé

comme Ssuit :

)® 1) = () ®(§Z> - ()
a.n b;n bEn

a1.b1
a1.b2

al.bm
az.bl

an-1.bm
an.b1

anbm

\

/

3. Qubit

1.8

En informatique classique, I’information la plus élémentaire dans un ordinateur

est le bit (Bynary digit). Il peut ne prendre que deux valeurs possible : 0 ou 1. Par

analogie, I’élément de base de I’informatique quantique est appelé *’bit quantique’” ou

Qubit [6]. C’est un systéme décrit dans une base constituée par les deux états

fondamentaux 0 et 1 notée {|0), |1)}. Donc, un Qbit peut se trouver dans une

superposition d’états possibles entre |0) et |1).
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Chapitre 1: Concepts de base

Le tableau suivant donne une petite comparaison entre les bits classiques et les bits

quantiques [7].

Bit Classique | Bit Quantique |
Un bit a toujours une valeur ‘ Pas de valeur définie pour le
définie. ‘ qubit tant qu’on ne I’observe
pas.
Un bit vaut seulement 0 ou 1. j Un qubit peut étre dans une
superposition de 0 et 1
simultanément.
Un bit peut étre copié sans étre Un qubit dans un état inconnu
affecté. ne peut étre copié
Un bit peut étre lu sans affecter sa Lire un qubit qui est
valeur. ? initialement dans une
superposition changera sa
valeur.
Lire un bit n’affecte pas un autre La lecture d’un qubit peut
avoir influence sur les autres
qubits

Tab 1 .1 : Comparaison de qubit quantique VS le bit classique

3.1. Postulats de la mécanique quantique

3.1.1. Postulat 01 : L’état

Soit Hy I’espace de Hilbert de dimension n. En calcul quantique, tout systéme
physique (ou du moins une représentation abstraite d’un systéme physique) est décrit

par un vecteur d’état (Ket) Ir> normalisé dans Hy [8].
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Chapitre 1 : Concepts de base

Un qubit Ip> est un systéme physique élémentaire dont 1’espace d’état est de

dimension deux [8]. Il est écrit dans la base canonique {]0>, |1>} comme suit :

| & Y=al0)-+ BI1) 1.9

Avec

o, BEC et lal? +Ip1%2=1 1.10

L’espace de Hilbert d’un qubit est noté Hgg 13 , ou simplement C?.

Un registre de n qubits est un vecteur normé | ) de Hyg 13n ou encore C?" . Son état est

donné par la formule suivante :

W)=Y xefo,1n & x 1X) 1.11

Avec Yxefo,n logl?=1 1.12

3.1.2. Postulat 02 : Evolution
Définition:

Si le transposé conjugué d’une matrice U est égal a I’inverse de la matrice, alors

elle est dite unitaire. Notons le transposé conjugué de U par U [4], donc :

utu =1 1.13

L’évolution dans le temps d’un systéme quantique |J) de taille n vers un nouveau

systéme | ') est réalisée par application d’un opérateur unitaire U, tel que :

v = Uly) 1.14
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Chapitre 1 :

Concepts de base
%

* U est une matrice unitaire des nombres complexes d’une dimension n X n

e L’importance de I’unitarité de U réside dans le fait qu’elle préserve les

propriétés de ce produit y compris la normalisation des vecteurs d’états. En

plus, Elle implique la réversibilité qui permet de déterminer I’état du vecteur

d’entrée étant donné 1’état de sortie et I’ information sur la nature d’évolution.

3.1.3. Postulat 03 : mesure

Soit [W) = TP, ay |i)

un état quantique de taille n. Selon les définitions

précédentes, il peut se trouver dans I’état i avec une probabilité :

p(i)= |ai?

1.15

La mesure de |y) donnant I’état |i) est définiec par une matrice de

transformation notée M; . Le nouveau état apres mesure est donné par la formule

suivante [8]:

e Tel que:

> Remarque :

e La mesure est un analogue d’une projection d’un vecteur sur une base.

M;|y)

/<w| M M; [)

p(D) = (Y| M M; [y = |ay)?

1.16

1.17

® Avant d’effectuer une mesure sur un systéme se trouvant dans une superposition, on

ne peut pas savoir a priori avec certitude que sera le résultat de la mesure mais on ne

peut connaitre que la probabilité associée a chacun des états de base.
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%

3.1.4. Postulat 04 : Systéme composé

Etant donné deux sous-systémes a et b spécifiés par deux kets | ) et | ¢ ) des

deux espaces d'état H? et HP .

. | W)=Y a;] i) 1.18

| &)=2; b;lj) 1.19

Le systeme physique composite est un nouveau état Ket [8][9] de I’espace :

H? = H2 QHP. 1.20

Il estnoté | P)® | ) et donné par la formule suivante :

) = P)® | @)=%Y a; b; ) RI)) 121

Ce calcul est basé principalement sur le produit tensoriel. Il est & noter que ce dernier

est caractérisé par les axiomes suivants:[9]
e Pourtoutly; ), b, ) €H; et hp,)e H, :

(W1 ) H b1 DR )= Wy ) @y )H Py YRN,) 1.22

e Pourtout Y, ) €H; etl by ), IP,) € H, :

Wy ) @ (T2 )+2))= 1y ) @1y ) +hpy ) ) 1.23

Exemples:

10)=[1) _ [0)®[0)—-|0)®|1) _ [00)—|01)
0® =7 V2 V2

|00)— 1|10) |000)—i]010)+i|100)+]100)
& = .

|0)+1|1)

%
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%

4. Intrication quantique :

En mécanique quantique, l'intrication quantique, ou enchevétrement quantique, est
un phénoméne dans lequel deux particules (ou groupes de particules) ont des états

quantiques dépendant I'un de l'autre quelle que soit la distance qui les sépare.

Soit un systéme S décrit par I’état [y> et formé de deux sous systéme S;et S, .
On dit que I’état > est intriqué s’il n’existe pas de vecteurs d’états ;) et Idp,)
décrivant les sous systémes Sy et S, de telle sorte que I’état global hy) s’écrive comme

produit tensoriel de ces deux états : [10]

W) # 1) ®ld,) . 1.24

Dans le cas ou un tel produit existe on dit que 1’état est séparable.

Le prototype des états intriqués est constitué des états de Bell [11]. Ceux-ci forment

une base orthonormée de C*? ® C2 .

[Woo)= = (100)+111))
[Wy0)= % (100)-111)) 1.25
[Wo1)= 75 (101)-+110))

[W11)= 7 (101)-110))
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%

5. Conclusion :

Ce chapitre était dédié a la présentation des principes du calcul quantique. Nous

a avons donné un apergu sur le formalisme mathématique ainsi que les postulats lois
contrdlant cette théorie. On a constaté que c’est un domaine spécifique caractérisé par

— quelques phénoménes trés étranges par rapport au calcul classique. Les plus importants

sont la superposition, I’intrication et la mesure d’états.

= la superposition: Un état quantique est une combinaison linéaire d’un ensemble états
fondamentaux.

= Llintrication: Deux états intriqués constituent une entité indissociable. La
transformation d’un état influence I’état de 1’ autre.

» La mesure : La mesure d’un état superposé d’un ensemble états fondamentaux est

une projection sur I’un de ces états. C’est une opération irréversible.

Des physiciens, des informaticiens et des mathématiciens ont montré que ces
phénomenes, tels qu’ils sont formulés par la mécanique quantique, peuvent étre exploités

pour représenter et traiter I’ information

L’intrication est une ressource importante dans le traitement quantique de
information. Elle joue un réle important dans plusieurs protocoles pour la

communication et la cryptographie quantique.
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Chapitre 2 : Calcule quantique

1. Introduction

Dans un traitement quantique, les changements que peut subir un état sont réalisés
par des circuits quantiques. C’est une série de portes appliquées dans un ordre bien
défini. Une porte quantique est une opération unitaire agissant sur un ou plusieurs

Qubits. Le calcul quantique est donc réversible par construction.

Il existe un nombre infini de portes quantiques, qui peuvent toutes s’obtenir par
combinaisons de quelques portes élémentaires, constituant un ensemble universel de

portes quantiques.

Dans ce chapitre nous introduisons les portes les plus intéressantes en donnant leurs
matrices de transformation, leurs représentations graphiques ainsi que les différents

types de composition possibles.

2. Porte quantique :

2 .1. Les portes unaires :

Ces portes agissent sur un seul Qbit. Elles sont caractérisées par des matrices carrées

d’ordre 2 [12].

e Porte Not :

La porte X est I’équivalent du Not quantique. Sa matrice est donnée comme suit :

2.1

)

1 0

Sa table de vérité est la suivante :

Entrée Sortie
0} 1)
1) |0}
al0)+ B|1) BI0) + af1)

Tab 2.1 : Table de vérité de la porte X ;

I




Chapitre 2 :

Calcule quantique
_Eeeeee—-—-—-—-- ..

—_— ¥ |

B Figure 2.1 : Porte X |

e e )

e PorteY:

La porte Y peut étre décrite sous la forme de la matrice suivante :

r=[; ol

La table qui suit donne la table de vérité de la porte Y:

2.2

_____ Entrée Sartie
ok MR
11y -1[0)

«|0) + B|1) | —Bi|0)Y + ai|1)

‘ Tab 2.2 : Table de vérité de la porte Y l

— Y

’ Figure 2.2 : Porte Y
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e Les Portes Phases :
La porte Z est donné par la matrice :

_J1 0
z=[, _.] 23
Sa table de vérité est la suivante :
Entrée  Sartie
I I
D

mm+su>1 mmémn

I Tab 2.3 : Table de vérité de la porte Z :

S R |

— Z, ——

Flgure 2 3 Porte Z :

=

Remargque : Ces trois portes X Y et Z sont connue par les matrices de Pauli

e La porte de Hadamard :
11 1
V2 [1 — 1] o4

Par la suite sa table de vérité sur la base de calcul est la suivante :

H

Entrée Sortie
10) 5(10)+11))
11 5(10)- 1)
al0) + B|1) a+p x=p
Wil [0)+ 7z |1)

W T

' Tab 2.4 : Table de vérité de la porte Hadamard ;
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= — — — — — —— — ——— ——

R —
! Figure 2.4 : Porte H

|
|
il

e Les portes de rotation :

Un Qubit est représenté géométriquement sur une surface d’une sphére dite
sphére de Bloch. Cette représentation nous permet de d’appliquer des transformations

de rotation basées sur les fonctions cos et sin. Il s’agit de ces matrices rotationnelles :

cos |~ ) —isin (=

| cos()-isin(3)

Relr) = —isin (}El) cos (—’2:) 23
cos (=) —sin|=

_ [eos (B =sin (3)

BT i (2) cos 2) #

R.(¥) = [e_% i(z)] 2.7
0 ez

Ph(y) = [Oe ! e?y] 28
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2.2. Les portes multi-Qubits :

e La porte SWAP :

Cette porte permet la permutation des positions de deux Qbits. Elle est donnée par

la matrice suivante :

1 00 0
SWAP = g ‘1) (1) g 2.9

0 0 0 1
 Entrée Sortie
e T
I [10)
10y | j01)
TN | Iy

a]00)+ B|01) + y|10)+ 8|11)  o00)+ y]0O1) + B|10) + §]11) |

| Tab 2.5 : Table de vérité de la porte SWAP |

Sa représentation graphique est la suivante :

Figure 2.5 : Porte SWAP

_
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e Portes controlées :

Ces portes agissent généralement sur plusieurs Qubits. Un Qbit de contrdle et des
Qubits cibles.

= Si la valeur du Qbit de contrdle satisfait une certaine condition, on applique un

transformation sur les Qubits cibles.
s ®  Sinon, rien a faire.

Il est a noter que le Qbit de contrdle reste invariant. La représentation générale d’une

porte controlée est :

1 —_— U

P e e

Figure 2.6 : Portes contrdlées |
[ )

Pour n=2, la matrice de transformation correspondante a une porte contrdlée est

donnée par la relation suivante :

U

CU = I@U

e @ :L’operateur somme directe.
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e Le Not contrélé (CNot):

Le CNOT est un cas particulier des portes contrdlée. C’est I’analogue quantique de la

porte XOR classique. Il s’agit d’une transformation X contrdlée :

N 1 00 0
CNOT = 16X = g 3 g ;’ 2.10
0 0 1 0
Entrée '5 Sortie
—————— ———————
. oD
T i 1)
o | 10)

@]00) + B|01)+y|10)+ 8]11)  «[00)+ B|OL)+ 5]10)+y|11)

| Tab 2.6 : Table de vérité de la porte CNOT |

Sa représentation graphique est la suivante :

L/

Figure 2.7: Porte CNOT
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e La porte Toffoli :

I s’agit d’une porte X contrdlée par deux Qubits de controle.

. 1 0 0 000 0 0
01000000

. 00100000
_lo oo 10000

TOFFOLI=|0 0 0 0 1 0 o 0 2.11

- 000O0O0T1TQO00O0
0000O0TO0T 01

) 0 00000 1 O
Entrée | 5 Sortie

. | TS 1000)
001y ] 1001)

1010) ~[010)

= 011) | 011)
_ 1100) 1100)
1101) 1101)

: [110) I111)
[111) (110}

a1]000) + a,|001) + a3|010)+  a,|000) + a,|001)+ a3]010) +
as|011) + ag|100) + ag|101)+ = a,|011)+ as|100) + ag|101) +
a;|110) + ag|111) ag|110) + a,|111)

| Tab2.7: Table de vérité de la porte Toffoli ‘
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3. Circuit quantique :

Un circuit quantique manipule un ensemble de Qubits. Il posséde autant d’entrées
que de sorties. Il est constitué d’un ensemble de portes qui agissent comme des
transformations unitaires. Ces derniéres peuvent étre combinées en série ou en parallele

selon le traitement souhaité.

3.1. Composition en série :

[ ——— e = e —

—_ o ° ) .W o - >>- . r o
| Figure 2.8 : Circuit : Composition en série
\ — - S— - S — —

e La matrice totale est calculée par le produit cartésien des matrices correspondantes

aux portes mais dans I’ordre inverse [13].

Exemple

Dans ce circuit :

oexw= (6= ¢

B=n = %(; 1) ® == (59
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e ————————————————————————————————

La matrice de transfert globale T est donnée par:

T=H-X=%(i __11)((1) (1))=%(—11 })

Telque: B)=T |A)

p- (0 )6) =7 0)

3.2. Composition paralléle :

= A®B®C

weel L

f__-___m__.m,_,_._m.______..,N‘_,_.v,‘___________\.//
| Figure 2.9 : Circuit : Composition paralléle |
N e s e S B S T e i i e

e Dans ce cas, la matrice globale est obtenue par un produit tensoriel des matrices

correspondantes aux portes utilisées [13].

Exemple : soit le circuit suivant :

A— X —A4

On a: A"y =X |A) = ((1) (1)) (;) -

py=nm= (1 1) 0 ==
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Le traitement séparé de ces deux Qubits donne comme résultat :

By + B

I'p! 1 —_— - 8
amy= () @5 (1) = B L5
ay — ad

Passant maintenant au calcul de la matrice globale T, on a :

|A'B'Y= T|AB)
Tel que :
001 1
_ _(0 1 1 (1 1 1100 1-1
T“X®H‘(1 0)®ﬁ(1 —1) Zl11 0 0
1-111
ay
od
48)= (5) @)= gy
19
Donc :
001 1 oy By + B
— 100 1—=1)[a8)_[By—ps
ABY=TIABY=F1 1 1 o o ||8y &+ &8
1—11 1/ \Bd ay — ad
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4. Conclusion

Dans un circuit quantique, les portes constituent les briques de base du traitement.
Il s’agit d’un ensemble de transformations unitaires et réversibles. Les plus intéressantes

sont les portes X, Y et Z ainsi que H.

e Les trois premicres sont dites groupe de Pauli. Elles constituent une base de
I’espace des matrices unitaires.

e La matrice H est souvent utilisée afin de placer des Qubits dans une superposition.

Les portes quantiques peuvent étre combinées en série ou en paralléle. Dans le
premier cas, la matrice globale est calculée par un produit matriciel dans le sens inverse

des matrices correspondantes aux portes. Alors que dans I’autre cas, elle est obtenue par

un produit tensoriel de ces matrices partielles.
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W

1. Introduction

Dans un systtme quantique, le principal “ennemi” est l'interaction avec
l'environnement externe. Cela provoque une grande perturbation des Qubits et engendre
des erreurs. Pour remédier & ce probléme, les codes correcteurs sont largement utilisés.

Is permettent la détection et la correction correspondante de toute anomalie envisagée.

Dans ce chapitre, nous donnons une petite introduction des codes a répétition. Plus
particuliérement, nous détaillons les constructions élémentaires du code de Shor. C’est

un processus capable de corriger des erreurs de type X, Y et Z.
2. Particularités des erreurs quantiques :

Dans le cas classique, les techniques de correction d’erreurs sont basées sur I’ajout
d’informations redondantes (codage). Cela permet de tester si le message codé a été
perturbé et, le cas échéant, de corriger les erreurs. Parmi ces codes, le plus simple est le

codage 4 trois bits. Il consiste a tripler chaque bit d’information :

e 0— 000.
e 1—-111.

On suppose que la probabilité d’erreur est suffisament faible pour que la probabilité
que deux erreurs surviennent simultanément soit négligeable. Donc aprés avoir traversé
un canal susceptible de créer une erreur, le triplet de bits peut se retrouver avec au plus
un bit inversé. La détection de I’erreur se fait en testant si tous les bits sont €gaux ou
non. En cas d’inégalités, on utilise la régle de la majorité pour rétablir la bonne valeur

logique associée au triplet. C’est ce qu’on appelle le décodage.

Mais plusieurs particularités du cas quantique rendent impossible ’adaptation directe

des stratégies classiques :

> Tout d’abord la structure du Qubit est différente de celle du bit classique. Alors
que dans le cas classique il faut transmettre un 0 ou un 1, dans le cas quantique

¢’est un état de la forme :
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> = a|0>+ B|1>

C’est-"a-dire deux nombres complexes.
~ » De plus, du fait du caractére unitaire, certaines opérations classiques sont
impossibles a réaliser de maniére quantique, par exemple a cause du théoréme
— de non clonage.
La mesure détruit I’état quantique. En plus, c’est une opération irréversible.
— » Les erreurs quantiques possibles sont plus nombreuses que celles classiques.
Tandis que classiquement une erreur sur un bit est une simple interversion, une

— erreur sur un Qubit peut étre n’importe quelle transformation unitaire.

Par contre, dans le cadre quantique, les recherches affirment que si nous pouvons
corriger a la fois les erreurs X, Y et Z, alors nous pouvons corriger du méme coup une
tres large classe d’erreurs a un Qubit. C’est une conséquence directe des propriétés du

groupe de Pauli.

- 3. Codes de correction a répétition :

3.1. Correction d’erreurs de type X ou Bit-flip [14]

Le circuit de correction d’une erreur de type X est le suivant :

Frrvem coryrection

W

I
- ajopBl1) . I}
I
1
10) : : *—@ — 10}
l I
Pt ! P
19} ot ! 4 A 74 1o}
Fncodage o|O00 )+ 111}
N TN
10} L/ \L/
P4 n Wa n MR
AN PN 7 g
[[1)) I

Inesul e

) i S = SRR SN —— o - \
. Figure 3.1 : Circuit d’encodage du code bit-flip !

T e e a2
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Encodage : Soit le Qubit |{s) défini par : |y>= |0)+ B|1).

L’étape d’encodage est basée sur une redondance spécifique. Elle consiste a ’ajout de

. deux Qubits intriqués au Qubit initial. Elle est réalisée en appliquant deux portes CNot.

» L’étatinitial : |y > = a|000>+ $]100>
» L’application du CNot (1,2) donne 1’état :

[Py > = a]000>+ B]110>
» L’application du CNot (1,3) donne I’état :

B [Pz >= a|000>+ B|111>

L’encodage d’un Qbit : |>= «|0>+ B]|1> donne un état quantique |Y; > de trois
Qubits tel que : [Pz )= aj000)+ B|111)

o~ Décodage : Le décodage est constitué des deux étapes suivantes :

> Etape_01 : Détection d’erreurs : La détection d’erreurs X est basée sur
I'utilisation de deux Qubits supplémentaires initialisés a |0) comme syndrome. Ce
dernier est calculé par quatre portes CNot. Dans la suite, nous présentons les quatre cas

possibles.

4-Cas 01 : sans erreur :

W) = aj000>+ B|111>

»  L’ajout des deux Qubits du syndrome donne I’état :
|Ys5) = o] 00000>+ B]11100>

» L’application des portes CNot donne les états suivants :
Ci1,41 = [Wg )= a/00000)+ B|11110)
C[214] = |7 )= a|00000)+ B|11100)
Ci2,51 = |Wg )= 2|00000)+ B|11101)

Crs,5) = [Wo )= /00000)+ BJ11100)

Dans ce cas : W )= (a|000)+ B|111)) |00)
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M

4+ Cas 02 : Erreur X sur le 1 Qubit :
[\Wy) = a]100>+ BlOL1>
> L’ajout des deux Qubits du syndrome donne I’état
|Ws) = a| 100005+ B|01100>
> L’application des portes CNot donne les états suivants -
Cr1,41 = We )= «/10010)+ pl01100)
C2,4) = W7 )= aj10010)+ Bl01110)
Ci2,51 = g )= «/10010)+ Blo1111)
C3,51 = W9 )= 0/10010)+ B|01110)
Dans ce cas : [Y1g ) = (o]100)+ B|011)) |10)
4+ Cas 03 : Erreur X sur le 2°™ Qubit :

[Py) = 2| 010>+ B| 101>
> L’ajout des deux Qubits du syndrome donne I’état :

[Ws) = a|01000>+ 101005

> L’application des portes CNot donne les états suivants :
Ci1,4) = g )= 0/01000)+ BJ10110)
Ciz,4) = 7 )= 0/01010) + pJ10110)
C2,51 = IWg )= ¢/01011)+ B|10110)

Ciz,51 = W9 )= aj01011)+ Bl10111)
Danscecas:  [yig ) = (a|010)+ B|101)) |11)

+Cas 04 : Erreur X sur le 3°™ Qubit :
W) = 001>+ B|110>

> L’ajout des deux Qubits du syndrome donne I’état :

[Ws) = a|00100>+ B|11000>
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> L’application des portes CNot donne les états suivants ]
C[1’4] = |Pg )= a]|00100)+ B]11010)
C[2,4] = {7 )= a]|00100) + 111000)
C[2,5] = |Pg )= a]00100)+ B]11001)

Cias1 = 1o )= a]00101)+ B|11001)
Dans ce cas : [g ) = (a/001)+ B|110)) |01)

> La mesure : Dans cette étape, les deux Qubits du syndrome sont mesurés. Les valeurs

obtenues sont suffisantes pour la correction.

> Correction : On applique 1’opérateur unitaire Xi*  sur le Qubit erroné afin de

retrouver son état initial. Comme I’opérateur X est unitaire alors : X i = X;
Q4 Qs ) | Correction
| 00 ) Ne rien faire
|01 ) X (3)
[10 ) X (1)
111 ) X (2)

Ce qui permet de revenir dans tous les cas i I'état : [Wo ) = f000)+ Bl111)

> Décodage : Le décodage sert 3 isoler le Qubit initial des deux Qubits d’intrication. Il

est réalisé par application de I’inverse des portes utilisées dans I’étape I’encodage.
> L’état initial :[{rg > = a|000>+ B[111>
> L’application du CNot (1,2) donne 1’état -

> L’application du CNot (1,3) donne 1’état -

[W11 >= al000>+ B[100> = [ >[00>
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3.2. Correction d’erreurs de type Z ou Phase-flip [14] ;

Comme vu dans le chapitre précédent, les portes X, Z et H sont définies par les
matrices unitaires suivantes : ‘

LXE[;) N ’ 21
EZEB Y] I 23

FE%[; _ﬂJ 2.4

Calculant la matrice correspondante 2 la transformation : HZH.

EZH = [01 01] =q

Ce résultat affirme que la correction d’une erreur de type Z se raméne 3 celle d’une

erreur de type X. Il suffit d’ajouter une transformation H a la fin de ’encodage et son

inverse (H) avant la détection d’erreur. Dong, le circuit de correction est le suivant :

Erreur correction
1) 1)
|0) < [0)
1 1
N
10) _'é_"EL r 7 0)
Encodage
—l N
10) /U
aWany i
l0) d "
mnesur e
Figure 3. 2 : Circuit d’encodage du code Phase-flip |
B — e e __)
%
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Encodage : Soit Ie Qubit [{r> défini par : [y>= al0>+ Bl1>.

L’étape d’encodage est basée sur une redondance spécifique. Elle consiste 3 ’ajout de

deux Qubits intriqués au Qubit initial. Elle est réalisée en appliquant deux portes CNot.

A\ 4

L’étatinitial : |y, > = «|000>+ B]100>

L’application du CNot ( 1,2) donne 1’état :
W2 > = al000>+ B|110>

L’application du CNot ( 1,3) donne 1’état :

A\

v

[Ws >= a000>+ B|111>

A\

Apres I’encodage, I’application des portes H sur les trois Qubits donne les états

suivants :

Wa)= 75 o (OF1)I00)+ = B (0)—[13) 1)
1
Ws)= 3 o (0XH1)) (01+]1)) 10} += B (0)—I1)) (0)—{1}) |1)

We)= % o (10)+1)) (10)+1)) (0)+1)) +%B (10)=[1)) (10)=[1)) (10)—1))

Décodage : Le décodage est précédé par une application des portes H sur les trois

Qubits. Dans la suite, nous présentons les états obtenus dans les quatre cas possibles :

4 Cas 01 : sans erreur :

> Yy =2—1\/§ @ (j0)+1)) (10)+1)) (0)+1)) +% B (0)=[1)) (10)—|1)) (10)—1))

> L’application des trois portes H donne 1’état suivant :
[Wg >= a|000>+B|111>
+Cas 02 : Erreur Z sur le 1* Qubit :

> 1W7)= 57 a (0)-11) (00H1)) (01 + 75 B (0)+[1) (0=11)) (0)—{1y)

> L’application des trois portes H donne I’état suivant :

[We)=a]100)+ Blo11)

M
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+Cas 03 : Erreur Z sur le 2°™ Qubit :

> Wi7)= 575 € Q041) (OM11) 10p41)) + =2 B 40311 (011 (0y—{1
> L’application des trois portes H donne I’état suivant :
[Wg)=afo10)+ Bl101)

+Cas 02 : Erreur Z sur le 3°™ Qubit :
> W)= 57 @ (0/H1)) (0}+1)) (0)1) + 75 B (0)=11)) (0y=11)) (0)+13)

> L’application des trois portes H donne I’état suivant :
[Wg)= 0001+ Bl110)

Conclusion:

® Une erreur de type Z sur un Qubit est transformée en une erreur de type X sur le
méme Qubit.
e Les étapes suivantes sont les mémes vues dans le traitement des erreurs X.

3.3. Correction d’erreurs de type Y [14] :

De méme, Calculant :

iZX = [‘; 01] =q 22

Donc, une erreur Y peut étre corrigée par application d’un correcteur d’erreurs Z suivi
d’un correcteur d’erreurs X.

3.4. Algorithme de Shor :

Un systéme quantique pourrait avoir des erreurs de type X, Y et Z. Shor a développé
un code de correction universel capable de corriger ces trois types d’erreurs a la fois [14].
L’idée principale est de “concaténer” les deux codes de répétition_présentés dans le

paragraphe précédent :




LoD

Chapitre 3 : Correction d’erreurs quantiques

> Un correcteur protégeant le Qubit ) des erreurs de type Z. 11 utilise deux Qubits
supplémentaires.
> Chacun de ces trois Qubits est protégé a son tour par un correcteur des erreurs de

type X.

Donc, ¢’est un correcteur a 9 Qubits. Le schéma suivant donne Iarchitecture globale de
cette solution
< Encodage < Décodage

Erreur correction

1
i
¢ i
¢ i —TT W)
]
i
i
Q) ]
i '
! I
U
0) ; !
: 10) r !
I
1|0y “A?GB:H* .
[ /
I La mesure’ :
= H ] é_—
0) —eb ! {sH-op—— 0)
! 1
1
z ]
Q) — ]
i i
! 1
0) <O A
! [
I 0 D '
! i
] Q) N I
[
0) : *T‘ 'H —-
] i i
! '
0) T ] 0y - ..
1 [
! !
0) : * 1 0) D
i
] Q 1
! i
10 P~ — '
. 1

[ ————— T e e e e e —— e e

Figure 3. 3 Circuit de correction de Shor =

%
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Remarques :

* Déja avec 9 Qubits, on a constaté que le calcul des états résultats est devenu trés
difficile. D’ou la nécessité d’une implémentation informatique.
° La démonstration de I’efficacité de cette solution est reportée au chapitre suivant.

Elle sera détaillée en utilisant notre implémentation.

4. Conclusion

Dans un calculateur quantique, les erreurs sont principalement dues 2
Pinteraction du systéme quantique avec son environnement. Plutot que de tenter
d'affronter de face cet obstacle inévitable, il est possible d'utiliser des techniques de

correction.

De méme que dans le cas classique, un code correcteur quantique utilise une
procédure de codage/transmission imparfaite/décodage. L’idée la plus simple est
I’adaptation directe des stratégies classiques. Mais, plusieurs particularités du cas

quantique rendent cette tAche impossible. Le clonage pur et simple est impossible.

Dans ce chapitre, on a présenté Ialgorithme de Shor. C’est un correcteur basé
sur une redondance implémentée sous forme d’intrication. C’est une solution qui
nécessite I’utilisation huit Qubits supplémentaires. Elle permet la détection et Ia

correction des erreurs de type X, Y et Z.
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Dans ce chapitre nous présentons quelques exemples d’application en donnant

les traces d’exécutions.
1. Simulation quantique :

Pour la démonstration de Ialgorithme de Shor, on a développé une version
simplifiée d’un simulateur quantique, ne contenant que les fonctionnalités requises, en

langage Java. Les classes principales sont les suivantes :

+ La classe Etat_Quantique : Cette classe dédice a la manipulation des états
quantique. Il s’agit d’un vecteur contenant la combinaison lindaire des états de la
base canonique. Pour des fins d’optimisation, les éléments avec des coefficients nuls
sont négligés. Cette classe n’a pas d’attributs mais elle est munie des méthodes
suivantes :

e Constructeur (alpha, Beta).

® Produit Tensoriel (Etat_Quant 01, Etat_Quant_02).

e X (Etat Quant, Pos_QbitCible).

* Y (Etat Quant, Pos_QbitCible).

e Z (Etat Quant, Pos_QbitCible).

e H (Etat Quant, Pos_QbitCible).

® CNot ((Etat_Quant, Pos_QbitControle, Pos_QbitCible).
® Mesure(Pos_QbitCible).

e Afficher ().

+ La classe Etat_Base : Cette classe sert a la manipulation des états élémentaires.

Chaque objet est caractérisé par les attributs suivants :
> Vecteur : chaine de caractere.

> Param : un nombre réel spécifient le coefficient de cet état élémentaire.
Les méthodes de cette classe sont :

e Constructeur (Param, Vect).

® Afficher ().
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Etat quantique

'[0,361000) 10,93/111)]0,12 000)

Ey

f Elément de I'¢tat quantique

Parameétre «: réel

Vecteur : chaine de caractére ,’iv,
Etat Basec
(__~ e e S e e ——————
—  Figure 4.1 : Conceptlon de la classe Etat _Quantique ;
S T e

+ Pseudo-code des méthodes :
Etat_Quantique‘Pioduit_Tensbriel ( Etat;Qt_Ol : Etat_Quantique, Etat Qt 02: Etéf_Quantique)

' Debut

Pour (i=0; i< Taille (Etat_Qt 01 )) faire :

Pour (j=0; j< Taille ( Etat Qt 02 )) faire :
Param R = (Etat_Qt 01 [i]. param) * (Etat Qt_02[ j ]. param) ;
Vect R = (Etat_Qt 01 [i]. vect) + (Etat_ Qt 02 [j]. vect) ;
Etat Base R= Etat Base (Param_R, Vect R);
Etat_Qt_Resultat .ajouter (Etat_Base R);

Fin Pour

Fin Pour
Return (Etat_Qt_Resultat) ;

Fin
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M

Etat_Quantique X (Etat_Quant : Etat_Quantique, Pos_QbitCible : entier)

' Debut

Pos_QbitCible = Pos_QbitCible — 1 ;
Pour (i=0 ; i< Taille (Etat_Quant)) faire :
vect_courant = Etat Quant [i] . vect ;

Qbit_cible = vect_courant [Pos_QbitCible] ;

Si (Qbit_cible ='0"

nouv_vect = vect_courant [0, Pos_QbitCible];

nouv_vect = nouv_vect +'1';

nouv_vect = nouv_vect + vect_courant [Pos_QbitCible + 1 , Taille (vect_courant) J;
Sinon

nouv_vect = vect_courant [0, Pos_QbitCible];
nouv_vect =nouv_vect +'0';
nouv_vect = nouv_vect + vect_courant [Pos_QbitCible + 1, Taille (vect_courant) |;
Fin Si
Nouv_EtatBase = Etat_Base (Etat_Quant [ i ] .param , nouv_vect) ;
Etat_Qt_Resultat. Ajouter (Nouv_EtatBase);

Fin Pour

Return (Etat_Qt_Resultat) ;
Fin

Etat_Quantique Z (Etat_Quant : Etat_Quantique, Pos_QbitCible : entier)

Debut
Pos_QpbitCible = Pos_QbitCible — 1 ;
Pour (i=0 ; i < Taille (Etat_Quant)) faire :
vect_courant = Etat Quant[i]. vect;
nouv_vect = vect courant ;

Qbit_cible = vect_courant [Pos_QbitCible] ;
Si (Qbit_cible ='0")
] nouv_param = Etat Quant [ i ] . param ;

Sinon
-Im_ nouv_param = - Etat Quant[i]. param ;
Fin Si
Nouv_EtatBase = Etat Base (nouv_param, nouv_vect) ;
Etat_Qt_Resultat. Ajouter (Nouv_EtatBase);
Fin Pour
Return (Etat_Qt_Resultat) ;
Fin
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| Etat_Quantique CNot (Etat_Quant : Etat_Quantique, Pos_QbitControl: entier, Pos_QbitCible :
 entier)

‘ Debut

Pos_QbitCible = Pos_QbitCible —1 ;
Pos_QbitControle = Pos_QbitControle — 1 ;
Pour (i=0; i< Taille (Etat_Quant)) faire :
nouv_par = Etat Quant [i]. param ;
vect_courant = Etat Quant[i]. vect;
Qbit_Controle = vect_courant [Pos_QbitControl] ;
Si (Qbit_Controle ='0")
nouv_vect = vect courant;
inon
Qbit_cible= vect_courant [Pos_QbitCible] ;
Si (Qbit_cible="0")
nouv_vect = vect_courant [0, Pos_QbitCible];
nouv_vect =nouv_vect+'1';
nouv_vect = nouv_vect + vect_courant [ Pos_QbitCible + 1, Taille (vect_courant) ];
Sinon
nouv_vect = vect_courant [0, Pos_QbitCible];
nouv_vect =nouv_vect+'l';
nouv_vect = nouv_vect + vect_courant [ Pos_QbitCible + 1, Taille (vect_courant) ];
Fin Si
Fin Si
Nouv_EtatBase = Etat Base (nouv_par, nouv_vect) ;
Etat_Qt Resultat. Ajouter (Nouv_EtatBase);
Fin Pour
Return (Etat_Qt Resultat) ;

N

Fin
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- Debut
Pos_QbitCible =Pos_QbitCible -1 ;
Pour (i=0; i< Taille (Etat_Quant) ) faire :

Fin

; Etat_Quantique H (Etat_Quarit : Etat_Quantique, Pos_QbitCible : entier)

vect_courant = Etat_Quant [i ] . vect ;
nouv_vect = vect courant [0, Pos_QbitCible];
nouv_vect_0 = nouv_vect +'0' ;
nouv_vect_l =nouv_vect +'1';
nouv_vect_0 = nouv_vect + vect_courant [Pos_QbitCible + 1, Taille (vect_courant)];
nouv_vect_1 = nouv_vect + vect_courant [Pos_QbitCible + 1, Taille (vect_courant) ];
Qbit_cible = vect_courant [Pos_QbitCible] ;
Si (QbitCible = '0")
Nouv_EtatBase 0 = Etat Base (Etat_Quant [i] . par/ sqrt(2), nouv_vect 0) ;
Nouv_EtatBase 1= Etat Base (Etat Quant[i]. par/ sqrt(2), nouv_vect 1) ;
Sinon

Nouv_EtatBase 0= Etat_Base (Etat_Quant [i]. par / sqrt(2), nouv_vect 0) ;
Nouv_EtatBase_1 = Etat Base (-Etat Quant[i]. par/ sqrt(2), nouv_vect 1) ;

Fin Si
Etat Qt_Resultat. Ajouter (Nouv_EtatBase 0);
Etat Qt_Resultat. Ajouter (Nouv_EtatBase 1);

Fin Pour
Return (Etat_Qt Resultat) ;

2. Exemples illustratifs : Supposant que I’état initial du Qubit Psi est le suivant :

[Psi) = 0,360 >+ 0,93 | 1>

2.1. Correction d’erreurs de type X (Bit-flip)

4+ Création de I’état initial de Qbit :

IPsi)= 0,36 |0>+0,93 |1 >

+ Ajout des deux Qubits d’intrication:

[Psi)= 0,36 000 >+ 0,93 | 100 >

+ Application de la porte CNot (1, 2):

| Psi ) = 0,36 000>+ 0,93 110 >
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Application de la porte CNot (1, 3):
| Psi) = 0,36 ] 000 >+ 0,93 | 111>
Injecter une Erreur X sur le premier Qubit :
| Psi) = 0,36 100 >+ 0,93 [011 >

Ajout des deux Qubits du syndrome:

| Psi)= 0.36]10000 >+ 0.93 01100 >
Application de la porte CNot 1, 4:

[Psi)= 0.36]10010 >+ 0.93 [01100 >
Application de la porte CNot 2, 4):

|Psi)= 0.36]10010 >+ 0.93 [01110 >
Application de la porte CNot (2; 5):

|Psi) = 0.36]10010> +0.93 [01111 >
Application de la porte CNot @3, 5):

|Psi) = 0.36|10010 >+ 0.93 01110 >
Mesurer les deux Qubit ( Qs ,0Q5):

Resultat de mesure = 10, donc erreur de type X1

La correction : appliquer la porte X(1)

[Psi) = 0.36]00010 >+ 0.93 [11110 >
Suppression des deux Qubits du syndrome:

| Psi )= 0.36 | 000>+ 0.93 [111 >
Application de la porte CNot (1, 2):

|Psi) = 0.36]000>+0.93 | 101 >
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2.2

Application de la porte CNot (1, 3):

|Psi) = 0.36]000>+0.93]100 >

I

(0.36 10> +0.93 |1>) (00>

Correction d’erreurs de type Z (Phase-flip)

Création de I’état initial de Qbit :
[Psi)= 0,36 | 0>+0,93| 1>

Ajout des deux Qubits d’intrication:
IPsi) = 0,36 | 000 >+ 0,93 | 100 >
Application de la porte CNot (1, 2):
| Psi) =0,36 | 000 >+ 0,93 | 110 >
Application de la porte CNot (1, 3):
|Psi)= 0,36 000 >+0,93|111>
Application de la porte H (1):
[Psi) = 0,25]000 >+ 0,25 | 100 > + 0,66 |011>-0,66]111 >
Application de la porte H (2):
IPsi) =0,18000>+0,18 010>+ 0,18 [100>+0,18|110> +
0,46 1001 >-0,46 | 011 > -0,46 | 101 >+0,46(111>

Application de la porte H (3):
[Psi) = 0,46 [ 000 > -0,20 | 001 > -0,20 [010>+0,46 [ 011> -0,20 [100 >

+0,46[101>+0,46|110>-0,20| 111 >
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+ Injecter une Erreur Z sur le deuxiéme Qubit :
[Psi) = 0,46 | 000 > -0,20 | 001 > +0,20 |010>-0,46] 011> - 0,20 (100 >
0,46 [101>-0,46 110> +0,20 [ 111 >

4 Application de la porte H (1):
[Psi) =0,18 | 000 > + 0,46 | 100>+ 0,18 | 001 >-0,461101>-0,18 010 >
+0,46 [110>-0,18 | 011 > -0,46 | 111 >

4+ Application de la porte H 2):
IPsi) = 0,25 [ 010 >+ 0,66 | 100 > + 0,25]011>-0,66] 101 >

+  Application de la porte H 3):
[Psi) = 0,36 | 010 > + 0,93 | 101 >
+ Ajout des deux Qubits du syndrome :

[Psi) = 0,36 | 01000 >+ 0,93 | 10100 >

4+ Application de la porte CNot (1, 4):

[Psi) = 0,36 | 01000 > + 0,93 | 10110 >
+ Application de la porte CNot (2, 4):

[Psi) = 0,36 01010 > + 0,93 [10110 >
+ Application de la porte CNot 2, 5):

IPsi) = 0,36 | 01011 > + 0,93 | 10110 >
+ Application de la porte CNot @3, 5):

[Psi) = 0,36 01011 >+ 0,93 | 10111 >
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+  Mesurer les deux Qubit (Q4 ,Qq):
Résultat de mesure = 11, donc erreur de type X2
4 La correction : appliquer la porte X(2)
[Psi) = 0.36/00011 >+ 0.93 [11111>
4 Suppression des deux Qubits du syndrome:

| Psi) = 0.36[000>+0.93| 111>

4+ Application de la porte CNot {,2):
[Psi) = 0.36]000>+0.93 [101 >

4+ Application de la porte CNot (1, 3):

|Psi) = 0.36]000>+0.93]100 >

Il

(0.36 0>+ 0.93 |1>) (00 >

2.3. Correction d’erreurs de type X et Z (Shor):

+ Création de I’état initial de Qbit :

[Psi) = 0,36 |0>+0,93|1>
+ Ajout des Qubits d’intrication :

IPsi) = 0,36 [000000000> + 0,93 [100000000>
+ Application de la porte CNot (1, 4):

IPsi) = 0,36 [000000000> + 0,93 [100100000>
+  Application de la porte CNot 1, 7:

IPsi) = 0,36 |000000000> + 0,93 [100100100>

Page 46



Chapitre 4 : Approche proposée

+ Application de la porte H (1):

[Psi) = 0,25 1000000000> + 0,25 [100000000> + 0,66 [000100100> -

0,66 [100100100>

+ Application de la porte H (4):
[Psi) = 0,18 [000000000> + 0,18 [000100000> + 0,18 |100000000> +
0,18 {100100000> + 0,46 [000000100> -0,46 [000100100> -
0,46 [100000100> + 0,46 [100100100>
+ Application de la porte H (7):
IPsi) = 0,46 [000000000> + 0,20 |000000100> + 0,20 [000100000> +
0,46 1000100100> + 0,20 |]100000000> + 0,46 |100000100> +
0,46 [100100000> -0,20 [100100100>
+ Application des portes : CNot (1, 2), CNot (1, 3), CNot (4, 5), CNot (4, 6), CNot (7,
8), CNot (7, 9):
[Psi) = 0,46 [000000000> -0,20 [000000111>-0,20 [000111000> +
0,46 1000111111>-0,20 [111000000> + 0,46 |111000111> +
0,46 [111111000> -0,20 [111111111>
+ Injecter une Erreur X sur le premier Qubit et une autre erreur de type Z sur

le quatriéme Qubit :
[Psi) = 0,46 |100000000> -0,20 [100000111> + 0,20 [100111000> +

0,46 [100111111>-0,20 |011000000> + 0,46 |011000111> -

0,46 [011111000> + 0,20 [011111111>
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+ Ajout des Qubits des syndromes :
IPsi) = 0,46 {10000000000000000> + 0,20 {10000011100000000> +
0,20 |10011100000000000> - 0,46 [10011111100000000> -
0,20 |01100000000000000> + 0,46/01100011100000000> -
0,46 |01111100000000000> + 0,20 |01111111100000000>
+ Application de la porte CNot (1, 10) :
[Psi) = 0,46 (10000000010000000> + 0,20 [10000011110000000> +
0,20 [10011100010000000> -0,46 |10011111110000000> -
0,20 |01100000000000000=> + 0,46/01100011100000000> -
0,46 [01111100000000000> + 0,20 [01111111100000000>
+ Application de la porte CNot (2, 10):
IPsi) = 0,46/10000000010000000> -+ 0,20 |10000011110000000> +
0,20 |10011100010000000> -0,46 |10011111110000000> -
0,20 |01100000010000000> + 0,46 [01100011110000000> -
0,46 [01111100010000000> + 0,20 [01111111110000000>
+ Application de la porte CNot (2, 11):
[Psi) = 0,46 [10000000010000000> +0,20 [10000011110000000> +
0,20 {10011100010000000> -0,46 [10011111110000000> -
0,20 (0110000001 1000000> + 0,46 [01100011111000000> -

0,46 [01111100011000000> + 0,20 [01111111111000000>
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+ Application de la porte CNot (3, 11):
IPsi) = 0,46 |10000000010000000> + 0,20]10000011110000000> +
0,20 [10011100010000000> - 0,46 [10011111110000000> -
0,20 [01100000010000000> + 0,46 [01100011110000000> -
0,46 |01111100010000000> + 0,20 [01111111110000000>
s + Mesurer les deux Qubit ( Q10 ,Qq1):
Résultat de mesure = 10 , donc erreur de type X1

+ La correction : appliquer la porte X(1)
[Psi) = 0,46 [00000000010000000> -+ 0,20/00000011110000000> +

- 0,20 |00011100010000000> - 0,46 100011111110000000> -
0,20 |11100000010000000> + 0,46/11100011110000000> -

0,46 |11111100010000000> + 0,20/11111111110000000>

+ Application de la porte CNot (4, 12):
[Psi) = 0,46 [00000000010000000> + 0,20 ]00000011110000000> +
0,20 |00011100010100000> - 0,46 [00011111110100000> -
0,20 |11100000010000000> + 0,46 [11100011110000000> -
0,46 [11111100010100000> + 0,20 [11111111110100000>
+ Application de la porte CNot 5, 12):

IPsi) = 0,46 ]00000000010000000> + 0,20 100000011110000000> +

0,20 /00011100010000000> - 0,46 [00011111110000000> -
0,20 [11100000010000000> + 0,46 [11100011110000000> -

0,46 [11111100010000000> -+ 0,20 [11111111110000000>

M
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+ Application de la porte CNot (5, 13):
[Psi) = 0,46 |00000000010000000> + 0,20 |00000011110000000> +
0,20 |00011100010010000> -0,46 [00011111110010000> -
0,20 [11100000010000000> + 0,46 [11100011110000000> -
0,46 [11111100010010000> + 0,20 [11111111110010000>

4+ Application de la porte CNot (6, 13):
[Psi) = 0,46 [00000000010000000> + 0,20 [00000011110000000> +
0,20 [00011100010000000> -0,46 [00011111110000000> -
0,20 [11100000010000000> + 0,46 [11100011110000000> -
0,46 [11111100010000000> + 0,20 [11111111110000000>

+ Mesurer les deux Qubit ( Q12 ,Qq3):

Résultat de mesure = 00 , donc pas de correction

+ Application de la porte CNot (7, 14):
[Psi) = 0,46 [00000000010000000> +0,20 |00000011110001000> +
0,20 100011100010000000> -0,46 [00011111110001000> -
0,20 [11100000010000000> + 0,46 [11100011110001000> -
0,46 [11111100010000000> + 0,20 [11111111110001000>

+ Application de la porte CNot (8, 14):
[Psi) = 0,46/00000000010000000> + 0,20/00000011110000000> +
0,20 /00011100010000000> -0,46 [00011111110000000> -
0,20 [11100000010000000> + 0,46 [11100011110000000> -

0,46 [11111100010000000> + 0,20 [11111111110000000>
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+ Application de la porte CNot (8, 15):
IPsi) = 0,46 |00000000010000000> + 0,20/00000011110000100> -+
0,20 |00011100010000000> -0,46 |00011111110000100> -
0,20 [11100000010000000> + 0,46/11100011110000100> -
0,46 [11111100010000000> + 0,20]11111111110000100>

+ Application de la porte CNot (9, 15):
[Psi) = 0,46 [00000000010000000> + 0,20 {00000011110000000> +
0,20 {00011100010000000> -0,46 [00011111110000000> -
0,20 [11100000010000000> + 0,46 |11100011110000000> -
0,46 |11111100010000000> + 0,20 [11111111110000000>

+ Mesurer les deux Qubit ( Q4 , Qq5) :

Résultat de mesure = 00 , donc pas de correction
+  Application des portes : CNot (1, 2), CNot (1, 3), CNot (4, 5), CNot (4, 6),
CNot (7, 8), CNot (7, 9):

[Psi) = 0,46 |00000000010000000> +0,20 [00000010010000000> +
0,20 [00010000010000000> -0,46 [00010010010000000> -
0,20 [10000000010000000> + 0,46]10000010010000000> -
0,46 [10010000010000000> + 0,20 {10010010010000000>

+ Application de la porte H (1):
[Psi) = 0,18 |00000000010000000> + 0,46 |10000000010000000> +
0,18 {00000010010000000> -0,46 |10000010010000000> -
0,18 |00010000010000000> + 0,46 |10010000010000000> -

0,18 100010010010000000> -0,46 |10010010010000000>
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+* Appl1cat10n de la porte H 4):

IPsi) = 0,25 |00010000010000000> + 0,66|10000000010000000> +
0,25 |00010010010000000> -0,66 |10000010010000000>
4+ Application de la porte H (7):
IPsi) = 0,36 |00010000010000000> + 0,93 |10000010010000000>
4+ Application de la porte CNot (1, 16):
|Psi) = 0,36 |00010000010000000> + 0,93 [10000010010000010>
4+ Application de la porte CNot 4, 16):
IPsi) = 0,36 |00010000010000010> + 0,93|10000010010000010>
+ Application de la porte CNot 4,17):
IPsi) = 0,36 |00010000010000011> -+ 0,93|10000010010000010>
+ Application de la porte CNot 7, 17):
IPsi) = 0,36 |00010000010000011> + 0,93|10000010010000011>
+ Mesurer les deux Qubit ( Q16 , Q17) :
Résultat de mesure = 11, , donc erreur de type X2
4 La correction : appliquer la porte X(2)
IPsi) = 0,36 [00000000010000011> + 0,93/10010010010000011>
4+ Suppression des deux Qubits des syndromes:
IPsi) = 0,36 [000000000> + 0,93 |100100100>
4+ Application de la porte CNot (1, 4):
[Psi) = 0,36 [000000000> + 0,93 |100000100>
4 Application de la porte CNot (1, 7):
[Psi) = 0,36 /000000000> + 0,9 3/100000000>

= (0,36]0>+0,93|1>)|00000000>

/
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Conclusion Générale

Les énormes difficultés qu’il y a a préserver les Qbits des influences du milieu
environnant représentent ’entrave majeure a la réalisation d’un prototype d’ordinateur
quantique. Le probléme est si aigu que la solution n’est nullement écartée de I’adoption

d’un protocole massif de corrections d’erreurs.

La correction automatique d’erreurs quantiques se fait sur le méme principe qu’en
théorie classique de 1’information en recourant 3 des Qbits supplémentaires qui créent la
redondance nécessaire. Toutefois le probléme se complique en théorie quantique du fait
que le clonage pur et simple est impossible. On ne peut donc vérifier I'information

quantique portée par un état en la comparant a celle contenue dans plusieurs copies.

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a Ialgorithme de Shor. Dans un premier
temps, nous avons présenté une étude de cette solution. Ensuite, on a proposé une
implémentation avec des exemples d’application. L’idée de base est la concaténation de
deux codages a trois Qbits basés sur la répétition quantique. Cet algorithme permet la
correction des erreurs de types X, Y et Z. Comme ces trois opérateurs, dits groupe de pauli,
constituent une base de ’espace des matrices unitaires, n’importe quelle anomalie est donc

corrigeable.

En termes de performance, cet algorithme est trés efficace dans la correction. Mais, il
nécessite I’utilisation de huit Qbits supplémentaires. Des recherches plus récentes ont
donné naissance a des solutions plus optimales dites codes stabilisateurs. Elles sont basées
principalement sur I’algébre des opérateurs de Pauli. Cela constitue un sujet trés intéressant

pour les prochaines promotions.
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