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Chapitre 1

Introduction générale

L'idée émise selon laquelle le vide est exempt de matière, sans interaction et incapable de

créer de la matière à partir de rien a changé depuis l'avènement de la mécanique quantique.

La théorie des trous a en outre modifié profondément cette vision et le vide devient non

vide puisqu'en perpétuellement se créent et disparaissent des particules sans laisser de traces.

Ainsi d'après D.Bohm, le vide n'est pas un "vacuum" mais un "plénum" réellement actif.

Néanmoins ce vide quantique qui décrit une réqlité virtuelle d'un monde inaccessible ou en-

core d'une mer impénétrable pose quelques problèmes malgré qu'il a permis de prédire plusieurs

faits expérimentaux dont le plus important est l'existence du positron.

Ce vide constitué donc de particules virtuelles, peut avoir ainsi des effets sur le monde qui

nous entoure. Par exemple l'énergie et la charge d'un électron d'un noyau, sont continuellement

modifiées.

Du point de vue théorique, l'élaboration de la théorie quantique des champs a été nécessaire

pour décrire cette interaction entre ces deux mondes réel et virtuel.

Quantitativement, dans la description il apparaît des infinis ou divergences. La renormali-

sation en les éliminant a permis ainsi d'obtenir des résultats finis et de plus précis, conformes

aux valeurs expérimentales.

Parmi les processus qui sont été assez étudiés dans le cadre de la théorie des champs citons

celui de la création de paire d'électron-positron, de la polarisation du vide, ...

Le plus simple est le processus de création de paire.

A notre connaissance c'est Schwinger [4] (1951) qui l'a considéré pour la 1ère fois.
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Il a montré qu'en perturbant le vide par un champ extérieur la paire crée a une certaine

probabilité.

Concrètement cette probabilité se détermine à partir de la partie imaginaire de l'action

effective en considérant d'abord l'amplitude (vide - vide).

Notons au passage que la création d'une paire, nécessite un champ électrique supérieur à

la valeur critique Ec = i~~3~ 1.3 X lO16V /em.
Généralement, le calcul de l'amplitude en mécanique quantique utilise l'intensité du champ

commeparamètre pour justifier la série de perturbation. Cependant lorsque le champ est intense

la convergencede la série n'est plus assurée et le traitement doit être non perturbatif.

Le but de ce mémoire est d'étudier une fois de plus ce processus en utilisant l'équation de

Feschbach et Villars F-V(1/2) relative à la particule de spin 1/2.

Cette équation F-V(1/2) qui se construit à partir de l'équation de Dirac a fait l'objet

récemment de plusieurs études [2] , [19]

De type Schrodinger et matricielle [1],elle a été établie afin de corriger le défaut de la non

positivité de la densité de probabilité de l'équation de K-G.

L'espace associé cependant n'est plus hilbertien.

Nous nous proposons dans ce mémoire, de faire la comparaison de l'équation de F-V(1/2)

avec celle de Dirac.

Pour cela nous étudions le processus de création des particules F-V(1/2) en calculant les

probabilités. De plus pour nous assurer que nos calculs sont corrects, nous les testés en consi-

dérant trois approches différentes :

- cellede Schwinger basée sur l'action effective.

- celle de Ayoma basée sur la détermination de la fonction de Green.

- et celle de NiKishov basée sur la détermination des coefficients de Bogoliubov.

L'étude du même processus pour le cas du spil).0, par l'équation F-V(O) construite à partir

de celle de Klein Gordon a fait récemment l'objet d'un mémoire [5]. Il en ressort que F-V(O)et

K-G ont le même comportement et donnent les mêmes résultats pour des processus physiques.

Ce mémoire composé de 4 parties a encore le même objectif que celui réalisé pour F-V(O).

L'équation F-V(1/2) est d'abord construite à partir de celle de Dirac et les éléments utiles

sont donnés au chap.2.
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Au chap.3, nous adaptons la technique de Schwingerà l'équation F-V(1/2).Le champ 'l/JFVl/2

est traité non pas comme un scalaire mais comme une variable de Grassmann. A partir de la

partie imaginaire de l'action effective la probabilité est calculée pour certaines interactions.

Au chapAle processus de création est reconsidéré encore par la formulation à 8 composantes

de F-V(1/2). Cette fois ci nous suivons la méthode de Aoyama [8]basée sur la détermination

de la fonction de Green.

Au chap.5, le champ de F-V(1/2) à 8 composantes est quantifié et la probabilité de création

est calculée en passant par la détermination des coefficients de Bogoliubov. Nous adaptons la

technique de Nikishov à F-V (1/2) en utilisant pour les opérateurs les relations d'anticommu-

tations.

Enfin le comportement dans le processus de création de paire, de l'équation de F-V (1/2)

vis à vis de l'équation de Dirac est analysé dans la conclusion de ce mémoire.



Chapitre 2

Formalisme de Feshbach - Villars spin

1/2

2.1 Introduction

Il est connu depuis longtemps que pour décrire la dynamique des particules relativistes de

spin 0 il faut utiliser l'équation de Klein-Gordon (K-G). Cependant en formant l'équation de

continuité à partir de cette équation du 2ème ordr~ / temps, il a été constaté une densité non

toujours positive. Cette difficulté a pu être contournée par Dirac en linéarisant l'équation de

K-G pour établir son équation qui est du 1èr ordre/temps. La positivité de la densité étant

rétablie, il a fallu par ailleurs pour réinterpréter les états négatifs la compléter par la théorie

des trous.

En constatant qu'une équation du 1èr ordre/temps conduit à une densité positive, Feshbach

et Villars (F-V) en (1958) ([1]) a obtenu et ce à partir de l'équation de K-G, une équation de

type Schrodinger ou plutôt de type Dirac puisqu'elle est matricielle. Sa formulation utilise 2

composantes exprimées à partir de la solution de l'équation de K-G qu'il a réinterprétée en

termes de charges en changeant la définition de la norme de la mécanique standard. L'espace

n'est pas par conséquent un espace de Hilbert.

Cette équation de F-V ayant déjà fait l'objet d'un certain nombre de travaux, nous nous

proposonsdans ce chapitre de donner ses éléments essentiels relatifs à une particule de spin 1/2

qui nous seront utiles par la suite.
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2.2 L'équation de Feshbach- Villars spin 1/2

Partons de l'équation de Dirac:

(iFJ1-DJ1- - m) \lID = 0,

7

(2.1)

où: DJ1- = 8J1-+ ieAJ1-, et donnons la forme quadratique.

Multiplions à gauche l'équation de Dirac par l'opérateur (-if>" D>..- m) en réarrangeant le
développement. Il vient

(2.2)

Utilisons la relation facile à montrer

(2.3)

ainsi que le résultat du commutateur

(2.4)

Comme le terme

(2.5)

est un terme de couplage spin-champ.

Ainsi nous obtenons l'équation de type quadratique

(2.6)

Où \liD a 4 composantes et 14 est la matrice unité. F est le tenseur électromagnétique défini

par FJ1-v = 8J1-Av - 8vAJ1- avec aJ1-V = ~ [,J1-, TV] .

L'avantage de cette équation est qu'elle est du 2ème ordre (2.6) et ressemble à l'équation

de K-G mais avec un terme de couplage (spin-champ) a.F en plus.
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Choisissons la représentation suivante (Weyl) pour les matrices

8

(2.7)

Séparons ce qui est temporel de ce qui spatial

ainsi que le terme de couplage

~
Le champ électrique E apparaît

(2.8)

(2.9)

~~),-O"E
(2.10)

dans le 1èr terme tandis que pour le 2ème terme nos avons

= 2iL "(yiFij
i#j

grâce à l'anti symétrie du tenseur Fij .

Nous aboutissons (2.6) à 2 équations:

(D~12 - ~12 +ied (E +iË) +m212) Wb= 0,

(D~b- ~12 -ied (E -iË) +m212) 'II£) = 0,

où sous forme condensée (2.14)

(D~b- ~b :l: iecl (E :l:Ë) +m212) w~ = o.

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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Procédons de la même manière que F-V pour linéariser cette équation quadratique.

Introduisons les spineurs définis comme suit

9

w, ~ ( :: ) ~ ~ ( :: ~ :~::: ) .

wt] = ( <Pt] ) = ~ (. W_ + ~Do\ll. - ) ,
Wt] V2 \li _ - ~ Do \li -

nous obtenons 2 équations matricielles de type Schrodinger

i%t \lI~ = H~\lI~,

i~\lit] = Ht]\lIt],

où

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

H~= ( 1
-1

(2.19)

(2.20)
(

1 1) 1 (~ -t (-t -t) )Ht] = @ 2m -D b - ie 0" E - iB + m (73 @ 12) + eAo14 ,
-1 -1

sont les 2 hamiltoniens .

Ces 2 équations peuvent être rassemblées en une seule à l'aide du produit direct @.

Alors l'équation de F-V relative à une particule de spin 1/2, dont il est question dans ce

mémoire est la suivante

Avec

Hpv! = (73+i72)@ 2~ [-D214+~0"I-tVFl-tv] +m(73@14)+eAo18,

l'hamiltonien de F-V(1/2) .

( 0 1) (0 -i) (1 0)71 = 1 0 ,72 = i 0 ,73 = 0 -1 '

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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les matrices d'isospin et Œx, Œy, Œz les matrices de Pauli habituelles.

'lJFV1/2 est un spineur à 8 composantes.

Notons que H = T 4H+T 4.

Par conséquent HFV! n'est pas hermitique comme dans le cas du spin 0 et l'espace de
2

solutions est aussi un pseudo-Hilbertien dans lequel on définit la norme des vecteurs par

('lJI'lJ) = J d3x'lJ(x)'lJ(x).

Par ailleurs si on définit le spineur adjoint

avec

'lJç - ('lJ1,'lJ2,'1J3,'lJ4)T

'lJ1) ('lJs, 'lI6, 'lJ7, 'lJsf

les fonctions d'ondes avec 4-composantes .

L'équation de continuité

op '7.' 0
f)t+vJ= ,

est encore vérifiée pour l'équation de F-V (1/2) .

Avec

p la densité de charge

e [- --t --t_ ] e-
j = -.- 'lIO \J'lJ - \J'lJO 'lJ - -A'lJO 'li

2'l,m m'

le courant de charge.

Nous avons noté par

et

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)
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Dans l'opération conjugaison de charge, les règles de transformations sont pour

- les spineurs

- la densité de charge

P ----t Pc = -p,

- et le courant

j ---t je = j.

L'interprétation est donc la suivante

- \li' décrit les particules de charge (+) .

- \li' c décrit les particules de charge (-) .

Il

(2.33)

(2.34)

(2.35)

2.3 Découplage des 8 composantes de Feshbach-Villars :

Pour des problèmes à une dimension, les hamiltoniens Ht;, H7J en présence d'un potentiel

scalaire V (x) s'écrivent

(2.36)

(2.37)

le terme :I:ieTl dV~x) étant l'interaction du spin avec le champ électrique.

Avec Hf; nous pouvons voir que nous avons Uri système d'équations différentielles couplées

[2]
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[
d2 2 ] ~Wa. dV (x)

--2 + 2m + 2meV (x) - 2mE \lf1- -d 2 - te d (\lf2 + \lf4) = 0,
~ x. x

~\lf2 [~2 ]' dV (x)- dx2 + - dx2 + 2m - 2meV (x) + 2mE: W4- ie dx ('l'I + 'l'a) = O.

Par soustraction des équations (2.38) , (2.40) et (2.39) , (2.41)

,T, ,T, [E - eV (X)] (,T, ,T,)~2-~4= ------- ~2+~4.
m

Et en remplaçant (2.42) et (2.43) dans (2.38) , (2.39) , (2.40) , (2.41) nous avons

Ou bien encore en posant

et en faisant la somme et la différence des équations (2.44) et (2.45) nous obtenons

12

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)
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[
d? 2. dV(X)]
dx2 + [E - eV (x)] - m2 + ~e dx w€ (x) = 0,

[
d? 2 dV (x)]
dx2 + [E - eV (x)] - m2

- ie dx wg (x) = o.
En procédant de la même manière pour H'7 nous obtenons les équations couplées

[
d? 2 ] d?W7. dV (x)

- dx2 + 2m + 2meV (x) - 2mE W5- dx2 + ~e dx (W6+ ws) = 0,

[
d? 2 ] d?ws. dV (x)

- dx2 + 2m + 2meV (x) - 2mE W6- dx2 + ~e dx (W5+ W7) = 0,

Par soustraction de (2.50) , (2.52) et (2.51) , (2.,53)

[
E - eV (X)]W6- Ws = m (W6+ Ws),

et en reportant comme avant (2.54),(2.55) dans (2.50),(2.51),(2.52) ,(2.53)

[
d? [ (2 2] . dV (x)dx2 + E - eV x)] - m ('li 5 + 'li7) - ~e dx ('li 6 + 'lis) = 0,

[
d? [ (2 2] . dV (x)dx2+ E-eV x)] -m (W6+WS)-~e dx (W5+W7)=0,

et en faisant la différence et la somme entre (2.56) et (2.57) en posant

13

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2,55)

(2.56)

(2.57)



2.4 Fonction de Green pour F-V1/2 pour un potentiel saclaire

nous obtenons des équations similaires que celles relatives à Hf;

[cP 2 dV (X)]
dx2 + [E - eV (x)J - m2

- ie dx '1'~(X) = 0,
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(2.58)

(2.59)

(2.60)

[d~' + [E - eV (x)I' - m' + iedV~x)] "'~ (x) ~ o. (2.61)

C'est ainsi que séparément les 4 composantes ('1'1, '1'2, '1'3, '1'4) et ('1'5, '1'6'1'7, '1'8) sont solu-
tions de 2 groupes de 4 équations couplées.

Dans chaque groupe, le terme de couplage -ie ( d'1X») se modifie en +ie ( d'1X») .

2.4 Fonction de Green pout F-V1/2 pour un potentiel

saclaire

Il est utile de connaître la fonction de Green pour l'équation de F-V(I/2) .

Construisons directement cette fonction de Green pour un potentiel scalaire.
Allégeons l'écriture en posant

(2.62)

la matrice 8x8 et en remarquant au passage que

(2.63)

et

(2.64)

Alors pour A = 0
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et symboliquement la fonction de Green est définie par :

,
~

GFV! = [ •. ( )]'
2 E - HFv +e

comme

~GFVl =R----.---
"2 [E-HFV(+e)) R'

où R est l'opérateur conjugué de [E - HFV (+e)] , dane ce cas

15

(2.65)

(2.66)

(2.67)

Comme

et que

GFV! =
2

i [E+HFV(-e)]
[E - HFV (+e)) [E+HFV (-e)]

i [E+ !fFV (-e))
E2 + E [HFV (-e) - HFV (+e)] - HH +' (2.68)

(2.69)

2 e 1 2HFv (+e) HFV (-e) = P + 2(J/L
V
F/Lv + 2m [eV, P ] 1]+ +m2 - e2V 2, (2.70)

il vient (2.68)

GFv!2

où nous avons noté par

i[E+HFV(-e))
(E - eV)2 - P 2 - £(JJW F - m2 - ...l..[eV P 2] '11+2 /LV 2m'"

i [E+H(-e))
~ 1 'OD - 2m [eV, P 2] 1]+

(2.71)

(2.72)

l'opérateur relatif à l'équation quadratique de Dirac.
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Comme:
A A -1 A -1 A

GDGD = GD GD = 1,

et

Gpv! se reécrit encore comme suit:
2

Notons par:

et utilisons le développement

16

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

1 21_ X = 1+ X + X + , IXI ~ 1, (2~77)

qui se réduit dans notre cas exactement à 2 termes à cause de la propriété de 1]+ ,

1 _ 1 Ô-1~ [ V P 2] +
1- Ô-1...L [eV P 2] '11+ - + D 2m e, 1],

D 2m ' .,

Gpv! devient alors
2

(2.78)

Gpv! -
2

i [E +Hpv (-e)] [1+ ~ÔD1 [eV,P 2] 1]+]
ÔD

Il est facile de voir que

A -1 1 [ 2] + A -1 1 [ A -1]GD 2m eV,P 1] GD = 2m eV,GD ,

et (2.79) que

GpV! = i [E +Hpv (-e)] [ÔÏ;I + 2~ [eV, ÔÏ;I] 1]+] .
Comme (2.81) se décompose en 2 termes

(2.80)

(2.81)
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i [E + HFV (-e)] ÔÏ}

~ 1 i [ )2 2] + ~ 1 i +- i[E+m(T3014)-eV]0i) +2m (E-eV -m "7 0i) -2m"7,

(2.82)

et que par ailleurs le second terme est donné par

alors nous obtenons à partir de (2.82) et (2.83) l'expression symbolique de la fonction de Green:

i + . [ ( ) ] ~ 1 i [( )2 2] + ~ 1GFV~ = -2m"7 +t E+m T3014 -eV 0i) + 2m E-eV -m "7 0i)

+2~ [E+m(T3014) -eV] [ev,.Ôi)l] "7+, (2.84)

composée (2.84) de 2 parties, une partie purement relativiste et irrégulière et une 2ème partie

régulière.

Choisissons la base de configuration pour la rèprésentation de la fonction de Green.

Dans cette base, nous avons

(Xb IGFV~1xa) = - 2~ "7+ (Xb Ixa) + (Xb li [E + m (T3 014) - eV] Ôi)ll Xa)

+2~ (Xbl[(E-eV)2-m2] "7+Ôi)lIXa)

+2~ (Xb I[E+m(T3 014) - eV] [eV,Ôi)l] "7+1 Xa)

- - 2~ "7+8 (Xb - xa) +i [E - eV (b) + m (T3 014)] "7+GD

+2~ "7+ [(E - eV)2 - m2] GD

+ 2~ [E + m (T3 (14) - eV (b)] (Xb 1 [eV, Ôi)l] 1 Xa) "7+. (2.85)

Comme
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et en remplaçant (2.86) dans (2.85)
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(2.87)

En posant:

. 1
- 1, [E - eV (b) +m (73 @ 14)] + 2m (E2 - m2

- eE (V (b) - V (a))] 1]+

1+2m (e2V (b) V (a) +m (eV (b) - eV (a)) (73 @ 14)]

U (Xb) U (xa) ,

nous obtenons l'expression finale de la fonction de Green (2.88) pour l'équation de F-V(1/2)

dans l'espace de configuartion.

(2.88)

Remarquons que la forme obtenue est la même que celle de F-V(O) [3] .

Le changement se situe au riÏveau de GD qui remplace GKG et de 1]+ = (73 + i72) @ 12

Dans cette partie nous avons donné les éléments essentiels relatifs à une particule F-V de

spin 1/2 qui nous seront utiles par la suite.



Chapitre 3

Probabilité de création de paires de

particules avec spin lY2 suivant la

technique de Schwinger

1

3.1 Amplitude (vide - vide) et' l'action effective

Le problème de création de paires de particules à partir du vide par un champ extérieur est

l'un des processus les mieux étudiés en théorie qu~ntique des champs. C'est Schwinger (1951)

qui considéra pour la 1ère fois de manière quantitative [4]ce processus. Il montra que lorsque

le vide est perturbé par un champ extérieur, il existe une certaine probabilité de création de

paires. Cette probabilité se détermine à partir du' calcul de l'action effective ou plutôt de sa,
partie imaginaire.

Dans ce chapitre, nous nous proposons d'étudier encore cette instabilité du vide en calculant

la probabilité de création de paires de particules.

Le vide nous le perturbons par des champs ntin quantifiés ou classiques en choisissant les

champs suivants:

- un champ électrique constant.

- et un champ électromagnétique.

Notons que les probabilités de création de paires de particules de K-G ( spin 0) et de
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Dirac ( spin 1/2 ) pour de tels champs ont été déjà déterminées. Pour des particules décrites

par l'équation de F-V (0) [5]il a été montré que les probabilités sont que les mêmes que celle

décrites par l'équation de K-G.

Dans ce chapitre, il est question aussi de l'équation de F-V mais cette fois çi de particules

où le mouvement est décrit par l'équation de F-V relative au spin !.
L'équation de F-V(1/2), rappelons le a été construite à partir de l'équation de Dirac et a 8

composantes alors que l'équation de Dirac n'en a que 4. De plus de par sa forme quadratique,

F-V(1/2) est plus proche de l'équation de K-G que de Dirac.

Notre but dans cette partie est

- d'étudier le comportement de l'équation de F-V(1/2) vis à vis du processus de création.

- et de voir s'il faut traiter le champ de F-V(1/2) à 8 composantes comme un champ

fermionique ou comme un champ bosonique.

L'outil de cette étude est l'amplitude (vide - vide).

3.1.1 Amplitude (vide - vide) en mécanique quantique non relati-

viste

Pour un système physique régi par un hamiltonien H, l'amplitude de transition de l'état

Xi à l'état xf, est définie par l'élément de matrice de l'opérateur d'évolution dans l'espace des

configurations :

A l'aide de l'action classique

ltf '
S [x] = ti dt.c (x, x,) ,

cette amplitude devient suivant la formulation intégrale de chemins.

K(Xf,tf,Xi,ti) = J VxexpiS[x].

En utilisant la décomposition bien connue

(3.1)

(3.2)

(3.3)
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n
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(3.4)

nous voyons que nous pouvons extraire les fonctions propres <Pn (x) ainsi que les valeurs propres

En de H.

Si nous faisons T = tf - ti --+ 00 et à l'aide d'une simple rotation de Wick T --+ -iT nous

pouvons voir que l'amplitude de transition (vide - vide) est dominée par l'énergie la plus basse

Eo figurant dans la série .

Ainsi donc

Alors

Amp( vide - vide) T~oo NJ 'Dx exp iS [x].

(3.5)

(3.6)

3.1.2 Amplitude (vide - vide) en mécanique quantique relativiste

Précédemment nous avons montré comment déterminer l'amplitude (vide - vide) en mé-

canique quantique non relativiste.

En mécanique quantique relativiste pour une particule de spin 1/2 décrite par un champ

chargé'l/J de Dirac (de Grassmann).

Cette amplitude se détermine en partant de la densité lagrangienne [7]

£, = WÔw,

où

est l'opérateur associé à l'équation de Dirac.

En intégrant sur tout l'espace, nous obtenons le lagrangien L

(3.7)

(3.8)

(3.9)
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et l'amplitude (vide - vide) est donnée dans ce cas par
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Amp(vide - vide) = J V'!!V'!!exp{il: dt L(,!!, '!!,8,.'!!,8,.'!!)}. (3.10)

Notons içi que l'intégration sur t porte sur tout l'intervalle -00 à +00 et par conséquent

cette forme est la même que donnée précédemment dans le cadre de la mécanique quantique

non relativiste .

Pour calculer cette amplitude, considérons les fonctions 'l/Jn (x) fonctions propres de ÔD

formant une base orthogonale

J d4x <Pn(x) <Pm(x) = 8nm,
et développons le champ '!! (x) sur cette base

(3.11)

(3.12)

'!! La,n<Pn, (3.13)
n

'ÎJ - La:niPm. (3,14)
n

Alors

Amp( vide - vide) - NJ If da; lJ da; exp { i?,; llna~À.J d'x;;'. (x)<pm(x) } ,

Il\n
n

NdetÔ, (3.15)

oùN est une constante de normalisation qui sera fixée ultérieurement.

Le résultat essentiel est que le calcul de l'amplitude (vide - vide) se ramène simplement

au calcul d'un déterminant.

Pour un champ scalaire (spinO)l'amplitude se calcule de la même manière sauf qu'il faut

dans ce cas inverser le déterminant

det ÔD -t 1/ det ÔKC. (3.16)
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3.1.3 Amplitude (vide - vide) pour l'équation de F-V(1/2)
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Aprés cette présentation succinte du calcul de l'amplitude, passons au calcul de l'amplitude

lorsque l'équation est maintenant celle de F-V(1/2).

Pour le champ de F-V(1/2), la densité lagrangienne est donnée

I,PV1/2 = iiiJ;P+ 2~ (V - ieX) iiJ1]+(V - ieX) 'l/J~ 4~ 1]+(I/lVF/lviiJ'l/J-eV (x) iiJ'l/J-m 1ÎJ(r3 014) 'l/J.

(3.17)

Sa forme

(3.18)

ressemble à celle de Dirac.

L'opérateur

est associé à l'équation de F-V(1/2)

L'amplitude (vide - vide) pour F-V(1/2) est donc

Amp(vide - vide) - J TJ1ÎJ1J'l/Jexp [iJ d4xI,pv1/2]

- N det ÔPV1/2•

où nous avons supposé que 'l/Jpv, est Grassmannien.
1/2

Dans l'opération conjugaison de charge C = (rI 0,°).

L'amplitude reste ainsi égale à

Amp( vide - vide) = N det ÔP'V1/2 '

où

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)



3.1 Amplitude (vide - vide) et l'action effective:

Cette amplitude est aussi égale à

Amp(vide - vide) - N detÔFv1/2

- N exp (ln det ÔFV1/2 )

- N exp [~ tr ln (ÔFV1/2 Ô~Vl/2)] .

La constante N peut être ajustée par le cas libre.

Ainsi l'amplitude (vide - vide) [4] , [6]est donnée par

A
[

li Ît + 2~fJ2"1+ - m (73@14) ]= exp -tr n 2 •

iÎt + 2~ (fJ - ieA) "1+ - 4':nTJ+(}"/LVF/LV - eV (x) 18- m (73 @ 14)

Avec la conjugaison de charge elle devient

24

(3.23)

(3.24)

Faisons le produit par (3.24) et (3.25), en utilisant l'égalité

Alors

où nous avons posé le terme

TJ+A (x, :x) [ev (x), 2~ (fJ- ieAr] 1

= -2~~+[2(~~):x+ (~~)l

(3.26)

(3.27)

(3~28)
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qui est fonction du potentiel V (x). Sachant que pour la matrice est "1+= (T3 + iT2) 0 b et que

"1+2= 0, nous avons respectivement

tr"1+ - 0

tr 7]+2 = 0

tr 7]+3 = 0

tr 7]+n - ' O.

Nous voyons que

A2 = exp [_ trin -i-Nt + '\72-2
m2

] ,
, (i~-eV)2+('\7-ieÂ) -m2_~CTJLIIFJLII

est une expression indépendante de l'isospin.

Nous remarquons maintenant que nous avons z

- au numérateur: le noyau relatif à l'équation de K-G.

- au dénominateur: le noyau relatif à l'équation quadratique de Dirac.

3.1.4 Action effective pour les particules de F-V (1/2)

L'action effective Sef! se définie à partir de l'amplitude (Vide - Vide)

Amp (Vide - V ide) = exp iSef!,

qui, dans notre cas est donnée par

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

Cette action effective s'exprime encore par la trace ou ce qui revient au même par la somme

des éléments diagonaux de l'opérateur ÔPV1/2

i (+oo dT J'A
Sef! = -"2 Jo T dx(x lexp(-iOT)1 x), (3.33)
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Il est plus approprié de représenter le ln par une différence de 2 exponentielles grâce à la

formule suivante

Ainsi

A r+oo dT
ln B = Jo T [expiflT - exp iAT] , (3.34)

(3.36)

r. '••••

p2 - m2 1+00 dT 'T 2 ['T(p2 A)2 (e ) 'TP2]ln 2 = _e-t m'et -e exp -i-TaP.v Fp.v - et .'
(P2 - eA) - ~ap.vFp.v - m2 0 T 2

(3.35)

Dans ce cas

S = r+oo
dT e-iTm2 [eiT(p2_eA)2 exp (-i~TaP.V F. ) _ eiTP2]

eff Jo T . 2 p.v .

Finalement, nous voyons dans l'expression de l'~mplitude (vide - vide) obtenue pour l'équa-

tion de F-V(1/2) :

- qu'il n'y a pas de matrices'relatives aux}sospins.
/' '.~ c ~~ \ ;

- que sa forme est ident~que à celle que' donlwnait l'équation de Dirac.. . - \

'\ (- \
• ',", f

Pour illustrer le calcul~eJ'amplitude vidErvide, faisons des applications.
l .-.(-
'\ ~:." . ," .•/

3.2 Applications

3.2.1 Cas d'une onde électromagnétique uniforme

Pour un champ éléctromagnétique constant où E Il B , l'intéraction spin-champ est

Le calcul de la trace est simple. Il est égal à

tr exp ( - ~ieTaP.V Fp.v) = 4 cosh (eET) cos (eBT) .

Par conséquent (3.36)

Sef! = 41+00

d: e-iTm2 [cosh (eET) cos (eBT) eiT(p2_eA)2 _ eiTP2] .

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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Notons qu'il ne reste que les éléments diagonaux à calculer

Pour cela éliminons l'opérateur P en passant à la représentation de Fourier

27

(3.40)

1 'k(xIk) = _e-t x
(2'lli '

aprés un calcul de gaussiennes (3.40) il vient

(klx) = _l_e+ikx

; (2'lli
(3.41)

(3.42)

Notons que c'est l'expression à 4 dimensions du propagateur relatif au cas libre (avec x = xl)

Il nous reste tr eiT(P-eA)2.

Choisissons la jauge

AI' = (-Ex,O,O,By).

Comme

alors

.PoP", (2 2 2 2) .PpP", 'PI/PZ (2 2 2 2) .PI/Pz- _et•E Px - e E X e-t .• E - e-t•B Py + e B Y et•B,

et aprés quelques manipulations

et en tenant compte de l'Eqs. (3.43) , (3.44) et (3.41) , et de la relation

<5[x/a] = lai <5(x) , nous obtenons

(3.43)

(3.44)

(3.45)
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La 1ère et 2ème trace se calculent en passan~ à la représentation intégrale de chemins

relative à l'oscillateur harmonique:

tre-iT(P;+e2B2y2) = i__
2 sin (leEI T)'

Finalement nous obtenons avec (3.46) et (3.47)dans (3.45)

(3.46)

(3.47)

iT(P-eA)2 i \eElleEI
tr e = 167f2sinh (leEI T) sin (leEI T) , (3.48)

et par conséquent en combinant (3.39) , (3.42) , et (3.48) , l'action effective est égale pour ce cas

à

1 r+oo dT . 2 [ 1]Sef! = 47f2iJo Te-,m T leElleEI coth (leEI T) cot (leEI T) - T2 .

- Calcul de la probabilité de création

(3.49)

Ayant déterminé l'action effective, la probabil~té de création de paires totale s'exprime en

fonction de Sef!

Pcreat l-I(OoutIOin)12

- 1- exp (-2 lm Sef!)

~ 2lmSeff

~ -i (Seff. - S;ff) . (3.50)

Changeons T en -T, alors Pcreat.devient une intégrale étendue à tout l'intervalle -00

à+oo

1 1+00
dT . 2 [ 1 ]Pcreat= - 87f2i -00 re-,m T leElleEI c:th (leEI T) cot (leEI T) - T2 .

L'intégrant a des singularités ou des pôles simples: 0 et :f:1;~1(n = 1,2,3, .... ).

(3.51)

-,-----------
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En choisissant un contour fermé C = 1/2cercle +axe réel, cette intégrale devient d'après

le théorème de résidus une série infinie de termes. :En calculant les résidus relativement à ces

pôles l'expression de la probabilité est la suivante ,

e21EBI 00 1 ( , lB') (1rm2)nPcreat = 41r2 ~;:;: coth n1rïEj exp -'eEI
Etudions cette expression

(3.52)

- Pour un chaIIlp magnétique pur E=O Nous voyons que Pcreat = O.

Cela veut dire qu'il ne peut y avoir de processu,sde création de paires de particules lorsque
1

. le vide est perturbé par un champ magnétique seul.

Le champ électrique combiné au champ magriétique conduit par contre au processus de

création de paires et l'expression de la probabilité (3.52) se trouve la modifiée.

- Cas d' un chaIIlp électrique pur B=O La probablité dans ce cas n'est pas nulle

(3.53)

3.2.2 Cas d'un champ électrique constant

Calcul de l'action effective

Revenons à l'éq (3.39) et prenons un champ électrique avec la jauge suivante

AI' = (Ao, Ax) = (-EX, 0).

Le terme de couplage spin-champ est simple dan ce cas

1.--'teuJLV F = eE'V°'Vl.2 p.v. 1 1

Alors il facile de voir que

trexp (-~ieTUJLVFJLv) '= 2cosh(eET),

et que (3.36) et (3.56)

J _

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)
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Pour x = xl les traces se calculent par l'intermédiaire des propagateurs libres

'Tp2 '1tret =--
41rT

et de l'oscillateur harmonique (3.46)
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(3.58)

leEI _iT(p2_e2E2X2)= --tre '"
21r ' '

leEI
41r sinh (leEI T) .

(3.59)

D'où l'action effective dans ce cas (3.57) , (3.58) et (3.59)

1 r+oo dT '2 [ 1]Seff = 21r Jo Te-tm T leEI coth (leEI T) - T .

Calcul de la probabilité de création

Dans ce cas la probabilité s'obtient.

Changeons T en -T et utilisons (3.50) alors

(3.60)

(3.61)

et suivant le théoreme des résidus en choisissant un contour fermé =1/2 cercle de rayon 00+

l'axe réel cette intégrale se calcule.

C'est ainsi qu'en pertubant le vide par un champ électrique il existe une probabilité de

création de de paires de particules. Son expression est donné e par la série suivante

\eEI 00 l' (1rm2)n
PE creat = 21r ~;:;: exp -\eE\ (3.62)

Cette expression est identiquement la même que celle obtenue par des particules de Dirac.

Pour conclure, dans ce chapitre nous nous sotnmes basé pour le calcul de la probabilité

de création de paires pour des particules de F-V (1/2). Suivant la technique de Schwinger qui

utilise l'action effective pour déterminer l'amplitude (Vide - Vide).

Cette technique devient principalement un calcul de

- déterminant pour un champ fermionique.

- et de l'inverse du déterminant pour un cham:pbosonique.
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La conclusionque nous pouvons tirer de ce chapitre est que le champ de F-V(1/2) doit être

grassmannien et non un champ scalaire.

Bien que la description dans la théorie de F-V(1/2) [19]suppose qu'il n'y a pas de mer

de Dirac, le choix du déterminant (detÔFv1/2) et non de l'inverse (1/ detÔFv1/2), exprime

la nécessité d'utiliser indirectement le principe d'exclusion de Pauli sinon les expressions des

probabilités ne seraient pas physiques.

Le résultat essentiel de ce chapitre est que le cramp 'l/JFV 1/2 se comporte comme celeui de

Dirac et doit par conséquent de type Grassmann.;

Enfin nous avons illustré la technique par le ~alculs de probabilité en perturbant le vide

par des champs extérieurs simples.



Chapitre 4

Création de paires suivant la technique

de Ayoama:

4.1 Introduction

Il existe une autre méthode donnée par Aoyama basée sur la fonction de Green et les formes

asymptotiques des fonctions d'onde permettant de mieux comprendre le processus de création.

Par cette technique le processus de création des particules de K-G a été illustré par Aoyama

en déterminant les probabilités de création d'une I?aire,de 2 paires, de 3 paires et donc de

toutes les paires. Pour des particules de Dirac la f~rmulation n'a pas été faite.

Le but de ce chapitre est d'étudier par cette nouvelle méthode la probabilité relative au

processus de création de paires de particules décrites par des fonctions d'onde à 8 composantes
1

via le formalisme de F-V (1/2) et de la comparer à celle donnée par l'équation de Dirac. Le

vide étant perturbé par une force ou potentiel de type scalaire.

Pour cela, il nous faut en premier lieu reformuler la technique de Aoyoma pour l'équation

spinorielle de F-V (1/2) à 8 composantes décrivant les particules de spin (1/2) et en second

lieu tenir compte dans la formulation, du principe 'd'exclusion de Pauli qui limite le processus

de création pour des particules de spin (1/2) à uniquement 1 paire si les particules sont dans

le même état quantique.
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4.2 Création de paires de particules pour F-V spin(1/2)

Considérons un potentiel scalaire V (x) ne dép~ndant que d'une seule variable x avec pour

forme à x = ::1:00

lim V(x) = V ,
x-++oo

Hm V(x) = o.
x~-oo

(4.1)

où

La fonction d'onde solution de l'équation de F~V (1/2) est :

1 .
\li (-;P t) = __ e-i(wt-:-p.lX.l) 0 U (p)

, ~: ' (4.2)

(4.3)

Sachant que les fonctions d'onde de F-V (1/2) dans le cas du spin ~ sont définies par

\li') (x, t) =

\lIdx, t)

\li 2 (x,t)

\lI3 (x, t)

\lI4(x,t)

\lis (x, t)

\lI6 (x, t)

\lI7 (x, t)

\lis (x, t)

1
v/2

1
-v/2

<I>1 + * (Ît + ieV) <I>1

<I>2 + * (Ît + ieV) <]>2

<I>1 - * (Ît + ieV) <I>1

<I>2 - * (Ît + ieV) <I>2

<I>3 + * (Ît + ieV) <I>3

<I>4 + * (Ît + ieV) <I>4

<I>3 - * (Ît + ieV) <I>3

<I>4 - * (Ît + ieV) <I>4

(4.4)

(4.5)

ou encore sous la forme de 2 composantes :

(
\lIj(X,t)) 1 (<I>k;+*(Ît+ieV)<I>k)

\lIj+2(X,t) = v/2 <I>k'-*CBt+ieV)<I>k '
où le couple (j ,k) prendre les valeurs suivantes

(j ,k) = {(l, 1) , (2,2) , (5,3) , (6, 4)} .

Les 8 composantes de F-V (1/2) ont été découplées dans la section 3 du 1 chapitre.

(4.6)

(4.7)
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Suivant le potentiel scalaire qui est définit selohs la Fig (1) .

V(x)i

Fig.1 Potentiel scalaire V (x)

Les équations (2.48) , (2.49) et (2.60) , (2.61) ont ainsi la forme suivante

[- ::2 +U (x)] \]! (x) = 0,

avec

x
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(4.8)

U (x) = ml - [w - eV (x)]2

\]!d (x) étant relié à \]! s (x) par

m2 = m2 +p2 +p2, ~ y z. (4.9)

1

,T, ( ) _ w - eV (x) ,T, ( )
'J<'d X - 2' 'J<'s X •m.

Notons que les équations (4.8) sont de type Schrodinger

avec
82

H = - 8x2 +U (x), et À = 0,

et elles possèdent

(4.10)

(4.11)

(4.12)
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1)- 2 solutions pour ml - [w - eVo]2 (O.

2)- une seule solution ml - [w - eV'Q]2)0 .

• Pour ml - [w - eV'Q]2 (0, les solutions relath:es à l'équation de F-V (1/2) se comportent

comme suit:

et

Pour x))O

VJi (x) = V(~1l")3 [A e-ip+x + Bi éip+x] e-i(wt-p.l.X.l)U+ (w),

Pour x((O

ni •. (x) = _1_ [Co e-ip-x +D. ,e+ip-x] e+i(wt-p.l.X.lJu_ (w).
'Pt V(21l")3 t t

Les quantités p~, U~ (w) désignant des limites

u~(w) = lim U (x,w),
x-+~oo

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)u (x,w) = _1_ [m -t-w - eV (x)],
v2m m - w + eV (x)

est un spineur (i = 1,2 étant l'indice relatif aux 2 ;solutions).

Il existe en tout 4 coefficients A, Bi, Gi et Di pour chaque solution.

Il est clair que si l'on choisit 2 indépendants, alors les 2 restants sont en fonctions de ces 2

choisis.

Notons par S le lien qui existe entre ces coefficients

(4.18)

Cette matrice S est unitaire (S S+ = S+ S == 1) et peut être exprimée au moyen de 3

paramètres Q;, f3 ,'Y.

Avec la conservation de courants nous obtenons 2 relations pour les coefficients A, Bi,
Gi,et Di et par ailleurs, grâce à l'orthonormalisatiçm des fonctions d'onde nous avons
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Avec la forme suivante pour S

S = ~ ( e+ia cosh,B e+~-Ysinh,B ) ,
V P+ e-i-y sinh,B, e-~acosh,B

nous obtenons ainsi A, Bi, Ci et Di

36

(4.19)

(4.20)

(4.21)

Al
1 eia

BI =0 Cl
1 1 ei(a+-y)

- ...j2p+ cosh ,B
, ,

...j2p+
, DI------ ...j2p+ coth,B ,

A2
1 ei(a+-y)

B2
1

C2 =0
1 eia

(4.22)- ...j2p+ coth,B
,

...j2p+
, D2=----...j2p+ cosh,B

• Pour ml - [w - evo]2)O, la forme de la solution est

avec

Notons que

lim VJ3(x) - o.
x-+oo

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Ayant introduit les 3 paramètres, a,,B ,1 pour décrire la physique (la matrice S), passons

à la détermination de la fonction de Green ou bien l'amplitude de probabilité de trouver la

particule au point (X2, t2) sachant qu'elle était au point (XI, tl)'

Les fonctions d'onde aux points (X2, t2 ) et (Xl, td sont reliées par

VJ (X2, t2) = J dxlG (X2, t2XI, tl) VJ (XI, tl) .

Soient lep~») les états propres de Hpv

(4.26)
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Par analogie à la mécanique quantique non relativiste, décomposons l'état à l'instant tl sur

la base des l<p~»)se qui donne
(4.27)

n,é

Où les C~é) (td dépendent du temps

(4.28)

La fonction d'onde 'l/J (X2, t2) dans le formalisme de Feshbach-Villars se déduit ainsi de la

fonction d'onde à tl

(4.29)

Nous obtenons alors l'expression de la fonction de Green sous forme d'une série en ondes

partielles

n,é

Les états sont içi des états de diffusion.

La fonction de Green de F-V (1/2) à 8 composantes s'écrit alors

G(X2,t2\XI,tl) = [1dw['l/JI,w(X)1/JI,w(X)+VJ2,w(X)1/J2,w(X)] +1dw'l/J3,w (X)1/J3,w (x)

+ (w -4 -w, e -4 -e)] 014 (4.31)

Or d'aprés (4.23) , 1dw 'l/J3,w(x) 1/J3,w(x).

L'expression de la foction de Green est finalement

(4.32)

G (X2, t2lxI, td = 1~Gw (X2, Xl) [e-iw(t2-t1)U+ (w) U_ (w) + eiw(t2-t1)V+ (w) V_ (w)] 014

(4.33)

où
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lIé); .
Gw (x2,xd = ~ ~~h(3e-t(P+x2-P-xü,

v"",p+ v "",p- ços

est exprimée en fonction des paramètres introduits précédemment.

Concrètement faisons une application.

Choisissons le potentiel "smooth" V (x) suivant

VO( X)V (x) = - 1+ than- ,
2 2r

VO et r étant 2 constantes positives .

Il faut d'abord résoudre les équations (2.48) e~ (2.49) .

Pour eelà changeons de variable x ~ y défini comme suit :

(x E ]-00, +oo[ ~ Y E ]0, 1D.
Les équations (2.48) et (2.49) deviennent alors

~y2 (1_ y)2 d
2
w{ (y) + ~y (1- y) (1_ 2y) dw{ (y) +

~ ~ ~, ~

[( 2 2 .eVO ]+ E+eVOy-eVO) -m+t7y(1-y) w€(y)=O,

~ 2 (1 _ )2 ~wt (y) +~ (1- ) (1 _ 2 ) d'lit (y) +
r2 y y dy2 r2 y ,Y Y dy

+ [(E + eVOy - eVO? ~ m2
- ie~y (1 - y)] 'lit (y) = 0,

y = 0,1,00 sont des singularités pour ces 2 équations.

Effectuons encore le changement sur les fonctions d'onde

w€ (y) = yIJ(1- ,y)/Jf (y),

38

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)
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Nous obtenons des équations familières de type hypergéométriques qu'on sait résoudre

(4.37) , (4.38)

Y (1- y) d'Jy~Y) + [(2v + 1) - Y (2v + 21'+ 2)11fd~) - [ (1'+v +~)' - ~l]J(y) ~ 0,

, (4.41)

y(l-y) d':y~) + [(2v+ 1) - y(2v +21'+ 2)Jd~~) - [(1'+ v+ D2 -1] g(y) = 0,
(4.42)

(4.43)

avec
112= r2 [m2 - (E - evo)2] ,

J..l2= r2 [m2 - E2] ,

v~= 1- 4r2e2vo2 + 4irevo,

v~= 1- 4r2e2V~ - 4irevo.

En comparant les équations avec les équations relatives au cas du spin 0, nous voyons qu'il

apparait une partie imaginaire dans l'expression dans v~ et v~ qui est dûe à l'effet de spin.

Ces termes n'apparaissent pas, dans les équations (4.41) et (4.42) relatives au

cas du spin (0) [9].

La solution générale des équations (4.41) et (4.42) suivant [10] est

\lié (y) = ClyV (1 - y)IL 2Fl (J..l+ li + ~., V;, J..l+ li +~+ v; , 1+ 211,Y) +

cv ( )/Jo . ( 1 VI 1 VI )+ l2Y- 1-y 2Fl J..l-1I+2+2,J..l-1I+2-"2,1-211,y ,

\lId ( ) v ( )/Jo ( 1 ' V2 1 V2 )ç y = Dly 1- Y 2Fl J..l+ li + 2 + "2' J..l+ li + 2 - "2'1+ 211,Y +

v ( )/Jo ( 1 V2 1 V2 )+ D12y- 1- Y 2 FI J..l- li + 2 - 2' J..l- li + 2 + "2' 1- 211,Y ,

où Cl, C12, Dl, D12 sont des constantes.

Choisissons les solutions régulières à l'origine y = 0 .

Alors

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)
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Les solutions des équations (2.60) et (2.61) sont similaires aux solutions des équations (4.46)

et (4.47) , donc

'l'~(y) = ~yll (1 - y)IL 2Fl (J.L + 1/+ ~+ ~~, J.L+ 1/+ ~ - V;, 1 + 21/,Y) ,
d ( ) Il ( )J1. ( 1 VI 1 VI )'l'71 Y = D2y 1 - Y 2Fl J.L+ 1/+ 2 - 2' J.L+ 1/+ 2 + "2' 1 + 21/,Y ,

où ~, ~ sont des constantes.

Etudions le comportement asymptotique .

Utilisons d'abord la relation suivante

(4.48)

(4.49)

2Fl(a,b,e,y) - A2F1(a,b,a+b+e+1,1-y)+

B (l_yt-a-
b 2Fde-a,e-b,e-a-b+1,1-y), (4.50)

avec
A= r(e)r(e-a-b) B= r(e)r(a+b-e),

r(e-a)r(e-b) " r(a)r(b)

qui dans notre cas pour 'l'{ (y) ,'l't (y) les constantes sont

(4.51)

A _ r (21/+ 1) r (-2J.L) B _ r (21/+ 1) r (2J.L)
S - r (1/- J.L+ ~ + T) r (1/- J.L+ ~ - T) , S - r (J.L + 1/+ ~ - T) r (J.L + 1/+ ~ + T) ,

(4.52)

A
d
= r(21/+1)r(-2J.L) B

d
= r(21/+1)r(2J.L)

r (1/- J.L+ ~ - ¥) r (1/- J.L+ ~ + ¥) , r (J.L + 1/+ ~ + ¥) r (J.L + 1/+ ~ - ¥) .
(4.53)

Pour x -+ -00 , y -+ 1 et (1 - y) ~exp(x/r). Nous avons les comportements suivants à

::1:00

{
'l' (x) = N e-iP+xe-i(wt-pJ..xJ.)x->+oo
'l' (x)x->_oo = N [A e-ip-x +:B e+ip_x] e-i(wt-p J.'XJ.) ,

et par comparaison avec (4.22), les éléments de la 'matrice S sont alors

+' If;. Pe t"( sinh(3 =. -=B,
, P+
1

. .If;-e-w cosh (3= . -A.
1 P+

(4.54)

(4.55)

(4.56)
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(4.57)

(4.58)

(4.59)

Nous avons ainsi pour le choix de la forme du potentiel (smooth) déterminé complètement

la matrice S.
Passons au calcul de l'amplitude de la probabilité de création de paires .

Pour cela suivons Aoyama pour définir l'amplitude pour des particules de F-V (1/2) sca-

laires en changeant 'lFien 'ÎJIdans la définition [8]

1 1 ,- ,,+-+ (" +-+ ( )A (PbP2) = i .dCf dCfwdx , t) an G x, t lx, t) an' W2 x, t
E E'

où ~ et ~' représentent 2 surfaces situées à x ,» et x'« ,dCf = dt dy dz , dCf' = dt' dy'

dz' leurs éléments de surface .
+-+ --t f-

L'opérateur désigne an = a - a .

Prenons les fonctions d'ondes 'ÎJI (x', t') et W2'(X, t) données par

- 1 1 " '(wt' , ) -WI (x', t') = ~ ~_e-tp+x et -P.L'X.L U_ (w),
V(21r)3.j2P+ :

1 1 -: '(wt )W2 (x, t) = ----- e+tp+x e-t -P.L'X.L U+ (w),
V(21r)3.j2P-

et intégrons sur les 2 surfaces .

La particule étant dans l'état (WI,PI) et l'anti particule dans l'état (W2,P2) alors l'amplitude

de création d'une paire et à partir de (4.57) aprés un calcul simple est

(4.60)

Les 2 fonctions 0 apparaissant expriment que de l'énergie et de l'impulsion se conservent.

La probabilité de création étant définie à partir une somme sur le carré du module de

l'amplitude

P (w,P.l) = J IA(WI,p,W2,P2)\2 dw2 dp2.1,

qui dans notre cas est égale à

p (w,p~) ~ J 15(w, - Wl) 5' (p,~ - Pa) :~:,lJ1'dw, dp,~,
Remplaçons (02) par la forme intégrale [7]

J ~ [21r0(WI - W2)]2 = J 1tJ ~ 21r0 (WI - W2),

(4.61)

(4.62)

(4.63)
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et faisons la mêm chose pour le 2ème 82 afin d'avoir une probabilité par unité temps et par

unité de volume.

Içi elle est égale à

P (w,P-L) = Ic:~~~12
P+ r (e - a) r (e - b)
p_r(e)r(e-a-b)

En utilisant quelques propriétés connues de la fonctions d'Euler

r(l+x)=xr(x),

Ir (iy)1 = J y Si:hny'

nous obtenons finalement la probabilité de création

p S = cosh 2nr (p+ - p-) --'-cosh 2nr (p+ + p-) .
p, cosh (2nre va) - cash 2nr (p+ + p_)

4.2.1 Cas particuliers

l-potentiel barrière

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

{
va

V (x) rv 0

Faisons tendre r -+ O.

si x)O

si x(O
(4.70)

Aprés quelques manipulations (4.69), nous obtenons
,

-n r-->O 4p+p_
rp,s -+ .2 2'

(p+ +p_) - (eVQ)
(4.71)
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2-Champ électrique const~t

Faisons tendre r -t 00 , alors dans ce cas

où
1

Ps';::;j : ,
p, 1-exp [- e~;(m2 +pD]

avec
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(4.72)

(4.73)

(4.74)
, 2

Tl' 1 ml.p+ ~ evo - w ., 2 lT •
, evo

La probabilité relative à la création d'une paire dans l'état (p, s) est donnée par [12]

fi
P rv p

P,S - 1-' fl
p
'

avec

flp = exp [- e~ (rr2 +pi)] .

(4.75)

(4.76)

Désignons en outre par Cp,S la probabilité relative pour qu'aucune paire ne soit créer dans

l'état (p, s). La règle de composition des probabili~és nous permet d'écrire l'égalité suivante

(4.77)

Par ailleurs la probabilité pour que le vide reste vide est donnée par

exp (-2 ImSeff) = IICp,s
P,S

et par conséquent

1=II1,+Ps
p,s , P,

- exp [- L ln (1 +Pp,s )] ,

p,s

2ImSeff = LIn (1+ Pp,~ ),
;

P,S

~ (2~)3 J d~pl. J dw ln (1 + Pp,s ) .

(4.78)

(4.79)
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Pour pouvoir intégrer sur W,Py et Pz, développons en série la quantité ln (1+ Pp,s ) dans
(4.75) il vient

J dw J d? +00 1; ( m2 + p2 + p2)
2ImSeff= 21r (2:fI;;;:~xp -n1r e~ z,

et nous obtenons le résultat final connu de Schwinger

e2E2 +00 1 ( m2)
2 ImSeff = --3 ~ 2 exp -n1r-E '

81r ~ n : e

qui est celui de Schwinger.

4.2.2 Création de N paires

(4.81)

Commençons par la création de 2 paires. Nous devons construire la fonction de Green à 4

points [13] , [14]comme nous il a été fait précédemment. Dans ce cas la fonction de Green est

(4.82)

Notons içi que la définition de Aoyama a été qlodifiée par un signe (-) pour tenir compte

de l'antisymétrie lors de la permutation de 2 fermions (principe de Pauli).

L'amplitude de la création de 2 paires est oHtenue par la projection de Xl = x2 « O,et

x3 = x4» O.

L'amplitude de la création de 2 paires est donc

et son carré est

IA21
2 = SlS2 {82 (0) 8 (W1 - W3) 8 (W2 -,W4) + 82 (0) 8 (W1 - W4) 8 (W2 - W3)

-28 (0) 8 (W1 - W3) 8 (W2 - w3),8 (W1 - W4) 8 (W2 - W3)} . (4.84)

Suivant la même démarche que celle faite pour:K-G par Aoyama l'amplitude de la création

de n - paires est égale à

lI _
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où i l'V n représente les particules et i = 1+n l'V 2n représente les anti-particules.

La somme est étendue à toutes les permutations a possibles .
!

En prenant son carré, la probabilité de création de n paires est

[2::il{j (Wi - Wa(n+i)) c:::i .J' [I:il{j (Wj - Wa'(n+j)) c::~aj.J
a i=I Pt ! a' j=I PJ

n

- L L Il(-lt+l S (Wi) {j (Wi ~ Wa(n+i)) {j (Wi - Wa'(n+i))
a a' i=l

n

- L L Il(-lt+l S (Wi) {j (Wi + Wa(n+i)) {j (Wa(n+i) - Wa'(n+i))
a a' i=l

n

- L L Il(-lt+l S (Wi) {j (Wi ~ Wa(n+i)) {j (Wa(n+i) - Wa"(n+i))
a a' i=l
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(4.85)

(4.86)

et devient égale à

(4.87)

J_

Pour conclure :

Nous avons étudié par cette 2ème approche la probabilité de création de paires de particules

de spin 1/2 à partir du vide en considérant le formalisme de Feshbach-Villars à 8 composantes.

Il a fallu changer d'abord la formulation des particules de K-G donnée par Ayoama pour

l'adapter aux particules de F-V (1/2) et effectuer ensuite des calculs de probabilité de création

d'une paire pour un vide perturbé par un potentiel de type smooth.

Les cas limites du potentiel step et du champ ;électrique constant ont été aussi considérés.

Le résultat principal auquel nous avons abouti est le suivant :

Les probabilités de création de paires de particules de F-V (1/2) sont exactement les mêmes

que celles relatives aux particules de Dirac.
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Chapitre 5

Méthode de Bogoliubov pour F-V(1/2)

5.1 Introduction

En théorie des champs, l'interaction est en général, considérée comme une perturbation et

l'amplitude de probabilité ainsi est calculée à différents ordres de cette perturbation.

Schématiquement suivant Feynman, ces ordres sont représentés chacun par un diagramme.

Certaines interactions, cependant, ne nécessitep.tpas un traitement perturbatif puisque les

amplitudes peuvent être déterminées exactement grâce à la méthode de Bogoliubov.

Le but de ce chapitre est de voir techniquement cette méthode, lorsque les interactions

extérieures choisiescomme le champ électrique statique ainsi que la barrière step sont appliquées

sur le vide pour créer des particules F-V(1/2), si la:probabilité de création est identique à celle

relative aux particules de Dirac.

Il est nécessaire pour cela de déterminer d'abord les états "in" et "out" et ensuite effectuer

la transformation de Bogoliubov pour extraire des coefficients qui entrent en jeu dans le calcul

des amplitudes de probabilité de création de paire13de particules et de la probabilité pour que

le vide reste vide [15]' [16]' [17]

Quantifions d'abord le champ.
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5.2 Quantification d'un champ de Feshbach-Villars
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Pour calculer la probabilité de création de paites il faut adapter la formulation à l'équation

de F-V (1/2). Pour cela il faut quantifier le champ de F-V.

Donnons d'abord la solution générale de l'équation de F-V libre

(5.1)

Eliminons les opérateurs de cette équation par l'intermédiare de la transformée de Fourier

'lT(x) = (2:)2 J d4k eikx 'ÎJ (k) ,

Nous obtenons pour 'ÎJ (k) l'équation

[ko- :~~+-m(T,01<l] ,ji(k)~O,

dont la solution est la suivante

(5.2)

(5.3)

(5.4)

Intégrons sur ka composante du 4-vecteur k. J;;echamp se décompose alors comme suit

avec W-+ - VJ2. +m2 etk -

1 ['m +W-+ ]U (w[() = 2 -+: k 0 14
Jmwk Im-w-+

k

1 [ m - w-+ ]V (w[() = 2 -+' k 0 14
Jmwk .m+w-+

k

les 2 spineurs.

Ecrivons la densité lagrangienne afin de passe'r à la quantification

(5.6)

(5.7)

(5.8)
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où 1]! € et 1]! 1) sont des spineurs à 4-composantes du vecteur

48

~ = [::J (5.9)

Les moments conjugués associés aux 2 champ~ pour F-V (1/2) sont

'.1.* ' '.1.*7f1 = to/€ ' 7f2 = -1,0/1) •

(5.11)

(5.12)

Postulons que les 2 champs ~€ et ~1) avec leurs 8 moments conjugués associés 7fi satisfont

à un instant donné t aux règles d'anti commutation suivantes

ainssi que

{~€(x, t) ,~; (x', t)} ~ 63 (x - x').

{
~ ~+ }. 3
~'7 (x, t), ~1) (x', t) = -6 (x - x') .

(5.13)

(5.14)

Suivant la procédure de quantification les 2 constantes c (f) et é (f) deviennent évidem-

ment des opérateurs qui doivent satifaire aux relations d'anti commutation suivantes

{c(f,s) ,c+ (f,s')} = (27f)3 (2wf) 655,63 (f - f'),

{é (f,s) ,é+ (f,s')} = (27f)3 (2Wf) 655,63 (f - f') ,
(5.15)

c (f) et é (f) étant respectivément des opérateurs d'annihilation et de création relatives

aux particules et aux antiparticules.

En notant:

J__
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1

1

1

c (k,s) == b ~k,s),
c' (k, s) == d1 (k, s) ,

(5.5) le champ ( opérateur içi) se décompose ~lors comme suit

avec b (k, s) et d+ (k, s) verifient

49

(5.16)

(5.17)

(5.18)

les relations d'anti comutatiollS.

Les fonctions e-ikx et eikx sont les solutions ~e fréquence positive et négative .

Il est clair que ,
1

- b (k, s) et b+ (P, SI) == représentent respectivement l'opérateur d'annihilation et

de création d'une particule.

- d (k, s) et d+ (P, SI) == représentent respectivement l'opérateur d'annihilation et

de création d'une antiparticule.

Il est évident qu'en présence d'un champ ext~rieur, la solution donnée auparavant pour le

cas libre n'est plus la même.

Elle se modifie et devient

(5.19)

avec 'l/Jts (x) et 'l/J"k s (x) des spineurs solutions de l'équation de Feshbach-Villars spin 1/2 dé-, ,

couplées [2].

L'énergie totale ainsi que la charge électrique totale sont définies par

(5.20)

J _
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(5.21)

Aprés intégration les résultats permettent de donner des significations évidentes pour les
, A A+ A A+

operateurs b-r, b-r' d-r, d-r'

E = 2:f d3k Wk (b+ (ki,s') b (1,s) + cl+(ki,s') cl(1,s)) ,
8

Q=e2:f d3k(b+ (ki,s')b(1,s) -cl+ (ki,s') cl(1,s)) ,
8

(5.22)

(5.23)

à partir de (5.22) et (5.23) nous avons

JFb+ (ïl, s') b (1,s) == FN (1,s) est le nombre total de particules

J ~ cl+(ïl, s') cl(1,s) == FN (!,s) est le nombre total d'antiparticules.

L'action de b et de cl sur le vide est donnée évidemment par

(5.24)

Etudions le processus de création .

Nous avons choisi des anticomutateurs au lieu de commutateurs pour les opérateurs (sinon

on obtiendrait un résultat négatif pour les probabilités ).

5.3 Instabilité du vide:

Choisissons une interaction représentée par un potentiel scalaire statique (Ao (z) ,0,0,0) .

Se qui implique que le vide dans ce cas est perturbé.

Posons \lf (x) = ei(wt-pxX-Pyy)'IjJ-+ (z).
k ,8

Nous obtenons une nouvelle équation pour 'IjJ-+K. (z),s

1

où

[- ::, - ["3 (z)I' + iseE (z)] ,pK" (z) ~ 0,

7f3 (z) = J7f~ (i) - ml,
7f 0 (z) = W - eAo (z) ,

(5.25)

(5.26)
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se qui implique que le vide est instable (perturbé) .

A :1:00, les solutions 'l/JK,s (z) se comportent comme suit
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avec

'l/J:x (z) 1 ,( lz
, ,)---;=== exp:::l:i P_ (z) dz ,

J2P- (z) 0

1 exp :(:l:i r P+ (z') dZ') ,
J2P+ (z) , Jo

(5.27)

(5.28)

(5.29)
P+ (z) rv 7f3 (z)z--++oo,

P_ (z) rv 7f3 (z)z--+_oo'

Nous voyons qu'il y a en tout 4 solutions. Il existe cependant 2 coefficients complexes 0: ,f3
tels que

'l/J+ = o:'l/J+tf3'l/J-,

'l/J- +f3*'l/J+ + o:*'l/J-,

(5.30)

(5.31)

les coefficients 0: , f3 vérifiant la condition _10:12 + 1f312 = 1.

Pour calculer les probabilités, il nous faut déterminons les états "in" et "out " .

Pour celà supposons que pour z)o il y a uniqrtement des particules et pour z(o des antipar-

ticules.

Nous avons alors

./,+ - ./,+
'J'out - 'f/ , (5.32)

J

et l'équations (5.30) , (5.31) deviennent

(5.33)
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1

Comme il y a incompatibilité, multiplions 'l/Jin par -J., alors
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'l/Jtn
a + 1 1 _ (5.35)-j3'l/Jout t j3'l/Jout,

'l/Jin
1 +' a* _ (5.36)- - (3* 'l/Jouti+ (3* 'l/Jout.

En posant :>. = ~ et 1-" = ~, la relation entre les états "in" et "out" devient

'l/Jtn = >''l/J"tut+ 'I-l'l/J;;ut, (5.37)

'l/Jin - -I-"*'l/J"tut:+ >'*'l/J-::Ut, (5.38)

'l/J"tut = >'*'l/J+ ; 'l/J- (5.39)in -P in'

'l/J-::Ut *'l/J+ '>.'l/J- (5.40)1-" in +, in'

avec

1>'12 + 11-"12 ~ 1, (5.41)

Il est évident qu'en présence d'un champ exterieur, la solution donnée auparavant pour le

cas libre n'est plus la même.

Donc

n

A partir de (5.37) , (5.38) et (5.41) et de la conservation de la charge

(5.42)

(5.43)

Q z= J 3 - (A + A A+ A )e d k b.....•b.r - d .....• d. r '
ln, k lfl;t l.n, k 'ln,

s

z= J 3 - (A + A A+ A )- e d k b ....•b . ....•- d ....•d ....•out, k ~ut, k out, k out, k '
s

(5.44)

on aura la relation entre les opérateurs de création. et d'annihilation des états "in"et "out"
1



5.3 Instabilité du vide:

*~' *~+
bin À bout,+ P, dout'

dt - -p,hmlt + Àdtut,

où l'indice k a été omis pour simplifier les écritures .

L'amplitude de probabilité que nous nous prqposons de calculer est:
1

Notons par conjugaison de (5.45) et (5.46) que
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(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)

b~+out

(5.48)

(5.49)

donc

(5.50)

La probabilité de création d'une paire à part~r du vide se calcule alors. Elle est égale à

Pcreat. = 1~12. (5.51)

Comme IÀI2 + 1p,12 = 1 et donc, la probabiltté pour que le vide (t = -00) reste vide à

(t = +00) est simplement égale à

(5.52)
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5.4 Applications

5.4.1 Champ électrique constant
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Pour un champ électrique constant et dirigé ~uivant l'axe (oz) décrit par le 4-potentiel

dont la jauge a été fixée par

AIL == (-Ez,O, 0, 0),

l'équation quadratique de Dirac dans ce cas s'écrit:

[
82 . ](w + eEz? + 8z2 - (Pl + m2~ + ieuEz 'l/JK,s (z) = o.

Elle prend une forme d'une équation de type parabolique

avec f (ç) = 'l/JK,s (z) et

ç - J2eE (~+e';;) ,
.1À

X - '/,2 '
À =

Pl +m2,

eE
Les solutions sont de type fonctions de Weber Dv (ç) (WPC).

En tout il exite 4 formes de solutions .

A partir du comportement asympotique de c~ fonctions [18]

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

D" (e) ~ €"exp { - ~} (~ (-~~)(~:€~)!i)n + 0 (i€1-2(N+ll) ) , larg€1(~1r (5.60)

nous tirons les fonctions 'l/J+, 'l/J+, 'l/J- et 'l/J-

'l/J+ = Dx [(1+ i) J2e~ (z + e';;)] ,
'l/J+ = Dx [(1- i) J2eE (z + e';;)] ,
'l/J- Dx. [- (1+ i) Y2eE (z + e';;)] ,
'l/J- = Dx. [- (1- i) y2eE ( z + e';;)] ,

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)
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et grâce à l'identité [18]

Dx (ç)= exp {-i1l"X} Dx (-ç) + r ~) exp { - i;X} D-x-1 (-iç)

les coefficients 0: et (3se déterminent
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(5.65)

(3

f2i_27r._l_:exp (-i~X)V Xr(-X): 2
exp (-i1l"X) . '

(5.66)

(5.67)

Dans le cas d'un champ électrique constant

Amp(Vide - Vide) = 0:*-1 (Oout 1 Oin) = 1,

donc

Amp (Vide - Vide) = (Oout lOin) = 0:* ,

d'autre part, l'action effective Self se définie à partir de l'amplitude (Vide - Vide)

Amp (Vide - Vide) = (Oohtl Oin) = expiSeff,

et

(Oout lOin) = IIo:~,
:n

dans ce cas

l'expression de Selfl/2 est la même dans le chapitr~ 3.

Alors la probabilité de création de paires est

P creat - 1-1 (Ooutl Oin) 12,
- 1-exp(-2ImSeff),

à partir de (5.72)

1 * 1 21l" .1l". ()no: = -ln- -'l-x-Inr -X
n 2 X 21

,

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)
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la forme asympotique de r (-X) est donnée [10]

( i) i """"k B2k 1-2klnr (-X) = -X - - ln (-X) + X + -ln 27f- L..,. (-1) --- (X)
2 2 i=1 2k(2k-1) ,
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(5.75)

et par conséquent en combinant (5.74) , (5.75) ,et (5.72) , l'action effective est égale pour'ce cas

à

1 r+oo dT. 2 [ 1]
Sef! = lna~ = Seff = 27fJo Te-~m T leEIcoth (leE\ T) - T . (5.76)

Changeons T en -T, alors Pcreat. devient une intégrale étendue à tout l'intervalle -00

à+oo

Pcreat = - 8~2i1:00~ e-im2T [leEI coth leEI- ~] , (5.77)

et suivant le théoreme des résidus en choisissant un contour fermé =1/2 cercle de rayon 00+

l'axe réel cette intégrale se calcule.

C'est ainsi qu'en pertubant le vide par un champ électrique il existe une probabilité de

création de de paires de particules. Son expression est donné par la série suivante

(5.78)

5.4.2 Champ électrique variable

Pour un champ électrique décrit par le potentiel

VO( Z)Ao (z) = 2 1+ tanh 2r '

devient aprés le changement de variable z --t ç

ç = (1 + exp ~) -1

Les équations (2.48)et (2.49) deviennent alors

~e(1 - ç)2 ~\Ifs (ç) + ~ç (1 _ ç) (1 _ 2ç) d\If
s (ç) +

r2 dÇ2 r2 dç

[
2 2 .eVO ]+ (E + eVOç - eVO) -:- m + t-:;:-ç (1 - ç) \Ifs (ç) = 0,

(5.79)

(5.80)

(5.81)
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1

~e(1 - ç)2 d?\lI
d (ç) + ~ç d_ç) (1 _ 2ç) d\lld (ç)+

r2 dÇ2 r2, dç
1

[ )
2 ! 2 .eVô ] d+ (E+eVôç-eVô -rr -z7ç(1-ç) \li (ç)=O,

1

Ces 2 équations admettent des singularités Plour ç = 0,1,00 .

Pour ramener cette équation a une forme co~nue, faisons le changement suivant
!

(5.82)

(5.84)

(5.83)
1

\liS (ç) = e (1 -1 Ç)" f (ç)
1
1

1

\lId (ç) = e (1 -f ç)" 9 (ç)
i

Alors nous nous ramenons à des équations de tyPe hypergéométriques, d'où (5.81) et (5.82)
!
1
1

1

W - €) li'~\€) + [(2v + 1) - € (2v + 21'+ 2)1df4€) - [ (1' +v +~)' - ~] f (€) ~ 0, (5.85)

1

W -€) d'~~€) +[(2v + 1) - €(2v+21'+2)1 d~ü - [(1' + v+~)' -1] g(ü ~ O. (5.86)
1

La solution générale [la] est '

deviennent

i
1

fI (ç) = C1Çll(1- ç)" 2F1 (J.l + 1/+ ~ ~ ~t,J.l + 1/+ ~ + ~1, 1+ 21/,ç) +
1

CIl ( )" ( 1 VI 1 VI )+ 12Ç- 1 - ç 2F1 J.l - 1/+ 2 + 12' J.l - 1/+ 2 - 2"' 1 - 21/,ç ,
1

h (ç) = D1Çll(1 - ç)" 2F1 (J.l + 1/+ ~i~2,J.l+ 1/+ ~ - V;, 1+ 21/,ç) +
1

C 11 ( C)" F ( 1 V;2 1 V2 )+D12<" - 1 - <" 2 1 J.l - 1/+ 2 - 1"'J.l - 1/+ 2 + 2"' 1 - 21/,ç ,
1

où Cl, C12,Dl, D12 sont des constantes. 1

Choisissons des solutions régulières à l'originel ç = 0, il vient que

(5.87)

(5.88)

f ( ) 11 ( )" ( 1 'th 1 VI )1 ç=C1ç 1-ç 2F1 J.l+1/+2-t,J.l+1/+2+2",1+21/,ç ,
1,

(5.89)

(5.90)
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Alors les solutions des équations différentielles (5.89) et (5.90) sont respectivement sem-

blables à

91 (ç) = ~Çv (1- ç)IL2Fl (IL+ v +~+ ~2,IL+ v +~- v;, 1+ 2V,ç) ,

( ) v ( )J.I. ( 1 VI 1 VI e)
92 ç =D2ç 1-ç 2F IL+V+"2-2,IL+V+"2+2,1+2v,,,, ,

où ~ et D2 sont des constantes.

Comme il existe une relation connue entre les fonctions hypergéométriques

(5.91)

(5.92)

2Fl (a,b,e,ç) - A 2Fl (a,b,a + b+ e+ 1,1- ç) +
B (l_çt-a-b 2Fl(e-a,e-b,e-a-b+1,1-ç), (5.93)

avec

Noton que

A= r(e)r(e-a-b)
r(e-a)r(e-b)

B= r(e)r(a+b-e)
" r(a)r(b) , (5.94)

I
v= -ir,p+

IL = -i~p_ ,

e = irevo

pour calculer la probabilité il faut déterminer les états "in" et "out". Ecrivons pour cela

(5.95)

'!/Ji= N ç-irp+ (1 - ç)-irp~ 2Fl (-irp_ - irp+:- e, -irp_ - irp+ + 1+ e, 1 - 2irp+, Ç),

(5.96)

'!/J"i= N ç-irp+ (1- Çrirp- 2Fl (-irp_ - irp+:+ 1- (3, -irp_ - irp+ + e, 1-2irp+,ç)
(5.97)

'!/J+1' '!/J-2 peuvent s'obtenir à partir de '!/Ji,'!/J"i~en changeant ç par 1 - ç et p+ par p-

'!/J+l= N (1 - ç)-irp_ ç-irp+ 2Fl (-irp_ - irp+ ...l... e, -irp_ - irp+ + 1+ e, 1 - 2irp_, 1- ç) ,

(5.98)
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'l/J-2 = N (1 - Çrirp- ç-irp+ 2Fl (-irp_ - irp+ + 1 - e, -irp_ - irp+ + e,l - 2irp_,1 - ç).

(5.99)

De la même manière, à partir des Eqs (5.91) ,(5.92) on aura

'l/Jt = N ç-irp+ (1 - ç) -irp_ 2Fl (-irp_ - irp+ + 1 - e, -irp_ - irp+ + e, 1 - 2irp+, ç) ,
(5.100)

'l/J"i = N ç-irp+ (1 - ç)-irp_ 2Fl (-irp_ - irp+ - e, -irp_ - irp+ + 1+ e, 1 - 2irp+, ç) ,
(5.101)

pour avoir les états 'l/J+3,'l/J-4 en changeant ç par 1 - ç et p+ par p_, d'où

'l/J+3 = N ç-irp+ (1 - ç)-irp_ 2Fl (-irp_ - irp+ + 1 - e, -irp_ - irp+ + e, 1 - 2irp_,1 - ç),

(5.102)

'l/J-4 = N (1- ç)-irp_ ç-irp+ 2Fl (-irp_ - irp+ ~ e, -irp_ - irp+ + 1 + e, 1 - 2irp_, 1- ç),

(5.103)

(5.104)

(5.105)

(5.106)

(5.107)

où p+ et p_ sont définis dans le chapitre precedent .
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1

Donc la relation entre les états "in" et "out" e~t
i
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(5.108)

(5.109)

la même chose pour 'If;+3 et 'If;-4

Pour calculer la probabilité de création d'une paire adaptée au formalisme de F-V il faut

déterminer les coefficients a et f3

œ;. r (1- 2irp+) r (2irp_)
a = V p+ r [-ir (p+ + p_) + 1* e] r [-ir (p+ + p_) - e] ,

f3 = œ;. r (1 - 2irp+) r (2irp_) .
V p+ r [-ir (p+ + p_) + e]r [-ir (p+ + p_) 1- e]

Dans ce cas la probabilité de création est

1

P (w ) = p+ 1 r [-ir (p+ + p-) + 1+ e] r [-ir (p+ + p-) - e] 1
2

,P.l p_ r (1- 2irp+) r (2irp_) ,

(5.110)

(5.111)

(5.112)

ou encore

P (W,P.l)

i
1

i

_ p+ Ir(c-a)r(f-b)12
p_ r(c)r(c-<t-b)
cosh 21rr (p+ - Pi-) - cosh 21rr (p+ + p_)

cosh 21rreVO -: cosh 21rr (p+ + p_) ,
(5.113)

nous avons utilisé les relations connues pour les fonctions d'Euler (r (x + 1) = xr (x), Ir (iy)12 =
11" t Ir (1 .) 12 11")

ysinh(1I"Y) e 2 + ~y = cosh(1I"Y) •

1)-Champ électrique constant

En faisant r -+ 00 avec VOir égal à une constante E et l'approximation
1
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: m2
p+::: eVO - w ~ _.1.._,2evo

nous.retrouvons l'expression de la probabilité de création d'une paire

(5.114)

(5.115)
~ 1

P(w,Pl.)::: . ( m2)'
1- exp -1r:::.J.... eE

Désignons en outre par Cp,s la probabilité relative pour qu'aucune paire ne soit créer dans

l'état (p, s). La règle de composition des probabilités nous permet d'écrire l'égalité suivante

Cp,s+ Pp,s Cp,'s = 1.

Par ailleurs la probabilité pour que le vide reste vide est donnée par

exp (-2 ImSeff) = IICp,s
P,s

1II1+P
P,s P,s

- exp [- ~ln(l +Pp" )] ,

et par conséquent

2ImSeff - I)n (1+ Pp,~ ),
P,s

(5.116)

(5.117)

(5.118)

Pour pouvoir intégrer sur W,Py et pz,développons en série la quantité ln (1 + Pp,s ) , (4.75)

il vient
-1, • 12 +00. ( 2...2 2 )uw a-pl. 1 m +Py +pz

2 ImSeff = J -2 J --2 L -exp -n1r E .
1r (21r) n=l n e

et nous obtenons le résultat final connu de Schwinger

(5.119)

(5.120)
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2-la barrière step

Pour la barrière step nous retrouvons encore le résultat de l'eq. (4.71) en faisant r --t 0
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(5.121)

(1/2) sont les mêmes.

Dans ce chapitre nous avons montré commen1utiliser la méthode de Bogoliubov lorsque

nous avons affaire au formalisme de F-V (1/2).

Nous avons ainsi confirmé une nouvelle fois, p* des applications les résultats des chapitres
1

précédents à savoir que les résultats physiques donnés par les équations de Dirac et de F-V
,

1

Par ailleurs, si les probabilités obtenues sont cprrectes c'est grâce aux relations d'anticom-

mutations, c'est à dire en un mot bien que la mer de Fermi soit absente dans le formalisme de

F-V les particules (1/2) décrites sont sujettes au principe d'exclusion de Pauli.



Chapitre 6

Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons analysé les probabilités de création de paires de particules

de type F-V (1/2) suivant 3 méthodes.

En perturbant le vide par un champ extérieur, nous avons d'abord déterminé à partir de

l'action effectiveet par un calcul de trace à la Schwingerla probabilité. Cette probabilité a été

extraite de la partie imaginaire de l'action effective.

Par la 2ème méthode, nous avons déterminé la fonction de Green pour F-V(1/2). C'est

ainsi que nous avons calculé l'amplitude de probab~litéen considérant une paire, la particule et

l'antiparticule se trouvant à grande distance du lieu de détection.

Enfin par la 3èmeméthode, nous avons déterminé les états "in" et "out" et extrait les coef-

ficients de Bogoliubov pour les amplitudes. Les pr~babilités de création de paires de particules

et du vide pour qu'il reste vide ont été considéréel:i'

Dans ce mémoire, nous avons voulu voir le comportement de l'équation F-V (1/2) dans le

processus de création afin de le comparer à celui relatif à l'équation de Dirac.

Cependant, il a fallu en testant à chaque foi~ les calculs en considérant des interactions

simples comme le champ électromagnétique constant, le champ électrique constant et la barrière

de potentiel,

- trouver dans la 1ère méthode le bon choix qui est grassmannien et non scalaire pour le

champ de F-V (1/2),

- s'adapter en changeant la métrique de l'espa?e (pseudo- hilbertien) dans la 2èmeméthode

basée sur la fonction de Green,
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- et requantifier le champ F-V (1/2) pour modifier la méthode de Nikishov.
1

Enfin la conclusion que nous tirons à travers l'étude du processus de création de paires de

paires de particules F-V(1/2) est que les probabilit~ relatives à F-V(1/2) sont les mêmes que

les probabilités relatives à l'équation de Dirac. i
i

J ---'---- c
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Résumé

Le but de ce mémoire est de calculé la probabilité de création de paires via le
formalisme de Feshbach-villars pour des particules avec spin a partir du vide a
la présence d'un champ extérieur suivant troi~ approches différentes:

- Celle de Schwinger basée sur la partie imaginaire de l'action effective.
1

- Celle de Ayoma basée sur la détermination de la fonction de Green.
1

- La transformation de Bogoliuobov basée sur la détermination des états
"in" et "out". ,
Les résultats établis par chaque méthode sont !similaires à ceux déterminés par
l'équation de Dirac.
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The aim of this memory is to calculate the probability of pair creation via the
Feshbach-villars formalism for spinning particl~s from the vacuum in presence of
extemal field following three different approacBes:

- That of Schwinger based on the imaginar{r part of effective action.
- That of Ayoma based on the determinatidn of the Green function.
- The Bogoliuobov transformation based oh the determination of the states "in"

and "out". . . 1. .
The estabhshed results by every method are s1l1lllarto the one detenmned by the

Dirac equation.
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Abstract:

The aim of this memory is to calculate the probability of pair creation via the
Feshbach-villars fornlalism for spinningparticleslfrom the vacuum in presence of
external field following three different approache~ :

- That of Schwinger based on the imaginary part of effective action.
- That of Ayoma based on the determination jof the Green function.
- The Bogoliuobov transformation based on the determination of the states "in"

and "out". 1

The established results by every method ate sinlilar to the one detelmined by the

Dirac equation.

Key words: pair creation, vacuum, particle ofFleshbach-Villars,
1

Effective action, Green function.
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