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Chapitre 1

Introduction générale

L’idée émise selon laquelle le vide est exempt de matiére, sans interaction et incapable de
créer de la matiére & partir de rien a changé depuis Pavénement de la mécanique quantique.

La théorie des trous a en outre modifié¢ profondément cette vision et le vide devient non
vide puisqu’en perpétuellement se créent et disparaissent des particules sans laisser de traces.

Ainsi d’aprés D.Bohm, le vide n’est pas un "vacuum" mais un "plénum" réellement actif.

Néannioins ce vide quantique qui décrit une réalité virtuelle d’un monde inaccessible ou en-
core d’'une mer impénétrable pose quelques problénies malgré qu’il a permis de prédire plusieurs
faits expérimentaux dont le plus important est I’existence du positron.

Ce vide constitué donc de particules virtuelles, peut avoir ainsi des effets sur le monde qui
nous entoure. Par exemple Iénergie et la charge d’un électron d’un noyau, sont continuellement
modifiées.

Du point de vue théorique, 1’élaboration de la théorie quantique des champs a été nécessaire
pour décrire cette interaction entre ces deux mondes réel et virtuel.

Quantitativement, dans la description il apparait des infinis ou divergences. La renormali-
sation en les éliminant a permis ainsi d’obtenir des résultats finis et de plus précis, conformes
aux valeurs expérimentales.

Parmi les processus qui sont été assez étudiés dans le cadre de la théorie des champs citons
celui de la création de paire d’électron-positron, de la polarisation du vide, ...

Le plus simple est le processus de création de baire.

A notre connaissance c’est Schwinger [4] (1951) qui I’a considéré pour la lére fois.
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Il a montré qu’en perturbant le vide par un champ extérieur la paire crée a une certaine
probabilité.
Concrétement cette probabilité se détermine a partir de la partie imaginaire de ’action

effective en considérant d’abord 1’amplitude (vide — vide).

Notons au passage que la création d’une paire, nécessite un champ électrique supérieur a

2.3

la valeur critique E, = 5& ~ 1.3 x 10'%V/em.

Généralement, le calcul de I’amplitude en mécénique quantique utilise I'intensité du champ
comme parameétre pour justifier la série de perturbation. Cependant lorsque le champ est intense
la convergence de la série n’est plus assurée et le traitement doit étre non perturbatif.

Le but de ce mémoire est d’étudier une fois de plus ce processus en utilisant ’équation de
Feschbach et Villars F-V(1/2) relative 4 la particule de spin 1/2.

Cette équation F-V(1/2) qui se construit a partir de ’équation de Dirac a fait 'objet
récemment de plusieurs études [2] , [19)

De type Schrodinger et matricielle [1], elle a été établie afin de corriger le défaut de la non
positivité de la densité de probabilité de I’équation de K-G.

L’espace associé cependant n’est plus hilbertien.

Nous nous proposons dans ce mémoire, de faire la comparaison de I’équation de F-V(1/2)
avec celle de Dirac.

Pour cela nous étudions le processus de création des particules F-V(1/2) en calculant les
probabilités. De plus pour nous assurer que nos calculs sont corrects, nous les testés en consi-
dérant trois approches différentes :

- celle de Schwinger basée sur ’action effective.

- celle de Ayoma basée sur la détermination de la fonction de Green.

- et celle de NiKishov basée sur la détermination des coeflicients de Bogoliubov.

L’étude du méme processus pour le cas du spiﬁ 0, par I’équation F-V(0) construite a partir
de celle de Klein Gordon a fait récemment ’objet d’'un mémoire [5]. Il en ressort que F-V(0) et
K-G ont le méme comportement et donnent les mémes résultats pour des processus physiques.

Ce mémoire composé de 4 parties a encore le méme objectif que celui réalisé pour F-V(0).

L’équation F-V(1/2) est d’abord construite & partir de celle de Dirac et les éléments utiles

sont donnés au chap.2.



Au chap.3, nous adaptons la technique de Schwinger a1’équation F-V(1/2).Le champ ¥ pyy /2
est traité non pas comme un scalaire mais comme une variable de Grassmann. A partir de la
partie imaginaire de 'action effective la probabilité est calculée pour certaines interactions.

Au chap.4 le processus de création est reconsidéré encore par la formulation & 8 composantes
de F-V(1/2). Cette fois ci nous suivons la méthode de Aoyama [8] basée sur la détermination
de la fonction de Green.

Au chap.5, le champ de F-V(1/2) & 8 composantes est quantifié et la probabilité de création
est calculée en passant par la détermination des coefficients de Bogoliubov. Nous adaptons la
technique de Nikishov & F-V (1/2) en utilisant pour les opérateurs les relations d’anticommu-
tations.

Enfin le comportement dans le processus de création de paire, de ’équation de F-V (1/2)

vis 4 vis de I’équation de Dirac est analysé dans la conclusion de ce mémoire.



Chapitre 2

Formalisme de Feshbach - Villars spin

1/2

2.1 Introduction

Il est connu depuis longtemps que pour décriré la dynamique des particules relativistes de
spin 0 il faut utiliser I’équation de Klein-Gordon (K—G). Cependant en formant ’équation de
continuité a partir de cette équation du 2éme ordr‘jle / temps, il a été constaté une densité non
toujours positive. Cette difficulté a pu étre contournée par Dirac en linéarisant I’équation de
K-G pour établir son équation qui est du 1ér ordre/temps. La positivité de la densité étant
rétablie, il a fallu par ailleurs pour réinterpréter les états négatifs la compléter par la théorie
des trous.

En constatant qu’une équation du 1ér ordre/ temps conduit & une densité positive, Feshbach
et Villars (F-V) en (1958) ([1]) a obtenu et ce & partir de I’équation de K-G, une équation de
type Schrodinger ou plutoét de type Dirac puisqu’elle est matricielle. Sa formulation utilise 2
composantes exprimées & partir de la solution de 1’équation de K-G qu’il a réinterprétée en
termes de charges en changeant la définition de la norme de la mécanique standard. L’espace
n’est pas par conséquent un espace de Hilbert.

. Cette équation de F-V ayant déja fait 'objet d’un certain nombre de travaux, nous nous

proposons dans ce chapitre de donner ses éléments essentiels relatifs & une particule de spin 1/2

qui nous seront utiles par la suite.
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2.2 L’équation de Feshbach - Villars spin 1/2

Partons de 1’équation de Dirac :
(¢y*D,, —m)¥p =0, (2.1)

ou: D, =0, +1ieA,, et donnons la forme quadratique.

Multiplions & gauche I’équation de Dirac par 'opérateur (—iy*Dy — m) en réarrangeant le

développement. Il vient

(¥*¥*DuDy +m?) ¥p =0. (2.2)

Utilisons la relation facile & montrer

7*7* [Dy, D] +4*7* DAD,, = *v* [D,,, D] + 2D%, (2.3)

ainsi que le résultat du commutateur

[D#, D)‘] = ieFM,\. (24)

Comme le terme

VP F = Y Py =~ Fa

1
= 57 Fa

= %O'#I\FA‘)\, (25)
est un terme de couplage spin-champ.

Ainsi nous obtenons I’équation de type quadratique
[[D"D,L +m? 1, + g (o’“’F,w)] Tp = 0. (2.6)

Ou ¥p a 4 composantes et 14 est la matrice unité. F est le tenseur électromagnétique défini

par F, = 8,A, — 8,4, avec o = L [y# 4].
L’avantage de cette équation est qu’elle est du 2¢me ordre (2.6) et ressemble & P’équation

de K-G mais avec un terme de couplage (spin-champ) ¢.F en plus.



2.2 L’équation de Feshbach - Villars spin 1/2

Choisissons la représentation suivante (Weyl) pour les matrices

o [0 L — [0 -7
v = T=1 .
12 0 o 0

Séparons ce qui est temporel de ce qui spatial
. —
D*D, = D?= D} - D?
ainsi que le terme de couplage
% (0" F) = e (o%Fy) + 2 (0 F,
5 (0" Fu) = e (0" Fo) + 5 (07 F) -
= ;
Le champ électrique E apparait
@E 0

0i .
0'1F0i=l I
0 -dE

b

dans le 1ér terme tandis que pour le 2éme terme nos avons

O'UEJ- = 01]F1j+0'2]F2j+0'3JF3j

= 2 ¥YF;
7

A L 10 . Py
grace a 'anti symétrie du tenseur Fj; .

Nous aboutissons (2.6) & 2 équations :
(D§12 - 5312 +ieT (_E" + i—ﬁ) + m212) Ut =0,
(D31 - D, — ie @ (B -iB) +m™,) w5 =0,
ou sous forme condensée (2.14)

-—)
(D312 — D1 £4e7 (E £ B) +m?1;) wh =0,

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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Procédons de la méme maniére que F-V pour linéariser cette équation quadratique.

Introduisons les spineurs définis comme suit

v ‘I)g 1 ‘I’+ + #.DO\I/_F (2 15)
E = — —— . . 3 .
T, V2 \ v, - iDew,
o W+ EDyW_
v=| )= e (2.16)

v, | VZ\ v -ipyw_

nous obtenons 2 équations matricielles de type Schirodinger

i%\ye = HT,, (2.17)
0 '
im0y = Hyl,, (2.18)
ol
1 1 ;=
He = ® 5% (—D212 +ie (E’ + u—B’) +m(rs®1y) + eA014> . (2.19)
-1 -1
1 1 —3 : ’
=\ ) ® % (—1)212 —ied (E’ - fB’) +m(rs®13) + er14) ., (220)

sont les 2 hamiltoniens .
Ces 2 équations peuvent &tre rassemblées en une seule a ’aide du produit direct ®.

Alors I’équation de F-V relative & une particule de spin 1/2, dont il est question dans ce

mémoire est la suivante

I'’hamiltonien de F-V(1/2).

01 0 —1% 1 0
1= \To = ,T3 = , (2.23)
1 0 2 0 0 -1

‘ 0
‘ Avec
1
Hpyy = (13 +i7) © 5 — [—1)214 + —ga’“’FHu] +m (T3 ® Ly) + edols, (2.22)
|
|
\




2.2 L’équation de Feshbach - Villars spin 1/2 10

les matrices d’isospin et 0,,0y,0, les matrices de Pauli habituelles.
¥ Fy, ,est un spineur a 8 composantes.
Notons que H = 74H*14.
Par conséquent H Fv1 n’est pas hermitique comme dans le cas du spin 0 et l'espace de

solutions est aussi un pseudo-Hilbertien dans lequel on définit la norme des vecteurs par

(U0 = / 5T () U (z). (2.24)

Par ailleurs si on définit le spineur adjoint

¥ = (¥, 0,)", (2.25)

avec
Te = (Uy,0,,03,0,)" (2.26)
U, = (Vs ¥,¥r7,Ts)" , . (2.27)

les fonctions d’ondes avec 4-composantes .

L’équation de continuité

9p

est encore vérifiée pour 1’équation de F-V (1/2).
Avec
p=el¥ =elt750, (2.29)
p la densité de charge
j=— [@0 Ve -VT0v|- 240, (2.30)
2im m
le courant de charge .
Nous avons noté par .
Ts =T1 ® (T3 ® 1), (2.31)

et

0 =1, (134 i72) ® 1. (2.32)
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Dans opération conjugaison de charge, les régles de transformations sont pour

- les spineurs

¥ — ¥, = (11 ®7°) ¥, (2.33)
- la densité de charge
p—p.=—p, (2.34)
- et le courant
i je=j. (2.35)

L’interprétation est donc la suivante
- ¥ décrit les particules de charge (+).
- W, décrit les particules de charge (—).

2.3 Découplage des 8 composantes de Feshbach-Villars :

Pour des problémes & une dimension, les hamiltoniens He, H, en présence d’'un potentiel

scalaire V (z) s’écrivent

. 1 d? . dVi(z

He = (13+1712) ® o [—@12 —ie Ty df: )] +m (T3 ® 13) + eV (z) 14, (2.36)
) 1 . dV(zx

Hn=(T3+ZT2)®%- l:—'dx—212+1,€ T1 d.’i ):l +m(T3®12)+6V(.’IZ) 14, (237)

le terme :i:ie'rlﬂd(zEZ étant l'interaction du spin avec le champ électrique.

Avec H; nous pouvons voir que nous avons un systéme d’équations différentielles couplées

2]
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P om? + 2meV (z) — 2mE| ¥y - T8 — ;e @) (g, 1wy =0 (2.38)
—E——i+m+me (z) —2m e T 2 4) =0, .
[ T 2m? + 2meV (:L') 2mE] Uy — T e (P14 ¥3) =0, (2.39)
d2¥, d? dv (z)
-1 — - = 240
T +[ d2+2m 2meV(:1:)+2mE]\I!3 ie T (¥ + Ty) =0, (2.40)
_% + [ fz +2m? — 2meV (z) + 2mE] U, —ie dV( ) (¥, + ¥3) =0. (2.41)
Par soustraction des équations (2.38) , (2.40) et (2.39),(2.41)
Uy — Uy = —e—@ (¥) + Ts3), (2.42)
| m
Ty — 0y = E;‘i(’”_)} (T + 0y). (2.43)
| m
Et en remplagant (2.42) et (2.43) dans (2.38),(2.39),(2.40), (2.41) nous avons
S 2
e +[E — eV (2)]? = m?| (¥ + T3) + e (¥y +Ty) =0, (2.44)
d? 2 . (95)
[w +[E—eV ()] - m2] (T2 + W) +ie— == (U1 + Ug) =0. (2.45)
Ou bien encore en posant
Vi(z) =¥+ U2+ U3+ Uy, (2.46)
\I’g ((B) = \Ifl + \IJ3 - ‘IJQ - \114, (247)

et en faisant la somme et la différence des équations (2.44) et (2.45) nous obtenons
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[ d? dV (z)]
— e—— 1| s = 2.48
d —— +t[E—eV (@) — m? + e i Ui (x) =0, (2.48)
[ d? dv (z)] 4
— e———= =0. 2.49
= +[E —eV (2)]F = m? —ie x| Ve (z) =0 (2.49)
En procédant de la méme maniére pour H, nous obtenons les équations couplées
P\ om? 4 2meV (2) — 2mE| U5 — T 1+ e @) (g 1wy =0 (2.50)
d2+m+me (z) - 2m 5~ 3 ie . 6 g) =0, .
[ prie 2m? + 2meV (:1:) 2mE] Vg — o7 TieT (U5 + Ty) =0, (2.51)
—2 [ ol 2m? — 2meV (z) + 2mE] Uy +1 e d:z: (¥e + ¥s) =0, (2.52)
2T d? _dV (z)
= [ ot 2m? — 2meV (z) + 2mE} U5 +ie - (U5 +¥q7) =0. (2.53)
Par soustraction de (2.50), (2.52) et (2.51),(2.53)
— )]
Uy Uy = [ELmV@ (U5 + ), (2.54)
Wg — g = [-E—_—:—{V—@ (Vs + Tg), (2.55)
et en reportant comme avant (2.54),(2.55) dans (2.50),(2.51),(2.52) ,(2.53)
[ d? dv
d o2 + [E —eV (IIJ)] - m w (\1’5 + \1/7) —ie a(;l:) (\Ifs + ‘I’g) = 0, (256)
[ ) dv
d Y + [E —eV (CC)] - 'ITL (‘I’G + \Ilg) — e (IL') (\I/s + \117) = 0, (257)

et en faisant la différence et la somme entre (2.56) et (2. 57) en posant
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Uy (z) = U5 + Wg + Ty + Ty, (2.58)

Ui (z) = U5 + Uy — Ug — 0, (2.59)

nous obtenons des équations similaires que celles relatives a H,

(dixz +[E—eV (2)] —m? - ied‘fh(:w)j ¥, (@) =0, (2.60)
B eV @) -+ o] v =0 (261)

C’est ainsi que séparément les 4 composantes (¥y, Uy, U3, ¥,) et (Vs, U6¥7, Ug) sont solu-
tions de 2 groupes de 4 équations couplées.

Dans chaque groupe, le terme de couplage —ze (%’Q) se modifie en +ie ( d‘fi; ) .

2.4 TFonction de Green pour F-V,, pour un potentiel

saclaire

I est utile de connaitre la fonction de Green pour P’équation de F-V(1/2) .
Construisons directement cette fonction de Green pour un potentiel scalaire.

Allégeons Pécriture en posant
Nt = (13 +1i75) ® 1y, (2.62)
la matrice 8x8 et en remarquant au passage que
n =0, | (2.63)

et
T (T3®@ L) + (T3 @ 14) n* = 2. (2.64)

| Alors pour 4 =0



Popérateur relatif a 1’équation quadratique de Dirac .
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. 1 e
Hrv,, =1® 5 [_ (v +eA (@) Lo+ (a’“’F,w)] tm(r3®l) +eV (2)ls,  (2.65)
et symboliquement la fonction de Green est définie par :
Gt = : (2.66)
V2 7 |E - Hpy (+e)] )
comme
1
Grvi=R , , 2.67
FVa [E— Hpy (+€)] R (2:67)
~ ol R est Popérateur conjugué de [E — Hpy (+e€)], danc ce cas
G L = Z[E+Hpv‘(—e)]
vz [E — Hpv (+€)] [E + Hpv (—e€)]
E2+ FE [Hpv(—e)—Hpv(+€)]—HH+. ’
Comme
HFV (—e) — HFV (—HB) = —26‘/, (269)
et que
Hpy (+e)Hpy (—e) = P 2 + ga’“’F,w + % [eV ,P 2] nt +m? — eV 2, (2.70)
il vient (2.68)
G i[E+HFV (—6)]
Fv3 2 2 _ e 2 _ 1 2
(E—eV) ' —P2—$%0"F, —m?— 5-[eV,P 4yt
. [E+ H(—
_ = (el (2.71)
OD ~ %m [BV,P 2] ’l’]+
ou nous avons noté par
Op = (E —eV)? - (P 24 S0 B+ m2> , (2.72)
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Comme :
0p03! = 05'0p =1, (2.73)
et
P?=-v% (2.74)
Gy} se reéerit encore comme suit, :
s = — - [EH+ H(=e)] . (2.75)
* Op (1 —O5'L [eV, P2 n+)
Notons par :
A1 1
_ -1 2
X = (1 - 05 o [eV, P ?] n*) , (2.76)
et utilisons le développement
1 2
—=14+X+X“+ ... <1, .
- X% 1+X+X“+ , |1X|<1 (2.77)
qui se réduit dans notre cas exactement a 2 termes a cause de la propriété de 5™,
— =1+ 05— [eV, P 2] n* (2.78)
1—Op's= [eV, P 2 n* bDom "7 ’
Gry 1 devient alors
i[E + Hry (—€)] [1+ 05 [V, P %]
GFV% = —=
Op
- L1 )
= i[E+ Hpy (—e)| LOBI + 051%— [eV, P ?] n*O,;‘] : (2.79)
Il est facile de voir que
05— [eV, P 2| O = - [eV O—l] (2.80)
Dom ™ b om0 )" ’
et (2.79) que
. A 1 A_
Grys =ilE+ Hpy (—e)] [oDl o= [ev, oDI] n+] . (2.81)

Comme (2.81) se décompose en 2 termes



2.4 Fonction de Green pour F-V,/; pour un potentiel saclaire 17

A P2 A
i[E+Hpv(—e)]051 = 1 [E+77+—2;1' +n+ﬁa’“’Fﬂu+m(73®14)—eV OBl

= i{[E+m(rs® L) —eV]Op' + 5% [(E - eV)? —m?] n*0p! - Lt

2m
(2.82)
et que par ailleurs le second terme est donné par
1 A ) A
5 (B + Hey (=0)] [V, 05! n* = = [E+m(rs @10 — V] [V, 05 ¥, (283)

alors nous obtenons & partir de (2.82) et (2.83) Pexpression symbolique de la fonction de Green :

7 - A i 2 A_
Gpvy = —%n+ +i[E+m(t3®14) —eV]Op! + om [(E —eV)* = m?] n+Op!
+ﬁ [E+m(rs®1s) —eV] [eV,’ 0;,1] g (2.84)
composéé (2.84) de 2 parties, une partie purement relativiste et irréguliére et une 2éme partie
réguliére.

Choisissons la base de configuration pour la représentation de la fonction de Green.

Dans cette base, nous avons

(w]Crvy|ea) = 5=t @olea) + (o [i B+ m (rs @10) - V] 05| 2
oo a3
+E:; <mb I[E +m (T3 Q 14) —eV] [eV, 051] n* wa>
= —#nﬂ? (xp —zo) +4[E — eV () + m (73 ® 14)]77Gp
+$ t[(E-eV) —m? Gp
+-2% [E+m(T3®14) — eV (b)) <a:b | [eV, 051] $a> nt.  (2.85)
Comme

<:cb leV051 _ OgleV a:a> = eV (b) <be |051

xa> — <a:,, lé;,l

ma> eV (a), (2.86)
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et en remplagant (2.86) dans (2.85)

<m,, |GFV% m> = —%nﬂs (25 — o) + i [E — eV (b) +m (13 ® 14)] G
+2—1n- [E? —m® —eE(V (b) — V (a))] n*Gp
+% [*V (B) V (@) + m(eV (b) — eV (a)) (T3 ® 14)] Gp.  (2.87)
En posant :

7 (25,70, E) = i[E—eV(b)+m(73®14)]+§1E[E2_m2_eE(V(b)—V(a))]n+

1
o
U (z) U (2a),

+o— [V () V (a) + m (eV (b) — eV (a)) (3 ® 14))]

nous obtenons 'expression finale de la fonction de Green (2.88) pour ’équation de F-V(1/2)

dans ’espace de configuartion.

1
<:1:b ‘GFV% xa> = —%nJrJ (b — z4) + 7 (T , Ta, E) Gp. (2.88)

Remarquons que la forme obtenue est la méme que celle de F-V(0) [3] .
Le changement se situe au niveau de Gp qui remplace Ggg et de nt = (13 +i72) ® 1,
Dans cette partie nous avons donné les éléments essentiels relatifs 4 une particule F-V de

spin 1/2 qui nous seront utiles par la suite.



Chapitre 3

Probabilité de création de paires de
particules avec spin 172 suivant la

technique de Schwinger

l

|
3.1 Amplitude (vide — vide) et ’action effective :

Le probléme de création de paires de particules & partir du vide par un champ extérieuf est
P'un des processus les mieux étudiés en théorie qua:.ntique des champs. C’est Schwinger (1951)
qui considéra pour la lére fois de maniére quantitative [4] ce processus. Il montra que lorsque
le vide est‘ perturbé par un champ extérieur, il existe une certaine probabilité de création de

paires. Cette probabilité se détermine & partir du'calcul de ’action effective ou plutot de sa

partie imaginaire.

1

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’étudier encore cette instabilité du vide en calculant

la probabilité de création de paires de particules.

Le vide nous le perturbons par des champs non quantifiés ou classiques en choisissant les
champs suivants :

- un champ électrique constant.

- et un champ électromagnétique.

Notons que les probabilités de création de paires de particules de K-G ( spin 0) et de
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Dirac ( spin 1/2 ) pour de tels champs ont été déja déterminées. Pour des particules décrites
par 1’équation de F-V (0) [5] il a été montré que lés probabilités sont que les mémes que celle
décrites par I’équation de K-G.

Dans ce chapitre, il est question aussi de l’équétion de F-V mais cette fois ¢i de particules
ol le mouvement est décrit par ’équation de F-V relative au spin -;—

L’équation de F-V(1/2), rappelons le a été construite & partir de 1’équation de Dirac et a 8

composantes alors que ’équation de Dirac n’en a que 4. De plus de par sa forme quadratique,

F-v(1 /2) est plus proche de ’équation de K-G que de Dirac.

Notre but dans cette partie est

- d’étudier le comportement de ’équation de F-V(1/2) vis & vis du processus de création.

- et de voir ¢'il faut traiter le champ de F-V(1/2) & 8 composantes comme un champ
fermionique ou comme un champ bosonique.

L’outil de cette étude est ’amplitude (vide — vide).

3.1.1 Amplitude (vide — vide) en mécanique quantique non relati-

viste

Pour un systéme physique régi par un hamiltonien H, ’amplitude de transition de ’état
z; & I'état ¢, est définie par I'élément de matrice de 'opérateur d’évolution dans P’espace des

configurations :
K (IL‘f,tf; .’IIi,ti) = (Cltf |exp (—’LH (tf b ti))l .’E,’) . (31)
A T’aide de l’action classique

Sla] = /t "L (z,3,), (32)

i

cette amplitude devient suivant la formulation intégrale de chemins.

K(xg, te,zit;) = /;’Dm expiS[z]. (3.3)

En utilisant la décomposition bien connue
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K(zy, ts;zi,t;) = Z bn(zf)Ph (z;) e Bnlis =), (3.4)
n
nous voyons que nous pouvons extraire les fonctions propres ¢, (z) ainsi que les valeurs propres
E, de H.

Si nous faisons T' =ty — t; — oo et 4 P'aide d’une simple rotation de Wick 7' — —3T nous
pouvons voir que ’amplitude de transition (vide — vide) est dominée par I’énergie la plus basse

Ey figurant dans la série .

Ainsi donc
Amp(vide — vide) = ¢o(zs)gh (z;) e "Eoltsr=t), (3.5)
Alors
Amp(vide — vide) T=° N / DzexpiS (z]. (3.6)

3.1.2 Amplitude (vide — vide) en mécanique quantique relativiste

Précédemment nous avons montré comment déterminer amplitude (vide — vide) en mé-

canique quantique non relativiste.

En mécanique quantique relativiste pour une particule de spin 1/2 décrite par un champ

chargé ¢ de Dirac (de Grassmann).

Cette amplitude se détermine en partant de la densité lagrangienne [7]

£L=T0Y, (3.7)

ou

Op = — (iv*0, — ey*A,) — m, (38)
est 'opérateur associé a I’équation de Dirac.

En intégrant sur tout I’espace, nous obtenons le lagrangien L

L= / &z £(V,7,0,¥,8,7), (3.9)



3.1 Amplitude (vide — vide) et Paction effective : 22

et Pamplitude (vide — vide) est donnée dans ce cas par

+o00

Amp(vide — vide) = / DYDY exp {z /

—00

dt L(V,7, a,‘\p,aﬁ)} : (3.10)
Notons i¢i que l'intégration sur ¢ porte sur tout lintervalle —oco & 400 et par conséquent

cette forme est la méme que donnée précédemment dans le cadre de la mécanique quantique

non relativiste .

Pour calculer cette amplitude, considérons les fonctions v, (x) fonctions propres de Op

Opén (T) = At (), (3.11)

formant une base orthogonale

/ &5 6, (2) b (3) = bamy (3.12)

et développons le champ ¥ (z) sur cette base
v = Zan¢na (313)

T = ) ahdm (3.14)
Alors

: Amp(vide —vide) = N / [1da; ] daj exp {z Z anar An / d'zd, (z) ¢, (a:)} ,
= [

= NdetO, : (3.15)

ou N est une constante de normalisation qui sera fixée ultérieurement.

Le résultat essentiel est que le calcul de Pamplitude (vide — vide) se raméne simplement

au calcul d’un déterminant.

Pour un champ scalaire (spin0) 'amplitude se calcule de la méme maniére sauf qu'’il faut

dans ce cas inverser le déterminant

det Op — 1/ det Oxo. (3.16)
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3.1.3 Amplitude (vide — vide) pour ’équation de F-V(1/2)

Aprés cette présentation succinte du calcul de 'amplitude, passons au calcul de 'amplitude
lorsque I’équation est maintenant celle de F-V(1/2).

Pour le champ de F-V(1/2), la densité lagrangienne est donnée

Lpv,,, = u_bz/)-}-z—ln; (V7 - ie[f) Yyt (6 - ie/i) w—%n“Lo“"F,w{bz/)—eV (z) Y—m e (13 @ 14) 9.
(3.17)

Sa forme
Lpv,,, = ¥O0pv, 1Y (3.18)

ressemble & celle de Dirac.

L’opérateur

~ .0 1 /= . A2 e Y
Orv,), = 5 + B (V - zeA) nt — mn‘“ o F, —eV(z)lg—m (1350 1), (3.19)

est associé a I’équation de F-V(1/2)
L’amplitude (vide — vide) pour F-V(1/2) est donc

Amp(vide — vide) = / DYDyp exp [z / d*zLpy, /2]
= Ndet éFvl " (3.20)

‘oil nous avons suUpposé que FVi2 est Grassmannien.
Dans P'opération conjugaison de charge C = (17 ® v°).

L’amplitude reste ainsi égale a

Amp(vide — vide) = N det Ofpvl 0 (3.21)

ou

—

Ac .0 1 = . 2 e v
OFV1/2 = '% + om (V - zeA) nt+ E’fr oM F,+eV(z)lg—m (T3®14). (3.22)
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Cette amplitude est aussi égale &

Amp(vide — vide) = N det OF% s
= N exp (ln det OAFV1 /2)

= Nexp [% trin (Opv, . 0%y, /2)] . (3.23)

La constante A/ peut é&tre ajustée par le cas libre.

Ainsi Pamplitude (vide — vide) [4] , [6] est donnée par

. 2
A=exp |—trln Z%*’ﬁv nt—m (13 ® 14)

. (3.24)

— -

2
iZ + 5 (V - ieA) Mt = gt o Fu — eV (2)1s —m (13® L)

Avec la conjugaison de charge elle devient

. —2
A=exp |[—trln -Z%—i—#v ' —m (13® 1)

1 — =

z :
—’L% + T (V - 7,614) 77+ + ﬁ’l]"’(ﬂ“’Fuu +eV ((II) lg—m (’7’3 ® 14)

(3.25)
Faisons le produit par (3.24) et (3.25), en utilisant I’égalité

(7" (s ® L) + (13 ® 1) 71%) = 2. (3.26)

Alors

2 4V —m2
— . (B2
(i —eV) + (V - ieA) —m?+ $0# F, +ntA (z, &)

Iz

A2 =exp |—-trln

ol nous avons posé le terme

7t A (:c ’a%) - [eV (w),% (ﬁ —z‘e/i)z] ,

, (3:28)
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qui est fonction du potentiel V (z). Sachant que pour la matrice est n* = (73 + iT9) ® 12 et que

7]+2 = 0, nous avons respectivement

trpt =

trnt? = -

trgtd =

tI‘ n+n —_

o o o o

(3.29)

Nous voyons que

2
390 — 2
zat+V m

A=exp |—trln ; » 3 ,
(iZ —eV) + (V - ieA) —m2 — oM F,,

(3.30)

est une expression indépendante de ’isospin.
Nous remarquons maintenant que nous avons :
- au numeérateur : le noyau relatif a I’équation de K-G.

- au dénominateur : le noyau relatif & ’équation quadratique de Dirac.

3.1.4 Action effective pour les particules de F-V (1/2)

L’action effective S,z se définie & partir de 'amplitude (Vide — Vide)

Amp (Vide — Vide) = expiSefy, (3.31)

qui, dans notre cas est donnée par

i A Ac
Sess = —3 trln (opvl O, /2) . (3.32)

Cette action effective s’exprime encore par la trace ou ce qui revient au méme par la somme

des éléments diagonaux de I'opérateur Opy, /2

. +00 ! "
Sefs = —%/ %ﬂr":/dx(xlexp(—iOT)lx), (3.33)
0 .
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Il est plus approprié de représenter le In par une différence de 2 exponentielles grace a la

formule suivante

A +o 4
In 5= / ar [exp iBT — expiAT], (3.34)
0
Ainsi
2 _ 2 +00 i . 2
In 1: m = / dT e—tTmz-[ o T(P?—eA) exp ( iETom F;w) zTP2]

(P? —eA)" — £0™F,, ~m? o T 2

(3.35)
Dans ce cas
Rl iT(Pt—eA)” . € iTP?

- Sess —/0 Te [e exp (—’LETO' F,w) —e ] . (3.36)

Finalement, nous voyons dans I’expression de l’émplitude (vide — vide) obtenue pour I’équa-
tion de F-V(1/2) : '

- qu’il n’y a pas de matrlces relatlves aux 1sosp1ns

1

- que sa forme est 1dent1que a celle que donneralt I’équation de Dirac.

. .. 3,”\
¢ o ‘— b A

Pour illustrer le calcul “de_ ,l’amplitude vidé—;i}ic'le, faisons des applications.

%l‘s
s X AN
LN P
N . . i,
o v , > ,
. Lol

3.2 Applications

3.2.1 Cas d’une onde électromagnétique uniforme

Pour un champ éléctromagnétique constant ou E || B , 'intéraction spin-champ est
|
—Ew" F, =+"Y'E —¥*y*B. (3.37)

Le calcul de la trace est simple. Il est égal &
1
tr exp (——EieTa“"F#,,) = 4 cosh (eET) cos (eBT). - (3.38)
Par conséquent (3.36)

+00
Sesr =4 / dg —Tm? [cosh (eET) cos (eBT) e T(P=ed)’ _ eiTPZ] : (3.39)
0
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Notons qu’il ne reste que les éléments diagonaﬁx a calculer
. 2
tr e T(P*=eA4) et tr eITF”. (3.40)
Pour cela éliminons 'opérateur P en passant a la représentation de Fourier
(@lk) = — e (k|z) = —getite (3.41)
(27r)2 ’ : (27r)2 ’
aprés un calcul de gaussiennes (3.40) il vient
trelT?” = /dk <a: TP |k) (kl m>
- (3.42)
o 16w T '

Notons que c’est I’expression & 4 dimensions du propagateur relatif au cas libre (avec z = /)

Il nous reste tr ei7(P—e4)’,

Choisissons la jauge
A, = (—FEz,0,0,By).
Comme

Xt =(Xo,X,Y,2), P* =(Py,Pp, P, P,) ,

alors

(P—eA)? = (Py+eEX)’—(P,—eBY)’— P2 - P2,
- _e eE (P2 2E2X2) —z—o— _e—z—y—i (P2+62B2Y2)6 eB

et aprés quelques manipulations

; 2 Ly ; 2_ 2 B2 }2 i p2 4,2 R2y2 .PoPy | PyP,
T(P—eA)? _ oiflge —Fige —iT(Pl-? BPX?) —iT(Pj+2 B2Y?) —ifoge 1 Bt

et en tenant compte de I'Egs. (3.43), (3.44) et (3.41), et de la relation

0 (z/a] = |alé (z), nous obtenons

tr o T(P—eAY _ |eE| |§B | tr e—iT(P;—e2E2x2) tr e~ T(P2+e?B?Y?)

. (3.43)

(3.44)

(3.45)
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La lére et 2éme trace se calculent en passant & la représentation intégrale de chemins

relative a oscillateur harmonique :

. : 1
¢ —iT(P2-e2E2X?) _ _ . 4
re 2 sinh (|eE| T)’ (3.46)
t —'iT(P3+ezB2Y2) — _; 3.47
re 2sin (|eB|T) (3:47)
Finalement nous obtenons avec (3.46) et (3.47)dans (3.45)
tr eiT(P—-eA)2 _ t ICEI IeB| (3.48)

" 16n2sinh (|eE| T)sin (|eB|T) ’
et par conséquent en combinant (3.39), (3.42), et (3.48), l’action effective est égale pour ce cas

a
1 +oo dT _im’ZT 1
Sefs = m/ﬂ e [IeE| leB| coth (|eE|T) cot (|eB|T) — ﬁ] . (3.49)
- Calcul de la probabilité de création

Ayant déterminé l’action effective, la probabililté de création de paires totale s’exprime en

fonction de Sess

Pcreat = 1- I(Ooutl 0in>I2

= 1—exp (—2ImSeff)

Q

2Im Seff

&

—i (Sess — Sits) - (3.50)
Changeons T en —T, alors P,..q. devient une intégrale étendue a tout l'intervalle —co

a+ oo

P, creat —

——1——/+w£e—fm”f leE| |eB] coth (|eE| T) cot (|eB| T) — — 3.51
s7%i | _ T eecoE e|)co|e|)——T3. (3.51)

L’intégrant a des singularités ou des poles sim‘ples :0et :i:l’e‘—]_r,fl (n=1,2,3,....).
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En choisissant un contour fermé C = 1/2cercle +azxe réel, cette intégrale devient d’apres
le théoréme de résidus une série infinie de termes. En calculant les résidus relativement a ces

poles 'expression de la probabilité est la suivante .

e?|EB| 1 " |B| mm?\"
= > o= = - . 52
Perent poc 2in coth (nﬂ'IEl) exp ( |eEl) (3.52)

Etudions cette expression

- Pour un champ magnétique pur E=0 Nous voyons que Pt = 0.
Cela veut dire qu'il ne peut y avoir de processus de création de paires de particules lorsque
‘le vide est perturbé par un champ magnétique seul.

Le champ électrique combiné au champ magnétique conduit par contre au processus de

création de paires et I'expression de la probabilité (3.52) se trouve la modifiée.

. - Cas'd’ un champ électrique pur B=0 La probablité dans ce cas n’est pas nulle

62E2 o . 7”,n2 n
Pg creat = —5 — —_— . 3.53
E t 47_(3 . TL2 €xp ( leEI) ( )

3.2.2 Cas d’un champ électrique constant

Calcul de P’action effective

Revenons a I’éq (3.39) et prenons un champ éléctrique avec la jauge suivante

1

A" = (Ao, A,) = (EX,0). (3.54)

Le terme de couplage spin-champ est simple dan ce cas

1
—:‘Z-iea’“’Fw, =eEy'yL. (3.55)
Alors il facile de voir que

trexp (—%z’eTa’“’ F,w) ‘= 2cosh (eET), (3.56)

et que (3.36) et (3.56) \

+oo ‘ : : :

Seff =2 / d?Te“’T"ﬂ [cosh (eET) e T(P—ed)’ _ oiTP 2] . (3.57)

0 .

]
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Pour z = z/ les traces se calculent par 'intermédiaire des propagateurs libres

tr TP’ = 27—11_—1—; (3.58)
et de Poscillateur harmonique (3.46)
tr e T(P—eA?  _ L@ trl e-iT(Pz—Jsz?),
S . W— (3.59)

47 sinh (|eE| T)
D’ou l’action effective dans ce cas (3.57), (3.58) et (3.59)

1 +oo dT 2T
= — e~tm t - = .6
Sr=5= | e [IeE| coth (|eE| T) ] (3.60)

Calcul de la probabilité de création

Dans ce cas la probabilité s’obtient.

Changeons T en —T et utilisons (3.50) alors

1 [tedT 1
Pooat = o /_oo e e™T [|eE|coth (leE|T) — 71] , (3.61)
et suivant le théoreme des résidus en choisissant un contour fermé =1/2 cercle de rayon co+
Paxe réel cette intégrale se calcule .

C’est ainsi qu’en pertubant le vide par un champ électrique il existe une probabilité de

création de de paires de particules. Son expression est donné e par la série suivante

Pg creat = @ i 1 éxp (_7r_m2)" . | (3.62)
2m f~n - leE|

Cette expression est identiquement la méme que celle obtenue par des particules de Dirac.

Pour conclure, dans ce chapitre nous nous sommes basé pour le calcul de la probabilité
de création de paires pour des particules de F-V (1/2). Suivant la technique de Schwinger qui
utilise I’action effective pour déterminer 'amplitude (Vide — Vide).

Cette technique devient principalement un calcul de

- déterminant pour un champ fermionique. |

- et de I'inverse du déterminant pour un chanip bosonique.
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La conclusion que nous pouvons tirer de ce chai)itre est que le champ de F-V(1/2) doit étre
grassmannien et non un champ scalaire. ‘

Bien que la description dans la théorie de F-V(1/2) [19] suppose qu'il n’y a pas de mer
de Dirac, le choix du déterminant (det OFVI ,2) €t non de linverse (1/det Orv, 12)s €Xprime
la nécessité d’utiliser indirectement le principe d’exclusion de Pauli sinon les expressions des
probabilités ne seraient pas physiques. i

Le résultat essentiel de ce chapitre est que le c;hamp Vv /2 se comporte comme celeui de
Dirac et doit par conséquent de vtype Grassmann.i

Enfin nous avons illustré la technique par le ci:alculs de probabilité en perturbant le vide

par des champs extérieurs simples.



Chapitre 4

Création de paires suivant la technique

de Ayoama :

4,1 Introduction

Il existe une autre méthode donnée par Aoyama basée sur la fonction de Green et les formes
asymptotiques des fonctions d’onde permettant de ﬂﬁeux comprendre le processus de création.
Par cette technique le processus de création des particules de K-G a été illustré par Aoyama
en déterminant les probabilités de création d’une paire, de 2 paires, de 3 paires......et donc de
toutes les paires. Pour des particules de Dirac la fo;rmulation n’a pas été faite.

Le but de ce chapitre est d’étudier par cette nouvelle méthode la probabilité relative au
processus de création de paires de particules décrités par des fonctions d’onde & 8 composantes
via le formalisme de F-V (1/2) et de la comparer‘ a celle donnée par 1’équation de Dirac. Le
vide étant perturbé par une force ou potentiel de type scalaire.

Pour cela, il nous faut en premier lieu reformuler la technique de Aoyoma pour I’équation
spinorielle de F-V (1/2) a 8 composantes décrivant les particules de spin (1/2) et en second
lieu tenir compte dans la formulation, du principe;d’exclusion de Pauli qui limite le processus

de création pour des particules de spin (1/2) & uniquement 1 paire si les particules sont dans

le méme état quantique.
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4.2 Création de paires de particules pour F-V spin(1/2)

Considérons un potentiel scalaire V' (z) ne dépgndant que d’une seule variable z avec pour

forme a x = +o0

lim V(z)=V, 11m V(z)=0. (4.1)

T—+4-00 ——00

La fonction d’onde solution de I’équation de F-V (1/2) est :

1 o
U(7,t) = e~ {Wt-pizl) @ U (p) 4.2
(711) = g™ ® (42)
ou
P, T, =Py Yy +pz z. (43)

Sachant que les fonctions d’onde de F-V (1/2) dans le cas du spin  sont définies par

(0 (2,) ) (q> +i(2 +zev)q>1\
¥, (z,t P+ L (2 V)®
Te (z,8) = 2(z8) | _ 1| 2+n}(f§+“ ) 22 , (4.4)
Ug(z,t) | V2| & — i (L +ieV)dy
Uy (z,t) | \ &:— 4 (& +ieV) D,
RACHR (@3+#’(§+iev)q>3\
e (z,t C P+ L (2 4ieV) D
A G N el A @5)
Ur(z,t) | V2| ®5— L (L +ieV)ds
\‘I’g(ﬂ:,t)) I\‘IM—#(%'FZGV)(IM)
ou encore sous la forme de 2 composantes : |
Ti(z,t) | 1 [ Skt i(FtieV) 46)
Uja(z,t) | V2\ &— 2 (L +ieV) o |
ou le couple (5 , k) prendre les valeurs suivantes
G,k ={(11),(2,2),(5,3),(6,4)}. (4.7)

Les 8 composantes de F-V (1/2) ont été découplées dans la section 3 du 1 chapitre.
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Suivant le potentiel scalaire qui est définit selons la Fig (1).
v |
X
Fig.1 Potentiel scalaire V (z)
Les équations (2.48), (2.49) et (2.60), (2.61) ont ainsi la forme suivante
o* :
avec
U@)=m2 —[w—eV (@) , md =m?+p2+p (4.9)
U, (z) étant relié & U, (z) par
w—eV(z
Uy(z) = —271—1—(—)\11s (z). (4.10)
Notons que les équations (4.8) sont de type Schrodinger
H Uy = Ay, (4.11)
avec !
2 ‘
= = 4.12
H axz—i—U(a:),et A=0, (4.12)

et elles possédent
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1)- 2 solutions pour m? — [w — eVg)? (0.
2)- une seule solution m3 — [w — eVp)?)0.
e Pour m? — [w — eV]? (0, les solutions relatives a ’équation de F-V (1/2) se comportent

comme suit :

Pour z))0

¥:(@) = 7= [As 7 4+ B, etee] (W PTl) UL (W), (4.13)
Pour z((0 ‘

¥ (z) = —\/-(—;—7? [C; e7P-= 4 D; e*iP-7] etilvt=p =)y (w). (4.14)

Les quantités py, Ux (w) désignant des limites

px = lim_ \/(w —eV (2))* —m2, (4.15)
Vs (w) = lim U (z,w), " (4.16)

et
U (2,) = ﬁ[ﬁjg:“jgﬂ, (417)

est un spineur (i = 1,2 étant l'indice relatif aux 2 solutions).

Il existe en tout 4 coefficients A;, B;, C; et D; pour chaque solution.

Il est clair que si Pon choisit 2 indépendants, alors les 2 restants sont en fonctions de ces 2
choisis. '

Notons par S le lien qui existe entre ces coefficients

A; C;
'l = . 4.1
(B,-) S(Di) (415)
Cette matrice S est unitaire (SS* = S*S = 1) et peut étre exprimée au moyen de 3

paramétres «, 3 ,7.

Avec la conservation de courants nous obtenons 2 relations pour les coefficients A;, B;,

Ci,et D; et par ailleurs, grace a orthonormalisation des fonctions d’onde nous avons
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(14:° = |Bif*) 4ps - (IGi* = | Dif?) 4p- =0, (4.19)

(14i* + |Bi*) 4ps + (IGil* + |Di) dp- = 2. (4.20)

Avec la forme suivante pour S

+ia h +iY sinh
S=\/% et coshfB e™sinh , (4.21)

e~ sinh 3 : e~ cosh 8

nous obtenons ainsi A;, B;, C; et D;

A = — B =0, ¢ 1 Dy = L
V7 prcoshg Y T T VT Aps 0 TN L 2py coth B
dy = L g L g 20 D= & (4.22)
27 prcothf TP T p, ' T 7 72T 2py coshp TN
o Pour m2 — [w — eV;]?)0, la forme de la solution est
— 1 —kz —i(wt—p x )
¥s (z) = e e L5UL (W), (4.23)
(2m)®
avec
k= \/mi — (w—eVp)®. (4.24)
Notons que v

lim 5 (z) — 0.
z—00
Ayant introduit les 3 parameétres, o, 3 ,y pour décrire la physique (la matrice S), passons
a4 la détermination de la fonction de Green ou bien ’amplitude de probabilité de trouver la
particule au point (z3,1;) sachant qu’elle était au point (x;,t;).

Les fonctions d’onde aux points (z2, t; ) et (z1, ;) sont reliées par
W (22, t2) = / 421G (32, ta, 1) (@, 1) (4.25)

Soient

Acpﬁf )> les états propres de Hpy

Hpy |<p£f)> =€ wy |<p$f)> ,E = =+. (4.26)
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Par analogie a la mécanique quantique non relativiste, décomposons 1’état a I'instant ¢; sur

()

la base des |©n > se qui donne

[(ta)) =D CO (1) |). (4.27)

ne

Ot les C () dépendent du temps

CCO (1) = (9] ¥ (t1)). (4.28)

La fonction d’onde 9 (z2,t2) dans le formalisme de Feshbach-Villars se déduit ainsi de la

fonction d’onde a t;

P (zg,t2) = /+ dz, Zexp [—icwn (t2 — )] ©©) (22) @) (1) ¥ (21, 11) - (4.29)

—00 ne

Nous obtenons alors ’expression de la fonction de Green sous forme d’une série en ondes

partielles

G (za,t2 |z1,t1) = Zexp [—iewn (t2 — 1)} 8 (23) P (z4) . (4.30)

n,e

Les états sont i¢i des états de diffusion.

La fonction de Green de F-V (1/2) & 8 composantes s’écrit alors
Cantalont) = [ [0 @P1 @) + 00 @0 @] + [ ditns @750
+(w— —w,e > —e)] ® 1 (4.31)
Or d’aprés (4.23),

/@wwwﬁAm. (432)

L’expression de la foction de Green est finalement

dw , _ 5 —
G (.’L'g,tg |.’L'1,t1) = / 'é;;Gw (122, IL'l) [e—w(t2-tl)U+ (W) U_ (W) + Cw(tz——tl)v_*. (U)) V_ (W)] ® 14
(4.33)

ou
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1 1 e ‘
= ~ip+z2—p-=1) 4.34
G o0 20) = e Vi cosh ° ’ 34
est exprimée en fonction des parameétres introduits précédemment.
Concreétement faisons une application.
Choisissons le potentiel ”smooth” V (z) suivant
Vo T
Y fad 4.
V@)= (1 + than 2T) , (4.35)
Vo et r étant 2 constantes positives ..
Il faut d’abord résoudre les équations (2.48) et (2.49).
Pour cela changeons de variable z — y défini comme suit :
y =1 (1 - than—-) (4.36)
2 2r
(z € ]—00,+00] — y €10, 1]). ‘
Les équations (2.48) et (2.49) deviennent alors
1 PV 1 HON
SV (1 -y —5—+5 sy (1-y) (-2 )2 5
Y
+ |5+ eVay — e —m +i2y —y)] W)=0,  (437)
1 HOM v (y)
v (1-y)” d; Sy —9) (1 - 2) LY
" [<E+evoy—evo>2 —m? iy 1 —y)] W=, (439
y = 0,1, 00 sont des singularités pour ces 2 équations .
Effectuons encore le changement sur les fonctiéns d’onde
L) =y (1-9)"f @), (4.39)

Vi) =y (1-y)g(y).

(4.40)



4.2 Création de paires de particules pour F-V spin(1/2) 39
Nous obtenons des équations familieres de type hypergéométriques qu’on sait résoudre
(4.37),(4.38) |

& d [ 1 2]

y(l—y)Tfy(gﬂH(?I/H)—y(2V+2u+2)1%§j—y2— <u+V+§) -% fly) =0,

] T (4.41)
y(l_y)di?y(zy)+[(2V+1)—y(21/+2,u+2) %y_)_ L(,u—i-l/+%) —% g9(y) =0,

| ) (4.42)

avec
V=rt[m?—(E- eV0)2] ,
2 _ 202 _ B2
| W=rimt = E, (4.43)
vi=1-4r2?V + dires,

v3 =1 —4r2e’V§} — direV,.

\ 1
En comparant les équations avec les équations relatives au cas du spin 0, nous voyons qu'il

apparait une partie imaginaire dans Pexpression dans v? et v qui est dte a Deffet de spin.
'Ces termes n’apparaissent pas, dans les équations (4.41) et (4.42) relatives au
cas du spin (0) [9].
La solution générale des équations (4.41) et (442) suivant [10] est

1 ; v 1 w
Ui (y)= Gy’ (1-y)* o7 (#+V+———‘,n+u+—+—‘,1+2v,y)+

2 2 2 2
.+012y_" 1-y)¥ K (u —-v+ % + %l—,u —v+ % - U—21, 1-— 2u,y) , (4.44)
_ \I/g(y) =Dy’ (1 —-y)* :F1 (u+u+%+%,u+u+%—%,1+2y,y) +
+Dpy™ (1 —y)y Fy (,u—l/+% — 1;2,;11—1/—|~%+v—22,1 —2v,y> ,  (4.45)
ou (y, Cia, D1, D15 sont des constantes.
Choisissons les solutions réguliéres a I’origine y = 0 .
Alors
U (y) = Gy (1 —y)* oFy (u+u+l—l—i}l,u+u+l+ﬂ,l+2u,y> , (4.46)
2 79 27" 2

1 1 1
V¢ (y) =Dy 1 —y)* oy (/L+l/+§+%2,u+1/+§—v—22,1+2u,y). (4.47)
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Les solutions des équations (2.60) et (2.61) sont similaires aux solutions des équations (4.46)

et (4.47), donc

| 1 v 1
U (y) = Gy (1-y)* 2F1(p+u+§+%2-,u+u+§—%,1+2v,y), (4.48)
d v m 1 (%t 1 V1
Vo) =Dy (1—y) 2By (ptvtg - ptvs+ o 1+20y), (4.49)

1

ou G, D, sont des constantes.
Etudions le comportement asymptotique .

Utilisons d’abord la relation suivante

2F1(a)bac>y) = A2F1(a,b’a+b+c+1al—y)+

B(l——y)c—a_b 2Fi(c—a,c—bc—a—-b+1,1-y), (4.50)

avec :
TF(c)T(c—a-0b) ' T(c)T(a+b—c)
A= = 4.51
Tle—a)Tlc=h) ' 2= r@r@ (451)
qui dans notre cas pour ¥¢ (y) ,¥¢ (y) les constantes sont
T (20 + 1) T (—2p) | T(2v +1)T (2p)
A= it liyu —a+l_my T T I uy)’
Tv—p+3+3)T(v-p+3-%) P(utv+i-F)T(wtv+3+%)
\ (4.52)
T'(2v +1)T(—2p) F'2v+1)T(2u)
Ad= B, =

T atd- T ati+9) ¢ TG i+ D @rvri-%)

(4.53)

Pour z — —oc0 , y — 1 et (1 —y) ~ezp(z/r). Nous avons les comportements suivants a
+o0

{ v (:I:)I_’+°° =N e~ P+ o—i(wi—pL.z1)

VU (2), 0o =N [Ae™P-%+ B P e_l(wt_pL )
et par comparaison avec (4.22), les éléments de la'matrice S sont alors
=[5 (4.55)
1 P+
—io _ p—
e **cosh 8 =, [—A. (4.56)
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Nous avons ainsi pour le choix de la forme du potentiel (smooth) déterminé complétement
la matrice S.

Passons au calcul de ’amplitude de la probabilité de création de paires .

Pour cela suivons Aoyama pour définir ’amplitude pour des particules de F-V (1/2) sca-

laires en changeant ¥}en ¥;dans la définition (8]

Alpypa) =i / do / o', (,¢) B G(o,¢[a,0) B Vs (s,1) (4.57)
¥y i

ou X et ¥’ i‘eprésentent 2 surfaces situées 3 z.> et o’ < ,do = dt dy dz , do’ = dt' dy
d?' leurs éléments de surface .
. — = e
L’opérateur désigne 8, = 0 — 0 .
Prenons les fonctions d’ondes ¥, (2/,t') et Uy'(z,t) données par

1 1

U, (2,t) = e=iP+7 gi(Wt' =P 2 )T (o , 4.58
1( ) (27.()3\/-21)—+ ( ) ( )
Uy (z,t) = etiprs =i(wt-p, 'ZL)U+ (w), (4.59)

1

La particule étant dans P’état (wq,p;) et Panti ﬁarticule dans I'état (ws, ps) alors Pamplitude

et intégrons sur les 2 surfaces .

de création d’une paire et & partir de (4.57) aprés un calcul simple est

eia

cosh 3’

Les 2 fonctions § apparaissant expriment que de ’énergie et de l'impulsion se conservent .

A(wi,p1,ws,P2) = 6 (wg — wyi) 6 (Por — P11 ) (4.60)

La probabilité de création étant définie a pairtir une somme sur le carré du module de

Pamplitude
P (w,pl)=/|A(w1,p,w2,p2)|2 dws dpay, (4.61)

qui dans notre cas est égale &

2 -
dwy dp, 1, (4.62)

i

cosh 3

P pn) = [ [sn—an) & (=)

Remplagons (6°) par la forme intégrale (7]

/ % (278 (r — w)]f = / dt / %m (w1 — w3), (4.63)
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et faisons la mém chose pour le 2éme 6% afin d’avoir une probabilité par unité temps et par
unité de volume.

I¢i elle est égale a

Y-
e .
= : .64
P (w,p1) ohd| (4.64)
pyT(c—a)T(c—b)
N 4.65
p-T(e)T(c—a—0b) (4.65)
En utilisant quelques propriétés connues de la?fonctions d’Euler

'l+z)=zT(z), (4.66)

. LT .
IT" (iy)| = ,/———y Snhg’ (4.67)
r(:4iy)|=./—F (4.68)
g T ~ V coshmy’ '

nous obtenons finalement la probabilité de création

__cosh2mr (py —p_) ~ cosh 277 (p4+ +p-)

Prs = cosh (2mreVp) — cosh 27 (py + p-.) (4.69)
4.2.1 Cas particuliers
1-potentiel barriére
1% st x)0
Vig)~{ 0 (4.70)
0 st z(0
Faisons tendre r — 0.
Aprés quelques manipulations (4.69), nous obtenons
Pps Ap+p- o (4.71)

s —_
§ (p+ +P~)2 - (CVO)2
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2-Champ électrique constart

Faisons tendre r — oo , alors dans ce cas

rooo [ 1—exp(=2nr :{(e% +p4 +p-))
. ‘ . 472
Pra = (1 — exp (—27r (eVo — p+ — p-)) (472)
ol
1
Pps — , (4.73)
P01 —exp [—Z5 (m? + ph)]
avec
2
my
o~ —W A —=. .14
P+ ~ eV wl 2eVi (4.74)

La probabilité relative & la création d’une paire dans I'état (p, s) est donnée par [12]

U/ .
Prys —, 4.75
b (475
avec |
7, = exp [—% (m? + pi)] . (4.76)

Désignons en outre par C, s la probabilité relative pour qu’aucune paire ne soit créer dans

'état (p, s). La régle de composition des probabilit;és nous permet d’écrire 1’égalité suivante
Cps+ Pps Cps = 1. (4.77)

Par ailleurs la probabilité pour que le vide reste vide est donnée par

exp(—2ImSeps) = ]:[C,,,s

= exp [— Z In(1+Pps )] , (4.78)

et par conséquent

2Im S5y = Zln(1+’Pp,;),
" ;

- 2(2;)3 / &p, / dwln(1+P,, ). (4.79)
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Pour pouvoir intégrer sur w,p, et p,, développons en série la quantité In (1 + P, ) dans

(4.75) il vient

dp, X1 m? + p2 + p?
- —ny— 4.80
2Im Segfy = /2%/(2 )2 e p( nmw E ), (4-80)
et nous obtenons le résultat final connu de Schwing_er
e2F? % 1 m2

qui est celui de Schwinger.

4.2.2 Création de N paires

Commencons par la création de 2 paires. Nous; devons construire la fonction de Green a 4
points [13] , [14] comme nous il a été fait précéderﬁment. Dans ce cas la fonction de Green est
G (z',2% 3% z) = G (¢',2°) G (e% ") — G (z',2*) G (%, 7°) . (4.82)
Notons i¢i que la définition de Aoyama a été modifiée par un signe (—) pour tenir compte
de I'antisymétrie lors de la permutation de 2 fermions (principe de Pauli).
L’amplitude de la création de 2 paires est obtenue par la projection de z! = z? <« 0,et
3 =124 >0.

L’amplitude de la création de 2 paires est donc

za 1 eiaz

As (w1, w2, w3,ws) = {6 (w1 — w3) 6 (w2 — w4) ‘5 (w1 — wg) & (wz — ws)} cosh p, cosh p,’
1 2

(4.83)
et son carré est
Ao = 85,5, {6°(0) 6 (wy — w3) 6 (w2 —;w4) + 6% (0) 8 (w1 — wa) 6 (w2 — w3)
—26(0) 0 (w1 — ws3) b (wg — w3)i6 (wi — wg) 0 (we —w3)}. (4.84)

Suivant la méme démarche que celle faite pour K-G par Aoyama I’amplitude de la création

de n — paires est égale a
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An=>" H 8 (wi = Wont1)) —ea—— (4.85)

pesicy cosh p;
ol i ~ n représente les particules et i = 1 + n ~ 2n représente les anti-particules.
La somme est étendue & toutes les permutations o possibles .

En prenant son carré, la probabilité de création de n paires est

|An|2 = ZH& — Wo(n+i) coshpj| [ZH5 — We! (n+1)) cf);h :,j

o i=I o g=I
= Z Z H ( 1)n+1 S (UJ, (w,- —, wa(n+,~)) é (wi - wo,(n+i))
o i=1 :
= Z Z H ( 1)n+1 S (wi) é ( wa(n+z)) 4 (wa(n+i) - wa'(n-{—i))
= Z Z H ( 1 mH S (wl) ) ( wa(n+1)) 0 (wa(n+i) — We? (n+i)) (486)
et devient égale &
2n—1 Y
1AL =N Z (—1)™H g (w )6 (i — wiss) (nﬁ) (4.87)

Pour conclure :

Nous avons étudié par cette 2éme approche la Ié)robabilité de création de paires de particdles
de spin 1/2 a partir du vide en considérant le formalisme de Feshbach-Villars a 8 composantes.

11 a fallu changer d’abord la formulation des particules de K-G donnée par Ayoama pour
Padapter aux particules de F-V (1/2) et effectuer ensuite des calculs de probabilité de création
d’une paire pour un vide perturbé par un potentiel de type smooth.

Les cas limites du potentiel step et du champ;électrique constant ont été aussi considérés.

Le résultat principal auquel nous avons abouti est le suivant :

Les probabilités de création de paires de particules de F-V (1/2) sont exactement les mémes

que celles relatives aux particules de Dirac.



Chapitre 5

Méthode de Bogoliubov pour F-V(1/2)

5.1 Introduction

En théorie des champs, 'interaction est en général, considérée comme une perturbation et
I’amplitude de probabilité ainsi est calculée & différents ordres de cette perturbation.

Schématiquement suivant Feynman, ces ordres sont représentés chacun par un diagramme.

Certaines interactions, cependant, ne nécessitept pas un traitement perturbatif puisque les
amplitudes peuvent étre déterminées exactement grace 4 la méthode de Bogoliubov.

Le but de ce chapitre est de voir techniquement cette méthode, lorsque les interactions
extérieures choisies comme le champ électrique statique ainsi que la barriére step sont appliquées
sur le vide pour créer des particules F-V(1/2), si la probabilité de création est identique & celle
relative aux particules de Dirac. |

11 est nécessaire pour cela de déterminer d’abord les états "in" et "out" et ensuite effectuer
la transformation de Bogoliubov pour extraire des coeflicients qui entrent en jeu dans le calcul
des amplitudes de probabilité de création de paires de particules et de la probabilité pour que
le vide reste vide [15], {16], [17]

Quantifions d’abord le champ.
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5.2 Quantification d’un champ de Feshbach-Villars

Pour calculer la probabilité de création de paifes il faut adapter la formulation a I’équation |

de F-V (1/2). Pour cela il faut quantifier le champ de F-V.
Donnons d’abord la solution générale de l’éqliation de F-V libre

. (5.1)

0 v?
e = | -t
1 t\Il { 5 i +m(73®14)

Eliminons les opérateurs de cette équation par I'intermédiare de la transformée de Fourier

1
(2m)”

U (z) = / dik cive T (k), (5.2)

Nous obtenons pour ¥ (k) Péquation

E’z ﬁ
|:k'0 — %7’]+ - m (7'3 ® 14) \I/ (k) = 0, (53)
dont la solution est la suivante
U (k,t) = U (k) C (k) § (kg K m2) . (5.4)

Intégrons sur ky composante du 4-vecteur k. Le champ se décompose alors comme suit

da? TN ikz (T —ikzx
\Il(m,t)-/W[U(w?)c(k)e +V (wg)c (k)e ], (5.5)
—
avec wp = \/ k* + m? et

1 3m+w—* ]
U(“"}?) =3 e ‘;m—wi ® 14 (5.6)

- k -

[ i

1 m— w-o
V(w?)=2 i :m+wi ® 14 (5.7)

- k -

les 2 spineurs.

Ecrivons la densité lagrangienne afin de passer 4 la quantification

L=i g+ %%’@nf&qf —m¥ (3@ 1) ¥ (5.8)
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ou ¥, et ¥, sont des spineurs a 4-composantes du vecteur

o[

L= e — iy + 55 (W3 +93) Y (B +4,) — e — i, (510)

Les moments conjugués associés aux 2 champs; pour F-V (1/2) sont

|
o
oY;

UE)

, (5.11)

= ”’[)E y 7l'2l= —l’l,[):’ . (512)

Postulons que les 2 champs 1 et 1, avec leurs 8 moments conjugués associés 7; satisfont

4 un instant donné ¢ aux régles d’anti conunutatioh suivantes

{9; (z,),7; (z,0)} =i7;5ij53 (z — ), (5.13)

ainssi que

[be@t), ¥ @0} =8 @)
{121,, (z,t) ,12): (x’,t)} = -8 (z—2).

Suivant la procédure de quantification les 2 constantes ¢ (E) et ¢ (E) deviennent évidem-

(5.14)

ment des opérateurs qui doivent satifaire aux relations d’anti commutation suivantes

{c (E, s) ,ct (E, s')} = (27r)3 (2w,—c-) 85s0° (E — fc") ,
{0 (Rs) e (9) ) = n)f (2up) 58 (- ),

c (E) et ¢ (E) étant respectivement des opérateurs d’annihilation et de création relatives

(5.15)

aux particules et aux antiparticules.

En notant :
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(F2) =0 (ko) 510

(5.5) le champ ( opérateur ici) se décompose Tglors comme suit

|
i

P (z,t) = ;/ \/?\/: (wp) b(k, s) e™* +V (wi) d* (k, s) e+ik$] , (5.17)

[

avec b (E, s) et d+ (I;, s) verifient
(3(Fs) b (1,9)} =8 (- F) s
{a(F.s).d+ (F,9)} =0 (E-F) o,

les relations d’anti comutations.

(5.18)

I
Les fonctions e~*= et e*** sont les solutions de fréquence positive et négative .
i
i

" f— ~ —
-b ( k ,s) et bt (k’ , s’) = représentent respectivement ’opérateur d’annihilation et

1l est clair que

de création d’une particule.
P A T ‘
-d ( k, s) et dt (k’ , 8 ) = représentent respectivement I'opérateur d’annihilation et
de création d’une antiparticule.

Il est évident qu’en présence d’un champ exterieur, la solution donnée auparavant pour le

cas libre n’est plus la méme .

Elle se modifie et devient

b= /fg—k_b T) vt (Lo)vn @), G)

avec dzts (z) et 4, (z) des spineurs solutions de ’équation de Feshbach-Villars spin 1/2 dé-

couplées [2].

L’énergie totale ainsi que la charge électrique totale sont définies par

E= / d%é YH, (5.20)
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Q=ce [ dz Py (5.21)

Aprés intégration les résultats permettent de donner des significations évidentes pour les

opérateurs BTJ’ l;*.,i., ci?, ci% |
B [#Fur (b (F)(R) v (F)d(F)), G
Q= eZ/d3E (3’* (?,s') b (?,s) —dt+ (_1—97,3’) d (—I?,s)) , (5.23)

a partir de (5.22) et (5.23) nous avons

(5.2 ;
I Eb* ( ) ( ) = ; N (—IZ, s) est le nombre total de particules
z d+ (¥,

L’action de b et de d sur le vide est donnee évidemment par

) ( ) = Z N (?,s) est le nombre total d’antiparticules.

5(?,3) 0y=0 , d(?,s) 0y =0. (5.24)

Etudions le processus de création .

Nous avons choisi des anticomutateurs au lieu de commutateurs pour les opérateurs (sinon

on obtiendrait un résultat négatif pour les probabilités ).

5.3 Instabilité du vide :

Choisissons une interaction représentée par un potentiel scalaire statique (Ao (2),0,0,0) .
Se qui implique que le vide dans ce cas est perturbé. |
Posons ¥ (z) = ei(“’t"’zx"’yyhpw’s (2).
Nous obtenons une nouvelle équation pour 1/)?{;,3 (2)

52
[—w — [m3 (2)]® + iseE (z)] R (2) =0, (5.25)

ou

(5.26)
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se qui implique que le vide est instable (perturbé) .

A 00, les solutions 13 _ (2) se comportent domme suit

Py (z) = —‘é—;‘_—gexp i(:f:i /Oz P_(2") dz'), (5.27)
V() = _5];_@exp b(ﬂ /0 P, () dz'), (5.28)

avec

| Py (2) ~ 3 (2) e oo (5.20)
: P_(z) ~ w3 (2)

Nous voyons qu’il y a en tout 4 solutions. Il existe cependant 2 coefficients complexes o ,3

Z——00 °

tels que

il

Py
Y

apt + By, (5.30)
+B* YT+t (5.31)

les coefficients a , B vérifiant la condition — |a|® 4 [B]* = 1.
Pour calculer les probabilités, il nous faut déterminons les états “in” et “out ”

Pour cela supposons que pour z)oily a uniquement des particules et pour z{o des antipar-
ticules.

Nous avons alors

itn = z,b_, 1_n = 1/)—1 out ¢+ out ¢+’ (532)

et I’équations (5.30), (5.31) deviennent

1
+ +
in:_ ou+
g B
_ 1 + ot
+
p

out )

m _,B out. out‘ (533)



4

5.3 Instabilité du vide :

|

‘ .52
|
Comme il y a incompatibilité, multiplions 1;, par -[;L., alors
|
A (5.35)
R gt e (536)
En posant : A = % et p= %, la relation entre lés états ”in” et "out” devient
A X A T (5.37)
! h = Rt XU (5.38)
1 = N, (5.39)
e = RN, (5.40)
avec
NP+ = 1, (5.41)

Il est évident qu’en présence d’un champ exterieur, la solution donnée auparavant pour le

cas libre n’est plus la méme.

Donc

b= 3 (b +dhvn), (5.42)
= Z (I;Wt’()b:ut + Jjut"l);ut) . (5~43)
A partir de (5.37) , (5.38) et (5.41) et de la conservation de la charge
Q = ¥ / @k (b bz —d 2 dz)
= ey / EF (0, 2bput — 42 G®)» (5.44)

on aura la relation entre les opérateurs de créatior?[l et d’annihilation des états "in”et ”out”



5.3 Instabilité du vide : 53
bows = Abip — prds, (5.43)
djut = pbi, + At dj;, (5.44)
bin = ,\*bm+ prdt,, (5.45)
df, = —pbou + A, (5.46)
ou lindice k a été omis pour simplifier les écritures .
L’amplitude de probabilité que nous nous proposons de calculer est :
A= <Oout Bout:czout Oin> . (547)
Notons par conjugaison de (5.45) et (5.46) q@e
. 1 - N
dout = A\ dm + /\* bout, (548)
. 1.
b:ut = Xkb i )\* djuta (549)
donc
. N s s _p
Amp (Vide = Vide) = (Oout |bouiclou Oin) = e (Ot | O (5.50)

La probabilité de création d’une paire & partir du vide se calcule alors. Elle est égale a

creat —| |

Comme | + [g)* = 1 et donc, la probabilité pour que le vide (t

(t = +00) est simplement égale & |

vzde |/\|

(5.51)

—00) reste vide a

(5.52)
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5.4 Applications : |

5.4.1 Champ électrique constant

Pour un champ électrique constant et dirigé $uivant Paxe (0z) décrit par le 4-potentiel

dont la jauge a été fixée par
AF = (—Ez,0,0,0),
I’équation quadratique de Dirac dans ce cas s’écrit;
32
[(w + eE2)* + 32 (P} +m?) + ieaEz] Yg,(2) =0.
Elle prend une forme d’une équation de type parabolique
TN P
o¢? 2 o
avec f (§) =¢g , (2) et |
£ = V2eE (z;+i"—) ,

el
1
X = 'LEAa
2 2
p_l_-l-mn
A o= BT
el

Les solutions sont de type fonctions de Weber D, (¢) (WPC).

En tout il exite 4 formes de solutions .

A partir du comportement asympotique de ces fonctions 18]

n=0

D,(§) =¢" exp{ f}(Z( 5”)( (;2)5 :)"+0(|f|-2‘”“)),|args| (3

nous tirons les fonctions ¥, o Y_ety”

Yt = Dx[(1+i)\/§j£77(
¥y = D[(L-i)VEE(»
Y. = [ (1+14) V2eE (=
Y~ = D, [—(1—1')\/273@

/'\/-\+ —I—

(5.55)

(5.56)

(5.57)
(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)
(5.62)
(5.63)
(5.64)
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et grace a l'identité [18]
. \/27r u .
Dy (§) = exp {—imx} Dy (=€) + T (o) &P {—§X D_y—1(-i¢) (5.65)
les coefficients o et 3 se déterminent ;
o 1 ( T )
a = ———exp|—-i=x] , 5.66
X T(—) AT 2X (509
B = exp(—imy)." (5.67)
Dans le cas d’un champ électrique constant
Amp (Vide — Vide) = &* ™ (Oput | Oin) = 1, (5.68)
donc
Amp (Vide — Vide) = {Opus | 0in) = (5.69)
d’autre part, Paction effective S.s; se définie & partir de Pamplitude (Vide — Vide)
Amp (Vide — Vide) = (0ot 0in) = expiSesy, (5.70)
et f
dans ce cas :
Seff1/2 = —1111 a;;, (572)
l'expression de Sefy, , est la méme dans le chapitré 3.
Alors la probabilité de création de paires est |
Pcrea.t = 1-— |<Oout| Oin)|2 3
= 1—exp(-2ImSey),
~ 2Im Seff, (573)
a partir de (5.72)
« 1. 2r m
Inaj, = 5 In X 1—2_?( —InT(—x), (5.74)
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la forme asympotique de I' (—x) est donnée [10]

InT (~x) = (—X - %) In(=x) + X+ 3 In2n - >0 '2‘1}‘(1221;%—"1_) %, (575)

et par conséquent en combinant (5.74) , (5.75) ,et (5.72) , Paction effective est égale pour ce cas

a

]. +oo dT —tsz

Seff =lna; = Seff = 57-1_- T [|eE| coth (|€El T) - —:l (576)
Changeons T en —T, alors P, devient une intégrale étendue a tout l'intervalle —oco
a4+ 0o ‘
1 oo dT —1m2T 1 v
Pcreat = "‘ﬁ . T [leEl coth |6E| — '—] (577)

et suivant le théoreme des résidus en choisissant un contour fermé =1/2 cercle de rayon co+
I’axe réel cette intégrale se calcule .
C’est ainsi qu’en pertubant le vide par un champ électrique il existe une probabilité de

création de de paires de particules. Son expression est donné par la série suivante

e?F? N 1 am?\"
P creat — o 5 I . .
B ereat = Y3 — nz P ( |eE|> (5.78)
- 5.4.2 Champ électrique variable
Pour un champ électrique décrit par le potentiel
Ao (2) = (1 +tanh ) (5.79)
devient aprés le changement de variable z — £
£ = (1+ex 3>_1 (5.80)
— p r .

Les équations (2.48)et (2.49) deviennent alors

LT, av (g,

7
@fﬂww=a (5.81)

—6 (1-¢)

25 1-¢@1-2)

+ [(E+e%§—e%) ~m?+i eVO
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1. U Q) d‘I"’ (6)
SE -0 g -0 (1 -2)
l
+ |5+ evig - e - - S 1 - 5)] WE-0, (58
Ces 2 équations admettent des singularités piour £=0,1,00.
Pour ramener cette équation a une forme cox:‘mue, faisons le changement suivant
|
!
() =¢(1 —? 5)"f 3 (5.83)
v =€ (1~ 6)" g9(8) (5.84)
Alors nous nous ramenons a des équations de type hypergéomeétriques, d’ou (5.81) et (5.82)
deviennent }
_ N2 .
e1-9 7L v+ 1) - e vt 2+ 2) L f(f) (rrvrg) =% 1@=0 689

‘
i

€-0 T2 v+ 1) - g(av 4 30+ 2) gdf) (rrvr3) -2 s@=0 659

La solution générale [10] est

l
|
B

1 1
fi(§) = Gg (1 -8 oF <#+V+§ ;%,u+u+2+ o1+ 2 ,5)
l
1
+C&™ (1 - &) 2F1( -—1/+1+1§j1 = 1/+——-El,1—21/,§), (5.87)
2 2 2 2
v B 1 ! 1 v
f2(§) =D& (1-&" oy u+v+2 2,#-!— to— W)+
tDl (1= A (p—v+g-Fp—vis+1-2,¢), (5.88)

_2
% ’ 2 2
ou (), Cya, Dy, Dy sont des constantes. :

Choisissons des solutions réguliéres a 1"originei & =0, il vient que
" 1 v 1
L) =GE&A-8" 2 u+u+§—.—2,,u+l/+2+2 J1+20,¢ (5.89)

L&) =D& (1-8" .7 (#+l/+%+i—,u+u+%—%,l+2u,§), (5.90)
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Alors les solutions des équations différentielles (5.89) et (5.90) sont respectivement sem-

blables a

1 v 1 v
91(§)=02§V(1-§)“2F1(,u+1/+§+—22—;,u+1/+§——§2-,1+2u,§), (5.91)

1 v 1 v
gz(£)=D2£u(1—f)“2F(,Lt+l/+‘2‘—'51'7N+V+§+’51,1+2V7£), (592)

ou G et D, sont des constantes.

Comme il existe une relation connue entre les fonctions hypergéométriques

2F1 (a’:b’ciﬁ) = A 2F1 (a,b,a+b+c—i+1,1—£)+

BQ-6"" F(c—ac—bec—a—b+11-¢), (593)

avec
A= IQEZ)_F Sr(i = Zi » B= P(C)rr(i()l;r (Z) 9, (5.94)
Noton que
V= —1Tpy
p= —i?ip_ ) (5.95)
0= ire%

pour calculer la probabilité il faut déterminer les états "in” et ”out”. Ecrivons pour cela

P = N €7+ (1 — &)™~ G By (~irp_ — irpy — 8, —irp_ — irpy + 1+ 0,1 — 2irp,,£),
(5.96)

7 =N EP (L= &) oFy (~irp_ — irpyi+ 1= B, —irp_ — irpy + 0,1 = 2irp,.,£)
(5.97)
¥,1,%_5 peuvent s’obtenir & partir de T,y "en changeant ¢ par 1 — & et py par p_

Yo =N (L—&7 P By (—irp_ — irpy = 0, —irp_ —irpy + 1+ 6,1 — 2irp_,1—€),
' (5.98)
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PY_o=N (1—&7"P- 7P+ ,F (—irp_ —irpy +1 — 0, —irp_ —irpy + 6,1 —2irp_,1 - £).
(5.99)

De la méme maniére, & partir des Eqgs (5.91),(5.92) on aura

Y3 =N 7P (1 — )7 oF; (—irp_ —irpy + 1 — 0, —irp_ —irp, + 0,1 — 2irpy, &),
(5.100)

Py =N &P (1= &)™ yF (—irp_ —irpy — 6, —irp_ —irpy + 1+ 0,1 - 2irpy,€),
(5.101)

pour avoir les états 1,31 _, en changeant £ par 1 — ¢ et p,. par p_, d’ou

Py3=N P (1 - &) oF (—irp_ —irp, + 1 — 0, —irp_ — irpy + 0,1 — 2irp_,1 =€),

(5.102)
PY_g=N (1—8&) 7P~ &P+ yF (—irp_ —irpy — 0, —irp_ —irp, + 1 46,1 - 2irp_,1—§),
' (5.103)
Les fonctions 1/}-1'-)¢+1)¢2_ ’1)[)—2)1/};) 1/)+3’ 1/);)"1[)—4) sont alors
+_ - 1 .
i ¢4 = \/m €xp (+’Lp+2) ) (5104)
1 . '
11[)—{-1 = ¢—4 = \/2? eXP (_Zp—z) 3 (5105)
- 4 1 ,
Yy =95 = ﬁexp(—mz), (5.106)
1 .
Y o=P3= T exp (ip_z) , (5.107)

ou p, et p_ sont définis dans le chapitre precedent .
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i
Donc la relation entre les états "in" et "out" est
i

_ [p- I'(1— 2irpy) T (24rp-.) o
Ya = \/EF[—” (p+ +p-) + 1 +6]T [~ir (pr +p-) — 6]
P- T'(1 — 2irp, ) T (2drp-) -
+\/1:1‘ [—ir (ps +p-) + 9] D{—ir{py +p-) +1 - 6]¢2 ’ (5-108)
v = - [P T(l+ 2z‘1§7p+) T (~2irp_) "
2 \/;1‘ [+ir (ps+ +p-) +6] T [+ir (pr +p-) 1 — 6] "

+ I+ 2irp+)1‘I‘ (—2irp_)
L +ir (py +p-) + 14 0] T [+ir (ps + p-) — 6]

¥, (5.109)

la méme chose pour ¥ 3 et ¢_,4

Pour calculer la probabilité de création d’une paire adaptée au formalisme de F-V il faut

déterminer les coefficients o et 3

oo I' (1 — 2irp,) T (2irp_)
e m ; ' , 5.110
\ P4 T =ir (b +p_) + 14 0] T [—ir (py +p_) — 0] o
5 T (1 — 2irp,) T (2irp_) |
= 04) T , 5.111
p+ T [=ir (p4 +p-) + 6] T [—ir (p4 +p-) 1 - 6] N
Dans ce cas la probabilité de création est ‘
i
P+ |D[=ir (s +p-) + 14+ )T [~ir (ps +p-) - 6] |
P _ P ; 112
(w,p1) . I'(1 - 2irp,) T (2irp-) , 41
ou encore ‘
ps [T (c=a)T(c—b)|?
P = — ‘»
e = T e=ab)
_ cosh 277 (p, — p_) — cosh 277 (py +p_) (5.113)

cosh 2nreVy + cosh 277 (py + p-)

nous avons utilisé les relations connues pour les fonctions d’Euler (I (z + 1) = zI' (), |T" (iy)|* =

1 . 2 _
ysinﬁ(vry) et |F (5 + 1y)| - coslzzwy))'
1)-Champ électrique constant

. , . | . .
En faisant r — oo avec Vj/r égal & une constante E et ’approximation
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- m
+ = 6% - W = 2—‘/0 (5114)

nous retrouvons 'expression de la probabilité de création d’une paire

|
P(w,py) ~ : —- (5.115)
1 —exp (—w?ﬁ)

Désignons en outre par C, s la probabilité relative pour qu’aucune paire ne soit créer dans

létat (p, s). La régle de composition des probabilités nous permet d’écrire I’égalité suivante
Cp,s + Pps Cpis = 1. (5.116)
Par ailleurs la probabilité pour que le vide reste vide est donnée par

exp(—2ImS.ss) = Hcp,s

ps |
- I——
14+ Pps
p.s _
= exp [’—Zln (1+Pps )] , (6.117)
. ps

et par conséquent

2ImS,;; = > In(1+Ppy),

=y L 3/d2p_L/dwln(1+'Pp,s). (5.118)

(2)
Pour pouvoir intégrer sur w,p, et p,,développons en série la quantité In (1 + P, ), (4;75)
il vient oo
¢py 1 m? +p} +p}
2Im S, —_nr—i—2. A1
el = / 2m / (27r)2 P ( n eE ) (5.119)
et nous obtenons le résultat final connu de Schwmger
e2E2 % 1 m?
2ImS,.sp = — —nr— }. A2
mSess 8 27 exp < mreE) (5.120)
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2-1a barriére step |

Pour la barriére step nous retrouvons encore lej résultat de P'eq. (4.71) en faisant 7 — 0

_ 4‘P+P—
P = G ey v (5.121)

Dans ce chapitre nous avons montré comment; utiliser la méthode de Bogoliubov lorsque
nous avons affaire au formalisme de F-V (1/2). }

Nous avons ainsi confirmé une nouvelle fois, pair des applications les résultats des chapitres
précédents a savoir que les résultats physiques dénnés par les équations de Dirac et de F-V
(1/2) sont les mémes. ;

Par ailleurs, si les probabilités obtenues sont ci)rrectes c’est grace aux-relations d’anticom-
mutations, c’est & dire en un mot bien que la mer ;de Fermi soit absente dans le formalisme de
F-V les particules (1/2) décrites sont sujettes au principe d’exclusion de Pauli.

I
1
!

i
|
.



Chapitre 6

Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons analysé les prol::)abilitéﬁ de création de paires de particules
de type F-V (1/2) suivant 3 méthodes.

En perturbant le vide par un champ extérieur;, nous avons d’abord déterminé a partir de
Paction effective et par un calcul de trace a la Schwinger la probabilité. Cette probabilité a été
extraite de la partie imaginaire de l’action eﬁ'ectivé.

Par la 2éme méthode, nous avons déterminé la fonction de Green pour F-V(1/2). Clest
ainsi que nous avons calculé ’amplitude de probabilité en considérant une paire, la particule et
Pantiparticule se trouvant & grande distance du lieu de détection.

Enfin par la 3¢me méthode, nous avons déterminé les états "in" et "out" et extrait les coef-
ficients de Bogoliubov pour les amplitudes. Les prébabilités de création de paires de particules
et du vide pour qu’il reste vide ont été considérées.

Dans ce mémoire, nous avons voulu voir le cofnportement de ’équation F-V (1/2) dans le
processus de création afin de le comparer a celui relatif 4 ’équation de Dirac.

Cependant, il a fallu en testant a chaque foi;s les calculs en considérant des interactions
simples comme le champ électromagnétique constant, le champ électrique constant et la barriére
de potentiel, |

- trouver dans la lére méthode le bon choix qui est grassmannien et non scalaire pour le
champ de F-V (1/2),

- s'adapter en changeant la métrique de ’espace (pseudo- hilbertien) dans la 2éme méthode

basée sur la fonction de Green,



- et requantifier le champ F-V (1/2) pour modifier la méthode de Nikishov.

Enfin la conclusion que nous tirons & travers 'étude du processus de création de paires de

paires de particules F-V(1/2) est que les probabilités relatives & F-V(1/2) sont les mémes que

les probabilités relatives a 1’équation de Dirac.
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Résumé

Le but de ce mémoire est de calculé la probabilité de création de paires via le
formalisme de Feshbach-villars pour des particules avec spin a partir du vide a
la présence d’un champ extérieur suivant trois approches différentes:

- Celle de Schwinger basée sur la partie imaginaire de ’action effective.

- Celle de Ayoma basée sur la détermination de la fonction de Green.

- La transformation de Bogoliuobov basée sur la détermination des états
'Iin" Ct "Out". j
Les résultats établis par chaque méthode sont isimilaires a ceux déterminés par
I'équation de Dirac.
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Abstract v |
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The aim of this memory is to calculate the probability of pair creation via the
Feshbach-villars formalism for spinning particles from the vacuum in presence of
external field following three different approaches:

- That of Schwinger based on the imaginargr part of effective action.

- That of Ayoma based on the determination of the Green function.

- The Bogoliuobov transformation based on the determination of the states "in"

and "out".

The established results by every method are similar to the one determined by the

Dirac equation.
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Abstract:

The aim of this memory is to calculate the probability of pair creation via the
Feshbach-villars formalism for spinning particles ffrom the vacuum in presence of
external field following three different approaches :
- That of Schwinger based on the imaginary part of effective action.
- That of Ayoma based on the determination jof the Green function.
- The Bogoliuobov transformation based on the determination of the states "in"
and "out".
The established results by every method are similar to the one determined by the

Dirac equation.
Key words: pair creation, vacuum, particle of Fteshbach—Villars,

Effective action, Green function.
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