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(jhapter 1

Introduction

La relativité générale est l'une des théories les mieux vérifiées. Elle a notamment per-
mis de calculer la courbure des rayons lumineux dans un champ de gravitation, donner
une explication élégante du déplacement vers le rouge des raies spectrales, ainsi que
de nombreuses prédictions cosmologiques. Cependant, il a fallu la compléter par dif-
férentes théories afin de lever certains paradoxes. Il s'agit notamment de l'invention
du paradigme de l'infiation, invoquant une phase d'expansion accélérée de l'univers
primordial. L'une des surprises majeures de la cosmologie moderne étant l'observation
que l'univers aètuel est dans une phase d'expansion accélérée établie par les données
récentes de mesure des distances luminosité dessupernovas de type la (Snla). Aussi
ce fait expérimental fut confirmé par les observations faites sur le CM B (cosmic mi-
crowave background) et les BAO (baryonic acoustic oscillations. Cependant, jusqu'en
1998 le modèle cosmologique dominant était celui d'un univers en expansion décéléré.
La grande question était de savoir si cette phaqse d'expansion accélérée serait transi-
toire ou éternelle. Ces observations ont complement revolutionné la cosmologie et ont
grandement contribuée à changer nôtre vision de l'univers. L'objectif est alors de trou-
ver la bonne théorie qui prédit cetteaccélération de l'expansion de notre espace-temps.
Différents modèles sont possibles: on peut soit rajouter un élément (énergie du vide,
rhamp scalaire ... ) dans l'univers, ou bien modifier généraliser l'action graviotationnel1e
à quatre dimensions ou bien ajouter des dimensions supplémentaires. Nous exposerons
ki quelques modèles.

Le premier modèle,ACDM (Lambda Cold Dark Matter [1]' fût introduit puisque la
théorie (h~la relativité général ne pouvait pas décrire un univers statique. Pour y
remédier; Einstein a dût recourir à l'introduction d'une constante cosmologique qui
joue le rôle d'énergie du vide, mais ce modèle soufre beaücoup de problèmes. Pour
çette raison plusieurs travaux ont exploré dès explications alternatives, à la base de
formes dynamiques d'énergie noire.

l~a première possibilitée, alternative à une constante cosmologique, est le couplage
minimal d'un champ scalaire à la courbure, habituellement appelé la quintessence [2].
Dans l'analogie avec les' scénarios illfiationistes, ce champ scalaire serait responsable
.(i 'une.phase~d~expansion.aCGélérée,-taHdis ...que-t~0n-trairementà'l'infhrtiOlT;-~ettepna:f"ë1'-ë-'''''''''''-'
produit durant l'évolution récente de l'univers. La densité d'énergie du champ scalaire
devrait donc dominer seulement recemrnent _~urd'autres composantes d'énergie dans
l'univers. D'autres généralisations de la cosmologie standard ont été considérées,
comme les modèles de la gravité modifiés. Dans ces modèles on modifie l'action gravita-
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tionnel de manière à reproduire une phase récente d'expansion accélérée sans recourire
à inroduire une composante d'énergie noire. La première tentative est constitué par les
théories dites scalaire-tenseur [3,4],dans lesquelles la gravité est modifiée pars'écrit :

OÙ SM est l'action de matière, cP est un champ scalaire et Wo est le paramettre de
Brans - Dieke, dont les valeurs sont contraintes par les testes dans le système solaire
:/(;.;01 ~ 4 X 104

. On peut toujours généraliser l'action (1.1) en ajoutant un potentiel
\l (cP) et que Wo = w (cP). Le modèle le plus simple de la gravité modifié est obtenu
en remplaçant le scalaire de Ricci R dans la densité lagrangienne d'Hilbert-Einstein
par une fonction du scalaire de Ricci f (R), ou ce qu'on appelle la théorie f (R) de
la gravité. Cette théorie se déploie sous plusieurs variantes, métrique, Palatini et
métrique-affinen. Dans le cadre du formalisme de Palatini, la metrique et les connexions
sont independantes et l'action de la matiére depend seulement du tenseur metrique gJ.LV
et du champ de matiére '!/J. Cette théorie est décrite par l'action suivante:

(1.2)

où le tenseur de Ricci est fonction de deux champs de gravitation l'un décrit par la
metrique gJ.LV et l'autre par les connexions r~,l' La signification physique de cette in-
dépendenceentre gJ.Ll,et r~vest que ces dernièrs ne définissent aucun transport parallele.
Dans l'approche metrique-affine, l'action de la matiere dépend aussi des connexions r~v
qui ne sont pas symetriques, et dans ce cas l'action s'écrit:

(1.3)

Dans l'aproche métrique les connexions affines sont les symboles habituels de Christof~
fel, et l'action dans ce cas s'écrit comme dans (2.4)où R est le scalaire de Ricci.
Il a été démontré que pour des formes appropriées de f(R) cette action peut na-
turellement produire une phase d'expansion accélérée en accord avec les données de
mesure éffectuées sur les anisotropies du rayonnement micro-onde fossille par les mis-
sions WMAP (Wilkinson M iero-wave Anisotropy Probe) . Cette theorie est apparue
dans des cadres très variés : dans les théories quantique du champ, dans la limite à
basses énergies des super-cordes à D=10, dans l'action du vide pour les théories de
grande unification(GUTs), ... ect. Plusieurs méthodes peùvent être utilisées pour
construire la forme de f(R) en l'ajustant ~ux observations. - -

L'equivalance entre ces théories et cellesde Brans-Dieke est la suivante: si 1" (R) =1- 0
on trouve la théorie deBrans-Dieke avec (ùo = -~ dans le cadre de Palatini, et on
trouve la théorie de Brans-Dicke avec Wo = 0 pour théoriesf (R) métriques.

----.DanscemémDil'e-de-magister-uous--aI1ofls-étutlier-la--t-héorie-cie-la-f-(R)-gravité-danslm--------
universellipsoidal à 4 dimensions. L'organisation de cette thèse est Commesuit: dans
le chapitre 2 nous exposerons brièvement les différentes définitions et propriétés de la
relativité générale d'Einstein, et nous déduiserons les équations du champ gravitation-
nel par l'utilisation du principe variationnfl1. Le e chapitre 3 sera consacré au l'étude

2



de l'univers elliptique dans le cadre de la RG, où nous calculerons particulierement
l'excentricité e dans un univers dominé par l'énergie dûe à un champ magnétique.
Dans le chapitre 4 on exposera la théorie de la f(R) gravité ainsi que les équations du
champ graviationnel qui en découleront. Le cinquième chapitre est une généralisation
des calculs du chapitre 3, mais dans le cade de la f (R) gravité. Le chapitre 6 sera
c.onsacré à une conclusion générale.
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(:~hapitre2

]~léments de relativité générale et de
eosmologie relativiste

Le modèle de Friedmann-Robertson- Walker qui décrit l'expansion de l'univers est basé
sur les lois dé la relativité générale d'Einstein. Les équations d'Einstein qui sont lie la
courbure' de l'espace-temps à la matière et la radiation, sont celles qui peuvent décrire
la dynamique à grande échelle de notre univers. Ce modèle décrit l'univers comme un
fluide parfait constituant un univers homogène (la densité moyenne est la même en
tous points de l'espace) et isotrope (identique à lui même dans toute direction), dans
un système de coordonnées comobile.

Dans ce chapitre nous donnerons quelques définitions d'analyse tensorielle puis on
retrouve les équations d'Einstein en utilisant le principe variationel, et à partir de ces
équations on dérive les équations de Friedmann.

2.1 Définitions

2:.1.1 Dérivée covariante et symboles de connexion

Dans un espace courbe, la notion de la dérivée covariante est essentielle. Pour un vecteur
, Vil la dérivée covariante s'écrit

Dl/vJ.L
DvJ.L

(2.1)- --
dxl/
J.L (2.2)- v; 1/

- vJ.L +TJ.L va (2.3), v ver'

et pour un vecteur dual Pa, elle est définie par
, ---- --- ----------- -~-- ~- ." -- ------ ----- ----~ ---- ---.- - --

DpC'<
dx/3

- Pa; /3
,,' rJ.L "

Po.,/3'-' a/3 P/-L"

4
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(2.5)
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où r~,Bsont les symboles de Christoffel, et sont définis en fonction du tenseur métrique

par la relation

(2.7)

2.1.2 Principe de covariance et équation de la géodésique

Pour décrire l'effet de la gravitation en un point de l'espace-temps on commence par
définir en ce point un système de coordonnées localement plat, c.-à-d, il se trouve un
système de coordonnées {xci} au voisinage d'un point P où on a : 90:'(3' (P) = 'fJa'(3'

et r~;l"(P) ~ 0, avec 'fJo:'(3' = diag (- + ++) la métrique plate Minkowskiènne. On ex-
prime les lois de la physique sous forme tensorielle et on utilise un principe qui consiste
à remplacé 'fJJ.LVpar 9J.Lv et toutes les dérivées ôJ.L par des dérivées covariantes D,},. Ce
principe s'appele principe de covariance. Ainsi on remplace l'équation de mouvement
d'une particule libre dvut! = 0 par D,JuJ.L = 0, où uJ.L est la 4-vitesse de la particule, qui
s'écrit ausi après développement sous la forme suivante

duJ.L t! 0: (3
dT + r0:(3 u u = O.

Cette équation s'appelle équation de la géodésique, et définit la trajectoire d'une par-
ticule libre soumise au seul effet du champ de gravitation.

~2.1.3 Transport parallèle

()n dit qu'un vecteur st! est transportée parallèlement le long d'une courbe paramétrisée
par T si sa dérivée covariante est nulle,

2.1.4 Tenseur de courbure

Dst!
dT = O. (2.8)

Le tenseur de courbure de Riemann est évidemment un objet central de la relativité
générale. Ce tensèur apparait naturellement à travers le concept de transport parallèle
[11]' et est défini par

Ro: - ro: ro: ro: rt! rD: rt!
. (3,8 - (38" - (3" 8 + Wy (38 - t!o (3"( . (2.9)

rI possecleuii-uÏicertaiü.norril:ire-ife-propnetéS-----------C
.•.• ---.----- ------------.--.----.---- .••• --.- .. -" ----.--
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A partir du tenseur de Riemann, nous pouvons définir par contraction sur deux indices
un
nouveau tenseur de second ordre RJ.Ll/ appelé tenseur de Ricci

Rl/(3 glla RJ.Ll/a(3

- R~Qf3

- r~f3, Q - r~Q , f3 + l''~a r~J3 - r~p r~Q .

(2.10)
(2.11)
(2.12)

Le tenseur de Ricci est symétrique RJ.Ll/ = Rl/J.L, et est le seul tenseur de rang deux que
l'on puisse construire à partir de tenseur de Riemann~

En contractant le tenseur de Ricci, nous obtenons un nouveau objet

R ~ a(3R- 9 a(3t (2.13)

qui est un invariant. On l'appelle scalaire de Ricci ou courbure scalaire de l'espace-
temps.

A partir du tenseur de Ricci, du scalaire de Ricci et du tenseur métrique, on construit
le tensem' d'Einstein

(2.14)

2.2 Tenseur énergie-impulsion

Les définitions précédentes donnent les objets géométriques de basee de la relativité
général . Ils permettent de décrire le mouvement d'une particule test en chute libre. Il
faut maintenant relier ces éléments de métrique au contenu de la géométrie en matière.
Pour cela, il nous faut introduire ce qui va être lasource des fluctuations de la métrique,
qui est le tenseur énergie-impulsion Till/.

Si on considère un ensemble de particules placées aux'positions Xi(t), et d'impulsions
Nt; la densité d'impulsion est donnée par

(2.15)

On peut rassembler les pilet jlla en un tenseur de rang deux, qu'est le tenseur énergie-
impulsion, TJ.Ll/, ayant comme composantes

6



T/LO = p/L,

T/La = j/La,

qu'on peut aussi exprimer par

/L v

T /LV - '" PiPi À ( (t))- ~ TUDirac X - Xi ,
i t

avec Ei , l'énergie de la particule i, qui est liée à son impulsion par

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

où t = x7(t) .
Quand on s'intéresse à l'ensemble de l'univers on doit aller au-delà de la description de
son contenu en termes de particules . La description la plus simple est de le regarder
comme un fluide parfait caractérisé par un tenseur énergie-impulsion donné par

(2.21)

OÙ U~L est le quadrivecteur vitesse, p al densité d'énergie du fluide et P sa pression.

2.3 Equations de mouvement d'Einstein

L'équation qui relie les éléments géométriques de la métrique au contenu en matière
est celle _d'Einstein ou ce qu'on appelle: équations du champ de gravitation. Pour la
cOllstruire il existe différentes approches, l'une d'elles, la plus simple, est l'approche
variationnelle.

En relativité générale l'action est divisée en deux parties, l'une décrit la gravitation
et l'autre décrit la matière. Donc on écrit

OÙ Sc représente l'action du champ de gravitation, définie par

1
Sc = 161rG (IH [g] + lB [g] + 10) ,

(2.22)

(2.23)

1
avec !Ir = ft' R F9 d4x le terme de Hilbert, 113 = 2 ~ ék Ihl2 d3y le terme de bord,

.. &.
et 10 --un--terffie-nBn-clyna-mique,-ie--Mo--=-(}--'fancl-is--què--8m-ref)résent-e4..'.aet-ion-cle--la------. _. -----
Inatière, et est définiè par

(2.24)

7



Donc, la variation de l'action totale s'écrit

oS = oSa + oSm.

De l'équation (2.23)on trouve

(2.25)

oSa (2.26)

(2.27)

nous calculons la variation sur le terme de Hilbert

.0IH - 10 (R v=9) d4x (2.28)

1(oR v=9 + R o~) d4x (2.29)

-1 (0 (gaf3Raf3)v=9 + oV-g R) d'1x (2.30)

- 1(Raf3Fi}ogaf3 + gaf3F9oRaf3 + .R oFrT) d4x. (2.31)

Nous utiliserons la relation suivante

1" ~... . r-::-- "af3uv -g = -2"v -g gaf3ug ,

qui permet d'écrire

(2.32)

JIH - 1Fïiog"p (R.,p - ~9"pR)d'x + 1Fïig"poR.,p d'x

- 1v=9ogaf3Caf3d4X + 1V-g gaf3oRaf3 d4x. (2.33)

On pose
gaf3"R - "vfJ..u af3- U. ,

'.
où

Alors, le deuxième membre de l'équation (2.33) devient

(2.34)

(2.35)

J ga
f3oRaf3F9 d4x = 10vttt y'-g d4x (2.36)

.-----------.-----.-.- ..-~:----.-.-----~----16VW--a'EfJ. --------.-------- ..---(2.37)------------ ..
8v

- 1EOVfJ.rLfJ.lhl~d3y. (2.38)
81/

8



On calcule, maintenant ovMnw En effet

oV-y g-YMOVM

- g-YM(go/3 or~/3- go/3or~(3).

Utilisons la définition de r~/3et r~/3,avec :og/~,/= 0, on trouve

(2.39)

(2.40)

[ 0/3 1 MV (0 + 0 0) 01-' 1 /3v (0 + 0 0)]9w [}"2g guo,f3 guf3,o - gof3,u - g"2g guo,f3 guf3,o - gof3,u

_. ; gOf3o~ (oguo,f3 + ogUf3,o - ogof3,J - ; o~g/3v (oguo,f3 + oguf3,o - ogOf3,J. (2.41)

Remplaçons v par a dans le deuxième terme

Donc

nMovM - nMgo/3 (ogM/3,o - ogo/3,M)

- nM (énon/3 + ho(3) (ogM/3,o - ogo/3,M) ,

qui se simplifie finalement à

nMovM = nMho/3 (OgM/3,o- ogOf3,I-') .

(2.42)

(2.43)
(2.44)

(2.45)

comme 0,90/3 = 0 sur la frontière, sa dérivée tangentielle s'annule aussi, et ainsi on
obtient

L'équation (2.38)s'écrit alors

1go/3ORo/3 J-g d4x = - cj ého/3ogo/3,MnM Ihl~ d3y.
av

Alors, l'expression de 6IH devient

oIH =1yCgogof3Go/3d4x - f ého/3ogo/3,MnM Ihl~ d3y.

av

(2.46)

(2.47)

(2.48)

Pour trouver la variation de l'action de gravitation, il reste à calculer la variation du
terme deJrontière oIB . _~ "_~ _~ " ~ ~_..__.._"... ..•• - -- _. __ o •• • + - ----

La courbure extrinsèque K est définie par

(2.49)

9



où r{X est le vecteur unité normal à l'hypersurface et h°{3 est la métrique 3D induite
l'lUT cette hypersurface.
On peut écrire l'équation de la géodésique sous la forme:

{3o -0n n; {3 - •

et la courhure extrinsèque devient

K h°{3no; {3

- h°f' (no, (3 - r~{3n'Y)
h°{3r'Y

- - o{3 n'Y'

ce qui coilduit à

bK ..;... _h°{3 (~ g'Ylt (b9IL"',{j+ b9IL{j,,,,- b9"'{j'IL)) n'Y

- ~ h°{3 (b9IL"',{j+ b9IL{j,,,,- bg"'f3,J nit.

Comme la dérivée tangentielle de bg",{j s'annule sur la frontière, alors

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

Finalement
(2.55)

En remplaçant l'équation (2.55) et (2.48) dans (2.27)on trouve la variation sur l'action
de gravitation Sc .

(2.56)

Il reste à calculer la variation sur l'action de la matière. De l'équation (2.24) , on trouve

bSm - 1d4xb (LyCg)

1d4x8LyCg +/ d4xLbyCg

- 1d4x (~:(3bgO{3yCg- ~L9",{jyCgbgO(3)

-------] ;~ (l:-~fLgo')o;:~J=i - -- -------- ---------------------------
_ ~~-ld4x (-2 aL + Lg"'(3) bg",(3~r-g. (2.57)2 v og",{j. .

10



On définit le tenseur énergie-impulsion par la relation

et clone

(2.58)

(2.59)

En exigeant que l'action reste invariante sous la variation de la métrique, c'est à dire,
58 = 0 , et comme les 6g<>13 sont arbitraires, on déduit que

Ga{3 = 87rGTa{3. (2.60)

Ces équations sont fondamentales en relativité générale: ce sont les équations du champ
de gravitation ou équations d'Einstein. Aussi, elles indiquent clairement l'équivalence
entre l'énergie, par l'intermédiaire du tenseur énergie-impulsion, et la géométrie de
l'espace-temps.

2.4 Equations de Friedmann

On considère un espace-temps caractérisé par le tenseur métrique gJLV de signature
(---,+, -+-, -+-). La forme générale de la métrique qui décrit un univers homogène et
isotrope sur des échelles cosmologiques prend la forme de la métrique de Friedmann-
Robertson-Walker

(2.61)

où u(t) est le facteur d'échelle, qui est toujours réel. Ce paramètre est essentiel en
cosmologie : c'est un nombre sans dimension, qui fournit l'échelle des distances à un
instant tdonné. C'est également ce paramètre qui décrit l'expansion ou la contraction
de l'univers.
A partir de la définition des coefficients de Christoffel, on déduit que

r80 = 0,

rto = 0,

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)



.A.partir de l'équation (2.12) on détermine les composantes du tenseur de Ricci

Q,
Hoa = -3-",a

(2.67)

~j = 6ij (iia + 20,2) .

Et finalement le scalaire de Ricci est donné par

(2.68)

R gaf3 Raf3
_ gOORao + gii ~i

6(~+m} (2.69)

Prenons la composante (0.0) des équations d'Einstein (2.60)

(2.70)

(2.71)(à)2 _ 87rG
- - --p.
a 3

remplaçons Raoet R par leurs expressions, avec Tao = p, on trouve la première équation
de Friedmann

Considérons maintenant la composante (i.j) de l'équation (2.60) .On obtient

87rG T,... . tJ

87rGgikgjITkl. (2.72)

Or
(2.73)

:En substituant dans (2.72)on trouve la deuxième équation de Friedmann

2~ +H2 = -87rp.
a

(2.74)

Les deux équations ((2.71) et (2.74)) décrivent entièrement toute l'évolution de l'u-
nivers.
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(~hapitre 3

Univers ellipsoidal à 4 dimensions

Le Big Bang a marqué le commencement de nôtre univers. Depuis lors, il avait augmenté
de taille (gonflé). La chose la plus naturelle à supposer est que cette augmentation de
la taille de l'univers (expansion) se produit au même taux dans toutes les directions et
donc l'univers prend une forme d'une sphère. Cependant, Leouardo Campanelli-et ses
collègues [31] ont réexaminé les données fournies par WMAP sur les fluctuations de la
température et la polarisation du fond cosmique de rayonnement micro-onde (CMB)
et ont conclu que l'univers observé ressemble à un ellipsoïde, plutôt qu'une sphère. Les
deux informations sont d'un point de vue théoriq]le extrêmement important puisqu'elles
nous permettent de renseigner sur l'éventuelle période de réionisation de l'univers et
sur les ondes gravitationnelles primordiales qui sont des fluctuations de la métrique.

Dans eette section, nous dérivons les équations cde base qui décrivent l'évolution d'un
univers (~llipsoidal à 4 dimensions, et nous calculerons l'excentricité en termes du facteur
d:échelle.

3.1 Equations de mouvement d'Einstein

La métrique plate de l'univers ellipsoidal à4 dimensions esten général donnée par

où les fadeurs d'échelle a et esont des fonctions de temps cosmique. L'excentricité est
définie par

e=V1-(~r.
En fonction de l'excentricité, la métrique prend la forme

(3.1)

13
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La densité Lagrangienne qui décrit ce système est défini par

L __ (ds?
d)"

~ [_i2 + a2(t)(j;2 + fi) + c2(t)i2] , (3.2)

et les équations de mouvement sont décrites par les équations d'Euler Lagrange

(3.3)

_o. Pour q = t,on obtient
iLaj;2 + iLaii + èci2 + t.= o. (3.4)

Utilisons maintenant la composante déduite de l'équation de la géodésique

En remplaçant a et fJ par toutes les valeurs possibles, on obtient

t.. rt .2 rt .2 rt .2 rt t.2 . 2rt .. 2rt ..+ xx X + yy y + zz Z + tt + xy xy + xz XZ+

+2r~z yi + 2r;x j; i + 2r~yyi + 2r~ziz = o.
En comparant les termes de cette équation avec (3.4) on trouve:

rt rt .xx = yy = aa,

(3.6)

(3.7)

(3.8)

.'r~t= r;y = r~x= r~z= r;x = r~z= r;y - 0,
r~x= r~t = r~y= r~t= r~z= r;t = o.

(3.9)

Et en répétant les mêmes étapes de calcul que précédentes, on trouve:
.- Pour q == x,

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

rx _ rx _ il
tx - xt - -,a

rx T'x rx rx rx' rx rx r"'x rx 0tt = .ty = yt= .xy = yx =. xz = zx = tz =. zt = ,

r~x= r~y= r~z= o.
....Pour q = Y,on a " _...._.._ ,-,--.-._._~---------_._--_.__._-_.~-._------.--.-.-----.---â-. '------..----..--- -..-.-----~-----

. rY - rY - .ty - yt - -,. a
ry - rY - rY - ry - ry - ry - ry - rY - rY - 0tt - tx - xt - xy - yx - xz - zx - tz - zt - ,

ry = ry = ry = 0xx . yy . zz .

14



.~ Pour q= z

(3.16)

(3.17)
A partir de la définition de RJ.Ll/

on déduit l~s expressions stIivantes

(li ë)
R1;t = - 2- + - ,

a c

R .. .2 é.
xx = aa + a + -aa,

c

R .. .2 C.
"vyy = aa + a + -aa,

c

Rzz = cë + 2~éc.
a

Et finalement le scalaire de Ricci est donné par
.. .. .
a c a 2 caR = -4- - 2- - 2( -) - 4--.
a c a ca

Les expressions de £ et f en fonction de l'eccentricitè e sont données parc c

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

c
c (3.24)

c
c

a ê2 eë---------
a 1- e2 1- e2

2~~
al - e2' (3.25)

En fonction de l'excentricité, le scalaire de Ricci s'écrit alors

.. . " '2 ..a a 2 a ee e eeR = -6-- 6(-)+8--.- +2-- +2--.
a a Q, 1- e2 1 - e2 1 - e2 (3.26)

Le tenseur énergie-impulsion le plus général qui obéit à la symétrie plane est de la
fOrme .

T; = diag (p, -Pli, ~PII, -Pl.) . (3.27)
.. _. ~- ....- .. _ ..__ .. -----_._. ,._-------------_ ...__ ...._- -_._------------_._---_.~-~-~----_.__ .__ ._-_._._--~--------~-_._---_.~-----,------_._..__ .- .._-_ ...•"---.-_.
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:3.2 Equations de Friedmann

On eonsidère la composante (00) des équations d'Einstien
,

1
Hoa - "2gooR= 87fGToo,

qui s'écrit comme

a ë a ë (à)2 èà-2- - - + 2- + - + - + 2-- = 87fGp.
a cac a ca

Eln terme d'excentricité on obtient

(~)2 _ ~~~ = 87f_C?-p.
a - 3 a 1 - e2 3

On considère maintenant la composante (xx) de l'équation d'Einstien

et on remplace Rxx par son expression pour obtenir

.2 .. è . 1 R- 8 GTa +aa+~aa-"2gxx. = 7f xx.

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

On divise par a2

et on utilise

ce qui donne

(à)2 a èà 1- + - + -.- --gxxR = 87fGTxx.
a a ca 2a2

(3.33)

(3.34)

(3.35)

Rempla~;ons finalement les Eqs.(3.24) et (3.26) dans (3.35)

(
')2 .. .. '2' ...a a. a ee e ee 2- + 2- - 3---- - -- - -- = -87fGa Pli'
a a a 1 - e2 1 - e2 1 - e2

(3.36)

..Oh-rioté- qu'oifootient-Ia-même-équation-pour--la-com-posanteryy-)-.-------------- ..------.----------

Considérons enfin la composante (zz) des équations d'Einstien

(3.37)

16



Ftemplaçons l'éq.(3.22) dans (3.37) et utilisons (~.27) . On trouve

.. 20,. 1 R 8 G 2
CC +- -cc - -g = 1r C Pl.'a 2 zz (3.38)

On divise par c2
ë o'è 1- +- 2-- - -gzzR ~ 81rGpl.,
cac 2c2

(3.39)

et on utilise l'éq.uation(3.23) pour déduire que

a 2 a(-) +- 2- = -81rGpl.'
a a

(3.40)

Ces trois équations de l<riedmann((3.30) , (3.36) et (3.40)) décrivent l'évolution d'un
univers ellipsoidal à quatre dimensions dans le cadre de la relativité générale, et à
partir desquelles on peut déterminer l'évolution du paramètre d'excentricité avec le
f~acteurd'éçhelle.

~t3 Equation de continuité

La dérivation de la première équation d'Einstein par rapport au temps cosmique donne

L'équation (3.30) permet de déduire que

Remplaçons (3.42) dans (3.40),on obtient

a 2 a èe 81rG
2- = -81rGpl. - ---- - -p.

a 3 a 1 - e2 3

(3.42)

(3.43)

Substituons les deux dernières équations dans (??) . Aprèsun long calcul on obtient

. , a (a èe)p +- 2~(p +PII) +- ',_ ,~- 1~e2 (p + Pl.) = 0, ,(3.44)

qùi exprime laconservation de la densité d'énergie de l'univers ellipsoidal. Dans le cas
-standa-rd-eù--'------~--------------~-----~---,--.--.---- -----.---.----.---------.------.----------~--.----.----
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?4ot:). . Champ magnétique uniforme

Le tense\~r moment-énergie pour un champ magnétique uniforme peut être écrit sous
fC)Ime

T~ = pAdiag(l, -1, -1, 1).

L'équation (3.40) donne

Nous avons l'équation suivante

Pour un .champ magnétique uniforme, on a alors

Donc, l'équation précédente se réduit à

pA +4HpA = O.

:3..4.1 Evolution de l'excentricité

H.emplaçant d'abord la troisième équation de mouvement dans la deuxième

â, ée ë2 . eë
-87rGpl. - 3--- - --,- - -,-- = -87rGPlb, al - e2 1- e2 1- e2

et avec (3.45), on obtient

â, ée é2 . eë . A
-3--. -, - -,- - -- = -167rGp .a 1- e2 1- e2 1_.e2

Pour une faible excentricité, on écrit

et l'équation précédente devient

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

En remarquant que
.2 .. d(ëe)
e +ee=~,

18
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on obtient

qulon écrit aussi sous la forme

d( èe) + 3H èe = 167fGpAdt ' (3.54)

La solution de l'équation homgène est donnée par

t d( ~Î t

!:J:E..L. ! .~ dt = -3~dt.
to dt to

Les deux intégrales sont des Logarithmes, et donc

de2(t) de2(to)
lndt -ln ~- = -3Ina(t) + 3Ina(to) -HnC.

Nous utilisons les conditions initiales de la la référence [12]

e2(to) = 0,

à(to) = 1,

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

pour déduire que
de

2
(t) = Ca(tt3.
dt (3.60)

J:~nremplaçant dans l'équation au deuxième membre(3.55), avec pA = 8~~' où,pA est
la densité d'énergie magnétique, et B est le champ magnétique proportionnel à . On
trouve alors

on trouve que

Uexpression du facteur d'échelle est donnée par

(
3HO ) ~a(t)= Tt

Donc, l'expression de c(t) devient

4 (3Ho)-l[1 1]c(t) ="3G T ta ~ t3 .

19
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L'équation (3.63) implique que

2[ 1 1]4 3Ho -3 2:3 1 2:3 1

C(t) = 3G(2) (3Ho) a(t)2 - (3Ho) a(to)2 .

E;n utilisant la condition (3.59) ,on trouve

4 (3Ho) -1 1c(t) = 3G -2- [a(t)2 - 1].

En Remplaçant dans(3.60) on obtient

en écrivant a en fonction de t, et on intégrant on obtient finalement

(3.65)

(3.66)

(3.67)

En réexprimant à nouveau t en fonction dea et avec a(to) = 1, on a

avec

(3.69)

(3.70)

oùnto) est appelé paramètre de densité sans dimensions, et p~~) est la densité d'énergie
ctitiquea.ctùe1. . .

"- - __ '._ - _---_._-------._--_._ __ ._._-._-_. __ .._--_.-----------_ _._---~_..__._._._-~._-----------_._.._--.. _._ _ .._~_._---.
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(Jhapitre 4

lJnivers de
]~''riedmann-Robertson-Walker dans la
tlleorie de la f (R)-gravité

La. relativité générale est une théorie non renormalisable. On a prouvé que la renormal-
isation dè cette théorie à une boucle exige l'ajout de contre-termes à l'action, qui pour-
raient éliminer les divergences, c-à-d, que l'action d'Einstein-Hilbert devrait être com-
plétée par des termes de courbure d'ordre supérieur comme: R2, RJ.LV RJ.Lv, RJ.Lvu>, RJ.Lvu>"

ainsi que certaines combinaisons de ces termes. Donc l'action d'Einstein-Hilbert s'écrit
cOmme

Puisqueles'hypothèsesd'homogénéité et d'isotropie de l'univers permettent d'exprimer
R J.LVR1wetRJ.LVu>, RJ.Lvu>, en fonction R2, L'action se réduit alors à

Ce modèle de gravité modifiéeoùj(R) = R + aR2 permet d'avoir une phase d'ac-
célération seulement dans des régions de gravitation très fortes à des échelles comme
celle de Planck (ère d'inflation ) et donc dans l'univers primordial. Mais le second
terme (aR2) devient trop petit aujourd'hui. Il est alors négligeable et ne contribue pas,
puisque la courbure scalaire est en général une fûnctiondécroissante dans le temps.
Donc nous avons f(R) = R, c'est-à-dire qu'aujourd'hui la déformation de la gravité
n'existe pas. Pour cette raison il faut jouer sur le deuxième terme jusqu'à trouver des
modèles décrivent très bien l'évolution de l'univers à toutes les echelles. Les conditions
qui sont supposées pour trouver des théories f(R) viables sont [13] :

..- ..'.rrRr~-O~:cOn-dllonpour-iin-regiine-aerortecourbufe-clâssiquementstaole.etpoul .....
l'existence de phase de matière dominant l'evolution cosmologique de l'univers .

••1+ f' (R) > 0 : pour assurer la positivité de la constante de Newton et l'énergie des
gravitons.
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4~f' (R) <: 0 : cette condition assure que le comportement ordinaire de la RG est
recupéré durant l'ére primordiale. Cette condition avec 1" (R) > 0 implique que f' (R)
est une fonction négative et croissante monotône dans l'intervalle -1<: f' (R) < O.

tD If' (R)I «1: pour des des époques recentes. Ceci est imposé par les tests de gravité
locale.

4:.1 La thèorie de la f(R)-gravité

La thèorief (R) est un type de théorie de la gravité modifiée, qui explique l'accélération
tardive de l'expansion de l'univers, et est proposée comme alternative à la relativité
générale d'Einstein. Dans cette théorie le scalaire de Ricci R qui décrit la RG est rem-
placé par une fonction du scalaire de Ricci feR). Alors dans ce cas, l'action d'Einstein
en l'absence de la matière s'écrit ( 8'1rG = 1)

(4.1)

Pour trouver les équations du champ, on suit les mêmes étapes que dans le cas de
l'action d'Einstein-Hilbert (chapitre2), mais il y a quelques différences importantes
qu'il faut mettre en évidence.

L'action d'Einstein modifiée en présence de la matière s'écrit comme

(4.2)

où Lm8st le Lagrangian de matière et f (R) est une fonction du scalaire de Ricci.

Pour trouver les équations du champ de gravitation, varions l'action par rapport à la
111étrique(4.2)

oS - J d4x [0(F9 f (R)) + o(F9Lm)]

- 8Sa +oSm..

La variation du terme de gravitation donne

0(j=9 f (R)) -oF9 f (R) +';="9 f '(R)oR.

En répétant les mêmes étapes de calcul que dans les chapitres 2 et 3 on trouve

(4.3)

(4.4)

Le troisième terme de cette expression s'écrit
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V intégrale du premier terme donne zéro à cause du théorème de Stokes. Donc il reste

(4.7)

.Avec
(4.8)

On trouve

.;=g .f '(R)ov~ ~ - (-.;=g f '(R); ~ og~) + (.;=g f '(R); ~go:{3og:(3)
- - (v=9 f '(R); ~ ogO:~)0: + (.)-g f '(R); ~),o:ogO:~,

+ (v=9 f '(R); ~go:{3ogo:(3)'~- (v=9 f '(R); ~go:(3)'~ogo:{3.

Le premier et le troisième termes sont des termes de surface, et donc leur intégrale
donne zéro (théorème de Stokes). Alors

Nous utilisons la relation suivante:

(4.10)

pour trouver

(ln changer f..L par f3 dans le premier terme

On peut changer la dérivée normale par la dérivée covariante

\!-'-g f '(R)ov~ ~ F9f '(R); 0:{3 ogO:{3- F9f '(R); ~go:(:JogQ{3
- Frtvo:'il{3 f '(R) ogo:{3- v=9'il~'il~ f '(R)go:{3ogO:{3{4.13)

où 'il Q. est la dérivée covariante. Donc, la dernière expression de o(.;=g f (R)) devient

o( v=9 f (R))
1-2y!=g go:{3ogQ{3f (R) + v=9 f ,(R)ogo:{3Ro:{3

+F9v 0:V {3 f '(R) ogo:{3 - v=9v ~V~ f '(R)go:{3ogO:~4.14)

-Ori-(;liâ"nge-Œ~tJ~-fesT)-ëctivetITeTItlJarlT,'lrdans--tous-les-termes---------.-----.---------- ..-- .---------

1 . . . . .
(~(v=9 f (R)) = -2v=9 g/lVog~Vf (R) +";=9 f '(R)og~VR~v (4.15)

+v=JJV/l'lv f '(R)og~V -F9'l,BV{3 f '(R)g~v og~v. (4.16)
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Avec
(4.17)

et
(4.18)

on obtient finalement

OS'G ~ l d4x..j=gogJ1.// [ -~gJ1.// [f(R) - Rf '(R)] + f'(R)GJ1.// + f '(R)i a{3 (gaJ1.g{3// - gJ1.// ga{3) ] ,

(4.19)

avec

(4.20)

La variation de l'action de matière est déjà calculée dans le chapitre précédent et nous
avons trouvé le résultat suivant

5:'" -l d4 (8Lm 1 L) 5: J1.// r--:.uSm - x 8gJ1.// - 29/1:// m ug V -go

La quantité entre parenthèse est le tenseur énergie-impulsion de la matiere

(4.21)

(4.22)

L'intérêt de cette formulation est évidemment qu'elle permet d'étendre les théories de
champ formulées sur un espace plat à des espaces courbés.

L'expression de oSm s'écrit alors sous la forme

(4.23)

Puisque la variation totale de l'action (4.2) est nulle (principe de moindre action)
implique que

oSc +oSm = o. (4.24)

Alors, les équations modifiées du champ d'Einstein s'écrivent explicitement comme

n = T curv +T m
l.:r J1./J J1.// . J1.//,

24
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(4.28)

et G/-LV est le tenseur d'Einstein qui représente la géométrie de l'espace-temps.T/-L~ est
le tenseur énergie-impulsion, qui décrit la distribution de la matière et l'énergie dans
l'espace-temps, et T/-L~urv le tenseur énergie-impulsion dû à la courbure.

4.2 Les équations de Friedmann modifiées

Nous considérons la métrique de FRW
ds2 = -de + a29ijdxi dxj, (4.29)

avec
(4.30)

,1.2.1 Première équation de Friedmann

A partirde la composante temporelle de l'équation de mouvement d'Einstein on trouve
la première équation modifiée de Friedmann

1
Rao - "290oR == Too. (4.31)

On utilise les données suivantes

avec

Too = -P,

Pm
P = Pcurv + f '(R)'

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

OÙ Pm estla densité d'énergie de la rriatière, et p~rvla densité d'énergie de la courbure.

On trouve alors

3a 3 a 1 (2k 2.2 .. ) _9ij [ Pm ]-;;:-"2-;;: - "2 + a +aa 9ij a2 = - Peurv + f '(R) .

Avec
- -ij - 3

.--- ---,-c--. ------gi;j!J--=-- o!.j- - .. --

on obtient la première équation modifiée de Friedmann

k 2 1 [ Pm ]
a2 + H = 3 Peur v + f '(R) ,
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4.2.2 Deuxième équàtion de Friedmann

Pour trouver la deuxième équation modifiée de Friedmann on écrit la composante
spatiale de l'équation de mouvement d'Einstein.

(4.38)

avec

On remplace dans l'équation (4.38)

2 •. 3
(')k 2'2 ")- a - (3a) (2k 2'2 ")- Tkl- ~ + a + aa 9ij + "29ij ~ + 2" + a + aa 9ij = 9ik9jl.

Avec

l'équation (4.40) devient

Aprés simplification, on obtient

a 2 k
2- +H + 2" = - (Pcurv + Pm) ,a a

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

qui est la deuxième équation de Friedmann. Cette équation est une fonction de a, donc
elle décrit l'accélération ou la décélération d'expansion de l'univers selon le signe de a .
La densité d'énergie de la courbure est défini par

Pcurv - T~r:v90o
fTlcurv

9
00

.L 00 .

Avec(4.2?) , donc l'expression de Pcurv devient

(4.44)
(4.45)

:t"~'" ~ AR) H9'" ( f (R) - Rf '(R) - (9"o9"P - 9""9ofJ) f '(Sl' op}, (4.46)

.........f4,,,".~-~ f~R)-Bcge'~-! -(.l4~RJ.4R))__.{_.g0/l-!Ioo9ii)ll-f.'fR7C"p+--~----------------- ---------

RemplaçoIls Ct et (3 par toutes les valeurs possibles, on trouve

p~," ~ f'(R) {~( f (R) - Rf '(R») + f '(R);'j~~} . (4.47)
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On caleule la dérivée covariante f '(R);ij. Comme f '(R) est un scalaire on a

f '(R);i = f '(R),i'

et alors
f '(R);ij = (f '(R),i);j'

On utilise la définition de la dérivée covariante

(4.48)

(4.49)

f '(R);ij = f '(R),ij - rIjf '(R),'Y (4.50)

f '(R).-. = ~ (df '(R)) _ r~.df '(R) _ r~.df'(R) (4.51)
,~J dxi dxJ ~J dt ~J dxk '

et comme df '(R) dR df '(R)
dx'Y = dx'Y dIt '

(4.52)

et avec 'Y = 0, i, on trouve

f '(R)." = ~ [dR df '(R)) _ r~.dRdf '(R) _ r~.dR df '(R) (4.53)
,~J dxi dxJ dR ~J dt dR ~J dxk dR .

On voit queR ne dépend pas de xj ,et donc la dérivée covariante f '(R);ij devient

f '(R);ij -r~jR f "(R)
- -o,agijR f "(R).

On remplace dans (11) pour finalement trouver

(4.54)

p~," = l '~R) UCf (R) ~ RI '(R)) - 3HR l "(R)} . (4.55)

4.3 La pression de la courbure

Pour trouver la formule de la pression, nous utilisons la définition

T ij _ ij
curv - - 9 Pcurv,

g. _T ij __ 9' .gijp. ~J curv -~J. curv,

- _ 1 ijT- curve
Pcurv - -39 ij .

(4.56)

(4.57)

------- -~-------- - -----.--.-.--~-_. _ ______:_----~ __ ~ ~ __ M _

T fjrve est définit dans L'équation (4.27). Alors ----- - ----.- - -

Pm," ~ -3 1\R) {~( 1 (R) - RI '(R)) ~ g'i l '(RHg.,giP - Yi; gap)} (4.58)
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Considérons le deuxième terme :

g'ij f '(R)ia{3(9ia9jf3 - 9ij 9a(3) lj f'(R); a{39ia9j{3 - 9ij9ij9a{3f '(R); a{3

_ lj f '(R); kl9ik9jl - 3900 f '(R) ;00 - 39kd '(R); kl
f '(R); kl9k 1+ 3f '(R) ;00 - 39kd '(R); kl

_ -2 9kd '(R); kl + 3f '(R) ;00

- -2l1 f '(R);kl + 3f '(R);oo. (4.59)

On a
f '(R);o = f '(R),o, f '(R);oo = ( f '(R),t);t. (4.60)

On utilise la définition de la dérivée covariante

f '(R) ;00 = f '(R),oo - rJo f '(R),,,!'

or les fi~ sont nulles, ce qui donne

Avec l'équation (4.52) , on trouve

f '(R) ;00 = Rf "(R) + R 2 f "'(R).

l)onc

(4.61 )

(4.62)

(4.63)

9ij f '(R); af3(9ia9j{3 - 9ij 9a(3) = +2aagkl9k1R J"(R) + 3 (R2 f II1(R) + fi f "(R)) .
(4.64)

En remplaçant dans la dernière expression de la pression on obtient

PCUT'V =. f'~R) { 2~Rf "(R) + Rf "(R) + R2 f(R) - ~ [j(R) - Rf' (R)] }. (4.65)

4.4 Equation de continuité

En appliquant l'identité de Bianchi à l'équation (4.26, on obtient l'équation de conti-
Imité oU la loi de conservation de la densité d'énergie totale. En effet on a

(4.66)

On peut écrit cette équation sous forme

(4.67)
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ou
T~ /1 = O. (4.68)

En utilisant la définition de la dérivée covariante d'un tenseur, on trouve

(4.69)

Pour v = 0 on a
T. /1 + f/1 T a fa T /1 - 0

0, /1 a/1 ° - 0/1 a - . (4.70)

Le premier terme implique que fJ = 0 et le deuxième terme implique que a = 0,

T.0 + f/1 T ° - fa TO - ra T j - 00,0 0/1 ° 00 a Oj a - , (4.71)

T.0 fi T ° aTj 0
0,0 + Oi ° - ~ j = . (4.72)

(4.73)° i iLToo + foiP + 3-p = O., a

Les équations (4.33)et (4.41) impliquent respectivement que :T g = P etT ~= -3p, et
donc

En remplaçant fti = 3~ on obtient .

P + 3R (p + p) = 0, (4.74)

avec, P et. P définissant respectivement la densité d'énergie et la pression totale

P = (Pcurv + Pm) ,

Pm
P == Pcurv + f'(R) ,

(4.75)

(4.76)

Dans la suite, on se limitera au cas d'un univers plat, c.-à-d k - 0, et où la matière est
sous forme de poussière, c'est à dire Pm = 0, et on négligera aussi l'interaction entre la
matière et la courbure. Dans ce cas la densité d'énergie de la matiere est donnée par

3H2n -3xPm = OHmOe . (4.77)

Nous considérons les équations (4.37) et (4.74). A partir de l'équation (4.37) et en
utilisant les donnés précédentes on trouve

On dérive les deux membres de cette équation par rapport au temps cosmique

. 1
2HH = "3Ptot. (4.79)
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L'equation (4.74) donne

(hot = -3H (PCUTV + f~~) + PCUTV + Pm ) •

et :~vecl'équation (4.77) on obtient

(
3H2n -3x )• oHmOe

Ptot = -3H PCUTV + f'(R) + PCUTV + Pm .

Remplaçant l'équation (4.81) dans (4.79)

. 1 ( 3H5r2~oe-3x )
H = -"2 PCUTV + f'(R). + PCUTV ,

(4.80)

(4.81 )

(4.82)

a,vee Prn = O. Remplaçant maintenant PCUTV et PCUTV par leurs expressions respectives
dans H

il = - 2f,1(R) {H6r2moe-3X + Rf"(R) +R (Rflll(R) - Hf"(R))}. (4.83)

Cette équation décrit une équation différentielle de troisième ordre en .f (R), et à partir
d'un modèle d'énergie noire on peut trouver le paramètre de Hubble H et donc une
solution (une forme) de f (R).

---- --- ------ --- ---- ---------------_._---- -- -- --~-- - - -- -- ---- -~ ----- ------- --- ---------_.-.
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(~hapitre 5

lJnivers ellipsoidal à 4 dimensions
(lans la théorie de la f (R)-gravité

Dàns ce chapitre, nous étudions et analysons la dynamique de l'univers ellipsoidal, avec
f(R) gravité. Aussi nous voulons obtenir l'évolution avec le temps cosmique du carré
de l'excentricité.

5,.1 Equations de mouvement modifiées

Les équationq d'Einstein modifiées sont données par
(5.1)

où G(..LI/estle tenseur d'Einstein

(5.2)

(5.4)

et

On considère les composantes de tenseur moment:.énergie de la matière sous la forme
suivante

Pour trouver l'effet de la f(R) gravité sur.l'univers elliptsoidal, on remplace le scalaire
de Ricci et ses composantes dans les équations d'Einstein modifiées. .
Laniétrlque -qUl-a-écdn'üIiivets--etltIYsordal-est~don-néer}a-r-----.------ ---------------------.- -----------

(5.5)

où e (t) est le paramètre d'éxcentricité.
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Première équation de mouvement modifièe

Considérons d'abord la composante (00) des équations d'Einstein

Ra 1 R T.curv+ 1',711.0 - 2"900 = 00 lOO'

qui prend la forme suivante

(5.6)

-(2~+~)-~900R = f '~R) 0900[f (R) - RJ'(R)] - f '(R); a~(90a90~ - 9009a~)}+P;
(5.7)

ou bien li ë 900 f (R) f '(R); a/3
-(2~ + ~)= "2 f '(R) - f '(R) (90a90/3 - 9009a/3) + p, (5.8)

En simplifiant cette équation, on trouve

-(2~ ~)= 1 f (R) f '(R);xx xx f '(R);yy yy f '(R);zz zz
Q. + c 2 f '(R) + f '(R) 9 + f '(R) 9 + f '(R) 9 + p.

Avecf '(R);ii = -f?/lf "(R) on obtient

f '(R);xx = f '(R);yy = -âaR f "(R) ,
f '(R);zz = -ècR f "(R).

Remplaçons dans l'équation (5.9)

li ë 1f (R) f "(R) . (â è)
2~ + ~+ 2 f '(R) + f 'CR) R 2~ + ~ = -p.

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

En remplaçant ~ et~ par leurs expressions trouvées dans le chapitre 3, on obtient la
première équation de mouvement modifiée

3~-2~~..__e~_~. +~.f (R) +R (3~_~) 1"(R) = -p. (5.13)
a a 1 _ e2 1 - e2 1 - e2 2 f ,(R) a 1 - e2 f '(R)

Deuxième équation de mouvement rnodifiée

On considère d'abord la première composante spatiale des équations d'Einstein

. .. 1
_------- ..----.-----.----- ..-....R - -n R - Tcurv :+: Tm (5 14). xx--~xx. - ~ -xx-'-'.' --... -xx-.....----- ..-----.--- ...------.- ..---- .....:.---'-"-'.'.

Rxx , T~~reetT: sont respectivement définis dans (4.45), (5.3)et(5.4). Donc on a
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')' 2 o. . ëe~Ja+ aa- aa--21-e
a2 f(R) 1 { 2 '() _ '() a

2
f'( ) } --'- î ~= 2"f'(R) + f '(R) -a f R jtt + f R ;yy+ c2 R ;zz ,fa PH

On a des résultats du chapitre 4, la relation suivante

f '(R)jtt = R f "(R) + ft? f"'(R)

et où f'(R)jyy et f'(R)jzZ sont définies par les Eqs.(5.10)et(5.11) .

Alors l'équation (5.15) devient

(5.16)

On note qu'on obtient la même équation pour la composante (yy).

,5.1.3 Troisième équation de mouvement modifiée

On considère maintenant la troisième composante spatiale de l'équation d'Einstein

qui prend la forme

R 1 R Tcurev+ T171
zz - 2gzz= zz zz, (5.18)

(5.21)

.. ,iL. c2 f(R) 1 {2 f'(R) (C)2 f '(R) (C)2 f '(R) } 2cc+2~cc = - 2 l '(R) - f '(R) c" ;tt - ~" ";yy - ~ "" jXX +C P.L'
(5.19)

On utilise les relations donnant f '(R);ttl f '(R);ij pour écrire après division par c
2

Finalement si on remplace ~ et ~ en fonction de e et ses dérivées par rapport au temps,
on obtient

à 2 1a à ée 1 eë1 ë2 1 f(R)
(~) + 2~ - 2~ 1- é - 21- e2 - 21- e2 +"4 f '(R)

___.___ __~r j ':~L(_~R_" +~~]+~R2!]_:_;_= ~P.L'
._---"---" -, . -~_._-------- ._-_ .._----~.~_ ..
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~.,2
li). E~volution du paramètre d'excentricité

Le tenseur moment-énergie pour un champ magnétique uniforme s'écrit

T~ m = pAdiag(l, -1, -1, 1). (5.22)

La.première équation de Friedmann modifiée donne

(
0,)2 la 1 f(R) f "(R) [1.. a.] 1. 2 f II/(R) 1 A
~: +- Z~ +- 4 f '(R) +- f '(R) ZR +- ~R +- ZR f '(R) = -zp +

a ee 1 eë 1 è2+2--- +---.- +--.-.a 1 - e2 2 1 - e2 2 1 - e2
(5.23)

et la deuxième équation de Friedmann modifiée conduit à

~~~ + ~~ + ~~ _ ~~R f "(R) = pA (5.24)
2a 1 - e2 2 1 - e2 2 1 - e2 2 1 - e2 f' (R) ,

On utilise à nouveau l'approximation de faible excentricité

(5.25)

Donc, l'équation précédente se simplifie et devient

3H' .2 .. . R'f"(R) 2 A
ee + e + ee - ee f' (R) = P , (5.26)

Remarquons que
.2 .. d(~e)
e +ee=~. (5.27)

et alors l'équation (5.26) devient

d(ee) 3H' _ 'R'f"(R) _ ') A
dt + ee ee 1'(R) - ~p ,. (5.28)

C'est l'équation d'évolution de l'excentricité d'un univers ellipsoidal pour un champ
magnétique uniforme dans la théorie de la f(R)-gravité. On remarque que pour f(R) =
H, on trouve l'éqùation d'évolution ordinaire de l'excentricité (3.54) (avec 87rG = 1)

d( ee) 3H . .. 2 A---a:t +- ee:= p .

(5.29). 1de2
ee = Zdi .
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Avec



..

l'équation (5.28) s'écrit

d(d;;) (3H _ Rf "(R)) de2 = 4 A.

dt + f ' (R) dt P

La solution de l'équation homogène

d(de2) ( • f "(R)) de2
d~ + 3H - R f '(R) dt = 0,

sur l'intervalle [to,t] est donnée par

t

de2(t) de2(to) . f . f "(R)
ln ~ -ln dt = -3Ina(t) + 3Ina(to) +. R f '(R) dt + lne.

ta

Avec les conditions initiales

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

on obtient
t

de2(t) , / . f"(R)
ln~ = -3Ina(t) +. R f'(R) dt + lne.

ta '

(5.34)

On utilise la relation suivante

f'(R)
ln f'(Ro)'

(5.35)

ce qui donne
(5.36)

En remplaçant l'équation (5.36)dans(5.30), avec pA = ag-7f
4
, on trouve l'expression de

c(t) s~htante
t

f'(Ro) / -1 dt
e(t) = 27f a(t) f'(R)'

ta

On remplace cette équation dans (5.36)

, t

de2(t) = ()-3 f'(R) f'(Ro) /'. (t1_1_d
dt a t f'(Ro) 27f a t f'(R) t.

ta
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L'intégrale de cette équation donne

t [ T ]
1 . dt'

e2(t) = 21r J a(Tt3 l' (R)!a(t')-l f'(R) , dT,
to TO

(5.39)

qui est l'expression de l'excentricité de l'univers ellipsoidal à quatre dimensions dans
la théorie de la f(R)-gravité. C'est une forme généralisée de l'excentricité, c'est-à-dire
qu'on peut à partir de cette relation, trouver l'excentricité de l'univers ellipsoidal pour
n'importe quelle modèle de f(R) - gravité.

Application à la gravité quadratique

Il Y a beaucoup de formes spécifiques de la fonction f(R). L'une d'elles, est f(R) =
11.+ aR~n, avec n =1= -1 et a un paramètre très petit. Dans la suite on se limitera au
cas n = -:-2. Donc, le modèle de gravité qui nous intéresse est donné par

A.lors on8

f(R)=R+aR2
•

f '(R) = 1+ 2aR.

(5.40)

(5.41)

Pour une faible excentricité, nous faisons l'approximation suivante sur le scalaire de
Ricci qui est calculé dans le chapitre 3

.. .
a (a 2R = Rs = -6- - 6 -) .a a

Utilisons l'expression du facteur d'échelle donnée dans la relation (3.63). Alors

(5.42)

2 2'a(t) =--a (t) r .
, 3"

(5.43)

Ce qui donne

Alors

et

R ' .4 -2= --t3 .

f '(R) = 1-~ar23 .

(5.44)

(5.45)

(5.46)

-~._. '~._-"-.~.'-'-'-'~~'---~---'~'--,----,,-,,-_.,_.-Avec ces données 1'équation-del'ë-xcentriCiiéT5":3-9Y "a-èVienC~----"---"---~---------------"------

(5.47)
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Nous calculons cet intégral et on néglige les termes en a2
. Alors l'expression de l'ex-

centricité devient

qui, en fonction de facteur d'échelle a (t) , s'écrit comme

l 2 2 2 8 l1 (3Ii )-~ ~ (.2...)-3 _ Q (_2 )-3 a(t)-l + 3 (_2 )-3 a(t)-~ + 18a(_2 )-3 a(t)-4
e2(t) -:-'_:- _._0 2 3Ho 2 3Ho 8 8

3Ho 5 8 3
H
o

, 2rr 2 2a ( 2 )-3 8a ( 2 )-3 (t)_2 8a ( 2 )--3 (t)-g__ _ _ _ _ a 2 - - - a 2
3 3Ho 5 3Ho 5 3Ho

(5.49)

Cette équation donne la même équation d'évolution d'excentricité que nous avons cal-
eulé précédemment (dans le chapitre trois) si on pose a = O.Si on considère des époques
lointaiines dans le passé on peut approximer l'excentricité par la relation suivante

e'(t) ~2~ (~~of [3[1- ~ (3~Or]a(tl'J + '~"(,~or a(t)-4 - 8; (3~Ora(t)-J ] .
(5.50)

Il est important que par rapport au cas standard, l'effet de la déformation de la gravité
devient dominant aux échelles de Planck .

..._--------------_.- ----.._------------ ----- ---- ._--------- - ---- ---- ------------ - --- - -------
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(jha:pitre 6

(jONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié la dynamique cosmologique d'un univers ellipsoidal
dans le cadre de la théorie de la f(R)-gravité, dont le but principal est de déterminer
l'évoluticln de l'excentricité de cet univers ellipsoidal en fonction du temps cosmique et
aussi de quantifier les corrections apportées par la modification de la gravité.

En utilisant les équations de mouvement d'Einstein pour une modification arbitraire
de la gravité encodée dans la fonction du scalaire de Ricci f (R) , nous avons déterminé
les équations de Fridmann modifiées, et par la suite nous avons obtenu l'évolution du
paramèt~(~d'excentricité en fonction du temps cosmique pour un univers ellipsoidal
dominé par un champ magnétique uniforme. Ensuite pour étre plus spécifique nous
avons considéré une modification quadratique de la gravité donnée par f (R) = R+aR2,

où a est lm paramètre très petit. Nous avons ainsi pû obtenir explicitement le paramètre
d'excentricité. Il est important de noter que nos résultats coincident avec ceux de la
ralativité générale d'Einstein dans le cas f (R) = R.

En utilisant les résultats obtenus dans ce mémoire il serait très important de montrer si
un univers ellipsoidal dans le cadre de la gravité modifiée resout l'anomalie quadripo-
laire du rayonnement du fond cosmique fossile, comme c'est le cas avec le modèle d'un
univers ellipsoidal dans le cadre de la relativité générale.
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