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(ﬁ?hapter 1
Introduction

La relativité générale est 'une des théories les mieux vérifiées. Elle a notamment per-
mis de calculer la courbure des rayons lumineux dans un champ de gravitation, donner
une explication élégante du déplacement vers le rouge des raies spectrales, ainsi que
de nombreuses prédictions cosmologiques. Cependant, il a fallu la compléter par dif-
férentes théories afin de lever certains paradoxes. Il s’agit notamment de I'invention
du paradigme de I'inflation, invoquant une phase d’expansion accélérée de 'univers
primordial. L’une des surprises majeures de la cosmologie moderne étant I’observation
que 'univers actuel est dans une phase d’expansion accélérée établie par les données
récentes de mesure des distances luminosité des supernovas de type Ia (Snla). Aussi
ce fait expérimental fut confirmé par les observations faites sur le CM B (cosmic mi-
crowave background) et les BAO (baryonic acoustic oscillations. Cependant, jusqu’en
1998 le modéle cosmologique dominant était celui d’un univers en expansion déceléré.
La grande question était de savoir si cette phagse d’expansion accélérée serait transi-
toire ou éternelle. Ces observations ont complement revolutionné la cosmologie et ont
grandement contribuée 3 changer notre vision de I'univers. L’objectif est alors de trou-
ver la bonne théorie qui prédit cette accélération de ’expansion de notre espace-temps.
Différents modéles sont possibles: on peut soit rajouter un-élément (énergie du vide,
champ scalaire...) dans I'univers, ou bien modifier généraliser I'action graviotationnelle
4 quatre dimensions ou bien ajouter des dimensions supplémentaires. Nous exposerons
ici quelques modéles. o

Le premier modéle, ACDM (Lambda Cold Dark Matter [1], fat introduit puisque la
théorie de la relativité général ne pouvait pas décrire un univers statique. Pour y

remédier, Einstein a dat recourir a I'introduction d’une constante cosmologique qui

Joue le role d’énergie du vide, mais ce modéle soufre beaucoup de problémes. Pour

cette raison plusieurs travaux ont exploré-des explications alternatives, & la base de
formes dynamiques d’énergie noire. ' ' '

La premiére possibilitée, alternative & une constante -cosmologique; est le ‘couplage
minimal d'un champ scalaire 3 la courbure, habituellement appelé la quintessence [2].
Dans 'analogie avec les scénarios inflationistes, ce champ scalaire serait responsable

) vd?un_e__._pha',se,_d’_expansi,.onvaccé1ér-ée-;---t-andi»s«%;uefentrairement"‘a“l’iuﬁdtion,, cette phasese

produit durant I'évolution récente de P'univers. La densité d’énergie du champ scalaire
devrait donc dominer seulement recemment sur. d’autres composantes :d’énergie dans
Punivers . D’autres généralisations -de la cosmologie standard ont été considérées,
comme les modéles de la gravité modifiés. Dans ces modeéles on modifie I'action gravita-



tionnel de maniére 4 reproduire une phase récente d’expansion accélérée sans recourire
a inroduire une composante d’énergie noire. La premiére tentative est constitué par les
théories dites scalaire-tenseur [3,4], dans lesquelles la gravité est modifiée pars’écrit :

1
Sap = el d*z\/=g [qu - % (0.90"8) | + Sm (g V), (1.1)

ot Sp est I'action de matiére, ¢ est un champ scalaire et wy est le paramettre de
Brans — Dicke, dont les valeurs sont contraintes par les testes dans le systéme solaire
Juio] > 4 x 10%. On peut toujours généraliser 1’action (1.1) en ajoutant un potentiel
V(¢) et que wy = w(¢). Le modéle le plus simple de la gravité modifié est obtenu
en remplagant le scalaire de Ricci R dans la densité lagrangienne d’Hilbert-Einstein
par une fonction du scalaire de Ricci f (R), ou ce qu’on appelle la théorie f(R) de
la gravité. Cette théorie se déploie sous plusieurs variantes, métrique, Palatini et
meétrique-affinen. Dans le cadre du formalisme de Palatini, la metrique et les connexions
sont independantes et ’action de la matiére depend seulement du tenseur metrique uv
et du champ de matiére . Cette théorie est décrite par Paction suivante:

1

§= / V=3f (R + Sur (gut) . 1.2)

ou le tenseur de Ricci est fonction de deux champs de gravitation I'un décrit par la
metrique g, et Pautre par les connexions F;),,. La signification physique de cette in-
dépendence entre g,,et F;\west que ces derniérs ne définissent aucun transport parallele.
Dans I'approche metrique-affine, Paction de la matiere dépend aussi des connexions I‘,’)u
qui ne sont pas symetriques, et dans ce cas I’action s'écrit : o
SR N S Ay
S=torg [ VIIRB) @'t S (guiT). (1.3

Dans Paproche métrique les connexions affines sont les symboles habituels de Christof-
fel, et l'action dans ce cas s’écrit comme dans (2.4)ou R est le scalaire de Ricei.
Il a été démontré que pour des formes appropriées de f(R) cette action peut na-
turellement produire une phase d’expansion accélérée en accord avec les données de
mesure éffectuées sur les anisotropies 'du rayonnement micro-onde fossille par les mis-
sions WMAP (Wilkinson Micro-wave Anisotropy Probe) . Cette theorie est apparue
dans des cadres trés variés : dans les théories quantique du champ, dans la limite &
basses ¢nergies des super-cordes & D=10, dans I’action du vide pour les théories de
grande unification(GUTs), ... ect . Plusieurs méthodes peuvent &tre utilisées pour
construire la forme de f(R) en I'ajustant aux observations. -

L’equivalance entre ces théories et celles de Brans- Dicke est la suivante : si f” (R) # 0
on trouve la théorie deBrans-Dicke avec wy = —g’- dans le cadre de Palatini, et on
trouve la théorie de Brans-Dicke avec wy = 0 pour théoriesf (R) métriques.

--Dans-ce mémoire-de -magister-nous-allons-étudier-la-théorie-deta-f-(R)-gravité-dansun— —-

univers ellipsoidal & 4 dimensions. I’organisation de cette thése est comme suit: dans
le chapitre 2 nous exposerons briévement les différentes définitions et propriétés de la
relativité générale d’Einstein, et nous déduiserons les-équations du champ gravitation-
nel par I'utilisation du principe variationnel. Le e chapitre 3 sera consacré au Iétude

S 2 -



de 1'univers elliptique dans le cadre de la RG, ou nous calculerons particulierement

|’ excentricité e dans un univers dominé par P’énergie dGe & un champ magnétique.
Dans le chapitre 4 on exposera la théorie de la f(R) gravité ainsi que les équations du
champ graviationnel qui en découleront. Le cinquiéme chapitre est une généralisation
des calculs du chapitre 3, mais dans le cade de la f (R) gravité. Le chapitre 6 sera
consacré 4 une conclusion générale.




Chapitre 2

E lements de relat1v1te ‘géneérale et de
cosmologie relativiste

Le modéle de Friedmann-Robertson-Walker qui décrit I’expansion de I'univers est basé
sur les lois de la relativité générale d’Einstein. Les équations d’Einstein qui sont lie la
courbure de I'espace-temps & la matiére et la radiation, sont celles qui peuvent décrire
la. dynamique & grande échelle de notre univers. Ce modéle décrit 'univers comme un
fluide parfait constituant un univers homogéne (la densité moyenne est la méme en
tous points de I'espace) et isotrope (identique & lui méme dans toute direction), dans
un systéme de coordonnées comobile.

Dans ce chapitre nous donnerons quelques définitions d’analyse tensorielle puis on
retrouve les équations d’Einstein en utilisant le principe variationel, et a partir de ces
éq 1uat10ns on dérive les équations de Friedmann.

‘2 .1 .Déﬁnitions

2.1.1 Derlvee covariante et symboles de connexion

Dans un espace courbe, la notion de la derlvee covarlante est ebsentlelle Pour un vecteur

“p* la dérivée covariante s’écrit

Do* = S;’V (2.1)
=, B _ - (22)
= ot T, (2.3

~ et pour un vecteur dual p,, elle est définie par

Dpa
pa; /3' (25)

4



on I'” s sont les symboles de Christoffel, et sont définis en fonction du tenseur métrique

par la relation

_ 89“,3 09y O9py
B’Y 29 -

drY = OzB Oz (27)

2.1.2 Principe de covariance et équation de la géodésique

Pour décrire l'effet de la gravitation en un point de 1’espace-temps on commence par
définir en ce point un systéme de coordonnées localement plat, c.-a-d, il se trouve un
sysféme de coordonnées {xa'} au voisinage d’un point P ol on a : gy (P) = nug
et I'3,, (P) =0, avec nyp = diag (— + ++) la métrique plate Minkowskiénne. On ex-
prime les lois de la physique sous forme tensoriellé et on utilise un principe qui consiste
& remplacé 7, par g, et toutes les dérivées 0, par des dérivées covariantes D,. Ce
principe s’appele principe de covariance. Ainsi on remplace I’équation de mouvement
d’une particule libre d,u* = 0 par D,u* = 0, ol u* est la 4-vitesse de la particule, qui
© ¢’écrit ausi aprés développement sous la forme suivante

dut
B
—dT——l—I‘“ﬂu U‘ 0

Cette équation s’appelle équation de la géodésique, et définit la trajectoire d’une par-
ticule libre soumise au seul effet du champ de gravitation.

2.1.3 Tr_ansport paralléle

On dit qu’un vecteur s* est transportee parallelement le long d’une courbe paramétrisée
par 7 si sa derlvee covariante est nulle,

= -0 . . - (2.8)

2.1.4 Tenseur de courbure
Le tenseur de courbure de Riemann est évidemment un objet central de la relativité
générale. Ce tenseur apparait naturellement a travers le concept de transport paralléle

[11], et est défini par

Rg*r& - s = T3y 6+ Pi’v Pgé FQJFﬂ’y : (2.9)

Il possede un un certain nombre de propriétés

Ry = Ruvky,



Riypw = =Rk = —Riwp = Rokup,

RkA/.HJ + RkuAu + Rkﬂl/A = 0.

A partir du tenseur de Riemann, nous pouvons définir par contraction sur deux indices
un :

nouveau tenseur de second ordre R, appelé tenseur de Ricci

Ryﬂ = g“a uvefB (210)
= Rj.s (2.11)
= 3[3 , o Fga , B + an Fxljﬂ - ;C:ﬂ Fl;a : (212)

Le tenseur de Ricci est symétrique R, = R,,, et est le seul tenseur de rang deux que
I'on puisse construire & partir de tenseur de Riemann.

En contractant le tenseur de Ricci, nous obtenons un nouveau objet
R=g*Ras, (2.13)

qui est un invariant. On l'appelle scalaire de Ricci ou courbure scalaire de Vespace-
temps.

A partir du tenseur de Ricci, du scalaire de Ricci et du tenseur métrique, on construit
le tenseur d’Finstein

‘ 1 .
) Gaﬂ = Raﬂ eyl §Rgaﬂ. (214)

2.2 Tenseur energle-lmpulsmn

Les définitions précédentes donnent les objets géométriques de basee de la relativité
général . Ils permettent de décrire le mouvement d’une particule test en chute libre. Il
faut maintenant relier ces éléments de métrique au contenu de la géométrie en matiére.

Pour cela, il nous faut introduire ce qui va étre la'source des fluctuations de la metrlque
qu1 est le tenseur énergie- 1mpuls1on T,

Si on considére un ensemble de partlcules placées aux positions x;(t), et d’impulsions
P, 1a densité d’impulsion est donnée par

pﬁ = pr(sDzrac(m - .’E,,(t)) | | (215)

Son courant est alors .

dt’

= Zpi‘émmc(x =Z;(t))

On peut ‘rassembler les p*-et 7#% en un tenseur de rang deux, qu’est le tenseur énergie-
1mpu151on T, ayant comme composantes :

(2:16)~



TH = p*, (2.17)

TH = gk (2.18)
qu’on peiit aussi exprimer par
| oy
T =% pﬁ% Spirac(® — (1)), (2.19)

avec E; , I'énergie de la particule 4, qui est liée & son impulsion par

dz¥
R oY 2.2

ou t = z0(t) .

(Quand on s’intéresse & I’ensemble de 'univers on doit aller au-dela de la description de
son contenu en termes de particules . La description la plus simple est de le regarder
comme un fluide parfait caractérisé par un tenseur énergie-impulsion donné par

T =pg" + (p+ p)utu’, (2.21)

ou u# est le quadrivecteur vitesse, p al densité d’énergie du fluide et p sa pression.

2.3 Equations de mouvement d’Einstein

L’équation qui relie les éléments géométriques de la métrique au contepu en matiére
est celle d’Einstein ou ce qu’on appelle : équations du champ de gravitation. Pour la

construire il existe différentes apploches, I'une d’ elles la plus simple, est Papproche
variationnelle. ’ :

En relativité générale 'action est divisée en deux parties, 'l’une décrit la gravitation
et 'autre décrit la matiére. Donc on écrit .

5= 51gug] + S [8,9), (2:22)
ol S¢g réprésente 'action du champ de gravitation, définie par

S_G 161 e (Iu 9] + Isg) + Lo), - (2.23)

avec IH fuR V=g d*x le terme de Hilbert, IB =2¢ 6k|h|2 d®y le terme de bord,
v

—-et -lo-un- terme-non- -dynamieque;-ie- 610—- =0 —Tandls que S,,; repre.&nte%’actmn —de-Ja—--- - -

matlere, e’c est deﬁnle par, '

Snltd) = [ L6, bosges) VTR (229

7



Donc, la variation de Paction totale s’écrit

0S = 06Sg + 6Sm (2.25)
De l’équ“ation (2:23)on trouve
§Sg = Eir—G (8L + 815 + 61p) (2.26)
- 1—6-% (615 + 61), (2.27)
nous caléulons la variation sur le terme de Hilbert
6ly = / 6 (R/=g)d% (2.28)
= / (6RvV=g + R6v/=g)d* (2.29)
- / (8(5°°Rag) V=g + 0y=gR) d' (2.30)
= / (Rap /=9 69%° + 9% /=g 6Ras + R ov=g) d'z.  (2.31)
Nous utiliserons la relation suivante .
| VT = 5V Gasbs™, (232)
qui perniét d’écrire
§ly = / N <R;,ﬁ - %gaﬁR> d's + / V=3 9" 6Res d'
C = /H(Sgaﬁcalgd‘lx + /ﬁgaﬁéRaﬂ d'z. (2.33)
On pose | o o R
- 90 Rop = Jv,;‘f-,- (2.34)
ou |
bu# = g*§Th, — g*PoT%,. (2.35)
Alors, le d.euxiéme mefnbre de 'équation (2.33) devient
/ 9°P0R.5 /=g d'z = / &;;‘“ V=g d'z (2.36)
T = 5561)“ dE;‘ (2.37)
v
= 55551}"7&# [h|% dy. (2.38)

Ov-




On calcule, maintenant dv“n,,. En effet

ovy, = g, 00" (2.39)
= g (97P0T%, - g*3rs5) (2.40)

Utilisons la définition de I'ts et I‘gﬁ ,avec :0g55 = 0, on trouve

' o7 1 v 1 v
O = G |50 (00,0s 409, ~ 00,,,) = 97 507 (5, + 09,5, —59a3,,,)}

1. . I
= 5907 (09,., +89,,. - 0g,,,) - 59597 (89,0 + 89,5, — 63,,,) . (2.41)

Remplagbns v par o dans le deuxiéme terme

vy = g (6g;,3,a ~09apy) - (2.42)
Donc _
W, = 10 (8gu5.0 — 6gup.) (2.43)
= n*(en®nf + + k) (09,8, — 09au) » (2.44)
qui se simplifie finalement 3 | |
| | ntdu,, = n“h o (6guﬂa 59013#) : ' (2.45)

comme égag = 0 sur la frontiére, sa dérivée tangentlelle s’annule aussi , et ainsi on
obtient

. 5vﬂn“ |a,,=‘~ fhhaﬁégaﬁ,un"‘. (2.46)
L’équation (2.38)s’écrit alors
/g“ﬂéRaﬁ V—g d'z = —%é:h"‘ﬁdgaﬂ,un“ |h|7 &y (2.47)
Y ov

Alors, 'expression de 61y devient ‘ )
-y = /\/—g 69°° Gopd’z  — ygah“ﬁégag,un“lhﬁd%. (2.48)
v . Ov

Pour trouver la varlatlon de I'action de graVItatlon il reste a calculer la variation du
terme de frontlere o0lg . : :

La courbure extrmseque K est définie par

K = nf, = gdﬁna; ﬂ
= (en®n® + h*F) ny, 4, (2.49)

: .




il N est: le vecteur unité normal a 'hypersurface et h*® est la métrique 3D induite

sur cette hypersurface.

On peut écrire ’équation de la géodésique sous la forme :
nf nig=0.

et la courbure extrinséque devient

K = h*ng 4
= h* (ng, g —Tlgny)
‘—haﬁraﬁ 'I’L,y,

ce qui conduit &
§K = —h*P6T7 5 ny.

U t.ilisons;la définition de I‘Zﬁpour trouver
K = —he8 (g (s § §
= T g9 ( guaﬁ + 9upa ~ gaa,u) Ty
1
— aB
= ———2—h (69,05 + 59#& o™ 09.5,) "
Comme la dérivée tangentiélle de dg,, s’annule sur la frontiére, alors
Lot 5o
0K = §h - 0Gap,pu M.
Finalement .
§Ip = 55 eh®® 6gapu ¥ |hI7 dy.
v - .

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

En remplagant l’equatlon (2.55) et (2.48) dans (2.27)on trouve la variation sur I'action

de gravitation Sg .

— — afB g4
dSa T6n G/Gam/ g 6g*°d’x

(2.56)

1l reste & calculer la variation sur action de la matiére. De 'équation (2.24), on trouve

oS, = /d‘lx_(s (L\/‘—g) 5
= /d‘*de\/——g +/d4_mL6\/—g'

oL 1
= /d4$ (6—-“59an —9 —5lgesv—g 59‘1’6)

(257)



On définit le tenseur énergie-impulsion par la relation

oL

2+ Lgos = Tup, 2.58
99 + Lgas g (2.58)

et. donc

= —% / d*zT,p 69°2+/—g. (2.59)

En exigeant que P'action reste invariante sous la variation de la métrique, c’est a dire,
55 =0, et comme les §g=# sont arbitraires, on déduit que

Gop = 87GTp. (2.60)

Ces équations sont fondamentales en relativité générale : ce sont les équations du champ
de gravitation ou équations d’Einstein. Aussi, elles indiquent clairement Péquivalence
entre 'énergie, par I'intermédiaire du tenseur énergie-impulsion, et la géométrie de
I'espace-temps.

2.4 Equatlons de Frledma,nn

On considére un espace-temps caractérisé par le tenseur métrique g,, de signature
(-, 4,4, +). La forme générale de la métrique qui décrit un univers homogene et
isotrope sur des échelles cosmologiques prend la forme de Ja métrique de Friedmann-
Robertson-Walker

dS* = —dt* + a*(t) (dz® + dy* + d2?) (2.61)

oit a(t) est le facteur d’échelle, qui est toujours réel. Ce parametre est essentiel en
cosmologie : c’est un nombre sans dimension, qui fournit I'échelle des distances 4 un

instant ¢ donné. Cfest également ce paramétre qui décrit expansion ou la contraction
de l'univers.

A partir de la définition des coefficients de Christoffel, on déduit que

If =0, (2.62)
To=0, (2.64)
| r;'.k =0. SR O (266)

i1



A partir de I’équation (2.12) on détermine les composantes du tenseur de Ricci

Ro = =3, (2.67)
R,L'j = 5ij (da + 20,2) . (268)
5t finalement le scalaire de Ricci est donné par
R = gaB Rag
g% Roo + 9" Ry;

. . 2
= 6 (9 + (9> > . (2.69)
a a
Prenons la composante (0.0) des équations d’Einstein (2.60)
1
Roo = 5900 = 871G T, (2.70)

remplacons Ropet R par leurs expressions, avec Toy = p, on trouve la premiére équation
de Friedmann ‘

N2 N '
- (-‘5> _ &G (2.71)
a 3
Considérons maintenant la composante (i.5) de Péquation (2.60) .On obtient
1 .
Rij~s9uR = 8G T |
= 87rGgikgﬂT’°’. (272)
Or p ’ '
™ =>$5‘kz- (2.73)

Fn substituant dans (2.72)on trouve la deuxiéme équation de Friedmann
2=+ H? = —8mp. (2.74)

Les deux équations ((2.71) et (2.74)) décrivent entiérement toute 1'évolution de l'u-
nivers. : ‘
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Chapitre 3
Univers ellipsoidal & 4 dimensions

Le Big Bang a marqué le commencement de nétre univers. Depuis lors, il avait augmenté
de taille (gonflé). La chose la plus naturelle & supposer est que cette augmentation de
la taille de I'univers (expansion) se produit au méme taux dans toutes les directions et
donc V'univers prend une forme d’une sphére. Cependant, Leonarde-Campanelli-et ses -
collégues [31] ont réexaminé les données fournies par WMAP sur les fluctuations de la
température et la polarisation du fond cosmique de rayonnement micro-onde (CMB)
et. ont conclu que 'univers observé ressemble & un ellipsoide, plutot qu’une sphére. Les
deux informations sont d’un point de vue théorique extrémement important puisqu’elles
nous permettent de renseigner sur ’éventuelle période de réionisation de 'univers et
sur les ondes gravitationnelles primordiales qui sont des fluctuations de la métrique.

Dans cette section, nous dérivons les équations de base qui décrivent I’évolution d’un

univers ellipsoidal & 4 dimensions, et nous calculerons I’excentricité en termes du facteur
d’échelle. '

3.1 Equations de mouvement d’Einstein
La métrique plate de I'univers ellipsoidal 4.4 dimensions est en général donnée par
ds? = dt® — a®(t)(dz? + dx3) - c2(t)da:§,

ol les fz%cteur’s d’échelle a et ¢ sont des fonctions de t.emps cosmique. L’excentricité est
définie par - o

o 5

e=4/1- (_c_) .
a

En fonction de l’exéentricité, la métrique prend la forme

ds? = dt* — a*(t)(da?} + daf) — (1 - €*(1)) a*(t)das. 6y
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La densité Lagrangienne qui décrit ce systéme est défini par

14

ds
L = (=)
(7
1. . . . .
= 3 [ + a®(£)(a? + ) + ), (3.2)
et les équations de mouvement sont décrites par les équations d’Euler Lagrange
| oL d L.
—_— - — (=) =0 3.3
0q¢ dX ( 0(1') (33)
- Pour ¢ = t,on obtient )
aai® + aay® + éci? +i =0, (3.4)
Utilisons maintenant la composante déduite de I’équation de la géodésique
t+Thy G 45 = 0. (3.5)
En remplacant « et § par toutes les valeurs possibles, on obtient
-+ Tk, 42+ 10 g2+ T, 52 4 Iy £+ 2T &g+ oI 5a+
1 +2Ty, & +20%, & {4+ 21 g + 2T, {5 = 0, (3.6)
| . S
‘ En comparant les termes de cette équation avec (3.4) on trouve :
|
| It = I‘Zy = qa, (3.7)
S re, =cc, . (3.8)
i, = T4 =T}, =T%{, =%, =T, =,
£t en répétant les “mémes étapes de calcul que précédentes, on trouve :
- Pour ¢ = g, _
| e =Ta= g (3.10)
I =T§, = I =Tg, = l";z = I, =15, =T% =T =0, (3.11)
‘ I2.=Tg, = Iz, =0. (3.12)
~ Pour ¢ = y,0n a - :
Pa=Th=Th =Ty =Ty =% =T, =T, =I% =0,  (3.14)
T =T% =TY, =0. (3.15)



- Pour g =2z
: ¢

I, =Th=-, (3.16)
c
A partir de la définition de R,
R, =T, ,-T¢,, + 5,0, —T8I%, (3.18)
on déduit. les expressions suivantes
a ¢
Ry=-(22+9), (3.19)
a c
Ry, = da+a® + Eda, (3.20)
Ry, = da+a* + gda, (3.21)
| Laa -
R,, =cé+ 25cc. . (3.22)
Et ﬁnalemént le scalaire de Ricci est donné par
CR=24% 9% _9(y2 _4C% (3.23)
a c a ca

Les expressions de < et £ en fonction de 'eccentricité e sont données par

¢ 4 eé
i @20

¢ a é? eé a eé
=2 — - 2= . 3.25
c a 1—e 1-¢e “gl-—e? (3:25)

En fonction de 'excentricité, le scalaire de Ricci s’écrit alors

a a a eé é? eé
= —6= —6(=)? + 8= — 2 2 . 3.26
R a 6((1) +_@1'-—e2+ 1—62+ 1—e2 ( )

Le tenseur énergie-impulsion le plus général qui obéit & la symétrie plane est de la
forme - _
T, =diag (P; —p|, —P|» —PL) - (3.27)
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3.2 Equations de Friedmann

On considére la composante (00) des équations d’Einstien

)
16

1 .
Roo — §gooR = 87 GToo, (3.28)
qui s’écrit comme
DL L (-‘-’-) +252 —8rGp. (3.29)
a ¢ a ¢ a ca
En terme d’excentricité on obtient
L\ 2
a 2a ee &G
-] - == = — 3.30
(a) 3al—e? 3 7 (3.30)
On considére maintenant la composante (zz) de I'équation d’Einstien
1 .
Ry: — ing = 811G Ty, (3.31)
et.on remplace R, par son expression pour obtenir
| PR T
a* + ad +,Eaa - §ng = 8nG Ty, (3.32)
On divise par a?
a a ca 1
B et 425 — —guR = 8TG Ty, .33
(a) +a+ca 2angR TGy (3.33)
et on utilise | -
Te=a'p, (3.34)
ce qui donne '
a a - ca - 1. -
- - = =2 = 8 2 . (3.35
_' (a) + a +-ca 2227 f = 8rGa’py (3:35)
Remplagons finalement les Eqs.(3.24) et (3.26) dans (3.35)
i\ & .4 ée @ e
|- 2— —3— —— = —81Gad’p. (3.36
(a>+  Cal—e 1-e 1-e en (3.36)
OO du.'ori obtient Ta méme équation-pour-la-composantefyy)-
Considérons enfin la composante (zz) des équations d’Einstien
1
R.. — £9..R =8rnGT,;. (3.37)



Remplagons 1'éq.(3.22) dans (3.37) et utilisons (3.27) . On trouve

) 1
o6 + 2%&0 ~ 59.:R = 81Ge'p.. (3.38)
On divise par ¢?
‘ C ac 1 ‘
E + 255 - ﬁgzzR = 87TGp.La (339)

et on utilise 'éq.uation(3.23) pour déduire que

(g)2 + 2% = —87Gp,. (3.40)

Ces trois équations de Friedmann((3.30), (3.36) et (3.40)) décrivent I’évolution d’un

univers ellipsoidal & quatre dimensions dans le cadre de la relativité générale, et &

partir desquelles on peut déterminer 1’évolution du paramétre d’excentricité avec le
facteur d’échelle.

3.3 Equation de continuité

La dérivation de la premiére équation d’Einstein par rapport au temps cosmique donne

srG . G4 a4, 120 ée 24 6 2.4
b= 222 pldp. X

_2a €& 2.4, ée 2a eém
3 aa a'a 3al—e? 3a1—e2+3()

o’ 1—e 3al-—tel

a1)

I.’équation (3.30) permet de déduire que

a4y, 24 ée  8nG |
2= -+ —p. 42
(a) 3al-—e? 3 ° : (342)

]R.empla@ons (3.42) dans (3.40),0n obtient

i 24 ¢ée 871G
9= = — L8 = T2, 3.43
L a 8nGp. 3al—e? 3 ° (3.43)

Substituons les deux derniéres équations dans (??). Aprés un long calcul on obtient

a o ee
o+ 2= (p+pp) |- -p1) =0, 3.44
Pf_a.(P+Pn)+_<a 1462)(p*pl) - (349)

qui exprime la conservation de la densité d’énergie de I'univers ellipsoidal. Dans le cas
--standard-ot
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3.4 Champ magnétique uniforme

Le tenqeur moment-énergie pour un champ magnethue uniforme peut étre écrit sous
forme

TY = pPdiag(1, -1, -1,1). (3.45)
L’équation (3.40) donne )
H? + 23- = 87Gp”. (3.46)

Nous avons I’équation suivante

. a €e
p* +2H (p* +pff) + <a — e2> (o +pl) =0. (3.47)
Pour un‘:c_hamp magnétique uniforme, on a alors

pf =ptet pt=—p" L (348
Donc, l’éq_liation précédente se réduit a

p* +4Hpt = 0. (3.49)

3.4.1 'Evolution de I’excentricité
Remplagént d’abord la troisiéme équation de mouvement dans la deuxiéme

é? e

= —8nGpy,

—8 Gpy — 3— —
TPl 1—-62 1_—e2‘ 1—e2
et, avec (3.45), on obtient
Q ée & e
~3- — = —167Gp™. 3.50
“al—e 1-e 1-¢ P (3:50)
Pour une faible excentricité, on écrit
1—e*~1, (3.51)
et I’équatibn précédente devient
3Hée + 6 + eé = 16nGp™. (3.52)
En remarqua_,nt que N
& 4 ei = U9 (3.53)




on obtient _
d(ée)

dt

+ 3Hée = 167Gp?, (3.54)
q'u.;on écrit aussi sous la forme

dCI

= A .55
o o 32nGp (3.55)

La solution de ’équation homgéne est donnée par

td!éf;? t

£ L
/ = / ~32at (3.56)

to to

Les deux intégrales sont des Logarithmes, et donc

2 2(
ln%t—) —In de_d(ttol = —3Ina(t) +3na(ty) -+ InC. (3.57)

Nous utilisons les conditions initiales de la la référence [12]

e(te) =0, ~ (8.58)
a(te) = 1, (3.59)
pour déduire que T | ,
| de’(t) 3
= t)~ 3.60
= Calt) (3.60)
En remplacant dans I’équation au deuxiéme - membre(3 55), avec p” 83 =, olL,p* est

la densité d’energle magnétique, et B est le champ magnétique proportionnel & . On
trouve alors

dfeat)) gyt
o p7 + 3H ca(t)™ = 327G s _
on trouve que R 7
= 4G / )~ tdt. / Y
L’expression du facteur d’échelle est donnée par k 2 ’
. . : P 3’.,»"
Mﬂ-(gﬁg. RN (3.63)

Done, P’expression de c(t) devient

N T



L’équation (3.63) implique que

=3 () - () o] o

En utilisant la condition (3.59) ,on trouve

W=

()=_G<3?j [Mﬂé—q. (3.66)
En. Remplacant dans(3.60) on obtient
de;t(t) -4c (3210) [a(t)_.g _ a(t)—3] , (3.67)

en écrivant a en fonction de t, et on intégrant on obtient finalement

8

w0 = 30(F) [ et e 3 (207 - ()09

N

En réexprimant & nouveau ¢t en fonction de a et avec a(ty) =1, on a

() = 37 k)

5 [1 — 3a(t)™! + 2a(t) 2], (3.69)
avece ( )
a _ P (o

Pecr

()uQ(O es‘r appelé parametre de densité sans d1men51ons et p( ) est la densité d’énergie
critique actuel : i . o
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Chapitre 4

U niVers de
Friedmann-Robertson-Walker dans la
theorie de la f(R)-gravité

La relativité générale est une théorie non renormalisable. On a prouvé que la renormal-
isation de cette théorie a une boucle exige ’ajout de contre-termes a I'action, qui pour-
raient éliminer les divergences, c-a-d, que l'action d’'Einstein-Hilbert devrait étre com-
plétée par des termes de courbure d’ordre supérieur comme : R?, R R, R‘“’"’\R,M,\,

ainsi que certaines combinaisons de ces termes. Donc 'action d’Einstein-Hilbert s’écrit
comme

S = 1 e / d*zv/=g [R+ aR’+ R "Ry, + VR“""AR,LVUA] + Sy

Puisque les hypotheses d’homogénéité et d’1sotrop1e de l univers permettent d’exprimer
Rw 1L,4(:tR“”“’\Ruya)\ en fonction R?, L’action se réduit alors &

4 2
= 7o~ G/dx\/ [R+0R?] + Su.

‘Ce modéle de grav1te modifiée ot f(R) = R + aR? permet d’avoir une phase d’ac-
célération seulement dans des régions de gravitation trés fortes a des échelles comme
celle de Planck: (ére d’inflation ) et donc dans 1'univers primordial. Mais le second
terme (aR?) devient trop petit aujourd’hui. Il est alors négligeable et ne contribue pas,
puisque la courbure scalaire est en général une fonction décroissante dans le temps.
Donc nous avons f(R) = R, c’est-a-dire qu’aujourd’hui la déformation de la gravité
n’existe pas. Pour cette raison il faut jouer sur le deuxiéme terme jusqu’a trouver des
modéles décrivent trés bien ’évolution de 'univers & toutes les echelles. Les conditions
qui sont supposées pour trouver des théories f(R) viables sont [13] :

“ef"(R)' >0 conditon pour un regime de forte courbure classiquement stable et pour
P'existence de phase de matiére dominant 1’evolution cosmologique de 'univers.

ol + f'(R) > 0 : pour assurer la positivité de la constante de Newton et I'énergie des
gravitons. S - ‘
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of (R) < 0 : cette condition assure que le comportement ordinaire de la RG est
recupéré durant I’ére primordiale. Cette condition avec f” (R) > 0 implique que f'(R)
est une fonction négative et croissante monoténe dans l'intervalle —1 < f'(R) < 0.

o |f' (R)| < 1: pour des des époques recentes. Ceci est imposé par les tests de gravité
locale.

4.1 La théorie de la f(R)-gravité

La théorief (R) est un type de théorie de la gravité modifiée, qui explique l'accélération
tardive de 'expansion de l'univers, et est proposée comme alternative & la relativité
générale d’Einstein. Dans cette théorie le scalaire de Ricci R qui décrit la RG est rem-
placé par une fonction du scalaire de Ricci f(R). Alors dans ce cas, l'action d’Einstein
en l'absence de la matiére s’écrit ( 87G = 1)

S='/d4w v=g f(R). - (4.1)
Pour trouver les équations du champ, on suit.les mémes étapes que dans le cas de

l'action d’Einstein-Hilbert (chapitre2), mais il y a quelques différences importantes
qu'il faut mettre en évidence.

L’action d’Einstein modifiée en présence de la matiére s’écrit comme
5= / doyTglf (R)+La,  (42)

ou L,, est le Lagrangian de matiére et f (R) est une fonction du scalaire de Ricci..

Pour trouver les équations du champ de gravitation, varions Paction par rapport & la
métrique (4.2)

55 = [ (5= £ (R) +8(v=5Ln)]
= 68 468m . (3
La variation du terme de gravitation donne
5(v=9 f (R)) =8v=g f (R)+ =3 | '(R)SR. (4.9)
En répétant les mémes étapes de caicul Que dans les chapitres 2 et 3 on trouve

§(/=g.£.( Rn———f—qaﬂagaﬁf R)+v/ =g f(R)ég“”Rm\f“ f'(R)dvt, (4.5)

Le troisiéme terme de cette expression s’écrit
V=g f(R)6E, = V=g (-f (R)6V), , — V=gf '(R).b0" (46)
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L’intégrale du premier terme donne zéro & cause du théoréme de Stokes. Donc il reste
V=3 [ U(R)B, = —/=G [(R); b0 (47)

Avec
ov* = og — gaﬂég;“ﬁ. (4.8)

On trouve

VTEFRE, = (~V5 (R, 0) + (VT £ (R), w5
| = — (V=9 1 '(R); . 89™) ,+ (V=9 [ '(R); n)adg™
+(\/:§fI(R);#gaﬁ 6gaﬂ) — (V=9 f'(R); ng* )ﬂégaﬁ'

Le premier et le troisiéme termes sont des termes de surface, et donc leur mtegrale
donne zéro (théoréme de Stokes). Alors

V=g f (R0, = (V=g f'(R); u)ad9™ = (V=3 f'(R); ug**)*89ap. (4.9)

Nous utilisons la relation suivante :
(V=g A%) 0 = V=3 A%, (4.10)

pour trouver _

VTG (R = VG P (R); o 69 =G L (R)g0 9% (411)
On changer y par 8 dans le premier terme

V=g f (RS, = V=3 f'(R); p  69°° — /=9 "(R),908 69" (4.12)
On peut, changer la derlvee normale par la derlvee covariante

. \/:3 f (R)(sv;“u = V=9f"(R); ap. 59 - v=gf' (R) Ly 5gaﬂ
o = V=gVaVs f'(R) 6g°% — v=gV,9* f'(R)gap 69°°(4.13)

ol V, est la dérivée covariante. Donc, la derniéfe'expression de (/=g f (R)) devient

8(vV~g f(R) = —%\/——g 9209 | (R)+ V=g f "(R)3g’ Rag
-' Vg5 F(R) 6% — =gV, V" f(R)gap 09°(4.14)

O ¢hange &, respectivement par fr,r dans-tous-les-termes

§(v=7 7 (R) = —*1\/-——‘g,,,uang‘<">+fgf< R)6g" R, (4.15)
\/— V.9, f(R)8g™ — v/=9VV’ f'(R)gu 69" (4.16)
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Avec '
VuVuf'(R) = f'(R)uw = Gaugpuf(R) , (4.17)

ef,

VsV f'(R) = gap [ '(R) , (4.18)

on obtient finalement

556 = / dtey/=35¢" [ 10w F(R) = Rf "(R)] + F'(R)C o + F "(B) ™ (9un9s — Gpo 9u8) |
., v (4.19)

avec 1
GIW = Rl“’ — §g#V‘R' (420)

La variation de I'action de matiére est déja calculée dans le chapitre précédent et nous
avons trouvé le résultat suivant

0L, 1
08, = /d4ac < - —gu,,Lm) dg"\/—g. (4.21)
09 277
La quantité entre parenthése est le feﬁseuf énergie-impulsion de la matiere
_ OLm 1
T ——Z 4 Zg,, L. 4.22
v 09 + 29u m : | ( )

L’intérét de cette formulation est évidemment qu’elle permet d’étendre les théories de
champ formulées sur un espace plat 4 des espaces courbés.

[’expression de 4.5, s’écrit alors sous la forme -

68, = — / daTmogvy=g.  (423)

Puisque la variation totale de l'action (4.2) est nulle (principe de moindre action)
implique que - '
5S¢ + 68m = 0. | (4.24)

Alors, les équations modifiées du champ d’Einstein s’écrivent explicitement comme

f'(R)

~ ce qui peut &tre écrit sous une forme plus expressive (forme tensorielle) -
G = T2+ T,7 (4.26)

JP

Guw = 5775 {5 0 VOB = RF(R) =~ (@i - s (B | + 25, (429
Y



avec
. ‘ 1 1 I | , . .
T : m {Eg/w (f (R)—Rf'(R)) ~ (gpa9vs — 9uw90p) | (R) aB} , (4.27)

T m
Tm= 4.28
| = FE (429
ot G, est le tenseur d’Einstein qui représente la géométrie de espace-temps.T ;" est
le tenseur énergie-impulsion, qui décrit la distribution de la matiére et 'énergie dans

I'espace-temps, et T,,;*™ le tenseur énergie-impulsion da & la courbure.

4.2 Les équations de Friedmann modifiées

Nous considérons la métrique de FRW

ds? = —dt* + a’§i;da’t da, (4.29)
avec i ,
. 'z

4.2.1 Premiére équation de Friedfnann

A partir de la composante temporelle de 'équation de mouvement d’Einstein on trouve
Ja premiére équation modifiée de Friedmann '

1

| Roo — §QOOR =.T00. | | (4.31)
On utilise les données suivantes | |
| -~ Rgo = -‘.3%, R = GuvRyw 900 Roo + i Fisy - (4.32)
Too=~p, (4.33)
o P = Peury + P (4.34)
ewro ¥ FIRY

ol Py, est la densité d’énergie de la matiére, et parvla densité d’énergie de la courbure.
On trouve alors - |
a 3a

1 . . '~ '§"" Pm |

32 22 _ 2 (2k + 242 i = — | Poury + T | - 4.35
2T (T )Gy = [” +f’(R)] (4.35)

Avec ) ) .
_,'-;..Tﬁ__ﬂw-___,..,. e e e Q,'j g’ = ?2,“ (4'36)

on obtient la premiére équation modifiée deFr@edmann ,
| 5_+H2:1 4 _Pm (4.37)
a2 3 curv f ,( R) ) ’
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4.2.2 Deuxiéme équation de Friedmann

Pour trouver la deuxiéme équation modifice de Friedmann on écrit la composante
spatiale de I’équation de mouvement d’Einstein.

1
R - 5958 =Ty, (4.38)
avec
Rij = —(2k 4 26° + ad)gy;, (4.39)
On remplace dans I'équation (4.38)
' .9 vy~ a? ~ a 3 .9 o~ Kl
_.(Qk + 2a° + aa)gij + 5911(35) + 5(216 + 2a° + aa)gij =T 9ikGii- (4.40)
Avec
T = —g*p (4.41)
: gkl .
I'équation (440) devient
(k +6* + 2ad)g;; = —p a%G;;.
Aprés simplification, on obtient
25 + H2 + p = = (pcurv + pm) ) (443)

qui est la deuxiéme équation de Friedmann. Cette équation est une fonction de @, donc
elle décrit l’accélération ou la décélération d’expansion de l'univers selon le signe de @ .

La densité d’énergie de la courbure est défini par

pcurv = Tg?rvgoo (4‘44)
= ngmgoo. (445)

Avec(4.27), donc D'expression de pu,., devient

T cury

1 1. : s / ! ;o ‘
L {om (5 (0 =R (R) = Guats — ) £ (B ), (1.0

1 (1 ' o -

e ome-Petiry = “m Lig%( fR).=Rf'(R)) ~(goxGop googap)f--(RY B} :
Remplagons « et B par toutes les valeurs possibles, on trouve _
B T 2] (447

Peury = f,(R) 2 ) -\ EY 2 [ .4
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On calcule la dérivée covariante f '(R);;. Comme f '(R) est un scalaire on a

f(R);=f"(R)s (4.48)
et alors
f'(R)gi = (f"(R)a)y- (4.49)
On utilise la définition de la dérivée covariante
FUR) s =F"(R) s —T5f (R)y (4.50)
df "(R)\ _podf df '(R) o+ 4'(R)
f(R)s = daﬂ( dx’ ) ” T dt F” dzt ' (451)
et comme of '/( ) dR df (R)
| dz’ _ dz' dR (452)
et avec vy = 0,1, on trouve |
dR df '(R) def ( ) dR df (R)
(R) W = [dm dR ] F’J dt dR F” dz* dR (453)

On voit que R ne dépend pas de z7, et donc la dérivée covariante f '(R),; devient
f'(R)y = ~T4R f"(R)
On remplace dans (??) pour finalement trouver

1 ) ; "
peurs = (R){ (f (B)~ Rf '(R) ~3HR § <R)}. (455)

4. 3 La pressmn de la courbure

Pour trouver la formule de la pression, nous utlhsons la deﬁmtlon
T icj;lrv = _gijpcurvi ' (456)
3ij T curv — _gijgijpcurm

. 1 .. ,
Paars = —39T 5™ (4.57)

T e est définit dans L’équation ('4.27).. Alors

?cu,..p =_ 3 f 1(R) { (f(R ) Rf'(R)-g¢"f I(R);I(giagjﬁ‘— 9ij gaﬂ)} (4.58)

27



Considérons le deuxiéme terme :

39 /(RY 8 (guatss — 95 9ap) = 97 F(R) P ialip — 670508 '(B) 7
| g f'(R) Mgagn — 3¢ F '(R) 00 — 3guf '(R)' ¥
f/(R) Mg +3F '(R) 00— 3guf (R} ™
~2 guf '(R)" ¥ +3f '(R) 00
—2¢* f'(R)u + 3f "(R);00- (4.59)

il

On a .
F'(R)o= f'(R)o f'(Ro=(f"(R)e)s (4.60)

On utilise la définition de la dérivée covariante

CHRw = (Reo—Th 1By (4.61)

or les I'}; sont nulles, ce qui donne

f'(R)oo = dzfdth) (4.62)
Avec 'équation (4.52), on trouve |
f'(R) oo = Rf "(R)+ R*f "(R). (4.63)
Ponc '
g7 f'(R) **(giagip — 9ij 9oB) = +2aa§kzgklRf"(R) +3 (RQf "(R)+R f "(R)> :
(4.64)

En remplacant dans la derniére expression de la pression on obtient

Peurv "= f—,(l—R—) { 2tk "(R)+ R f "(R) + R f(R) - [f(R) — Rf'(R)] }. (465)
4.4 Equation de continuité

i’n appliquant I'identité de Bianchi & Péquation (4.26, on obtient I’équation de conti-
nuité ou la loi de conservation de la densité d’énergie totale. En effet on a

o, UL [T

Guup="T2m +T,,=0. (4.66) _

On peut écrit cette équation sous forme -

Thu=0, (4.67)

[P
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ou
T =0. (4.68)

En utilisant la définition de la dérivée covariante d’un tenseur, on trouve

T,,f‘# + FZM TS~ F‘ju ThH=0, (4.69)
Pour v = Oon a
TO,"“+I“;MT°‘—F" T#hE=0. (4.70)

Le premier terme implique que u = 0 et le deuxiéme terme implique que o = 0,
T+ 15, T §—T5 T —T5,T 4,=0, (4.71)
; -
Too+T4 T o — ET; =0. (4.72)

Les équations (4 33)et (4.41) impliquent respectivement que TO=p etT = ~3p, et
donc ‘

Ty + Thip + 3Ep =0. (4.73)

En remplagant T, = 3% on obtient

p+ 3H (p +p) =0, - (474)
avec, p et p deﬁnlssant respectlvement la denelte d’energle et la pressmn totale
b= (pc_urv + pm) ) (475)

p pcurv + f,( ) (4-76)

Dans la suite, on se limitera au cas d’un univers plat, c.-a-d k = 0, et ol la matiere est
sous forme de poussiére, c’est 4 dire p,, = 0, et on négligera aussi I'interaction entre la
matiére et la courbure. Dans ce cas la densité d’énergie de la matiere est donnée par

m = 3H3Qmoe ™. (4.77)

Nous considérons les équations (4.37) et (4.74). A partir de ’équation (4.37) et en
utilisant, les donnés précédentes on trouve

: f’( )

. 1 m 1 .
H = 3 (pcurv + £ > = '?;ptot- ‘ (478)

On dérive les deux membres de cette équation par rapport au temps cosmique

OHH = %pm; (4.79)
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1equation (4.74) donne

. Pm
ot — — H curv Y curv m | * 480
Prot = —3 <p +f,(R)+p +p ) (4.80)

et avec l?équation (4.77) on obtient

. 3HZQmoe™3* .
ptot = _3H (pcurv + %_ +pcur'v +pm) . (4.81) .
R,emplagént 'équation (4.81) dans (4.79)
: 1 3HZ Qe
H=—-- curv L ; curv | » 4.82
2(".+‘f'(R> ) 482

avec p, = 0. Remplagant maintenant peyry €t Peury PAr leurs expressions respectives
dans H ' '

T ___1__ 2 —3z - " 5 ( S g _ 1" ]

H=-som {HOQmOe + Rf"(R)+R(Rf"(R) - Hf (R))I . (483)
Cette éq_uation décrit une équation différentielle de troisiéme ordre en f (R), et & partir
d’un mo_déle_ d’énergie noire on peut trouver le paramétre de Hubble H et donc une
solution . (une forme) de f(R).
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Chapitre 5

Univers ellipsoidal & 4 dimensions
dans la théorie de la f(R)-gravité

Dans ce (:haLpitre, nous étudions et analysons la dynamique de l'univers ellipsoidal, avec

f(R) gravité. Aussi nous voulons obtenir ’évolution avec le temps cosmique du carré
de Pexcentricité.

5.1 Equations de mouvement modifiées

Les équationq d’Einstein modifiées sont données par

G = Tisrv + T;Tn a ' (5.1)
ou G ,est le tenseur d’Einstein
1
Gp,u = R;.w - —guuR, (52)

2
et ‘
. (v."ll,'l' ] | 1 | 5 |
Tp:zl V= =5y 59w [f(R) — Rf I(R)] —f(R) aﬁ(g,uaguﬁ - guugaﬂ) ‘ (5.3)
S f(R) |2
On considére les composantes de tenseur moment-énergie de la matiére sous la forme

suivante
T, ™ = diag(p, —pj» —PI» —pL)- (5.4)

- Pour trouver leffet de la f(R) gravité sur.l'univers elliptsoidal, on remplace le scalaire

de Ricci et ses composantes dans les équations d’Einstein modifiées.

La métrique qui décrit 1'univers ellipsoidal-est-donnée-par

dS? = dt? — a2 (t)(dz? + dz3) — (1 - e2(t))a?(t)dz3, (5.5)
oil e (t) est le paramétre d’éxcentricite.
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5.1.1 Premiére équation de mouvement modifiée

Considérons d’abord la composante (00) des équations d’Einstein

1

Rqo — §g°0R =T + Tigos (5.6)
qui prend’i la forme suivante
o) Lo = o { Gaw U (B) = BRI - £ R Plgougos - ) 47
(5.7)
ou bien o (R o8 ,
e+ d =] (( L i - gwses) £ (69
En sirllpiiﬁaht cette équation, on trouve -
i B _LIR)  fRe o [ By f (R
(2a+ ) 3 S FI(R )+ T T T FIR) + L + p. (5».9)
Avecf '(R)ss = —T4Rf "(R) on obtient
f(R)es = f'(R)av = —aak f "(R), (5.10)
f ,(R);zz = —CCR f ”(R). (511)

Remplagons dans I'équation (5.9)

i ¢ 1f(R) FR) (0 ¢\ _
‘2a+c+2f'(R)+ f’(R)R(2a+c> . (5.12)

En Iemplagant et° par 1eurs expressions trouvées dans le chapitre 3, on obtient la
premwre equatlon de mouvement modifiée - :

i@ .a e eé é? 1f(R) (.4 ée f"(R) _
35_2'_(;1—;82—1—62_1—62 2 '(R) {_R<3E—1——ez> f(R) p- (5:13)

5.1.2 Deuxiéme équation de mouvement modifi¢e
On considére d’abord la premiére composante spatiale des équations d’Einstein

R R g B T 4T (5.14)

Ry , TSreetTy, sont respectlvemcnt définis dans (4.45), (5.3)et(5.4) . Donc on a

Txr 'z;;z;
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ée _gz_f(R) 17 P e/ 22_/
1—e2 2f’(R)+f’(R){ a®f"(R)y+ f (R);yy-i-czf (R);zz} {&zif)u

262 + aih — aa

O a des résultats du chapitre 4, la relation suivante

f'(R)w =R f"(R)+E* f"(R) (5.16)

et ot f’ (R);'yy et f'(R)... sont définies par les Eqgs.(5.10)et(5.11) .
Alors D'équation (5.15) devient
v B 2 . . o " . . 17
i : : 1
(fl> Jla_la_ée 1f(R) F(R) {<_9 L1 ce ) Ao 1R} 1 f"(R) _

21— e 2 F(R) 2
(5.17)

On note qu’on obtient la méme équation pour la composante (yy)-

5.1.3 - Troisiéme équation de mouvement modifiée

On considére maintenant la troisiéme composante spatiale de 'équation d’Einstein

. q :
R, — égzzR =T ™ + Tz";, (5.18)

qui prend la forme

‘(L _ C f(R ¢ ! ¢ ! 2
(CME‘C - ( ) '(R { f'(R (a)z (R = (5)2 S _.(R);@}-%-_C pi-

(5.19)

On utilise les relations donnant F' (R, [’ (R).;; pour écrire apres division par c?

- _ T U,
L5 -._T—u[z;gr 2E_R] - B R+ P (5.20)

Finalement si on remplace € et ¢ - en fonctlon de e et ses dérivées par rapport au temps,
on obtient

‘. . 1.. . . 1 .. 1 .2 . 1 R
: (2)z+_9_29__i<f______e?_____?__,+_j_(_>
- a 52 “al-e 21— 21-¢ 4f'(R)

"(R) [ R+ —R} + 1paf 7(R) ) _

1
f 7 PR T2 (5-21)

33



5.2 Evolution du paramétre d’excentricité

Le tenseur moment-énergie pour un champ magnétique uniforme s’écrit
T ™ = p*diag(1, -1, -1,1). (5.22)

La premiére équation de Friedmann modifiée donne

SN 2 . " . "
() Jli 1R | 1) [1R+aR] oo I"B) 14,
a 2a a

17w W 2 R 2

a ee 1 eé 1 é*
2— - - . 5.23
+a1—e2+21—-ez+21—e2 ( )

et la deuxiéme équation de Friedmann modifiée conduit a

36 ée 1 e 1 & 1 ée - f"(R) 4

34 L Ll _le - 5.24
aietil-e T2i-e zi-e J’) (524)
On utilise & nouveau 1'approximation de faible excentricité
1-e?~1. (5.25)
Done, 'équation précédente se simplifie et devient
f”( ) A [
3Hée + 6° + eé — éeR——" - = 2p", (5.26)
F®) - -
Remarquons que
| d(¢e) :
+eé=——. 27
€° -+ eé 5 (5.27)
et alors I’équation (5.26) devient
 d(ee) I"(R) _, 4 .
3Hée — eeR=—=L = 2p%,. 5.28
i +3Hée — eé 7R p (5.28)

Vest 'équation d’évolution de P’excentricité d’un univers ellipsoidal pour un champ
rnagnétique uniforme dans la théorie de la f(R)-gravité. On remarque que pour f(R) =
R, on trouve ’équation d’évolution ordinaire de Pexcentricité (3.54) (avec 817G = 1)

- d(ée)
dt

PG trouver 1a solution de Téquation—d’évolution—(5-28); cest~é—di1%4rou¥epl.&carxé..._.....;,.,_.,

de l'excentricité, il faut réécrire 'équation (5. 28)en fonction de €?

Avec

1de?
eé = 5-—;—. : (5.29)
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Péquation (5.28) s'écrit

d(%) FUR)\ de® _, 4
‘di (3H Rf’(R)) 7 = 4p".

La solution de 1’équation homogéne

d(dez) ”(R) B
at (3H Rf(R))dt‘O’

sur Uintervalle {to, t] est donnée par

de? (t) de*(to)

In - —In——% = —3Ina(t) + 3lna(ty) + /Rfl(—@dt%—lnc
"t dt R B '

'(R)
Avec les _lconditions initiales
ez(to) = 0, a(to) = 1.
on obtient

de(t) _

Vln,

/I
t)+/ f gdt—}—lnc

On utilise la relation suivante

(R0 - 20

JTF®T T Ry
ce qui donne .
dedét) — ca(t) _ji((_))_

8n )

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

Fn remplacant 'équation (5.36)dans(5.30), avec p* = s on trouve 'expression de

¢(t) suivante

‘(5».37)

f'(Ro) t y dt
= Za(t) TR
Onremplace cette équaﬁbn .dans (5.36)
de*(t) - ff(R')'f”(Ro‘) [

f'(Ro) 2m

to
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I’intégrale de cette équation donne

t T
1 [ dt’
2 -3 o/ n—1
e“(t) = — alT R) | at) '——= dT, 5.39
0= [ |77 ®) [ o)™ 57, (5.39)
to 70
¢l est l’vexpfession de Pexcentricité de Punivers ellipsoidal & quatre dimensions dans
Ja théorie de la f(R)—gravité. C’est une forme généralisée de I'excentricité, c’est-a-dire

qu’on peut & partir de cette relation, trouver I'excentricité de 'univers ellipsoidal pour
n'importe quelle modéle de f(R) - gravité. '

5.3 Application & la gravité quadratique

Ilya beé.u_coup de formes spécifiques de la fonction f (R). L'une d’elles, est f (R) =
R+ aR™™, avec n # —1 et o un paramétre tres petit. Dans la suite on se limitera au

cas n = —2. Donc, le modéle de gravité qui nous intéresse est donné par
f(R)y=R+aR%. : (5.40)
Alors on“a
' f'(R)y=1+2aR. . - S (5.41)

Pour une faible excentricité, nous faisons Papproximation suivante sur le scalaire de
Ricci qui est calculé dans le chapitre 3 ’ S

a a
R=R,=—6-—6(=) 5.42
-~ 6(-) (5.42)

Utilisons Pexpression du facteur d’échelle donnée dans la.relation (3.63). Alors |

| a(_t):% () 7, a(t) = _-i-a I (5.43)
Ce qili donne
‘R= '—%—t—?; (5.44)
Alors NP |
f'(Ry=1- —gat"2. (5.45)
et | | |
1 8
e =14 =at™? 5.46
Fm T (540

Avec ces dornnées I'squation de Uexcentricité (5.39) devient '

g8 t T '
, \ "3 .
e*(t) = 517; (3—}2&> / <T—2 - gar”“) / <5‘% + -:85—013‘%> ds| dr. (5.47)
R to

to



Nous calculons cet intégral et on néglige les termes en o?. Alors lexpression de l'ex-

centricité devient

wloo

-2 1 _8 _5
[ gt gt arde et 2en® - teghe -

8 4% 41—
—5"—‘t3t3},

: (5.48)
qui, en fonction de facteur d’échelle a (t), s’écrit comme
. 8 9 9 2 - 2 4 18 2 -
201) = L (_3_{[_0) 3| 3 (3H0> -3 (ﬁ ) a(t)™ +3 8(3—H5> a(t)”2 + —5—8(3—H—0> a(t)™
L () () oot () P

Cette équation donne la méme équation d’évolution d’excentricité que nous avons cal-
culé précédemment (dans le chapitre trois) si on pose a = 0. Sion considére des époques
lointaiines dans le passé on peut approximer ’excentricité par la relation suivante

W

- v

—4
w2 et -5 (

&) o) } .

(5.50)

Il est important que par rapport au cas standard, effet de la déformation de la gravité

devient dominant aux échelles de Planck.




‘Chapitre 6

CONCLUSION

ans ce mémoire, nous avons étudié la dynamique cosmologique d’un univers ellipsoidal
dans le cadre de la théorie de la f(R)-gravité, dont le but principal est de déterminer
Pévolution de I’excentricité de cet univers elhpsmdal en fonction du temps cosmique et
aussi de quantifier les corrections apportées par la modification de la gravité.

En utilisant les équations de mouvement d’Einstein pour une modification arbitraire
de la gravité encodée dans la fonction du scalaire de Ricci f (R), nous avons déterminé
les équations de Fridmann modifiées, et par la suite nous avons obtenu I’évolution du
paramétre d’excentricité en fonctlon du temps cosmique pour un univers ellipsoidal
dominé par un champ magnétique uniforme. Ensuite pour étre plus spécifique nous
avons c01131dere une modification quadratique de la gravité donnée par f (R) = R+aR?,
ol o est n paramétre trés petit. Nous avons ainsi p obtenir explicitement le paramétre

d’excentricité. Il est important de noter que nos résultats coincident avec ceux de la
ralativité générale d’Einstein dans le cas f (R) = R.

En umhsant les résultats obtenus dans ce mémoire il serait trés important de montrer si
un univers ellipsoidal dans le cadre de la gravité modifiée resout 'anomalie quadripo-
laire du rayonnement du fond cosmique fossile, comme c’est le cas avec le modéle d’un
univers ellipsoidal dans le cadre de la relativité générale.
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