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Chapitre 1

Introduction générale



La méthode des intégrales de chemins (ou path integral) introduite en 1948 pour la
premiére fois par Feynman dans sa thése est considérée actuellement comme la troisiéme
formulation de la mécanique quantique apres celle de Heisenberg (1926) et de Schrédin-
ger (1927). Sur une suggestion de Dirac, cette méthode consiste a formuler la mécanique
quantique directement en terme de Lagrangien et de chemins et avec cette approche,
la détermination du propagateur permet ainsi d’obtenir toutes les informations sur le
systeme. Dans cette approche le propagateur est écrit comme une somme sur tous les
chemins possibles entre les points initial et final ou chaque chemin contribue au propaga-
teur par un poids en expiS/h, S = [ Ldt étant action du systéme. L’avantage de cette
technique c’est quelle est une approche globale utile & des divers domaines de la physique
théorique, i.e la mécanique quantique, la physique statistique et la théorie quantique des
champs.

Notre but dans cette thése est de considérer les potentiels dépendants de I’énergie et
d’apporter une clarification au probléme de la constante de normalisation des fonctions
d’onde relatives a I’équation de Schrodinger ainsi qu’a ’équation de Klein-Gordon, en
utilisant cette approche des intégrales de chemins.

Nous proposons également de considérer par la méthode des intégrales de chemins, le
probléme plus général de la masse fonction non seulement de la position et mais en plus
de I’énergie.

Pour ce qui est des équations d’onde avec les potentiels dépendants de 1’énergie, ils
ont été considérés depuis longtemps par plusieurs auteurs. Par exemple, dans le cas non-
relativistes on peut citer ; les potentiels dépendants de ’énergie considérés par I’équation
de Schrodinger avec les dimensions 1D, 3D et D [1 — 4], le probléme a plusieurs corps
avec des potentiels dépendants de confinement de ’énergie [5], le probléme des potentiels
locaux équivalents [6], les potentiels dépendants de ’énergie de maniére linéaire discutées
semi-classiquement [7], les propriétés statiques des systémes de quarks lourds décrites
par un potentiel en fonction de I’énergie [8], et la transformation de Darboux utilisée

dans I’équation de Schrodinger avec un potentiel dépendant de Iénergie [9], le probléme



de la diffusion inverse [10] les formules de trace [11], et la représentation linéaire de
Hamiltoniens dépendants de 1’énergie [12].

Dans le cas relativiste, pour des particules sans spin ( ou de Klein-Gordon (KG)) nous
pouvons citer le potentiel dépendant de I’énergie & D-dimensions en utilisant la méthode
Nikiforov-Uvarov [13], et pour des particules de spin 1/2 (de Dirac) a notre connaissance
seul un potentiel de Coulomb dépend de E, y compris le couplage de Coulomb comme
potentiel d’interaction de tenseur sous pseudospin et spin symétrie a été considéré par la
méthode asymptotique d’itération [14].

Il est utile de préciser que le probleme essentiel pour les potentiels dépendants de E
réside dans la modification du produit scalaire pour assurer la conservation de la norme
et que le propagateur est bien affecté par leur présence.

Apreés cette bréve introduction, notre these traitant des problémes dépendants de E
se compose essentiellement de trois chapitres.

Au ler chapitre consacré aux particules non relativistes sans spin, le propagateur est
d’abord formulé suivant ’approche des intégrales de chemins et il est montré a partir de la
décomposition spectrale qu’une correction due a la dépendance en énergie des potentiels,
est apportée. Cette correction est ensuite déterminée par 1’équation de continuité ou
encore en adaptant le théoréme de Feynman-Hellmann a notre cas. Des exemples simples
comme l'oscillateur harmonique et 'atome d’hydrogene (radial) ou, respectivement, la
fréquence et la constante de Coulomb dépendent de I’énergie, sont considérés comme
illustration.

Dans le 2éme chapitre et avec les mémes étapes du premier chapitre, le probléme de
la normalisation des fonctions d’onde, lorsque les interactions décrites par les potentiels
dépendants de E sont présentes dans 1’équation de Klein-Gordon est reconsidéré par
le formalisme des intégrales de chemins. Les corrections sont déterminées encore via
I’équation de continuité et le théoréme de Feynman-Hellmann (adapté) et deux formes
simples de potentiels sont pris pour exemples : le potentiel linéaire et le potentiel de

Coulomb avec des paramétres dépendants de 1’énergie.



Enfin, dans le 3éme chapitre, le probleme général de la masse qui dépend de la position
et en outre de I’énergie E est considéré par 'approche des intégrales de chemins. Des cas

particuliers simples sont utilisés pour extraire les fonctions d’onde et les énergies.



Chapitre 2

Potentiels dépendants de ’énergie et

normalisation des fonctions d’onde



2.1 Introduction

Nous proposons dans ce chapitre, aprés avoir donné ’expression de propagateur de
I’approche intégrale de chemin [15] d’examiner le probléme de la normalisation des fonc-
tions d’onde lié & des potentiels dépendants de I’énergie et de donner une justification.
A titre d’exemple, l'oscillateur harmonique et ’atome d’hydrogene (radial) ou, respecti-
vement, la fréquence et la constante de Coulomb dépendent de ’énergie, sont examinés
et leurs propagateurs déterminées. Les fonctions d’onde sont extraites & partir de la

décomposition spectrale des propagateurs.

2.2 Propagateur et décomposition spectrale

Le propagateur K (xzy,ty; x4, t,), que nous proposons de déterminer est solution de

I’équation suivante

(]:Ib — Zh%) K(ZEb, tb; Lq, ta) = iho (ZEb — l‘a) 0 (tb — ta) s (21)
b
ou
A2
A= 1v,
2m

est I'opérateur Hamiltonien du systéme avec V=V (3?, E= ih%) potentiel dépend de
I’énergie.

Formellement, nous avons successivement

h
K (500, 1a) = (= ) 8 (1~ 1)

- / A (y, t] € T AEE) |20 1)
0

Suivant la procédure habituel de la construction de la formulation d’intégrale de che-



min de K, I'intervalle de temps est d’abord divisée en N + 1 parties égales infinitésimales

e = = et exponentielle est décomposée en N +1 exponentielle (& la suite Trotter) et

N+1
//dtd:c\x,t) (ot = 1,
[ [ dviEin.B) =1,

sont insérées entre chaque paire d’exponentielles. Les vecteurs de base |x,t), |p, F) kets

puis les relations de fermeture

et

respectivement relatifs a &, ¢ , p et E sont utilisés dans le but d’éliminer les opérateurs

et le passage |r) — |p), |t) — |F) est effectué au moyen de produits scalaires

7
enb?

(x| p) = 5 :

La forme discréte de K est alors

N+1

E,
K(xp, ty; xa,ty) = / d)\}\}lm /Hda:ndt Hdp”d

;N
X exp {ﬁz [Dn (Xy, — Tp_1) — By (ty — tho1 — €) —
n=1

(2 v )], 23)

qui, du point de vue formel K est finalement

0 i (Ndslpi— B (i-1)—( 224V (2,E
K(xb,tb;a:a,ta):/ dA/D:chDtDEe”’fO e £ () (£ )ﬂ (2.3)
0

ou nous avons noté r, = To, Tp = TN+1, ta = to €t Ty = tn11.

Comme les intégrations sur ¢, donnent N fonctions de Dirac § (E,, — E,11), ce qui



implique

E1 :EZI...:EN+1:E7

et aprés intégration sur les variables E,, K se réduit a

[

Hoo dFE i & i LA gs|pi— 2 V(z,E
K (b, th; Ta, ta) :/ 5.7¢ hE(tbt“)/ d)\ehEA/DxDpe”fo {p <2'”+ ( )) .
0

—00

En intégrant par rapport & p,, on obtient '’expression finale du K

T dE > mi? (s
K (xp, ty; Ta, ta) _/ ﬁeﬁE(tbt“)/ d)\eﬁEA/Dxe’fo [ e ’E)}. (2.5)
- 0

[e. 9]

Il est évident que l'intégrale sur A est la fonction de Green

o0 ; i mi? a
/0 d)\eillE)‘/DSL’Gﬁfo)‘ds[2 (@.B)| _ _ngn g) (@) sE(E)) (2 )7

o &, (E) sont les valeurs propres de I'énergie I (fixée) associées a des états g (g (2)

et qui sont tels que [ dx Wgn(E) (31:)’2 =1.

1 1

1 ~ _ d&n(E)
E—&,(E) ~ 1-&(En) E—En ) = Td4E )

dE ’
E=E,
I'intégrale sur E peut étre effectuée et donne la décomposition spectrale habituelle de

Comme

ou E, sont les poles (avec & (E,

propagateur
K (w0, ty; Tayta) = Y e FE 00Dy (2) @ (1) (2.6)
ol
@, (2) e (@) (27)
T) = ———— x), .
Ey, 1—¢ (E,) En(En)

sont les fonctions d’onde qui ne sont pas normalisées suivant la condition habituelle

10



[ dx|®g, (x)]> =1 & cause du facteur additionnel (1 — £')? | mais en fonction de

/daz B ()] {1 - %ﬁ] ~1 (2.8)

, il est évident que £ =0

Dans le cas ot le potentiel ne dépend pas de (%’?’) =0)

et nous trouvons la décomposition spectrale standard et la condition de normalisation

habituelle.

2.3 Détermination de la correction &

En effet, nous allons examiner ce probléme de la normalisation en partant de I’équation

de Schrodinger

L0 (x,t) R 0P L, 0
thf—%@\P(x,t)—i— 1% x,zha U (z,1)] . (2.9)

Si nous décomposons ¥ sur la base {®p, (z)}
U(z,t) = a(B,)e 50, (2), (2.10)

et si I'on considére deux états @, () et ®p,, () d’ énergies L, et E,,, nous avons

m d?
E,®p, (v) = —%@Q’En (z) +V (z, E,) @g, (1),
m d?

En multipliant la premiére équation par ®3, (x) et la 2éme (conjugué complexe) par

®p, (x) et apres soustraction et intégration sur tout l’espace, nous obtenons

V(z, E,) =V (, Em>> = Srms (2.11)

/dm@}}m (z) ®p, (z) (1 - E, —E,

11



qui est la condition d’orthogonalité.

A la limite E,, — E,, V(x’Egzigf:’Em) — Wa(gf"), cette condition d’orthogonalité se

réduit & la condition de normalisation (2.8).

Par conséquent, le potentiel dépendant de 1’énergie modifie la constante de normali-
sation des fonctions d’onde.

Une autre maniére de voir la raison de la normalisation (2.8) est de considérer I’équa-
tion de continuité. En multipliant 1’ Eq.(2.9) et de son conjugué complexe, respectivement

par ¥* et W, on obtient aprés soustraction ’équation suivante

o ()  0j  if_, 0 B ) *
tha— 7 vV x,zha \4 v |V x,zha \ .

ol j = - (\I/* (x,t) % — U (z,t) %ﬁf’”) est la densité de courant habituel. Notons

la présence d’un 2éme membre (# 0) qui peut étre considéré comme une source et qui
peut toujours étre absorbée dans le premier terme en utilisant la relation f(x,t) =
% i "ds f (z,s). Alors, 'équation précédente se réduit a 1’équation de continuité lice au

potentiel dépendant de I’énergie

0 0 .
5P T 5.0 =0 (2.12)

oll maintenant

p = |U— %/t ds {qf (z,5) [v <x,ih%> U (z, s)} —
vioon v (mn ) wien] ], 219

est la densité de probabilité (ce qui n’est pas définie positive) et j est la densité de courant

inchangé défini précédemment

/dxp =1. (2.14)

12



Remplagons (2.10) dans 'expression (2.13)

p = Zza (En)a* (En) ®g, (2) @, (2) {eft(Em Eu)

n m

comme

donc

i E ) — E
ZZ @E ( )®*Em (x) eﬁt(Em—En) {1 o V (f]:, En’r)L - gﬂi:E’ m) }

Cte «
ZZ@ m) Pp, (1) g, () (V (2, Ey) =V (2, En)),
le terme avec la C'te indépendant du temps : peut étre omis puisqu’il ne contribue pas
a I’équation de continuité. Il ne reste plus que le premier terme qui dépend du temps et

il est clair que si les conditions (2.8) et (2.11) est remplie alors [ daxp = 3 |a (E,)[> = 1

i.e. il ya conformité avec l'interprétation probabiliste.

Dans le cas simple ou le potentiel est séparable V(z, E) = V4 (z) + Va(x) (ih2) et

avec une dépendance linéaire dans E, I'intégrale est tout simplement égale a

5 [ as=m [ ol v @ @+ o te),

et la densité est

p=(1=V3(2)) ¥ (z,1)]%,

ou le terme ¢*“(z)V; (z) a été omis, puisqu’il ne contribue pas a (2.12) . Ainsi, avec

13



cette forme linéaire en E, nous pouvons réduire ce probléme & un probléme de masse

variables (par un changement de temps)

Enfin, grace & Feynman-Hellmann (voir par exemple [16]), qui a établi le résultat

(théoréme) suivant

%ﬁ\)\) = /dxCI)j (x) a[g—)(\)\)q))\ (z),

pour un Hamiltonien H = H (\) dépendant d’un parameétre \ et ot 5 () est un vecteur

propre normalisé tel que

H(N) @y (2) =E(\) Dy (2).
Comme dans notre cas H (\) = T+V (\) et si nous fixons A\ = E, nous obtenons pour
les potentiels dépendant de I’énergie la relation relative a la normalisation des fonctions
d’onde

_ d&, (B, oV (z, E,)

2.4 Applications

Pour illustrer ce qui a été dit, nous considérons deux potentiels :

- Poscillateur harmonique
1 2
Viz,E) = om (14 ~E?) z*, (2.16)

-et le potentiel de Coulomb

V(rE)=— W A+9E) (2.17)

mag T

ou la fréquence et la constante de Coulomb dépendent de 1’énergie.

14



2.4.1 Cas de OH

Suivant [17], le propagateur est donné par

T dE )
K(xp, ty; 2o, ta) = / —— exp [—%E (t, — ta)]

—oo 2mh
m 1 E 2mwg
—— I | =-——|D_:
\ mhdwg <2 hwE) ~2tig ( h “”’)
2mwg
XD*%+% — 7 Ta (xp > ), (2.18)

ou D,(z) sont fonctions cylindriques paraboliques (nous pouvons aussi utiliser la

relation Mehler). A partir du fonction—TI', les poles sont donnés par

= —n, n=0,1,2,... (2.19)

£
hw

N | —

Examinons les trois cas détails suivants :

ler cas: q=1;uw% =1++E

Alors, I’énergie est

h? (2n + 1)? 1 h2 (2n + 1)?
oL G ”; )Vih<n+§> \/1+—( :LGJF S e, (2.20)

(E est choisi parce que E, conduit a des fonctions d’onde non normalisables). Au

voisinage des poles, nous avons:

. (1 E ) N (=)™ B (=" hw,
2 hwp) (S -2 4a) ont(1- M) (B- By

2
ot w,, = h(2T1)7+ \/1 N 52(2;1;1) 2.

En utilisant la relation [18]

15



entre D,(z) et H, (z) (polynomes Hermite ) et apres intégration sur E,

K(Jﬁb,tb;wa,ta) — Ze—iwn(n+%)(tb_ta)

n

mwn _ mwnp (Iz‘i‘xg)

X 20
/ n h(2n+1)
x H, ( —m;;nxa) H, ( m;;n%) ; (2.21)

on obtient dans ce cas & partir de la décomposition spectrale de propagateur

mw mw mw
P, (z) = - X exp [— nxﬂ H, ( nx) , 2.22
@ Vrh2mn! (1 _ —h(szf”) 2h h (2:22)

convenablement normalisée.

2éme cas : q=1; v =1 +E .

27

A partir des poles de fonction—I" de ’équation (2.19) I’énergie E,, est déterminée par
une équation de quatriéme ordre F
B4+ cE? 4+ dE, +e =0, (2.23)

ou ¢ = —2h? (n+%)2,d: —ht (n+%)472 and e = hi* (n+%)4.
Suivant [21], cette Eq. (2.23) peut étre solutionnée via 1’équation suivante du 2éme

ordre

A

16



ou A = £24/2y, — c. Ainsi, il existe quatre solutions

En1,2,374 =—-A+ \/A2 — 16 (yn - %)7 (224:)

wm={VD-9 - ilvD+ Y-

est la solution de I’équation cubique suivante

ou

8y — 4cy? — Sey, + dec —d*> =0,

_ _ dec—d?
S = —e, T = e

wee D = (£)° 4 (§), P =355 Q=2 8547 = - ;

<
3 27 27

Aprés intégration sur E, on obtient & partir de la décomposition spectrale

. 1
K (zp, ty; T, ty) = En exp [—an (n + 5) (tp — ta)]
h(2 +1) [ ﬁb + xz)}
n n+1)y
vV h2 n‘( o B

S, e

les fonctions d’onde normalisées

X

o, (z) = : mwnh@ T X exp [— n 132} H, ( mw”x) : (2.26)
Vrh2nn! < ™ nm>

avec w,, = /1 +vVE, et E, solution d’Eq. (2.23).

17



3éme cas : q=2; w2 =1+ yE?
q y WEg

A partir des poles de

1o B (=" _ (=)™ hw,,
R e N T S )

on obtient les énergies

h(2 1
B, = G+l (2.27)
\/4— h2 (2n + 1)27
LWy = ——2 = < = < A1
ol Wy, T avecn = 0,1,2,..., pour y < 0etn=20,1,2, ,<hﬁ 5
pour v > 0,

les fonctions d’onde sont

o, () = men w el gy < m;”x) . (2.28)

Vahzel (1- 2 (n+ 1))

Notons que pour v = 0, (dans les trois cas) nous obtenons les fonctions d’onde et les

énergies bien connues de 'oscillateur harmonique.

2.4.2 Cas de Coulomb

Le propagateur correspondant a la forme

T dE s
K(Tbatb;raata) = / %eiﬁE(tbit“)GRc<Tb,TQ;E), (229)

o0

avec la fonction de Green GZC(ry, r,; E') du potentiel coulombien radial donnée par [17] :

18



m:2, B _
2'!' +r

202 1)
2mr2 :|

U N i Jo
G (ry,re; E) = 7—1/ d)\eﬁEA/DT(t)e
0

2T (n —k+ %) mw mw
= - M <_ (l) > )
hol (2 +1) 5 ( h ”’) en Ty ra) (1o >a)
(2.30)
oun=1+3i k=2 :mh—;(1+’yE)qetw:2 =28
Comme précédemment, les poles sont donnés par : n—k+ % = —n, n=20,1,2,...
Prenons des valeurs particuliéres de ¢
lercas: q =1
L’énergie dans ce cas est
1—-29EH — /1 —4vEH
Eq = o — N (2.31)
27 Enl
2
avec Eﬁ - _2ma3(2+l+1)2’ (7> 4];15) et que
I‘(n——k%——) ~ & ), . T , (2.32)
2 nl d(n+n+3)/1-4EL(E—-Ey)

et en tenant compte de la relation W, , (2), M, , (2) et la fonction confluent hypergéo-

métrique [18] :

2 1
M, (z)= 35 1 (u —v+ 3 2+ 1; z) ,

2Ln+rv+1) wiy -
0= (i e sy s 1),

et aprés intégration sur E, on obtient la décomposition spectrale de K

19



- T (n+ 21 +2)
K(ro,ty;7arta) = » etaiwntrt) = L=
(o, 103 7, ta) o T2 (21 +2)

mw,
X
2nlh(n+1+41)/1 —4yEH

+1
—8mE (1+7En1)
% ( 8m Ly Tulh e ag(nti+1) (ry+ra)

h
T,
ap(n+1+1)
(1 + ’)/Enl) )
s |,
ag (n + 1+ 1)

X 1F1 (—n ,2l+2,

o

[\

et les fonctions d’onde bien normalisées

Oy (r) = mwy, (n+ 20+ 1)!
" onlh(n + 1+ 1) /1 — 49ER (20 + 1))’

y (\/—8mEnl )”1 (L47Bn) |
—7T
h

67 ag(n+1+1)

(2.34)

2(1 +~E,
xlFl(—n;Ql—{—Q;—( +7Ew) 7"),

ao(n—l—l+1)

m'yzEfl

—14+2vEH 4\ /1—4yEH

avec w,, = 2\/ T nl Tl
a . _ l
2éme cas :q=;

Pour cette valeur, ’énergie et les fonctions d’onde sont respectivement données par

H
Enl

By = —
: 1—~EH

(2.35)

20



Oy (r) = EE
0\ Snth a1 1) (1= 2B (@21 1))

y (\/WEM >l+1 NiEaTom
.

6_ ag(n+1+1) r

h
24/1 E,
X1 (—n 20 4 25 ﬁr) . (2.36)
ao (n + [ + 1)
N - —2FH 1
ou w, =2 —m(l—vElﬁ)’ <7 > Efz) .

3éme cas : q=;

Il est facile de voir v < 0, que 1’énergie est

VEHR + /4442 (ED)?
En=pgH"" 5 - (2.37)

et les fonctions d’onde sont

mwy, (vEﬁ +4/4+ 2 (Eﬁf) (n+20+1)!
21k (n + 1+ 1) y/4 + 42 (EEY? (21 + 1)1)?

1

y (\/—SmEnl >l“ _Gamt
—_—7T e

ag(n+i+1)
h

2(1+ 7Byt
FrFl—-—n:204+2 —mM8M —— 2.38
X 1 1(71, +’a0(n+l+1)T ) ( )

(I)nl (7”) =

ot w, = 2\/# (»yE{jl + /4472 (E{jlf).

Notons que pour v = 0, nous obtenons ’énergie bien connue et des fonctions d’onde

du potentiel de Coulomb radial.
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2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons examiné le potentiel dépendant de 1’énergie par 1’ap-
proche de I'intégrale de chemin et nous avons justifié le changement (2.8) de la condition
de normalisation des fonctions d’onde des potentiels dépendants de I’énergie.

Comme application, nous avons considéré les cas de l'oscillateur harmonique et du
potentiel radial coulombien avec dépendance en énergie. Pour ces potentiels, nous avons
déterminé les propagateurs et a partir des poles, le spectre de ’énergie et les fonctions
d’onde extraites sont en accord avec ceux obtenus par résolution de I’équation de Schro-

dinger.
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Chapitre 3

Particules relativistes sans spin dans
des potentiels dépendants de
I’énergie et probléme de la

normalisation de la fonction d’onde
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3.1 Introduction

Comme dans le chapitre traitant du probléme non relativiste, nous proposons ici de
clarifier le probléme de la normalisation des fonctions d’onde lorsque les interactions
décrites par les potentiels dépendants de I’énergie sont présents dans I’équation de Klein-
Gordon et en utilisant le formalisme intégrale de chemin [19]. A titre d’exemple, le po-
tentiel linéaire et le potentiel de Coulomb avec des parametres dépendant de 1’énergie
sont discutés et les fonctions d’onde sont extraites & partir de la décomposition spectrale
des propagateurs.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la Section 2, la formulation intégrale
de chemin pour des particules sans spin avec des interactions dépendantes de 1’énergie
est donnée et a partir de la décomposition spectrale, et comme la normalisation des
fonctions d’onde est modifiée, la détermination de cette modification est faite suivant
trois approches (Section 3) :

-directement & partir de I’équation de KG et a partir de la condition d’orthogonalité
des fonctions d’onde.

-en utilisant I’équation de continuité et en exigeant que la probabilité pour 1’équation
de KG doit étre positif ou négatif respectivement pour des énergies positives et négatives.

-et en adaptant le théoréme de Feynman-Hellmann [16] & notre cas relativiste, sans
spin.

Enfin, dans la section 4, deux types de potentiel, linéaire et Coulomb sont utilisés
comme exemples pour déterminer les propagateurs. Les fonctions d’onde sont déduites
de la décomposition spectrale, ce qui permet d’obtenir explicitement les corrections liées a

des constantes de normalisation en raison de la dépendance énergétique de ces potentiels.

3.2 Propagateur et décomposition spectrale

Le propagateur K(xy,1ty; x4, t,), relatives aux particules sans spin est solution de

I’équation suivante
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[(f)b - eAb)2 — (M + Sb)2] K (xp,ty; Tayte) = 0 (xp — 14) 0 (B — t) (3.1)

et son expression est
K (2, ty; asta) = —i / AN (g, t, | N OIS | g ), (3.2)
0

ot M? doit étre comprise comme M2 — 0"
En suivant la procédure habituelle de construction de 'intégrale de chemin : d’abord
Iintervalle de temps est divisée en N + 1 parties égales infinitésimales ¢ = NLH et 'ex-

ponentielle est décomposée en N + 1 exponentielle (selon Trotter (voir par exemple [19])

dtdz |z, t) (| = 1, (3.3)
/]

//dpxdpo ’px7p0> <pxap0‘ =1 ) (34)

) et les relations de fermeture

et

sont insérées entre chaque paire d’exponentielles. Ensuite, les vecteurs de base |z) , [p.),
It), |po) kets propres respectivement de #,p, et po = E sont utilisés pour éliminer les
opérateurs et la transition |z) — |p), |t) — |po) étant effectuée au moyen de produits
scalaires

1 —1 —PpzT
<t,$‘ pOap:Jc> = %6 (Pot=paz) . (35)

Nous obtenons, la forme discréte de K

a e [ dp.),d(po)
K (zp,ty; Ta, ta) = —2’/ d\ lim /dmndtn / 2n - S00n o
(5, t; Tas L) O Mljl l_Il o)

elNi{(“)nm"‘(”‘))nmnﬁ [~ 024 (o) =V (0(p0),)) = (M5 (0 (po) ) )]}

(3.6)
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ou pour simplifier nous avons considéré uniquement la partie scalaire du champ électro-
magnétique : eA* = (V (z, F),0).
Puisque les intégrations sur ¢, donnent N fonctions de Dirac & ((po),, — (Po),41) » ce

qui implique

(Po)y = (po)y = ... = (pO)N+1 =E, (3.7)

et aprés intégration sur les variables (py),, , on obtient

+oo JE N4l
K (:[;b, tb) ma’ ta) = / ﬂe*iE(tb*ta) / dAT}Lr{:OH / H /

—00

N+1
i o) Azn—€|(pe)2 —(E—=V (2n,E))* +H(M+S(zn,E))>
enzl{p [(» )2 +(M+S( ]}, (3.8)

qui peut étre réduit aprés intégrations sur les (p,), a

“+oo
dE g —tq dxy,
K(l‘b,tb;l’a,ta> = /%6 ® )/0' dX 4271'8 1/27}1—>H010H/ 1/2

427?5

—0o0

i (2

= ”’21+s(<E7v<xn,E))27<M+S<mmE>>2)}

, (3.9)

expression, qui peut étre réécrite sous la forme compacte suivante

“+o00

dE _.
K ('TZN tb) SECU ta) - / %eizE(tbfta) X

—00

00 Y 2
/ d}\/Dxezfo ds [ S +(B=V (2,E))* ~(M+S(2.E))?] (3.10)
0

Pour F fixé, le propagateur admet la décomposition spectrale suivante,
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/Dxeifg ds[%+(E7V(1,E))27(M+S(x,E))2]

?

SE2A / D! fo*ds[§—2EV(33,E)+V(;¢,E)2—(M+S(x,E))2]

iE? —i&2 *
= P )\Ze En(E)A¢€n(E) () Ve o (za), (3.11)

on £2(E) et ¢g, p (z) (avec [drx|vg, (g (ﬁ)‘2 = 2&, (E)) sont respectivement les

valeurs propres et les fonctions propres associées a ’énergie de I'opérateur

H = P2+ (M+S(z,E)>+2EV (z,E) -V (z,E)?,
= P24+ W (2, E), (3.12)

et Wz, E) =E? — (E =V (2, E))* + (M + S (, E))est le potentiel dépend de E.

L’intégrale sur A est la fonction de Green

* i [ ds[ 2 H(BE-V (2,E)) —(M+S(z,E)?] . Ve, (p) (1) 1/);@) (%a)
/0 d)\/Da:eO E ]—ZZ B (3.13)

Comme le dénominateur E? — £2 (E) = (E — &, (F)) (E + &, (E)) est un produit de

deux facteurs, nous supposons qu’il existe deux poéles ou racines (un seul pour chaque

facteur). Ensuite, dans le voisinage des deux poles + F, Nous avons respectivement

111 111 oL g
e N e Tn Tem N T mim o I'intégrale sur £

+oo
dE g .
K(zy, ty; 20, ta) = Z/%e Blto=t)y e oy (a3) VL (@)

1 11 11
- 3.14
X2En{1—€,’LE—En 1+5;E+En}’ (3.14)

peut étre facilement effectuée ce qui donne la décomposition spectrale habituelle de pro-

pagateur
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e iEn(ts—ta)

. 1 «
K(xp, ty; To, ta) = ZZ Yo {9 (ty — ta) T¢En (20) ¥}, (%)

e’iEn(tbfta) .
—0 (ty — tp) Wiﬂ_};n (zo) ", (:ca)} :
. 1 —1 — *
= z; o5 Pb—te Bl 1)@ (1) D, ()
—0 (ta — tb) eiEn(tbita)cI),En (;Eb) (I)iEn (l’a)} , (315)

ol maintenant, le lien entre les fonctions d’onde est le suivant

1
Op, (z) = \/1——78’%”@"):’5" (), (3.16)
ou & = %’E:E .
Ces états ®p, () sont normalisés comme suit (voir 2.8)
oW (z, E)
dz |® 11— = =1 3.17
[awien @ (1- TG =1 (3.17)
ou encore
O{E? —(E—V (z,E))*+ (M + S (2, E))?
dz |®g ()] [ 1 - { ( (@ E))” + (= B)} =1, (3.18)
0E?
E=E,
Notons que si V' et S sont indépendants de E i.e. Viek) _ 95@E) 0, le terme

oF oF

2EV (x) de BVZ%’E) contribue a &, et par conséquent &, # 0. Dans ce cas, la condition

de normalisation devient

/m@mwﬁo—%%>:. (3.19)

Ainsi, le facteur supplémentaire (1 — 57’1)71/ 2 qui est apparu, modifier la condition de

normalisation habituelle de 1’équation de Klein Gordon et devient pour les potentiels
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dépendant de I’énergie, comme suit

E, oF, | _ V@B

En

9S(x,Ern) S(z,En)+M
E, oV (z, E,
/da:|<I>En (z)[? (1 - M) (1 _ V@ By Tom P ) = 1. (3.20)

3.3 Détermination de la correction &

Le but est de déterminer cette correction £ apportée par les potentiels dépendant de

I’énergie et de montrer qu’elle est la suivante

N O(En—V (2,E0))2—(S(x,Epn)+M)?

o Jdady, (@) e log, (@)

E, =1— 5 . (3.21)
Jdz|®g, ()|

En effet, ce changement dans la condition de normalisation peut étre simplement
obtenue & partir de I’équation de continuité. Tout d’abord, examinons ce probléme de la

normalisation en considérant ’équation de Klein-Gordon

0w 0, AN AN
et de son conjugué complex
A O R AN AN I
92 + (Za +V (w,z§)> - (M +5 (aj,za)> U = 0. (3.23)

A partir de ces deux équations respectivement multipliées par ¥* et U et apres la

soustraction, on obtient
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{ v () () ) o
e () (e () )

= 0. (3.24)

Il est clair que les deux derniers termes représentent a% J avec

(w0,

o o (3.25)

la densité de courant et si la relation f (z,t) = £ [ "dsf (x,s) est utilisée pour obtenir

9. . . cpz O o - . . , 0 N
I'équation de continuité g p + 5-j = 0, les deux premiers termes représentent 7 p, ou

ool (v () - (s (i)
(2w (=) - (s (i) ]w) o

est la densité qui n’est évidemment pas définie positive.

v

-y

Maintenant, si nous considérons respectivement deux états @, (z) et ®p,, (x) liés

aux énergies F, et E,,, nous avons

[88—; + B =V (2, B = [M + S (x, En)ﬂ By, (1) = 0, (3.27)
et
s BV B+ S B 05, =0 (29

En multipliant la premiére équation par ®3 (z) et la seconde (conjugué complexe)
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par &y (x) et aprés soustraction et d’intégration sur tout I’espace, nous obtenons

/dx@En (z) @%, () x

(B, — V (2,E,))2 — (M + S (2,E,))? — (Ep, — V (2, Ep))* + (M + S (z, Em))2>
E,—E,,

= 2E.5nm, (3.29)

et comme 2FE,6,,, = (E, + Ep) Onm , cette relation peut étre réarrangée comme suit

V(z,E,) +V(x, Ey)
P D7 1-—
[ st @5, @) ( B
S(x,En)—S(z,Em) 2M+S(z,En)+S(x,Em)
E,—FE,, 1— V(z,En)+V (z,Em)
Onm, (3.30)

qui est la condition d’orthonormalisation pour les potentiels dépendants de 1’énergie.

A la limite Em N En V(z,En)—V(z,Em) N OV (x,Epn) S(x,En)—S(z,Em) _ 0S(z,Er)

n —Em n ’ En_E'm 8En ’

cette

condition peut étre réduite a la condition de normalisation suivante donnée dans (3.20)

ou sous une forme plus commode

0
/dx @5, (z)]” B (B, =V (2,E,))* — (M + S (z, E,))?] = 2E,. (3.31)
Dans le cas ot S et V sont indépendants de £ : (aaTVn = % = 0), alors la condition
d’orthonormalisation devient
. 2V (x)
/ d2ds, ()@Y () (1 _ m) . (3.32)
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et a la limite E,, — F,, la condition précédente est réduite a

/dz By ()] <1 - VE(:)> = 1. (3.33)

Revenons a l'expression de p et décomposons V¥ sur la base {®p, ()}

U (x,t) = Za (En) e P, (), (3.34)

n

et aprés l'insertion de la série précédente, p devient

p = ZZZG (En)a* (Ep) @, (2) @g,, (v) X
(B, —V (2, E,)]? = [M + S (2, E,))?]
~ (B =V (2, E,)]” — [M + S (v, En))’]} x

t
/ dseiEm=En)s, (3.35)

Comme 'intégration sur la variable s est simple

t . ei(Em_En)t
/ dSel(Emen)s — m + Cte, (336)

nous avons pour p l’expression suivante

p o= D> a(By)a* (Ep)®p, (x) 0}, () Fnmlx

{ (Ep =V (2,E0))? = (B — V (2, En))? + (M + S (2, E))* — (M + S (3, E,))? }
E,—E,, ’

(3.37)

ou le terme indépendant de temps iCte) > {.} a été omis car il ne contribue pas a
n m

I’équation de continuité. Maintenant, laissez-nous intégrons sur tout ’espace en prenant
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en compte les relations d’orthonormalisation, il devient alors

/ drp = Zza / da®p, ()} (r) X

{ (Ep =V (2, E))? = (B — V (2, En))? + (M + 8 (2, En))* — (M + S (z, E,))? }
E,—FE,

)
= ZQEn ‘CL(En)F = 28 ii gﬁig )
n

(3.38)

et, par conséquent, si cette expression est multipliée par une charge, le résultat est
compatible avec la réinterprétation habituelle de densité relative a I’équation de Klein-

Gordon.

Enfin, établissons encore le lien entre £ et (3.18). Revenons a 1’équation suivante

E(B) Be(ry (x) = [+ B> — (B~ V (2. B)* + (M + 5 (2. E))*] Be(ry (x). (3.39)

Apres avoir multipli¢ a gauche (3.39) par ®%; (x) et intégré sur tout l’espace, nous obte-

nons
d€ (E) 2 2 \ 0% (z)
228 (B) [ do| e @) + € (B) [ datis (@)
* 9 E2—(E—V(fL‘,E))2+(M+S(£L',E))2
* -2 2 2 2 0Pg(p) (7)
+ [ dz®zp (x) [px +E—(E-V(x,E)"+(M+ S (z,F)) ] —E
(3.40)

Tout d’abord, une intégration par parties ( deux fois), montre que [ dz @ p) (x) f)i%%—?m =

[ dx 6%@)@ AQCD*( g () et comme, le terme du second membre peut étre réécrit
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/qu’Z(E) (z) [p2+ E* = (E—V (2,E))* + (M + S (z, E))?] aq)ga(g ()

- d:z:aq)ga(—%)(x) 2+ B2 — (E—V (2, E)? + (M + 8 (2, E))?] ®p (2)
~ £(B) / 02 ¥ (2) M)“g—g@, (3.41)

ce qui élimine le second terme de premier membre. Ainsi, il reste

i () :
e () [ drjes @)

_ /dm*E @) 0[E? - (E -V (a, Ea);2 + (M + S (z, E))?

2

Op(x). (3.42)

Maintenant, choisissons £ (E) — E, puis ®¢ ) (#) — ®p, (¢) de maniére & avoir I'équa-

tion de Klein-Gordon relatives a des énergies F,

(52— (Bp =V (2,E,))* + (M + S (2, E,))?] @5, (z) =0, (3.43)

ainsi

£ (Ba) @p, () = [0+ En— (By =V (2,E,)" + (M + S (2, B,))’] @, (x),
= E2®p (7). (3.44)

Donc,
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2E,E. / iz | By ()|

_ /dx%n 0?2 (B2 —(E, -V (=, %;12 + (S (2, By) + M)?] op (@),

_ 2En/dx @, ()]

- /dm*En () o[(E, -V (x, En)E;E_n (S (v, B,) + M)?] S

(3.45)

et enfin

* 0 (En_V(van))z_(S(van)+M)2
& —1_ J dz®y, () [ 9En ]q)En (x) (3.46)
n 2, [ dx|®g, (z))? ' '

Ce résultat n’est rien d’autre qu’une version adaptée du théoréme de Feynman-

Hellmann (voir par exemple [16]) aux potentiels dépendants de 1'énergie.

3.4 Applications

Pour illustrer ce qui a été dit, nous considérons deux formes de potentiels choisis avec
une dépendance en énergie (de méme puissance) pour éviter des complications dans les

calculs, et les parametres Sy et Vy sont pris tels que Sy > Vy pour éviter des valeurs

complexes

e potentiels linéaires

Ve, E)=Vo(1+~vE)" , S(x,E)=S,(1+~E)!x, (3.47)

e potentiels de Coulomb

Vg — Vo LEAE) o So(1 o)

r T

, (3.48)
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3.4.1 Cas de potentiels linéaires

Le propagateur est donné par (voir [17])

K(xp, ty; 2o, ta) = 2—mexp R (tb—ta)]/o de'P
/Dy() [ wa]7
ik
= - g exXp [—ZE (tb — ta)]
1 1 FE
-2 \D ., : (Vog
% 27TLUE (2 (_UE> 72+%( wab)
xD ; ( V waa) (yb > ytl) ) (349)
Oﬁy=x+m‘ngWS°), ya:xa+2(E‘%)T+é\45b)7yb—xb+(ELng) wp = 2w (1 +yE)",

= /2 V2 E = E* - M*+ (EVU”;—Q/[SO) et D,(z) sont des fonctions de cylindres
paraboliques (nous pouvons aussi utiliser la relation Mehler (voir [18]) ). De la fonction—

I', les poles sont donnés par

1_E_ ~0,1,2 (3.50)
2 o n, n=0,1,2,... .

Prenons les valeurs particuliéres de ¢ suivantes
e q=1 (linéaire en E) : wp = 2w (1 +4E).

A partir des poles de la fonction I' de 'équation (3.50) les énergies E,, sont données

par

MV N w3 (n+ 3)

E,y =
" So S8

+ K, (3.51)
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w3 (n+1
ou K, = \/2w (n + %) {slo (% — MVO) + 1] et prés des poéles, nous avons

=
/-~
N
|
& [
~_—
¢
S,
S
N =
N
IS —
o pj|tlj’\/:
+
3
—

()" WPwp 1 1
N E—-Ef E-E;)’ (3:52)

2(.0 n n
avec wr = 2w [1 - vJ\gOVo +2 ( +3) +vK, ] En utilisant la relation D,, (z) =272 e*TH <7>
entre D,(z) et les polynomes de Hermite H,, (z) (voir [18]) et aprés 'intégration sur E,

alors

1 . w\Jwl B+
> 0 (ty, — t,) e B bt “

K(]}b, tb, La, ta) =

- 2EF n!\/QWZ”San
7% K%JFZ(VO}iiSOM)>2+<mb+2(voiiiSOM)>T
Xe n n
+ 2(VoET M
x H, Yn Tq + UEy + SoM)
2 wwk
e 2 (VoEF + SoM)\ |
x H, ci(xb—l— UGE, + S >>
2 ww;t

1 2w B
———0 (ty — ty) "B (to—ta) “
2E; nlV2r2"SEK,,

_% [(xa+2(VOE;tSOM) > 2—}— (zb+2(V0E;t50M) > 2:|

Wwp,

5z
x H, [\/% <xb 42 (%ijt SOM)) } : (3.53)
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et on obtient dans ce cas & partir de la décomposition spectrale du propagateur, les

fonctions d’onde suivantes

@ (2) A fergr ()
. - e n
\/%Q"n!SgKn
+ +
x H, [ Y <I+ 2(WE, +SOM))] | .

+
2 WWE

«q=2 (quadratique en E) : w2 = 42 (1++E)".

A partir T’ et au voisinage des poles

. n+1l 92
_ (=) wwp L1 . (3.55)
2n!(S2 —w? (2n+1)4?) 6, \E—Ef FE-E;

on obtient les deux énergies

gt —MVOSO—I—wS(anLl)vi(S

TS —w3(2n+1)92 " (3:56)

ou d, = \/ w3 (2n+1)— Vi M2 [Mvosofw?)(znﬂm

2
. . )
oIt )2 S (3n 1) } . Ensuite, les fonctions d’onde sont

2
T = . :
n V220! (S2 — WP (20 + 1)12) 6,0

Wit 2(VoEE + SoM)
« H, [,/7 <m + o , (3.57)

2
+ —MVySoy+w3(2n+1)~2
avec w, = 2w [1 + A @nt1)? + 70, -
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e q=1 (la racine carrée en E) : w% =4w?(1+1E ).

A partir des poéles de fonction I' de I’équation (3.50) les énergies F,, sont des solutions

d’une équation de quatriéme ordre en £

EX 4+ 0,2 + o F2 +diE, +e, =0, (3.58)

1\2

6
S AMVy o _ BMPVE ;o 4 3173 1w (nt3) 1 474 o 6 1)2
oub; = 5% 0= g 7d1—sg M-V 55 etel—s61 M2V — 2w (n+2) .

Cette équation (3.58) peut étre résolue par I’équation de second ordre suivant (voir [20])

E, by, — d
B2 4 (b + Ap) 2 oy, + 2 0

=0
2 Ay ’

ol A; = :I:\/ 8y, + b? — 4c;. Dong, elle admet quatre solutions

E —

n1,2,3,4

1 =

[— (by + Ay) £ \/(b1 + A)*—16 (yn + W)] , (3.59)

ol ¥y, = {’/ VD, — % — {’/ vV Di+ % — % est la solution de 1’équation cubique suivante

8y — 4cryp + (2b1dy — 8e1) Y, + €1 (4ey — b3) — df =0,

P\3 Q12 381—R? 2R} RS bid
aveCDlz(_l) +(71) 7P1: 3 17Q1: 271_ 131+T1aR1:_c_1731: 11_617

3 2 4
Tl _ el(4cl—b%)—d§.

8

A partir des quatre solutions (3.59) deux racines ménent a des fonctions d’onde nor-
malisables, I'une positive E et 'autre négative E, .

Apres intégration sur F, on obtient la décomposition spectrale de K
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1 .
K (e i arta) = i) {w—+9 (ty = ta) e~ B

wiof 2n+1)EF

X
V2m2n 2l S (4EF + 301 B + 2¢ B + dy)
Xe n n

o .
x H, Yn Tq + 2(VoEy + SoM)
2 ww;k
o )
[ (i, OB 5000
2 ww;k
1 iEﬁ(tbfta)
2E7; 0 (ta tb) e

wio, 2n+1)E,;

X
vV 27’(2”7271!53 (4E7:3 + 3b1En*2 -+ QClEg + dl)
o= |:< 2(V0E;+SOM)>2 < 2<V0E5+SOM)>2:|
e [ S = A B AR S

wwp, Wwp,

xXe

« H, N% (a: L2 (%Ej; SOM)>_

n

[~ 2 (VoE- + SyM)\ |
w—n($b+ (0o n—tSO )) }7
2 ww

n

les fonctions d’onde normalisées sont

£ () wiwt (2n + 1) EF
x pr—

n 2m2n=2n|S4 (4B 4 301 EX® + 2c, B + dy)
+ 2(Vo B +SoM) :

_Yn <w+ )
1 - " F

wwiy

+ +
[ (- 2055

+
ww,

d

avec wr = 2w+/1 + yEE et ET vérifier 'équation (3.59).
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Notons que pour 7 = 0, wg — 2w (dans les trois cas) on obtient les énergies et les

fonctions d’onde relatives aux potentiels linéaires.

MVy w 1
Ef = — +—/2 - 3.62
-t 2 (v g), (3:62)

+ 2
wE* ,%(H%;%M)

ks —
v (@) \/\/Eznnlsm/zn 1

VoE* + SoM
x H, [m <x + %)} : (3.63)
3.4.2 Cas de potentiels de Coulomb
Le propagateur correspondant a la forme
0 dE —iB(ty—ta) A RC
K(rp, ty; ra,te) = — 5. ¢ b G (1, 1oy B, (3.64)
oo 2T

avec la fonction de Green G®¢(ry, r,; E) relative au potentiel de Coulomb radial donnée

par (voir [17]) :

o0 = i N ar| 12 3752*21{
G (ry,10; B) = @/ dAeZEA/Dr(t)e Jo t{4 B ]
0

- AR By (Vo)

1E T(28+1)
x M, 5 (\/ —4E7~a> (rp > 7a) (3.65)

oufl = \/(sg—vg)uﬂE)?u;{,k:g }E,E:ELM?et a=2(WE+ SoM) (1 +~E)?

Comme précédemment, les poles sont donnés par :
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1
B—k‘—i—éz—n, n=20,1,2, ... (3.66)

Pour des raisons de simplicité, on prend Vo = Sy danc 8 = et @ = 2V (E + M) (1 +vE)".

Prenons des valeurs particuliéres de gq.

e q=1 (la racine carrée en E) : a =2V, (E + M) /I +E.

A partir des poles de la fonction I'(eq.3.66) les énergies E,, sont les solutions de

I’équation cubique suivante

E? + b0y E2 4+ o, + dy = 0, (3.67)
2 2(v2_(n 2
ot by = (n+1) +’;/‘(}202(1+27M)702 _ M@yM) 4 dy = M (VQW(()2 +1)°)

Ainsi, nous obtenons

S VY oo

_ (P23 (Q2)? _ 3ep—b3 208 b B
avec Dy = (72) —i—(f) , Po =52, Qs = 52 — 22 +do, n=1,2,..., Npay. Le nombre

maximal n,., est fixé par —M < E, <M et E, > —% pour v > 0 ou F, < —% pour
v < 0.

A partir des trois solutions (3.68) que deux racines sont retenues (un positif E et
lautre négative E ) pour assurer la normalisation des fonctions d’onde.

En utilisant les relations (voir [18])

W11 (2) = (=1)" 27 onle 3 L2%(2), (3.69)
My1ip5(2) = (26 +n+ 1)Zﬁ+2e 2L (2), (3.70)

et aprés intégration sur E, nous obtenons a partir de la décomposition spectrale
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1 ,
K(Tba b Tas ta) = ZZ {QE_+9 (tb - ta) G_ZEI(tb—ta)

afnlEY
X
Vidy (BEH? + 202 B + ) T (n + 2)

. (2\/ —Em) oV Firp 01/~ Eir)

‘ (2 —E;rb) eV Fin L} 20/~ Biry)

1 N
—_ _9 ta _ t 'LEn (tb_ta)
2FE,; ( v)e

" a,nE;
Vidy (BE;” + 202 E; 4+ o) T (n +2)

x (2\/—Tj—ra) VB 13 (2~ Fizr,)
x (2\/—73;7»,)) e—\/ETbL;(Q\/—Ti;rb)}, (3.71)

les fonctions d’onde normalisées

atfnlEF
o, (r) = AT o L
x (2\/—Egr) e VEirp o)/~ Exr), (3.72)
avec BF = EX — M?, of = 2Vy (EF + M) \/1+ vEZ et EF vérifier I'équation (3.68).

eq=l1(linéaire en E) : a =2V, (E+ M)(1+~E).

A partir des poles de fonction—I" de Péquation (3.66) 'énergie E,, déterminés par une

équation de quatriéme ordre en F

EA 4+ b3E2 + c3E2 + d3E, + e3 =0, (3.73)

M2(VE—(n+1)?)

2014y M) (412 MAV2 (A M)+ VR da — 2M(14yM)
C3 , U3 — ’VQVOQ

2V2 2 et ez =
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Cette équation (3.73) peut étre résolu par I’équation de second ordre suivant

E, bsy, — d
E2 + (b + As) =~ 4y + 2= =, (3.74)
2 Az
ou Az = :I:\/ 8y, + b3 — 4cs. Ainsi, il existe quatre solutions
_ 2 b3yn - d3
En1,2,3,4 - (bS + AB) + (b3 + A3) — 16 Yn + A— y (375)
3

ou

ynzf/\/ﬁg—%—{’/\/D_wQ?’ fs (3.76)

2 3

est la solution de ’équation cubique suivante

8y3 — 4csy? + (2bsds — 8es) yn + €3 (403 — bg) —d3 =0, (3.77)
3 2 Sa—R2 R3 C:
avec Dy = ()" + ()", =" Qa = — B0 4 T, Ry = —%. S5 =8 —es,
e c3—b2)—d2
T; = M, n=1,2,..., Mmax. LLe nombre maximal n,,, se trouve exigeant —M <

E, <M etEHZ—% pourfy>OouEn§—}Y pour v < 0.
A partir des quatre solutions (3.75) que deux racines sont retenus (un positif E;" et
l'autre négative E, ) pour garantir la normalisation des fonctions d’onde.

Aprés intégration sur E, on obtient & partir de la décomposition spectrale
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1 ,

+p| E+
anlEY

VR AEL + 3B + 265 + d5) T (n + 2)

X (2\/ —E’,ﬂ{ra> eV *E’Jlr”LiL(Q —E’j{ra)
X (2\/ —E;['r’b) eV *E’f”’Li(Z —E;[rb)

0 (t, — ty) e'Fr (ote)

a 2L
a,nE;

“ V22 (4B + 3b3E° + 2¢,B- + d3) T (n + 2)

X (2\/ —E,;Ta> eV _E;T“L}L@ —Ezr,)
X (2\/ —E‘grb) eV _E;”’L,ll(Z —Egrb)} :

les fonctions d’onde normalisées

atfnlEF
(r) = V2 (AEE + 3b3EF + 2c3EF + d3) T (n + 2)

X (2\/—@7«) e VBl o/ —EEr),

et les fonctions d’onde normalisées des potentiels de Coulomb.

“MVZ £\ Vi (M2 = 1)+ (n + 1)
VZ+(n+1)°

Y
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(3.78)

(3.79)

avec BF = B — M? | of = 2Vo (EX + M) (1 + yEF) et EF vérifier équation (3.75).

Notons que pour vy = 0,aF — 2V, (EF + M) (dans les deux cas) on obtient I’énergie

(3.80)



to| [
arinl B

2/ Vit (M2 = 1) + (n + 1)°T (n + 2)

o (r) =
x (2 —Eg:r) e VEir Lo\ /—E*p), (3.81)

Nous notons que pour les deux exemples nous pouvons prendre d’autres valeurs pour q.
En outre, pour les potentiels linéaires toutes les constantes de normalisation des fonc-

tions d’onde obtenues peuvent étre déterminées en utilisant la condition de normalisation

(3.31), Eq (3.50) et les relations (voir [18])

/ e Hy (2) Hy (2)dz = /70126y,
0

zH, () = % nt1 () +nHyq (x), (3.82)

également pour le potentiel coulombien en utilisant la condition de normalisation (3.31),

Eq (3.66) et les relations (voir [18])

/ T e LY (2) Y (2) da = W%, (3.83)
n+1) Ly ()= 2n+v+1—a)L(x)+(n+v)L,_, (x)=0. (3.84)

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons examiné le potentiel dépendant de I’énergie relatif a
I’équation de Klein-Gordon par ’approche de I'intégrale de chemin et nous avons justifié
le changement (3.31) dans la constante de normalisation de fonctions d’onde pour des

particules de Klein-Gordon soumises a des potentiels scalaires et vectoriels dépendants de
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I’énergie. La correction due a la dépendance de I’énergie des potentiels a été déterminée
en premier lieu, en utilisant directement I’équation de KG, puis en considérant I’équation
de continuité et enfin, en adaptant le théoréme de Feynman-Hellmann a notre cas.

Comme application, les cas des potentiels linéaires et Coulomb avec la dépendance
énergétique sont considérées. Pour de tels potentiels, le propagateur est déterminé et a
partir des poles, le spectre d’énergie et les fonctions d’onde normalisées ont été extraites.

11 est facile de vérifier que les corrections relatives a des potentiels qui ont été examinés
sont correctes.

Enfin, il est utile de noter que le probléeme de la dépendance a ’énergie pour les
particules sans spin relativiste est considéré dans le présent chapitre pour la premiere
fois par l'approche intégrale de chemin et que le lien de cette approche (intégrale de
chemin) doit certainement exister avec celui développé pour 1’équation de Schrodinger

avec des composantes dissipatives [21].
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Chapitre 4

Particule avec masse dépend de

position et de I’énergie
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, en utilisant ’approche intégrale de chemin nous proposons de consi-
dérer le probléme de la masse dépend de la position et de 1'énergie (masse variable)
m <£, E= ih%) . Notre objectif est de montrer comment transformer le probléme d’une
particule de masse variable en un probléme de particule ayant une masse constante.

Dans une premiére étape, le propagateur est formulé suivant ’approche des intégrales
de chemins et grace a des fonctions bien choisies au départ le probléme est réduit celui
d’ une particule ayant une masse constante soumise & un potentiel dépend de 1’énergie,
c’est & dire on est ramené & un probléme considéré et traité au ler chapitre[l,2] .

Nous considérons dans ce chapitre des exemples explicites se trouvant dans le seul

article existant sur ce sujet afin de faire la comparaison [12].

4.2 Formulation du propagateur

Le propagateur K (xy,ty; Z4,t,), que nous proposons de déterminer est la solution de

I’équation suivante

(f{b — Zh—aat > K(xb, tb; Ly, ta) = Zh5 (.Tb — $a) (5 (tb — ta) s (41)
b
ou
~ 1 9 R
2m (m E)

est 'opérateur Hamiltonien du systéme avec m (50, E= iﬁ%) dépend de la position et
de I'énergie.

Formellement, nous avons successivement
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ih o E

) f (x E) (H_E) fr (:cE> Ji (a:E>

_ /Ooo AN anstol f (3, B) - IEERECEE) 1 (3, E) s ),
(4.3)

K(xbatb;xaata) = fr (i,E

ou f, (i:, E’) i (:i', E) sont des fonction régulatrices.

Suivant la procédure habituelle de K, lintervalle de temps est d’abord divisée en

N + 1 parties égales infinitésimales ¢ = NLH et I’exponentielle est décomposée en N +1

exponentielle (& la suite Trotter) et puis les relations de fermeture

//dtdx\x,t) (1] =1, (4.4)

/ / dpdE |p, E) (p, E| =1, (4.5)

et

sont insérées entre chaque paire d’exponentielle. Les vecteurs de base |z,t),|p, E) kets
propres respectivement de Z, £, p et E sont utilisés dans le but d’éliminer les opérateurs

et la transition |z) — |p), |t) — |E) est effectuée au moyen de produits scalaires

1 i, 1 .
(x| p) = %eﬁp : (B|t) = 3 7¢ Bt (4.6)

La forme discréte de K
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N+1

> K,
K(xp, ty; Tayta) = / d)\]\lim /dendt Hdpnd X fi(xy, Ep) fr (Ta, E1)
0 —o0 el (27Th)

’iN+1
X €xp {ﬁz [pn (xn - -rn—l) - En (tn - 75n—1>
n=1

fl (ZL‘n, En) fr (:L‘n,N En)
c [ 2m (zn, E,) P

+ i (T, Bn) fr (w0, Bn) (V (2,) — En)]} (4.7)

Comme les intégrations sur ¢, donnent N fonctions de Dirac 6 (F,, — E,41), ce qui im-

plique

Ey=FEy=..=Ey. =E, (4.8)

et aprés intégrations sur les variables F,, donc K se réduit a

+oo

dE i,
K(xb’ tb; T, ta) = fl (l’b, ) f’r‘ (:Eaa ) %6 i E(to—ta)

ZL’b,E)
/ d)\\/zéflﬂ'hfl ZEb, f'r ('rau )
. (20, E)
><]\}1_1’)20/]I\'/Qf_:zln—hfl x'f‘b? )f’l‘ (x'er)dxn

Ty m(z,, E) (Zp — Tn1)’
e {ﬁ; fi @ ) fy (a1, B) 20
— [fi (&, E) fr (20, B) (V (2n) — E)]} (4.9)

Comme f; (z, E), f, (z, E) sont des fonctions arbitraires nous les choisissons comme suit

fi(xn, E) =m(x,, E) and f, (z,, E) =1, (4.10)
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et avec ce choix simple, K devient

+oo dE
K(xp, ty; oy ta) = / m(xb,E) e — L E(ty—ta)

d\ 1

/ 2527ThN1—r>r<1>o/ H 2eimh
N+l(x .

X exp { hZ—%n !

n=1

—e[m(xn, E) (V (z,) — E)]} (4.11)

qui, du point de vue formel K s’écrit

+oo dE .
K(xbutb;xauta) == / m(.’]]b,E> 2 h 75E(tb*ta)

o0

y /OO d)\e)}zE)\/Dxe;z fOA ds[é—m(x,E)(V($)—E)_E:| (412)
0

ou encore

0 T JE ;
K ty: g, by B — 1 B(ty—ta)
(T4, 853 Tas ta) m (xb,z 8tb) /OO 27Th

X /00 d/\efzzE’\/Dme;;fO s —m(a BV (5)-E)-E] (4.13)
0

4.3 Applications

Pour illustrer ce qui a été écrit, considérons deux exemples puisés de la référence [12] :

Premier cas : puits carré infinie et m(z, E)

Le potentiel de puits carré infinie est tel que
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00, lz| > L >1,
V(z) = (4.14)
0, lz| <L

et la masse qui dépend de position et de E est également choisie suivant la forme suivante

m(z,E) = [0(x—1)0(—x+L)—0(—x—1)0(z+1)]
—tanh (E)[@(z+1)+0 (-2 +1)]. (4.15)

Le propagateur correspondant & cette forme

+oo CZE .
K(azb,xa, E) = / m (mb,E) 2_6—1E(tb—ta)
T

X /OO d\e'FA /+L DgcefoA ds[é_VO(E)(e(IH)_e(”_l))]. (4.16)
0 L

ol maintenant

Vo (E) = E (tanh (E) + 1),

est la nouvelle dépendance en E.

Effectuons le changement de variable x = y + 1 pour mettre le propagateur K sous

la forme

+oo dE ‘
K(yb7 Ya, E) = / m (yb; E) 2—6_7'E(tb_ta)
—00 T
o0 ) +L—-1 i )\ds ﬁ_ é
X/ d)\ezE)\/ Dye I L —Vo(E) 1(y)]’ (4‘17)
0 —L-1
ou
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01 (y) = (0(y+2) =0 (v)),
afin d’utiliser 'expression donnée dans la référence [22] et qui est la suivante

v=-+00

K ya E) = Y (1Y Ky, ya, B), (4.18)

V=—00

ou

G) {2jL+yb, Oflj = 2v,

— 4.19
b 2jL — yy, ol j = 2v+ 1, (4.19)

et selon la référence [17], le propagateur K a la forme suivante

v=+o0
K(wy, 20, E) = Y [K(xy+ 41,24, E) — K(—ay + 4l + 21, 24, E)] (4.20)

V=—00

+oo dE ) 00 ]
_ / m (ij, E) _e—zE(tb—ta) / d}\ezE/\
_ 2m 0

0
v=-+400

x Z {[é2 (23) 02 (x0) + 01 (23) 01 (4) e*iVo(E))\i|

V=—00

2T

+éz (.Tb) él (:(:a) / d_p |:6i[(xb+4VL)pxa\/mp2)\]

2

_ei |:(7"Eb+4l/L+2L)p7$a \/[m,pz)\] :|
+01 (p) B () e~ ¥0ER / dp [ez‘[<mb+4ump—xa¢m_pa]

2

_ei[(—mb+4uL+2L)p—$a \/m—p2>\]:| } (4'21)

X/d—p [ei[(xb—xa+4uL)p—p2)\] _ ei[(—mb—xa+41/L+2L)p—p2/\]:|

ol nous avons posé

54



01 (a) = 0(xa+1)—0(za),

01(xy) = O(xp+1)—0(xp),

Or(za) = 0(—xa—1)+0(2a),

Oy (1) = 6 (—zp—1) 46 (z3). (4.22)

Notons que pour z € [—L, L] , 0, (zp) 0, (xq) = 0, (a) 0, (xp) = 0, le propagateur K

devient

—+00 dE ) 0 )
K(xp, 24, E) = / m(xb,E)Te_ZE(tb_t“)/ dAe'FA

—00 0
v=+00

X Z { [ég (xp) 92 (ra) + él (3) 91 (24) e—iVO(E))\]

V=—0o0

/@ |:6i[(xb—xa+4uL)p—p2)\] o ei[(—xb—xa+4uL+2L)p—p2)\]] } 7
27

—+00 dE ) 0 )
= / m (zy, F) ﬁem(tbt“)/ d\e'

—o0 ™ 0

L [0 (2) B (0) + 01 (22) B () V902

/;Z_pe—ip2)\ [ei[(a:b—a:a+4uL)p] . ei[(—xb—xa+4yL+2L)p}}}
m

v=-+00

x Y ettr, (4.23)

v=—00
et en utilisant la régle de sommation de Poisson

il L "I /onL 7 "L ™
264’”10:25(——71):%25(19—5). (4.24)

V=—00 n=—oo p

Nous avons alors
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T —+o0 dE » 3 [ee) )
K(zy, e, E) = 3T m (zy, E) 5-¢ Bt t“)/o dre'F

X { [92 (z0) O (z4) + 01 (23) 01 (z4) € ;LVO(E))\]

ap —ip2a [eipllenD) (e _ ginl- D)~ (a— D]
2T

—00

n=+oo

X 25( ——>, (4.25)

n=—oo

ot les p qui contribuent au calcul de K sont donnés par

™
_m — 041,42, 43, .. 4.2
pn 2L7 n 0 ) ) 37 ( 6)

Alors aprés intégration K a pour expression

O e dE . o ,
K E - B = —iE(tp—ta) 1EX
(Ilhxa? ) 2L m(xlh ) 27T€ 0 d)\e

% {0 (2) B () + 01 (22) B () e H¥0P)]

—00

n—=-+o0o

% Z zpn an mb L) ('TG_L)]
il D~a D]} (4.27)

Apres intégration par rapport & A (4.27) et en utilisant

n=-+oo

Z [eipn[(fﬁb_L)_(ica_L)} _ eipn[_(l’b_L)_(l’a_L)]}
n;+oo
= 4> sinlp, (z, — L)]sin [p, (za — L)], (4.28)

alors K s’écrit
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1 [t dE _,
K(xb,l'a,E) — Z/ Z_MG_ZE(tb_ta)

n=-+oo

x Y sin[py (zp — L)]sin [p, (z — L)]

—0o0

ég (.Tb) 93 (Ia) é4 (ZIZ‘b> 94 (I‘a)
E - p? E—pi-Vo(E)|’

(4.29)

Aux dénominateurs apparaissent des poles et avec le théoréme de résidu, nous obtenons

3
I
75

K(zp, o, E) =

—iBy (ty—ta é3 (z) . .
{e ( )T51n[pn(x—L)]Sln[ n (. — L)

+ e—iEn(tb—ta)é‘L_ZE‘T) sin [ n (gj — L)] sin [ n (IL‘ - L)]}

n=-+oo

= 2 e e (1) 9 ()
n=0

4 e Bt ta) @y (1) @ (x)} (4.30)

ou

Os(x) = {[0(x—1)0(—x+L)—0(—x—1)0 (x+1)]

—tanh (E) [0 (z 4+ 1) 4+ 0 (—z + 1)]} 05 (x), (4.31)
0s(x) = {[0(x—1)0(—z+L)—0(—z—1)0(x+1)]

—tanh (E) [0 (z + 1) + 0 (—z + 1)]} 0, (). (4.32)

a partir de la décomposition spectrale ( 4.29), nous tirons les fonctions d’ondes
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et

()

o, () = SL sin [p, (z — L)], x € [-L,—1]
Oy (1) = 9429“") sin [py (z — L)] , z€[-1,0]

ainsi que les énergies (4.29 )

E, = pgn MRS [—L, —1],

:Djz
I

p:+E, (tanh (En) + 1) : ze[-1,0].

Pour z € [-L,—1] , 05 (x) =1, 04 (z) = 0;

®, () = —=sin|p, (v — L)|,
) = =sinlp (o L)
ou
Pn =V E,.
Notons que pour E,, = k%; p, = ky;
S (z) = —sinfk, (@ + L), rel-L—1].
VL
o 1
QPN (1) = ——=cos k1], x € [—L,—1],
P w) = cos il ~L,-1
et pour E, = —k2; p, = ik,, (sin[tkz] = isinh [kz], cos[ikz] = sinh [kz]);
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(4.34)

(4.35)
(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)



B (1) = % sinh [k (2 + L)) vel-L—1],
i () — % cosh [k vel-L,—1].
Pour z € [—1,0], A5 (z) = 0, 04 (z) = \/— tanh (E,);
—tanh ( £
@ﬂx)J L( >sm[n(a:—L)],

ou

DPn = \/—En tanh <En>,

(4.43)

(4.44)

Notons que pour E, = k2: p, =i8,, ( 8, = kn+/tanh (k2)), les fonctions d’ondes sont

t h
LU (1 \ ———— an Slnh x € [—1,0],

CIJimpW tanh (k:,%)
2

cosh [ xz € [—1,0],

pour E, = —k2; p, =ip,, (1, = kn+/tanh (k2)), les fonctions d’ondes sont

; t h (k2)
Y (z) = an smh [ox], x€[-1,0],

- tanh (k2)
U (1) = \/Tcosh (], x € [—1,0].

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

Deuxiéme cas : oscillateur harmonique (V(z) = 22) et m(E) quadratique par

rapport a ’énergie (m(E) = ’%2 (E — Ey)?)
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Suivant [17] , le propagateur & la forme suivante

o dE

+o0 A2 i
K(zp, ty; x4, t,) = —/ -5 (E — Ey) o7, P {_ﬁE(tb - ta)}

1 *° P 7 i (A2 ,,2 .2
x—/ d)\eﬁE’\/Dmeﬁfo (8?—we ),

h Jo
oo A2 dE i
= — — (E - Ey)’ — ——E(t, —
/_Oo 5 ( 0) 27rheXp[ 5 (t ta)]
1 E QWE
r{--—\bp, & [{2£
Th3wg (2 ﬁwE> ~ 3T g ( h xb)
«D o g [=1fE (25 > 70) (4.49)
,%Jrth 3 Tq Ty Ta), .

ol wg = +A(F — Ey), £ = A;E (E — Ey) et D,(z) sont fonctions paraboliques cylin-
driques ( nous pouvons aussi utiliser la relation Mehler). A partir du fonction T', les poles

sont donnés par

= —n, (4.50)

nous avons deux cas :

ler cas : wp = A(F — Ep) les énergies sont données par

1 h(8n + 4
EE= 5 <E0i \/Eg + %) , n=0,1,2,.. (4.51)

( EF est choisi parce que E, conduit a des fonctions d’onde non normalisables ). Prés

des poles, nous avons:

20 hep) (3B ) any /B + M (g - )

En utilisant la relation [18] entre D,(z) et H, (z) (polynoémes Hermite ) et apres l'inté-

gration par rapport a FE,
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K(xp, ty; Tay ty) = Ze‘%Emtb‘t“)

w’rJLr V w:{ _Znt ($3+I§)

X e 2h

A2nnI\/Th Eg + h8nt4)

wit wit
x H, ( #xa) H, ( #xb> , (4.53)

on obtient dans ce cas & partir de la décomposition spectrale du propagateur, les fonctions

d’onde

A2rnI/mh Eg + w

L 4
convenablement normalisée, ot w;” = 4 (—Eo + 4/ EE + %).

2éme cas : wg = —A(E — Ej) les énergies sont données par
1 h(8n+ 4
Ef=§G%i¢%—~L%il), n=0,1,2, ..., max, (4.55)
ol Npax = As—gg — % Prés des poles, nous avons:

VR
N | =
|
m‘ml
N~
¢
S
—~
N[
T
4 —
==
+
3
~——

2(—1)"* 1 1
- (1) - , (4.56)
nenta) \E—EFf E—-E~

apres intégration par rapport a F,
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K(wp, ty; Tar ta) = Ze(tb_ta)e—%ﬂf(tb—ta)
n

A — g (2 4a?)

X e 2k

A2np\y/hy ) B2 — MEntd)

A

() ()

—0 (ty — 1) 6—%Eﬁ(ta—tb)

% Wp \/ Wh e—L;}: (wz-l-xg)
2 h(8n+4)
A2/ | B2 — M)

x H,, < #xa> H, ( #xb>] (4.57)

son obtient dans ce cas & partir de la décomposition spectrale de propagateur, les fonctions

d’onde

+ [oF - +
dF (z) = Pn Vo : X exp {—&xﬂ H, ( w—”x) , (4.58)
8n+4

A2nn' V 7T7:L Eg — h(T

. N / h(8n+4
convenablement normalisées , ol wff = % (EO F\/ B2+ %)

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons examiné le probléme de la masse dépendant de E et de la
position par 'approche des intégrales de chemin. Nous avons également montré comment
changer un probléme de masse variable a celui de masse constante mais le potentiel
dépend cette fois de I’énergie. A titre d’exemples, des cas simples sont considérés et sont

conformes & la référence [12].

62



Chapitre 5

Conclusion générale
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Dans cette thése, nous avons reconsidéré le probléme de la normalisation des fonctions
d’onde lorsque les interactions sont décrites par des potentiels dépendants de E.

D’abord avec la formulation intégrale de chemin, il a été considéré des particules non
relativistes décrites par ’équation de Schrodinger et ensuite des particules relativistes
sans spin ou de Klein-Gordon ot il a été montré comment par un calcul de résidus,
une modification est apportée aux constantes de normalisation. Dans les deux cas non-
relativite et relativiste, cette modification est déterminée.

a) dans le cas non-relativiste :

-en imposant a la densité de probabilité relative a I’équation de Schrodinger la condi-
tion de positivité.

- ou en utilisant le théoréme de Feynman-Hellmann adapté & notre cas non-relativiste.

b) dans le cas relativiste :

-en utilisant la condition d’orthogonalité des fonctions d’onde.

-en exigeant que la densité de probabilité relative a I’équation de KG doit étre positive
ou négative respectivement pour des énergies positives ou négatives.

-ou et en utilisant le théoréme de Feynman-Hellmann adapté a notre cas relativiste,

sans spin.

Finalement, un probléme de masse dépendant de E et de x est considéré par I’approche
des intégrales de chemin. Des exemples simples relatifs a ce probléme sont pris de la seule
référence [12] existante sur ce sujet.

Nos résultats, pour conclure sont tous en accord avec ceux qui se trouvent dans les

articles cités en référence.

64



Bibliographie

[1] J. Formanek, J. Mares and R. Lombard, Czech. J. Phys. 54, 289 (2004)

[2] J. Garcia-Martinez, J. Garcia-Ravelo, J. J. Pena, A. Schulze-Halberg, Phys. Lett. A
373, 3619 (2009)

[3] R. Lombard, An-Najah Univ. J. Res. (N. Sc.) 25, 49 (2011)
[4] H. Hassanabadi, S. Zarrinkamar, A. A. Rajabi, Commun. Theor. Phys. 55, 541 (2011)
[5] R. J. Lombard, J. Mares, Phys. Lett. A 373, 426 (2009)
[6] R. Yekken, R. J. Lombard, J. Phys. A : Math. Theor. 43, 125301 (2010)
[7] A. Schulze-Halberg, Cent. Eur. J. Phys. 9, 57 (2011)
[8] R. J. Lombard, J. Mares, C. Volpe, arXiv :0411067v1[hep-ph]
[9] J. Lin, Y. S. Li, X. M. Qian, Phys. Lett. A 362, 212 (2007)
[10] A A Nabiev, Inverse Problems, 22, 2055 (2006)
[11] C. F. Yang , J. Math. Anal. Appl. 393, 526 (2012)
[12] M. Znojil, arXiv :0403223v2 [quant-ph]

[13] H. Hassanabadi, S. Zarrinkamar, H. Hamzavi and A. A. Rajabi, Arab. J. Sci. Eng.
37, 209 (2012)

[14] M. Hamzavi, S. M. Ikhdair, arXiv :1205.2191 [nucl-th]
[15] R.P.Feynman , A.R.Hibbs, Mechanics and Path Integrals (Mc Graw-Hill,1965).
[16] D. J. Griffiths : Introduction to Quantum Mechanics (Prentice Hall, Englewood

Cliffs, NJ,1995)

65



[17] C. Grosche, F. Steiner, Handbook of Feynman Path Integrals, Springer Tracts in
Modern Physics, Vol. 145 (Springer, 1998)

[18] 1. S. Gradshteyn, I. M. Ryzhik, Table of Integrals, Series, and Products, eds. A.
Jeffrey and D. Zwillinger (Academic Press, 2007)

[19] L.S.Schulman : Techniques and Applications of Path Integration (Wiley, 1981)
[20] C. Grosche, J. Phys. A : Math. Gen. 29,365(1996)
[21] V. S. Olkhovsky, S. P. Maydanyuk, E. Recami, Phys. Part. Nucl. 41, 508 (2010)

[22] W. Janke, H. Kleinet, Lettre Al Nuovo Cimento, Vol. 25, N. 10 (1979).

66



Annex :Article publiés



Modern Physics Letters A \\’ WOI’|d Scientific
Vol. 28, No. 18 (2013) 1350079 (12 pages) www.worldscientific.com

© World Scientific Publishing Company
DOI: 10.1142/S021773231350079X

ENERGY-DEPENDENT POTENTIAL AND NORMALIZATION OF
WAVE FUNCTION

A. BENCHIKHA and L. CHETOUANTI*

Département de Physique, Faculté des sciences exactes,
Université Constantine 1, Constantine, Algeria
*lyazidchetouani@gmail.com

Received 20 February 2013
Revised 17 April 2013
Accepted 29 April 2013
Published 5 June 2013

The problem of normalization related to energy-dependent potentials is examined in
the context of the path integral approach, and a justification is given. As examples, the
harmonic oscillator and the hydrogen atom (radial) where, respectively the frequency
and the Coulomb’s constant depend on energy, are considered and their propagators
determined. From their spectral decomposition, we have found that the wave functions
extracted are correctly normalized.

Keywords: Energy-dependent potential; path integral; propagator.

PACS Nos.: 03.65.Ca, 03.65.Db, 03.65.Ge

Recently, wave equations with energy-dependent potentials have been studied by
Formanek et al.' They have noted that the density probability, or the scalar prod-
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a conserved norm. In relativistic quantum mechanics, the Schrodinger equation
with energy-dependent potentials has been exactly solved in 1D, 3D%2 and in
D-dimensional.* The many-body problem with an energy-dependent confining po-
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An exact quantization formula for Schrédinger equation with potentials that depend
affine linearly on the energy has been constructed.” An energy-dependent poten-
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The Dirac problem with energy-dependent Coulomb potential including coupling
Coulomb-like tensor interaction potential under p-spin symmetry has been investi-
gated by using the asymptotic iteration method.!®

We propose in this paper, after having given the expression of propagator in the
path integral approach!! to examine the problem of normalization of the energy-
dependent potentials and to give a justification. As examples, the harmonic oscil-
lator and the hydrogen atom (radial) where, respectively the frequency and the
Coulomb’s constant depend on energy, are considered and their propagators deter-
mined. From their spectral decomposition, the wave functions are extracted.

The propagator K (xp, tp; T4, ta), which we propose to determine is the solution
of the following equation

. 0
(Hb — ih§>K($b, ty; Tq, ta) = Zhd(l‘b — xa)d(tb — ta) , (1)
b
where
~2
=2 1v,
2m

is the Hamiltonian operator of system with V=V (iyE = ih%) the energy-
dependent potential.
Formally, we have successively obtained,
ih
,K(.?;‘b7 ty; Ta, ta) = [ E(s(l‘b — l’a)(s(tb — ta)

= / dA(mb7tb|e_%’\(H_E)\ma,ta> .
0

Following the usual procedure of construction of the formulation of path integral
of K, the time interval is first divided into N + 1 infinitesimal equal parts ¢ = NL_H
and the exponential is decomposed into N + 1 exponential (following Trotter) and
then the relations of closure

/ dt dalw, 1) (z, 1] = 1,
and
//dpdEm EY(p.E| =1,

are inserted between each pair of exponential. The basic vectors |z,t), |p, E) re-
spectively proper kets of &, p, t and E are used in order to eliminate the operators
and the transition |z) — |p), |t) — |E) is performed by means of scalar products

1 1 i
_ +px _ —+Et
(alp) = 5mef?, (Bl = 5 h P,
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Energy-Dependent Potential and Normalization of Wave Function

The discrete form of K

N+1

& ) dpndE
K(xb,tb;xa,ta):/o d\ A}gnoo/dendt H
Z.N+1
X exp {E > [ w(Tn — 1) — En(ty — tn_1 — €)

n=1
}7 (2)

= (;’" + V(mmEn)>

which, from the viewpoint formal K is finally

K(mb7tb;ma7ta)
:/ dA/DxDthDEe%JE? dspi-pi-)-(gven)] ()
0

where we have noted by z, = xg, Tp = TN+1, ta = to and t, = tn11.
Since the integrations on t,, give N Dirac functions 0(E,, — E,+1), which implies

Ei=FEy=-=EN; =E

and after integration on the variables E,, then K is reduced to

+eo dE ;
K(azb,tb;xa,tu)z/ 5 h —# Bt —ta / d\en A

oo 2m

« /Dsze% J}?dS[be—(%-*'V(LE))]. (4)

By integrating with respect to p,, we obtain the final expression of K

T dE oo ;
K(mb7tb§$a7ta) :/ %e_ﬁE(tb_t“)/ d\en BA
— 00 0

~ /Daze% I3 ds[#—V(LE)] _ (5)
It is obvious, the integral on A is the Green’s function

i [ma? B Ve, (2) (@) V% (5 (Ta)
_E')\ D hj ds[ S5 V(:L‘,E):I _ n( )
/ d\ew / rek o ; En E—&,(E) )

where &, (E) are the energy eigenvalues at the fixed ' associated to states V¢, (g)(z)
and which are such as fdmwg (@) =1.

As 7= 5 T 6, T E , where E, are the poles (with &, (E,)=
ds (E

| E—E, ) the integral on E can be performed and gives the usual spectral
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decomposition of propagator

K (. ty; Tarta) = »_ e 701D g (2)0F; (x4), (6)
where
1
®p, (z) = T,(En)i/)sn(m)(m)’ (7)

are the wave functions not normalized by usual condition [ dz|®g, (z)]* = 1 be-
cause of the additional factor (1 — &.)~/2, but according to

/dm|<I>En(m)|2 {1 — %ﬁf")} =1. (8)

In the case where the potential does not depend on E(%’f“’) = 0)7 it is
obvious that £ = 0 and we find the standard spectral decomposition and the usual
normalization condition.

Indeed, let us examine this problem of normalization from the Schrodinger
equation

O (x,t) h? 02

iho—si = = =S U, 1) + {v (z,ih%)@(az,t)} (9)

If we decompose ¥ on the basis {®pg, ()},

U(a,t) =Y a(B,)e 7t 0p, (2) (10)

n

and if we consider two states ®p_(z) and @, (x) of energies F,, and F,,, we have

hZ 2

E,®p, (v) = —%@‘PEH (z) +V(z, E,) PR, (2),
2 2

E.®g, (x) = —%@‘I’Em () +V(z,Ep)®g,, ().

By multiplying the first equation by ®7, (x) and the second (complex conjugated)
by ®g, () and after subtraction and integration over the whole space we obtain

[z, @0e, (@) (1 - V(m’EEZ - g,(f’Em) ) = Gum

which is the orthogonality condition.

At the limit E,, — E,, V(I’Eé‘j:gf’&”) — avégf”), this orthogonality condi-
tion reduces to the normalization condition (8).

Therefore, the energy-dependent potential modifies the normalization constant

of the wave functions.

(11)
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Energy-Dependent Potential and Normalization of Wave Function

Another manner to see the reason of normalization (8) is to consider the conti-
nuity equation. By multiplying Eq. (9) and its complex conjugate, respectively by
U* and ¥, we obtain after subtraction the following equation

o, ) 05 _ i)y AT AT
5 +3x_ > o Vthat o \IIV(that 15 ,

where j = 5 (U*(z,¢ )ngt) - W(x,t)%) is the usual current density. Let
us note the presence of second member (# 0) which can be considered as a source
and that we can always absorb in the first term by using the relation f(z,t) =
% Ik " ds f(x,s). Then, the previous equation is reduced to the continuity equation

related to energy-dependent potential

aatp + g; =0, (12)
where now
= | — i/ ds{ “(2,5) {V(az,ih%)lﬂ(z,s)}
CU(a, ) {v (z,ih%)@(x,s)} } (13)

is the probability density (which is not definite positive) and j is the unchanged
current density and the normalization condition is given by

/dzpzl. (14)

Let us replace (10) in the expression (13)

p= ZZ m)Pw, (x )@Em(z){e;;t(Em_En)

1 i
- _(V(l' E 1‘ E / ds eﬁ (Em—En)s }
ih
As
t . 5 i
/ ds eﬁ(Enl_En)S — meﬁ(Evm—En)t + Cte,
then
Lt(Bp— V(z,En) — V(z,Ep)
= En * Em P P* t(Em—Ey) 1 5 ,
’ Zn:zm:a( ) (Em)®p, (2)®,, (x)e E, — En,
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the term with the C'te can be omitted since it is independent of time and thus does
not contribute to the continuity equation. Only the first term remains unchange
since it depends on time and it is clear that if the conditions (8) and (11) are
fulfilled, then [dxp = > |a(E,)|*> = 1 and the probabilistic interpretation is
respected.

In the sample case where the potential is separable, V(z, E) = Vi(z) +
Va(x) (ih%) and with a linear dependence in E, the integral is simply equal to

t t z,8)|?
and the density is
p=(1-Va(x))|¥(z,1)],

where the term c'¢(z)Va () has been removed, since it does not, contribute in (12).
Thus, with this linear form in F, it is easy to see that this problem reduces to a
problem of variable mass by a change in time.

Finally according to the Feynman—Hellmann theorem (see for example, Ref. 14),
which established for an Hermitian Hamiltonian H = H (M) depends on a parameter
A in the following result

%&A) _ / dz & (z) agix) NER

where @, (z) is the normalized eigenvector of H

HN)®x(z) = EA)PA(x),

it is easy to see in our case as H()\) = 7'+ V(\) and by choosing A = E,, and since
®p, (z) are not normalized ([ dz|®g, (z)|* # 1) we have for the energy-dependent
potentials the following relation

dE(B,)  [du®y (2) 2 (2)

g = = . 15
"= dE, [ dzl@p, (2)2 (15)

To illustrate what has been said, let us consider two potentials:

e the harmonic oscillator

1
V(z,E) = im(l +yE?)2? (16)
e Coulomb potential
(1 E)4
V(r,E) = __&’ (17)
mag r

where the frequency and the Coulomb’s constant depend on energy.
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Energy-Dependent Potential and Normalization of Wave Function

Case of OH. Following Ref. 12, the propagator is given by

oo dE '
K(xp, tp; Ta, ta) = / Texp [—%

— 00

" m r l_ FE D Qmem
mhlwg \2 hwg 3 treg h b
2mwg
X D_%_;’_% - Txa ) Ty > Tq , (18)

where D, (z) are parabolic cylinder functions (we can also use the relationship
Mehler). From the T'-function, the poles are given by
1 E

- = -7

2 hOJE

E(ty, — ta)}

. n=0,1,2,.... (19)

Let us consider the following three particular cases:
e First case: ¢ =1; w% =1+ ~E.

Then, the energy are

B%(2n + 1)? 1 hi2(2n +1)2
Efz(nTMﬁ:h<rH—5> 1+%727 (20)

(ET is chosen because E;; leads to unnormalizable wave functions). Near the poles,
we have:

1'\(1_ E > ~ (_l)n-‘rl B (_1)n+1hwn
2 hwp) nl(z - gy tn) a1 M) (E - B

where w,, = —h(QZ“'l)fy 44/ et

Using the relation'3

between D, (z) and H,(z) (Hermite polynomials) and after the integration with
respect to F/,

K (ay, tha,ta) = y_ e~ n ) mte)
n

x v IMen o~ T (e tay)
VTh2n! (1 _ M)

4wy,

x H, <\/@l‘a> H, < m;;nzb> : (21)
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we obtain for this case from the spectral decomposition of propagator, the wave
functions

Mwn mwn o mwn,
o, () = v . H, (@
(2) \/ (1 oxp | == T (22)

suitably normalized.
e Second case: ¢ = %; wi =1 +vVE.

From the poles of I'-function of Eq. (19) the energy E,, is determined by an
equation of fourth-order in E

E} 4+ ¢E? +dE, +e=0, (23)

where ¢ = —20%(n + )2, d = —h*(n + 3)*9? and e = i'(n + L)%
Following Ref. 12, Eq. (23) can be solved via the following equation of second-
order

A d
E24+ZE,+y,—— =0,
n+2 +y 2

where A = +2./2y,, — c¢. Thus, there are four solutions

En1,2,3,4 =-A+ \/A2 — 16 <yn - %) y (24)

where

is the solution of the following cubic equation

8y3 — dcy? — 8ey,, +dec —d* =0,

with D = (5)3 4 (§)2, P = 3851 = 2L _BS 4 7 R = —£ 5 = —,

_ dec—d?
T = deed?,

After integration on F, we obtain from the spectral decomposition

1
K(xp, ty; Ta, ta) = Zn:exp [—iwn <n + 5) (ty — ta)}

/MW,

" exp [ mw
n R2ntl)yy P |~
VRl (1 - 22 2h

x H,, (@mQ H, ( m;j”m) ) (25)
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Energy-Dependent Potential and Normalization of Wave Function

the normalized wave functions

mwn

mw mw
®, () = —— %\ H, ", 26

with w, = /14 ~vVE, and E,, solution of Eq. (23).
e Third case: ¢ = 2; w% =1+ vE2

From of the poles of

F(1 e > S CU™ e
2 we) ol =g ) (1R (n+ 3) ) (B - B

we obtain the energy

2 1
E, = 2t D (27)
V4 —h2(2n +1)2y
where w, = ———2——— withn = 0,1,2,..., fory < 0and n = 0,1,2,...,
\/4—h2(2n+1)2y

< h\% — % for v > 0, the wave functions are

Tn ey, ( m”%) . (29)
Vrh2rnl(1— k2 (n+ 3)" ) h

Note for v = 0, (in the three cases) we obtain the well-known energy and wave
functions of the harmonic oscillator.

Case of Coulomb. The corresponding propagator has the form

T 4R

%6_%E(tb—ta)GRC(7’b,7’a§E) ) (29)

K(Tlhtb; Taata) = /

— 00

with the Green function GRC(ry,74; E) of the radial Coulomb potential given by'2

2_1
GRC(Tvaa§E) = / d)\eﬁEA/Dr ehfo dt[m 248 %]

2P(n—k+3) mw mw
= ——— Wiy =7 | Miy| —7a |, ar (30
s 1y e (o M) e @

where n =1+1 k=22 5= mao(l—b—yE) and w = 2,/ =2E,
As before, the poleb are given by:

1
n_k+§:—n’ ’I’L:O’172,....

1350079-9
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Let us consider particular values of gq.
e First case: ¢ = 1.

Then, the energy are

1—2vEH — /1 —4yEH
B = (31)

2y2ER '
. h? 1
with B = — gty (v > 4E5z) and as
1 1 n+1 2
F(n—k+§> ~ (U Mn (32)

n! 4(n+n+%)\/1—4vEﬁ(E—Enl)7

and by taking into account the relation W, ,(z), M, .(z) and the confluent hyper-

geometric function'®:

z 1
M, ,.(z) = HtieTi R (u —v+ 5;2;14— 1; z>,

P(n+v+1) (1)
I(v+1)
and after integration on E, we obtain the spectral decomposition of K

(n+ 20+ 1)!
2nl(n+ 14 1)((20 + 1)!)?

Wpeg o (2) = (=)™ e 1R (—niv + 152),

K (1, ty;7a,ta) = e Sien(tte)

n

X

+1

m —8mE (14~E,))

“n < 8 5 nt Tarb> e ao(nwﬂill)(rb""ra)
H

h/1—4vE:;

2(1 E,
x 1 (—n; 21 + 2; Ll)ﬁ%)

ag(n+1+1
Bl 2042, ———= 33
X1 1( n; + ’ao(n—i—l—i—l)?ﬂb ( )
and the suitably normalized wave functions
n 20+ 1)!
Doy (r) = mw (n+20+1)
I+1
/__ (A+~Epp)
X 87mEan e_ao(n+l+l1)r 1By —ns 20 + 25 M ,
h ap(n +1+1)
(34)

. _ —142yEBH 4\ /1-4yEH
with w,, = 2\/ M7 BT .
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e Second case: ¢ = %

For this value, the energy and the wave functions are respectively given by

EH
Ep = —" (35)
1—~E7
Boi(r) = mwy, (n+20+1)!
M TN R = AEE) 20l (n+ T+ D)((21 + 1)1)?
I+1
vV —=8mkE,, _ VIt B 2/ 14+ ~vE,
X | ————r e ot Fy | —n; 20+ 2, ——— 1 |,
h ag(n +1+1)
(36)

— 9. 2B 1
Wherewn—2 m7 (’y> E—fl)

e Third case: ¢ = 1.

It is easy to see v < 0, that the energy are

VB + [ A2 (B2
By =Bl l (37)

nl 2

and the wave functions are

o) muwy (YER + /4 +7*(EL)?) (n+ 20+ 1)!
ni\T") =
! b /74:+72(E]%2 20120+ D) (n+1+1)

1+1 1 1
v —8mkE, _Q4yE,p T 2(1 FE,
X (7m lr) e : (—n;2l+2; 7( il l);r> ,

aonri+D " R
h e ag(n +1+1

where w,, = 2\/%51(7E5 +\/A+2(ER)?).

Note that for v = 0, we obtain the well-known energy and wave functions of the
radial Coulomb potential.

In conclusion, in this paper, we have examined the energy-dependent potential
by the approach of path integral and we have justified the change (8) made to the
normalization of the wave functions for the energy-dependent potentials.

As an application, we have considered the cases of the harmonic oscillator and
radial Coulomb potentials with energy dependence. For such potentials, we have
determined the propagators and from the poles, the spectrum of energy and the
wave functions extracted are in accordance with those obtained by direct resolution
of the Schrodinger equation.

1350079-11
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Abstract:

The problem of normalization related to a Klein-Gordon particle subjected to vector plus scalar energy-

dependent potentials is clarified in the context of the path integral approach. In addition the correction
relating to the normalizing constant of wave functions is exactly determined. As examples, the energy
dependent linear and Coulomb potentials are considered. The wave functions obtained via spectral de-
composition, were found exactly normalized.
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1. Introduction

Several authors have studied the problems of energy-
dependent potentials in relativistic and non-relativistic
quantum mechanics. For example, in the non-relativistic
case we have the energy dependent potentials which were
considered by the Schrodinger equation in 1D, 3D and
D dimensions [1-4], the many-body problem with energy
dependent confining potentials [5], the problem of equiv-
alent local potentials [6], the linearly energy dependent
potentials which have been discussed semi classically [7],
the static properties of systems of heavy quarks described
by potentials depending on the energy [8] and recently
the normalization problem of wave functions for energy-
dependent potentials which has been examined in the con-

*E-mail: lyazidchetouani@gmail.com

text of the path integral approach [9]. Further examples
are given by the Darboux transformation of Schrédinger
equation with an energy-dependent potential [10], the in-
verse scattering problem [11] the trace formulae [12] and
linear representation of energy-dependent Hamiltonians
[13].

In the relativistic case, the Klein-Gordon (KG) equa-
tion with an energy dependent potential has been ex-
actly treated in D dimensions using the Nikiforov-Uvarov
method [14]. The iteration asymptotic method has been
used to evaluate the Dirac equation with a Coulomb po-
tential depending on an energy term which incorporates
coupling Coulomb-Llike, tensor interaction potential under
p-spin and spin symmetry [15].

In this paper we, using the formalism of the path integral
[16], clarify the normalization problem of the wave func-
tions when interactions described by the energy depen-
dent potentials are present in the Klein-Gordon equation.
As an example, the wave functions are extracted, using

@ Springer
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spectral decomposition, from the determined propagator
for both the linear and Coulomb potentials with energy
dependent parameters.

This paper is organized as follows: in Section 2 of this
paper, the formulation of path integral form spinless parti-
cles with interactions dependent on energy is given. From
the spectral decomposition, it is found that the normaliza-
tion of the wave functions is modified. This change is
determined in Section 3 following three approaches:
-Directly starting with the KG equation and from the or-
thogonality condition of the wave functions.

-Using the continuity equation and by requiring that the
probability for the KG equation must be positive or nega-
tive and respectively correlated with positive or negative
energies.

-Using the (variant) Feynman-Hellmann theorem [17]
adapted to the relativistic case without spin.

Finally, in Section 4, two types of potential, linear and
Coulomb are used as examples to calculate the propaga-
tors. Due to the dependence on energy of the potentials,
it is shown that corrections related to the normalization
constants can be obtained from the wave functions iden-
tified through spectral decomposition.

2. Propagator and spectral decom-
position

The propagator K(xp, ty; X4, ts), which we propose relating
to the spinless particles is solution of following equation

[(Bs — eAu)? = (M + S0)°] K (x5t 30, o)
Ié(Xb—Xa)é(tb—tu), (1)
|

K (xp, ty; Xq, ts) = —i/ d/\llm /dx,,dt
(X5, ty; Xa, to) i H [

N+1

e n=1

where to simplify, the considered electromagnetic field was reduced to its scalar part: eA* = (

The integrations on t, give N Dirac functions, & ((po), —

(Po); = (po), =

and after integrations on the variables (pg), we obtain

U3 {1900B30=(p0)p Ata+e[ (o1 2 +((P0) =V (x0.p0)n ) = (M+5 (30 (p0))) ] .

and its expression is

K (Xp, ty; Xa, ta) =

—i/ dAlxa to | e (b—eA?—(M+5)?] I xo, ), (2)
0

where M? must be understood as M? — {0+

Following the usual procedure of construction of the path
integral, first the time 'mterval is divided into N 4+ 1 in-
finitesimal equal parts € = N+1, the exponential is de-
composed into N + 1 exponentials (according to Trotter

(see e.g. [16]) ) and then the closure relations

//dtdx ) () = 1, 3)

//dpxdpo [P« o) (PxrPo| =1, (4)

and

are inserted between each pair of exponentials. Next, the
basis vectors |x), |px), [t) . |po) respectively proper kets of
%,p, t and po = E are used in order to eliminate the op-
Ip). 1) —

erators. The transition |x) —
by means of scalar products

|po) is performed

1 —i —PxX
(t, x| po, px) = Ee (pot=pxx) (5)

Then, the discrete form of K is

N+1

/d(Px) d(po),,
2n)?

n=1

V(x, E),0).

(Po)y+1) - which implies

= (Po)ar = E. v
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N-+1

K b i ) = Zi e [ thiin| | [l [ S

oo n=1 n=1

tz{(px Axo—e](px)3~(E=V(xn E)?+(M+S(xn, £))?] }

e =1 ) (8)
which can be reduced after integrations on the (p,), to

+0o0
dE .. _ o0 03| G2 +e((E=V(xn,E)?=(M+S(xn E))?)
K (x5, t; X, ta) = ﬂe iE(ty ta)/ dAlim 1/2|_|/ 4m£1/2e”[ ] (9)
0

n—oo(4ise)
—00

which can be rewritten in following compact form

dE o0 i [ ds| 2 H(E—V(x,E))2—(M+S(x,E))?2
K (xp, ty; Xq, ta) = / — “E(’b"ﬂ)/ dA/Dxe o ["H (BN SEED ] (10)
0

2im
—0Q

For fixed E, the propagator admits the following spectral decomposition,

i fid [£+(E_V( E)P—(M+S( .E))Z] : i f3d [5—2EV( EVHV (B —(M+5( .E)>2]
/Dxelfo s| %4 X X _ e’Ez)‘/Dxelfo s| %4 X x X

iE? —i&? *
— eif )\Ze Sn(E)A%n(E' (xp) (pg”(E) (xa) (11)

where & (E) and (g, ) (x) (with [ dx|gg, ) (x)|* = 2&, (E)) are the eigenvalues and the eigenfunctions respectively
associated to operator energy

H=p>+ M+ S(x,E)’ +2EV (x,E)— V (x, E)* ,= p2 + W (x, E), (12)

and W (x, E) =E? — (E — V (x, E))* + (M + S (x, E))%is the potential depending of E.
The integral on A is the Green’s function

o ifg ds[%+(E7V(x,E))Zf(M+S(x,E))2] B P E)( )l/’S ) (xa)
/0 d/\/Dxe =iy BT (13)

n

As the denominator £2 — &2 (E) = (E — &, (E)) (E + &, (E)) is a product of two factors, we assume that there are two

poles or roots (one for each factor). Then in the vicinity of the two poles &+ E, we have #n(ﬂ = 118, EJE”, #"(5) x

Tog £vE, respectively and the integral on £
+00
Kixy tr x, t _Z dE it(t-ta) () " ( )17 1 1 1 1 14
Do tiixento) =) | 55 Ve 0o Ve o) 3 (T8 E—E, "1+ E+E ]’ 9

can be easily performed and gives the usual spectral decomposition of propagator
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—iEp(tp—ta) eiEn(tb*fﬂ)

. 1 e *
K(xp, th; Xa, ta) = 1) _ {Q(fb o) g YE () Y, (%) —O(t — 1) TrE

e o) 7, ()}

[ZL {0ty — to) e B~ D L (x) DL (xa) —O (ts — 1) eE D g (x,) D7 (x0)}, (15)

where now, the link between the wave functions is the following

1

e, (x) = \/lepsn(m:a (x), (16)
where & = %EE) e
These states ®r, (x) are normalized as follows (see [9])
oW (x, E)
dx |®g, (x))? (1 - 7) =1, (17)
/ oE? E=E,
or
0B~ (E-V(E) +M+SxE)}
/dx|d>5(x)|2 1— =E2 =1, (18)

E=E,

Let us note that if V and S are independent of E i.e. % = % = 0, the term 2EV (x) of % contributes to
&, and consequently &, # 0. In this case, the normalization condition becomes

/dx|<b5” ) (1 - V(X)) =1. (19)

En

Thus, the additional factor (1 —&)~"* modifies the usual normalization condition of the Klein Gordon equation and
becomes, for the energy-dependent potentials, as follows

3S(x,En) S(x,En)+M
V(x, E, oV (x, E, TOE,  En

/dx|¢gn(x>lz(1_(xg))(1_ T ppun ):1' ~
n n - T E

3. Determination of correction &

Let us determine the correction & .The purpose is to determine the correction provided by general energy-dependent
potentials and to show that it is the following
. O (En—V(x,En)>~(S(x,En) +M)?
, [ dx®, (x) | 3(E2) ]¢En (x)
E=1— 5 . (21)
Jdx|®g, ()]

Indeed, this change in the normalization condition can be simply obtained from the continuity equation. First, let us

examine this problem of normalization by considering the Klein-Gordon equation

Py 9 ARG AR
N (R P

and its complex conjugate
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Py Y AN AR

From these two equations multiplied respectively by ¥ and W*, after subtraction we obtain

e I B e [ | R M R

o’V oy~
Yr—70 -y =0. 24
* 0x? ox? 24)
It is clear that the last two terms represent 2 j with
oV ov*
=i (V' ——-¥Y—|, 25
/=t ox ox (23)

the current density and if the relation f(x,t) = %ftdsf(x,s) is used in order to obtain the continuity equation,
%p + %j = 0, the first two terms represent %p, where

=i f ol lag)) - (s (-2) ]
ol () - oo i) ]}

is the density. This density is obviously not positive definite.
Now, if we consider respectively two states ®, (x) and ®g, (x) related to energies £, and E,, we have

[aa—xzz +[Ey =V (x, E)F =M+ S(x, En)]z] dg, (x) =0, (27)
and !
I:% + [Em -V (X, Em)]z - [M + S(X, E,")]2:| q)zm (X) =0. (28)

Multiplying the first equation by ®7 (x) and the second (complex conjugated) by ®¢, (x), after subtraction and integration
over the whole space, we obtain

(En— V(X En)> = M+ S(x,E,)) — (En — V(x, E)) + (M + S (x, E))°
E,—E,

/qu)E" (X) q)z,,, (X) = 2Enénmr (29)

and since 2E,0,, = (E, + Ep) 0m, this relation can be rearranged as follows

b (] b L VGE)+VGED [ Vi E) = V(X Ep) Syl Bp) 2V S Fpl+ Sle ) 5
XPE, (X) Em (X) - En ¥ Em - En — Em - 1- V(X'EE)iZ(X'E'") = Unm,

(30)

which is the orthonormalization condition for the energy dependent potentials.
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At the limit E,, — E,, V(X'EE“::ZLX'E"’) N anEnE"), S(X'EE”H):;("X'E”') — aségf”), this condition can be reduced to the following

normalization condition given in (20) or in a more convenient form

[ axlon, W 2 [(E = v i EF = M+ S 0, E)] = 26, (1)
In the case where S and V are independent of E : (gg/” = % = 0), then the orthonormalization condition becomes
/ dx®g, (x) r (x) (1 — #(XE)”’) = Omn, (32)
and at the limit E,, — E,, the previous condition is reduced to
[ axtoe o (1= 2] =1 (3

Let us return to the expression of p and let us decompose W on the basis {®g, (x)}
Wix,t)=) a(E)e ™o, (x), (34)
and after inserting the previous series, p becomes
p =iy > a(E)a (Ey) e, (x) O, (x) {[[En —V(xE) = [M+S(x, En)]z]
- [[Em V(% En)f —[M+S(x, Em)]z]} x / ' dsellEatals (35)
As the result of integration on the variable s

t P pilEn—En)t
dseiEn—En)s _ Cte, 36
/ € i(Em - En) * ¢ ( )

is simple, we have for p the following expression

p =Y ) alE,)a" (Ey)®g, () OF, (x)eEn=tt x

n m

{ (En =V (x, E)): = (En — V (x, E))* + (M + S (x, E,)) — (M + S (x, E,))? }
E,—E, !

(37)

where the time independent term iCte) > {.} has been omitted because it does not contribute to the continuity

m
equation. Now, let us integrate over the whole space by taking into account the orthogonalization relations, then it
becomes

[aw = Y Y alba B [ dxve, 7, 0 x

{ (En =V (x, E))* = (En — V (x, En)* + (M + S (x, Ez))* = (M + S (x, E,))? }

E,—E,

= Y 2E,la(E) = {20 B2 (38)
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and thus, if this expression is multiplied by a charge, the result is consistent with the usual reinterpretation of density
relating to the Klein-Gordon equation.
Finally, let us establish the link between &, and (18). Let us return to the following equation

EEY @) (x) = [p2+ EX = (E =V ( E) + (M+S (x, £))| @ () (39)

After having carried out the derivation with respect to E and multiplied (39) by ®% (x) and integrated over the whole
space, we obtain

e R

9 [EZ —(E=V(,E)+M+S(x E))Z]
/qu)g (x) oE

Pe(e) (x)

0P¢(e) (x)

+ I dx®ye) () [ 2+ E2 = (E =V (x, )’ + (M + S (x, E))’| =52

(40)

First, an integration by parts twice, shows that fdxq)g(E (x )Aza%(E Ll = [dx 0% E‘(X)Az

second member can be rewritten

Pi®:e (x) and then the term of

0P¢(e) (x)

/dx¢§(5) (W) [p2+ E2 = (E= V(v B + M+ S (x, )] S22

/dxaqgig(x) [ﬁf FE2—(E=V(E) +(M+S(x E))z] OF ) (x)

£ (E)? / dxPe, (x aq’f (X), (41)

which eliminates the second term of first member. Thus, it remains

A|E2—(E—V(x,E)*+(M+S(x,E)?
2%55)5(5 /dx|d>g (X)|2:/dxd>*E (x) [ 5F ]¢E(x). (42)

Now, let us choose £(E) — E, then ®¢i) (x) — P, (x) which is a solution to the Klein-Gordon equation related to
energies £,

(92 = (Ea = V1 B + (M + S x, E)?] 0, (1 =0, (43)

thus
E(En) Or, () = [p2 + B2 = (Ea = V (x, ) + (M + S (x, E))*] @, (), = E20, (x). (44)

So,

) dE2—(E, =V (x, E))* + (S (x, E,) + M)?
2E,€, / dx |[dg, (x)|” = / dx®g (x) [ 3E ]% (x)

9| (En =V (x, E))* = (S (x, Eq) + M)’
= 26, [ dxloe, (0 = [ drof, (4 | — e, (45)
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and finally

[(Ea—V(x.En)>—(S(x.En)+M)?]
oE,

2E, [ dx |, ()|

;L Jdxdp ()°

de (x
. )

(46)

This result is nothing other than the adapted version of Feynman-Hellmann theorem (see for example [17]) to the energy
dependent potentials.

4. Applications
To illustrate what has been said, let us consider two forms of potential chosen with the same power for the energy
dependence to avoid complications in the calculations. In order to avoid complex values the parameters Sy and V, are

taken such as Sy > Vi:

e Linear potentials

Vi(x,E)= Vo (1+ yE)? x, S(x,E) =50 (1+ vE)? x, (47)
e Coulomb potentials
q q
V(r'E):_M' S(r'E):_M' (48)

4.1. Linear potentials case

The propagator is given by (see [18])

+oo
E o "
K (X, th; Xa» ta) = / g—mexp[—iE(tb—ta)]/ dAe’“/Dy(t)eﬂyZ*WEﬂ
0

+oo =
dE ) 1 1 E
:—[Eexp[—lE(tb—ta)} F(Z—

2nwe

Dy & (Vweys) Dyt (=Vweys)  (ys > ya), (49)

2(EVy+MSy)
WWE

2(EVy+MSy)

where y = x + wE

Yo = Xo + L s = xp + 2By = 20 (14 yE), w = /S VE, E =
E2—M?+ W{:}#")Z and D, (z) are parabolic cylinder functions ( we can also use the relationship of Mehler (see [19])).

From the ['—function, the poles are given by

1 E
- —— == =0,1,2, ..
2 o n, n=0,1,2, (50)
Let us consider the following particular values of g
e q=1 (linear in E): wg =2w (1 + yE).
From the poles of ['— function of Eq. (50) the energy E, is given by

e MY N yw? (n+3)
" So S2

+K,, (51)

w’{n l
where K, = é‘;\/Zw (n + %) [S—VO (%5;2) — /\/IVO) + 1] and near the poles, we have
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(_1 )n+1 2

2 (0]

)’ 1 1
nl(%_wéﬂ)_ 2n1S2K, ( - )

E—E;

N

n
2,3 1
with w = 2w |1 — % 4 ¥2(rs)

(52)
n Z2
< + yK Using the relation D, (z) = 272e"7H, (i
0
Hermite polynomials H, (z) (see [19]) and after the integration with respect to E, then

ﬁ) , between D,(z) and the

w2 A ( +2(VOE++50M))2+( +z(v05;+50M))2]
. FEF -4 | x —_— Xb

KXo, thi Xa, ta) = () Oty — 1) e iEl-t0 U VOTET ;

Vot o) l" {2 7Ol — e ”'FZ“SZK

+ + T
XHn[ w2r7(xu+2(v()E,7‘|‘5()/V’)):|Hn|: Wh (Xb

4 2ES + SM)
ww; 2 wet
“ 2t +50m) | 2(voEr+5M) |2
_Lg(t _t)ezEn(tbta)LLW,,E;e—f[(xg+ (Omw;O )) +(xb+ (owm;o )) ]
ZE; a b n]\/ﬂangKn
bty |22 (x4 2OE £ SMN T T fu ( 200E SV T oy
2 ww, 2 wo-

we obtain from the spectral decomposition of propagator, for this case, the following wave functions

N arEr 4 (wfz(v"g”i”w) ) o [ 2(EE + SoM)
OF (x) =) ot 1 e H, J (x+—° n 0 ) , (54)
V2127 n1SEK, 2 Wwy
e q=2 (quadratic in E): w? = 4w? (1 + yE)
From I" and at in the vicinity of poles
r(l_E (1) (=)™ W we 1 55
2 we ,,.(% £+n) 20l (SE—w?@2n+1)y2) 6, \E—Ef E—E; |’
we obtain the two energies
MW S 2n +1
gr= Mt @nt )y, 5 (56)
S¢— w3 (2n +1)y?
where 8, = \/nglgzz)nrf/\f + [Msvgfz;gi(ﬁ;?y] . Then, the wave functions are
2
W\ /GEEE - (+2(L515°—M)) wE 2 (VoEZ + SyM)
OF (¥) = o e R N e  HC
V27270l (S§ — w? (2n + 1) y?) 6, 2 WwWy
ith w* = 2w[1+ —MVySoy+w2n+1)y? + v 2
with wy = 2w SE—w2n+1y2 T Yon| -
° q:;

(square-root in E): wZ = 4w? (1 + yE )
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From the poles of [—function of Eq. (50) the energy E, are solutions of the following equation which is of fourth order
in E

E' 4+ biE} + iE2 4+ diE, + e, =0, (58)

6 1)2
_amy, _MAVg _ 4 3\,3 _ yve(n+}) _ 1 4y /4 6 1)2
where by = 5, C1 = = ,dy = 5 MV — —5 and e = G MV = 2w (n + 2) .

Eg. (58) can be solved via the following equation of second order (see [20]).

b1 Yn — d1

E,
E?+ (b +A) == + y, =0,
n+(1+ 1)2+y+ A1
where Aj = £+/8y, + b% — 4c¢4. Thus, there are four solutions
1 by, —d
Enoan = 7 [—(b1 +A1)i\/<b1 + A1) =16 (yn + 19’%\11)] , (59)

where y, = \3/\/D1 — % — \3/\/ Dy + % — % is the solution of the following cubic equation
8y, —4c1yn + (2bidy — 8eq) y, + €1 (4cy — b7) — df =0,

3 2 2 3 2\ _ 42
. P. 351—R; 2R: R e1(4c1—b5)—d
with Dy = (%) + (2) . Pr= 255, 0= 3 - B8 4 T Ry = =9, 5=t —ey, Ty = o2l

From the four solutions (59) only two roots lead to normalizable wave functions, one positive E;" and the other negative
E;.
After integration on E, we obtain the spectral decomposition of K

1 O(t, —t )e*iEﬁr(fb*fa) w4wn+ (2n +1) EnJr
2E} ! V2r2r-2n1S8 (4 + 3b1EF* + 201 E;f + dy)

Wt 2(Vo i +SoM)
| |0t T
4 wwpy

K(Xb, tb;Xa, ta) = lZ {

2 2(Vo i +SoM) 2
+(Xa+ s ) [ wof ( 2(VOE;+50M))]
Hy |12 [, + S0 T 2070
2 wwi

wi 2(WE + SoM) 1 p—
H, —n 240 T ——0(t, — iEq (ty—ta)
% [ 2 (Xb + ww; 2E; Ot —th)e

e 2(voEq +SoM) 2 2(voEq +SoM) 2
y w'w; 2n+1)E; e*T” -l B -
V2r2r-2n1S8 (4E;” +3b1E;” + 261 E; + dy)
< H, w, X, + 2(VOE;~|—S()M) < H, w, xp + 2(VOE;+50M) ' (60)
2 ww;, 2 wwy,
the normalized wave functions are
CuE z(vOE,,i+50/v1) 2 N
o= (x) = wiwE (2n +1)Ex e T\ eE )y e (x+ 2(V0En—+50/\/l))
" N V2r20-2n1S (AEE + 3b1EE + 201 E£ + dy) "IV o2 ww* ’

(61)

with w = 2w~/1 + yEF and EZF verifying Eq. (59).
Note for y = 0, wg — 2w (in all three cases) we obtain the energy and wave functions of the linear potentials.



Amar Benchikha, Lyazid Chetouani

Er=_0 1 % 2w(n—|—7), (62)

2
wE; o8 [t [ ( VOE’—'+SOM)]
¢ Hy [V +—11 63
\/\szso V2n +1 wx w2 (63)
4.2. Coulomb potentials case
The corresponding propagator has the form
+o0 dE )
K(rp, ty; ra, ts) = —/ z—e"E(’b””)GRC(rb,ra;E), (64)
e 2

with the Green function GRC(r,, ry; E) of the radial Coulomb potential given by (see [18)):

i [ dt 1r2+“ - ]
/ darelt? / Dr(t)e " =

_ -1 MWM (\/Erb) Mg (mra) (ry > ra), (65)

4E T(2B+1)

GRC(rb, ra; E)

where B=1/(S3— V3) (1 + VE + 1, k= 43/ 12 E= E2 — M and a = 2(VoE + SoM) (1 + VE)" .
As before, the poles are given by :
1

B—k+5=-n n=01,2,.. (66)

For the sake of simplicity, we take Vo = So then B =1 and a =2V, (E + M) (1 + yE)?.
Let us consider particular values of g.

e q=1 (square-root in E): a =2V, (E + M)/T+ yE.

From the poles of '—function of Eq. (66) the energy E, are the solutions of the following cubic equation

Ef + sz,f +oE,+d, =0, (67)
2 2 2(\/2
where b, ~ (n+1) +vaz(1+2y/w) o M(2+VM) and d, M2(V§ V(2n+‘l))

Hence, we get

E,,_\/m———\/\/oi 0 (68)

3 2 2 3
with D, = (%) + (%) , P = 362 b , Q= % — bz;z +dy, n =1,2,..., Npax. The maximum number n,., is found
requiring —-M < E, <M and E, > —; fory>0orE, < —1; for y < 0.
From the three solutions (68) only two roots are retained (one positive £} and the other negative E.) to ensure the
normalization of the wave functions.
Using the relations (see [19]):

n 1 _z

Woiiipe (@) = (=1)" 2P 2nle 2 11 (2), (69)

T

y nll (2B +1)

— Prie=528
n+3+8.8 (2) = r(23+n+1) +h ze LZ (), (70)
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and after integration on E, we obtain from the spectral decomposition

+ +
afnlE;

VEy (BEF +2bE} + o) T (n+2)

1 )
K(rp, ty; ra, ta) = iZ{2E+6(tb — t,) e iEd (tb=ta)

x (2 —E,Tru)e’\/’ﬁ“’Ll(Z —E;ra)(z —E,Trb)e’\/’ﬁrbLl(Z —Ejry)

1
2E;

a;nlE;
Véy (3E; +2bE; + &) T (n+2)

x (2 —E;ra)e-v—fn’faL;(z —E-ry) x (2 —E;rb)e_V_E;’bLlQ —E,;rb)}, (71)

O(ty — ty) eiEn (th—ta)

the normalized wave functions

arnlE* = E= =
o* (1) = n__—n 2/ —Exr| eV ET N2\ —E*r), 72
£ \/yvg(ag;z+zb25n++c2)r(n+z)(\/ fr) eV E L E) 72

with £ = EX — M2, a* = 2V, (EZ + M)~/T + yE= and E* verifying Eq. (68).
e q=1(linear in E): a =2V, (E+ M)(1+ yE).
From the poles of [—function of Eq. (66) the energy E, ares determined by an equation of fourth order in E

E} 4+ b3ED + 3E2 4+ dsE, + e3 =0, (73)
2 2 2 2(V2_(n+1)2
where by = A1, ¢, = MU g A g ¢ = LG 0117)
Eq. (73) can be solved via the following equation of second order
E, bsy, —d
2+ (by + As) = 4y, + 22" —p, (74)

2 As

where A; = /8y, + b% — 4¢3. Thus, there are four solutions

b3yn —d3

y» , (79)

Enyyyy = — (b3 + As) £ \/(b3 + As)? =16 (yn +

where

3 3 R
b= V-2 v+ 2B (76

is the solution of the following cubic equation

8y, — 4c3yn + (2b3ds — Bes) y, + e3 (43 — b3) — df =0, (77)

H 3 2 RS 3 c e3(4c3—b2)—d?
with Ds = (%) +(%)  Py= %r 0 = %_%‘FT& Ry=-9, 5 =556, T3 = %'
n=1,2,..., Npax. The maximum number n., is found requiring —~M < E, <M and E, > —1; fory>0or E, < —1;

for y < 0.

From the four solutions (75) only two roots are retained ( one positive E; and the other negative E,’) to guarantee the
normalization of the wave functions.

After integration on E, we obtain from the spectral decomposition
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+tplET
K Jtpi g, tg) = —t, —iE;f (ty—tq) anlE;
(rp, to; 1 ) = lZ{2E+ )e Vozyz (4En+3+3b3E,T2+2C3E;r+d3)I—(n+2)

><(2 —E;ra)e—v—én*'q;(z —E;ru)(z —E;rb)e—v—én*'uj,(z —Efry)

_ 1 Q(t _ tb) eiErT(tb*fa) an_n!En_
a

2E; VEv2 (4E;" +3bsE;* + 2¢E, + d3) T (n+2)
x (2 —E;ra) e VEre [N\ —E;r,) (2 —E;r,,) e VEnl(2 —E;r,,)}, (78)

the normalized wave functions

EnlE* "
(1) = RIS (2\/ + ) “VEr 2/ -E 79
» (1) \/\/02)/2 (4E# +3bsEE" + 2c3E% + d3) T (n +2) " ol (79)

with B2 = EX* — M? , a* = 2V, (EX + M) (1 + yEZ) and EZ verifying Eq. (75).
Note for y =0, af — 2Vo (EEX + M) (in the two cases) we obtain the energy and the normalized wave functions of the
Coulomb potentials.

—MVZ £~/ VM2 =)+ (n+ 1)
p _ MRV D+ e 0 o)
P+ (n+1)

1E* - p -
% nEy (2 —Enir) e VB (y/—E=r), (81)

\jz\/w F i+ 1) T (n+2)

It is obvious that we can also choose other values for g.
Also for the linear potentials, all the constants of normalization of the wave functions obtained can be ascertained using
the normalization condition (31), Eq. (50) and the relations (see [19])

/00 eiszm (X) H, (X) dx = \/En!2"5mn, xH, (X) Has ( ) +nHp (X) : (82)
0

For the coulomb potential using the normalization condition (31), Eq. (66) and the relations (see [19])

[ ervnotiax =2, (®3)
0 .
(n+ 1)Ly ()= (20 + v+ T =X)L (x) + (0 + V) LY, (x) = 0. (84)
(
5. CO“CIUS'O“ integral approach and have justified the change (31) in

the constant normalization of wave functions for a Klein-

Gordon particle subjected to vector plus scalar energy-
In this paper, we have examined the energy-dependent dependent potentials. The correction due to the energy
potential in the Klein-Gordon equation using the path
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dependence was determined first, by directly using the
KG equation, then by considering the continuity equation
and finally by adapting the Feynman-Hellmann theorem.
As an application, the cases of the linear and Coulomb
potentials with energy dependence are considered. For
such potentials, the propagators are determined and from
the poles. The spectrum of energy and the normalized
wave functions have been extracted.

It is easy to verify that the corrections relating to poten-
tials which were considered are correct.

Finally, it is useful to note that the problem of dependence
on energy for relativistic spinless particles is considered in
this paper for the first time by the path integral approach
and that a link of this approach (path integral) must cer-
tainly exist with the one developed for Schrédinger equa-
tion with dissipative components [21].

This analysis could be considered later.
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Energy-dependent problems and path integral

Abstract

In this thesis, we have examined the energy dependent potential also the energy
and position dependent mass using the path integral approach.

In the first part, the problem of normalization related to energy-dependent
potentials is examined in the framework of the path integral approach, and a
justification is given. As examples, the harmonic oscillator and the hydrogen
atom (radial) where, respectively the frequency and the Coulomb's constant
depend on energy are considered and their propagators determined. From their
spectral decomposition, we have found that the wave functions extracted are
correctly normalized.

In a second part, the problem of normalization related to a Klein-Gordon
particle subjected to vector plus scalar energy dependent potentials is clarified in
the context of the path integral approach. In addition the correction relating to
the normalizing constant of wave functions is determined. As examples, the
energy dependent linear and Coulomb potentials are considered. The wave
functions obtained via spectral decomposition, were found exactly normalized.
In a third part, the problem of the particle with variable mass ( energy and
position dependent mass) is considered by the approach of path integral. The
propagator related to this problem is reduced to that of a particle with a constant
mass in energy dependent potentials. As examples, simple cases are considered..

Key word: Path integrals, energy dependent potentials, energy dependent
masses, propagator, normalization.



Problémes dépendants de I’énergie et intégrale de chemin

Résumé

Dans cette thése, nous avons examiné le potentiel dépendant de I'énergie aussi la
masse dépendant de 1'énergie et de la position en utilisant I'approche intégrale de
chemin.

Dans une premicre partie, le probléme de la normalisation 1i¢ a des potentiels
dépendants de I'énergie est examiné dans le cadre de l'approche intégrale de
chemin, et une justification est donnée. A titre d’exemple, 1'oscillateur
harmonique et I'atome d'hydrogene (radial) ou, respectivement, la fréquence et
de la constante de Coulomb dépendent de 1'énergie, sont examinés et leurs
propagateurs déterminés. A partir de leur décomposition spectrale, il a été trouvé
que les fonctions d'onde extraites sont correctement normalisées.

Dans une deuxieéme partie, le probléme de la normalisation li¢ a une particule de
Klein-Gordon soumis a des potentiels dépendants de 1'énergie est considéré par
I'approche intégrale de chemin. En outre, la correction relative a la constante de
normalisation de fonctions d'onde est déterminée exactement. A titre
d'exemples, les potentiels dépendants d’énergie lin€aires et Coulomb sont
considérées. Les fonctions d’onde obtenues a partir de la décomposition
spectrale, ont €té trouvés convenablement normalisées.

Dans une troisiéme partie, le probléme de la particule de masse variable (masse
dépendant de 1’énergie et de la position) est considéré encore par I'approche
intégrale de chemin. Le propagateur associé a ce probléme est réduit a celui
d'une particule ayant une masse constante avec des potentiels dépendant de
I'énergie. A titre d'exemples, les cas simples sont considérés comme cas
particuliers

Mots clés : Intégrales des chemins, potentiels dépendants de I'énergie,
masses dépendants de I'énergie, propagateur, normalisation.
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