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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Intégrales de chemins

La mécanique quantique est une théorie non relativiste : elle n�incorpore pas les principes

de la relativité restreinte. En appliquant les règles de la quanti�cation canonique à la rela-

tion de dispersion relativiste, on obtient l�équation de Klein-Gordon (1926). Les solutions de

cette équation présentent toutefois de sérieuses di¢ cultés d�interprétation dans le cadre d�une

théorie censée décrire une seule particule : on ne peut notamment pas construire une den-

sité de probabilité de présence partout positive, car l�équation contient une dérivée temporelle

seconde. Dirac cherchera alors une autre équation relativiste du premier ordre en temps, et

obtiendra l�équation de Dirac, qui décrit très bien les fermions de spin un-demi comme l�élec-

tron. La théorie quantique des champs permet d�interpréter toutes les équations quantiques

relativistes sans di¢ culté. L�équation de Dirac incorpore naturellement l�invariance de Lorentz

avec la mécanique quantique, ainsi que l�interaction avec le champ électromagnétique mais qui

est traité encore de façon classique (on parle d�approximation semi-classique). Elle constitue la

mécanique quantique relativiste. Mais du fait précisément de cette interaction entre les parti-

cules et le champ, il est alors nécessaire, a�n d�obtenir une description cohérente de l�ensemble,

d�appliquer la procédure de quanti�cation également au champ électromagnétique. Le résul-

tat de cette procédure est l�électrodynamique quantique dans laquelle l�unité entre champ et

particule est encore plus transparente puisque désormais la matière elle aussi est décrite par

un champ. L�électrodynamique quantique est un exemple particulier de théorie quantique des



1.1 Intégrales de chemins 6

champs. D�autres théories quantique des champs ont été développées par la suite au fur et à

mesure que les autres interactions fondamentales ont été découvertes (théorie électrofaible, puis

chromodynamique quantique).

Classiquement, il existe deux types de systèmes dynamiques. Il y a d�abord le mouvement

d�une particule ou d�un corps rigide avec un nombre �ni de degrés de liberté, qui peut être décrit

par un nombre �ni de coordonnées. Et puis, il y a des systèmes physiques pour lesquels l�en-

semble des degrés de liberté est non dénombrable. Ces systèmes sont décrits par des champs. Des

exemples courants de champs classiques sont les champs électromagnétiques décrits par E(x; t)

et B(x; t) ou de façon équivalente par les potentiels (�(x; t); A(x; t)). De même, le mouvement

d�une corde unidimensionnelle est également décrite par un champ �(x; t). Ainsi, alors que les

coordonnées d�une particule ne dépendent que du temps, les champs varient continuellement en

fonction de certaines variables de l�espace. Par conséquent, une théorie décrite par des champs

est généralement vue comme une théorie des champs à (d+ 1) dimensions, où d représente

le nombre de dimensions spatiales. Par exemple, une théorie décrivant les déplacements de la

corde unidimensionnelle constituerait une théorie des champs de dimensions (1 + 1) alors que

la théorie des équations de Maxwell, plus familiers, peut être considérée comme une théorie de

champs à (3 + 1) dimensions. Dans cette perspective, il est alors clair que la théorie décrivant le

mouvement d�une particule peut être particulièrement considérée comme une théorie de champs

à (0 + 1) dimensions.

Le spin est le moment cinétique intrinsèque d�une particule. C�est une notion quantique,

parce que, en mécanique classique, une particule ponctuelle ne peut pas « tourner autour

d�elle même » et, par conséquent, ne peut pas avoir de moment cinétique intrinsèque. Comme

plusieurs quantités en mécanique quantique, le moment cinétique prend uniquement des valeurs

discrètes. En unités de ~, i.e. la constante de Planck h divisée par 2�, elles ne peuvent être

qu�entières ou demi-entières. Les particules dont le spin est un nombre entier s�appellent «

bosons » , du nom du physicien indien Satyendra Nath Bose, et celles avec un spin demi-entier

« fermions » , du nom du physicien italien Enrico Fermi. La mécanique quantique relativiste

démontre, et l�expérience con�rme, que ces deux espèces de particules obéissent à des lois

statistiques di¤érentes, appelées respectivement, « Bose-Einstein » et « Fermi-Dirac » . En

particulier, les fermions suivent le principe d�interdiction de Pauli selon lequel deux fermions
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identiques ne peuvent pas occuper le même état quantique. C�est ce principe qui, appliqué aux

électrons dont le spin est égal à 1=2 et qui sont donc des fermions, les place sur des orbites

distinctes et donne la grande richesse de la physique macroscopique.

L�histoire moderne de l�intégrale de chemin commence avec les travaux de Feynman [1]

et [2] qui formule l�évolution quantique en terme de sommes sur un ensemble de trajectoires

pondérées par exp
�
iS
~

	
où S est l�action classique évaluées le long du chemin classique. II

interprète en particulier les équations du mouvement classique comme résultant de l�application

de la méthode de la phase stationnaire à l�intégrale de chemin.

Lorsque pour un système physique les valeurs de l�action sont grandes par rapport à ~,

seuls les chemins proches du chemin classique contribuent. Posons

x
�

= (t; x); � = 0; 1; 2; 3;

(1.1)

qui sont supposées être des coordonnées contravariantes, tandis que les coordonnées covariantes

sont

x� = �
��
x
�

= (t;�x);

(1.2)

de plus le produit scalaire dans l�espace de Minkowski est donné par la relation

(x1 :x2) = g��x
�

1
x
�

2
:

(1.3)

La métrique covariante est donc diagonale, et la métrique inverse ou contravariante a la même

forme

diag g�� = diag g
��
= (1;�1;�1;�1);

(1.4)

l�élément de longueur invariant est donc

x
2

= x�x
�

= g��x
�

x
�

= g
��
x�x� :

(1.5)
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Cependant, malgré l�intérêt conceptuel de cette reformulation de l�évolution quantique et de

son utilité pour l�étude de la limite semi-classique, l�intégrale de chemin doit son importance

dans la physique moderne à sa généralisation à des systèmes qui ont un nombre très grand de

degrés de liberté, comme la théorie quantique des champs. En particulier, la quanti�cation des

théories de jauge non-Abéliennes par Faddeev et Popov [3] en 1967 et De Witt [4] aurait été

presque impossible dans la formulation usuelle de la théorie quantique en termes d�opérateurs

et d�équations de champs quantiques. Dans la mesure où les théories de jauge non-Abéliennes

sont à la base de la description de toutes les interactions fondamentales sauf la gravitation, on

mesure mieux la signi�cation de ce résultat.

De même, l�intégrale de chemin a mis en évidence les relations mathématiques profondes

entre la théorie quantique des champs et la mécanique statistique des transitions de phase, qui

auraient été très di¢ ciles à percevoir autrement. Ces relations ont jouées un rôle essentiel dans

notre compréhension des phénomènes critiques depuis Wilson [5].

Du point de vue mathématique, l�intégrale de chemin liée à l�évolution quantique est sou-

vent di¢ cile à dé�nir parce que exp
�
iS
~

�
est de module unité pour toutes les contributions

variables des chemins. Kac [6] remarqua que si l�on remplaçait l�opérateur d�évolution exp
�
iHt
~

�
par l�opérateur statistique exp (��H) (et donc l�équation de Schrödinger par une équation de

type di¤usion ou de la chaleur), on obtenait une intégrale de chemin avec une mesure posi-

tive, généralisant l�intégrale de Wiener, bien plus facile à dé�nir rigoureusement. Une stratégie

qui a ensuite été poursuivie par de nombreux auteurs a été de dé�nir l�intégrale de chemin

correspondant à l�évolution quantique par prolongement analytique sur la variable de temps.

Dans le domaine de la physique, plusieurs généralisations de l�intégrale de chemin initiale

se sont révélées utiles. L�intégrale sur des chemins complexes associée à la représentation ho-

lomorphe de la mécanique quantique permet de discuter les propriétés des systèmes de bosons

dans le formalisme dit grand canonique. L�intégrale sur des chemins Grassmanniens permet de

traiter les systèmes de fermions par un formalisme tout à fait parallèle. L�intégrale sur les che-

mins dans l�espace de phase a permis plus tard de retrouver simplement les régies d�intégration

pour des chemins appartenant à des variétés courbes comme par exemple des sphères.

L�intégrale de chemin permet de retrouver par des méthodes plus intuitives, un nombre

d�approximations semi-classiques. Par exemple, on déduit de l�approximation semi-classique de
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l�opérateur d�évolution des estimations semi-classiques des amplitudes de di¤usion, comme des

approximations pour le spectre du Hamiltonien. Sa version en temps imaginaire Feynman-Kac

permet d�étudier l�e¤et tunnel dans l�approximation semi-classique. L�intégrale de chemin est

alors dominée par des solutions de type instantons et le calcul de leurs contributions implique

l�introduction de coordonnées collectives.

1.2 Processus de création de paires de particules

La production fait référence à la création d�une particule élémentaire et de son antiparticule.

Ceci est permis du moment qu�il y a su¢ samment d�énergie disponible dans le centre de masse

pour créer la paire, au moins l�énergie de masse au repos totale des deux particules et que la

situation permet la conservation de l�énergie et de la quantité de mouvement. La somme de tous

les autres nombres quantiques (moment cinétique angulaire, charge électrique) des particules

produites doit être nulle, ainsi les particules créées auront des valeurs opposées l�une par rapport

à l�autre.

La création d�une paire peut également se produire quand une particule chargée (comme

par exemple un électron ou un proton), accélérée à une vitesse relativiste, percute ou frôle

un noyau atomique : si l�énergie cinétique de la particule incidente est su¢ samment élevée,

une partie de cette énergie est alors convertie en masse, permettant la création d�une paire

particule-antiparticule.

Ce mécanisme est mis à pro�t pour certaines recherches en physique des particules :

- Production de positrons, en projetant des électrons à grande vitesse sur une cible mé-

tallique, les collisions qui en résultent produisent des paires électron-positron. Les positrons

peuvent être collectés pour être ensuite utilisés, par exemple dans un collisionneur électrons-

positrons.

- Production d�anti-protons, en projetant sur une cible métallique des protons à haute

énergie. Une fraction des collisions entre protons et noyaux atomiques produit des paires proton-

antiproton. Des installations spéci�ques permettent de recueillir les anti-protons pour en faire

un faisceau utilisable pour certaines expériences à basse énergie.

Le processus création de paires dans un champ électromagnétique classique uniforme (mé-
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canisme de Schwinger) est étudié en se concentrant sur l�évolution temporelle de la distribution

des particules créées. L�évolution dans le temps de la distribution dans des domaines en fonction

du temps est également présentée, ainsi que les e¤ets de la réaction inverse.

Création de paires dans un champ extérieur a une longue histoire, au départ par la décou-

verte du fameux paradoxe de Klein [7], qui a été approfondie par Sauter [8]. Ils ont constaté

que l�e¤et tunnel à partir d�un état de fréquence positive à un état de fréquence négative peut

se produire dans la mécanique quantique relativiste. Ceci est un paradoxe dans le cadre de la

théorie d�une seule particule. Si l�on traite ce problème dans le cadre de la théorie quantique

des champs, le paradoxe est résolu et la création d�un paire de particule à partir de vide est

conclu.

Une autre approche de la création de paires dans un champ externe est basée sur le La-

grangien e¤ectif de Heisenberg-Euler [9], [10]. Heisenberg et Euler ont constaté que l�action

e¤ective en électrodynamique quantique (QED) d�une particule en interaction avec un champ

électrique classique a une partie imaginaire, ce qui signi�e que le vide est instable dans un

champ électrique ce qui oppose la création de paires particule-antiparticule. En 1951, Schwin-

ger a entièrement formalisé cette approche en utilisant la méthode de temps propre [11], ainsi

la création de paires dans un champ électrique classique est appelé mécanisme de Schwinger. Il

a dérivé la célèbre formule concernant la probabilité de création de paires par unité de volume

et de temps :

w =
2 (eE)

2

(2�)
3

1X
n=1

1

n2
exp

 
�n�M 2

eE

!
;

(1.6)

à partir de la probabilité de vide

P0 = j< 0; out j 0; in >j2= exp
�
�
Z
dx

4

w

�
;

(1.7)

où E représente l�intensité du champ électrique, et M la masse de l�électron.

Les perspectives d�observer le mécanisme de Schwinger lors des futures installations laser

de rayons (x) sont étudiée dans [12]. En outre, le champ de Coulomb des noyaux super-lourds

peut causer une création non-perturbative des paires e+e� [13], [14].
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En revanche, les intensités de champ su¢ samment fortes devraient être obtenues par des

champs électriques de couleur qui sont formés juste après les collisions entre les particules de

haute énergie, tels que e+e� et des ions lourds. Ainsi, le mécanisme de Schwinger est censé

être un mécanisme utile pour la production hadronique. Création de paires par le mécanisme

de Schwinger dans les collisions e+e� a été étudié par Casher et al. [15] avec le modèle de

tube de �ux de couleur, dans lequel un champ électrique de couleur entre q�q est traitée comme

un champ électrique constante et classique. Un nombre considérable d�études sur la création

de paires dans des tubes de �ux ont été suivi, en déplaçant son stade de e+e� collisions aux

collisions d�ions lourds. Citons par exemple : le modèle de Lund [16], corrections de temps �ni

[17], des corrections �nies de taille pour une direction longitudinale (la direction du champ

électrique) [18], [19], la direction transversale [20], [21], [22], perturbation autour d�un champ

[23] et les e¤ets de la réaction de retour [24], [25], [26]. En outre, les équations cinétiques

intégrant la création de paires à partir de quelques milieux spéci�ques, font la base d�une étude

basée sur la théorie semi-classique [27], [28], [29] et la théorie quantique des champs [30], [31],

[32], [33], [34], [35].

La probabilité de création de paires a été appliqué à un certain nombre d�études sur la

production de particule dans des collisions à haute énergie. A partir de l�équation (1.7), il est

reconnu que la probabilité de création de paires exprime l�e¤ondrement de vide. Par conséquent,

la probabilité de création de paires ne dispose d�aucune information directe sur le nombre de

particules créées. Donc, elle devient invalide après l�e¤ondrement de vide, où il existe une

possibilité qu�une annihilation de paires se produit.

Compte tenu de ces circonstances, il est plus facile à traiter une particule en nombre moyen

< 0; in j a+p ap j 0; in >, qui a des renseignements directs sur le nombre des particules, que de

traiter la probabilité de création de paires. Pour obtenir un nombre bien dé�ni de particules,

nous devons quanti�er les champs de la particule chargée et de dé�nir une image spéci�que de

la particule. En d�autres termes, nous devons dé�nir les opérateurs de création a+p et d�annihi-

lation ap d�une particule et d�une antiparticule. A cet e¤et, la quanti�cation canonique est plus

approprié que la quanti�cation par l�intégrale de chemin. Formuler le mécanisme de Schwinger

dans les termes de quanti�cation canonique a été faite par Nikishov et d�autres [36], [37], [38]

pour la résolution du paradoxe de Klein.



1.3 Propriétés du champ non-Abélien A
a

�
12

Le processus création de paires non-perturbative dans des champs externes dispose d�une

large gamme d�applications ; non seulement des problèmes originaux en (QED) mais aussi dans

de domaine de création de paires dans des champs électromagnétiques non-Abéliens [39], [40],

[41], [42], [43] et des milieux gravitationnelles [44], [45], [46], [47].

Passons maintenant, au discussion de quelques propriétés physiques et mathématiques du

champ non-Abélien A
a

�
que nous allons le rencontré le long de notre étude i.e. mouvement des

particules dans un champ non-Abélien.

1.3 Propriétés du champ non-Abélien A
a

�

Notre vision est dirigé vers le mouvement d�une particule de masse M dans un espace-

temps à (3 + 1) dimensions en interaction avec un potentiel non-Abélien A
a

�
du groupe SU(2)

de forme [48, 49]

A
a

�
=

(
m

a

[(k1 :x)b+ (k2 :x)c] +
1

g
�
abc dm

b

d (k:x)
m

c

)
k� :

(1.8)

Comme A� = �
a
A
a

�
. Donc, nous pouvons écrire

A� =

(
�
a

m
a

[(k1 :x)b+ (k2 :x)c] + �
a

 
1

g
�
abc dm

b

d (k:x)
m

c

!)
k� ;

(1.9)

où :

- �a = (�1; �2; �3) = (�x; �y; �z) sont des générateurs du groupe SU(2), a = 1; 2; 3

représente l�index des couleurs.

- b = b(k:x) et c = c(k:x) sont deux fonctions du produit (k:x) :

- �
abc
est le tenseur anti-symétrique.

- g constante de couplage.

- m
a
= m

a
(k:x) est également une fonction de (k:x) dé�nie comme suit

ma =
1

4
�at

a

ab
�
b
;

(1.10)
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et qui véri�é la condition

�
mam

a�
= m

2

= 1:

(1.11)

- � sont des générateurs, de propriétés

[�a ;�b ] = 2�
ab
;

(1.12)

- t
a

ab
sont des matrices de trace nul.

- k1, k2 sont deux quadri-vecteurs de polarisation, qui caractérisent les couleurs d�onde.

- k est un quadri-vecteur isotropique.

Les quadri-vecteurs k1, k2 et k, véri�ent les conditions

(kk) = (kk1) = (kk2) = (k1k2) = 0:

(1.13)

- (x1 :x2) = g��x
�

1
x
�

2
représente le produit scalaire dans l�espace de Minkowski

diag g�� = (1;�1;�1;�1); (1.14)

Notons, que par ce choix du champ non-Abélien, il est facile de s�assurer que la condition de

Lorentz est satisfaite

@�A
a

�
= 0;

(1.15)

Nous allons décomposé notre thèse à deux chapitres essentiels :

Le premier chapitre qui contient trois parties est dirigé vers l�étude par le formalisme des

intégrales de chemins, le mouvement des particules en interaction avec champ non-Abélien A
a

�

du groupe SU (2) donné par les deux équations ((1.8) et (1.9)).

Dans la première partie, nous proposons de trouver une solution exacte à l�équation de

Klein Gordon qui décrit l�interaction des particules avec un champ non-AbélienA
a

�
en utilisant la
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méthode des intégrales de chemins. Notre but à travers ce traitement est d�examiner l�extension

non-Abélienne de la méthode de Feynman par l�étude du mouvement de la particule de Klein

Gordon interagissant avec un type de potentiels du groupe SU(2). Nous établissons d�abord,

une formulation adéquate pour le problème en question. Nous représentons le propagateur que

nous suggérons de calculer au moyen des intégrales. Puis, nous montrons que le calcul de la

fonction de Green ~G (xb; xa) dans ce cas se réduit à celui relatif à un problème simple avec un

potentiel non-Abélien.

La deuxième partie, est consacrée à l�étude de la di¤usion des particules de Dirac par

un champ non-Abélien du groupe SU(2) en utilisant la méthode des intégrales de chemins

suivrons une approche dite globale. Le formalisme utilisé est le même que celui de la première

partie. Nous calculons la fonction de Green ~Sg(xb; xa) relative au problème et nous extrairons

les fonctions d�ondes relatives à ce problème.

Pour la troisième partie, nous suggérons de trouver une solution à l�équation de Dirac par

les intégrales de chemins où nous utiliserons cette fois ci une autre approche dite locale, où les

particules interagissent avec un champ non-Abélien dans un espace à (3+1) dimensions, i.e. un

espace plus réaliste pour ces genre de problèmes. Dans une première étape nous établissons une

généralisation de la formulation des intégrales de chemins utilisée dans les deux parties précé-

dents suivant la représentation locale. Puis, nous calculons la fonction de Green ~Sl(xb; xa) rela-

tive au problème et nous extrairons les fonctions d�ondes. Dans ce cas nous montrons qu�après

intégration sur les variables de Grassmann, la fonction de Green peut être exprimée par des

intégrales bosoniques.

Les propriétés de l�interaction dans un champs non-Abélien rendent le problème plus facile à

intégrer. Ainsi nous avons à utiliser une identité a�n de réduire le problème quadridimensionnel

au problème unidimensionnel.

Le deuxième chapitre qui contient deux parties est dirigé vers l�étude par le processus de

création de paires de particules, le mouvement des particules en interaction avec champ d�onde

plane non-Abélien A
a

�
du groupe SU (2) donné par les deux équations ((3.3) et (3.4)).

Dans la première partie, nous faisons une étude concernant les interactions entre les par-

ticules de Klein Gordon et le champ d�onde plane non-Abélien. Dans la deuxième partie, nous

faisons la même étude, mais cette fois ci avec les particules de Dirac. Le chemin suivi, concer-
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nant ces deux parties est de calculer des deux noyaux K(x
b
; xa ; s) et SD (xb; xa; s) relatifs aux

deux équation de Klein Gordon et de Dirac respectivement. Puis, nous calculons la probabilité

de création de paires de particules Pcreat:. Nous déduisons ensuite, que ce genre de potentiel est

incapable de créer des paires de particules à partir du vide.

Nous terminons notre thèse par une conclusion générale.



Chapitre 2

Formalisme intégrales de chemins pour

des particules en interaction avec un

champ non-Abélien

2.1 Propagateur de Klein Gordon

2.1.1 Introduction

Le but de cette partie est d�examiner l�extension non-Abélienne de la méthode des intégrales

de chemins au cas où l�interaction à laquelle est soumise la particule de Klein Gordon de masse

M et de spin 0 est décrite par un champ non-Abélien A
a

�
du groupe SU (2) donné par les

deux équations ((1.8) et (1.9)) qui ne dépend que de la position x. Nous voulons donc, calculer

le propagateur relatif à ce problème et trouver une solution analytique à l�équation de Klein

Gordon par l�approche de Feynman.

Dans une première étape nous formulons le propagateur suivant l�approche des intégrales de

chemins. Dans une deuxième étape nous passons au calcul de la fonction de Green. Finalement

nous déterminons les fonctions d�ondes.
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2.1.2 Construction de la fonction de Green ~G (xb; xa)

La fonction de Green G(xb; xa), que nous allons calculé par le formalisme des intégrales de

chemins, est par dé�nition solution de l�équation��
@̂
� � g

2
A� (k:x)

�2
+M

2

�
G(x

b
; xa) = ��4(x

b
� xa):

(2.1)

D�abord multiplions par i
2
(2.1), puis introduisons l�opérateur

p̂
�

= �i@̂� :

(2.2)

Donc l�équation (2.1) devient 
p̂
�

p̂� + igp̂
�

A� �
g
2

4
A
2

�
�M

2

!
G(x

b
; xa) = �

4

(x
b
� xa):

(2.3)

où nous avons posé tout simplement A� (k:x) � A� :

Par l�intermédiaire de la méthode de Schwinger [11], nous pouvons écrire le propagateur

G(xb; xa) sous forme matricielle comme suit

G(x
b
; xa) = hx

b
j ~G j xai;

(2.4)

où ~G est solution de l�équation 
p̂
�

p̂� + igp̂
�

A� �
g
2

4
A
2

�
�M

2

!
~G = I:

(2.5)

Notons que ~G est le noyau de Klein Gordon dans l�espace des coordonnées. Donc, nous déduisons

que l�opérateur ~G est l�inverse de l�opérateur
�
p̂
�
p̂� + igp̂

�
A� � g

2

4
A
2

�
�M

2
�
i.e.

~G =
I�

p̂� p̂� + igp̂�A� � g2

4
A2

�
�M 2

� =  p̂� p̂� + igp̂
�

A� �
g
2

4
A
2

�
�M

2

!�1

:

(2.6)
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A ce niveau, nous allons introduire un paramètre � i.e. temps propre réel.

Nous pouvons écrire, par la suite

~G = i

Z 1

0

d� exp

(
i�

 
p̂
�

p̂� + igp̂
�

A� �
g
2

4
A
2

�
�M

2

!
+ i"

)
:

(2.7)

L�opérateur ~G peut s�écrire d�une autre manière sous la forme

~G = i

Z 1

0

d� exp
n
�i�Ĥ(p̂; x̂)

o
;

(2.8)

où l�Hamiltonien Ĥ(p̂; x̂), qui décrit le mouvement de la particule a la forme

Ĥ(p̂; x̂) = �p̂� p̂� � igp̂
�

A� +
g
2

4
A
2

�
+M

2

= �p̂2 +M
2

+
i

4

�
�
a �
�at

a

ab
�
b

�
((k1 :x)b+ (k2 :x)c)

�
(p̂:k)

+
i

16g

�
�
a

�
abc

��
�
b
t
b

ba
�a

�0 �
�ct

c

ca
�a
���

(p̂:k) ;

(2.9)

où la prime exprime la dérivation par rapport à (k:x) :

Pour obtenir la représentation intégrale de chemin de la fonction de Green, nous allons

inséré l�équation (2.8) dans l�équation (2.4).

Nous avons

~G(x
b
; xa) = i

Z 1

0

d�hx
b
j exp f�i�H(p̂; x̂)g j xai

= i

Z 1

0

d�

�hx
b
j exp

8>>>><>>>>:�i�
0BBBB@

�p̂2 +M
2

+ i
4
�
a �
�at

a

ab
�
b

�
((k1 :x)b+ (k2 :x)c) (p̂:k)

+ i
16g
�
a
�
abc

��
�
b
t
b

ba
�a

�0 �
�ct

c

ca
�a
��
(p̂:k)

1CCCCA
9>>>>=>>>>; j xai:

(2.10)

Maintenant, subdivisons l�intervalle [xa; xb] en N parties égales de longueur chacune égale à
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4� = 1
N
, puis insérons la relation de fermetureZ

d
4

x
k
j x

k
ihx

k
j= 1; x0 = xa ; x

N
= x

b
;

(2.11)

(N � 1) fois entre deux opérateurs exp
�
�i Ĥ

N
�
�
successifs.

Nous allons trouvé

~G (xb; xa) = lim
N !+1

i

1Z
0

d�

Z NY
j=1

dx
k

NY
k=1

�
hx

k
j exp f�i�H (p; x)4 �g j x

k�1i
�

= lim
N !+1

i

1Z
0

d�

Z NY
j=1

dx
k

NY
k=1

hx
k
j exp

n�
�i�

�
�p2 +M

2
��
4 �

o
j x

k�1i

�
NY
k=1

hx
k
j exp

8><>:�i�
0B@ i

4
�
a �
�at

a

ab
�
b

�
((k1 :x)b+ (k2 :x)c) (p̂:k)

+ i
16g
�
a
�
abc

��
�
b
t
b

ba
�a

�0 �
�ct

c

ca
�a
��
(p̂:k)

1CA4 �

9>=>; j x
k�1i:

(2.12)

A ce niveau, développons l�exponentielle de l�équation (2.12) jusqu�au premier ordre en 4� .

Donc, l�élément de matrice de (2.12) se réduit à

hx
k
j exp

8>>>><>>>>:�i�
0BBBB@

�p2 +M
2

i
4
�
a �
�at

a

ab
�
b

�
((k1 :x)b+ (k2 :x)c) (p̂:k)

+ i
16g
�
a
�
abc

��
�
b
t
b

ba
�a

�0 �
�ct

c

ca
�a
��
(p̂:k)

1CCCCA4 �

9>>>>=>>>>; j x
k�1i

= hx
k
j 1� i�

0BBBB@
�p2 +M

2

i
4
�
a �
�at

a

ab
�
b

�
((k1 :x)b+ (k2 :x)c) (p̂:k)

+ i
16g
�
a
�
abc

��
�
b
t
b

ba
�a

�0 �
�ct

c

ca
�a
��
(p̂:k)

1CCCCA4 � j x
k�1i:

(2.13)

Ensuite, insérons la relation de fermétureZ
d
4

p
k
j p

k
ihp

k
j= 1;

(2.14)
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où le moment p véri�é les relations

p̂
� j pi = p

� j pi ; hp j p0i = �
4
�
p� p

0
�

; hx j pi = 1

(2�)
2 e

_�px :

(2.15)

Donc, nous pouvons déduire qu�à la limite N �! 1, les éléments de la matrice (2.13) auront

l�expression exacte suivante

hxk j exp

8>>>><>>>>:�i�
0BBBB@

�p2 +M
2

i
4
�
a �
�at

a

ab
�
b

�
((k1 :x)b+ (k2 :x)c) (p̂:k)

+ i
16g
�
a
�
abc

��
�
b
t
b

ba
�a

�0 �
�ct

c

ca
�a
��
(p̂:k)

1CCCCA4 �

9>>>>=>>>>; j xk�1i

= lim
N !+1

Z
d
4
p
k

(2�)
4

2666641� i�

0BBBB@
�p2 +M

2

i
4
�
a �
�at

a

ab
�
b

�
((k1 :x)b+ (k2 :x)c) (p̂:k)

+ i
16g
�
a
�
abc

��
�
b
t
b

ba
�a

�0 �
�ct

c

ca
�a
��
(p̂:k)

1CCCCA4 �

377775
� exp

�
ip

k

�
x
k
� x

k�1

�	
:

(2.16)

D�une autre manière

hxk j exp

8>>>><>>>>:�i�
0BBBB@

�p2 +M
2

i
4
�
a �
�at

a

ab
�
b

�
((k1 :x)b+ (k2 :x)c) (p̂:k)

+ i
16g
�
a
�
abc

��
�
b
t
b

ba
�a

�0 �
�ct

c

ca
�a
��
(p̂:k)

1CCCCA4 �

9>>>>=>>>>; j xk�1i

= lim
N !+1

Z
d
4
p
k

(2�)
4 exp

�
ip

k

x
k
� x

k�1

4� 4 �

�

� exp

8>>><>>>:�i�
0BBB@

�p2
k
+M

2

+ i
4
�
a �
�at

a

ab
�
b

�
((k1 :�xk)b+ (k2 :�xk)c) (p̂k :k)

+ i
16g
�
a
�
abc
�
�
b
t
b

ba
�a

�0 �
�ct

c

ca
�a
�
(p̂

k
:k)

1CCCA4 �

9>>>=>>>; ;

(2.17)

où

x
k
+ x

k�1

2
= �x

k
:

(2.18)



2.1 Propagateur de Klein Gordon 21

représente le mid-point.

Portons (2.17) dans (2.12). Le propagateur de Klein Gordon prend la forme suivante

~G (xb; xa) = lim
N !+1

i

1Z
0

d�

+1Z
�1

dx1 :::dxN�1
d
4
p1

(2�)
4 :::

d4p
N

(2�)
4

� exp

8>>><>>>:i
NX
k=1

26664
p
k

4xk
4� � �

�
�p2

k
+M

2
�

��

0@ i
4
�
a �
�at

a

ab
�
b

�
((k1 :�xk)b+ (k2 :�xk)c) (p̂k :k)

+ i
16g
�
a
�
abc
�
�
b
t
b

ba
�a

�0 �
�ct

c

ca
�a
�
(p̂

k
:k)

1A
377754 �

9>>>=>>>; ;

(2.19)

où 4x
k
= x

k
� x

k�1 :

La forme formelle compacte du propagateur de Klein Gordon est la suivante

~G (x
b
; xa) = iT

1Z
0

d�

Z
Dx

Z
Dp

� exp

8>>><>>>:i
�Z
0

d�

0BBB@
p _x+ p

2 �M
2

+ i
4
�
a �
�at

a

ab
�
b

�
((k1 :x)b+ (k2 :x)c) (p̂:k)

+ i
16g
�
a
�
abc
�
�
b
t
b

ba
�a

�0 �
�ct

c

ca
�a
�
(p̂:k)

1CCCA
9>>>=>>>; :

(2.20)

Remarquons, que le produit chronologique T est introduit à cause de la présence des opérateurs

� qui ne commutent pas. Pour éliminer le produits T , nous allons introduire la dé�nition

T exp

8<:
�Z
0

(��) d�

9=; =
R
E
D�exp

�
i
�
� �L
�#

�	

� exp

8<:
�Z
0

��
�: _�

�
� 2i (��)

�
d� + (�(�)�(0))

9=; j
�
0
+�1=#

;

(2.21)

où le domaine d�intégration E est dé�ni comme suit : E = f�(�) tel que�(0) + �(1) = #g. �

est le courant couplé avec les opérateurs �. # sont des variables impaires de Grassmann.

Donc, à partir de (2.20), nous allons trouvé la forme explicite de la fonction de Green
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~G (x
b
; xa) à calculer par la méthode des intégrales de chemins

~G (x
b
; xa) = exp

�
i

�
�
�L
�#

�� 1Z
0

d�

Z
Dx

Z
Dp

Z
E

D�

� exp

8>>>>>><>>>>>>:
i

�Z
0

d�

26664
p _x+ p

2 �M
2

�ig
4
(b:(k1 :x) + c:(k2 :x))

�
t
�

�
����

�
(k:p)

�i
�
�: _�

�
37775

+(�(�)�(0))

9>>>>>>=>>>>>>;
#=0

:

(2.22)

x (�) et p (�) sont des trajectoires d�intégrations bosoniques, limités par un paramètre � 2 [0; 1].

� sont des trajectoires d�intégrations fermioniques.

Passons maintenant au calcul de la fonction de Green.

2.1.3 Calcul de la fonction de Green ~G (xb; xa)

Remarquons d�abord, que l�action de l�équation (2.22) dépend du produit (k:x) et (k
i
x) ;

(i = 1; 2). Donc, nous allons introduire des nouveaux variables tels que : ' = (k:x) et '
i
= (k

i
x).

Puis nous allons inséré trois identités [50, 51, 52]

Z
d'

b

Z
d'

a
�('

a
� kxa)

Z
D'

Z
Dp' exp

8<:i
�Z
0

p'( _'� k _x)d�

9=; = 1;

Z
d'

ib

Z
d'

ia
�('

ia
� k

i
xa)

Z
D'

i

Z
Dp'
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(2.23)

a�n de faire jouer ' et '
i
un rôle indépendant des variables (k:x) et (k

i
x) respectivement.
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Alors (2.22) devient

~G (xb; xa) = exp
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(2.24)

Maintenant, faisons un changement de variable sur le moment p

P ! p�
�
kp'
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(2.25)

d�où

P
2

= p
2 � 2p' (k:p)� 2p'
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(2.26)

c�est-à-dire

p
2

= P
2

+ 2p' (k:p) + 2p'
1
(k1p) + 2p'

2
(k2p) ;

(2.27)

par la suite la mesure reste inchangeable i.e. dp = dP .
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Ainsi le noyau ~G (xb; xa) devient

~G (xb; xa) = exp
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(2.28)

Passons maintenant aux intégrations :

D�abord, intégrons par partie le premier terme se trouvant dans l�action de l�équation (2.28),

nous allons trouvé

�Z
0

_xpd� = (xbpb � xapa)�
�Z
0

x _pd� :

Donc, ~G (xb; xa) se réécrit
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Ensuite, intégrons sur tous les chemins x (�), il apparait une fonction de Dirac

Z
Dx exp

0@�i �Z
0

x _pd�

1A = �( _p);

(2.30)

qui va exprimer la conservation de l�impulsion au cours du mouvement p1 = p2 = ::: = pn = p.

Ainsi, nous allons obtenir

~G (xb; xa) = exp
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(2.31)

Intégrons encore, sur les moments p, nous allons trouvé

~G (xb; xa) = exp
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(2.32)
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Intégrons sur p' et p'
i
( i = 1; 2), nous allons trouvé respectivement

Z
Dp' exp

8<:i
�Z
0

( _'+ 2pk)p'd�

9=; = �( _'+ 2 (k:p));

(2.33)

et Z
Dp'

i
exp

8<:i
�Z
0

�
_'
i
+ 2pki
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i
d�

9=; = �( _'i + 2 (ki:p)):

(2.34)

De plus, intégrons sur les variables ' et '
i
. Nous allons remarqué que la seule contribution

essentielle pour la détermination de la fonction de Green est le résultat des équations de tra-

jectoires suivantes

d'

d�
= �2 (k:p) ;

d'
i

d�
= �2 (k

i
:p) ;

(2.35)

c�est-à-dire

' (�) = �2 (k:p) � + cte; '
i
(�) = �2 (k

i
:p) � + cte:

(2.36)

Remarquons que ' et '
i
sont des fonctions linéaires de � . Ce qui ségni� que se sont aussi des

temps propres.

Maintenant, remplaçons les fonctions �('
a
� kxa � (k:p)�) et �('ia

� k
i
xa � (ki :p)�), dans

l�équation (2.32) par leurs intégrales
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(2.37)

Puis, faisons le changement inverse du moment i.e. p ! p �
�
kp'

b

�
�
�
k1p'

1b

�
�
�
k2p'

2b

�
.

Ensuite, réintroduisons (2.21) et grâce aux (1.13), nous allons trouvé une forme symétrique de
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la fonction de Green ~G(xb; xa) par rapport à la position initiale xa et la position �nale xb de la

particule
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(2.38)

avec


1 (kx) =
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dtb (t) ; 
2 (kx) =

Z kx

dtc (t) :

(2.39)

Finalement, intégrons sur le temps propre réel �, le résultat que nous allons obtenir est le

suivant
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(2.40)

qui représente la fonction de Green de la particule de Klein Gordon interagissant avec un type

de potentiels ((1.8) et (1.9)) du groupe SU(2).
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2.1.4 Détermination des fonctions d�ondes

Pour extraire les fonctions d�ondes, nous allons appliqué la théorème de résidus sur les deux

pôles d�énergie :

p
2 �M

2

= 0! p
2

0
� ~p

2 �M
2

= 0

! p
2

0
= ~p

2

+M
2

! p0 = E = �(p2 +M
2

)
1
2 :

(2.41)

Aprés intégration sur les p
0
, nous pouvons obtenir le noyau
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(2.42)

ou bien
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Ce qui nous permet de déterminer les fonctions d�ondes d�une particule de Klein Gordon libre

en interaction avec champ non-Abélien du groupe SU(2)
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(2.44)

2.1.5 Conclusion

Nous avons traiter dans cette partie un problème concernant le mouvement des particules

de Klein Gordon de spin 0 soumise à l�action d�un potentiel non-Abélien du groupe SU(2) de

(3+1) dimensions par l�approche des intégrales de chemins. Cette action que nous avons obtenu

a une forme bien dé�nie avec quelques propriétés simples. C�est ainsi que nous avons utilisé

une voie directe pour solutionné le problème. Ce qui montre la puissance de la méthode des

intégrales de chemins à résoudre des problèmes concrets.

Il est remarquable de noter que les fonctions � de Dirac, qui apparaissent au bout des

calculs ont exactement le même argument que les équations de la mécanique classique (voir

Annexe 1).

2.2 Propagateur de Dirac : projection globale

2.2.1 Introduction

Notre objectif dans cette partie est d�utilisé une approche dite globale pour traiter un

problème un peut compliqué i.e. nous voudrons déterminer la forme exacte de la fonction de

Green à partir d�un calcul des intégrales de chemins, pour des particules de Dirac de spin 1
2

en mouvement dans un champ non-Abélien A
a

�
du groupe SU(2) donné par les deux équations

((1.8) et (1.9)).
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Les démarches que nous devons suivre dans ce calcul, consiste essentiellement à introduire

une identité qui dépend de la variable qui caractérise le champ non-Abélien. A l�aide de quelques

propriétés simples du champ non-Abélien, nous pouvons obtenir analytiquement la fonction de

Green concernant la particule de Dirac.

Remarquons d�abord, que l�insertion des trois composantes du spin dans le formalisme des

intégrales de chemins représente un grand problème pour les physiciens du domaine.

Nous mentionnons, que pour l�équation de Dirac (dans le cas relativiste), il existe di-

verses formulations d�intégral de chemins qui ont été proposées, citons par exemple les travaux

d�Alexandrou et Al.[54, 55], ils ont utilisés la technique des poids de la forme en exp fiSg relié

aux tous chemins possibles, où S est l�action du système.

Notons, qu�ils existes moins de travails où l�équation de Dirac a une solution analytique

exacte. Citons, par exemple les travaux de Schwinger [11] sur le champs constant, les travaux de

Fradkin et Barbashov [56, 57] sur l�onde plane, les travaux de Nikishov et Barducci [58, 59] sur le

champs électromagnétique couplés et �nalement les travaux de Batalin et Gavrilov [60, 61] sur

le champ électromagnétique homogène constant couplé avec le champ d�une onde plane. Pour

le cas qui concerne les travaux sur les intégrales de chemins, nous pouvons citer les interactions

qui ont une forme classique [51, 52, 62, 63].

Pour notre cas i.e. champ non-Abélien, à l�acception du formalisme donné par Gitman dans

son livre [53] et qui nous allons l�utilisé dans ce travail, ils n�existent pas des calculs explicits des

propagateurs par le formalisme des intégrales de chemins. Notons que se problème fait l�objet

de travail [48] par le calcul de la fonction de Green pour des particules de spin 1
2
en calculant

l�équation de Yang-Mills.

Notons que dans le cas global :

- nous avons omettre la matrice 
5
dans la formulation des intégrales de chemins.

-nous avons donné un soin particulier aux équations classiques.
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2.2.2 Construction de la fonction de Green ~Sg(xb; xa)

La fonction de Green Sg(xb; xa), dont il s�agit de calculer par l�approche global, est par

dé�nition solution de l�équation suivante0B@ � (p̂) + g
8
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(2.45)

où 
�
sont les matrices usuelle de Dirac qui obéissent aux relations

[
�

; 
�

]� = 2g
��

; �; � = 0; 1; 2; 3:

(2.46)

et

p̂� = �i@� :

(2.47)

Par ordre pour déterminer la fonction de Green, nous suivons la méthode [51]. Nous introduisons

les identités pour les variables qui caractérisent le champ non-Abélien.

Au premier lieu connaissons le noyau

Sg(xb ; xa) = < x
b
j ~S j xa >;

(2.48)

qui est un élément de la matrice Sg, solution de l�équation symbolique0B@ � (p̂) + g
8
(k) (b:(k1 :x) + c:(k2 :x))
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(2.49)

Donc nous pouvons écrire ~Sg sous forme exponentielle

~Sg =

1Z
0

d� exp
�
�i�Ĥg (p̂; x̂)

�
;

(2.50)
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avec
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(2.51)

où la prime exprime la dérivation par rapport à (k:x) :

Dans l�espace de con�guration nous avons [11]

~Sg(xb ; xa) =

1Z
0

d� < x
b
j exp (�i�Hg (p̂; x̂)) j xa > :

(2.52)

Maintenant, passons au formulation des intégrales de chemins, où nous suivrons les mêmes

démarches, que nous avons utilisées pour le cas de Klein Gordon.

Donc nous pouvons écrire la fonction de Green par le choix de mid-point

x
k
+ x
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k
;

(2.53)

comme suit
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où T1 et T2 sont les deux produits chronologiques dé�nis par
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et

T2 exp

8<:
�Z
0

�
�
2
�
�
d�

9=; =
R
E2
D�exp

�
i
�
� �L
�#

�	

� exp

8>>><>>>:
�Z
0

��
�: _�

�
� 2i

�
�
2
�
��
d�

+(�(�)�(0))

9>>>=>>>; j
�
0
+�1=#

:

(2.56)

Ils sont introduisent à cause de la présence des matrices  et des opérateurs � qui ne commutent

pas.

Notons que les domaines d�intégrations E1 et E2 sont dé�nis comme suit : E1 = f	(�) tel

que 	(0) + 	(1) = �g ; E2 = f�(�) tel que �(0) + �(1) = #g. �
1
et �

2
sont respectivement les

courants couplés avec les matrices  et les opérateurs �. � et # sont des variables impaires de

Grassmann.
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Dans ce cas, nous avons

~Sg(xb; xa) = exp
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qui est la fonction de Green à calculer par la méthode des intégrales de chemins, où x (�), p (�)

sont des trajectoires d�intégration bosoniques, limités par un paramètre

� 2 [0; 1] ;

(2.58)

	,� et � sont des trajectoires d�intégration fermioniques.

2.2.3 Calcul de la fonction de Green ~Sg(xb; xa)

Avant de passer aux intégrations, notons que l�action dépend des produits (k:x) et (k
i
:x) ;

(i = 1; 2).

Posons

' = (k:x) ; '
i
= (k

i
:x) ;

(2.59)

et essayons de sorte que ' et '
i
jouent un rôle indépendant des produits (k:x) et (k

i
:x) respec-

tivement.
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Nous allons introduire les trois identités (2.23), et par la suite nous allons trouvé
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(2.60)

où la prime maintenant, exprime la dérivation par rapport à ':

Faisons un changement sur p (2.27). Donc nous avons
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(2.61)

avec

b = b('); c = c('):

(2.62)
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Maintenant intégrons par partie le premier terme dans l�action, ensuite intégrons sur tous les

chemins x (�), il apparaisse une fonction de Dirac �( _p). Puis intégrons successivement sur tous

les pn, l�intégrale
Z
Dp se réduit à un simple intégrale

Z
d
4
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(2�)
4

Z
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Z
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4 ;

(2.63)

nous déduisons que le moment de la particule est constant la durée du mouvement de la parti-

cule.

Donc, nous avons
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(2.64)

Maintenant, nous allons posé

�
a
= (k:	a) ;

(2.65)

puis, nous allons introduire l�identité qui caractérise l�interaction spin-champ [50]
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où � et p� sont des variables impaires de Grassmann.

Donc, nous avons
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(2.67)

A ce niveau, il est préférable d�abord, de remplacer les intégrales sur les 	 dans (2.67) par des

intégrales sur les vitesses ! [53]

	(�) =
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(2.68)
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Utilisons l�écriture condensé de Gitman [53]
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l�intégrale (2.70) devient
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par la suite la mesure reste inchangeable i.e. D	 = D!:

Nous obtenons

~Sg(xb; xa) = exp

�
i

�

�L
��

��
exp

�
i

�
�
�L
�#

��
�
Z 1

0

d�

Z
d
4
p

(2�)4
exp

n
ip(x

b
� xa) + i�

�
p
2 �M

2
�o

�
Z
d'

b

Z
d'

a
�('

a
� kxa)

Z
D'

Z
Dp'

�
2Y
i=1

Z
d'

ib

Z
d'

ia
�('

ia
� k

i
xa)

Z
D'

i

Z
Dp'

i

�
Z
d�

a

Z
d�

b

Z
Dp

�

Z
D�

Z
E1

D!�

�
�
a
+
1

2
(k:(! � �))

�Z
E2

D�

� exp

8>>>>>><>>>>>>:
i

�Z
0

d�

26664
� i
2
gp (" � !) � � i

2
gp (" � !) �

�
b:'

1
+ c:'

2

�
+ p

�
_�

+p' ( _'+ 2 (k:p)) + p'
1

�
_'
1
+ 2 (k1p)

�
+ p'

2

�
_'
2
+ 2 (k2p)

�
� i
2
g (p:�)

�
b'

1
+ c'

2

�
� � i

�
�: _�

�
37775

�1
2
(! � " � !) + (�(�):�(0))

9>>>>>>=>>>>>>;
�=#=0

:

(2.73)

Dans le but de simpli�é les calculs, nous allons arrangé l�écriture de (2.73) par l�introduction

d�un changement sur les vitesses ! qui deviennent �! :
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(2.74)
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c�est-à-dire
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La fonction de Green prend la forme

~Sg(xb; xa) = exp
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Il est remarquable de noter au passage que ces changements laisse la mesure inchangeable i.e.

D�! = D!.

A ce moment, il est intéressant de faire une intégration sur les vitesses ! qui possèdent

par dé�nition une fonction de Dirac. Donc nous allons d�abord écrire les fonction de Dirac sous

forme d�intégrale �(�
a
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:



2.2 Propagateur de Dirac : projection globale 40

Nous avons
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où p
�a
est une variable de Grassmann.

Nous observons que les intégrales sur les !
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Donc, après intégration (2.79) se réduit
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Notons que nous avons simpli�é les calculs, grace aux propriétés (1.11) et (1.13).

L�intégration sur les p� donne _� = 0, ce qui signi�e
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i.e. la variable � est constant au bout du temps.
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(2.84)

Faisons une intégration sur les p
�a
, nous pouvons obtenir un résultat essentiel �

a
� 1

2
(k:�) = 0,

ce qui signi�e que �
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b
= 1

2
(k:�) :
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Dans ce cas, la fonction de Green se simpli�é
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L�intégration sur les p' et p'
i
(i = 1; 2), donne encore des fonctions de Dirac

� ( _'+ 2 (k:p)) , �( _'
i
+ 2 (k

i
:p)); (2.86)

et si nous intégrons sur les variables ' et '
i
, nous pouvons remarquer que la seule contribu-

tion essentielle pour la détermination de la fonction de Green est le résultat des équations de

trajectoires suivantes

d'

d�
= �2 (k:p) ;

d'
i

d�
= �2 (k

i
:p) ;

(2.87)

c�est-à-dire

' (�) = �2 (k:p) � + cte; '
i
(�) = �2 (k

i
:p) � + cte:

(2.88)

Maintenant, nous allons introduire les trois représentations d�intégrale de � (2.37). Puis, faisons

le changement inverse du moment p en p�
�
kp'

b

�
�
�
k1p'

1b

�
�
�
k2p'

2b

�
. Ensuite, réintroduisons

(2.56).
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La fonction de Green ~Sg(xb; xa) prend la forme

~Sg(xb; xa) = exp
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(2.89)

A ce niveau, nous allons appliqué sur (2.89) l�opérateur�
exp
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et
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Nous trouverons
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(2.93)

avec


1 (') =

Z '

dtb (t) ; 
2 (') =

Z '
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(2.94)

Notons que nous avons adopté la notation de Dirac ( /a = 
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nous allons trouvé

~Sg(xb; xa) =

Z 1

0

d�

Z
d
4
p

(2�)4
exp

n
ip(x

b
� xa) + i�

�
p
2 �M

2
�o
(� /p+M)

� exp
(
� i
2

Z kxb

kxa

dt
!
�:

 
d
!
m (t)

dt
� !
m (t)

!)

� exp
�
i
�g

2pk

Z kxb

kxa

dt

�
p
h
k
�1

1 (t) + k

�2

2 (t)

i
� g�

4

h
k
�1

1 (t) + k

�2

2 (t)

i2��
� exp

n
�i
�g

2

�
xb

h
k
�1

1 (kxb) + k

�2

2 (kxb)

i
� xa

h
k
�1

1 (kxa) + k

�2

2 (kxa)

i�o
� exp

�
�g

4pk
/k
�h
/k
�1

1 (kxb) + /k

�2

2 (kxb)

i
�
h
/k
�1

1 (kxa) + /k

�2

2 (kxa)

i��
:

(2.96)
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Après intégration sur �, (2.96) se réduit à
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Remarquons que cette forme de ~Sg(xb; xa), n�est pas symétrique par rapport à la position initiale

xa et �nale xb: Pour rendre (2.97) symétrique, nous allons utilisé la propriété
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(2.98)

et à l�aide de (3.60), la fonction de Green ~S(xb; xa) d�une particule de Dirac en mouvement

dans un champ non-Abélien est la suivante :
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2.2.4 Détermination des fonctions d�ondes

Utilisons la théorème de résidus pour les deux pôles

p
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� 1
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(2.100)

nous obtenons le noyau
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(2.101)

L�introduction des opérateurs de projection sur les états d�énergies positives et négatives
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(2.102)

et par l�identi�cation avec la décomposition spectrale [69]

~Sg(xb; xa) = �i�(t
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les fonctions d�ondes normalisées de la particule et l�anti-particule respectivement, dans un

champ non-Abélien sont données
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et

	�s;p(x) =
1

(2�)
3
2

(
M

p0
)
1
2

�
1� �g

4pk
/k
h
/k
�1

1 (kxa) + /k

�2

2 (kxa)

i�
v(p; s)

� exp
n
i
�g

2
xa

h
k
�1

1 (kxa) + k

�2

2 (kxa)

io
� exp

8><>:
�ipx� i

2

R kxb
kxa

dt
!
�:
�
d
!
m(t)
dt

� !
m (t)

�
+ i�g
2pk

R kxb
kxa

dt

�
p
h
k
�1

1 (t) + k

�2

2 (t)

i
� g�

4

h
k
�1

1 (t) + k

�2

2 (t)

i2�
9>=>; ;

(2.105)

où les spineurs u(p; s) et v(p; s) sont solution de l�équation de Dirac libre avec

�u(p; s)u(p; s) = 1 ; �v(p; s)v(p; s) = �1:

(2.106)

2.2.5 Conclusion

Dans cette partie, nous avons traiter par la méthode des intégrales de chemins (approche

dite globale), un problème des particules de Dirac soumise à l�action d�un potentiel non-Abélien

du groupe SU(2) de (3 + 1) dimensions. Nous avons montré la puissance de la méthode des

intégrales de chemins à résoudre des problèmes concrets, par le calcul de la fonction de Green à

l�aide d�un action qui a une forme simple, donc notre problème a trouvé sa solution de manière

simple en utilisant une voie directe.
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Notons que nous avons montré à la �n de cette thèse que les fonctions � de Dirac qui appa-

raissent au bout des calculs ont exactement le même argument que les équations du mécanique

classique (voir Annexe 2).

2.3 Propagateur de Dirac : projection locale

2.3.1 Introduction

Derrière cette partie, nous proposons de déterminer la fonction de Green pour des particules

de Dirac de masse M , en interaction avec un champ non-Abélien A
a

�
du groupe SU(2) donné

par les deux équations (1.8) et (1.9).

Pour ce là, nous allons utilisé la description des intégrale de chemins pour le noyau de

Fradkin-Gitman. Nous montrons qu�à l�aide de quelques propriétés de ce champ, la fonction de

Green pour une particule spinorielle peut être obtenue analytiquement.

Concernant le point de vue de littérature, nous pouvons voir qu�il existe peut de travail

qui examine le problème de Dirac analytiquement avec solution exacte. Nous pouvons cité, par

exemple les cas simple du champ constant [11], l�onde plane [56, 57], les champs électromagné-

tiques croisés [58, 59], et la combinaison entre un champ électromagnétique homogène constant

avec le champ d�une onde plane [60, 61].

Par le formalisme des intégrales de chemins, nous pouvons cité [51, 52, 62, 63], où les

interactions ont une forme classique.

Pour le cas non-Abélien, en exception du formalise donné par Gitman dans ce livre [53]

où, nous avons utilisé dans cette partie, il n�existe aucun calcul explicite du propagateur par le

formalisme des intégrales de chemins.

Notons que ce problème fait l�objet de Obukhov [48] où il a calculé les fonctions de Green

pour des particules de Dirac (spin 1
2
), en solutionnant l�équation de Yang-Mills.

Nous traitons aussi, dans cette partie le cas des particules de Dirac par une approche dite

locale.
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2.3.2 Construction de la fonction de Green ~Sl(xb; xa)

Nous proposons de calculer la fonction de Green pour des particules de Dirac en mou-

vement dans un champ non-Abélien A
a

�
de forme (1.8) et (1.9) où, nous utilisons l�approche

des intégrales de chemins. La fonction de Green Sl que nous proposons de déterminer par

l�approche locale est solution de l�équation [48]0B@ � (p̂) + g
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(2.107)

où 
�
sont les matrices de Dirac qui obéissent les relations : [

�
; 

�
]� = 2g

��
; �; � = 0; 1; 2; 3:

Par ordre, pour déterminer la fonction de Green, nous suivrons la méthode [51]. Nous

introduisons des identités et des variables qui dépends des caractéristiques du champ non-

Abélien et d�autres sont reliés au spin respectivement.

D�abord, nous savons que le noyau

Sl(xb ; xa) = < x
b
j Ŝl j xa >;

(2.108)

est un élément de matrice de l�opérateur Ŝl, solution de l�équation symbolique0B@ � (p̂) + g
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(2.109)

ou bien

Ŝl =
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5
est introduit pour la raison d�homogénéité ; 

5
= 

0
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3
;
�

5
�2
= �1.
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Donc, nous pouvons écrire Ŝl sous forme exponentielle

~Sl =

1Z
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d�

Z
d� exp

�
�i�Ĥ

l
(�; p̂; x̂)

�
;

(2.111)

où les paramètres � et � représentent respectivement les variables bosoniques et fermioniques

[53], où � véri�e les propriétés

�
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Z
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Z
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(2.112)
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Notons que le prime signi�e la dérivation par rapport au produit (k:x) :

Dans l�espace de con�guration, nous avons [11]

~Sl(xb ; xa) =

1Z
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Z
d� < x
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j exp (�i�H
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(�; p̂; x̂)) j xa > :

(2.114)

Maintenant, passons au formulation des intégrales de chemins. Par ordre, pour construire la

fonction de Green :

D�abord, nous subdivisons l�intervalle [xa; xb] à N petits intervalles égaux de longueur

4� = 1
N
.

Puis, nous insérons les projecteursZ
d
4

x j xihx j= 1;
Z
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4

p j pihp j= 1; hx j pi = 1
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(2.115)
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Ensuite, nous éliminons les opérateurs par l�utilisation des relations

x̂
� j xi = x

� j xi; p̂
� j pi = p

� j pi:

(2.116)

Donc, nous pouvons écrire la fonction de Green on choisissons la prescription de mid-point
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où, le produit T1T2 est introduit à cause de la présence des matrices  et les opérateurs � qui

ne commutent pas. Pour éliminer le produit T1T2 nous insérons (2.55) et (2.56).

Donc, nous allons obtenir
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qui est la fonction de Green à calculer par la méthode des intégrales de chemins.

Avant de passer aux intégrations, notons que l�action dépend des produits (k:x) et (k
i
:x) ;

(i = 1; 2). Donc, nous allons posé ' = (k:x), '
i
= (k

i
:x), puis nous allons joué ' et '

i
un rôle

indépendant des variables (k:x) et (k
i
:x) respectivement.
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2.3.3 Calcul de la fonction de Green ~Sl(xb; xa)

Introduisons les trois identités (2.23) [50, 51, 52], Nous obtenons
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où la prime maintenant, exprime la dérivation par rapport à ':

Faisons un changement sur p par l�introduction de

p
2

= P
2

+ 2p' (k:p) + 2p'
1
(k1p) + 2p'

2
(k2p) :

(2.120)

où la mesure dp reste inchangeable i.e.

dp = dP:

(2.121)



2.3 Propagateur de Dirac : projection locale 53

Donc, nous avons
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avec

b = b('); c = c('):

(2.123)

Intégrons par partie le premier terme dans l�action, puis intégrons sur tous les chemins x (�),

nous obtenons une fonction de Dirac �( _p). Après, nous intégrons successivement sur tous les

chemins pn, l�intégrale
Z
Dp est réduit à un simple intégrale

Z
d
4
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Z
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Z
d
4
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4 ;

(2.124)

nous déduisons que le moment des particules est constant durant le mouvement.
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Nous avons

~Sl(xb; xa) = exp
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(2.125)

Comme nous avons fait déjà pour l�approche globale, nous allons posé

�
a
= (k:	a) ;

(2.126)

puis, nous allons inséré dans (2.125) l�identité qui caractérise l�interaction spin-champ [50]
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Par la suite la fonction de Green prend la forme
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(2.128)

Passons maintenant, aux intégrations sur les vitesses !:

D�abord, il est préférable de remplacer les intégrales sur les 	 par des intégrales sur les !.

Nous allons utilisé ((2.68), (2.69) et (2.72)), comme nous avons fait déjà dans le cas de Dirac

(projection globale).
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La fonction de Green devient
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Ensuite, remplaçons les vitesses ! dans (2.129) par �! comme nous avons fait déjà dans le cas

de Dirac (projection globale) :
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La fonction de Green prend la forme

~Sl(xb; xa) = exp

�
i

�

�L
��

��
exp

�
i

�
�
�L
�#

��Z 1

0

d�

Z
d�

�
Z

d
4
p

(2�)4
exp

n
ip(x

b
� xa) + i�

�
p
2 �M

2
�oZ

E2

D�

�
Z
d'

b

Z
d'

a
�('

a
� kxa)

Z
D'

Z
Dp'

2Y
i=1

Z
d'

ib

Z
d'

ia
�('

ia
� k

i
xa)

Z
D'

i

Z
Dp'

i

�
Z
d�

a

Z
d�

b

Z
Dp

�

Z
D�

Z
E1

D!�

�
�
a
+
1

2
(k(! � �))

�

� exp

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

i

�Z
0

d�

2666666666666666666666666666664

� i
2
g
�
p
�
" � ! � i

�
kp

�

�
� i
�
k1p�

1

�
� i
�
k2p�

2

��
�
�

� i
2
gp
�
" � ! � i

�
kp

�

�
� i
�
k1p�

1

�
� i
�
k2p�

2

��
�
�
b'

1
+ c'

2

�
+p' ( _'+ 2 (k:p)) + p'

1

�
_'
1
+ 2 (k1p)

�
+ p'

2

�
_'
2
+ 2 (k2p)

�

+�

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

�1
2
p
�
" � ! � i

�
kp

�

�
� i
�
k1p�

1

�
� i
�
k2p�

2

��
+ i

4
g

24 " � ! � i
�
kp

�

�
�i
�
k1p�

1

�
� i
�
k2p�

2

�
35 �ta

b
�

0

a
�

b

�
+ i

4
g

24 " � ! � i
�
kp

�

�
�i
�
k1p�

1

�
� i
�
k2p�

2

�
35 � �b'

1
+ c'

2

�
�1
2
(p:�) + i

4
g (��)

�
b'

1
+ c'

2

� �
t
a

b
�a�b

�
�M

2

�
" � !5

+ �
5
�

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
� i
2
g (p:�)

�
b'

1
+ c'

2

�
� + p

�
_� � i

�
�: _�

�

3777777777777777777777777777775
�1
2

�
! � " � ! � 2i (k!) p

�
� 2i (k1!) p�

1
� 2i (k1!) p�

2

�
+ (�(�)�(0))

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
�=#=0

:

(2.133)

Remarquons que nous avons les variables ! dans la fonction � de Dirac. Donc, nous allons écrire

les fonction de Dirac sous forme d�intégrale
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(2.134)

puis, nous allons inséré cette intégrale dans (2.133).
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Nous avons

~Sl(xb; xa) = exp
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(2.135)

Maintenant, nous intégrons d�abord, sur la variable !
5
, nous avons le résultat simple suivant
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Ensuite, nous voyons que les intégrales sur les !
�
(� = 0; 1; 2; 3) ont la formeZ
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Aprés intégration, (2.135) se réduit à
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Notons que nous avons simpli�é les calculs, grace aux propriétés (1.11) et (1.13).

L�intégration sur p� donne

_� = 0 ! �
a
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b
= cst:

(2.140)
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Par la suite, nous avons
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Intégrons sur p
�a
, nous pouvons avoir le résultat essentiel suivant
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(2.142)

Donc la fonction de Green prend la forme simple suivante
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Faisons les intégrations sur les p' et p'
i
(i = 1; 2), nous obtenons des fonctions � de Dirac

� ( _'+ 2 (k:p)) , �( _'
i
+ 2 (k

i
:p) ;

(2.144)

et si nous faisons une intégration sur les variables ', '
i
, nous pouvons voir que la seule contri-

bution pour déterminer la fonction de Green est le résultat des équations de trajectoires

d'

d�
= �2 (k:p) ,

(2.145)
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Ce qui nous permet d�écrire les équations de mouvement suivants
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i
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Maintenant, introduisons les trois représentations d�intégrale de la fonction � (2.37). Puis,

faisons le changement inverse du moment
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Ensuite, réintroduisons (2.56). La fonction de Green ~S(xb; xa) prend la forme
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A ce niveau nous pouvons intégrer sur la variable � [53]. Grâce aux propriétés

�
2

= 0;

Z
d� = 0;

(2.151)

et Z
�d� = 1;

(2.152)
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nous pouvons obtenir le résultat suivant
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Par l�application de l�opérateur�
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sur (2.153), nous déduisons

~Sl(xb; xa) =

Z 1

0

d�

Z
d
4
p

(2�)4
exp

n
ip(x

b
� xa) + i�

�
p
2 �M

2
�o

� exp

8><>: i

(k:p)

0B@ g

64

(p�k)

(k:p)

'
bZ

'
a

d'

�
b
k1
k
+ c

k2
k

�
'
dm(')

d'

1CA
9>=>; :

(2.157)
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puis, enlevons 
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Après intégration sur �; (2.159) se réduit à
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Maintenant, intégrons par partie le terme en exposant, la fonction de Green ~Sl(xb ; xa) prend la
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forme
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où la prime désigne la dérivation par rapport à t:

A l�aide des propriétés (1.13). Puis, par l�utilisation de (2.98) nous pouvons arrangé l�écri-

ture de (2.161). Donc, nous pouvons déduire la forme �nale de la fonction de Green ~Sl(xb; xa)

dans la représentation locale, pour des particules de Dirac en interaction avec un champ non-

Abélien
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où nous avons adopté la notation de Dirac ( /a = 
�
a�):
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Remarquons que ~Sl(xb; xa) donné par (2.162) est symétrique par rapport aux deux positions

initiale xa et �nale xb respectivement.

2.3.4 Détermination des fonctions d�ondes

Utilisons la théorème de résidus pour les deux pôles (2.100), nous obtenons le noyau
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Utilisons (2.102) puis, fesons une identi�cation avec la décomposition du spectre [69]
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les fonctions d�ondes liées à la particule et l�anti-particule, dans un champ non-Abélien sont

respectivement de formes
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et
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où les spineurs u(p; s)

�u(p; s)u(p; s) = 1;

(2.168)

et v(p; s)

�v(p; s)v(p; s) = �1;

(2.169)

sont solution de l�équation de Dirac libre.

2.3.5 Conclusion

Dans cette partie, nous avons calculé par une approche dite locale des intégrales de chemins,

la fonction de Green relié au mouvement des particules de Dirac dans un champ non-Abélien

du groupe SU(2) de (3 + 1) dimensions. Puis nous avons extraire les fonctions d�ondes dans le

cas de l�équation de Dirac exactement comme les résultats obtenus par Obukhov i.e. les deux

équations (13 et 14) de l�article [48].

Par l�utilisation seulement de quelques changements et à l�aide des fonctions � de Dirac qui

apparaissent durant les calculs, nous avons fait aisément les intégrations. Il est remarquable de

noter que ces fonctions � que nous avons déduits ont exactement le même argument que les

équations de la mécanique classique (voire Annexe 3).

Nous pouvons conclure que les trajectoires classiques jouent un rôle essentiel pour la dé-

termination des fonctions de Green pour ce genre de problème.



Chapitre 3

Processus de création de paires de

particules par un champ de jauge de

type non-Abélien

3.1 Introduction

Nous savons déjà, que la physique moderne est basée sur la théorie de jauge. De plus,

nous savons que quelques processus physiques de la chromodynamique quantique sont décrites

par des équations couplées i.e. l�équation de Dirac et l�équation de Yang Mills. En générale, la

solution de ces deux équations est possible sauf pour des cas particuliers, car elles sont besoins

d�une résolution simultanée. Par contre, il existe plusieurs champs qui ont des caractéristiques

particulières i.e. d�une part leurs densité d�énergie est limité et d�autre part, la direction est la

magnitude du vecteur de Poynting sont constants. De plus la magnitude du vecteur de Poynting

est égale à la densité d�énergie.

Les champs qui satisfaire ses critères, sont les champs des ondes planes. Dans, le cas non-

Abélien, ces ondes sons caractérisées par l�équation de mouvement

@�F a
�� + cabcA�bF c

�b = 0;

(3.1)
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où

F a
�� = @�A

a
� � @�A

a
� + cabcAa�A

a
�;

(3.2)

est le champ d�onde plane qui a été discuté par Coleman [49] et la con�guration pour le cas

particulier du groupe SU(2) a été considérée par Obukhov [48], où il a obtenu des solutions

analytiques pour l�équation de Dirac.

Dans ce chapitre, nous allons considéré la même con�guration pour une onde plane non-

Abélienne pour traité le processus création de paires.

Nous pouvons cité quelques travaux concernant ce cas, par exemple [70, 15, 71, 72, 73,

74, 18]. En particulier [11] où une expression analytique a été obtenu pour la probabilité de

création de paires quand le vide est perturbé par un champ électrique constant. Récemment,

la détermination du probabilité quand l�interaction est un champ électrique chromodynamique

qui dépend de temps [75, 76].

L�onde plane non-Abélienne en question, concernant notre travail a la forme [48]

A� = A
a

�
�
a

=
!
A�

!
�;

(3.3)

où

!
A� = k�

(
!
m [(k1 :x) b+ (k2 :x)c] +

1

g

 
d
!
m

d (kx)
� !
m

!)
;

(3.4)

sont les composantes partielles du champ, �
a
=
�
�
1
; �

2
; �

3
�
sont les générateurs du groupe

SU(2), a = (1; 2; 3) sont des index de couleurs, b = b(kx), c = c(kx) et
!
m =

!
m(kx) sont des

fonctions qui dépendent du produit (kx). De plus, elle existe une condition sur
!
m

!
m

2

= 1:

(3.5)

Les quatre vecteurs de polarisation k1, k2 caractérisent les couleurs d�onde et k représente les

quatre vecteurs isotropique de l�onde, g est un constant de couplage.
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De plus, les vecteurs d�onde satis�rent les conditions

k
2

= kk1 = kk2 = k1k2 = 0;

(3.6)

et par conséquent, la condition de Lorentz

@�A
�a

= 0;

(3.7)

est satisfait, pour chaque composante partielle.

Dans ce travail, nous proposons de déterminer la probabilité de création de paires. Nous

allons prendre en considération les particules de Klein Gordon et de Dirac, où le vide est

perturbé par un champ non-Abélien du groupe SU (2) dé�ni par (3.3) et (3.4).

Un calcul similaire de la probabilité, par l�utilisation d�une onde plane non-Abélienne de

forme simple [77] a été performé en accord avec notre approche purement algébrique. Nous

utilisons cette approche pour une forme plus compliquée concernant le champ donné par (3.3)

et (3.4).

D�abord, nous allons démarré notre étude pour le cas des particules de Klein Gordon.

3.2 Création de paires de particules sans spin

3.2.1 Calcul du noyau K(x
b
; x

a
; s)

Le mouvement est décrit par l�équation de Klein Gordon et l�amplitude de transition vide-

vide est donnée par

A(vide� vide) =

Z
D�D��e

i

Z
d4x��Ô

KG
�

;

(3.8)

où

Ô
KG

=
�
p̂+

g

2
A (kx)

�2
�M

2

;

(3.9)
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est l�opérateur de Klein-Gordon.

En accord avec la procédure de well-known, cette amplitude i.e. intégrale multiples, peut

être calculé en considérant les vecteurs propres  
n
avec les valeurs propres �n de ÔKG

comme

suit

Ô
KG
 
n
(x) = �n n

(x) ;

(3.10)

où la décomposition dans la base  
n
soit comme suit

� (x) =
X
n

an n
(x) ;

(3.11)

avec Z
d
4

x �m (x) n (x) = �nm:

(3.12)

Donc, l�amplitude de transition vide-vide égale à

A(vide� vide) = N

Z Y
i

da
i

Y
j

da
�

j
e
i
P
n
jan j

2
�n
=N

Y
n

1

�n
=

N

det Ô
KG

:

(3.13)

Ce qui signi�e queA(vide�vide) est proportionnelle à l�inverse de l�opérateur Ô
KG
. La constante

N est �xé en revenant au cas où l�interaction est nulle.

Par l�utilisation de la formule well-known, le déterminant devient un exponentiel

1

det Ô
KG

= e�tr ln ÔKG ;

(3.14)

et à l�aide de l�égalité

ln
a

b
=

Z +1

0

ds

s

h
eis(b+i0

+) � eis(a+i0
+)
i
;

(3.15)
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nous avons

Acreat: = A(vide� vide) = eiWspin 0 ;

(3.16)

où

W
spin 0

= �i
Z +1

0

ds

s
tr

(
e
is

�
(p̂+ g

2
Â)

2

�M
2
�
� e

is

�
p̂
2

�M
2
�)

;

(3.17)

représente l�action e¤ective pour une particule de Klein Gordon de spin 0 en interaction avec

un champ non-Abélien du groupe SU (2) :

Notons que le symbole tr = trx:tr� signi�é la trace relié à l�espace de con�guration

(
R
d
4
x hxj : jxi ) et aux générateurs de groupe SU (2) ) respectivement:

A partir de la forme de l�amplitude de transition vide-vide, Acreat:, la probabilité est dé�nie

comme suit

Pcreat: = 1� jAcreat:j
2

:

(3.18)

Maintenant, nous allons considéré le conjugué canonique des opérateurs p̂ et x̂

�
x̂� ; p̂�

�
= �ig�� ;

(3.19)

où leurs actions sur les kets j xi etj pi sont dé�nis par

x̂� j xi = x� j xi; p̂� j pi = p� j pi;

(3.20)

Notons que hx j pi = eipx

(2�)
2 représente le produit scalaire, qui nous a permet de faire le pas-

sage entre les ketsj xi et les ketsj pi : Par la suite, le tenseur métrique devient diag
�
g��
�
=

(1;�1;�1;�1):
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Il est claire que l�action e¤ective relié aux particules de Klein Gordon en mouvement dans

un champ non-Abélien est une fonction des éléments diagonaux du noyau K (xb; xa; s)jxb=xa=x
dans l�espace de con�guration. Dans ce cas, le noyau prend la forme

K (xb; xa; s) = � (s) e
is

�
(�i@b+ g

2
Ab)

2

�M
2
�
� (xb � xa)

= � (s) hxb j e
is

�
(p̂+ g

2
Â)

2

�M
2
�
j xai;

(3.21)

où xa et xb représentent respectivement la position initiale et la position �nale de la particule.

Passons maintenant au calcul de cette noyau. D�abord, notons que l�expression de chaque

composante du champ non-Abélien Â dé�nie par les deux équations (3.3) et (3.4), sont multipliés

par �
a
. Donc, nous allons choisir une fonction f (2 � 2) de forme matricielle pour faire des

transformations, soit

f =
1

2

�
1 + �

!
�
!
m (kx)

�
;

(3.22)

où

�
2

= 1:

(3.23)

Cette transformation, modi�ée la forme de Â tel que�
p̂+

g

2
Â
�2
f = p̂

2

f +
g
2

4
Â
2

f + gp̂Âf

=
1

2
p̂
2
�
1 + �

!
�
!
m (kx)

�
+
g
2

8
Â
2
�
1 + �

!
�
!
m (kx)

�
+
1

2
gp̂Â

�
1 + �

!
�
!
m (kx)

�
:

(3.24)

Développons le calcul de (3.24), nous allons trouvé

�
p̂+

g

2
Â
�2
f =

1

2

�
1 + �

!
�
!
m (kx)

�0@p̂2 + g
2

4

 
k�

(
� [k1x)b+ (k2 :x)c] +

1

g

!
�:

 
d
!
m

d (kx)
� !
m

!)!2
1A

+
1

2

�
1 + �

!
�
!
m (kx)

� 
gp̂

 
k�

(
� [k1x)b+ (k2 :x)c] +

1

g

!
�:

 
d
!
m

d (kx)
� !
m

!)!!
:

(3.25)
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Donc, nous pouvons déduire �
p̂+

g

2
Â
�2
f = f

�
p̂+

g

2
Ânew

�2
;

(3.26)

ce qui signi�e que nous avons obtenir à partir de Â� une nouvelle forme du champ non-Abélien

Â�new tel que

Â�new = k�

(
� [k1x)b+ (k2 :x)c] +

1

g

!
�:

 
d
!
m

d (kx)
� !
m

!)
;

(3.27)

qui satisfait la condition de Lorentz @�A
�a

new
= 0.

Notons que l�expression du nouveau champ Â�new a été obtenue par l�utilisation des rela-

tions bien connues �
!
�:~a
��

!
�:~b
�
= ~a:~b+

!
�:
�
~a�~b

�
;

(3.28)

et �
~a�~b

�
� ~c = (~a:~c) :~b�

�
~b:~c
�
:~a;

(3.29)

notons encore que les calculs sont simpli�ées à l�aide des propriétés (3.6) et (3.7). Donc, l�ex-

pression de Ânew ne dépend que d�un seul terme avec les générateurs �
a
.

Maintenant, faisons le développement de l�exponentielle eisÔKG(f:
1
f ) comme suit

eisÔKG(f:
1
f ) = 1 + isÔ

KG

�
f:
1

f

�
+ :::

= f

�
1 + is

��
p̂+

g

2
Ânew (kx̂)

�2
�M

2

�
+ :::

�
1

f
;

(3.30)

par la suite, il est claire que le noyau K prend la forme

K (xb;xa; s) = fb� (s) hxb j e
is

�
(p̂+ g

2
Ânew (kx̂))

2

�M
2
�
j xai

1

fa
:

(3.31)
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Le calcul du propagateur est réduit donc, au détermination du noyau de la particule de Klein

Gordon en interaction avec le nouveau champ non-Abélien Â�new du groupe SU (2) qui a été

construit à partir de Â. La procédure de calcul est la suivante : d�abord, les variables du champ

devient des opérateurs avec leurs conjugués. Ensuite, par l�utilisation de quelque changement,

nous allons obtenir des opérateurs unitaires.

Nous allons démarré par les trois variables du champ kx, k1x et k2x. Pour cela, nous

dé�nitions trois nouveaux opérateurs '̂ ,'̂
1
et '̂

2
comme suit

'̂ = kx̂; '̂
1
= k1x̂ ; '̂

2
= k2x̂;

(3.32)

où leurs actions sur leurs propres kets sont

'̂ j 'i = ' j 'i; '̂
1
j '

1
i = '

1
j '

1
i; '̂

2
j '

2
i = '

2
j '

2
i:

(3.33)

De plus, nous allons associé aux
�
'̂; '̂

1
; '̂

2

�
respectivement, leurs conjugués

�
p̂'; p̂'

1
; p̂'

2

�
tels

que

['̂; p̂'] = i ;
�
'̂; x̂�

�
=
�
'̂; p̂�

�
=
�
p̂'̂; x̂�

�
=
�
p̂'̂; p̂�

�
= 0;

(3.34)h
'̂
1
; p̂'

1

i
= i ;

�
'̂
1
; x̂�
�
=
�
'̂
1
; p̂�
�
=
h
p̂'

1
; x̂�

i
=
h
p̂'

1
; p̂�

i
= 0;

(3.35)h
'̂
2
; p̂'

2

i
= i ;

�
'̂
2
; x̂�
�
=
�
'̂
2
; p̂�
�
=
h
p̂'

2
; x̂�

i
=
h
p̂'

2
; p̂�

i
= 0:

(3.36)

A ce niveau, il est nécessaire d�introduire les trois identités suivantesZ Z
d'

b
d'

a
�('

a
� kxa)�('b

� '
a
� k (x

b
� xa)) =

Z Z
d'

b
d'

a
�('

a
� kxa)h'b

j '
a
i = 1;Z Z

d'
1b
d'

1a
�('

1a
� k1xa)�('1b

� '
1a
� k1 (xb � xa)) =

Z Z
d'

1b
d'

1a
�('

1a
� k1xa)h'1b

j '
1a
i = 1;Z Z

d'
2b
d'

2a
�('

2a
� k2xa)�('2b

� '
2a
� k2 (xb � xa)) =

Z Z
d'

2b
d'

2a
�('

2a
� k2xa)h'2b

j '
2a
i = 1;

(3.37)
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où nous avons adapté la notation bra-ket.

Donc, le noyau prend la forme

K(x
b
; xa ; s) = � (s)

0@ fb
R
d'

b
d'

a
d'

1b
d'

1a
d'

2b
d'

2a
�('

a
� kxa)�('1a

� k1xa)�('2a
� k2xa)

�hx
b
; 'b; '1b

; '
2b
j eis

h
(p̂+ g

2
Ânew)

2�M2
i
j xa ; 'a

; '
1a
; '

2a
i 1
fa

1A :

(3.38)

Maintenant, nous allons introduire un changement sur l�opérateur du moment p̂ comme suit

p̂ ! p̂+ kp̂' + k1 p̂'1 + k2 p̂'2 :

(3.39)

Notons que ce changement laisse le commutateur
�
x̂� ; p̂�

�
inchangeable, et à l�aide des relations

(3.6), nous avons�
p̂+

g

2
Ânew (kx̂)

�2
= p̂

2

+ gp̂Ânew

! p̂
2

+ gp̂Ânew + 2kp̂p̂' + 2k1 p̂p̂'1 + 2k2 p̂p̂'2 + k
2

1
p̂
2

'1
+ k

2

2
p̂
2

'2
:

(3.40)

A ce niveau, nous allons considéré le deuxième et le troisième terme de (3.40). D�abord, nous

remarquons que

2p̂kp̂' + gp̂Ânew = 2p̂kp̂'

 
1 +

1

p̂'

gp̂Ânew

2p̂k

!
;

(3.41)

où l�inverse de l�opérateur p̂' est dé�ni sous forme d�intégrale

1

p̂'
(:) ! i

Z '̂

du (:) ;

(3.42)

Donc, successivement nous avons

1 +
1

p̂'

gp̂Ânew

2p̂k
= 1 + i

g

2p̂k

Z '̂

p̂Ânew

�
u; '̂

1
; '̂

2

�
du;

(3.43)
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et

2p̂kp̂' + gp̂Ânew = 2p̂ke�iŜ1 p̂'e
iŜ1 ;

(3.44)

où

Ŝ1 = +�
g

2

�
'̂
1
B ('̂) + '̂

2
C ('̂)

�
+
1

2

!
�: ~M ('̂) ;

(3.45)

avec

B ('̂) =

Z '̂

dub (u) ; C ('̂) =

Z '̂

duc (u) ; ~M ('̂) =

Z '̂

du

 
d
!
m (u)

du
� !
m (u)

!
:

(3.46)

Utilisons les relations de commutation (3.34), (3.35) et (3.36), nous allons trouvé aisément que

�
p̂+

g

2
Ânew (kx̂)

�2
= e�iŜ1

0@ �
p̂+ kp̂' + k1 p̂'1 + k2 p̂'2

�2
� �gp̂ �A ('̂)

+
(�g)2

4
�A ('̂)

2

� �g
�
B ('̂) k

2

1
p̂'1 + C ('̂) k

2

2
p̂'2

�
1A eiŜ1 ;

(3.47)

où

�A� ('̂) = k�1B ('̂) + k�2C ('̂) :

(3.48)

De plus, si nous introduisons le changement inverse

p̂+ k1 p̂'1 + k2 p̂'2 ! p̂;

(3.49)

nous allons obtenir le résultat�
p̂+

g

2
Ânew (kx̂)

�2
= e�iŜ1

 
p̂
2

+ 2p̂kp̂' � �gp̂ �A (('̂)) +
(�g)

2

4
�A
2

('̂)

!
eiŜ1 :

(3.50)
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Répétons les même procédures, l�expressions précédente peut être réduit à

p̂
2

+ 2p̂kp̂' � �gp̂ �A (('̂)) +
(�g)

2

4
�A
2

('̂) = e�iŜ2
�
p̂
2

+ 2p̂kp̂'

�
eiŜ2 :

(3.51)

Donc, il apparaisse une autre phase dans l�exponentielle

Ŝ2 =
�g

2p̂k

Z '̂

du
�
�p̂ �A (u) + �g

4
�A
2

(u)
�
:

(3.52)

Introduisons, pour la dernière fois le changement inverse

p̂+ kp̂' ! p̂;

(3.53)

et par la suite, l�expression (3.50) se réduit à�
p̂+

g

2
Ânew (kx̂)

�2
= e�i(Ŝ1+Ŝ2)p̂

2

ei(Ŝ1+Ŝ2):

(3.54)

Donc, nous avons réduit la forme du noyau relié au champ Ânew à celle relié au cas libre avec

l�égalité suivante :

hx
b
; '

b
; '

1b
; '

2b
j e

is

�
(p̂+ g

2
Ânew)

2

�M
2
�
j xa ; 'a

; '
1a
; '

2a
i

= hx
b
; '

b
; '

1b
; '

2b
j e�i(Ŝ1+Ŝ2)e

is

�
p̂
2�M

2
�
ei(Ŝ1+Ŝ2) j xa ; 'a

; '
1a
; '

2a
i;

(3.55)

où la somme des deux phases est une fonction des quatre opérateurs p̂, '̂, '̂
1
, '̂

2
et

!
�:

Ŝ1 + Ŝ2 = �
g

2

�
'̂
1
B ('̂) + '̂

2
C ('̂)

�
+
1

2

!
�: ~M ('̂)� �g

2p̂k

Z '̂

du
�
p̂ �A (u)� �g

4
�A
2

(u)
�
:

(3.56)

Maintenant, agissons par les opérateurs '̂,'̂
1
, '̂

2
sur les bras et les kets. L�élément de matrice

de (3.55) est simplement égale à

e�i(Ŝ1b+Ŝ2b)hx
b
; '

b
; '

1b
; '

2b
j e

is

�
p̂
2�M

2
�
j xa ; 'a

; '
1a
; '

2a
iei(Ŝ1a+Ŝ2a);

(3.57)
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où
�
Ŝ
1b
+ Ŝ

2b

�
et
�
Ŝ1a + Ŝ2a

�
sont respectivement des fonctions qui dépendent des variables�

'
b
; '

1b
; '

2b
; '

a
; '

1a
; '

2a

�
et l�opérateur p̂. Par ordre, pour �xer les variables

�
'
b
; '

a
; '

1b
; '

1a
; '

2b
; '

2a

�
respectivement, aux (kx

b
; kxa ; k1xb ; k1xa ; k2xb ; k2xa), nous procédons aux intégrations sur les six

variables ', et à l�aide du fonction � de Dirac, nous allons trouvé

K(x
b
; xa ; s) = fbhxb j e

�i(Ŝ1b+Ŝ2b)e
is
�
p̂2�M2

�
ei(Ŝ1a+Ŝ2a) j xai

1

fa
;

(3.58)

où la phase, maintenant est seulement fonction des opérateurs x̂ et p̂

Ŝ1 + Ŝ2 =
g�

2
x̂ �A (kx̂) +

1

2

!
�: ~M (kx̂)� g�

2p̂k

Z kx̂

du
�
p̂ �A (u)� g�

4
�A
2

(u)
�
:

(3.59)

Il est facile d�éliminer l�opérateur x̂ : il devient respectivement un variable xa et xb quand

il agisse sur le ket j xai et le bras hxb j. Pour éliminer l�opérateur p̂; nous devons d�abord,

inséré la relation de fermeture
R
d
4
p j pihp j= 1. Puis, nous introduisons le produit scalaire

hx j pi = (2�)
�2
eipx.

Finalement, le noyau de relatif aux particules de Klein Gordon K(x
b
; xa ; s) prend la forme

K(x
b
; xa ; s) = fbe

� i
2

R kxb
kxa

du
!
� :

�
d
!
m
du
�!m(u)

�
1

fa
e�i

�g

2 (xb �A(kxb)�xa �A(kxa))

�
Z

d
4
p

(2�)
4 e

i

�
p(xb�xa)+

�
p
2

�M
2
�
s+ �g

2pk

R kxb
kxa

du
�
p �A(u)� g�

4
�A
2
(u)
��
:

(3.60)
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3.2.2 Probabilité de création de paires de particules P
creat:

Maintenant, nous devons prendre la trace, d�abord, pour l�espace de con�guration, ensuite,

pour les générateurs de groupe

tr�trxK = lim
�2!1

tr�

Z
d
4

xK(x; x; s) = lim
�2!1

tr�

Z
d
4

x

Z
d
4
p

(2�)
4 f
1

f
e
i
�
p
2�M2

�
s

= lim
�2!1

e�iM
2

s

Z
d
4

xtr�

�
f
1

f

�Z
d
4
p

(2�)
4 e

ip
2

s = 2e�iM
2

s

Z
d
4

x

Z
d
4
p

(2�)
4 e

ip
2

s

= 2e�iM
2

s

Z
TL3

d
4

x

Z
dp

0
dp

1
dp

2
dp

3

(2�)
4 e

i

��
p
0
�2
�
�
p
1
�2
�
�
p
2
�2
�
�
p
3
�2�

s

=
�i
8�2

e�iM
2

s

s2
TL

3

:

(3.61)

Remarquons, que l�action e¤ective (3.17) est nulle i.e. W
spin 0

= 0. Par la suite, la proba-

bilité de création de paires pour les particules de Klein Gordon est nulle

Pcreat: = 0:

(3.62)

3.2.3 Résultat

Le dernier résultat, montre qu�il est impossible de créer des particules de Klein Gordon de

spin 0 à partir d�une perturbation du vide par un champ non-Abélien du groupe SU (2) dé�ni

par les deux équations (3.3) et (3.4).

3.3 Création de paires de particules de spin 1=2

3.3.1 Calcul du noyau SD (xb; xa; s)

Dans le cas des particules de Dirac, en interaction avec le même genre des champs i.e. champ

non-Abélien du groupe SU (2) de la forme (3.3) et (3.4), l�amplitude de transition vide-vide est
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donné par l�équation

A(vide� vide) =

Z
D
�
 D e

i

Z
d4x

�
 Ô

D
 

;

(3.63)

où  et
�
 sont maintenant, des variables de Grassmann, et

Ô
D
= /̂p+

g

2
/̂A�M;

(3.64)

représente l�opérateur de Dirac.

Notons que nous avons adopté la notation de Dirac ( /̂a = 
�
â�):

Utilisons les mêmes procédures, que nous avons utilisés dans le cas de spin 0, les intégrations

sur les variables
�
 et  donnent

A(vide� vide) ' det Ô
D
:

(3.65)

Concernant, la charge conjugué, le déterminant reste inchangeable, par la suite l�amplitude de

transition vide-vide devient

A(vide� vide) = N
q
det Ô

D
Ô

c

D
= e

iW
spin 1=2 ;

(3.66)

où la constante N soit �xé dans le cas libre.

Comme précédemment, après le changement de la fonction ln à une intégrale sur l�expo-

nentielle (3.15), l�action e¤ective pour une particule de Dirac de spin 1=2 en interaction avec

un champ non-Abélien du groupe SU (2), a la forme

W
spin 1=2

=
i

2
tr ln

p̂
2 �M

2�
/̂p+ g

2
/̂A
�2
�M

2

=
i

2
tr

Z 1

0

ds

s
e�isM

2

0@eis�^/p+ g
2

^/A
�2
� eisp̂

2

1A ;

(3.67)

où le symbole tr = trtr�trx représente le produit des traces reliés respectivement à l�espace de

con�guration, les générateurs du groupe SU(2) et les matrices 
�
de Dirac.
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Il est claire que la détermination de W
spin 1=2

insiste la dé�nition du noyau S
D
donné par

S
D
(xb; xa; s) = hxb j e

is

�
^/p+ g

2

^/A
�2
j xa >;

(3.68)

avec �
/̂p+

g

2
/̂A
�2

= p̂
2

+
g
2

4
Â
2

+ gp̂Â+
g

4
�
��

@�A� �
g

4
�
��

@�A�

=
�
p̂+

g

2
Â
�2
+
g

4
�
��

F�� ;

(3.69)

où

�
��

=
i

2

�

�

; 
��
;

(3.70)

et

F�� = @�A� � @�A� =
!
�
!
m
�
b
�
k�k1� � k1�k�

�
+ c
�
k�k2� � k�k2�

��
=

!
�
!
mT�� ;

(3.71)

représente le tenseur électromagnétique, avec T�� = b
�
k�k1� � k1�k�

�
+ c
�
k�k2� � k�k2�

�
.

Utilisons la même méthode, que nous avons utilisé pour le cas de spin 0, par l�introduction

une autre fois la même fonction f dé�nie par (3.22)�
/̂p+

g

2
/̂A
�2
f =

��
p̂+

g

2
Â
�2
+
g

4
�
��

F��

�
f =

�
p̂+

g

2
Â
�2
f +

�g
4
�
��

F��

�
f:

(3.72)

Passons aux calculs explicites de (3.72).

- Concernant le premier terme : le même calcul est fait pour le cas de Klein Gordon où le

résultat est donné par (3.26).
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- Pour le deuxième terme : nous avons�g
4
�
��

F��

�
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�g
4
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��

F��
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m (kx)

�
=

�g
4
�
��

F��

�
+ �

�g
4
�
��

F��

��
!
�
!
m (kx)

�
=

�g
4
�
��!
�
!
mT��

�
+ �

�g
4
�
��!
�
!
mT��

��
!
�
!
m (kx)

�
=

g

4
�
��
�
!
�
!
mT��

�
+ �

�
!
�
!
mT��

��
!
�
!
m (kx)

�
=

�
1 + �

!
�
!
m (kx)

��g�
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��

T��
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�g�
4
�
��

T��

�
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(3.73)

Donc, nous pouvons obtenir le résultat�
/̂p+

g

2
/̂A
�2
f = f

��
p̂+

g

2
Ânew

�2
+ �

g

4
�
��

T��

�
:

(3.74)

Par ce choix, nous pouvons déduire que le calcul du noyau S
D
peut être réduit à un calcul

concernant le cas de spin 0, avec l�addition d�un seul terme � g
4
�
��
T�� dans l�expression (3.45)

de S1 et par la suite, nous allons obtenir l�égalité suivante

�g

4pk
�
��

k�
�
Bk1� + Ck2�

�
= �i �g

4pk
/k �/A;

(3.75)

avec �/A = 
� �A�, où �A� est donné par (3.48). Notons que les calculs sont simpli�ées grâce aux

(3.6) et (3.7).

Donc, le résultat que nous allons trouvé pour le noyau SD est le même pour le noyau

K(x
b
; xa ; s) (3.60), avec l�addition d�un facteur

e
�g
4pk
/k
�
�/A(kxb)�

�/A(kxa)
�
= 1 +

�g

4pk
/k
��/A (kxb)� �/A (kxa)�

=

�
1 +

�g

4pk
/k �/A (kxb)

��
1� �g

4pk
/k �/A (kxa)

�
:

(3.76)
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Finalement, le noyau relatif aux particules de Dirac S
D
(xb; xa; s) prend la forme

S
D
(xb; xa; s) = fbe

� i
2

R kxb
kxa

du
!
� :

�
d
!
m
du
�!m(u)

�
1

fa
e�i

�g

2 (xb �A(kxb)�xa �A(kxa))

�
Z

d
4
p

(2�)
4

�
1 +

�g

4pk
/k �/Ab

��
1� �g

4pk
/k �/Aa

�
�e

i

�
p(xb�xa)+

�
p
2

�M
2
�
s+ �g

2pk

R kxb
kxa

du
�
p �A(u)� g�

4
�A
2
(u)
��
:

(3.77)

3.3.2 Probabilité de création de paires de particules P
creat:

Après avoir déterminé le noyau SD, il est facile de calculer les traces

trtr�trxSD = tr

0@ �i
8�2

e�iM
2

s

s2
TL

3

1A =
�i
2�2

e�iM
2

s

s2
TL

3

;

(3.78)

ce qui montre que l�action e¤ective est nulle

W
spin 1=2

= 0;

(3.79)

par la suite, la probabilité de création de paires pour des particules de spin 1=2, elle aussi est

nulle

Pcreat: = 0: (3.80)

3.3.3 Résultat

Le dernier résultat, montre qu�il est impossible de créer des particules de Dirac de spin 1=2

à partir d�une perturbation du vide par un champ non-Abélien du groupe SU (2) dé�ni par les

deux équations (3.3) et (3.4).

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons déterminé la probabilité de création de paires pour les deux

cas : particules de Klein Gordon de spin 0, et les particule de Dirac de spin 1=2, à partir
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du vide perturbé par champ d�onde plane non-Abélien. Grâce au transformation (3.22) et par

l�utilisation de quelques changements, nous avons obtenu l�expression des deux noyaux de Klein

Gordon K (xb; xa; s) et de Dirac SD (xb; xa; s), qui sont simplement fonction de produit de deux

facteurs : le premier facteur, contient les générateurs de groupe SU(2) tandis que le deuxième

facteur (si nous prenons la trace ou non des matrices ) contient une fonction Lagrangienne au

voisinage xa ' xb, cette fonction dépend seulement des invariants électromagnétique:

Les calculs sont performés algébriquement, où nous avons montré pour les deux cas spin

0 et spin1=2, que le champ non-Abélien dé�ni par (3.3) et (3.4) est incapable de créer des

particules à partir du vide.

Notons que nous avons donné dans (Annexe 4), des remarques concernant le processus

création de paires. Nous avons clari�é le rôle de la fonction f donné par (3.22). De plus,

nous avons montré que grâce aux quelques approximations, notre calcul et le même trouvé par

Schwinger dans son article [11] concernant le champ constant.



Chapitre 4

Conclusion générale

Dans cette thèse, nous avons fait une étude exacte et détaillée sur le mouvement des

particules libres de Klein Gordon de spin 0 et de Dirac de spin 1
2
, en interactions avec un

champ non-Abélien du groupe SU (2). D�abord, l�étude a été faite par la méthode des intégrales

de chemins. Ensuite, par le processus de création de paires de particules où les calculs sont

performés algébriquement.

Concernant le formalisme des intégrales de chemins, nous avons d�abord, calculé la fonction

de Green ~G (xb; xa) relative aux particules de Klein Gordon, via l�utilisation des shifts et grâce

aux quelques caractéristiques simples dont elles dépend le champ non-Abélien A
a

�
du groupe

SU (2) donné par les deux équations (1.8) et (1.9). Puis, nous avons calculé la fonction de

Green relative aux particules de Dirac en interaction avec le même champ non-Abélien A
a

�
où

nous avons utilisé deux approches. La première approche est dite globale où le Hamiltonien qui

décrit le mouvement des particules est donné par (2.51). La deuxième approche est dite locale

où le mouvement des particules est aussi gouverné par un autre Hamiltonien donné par (2.113).

La seule di¤érence entre les deux approches, c�est qu�il y a un terme supplémentaire (partie

fermionique) dans (2.113) qui dépend des variables fermioniques � qui ont possèdent quelques

propriétés spéci�ques. Nous avons introduire la matrice 
5
pour la raison d�homogénéité.

Il est intéressant, de remarquer que le mouvement des particules de Dirac est décrit par

deux variables : une bosonique et l�autre Grassmannienne (variable de type fermionique). Re-

marquons aussi, que les mouvements sont quadri-dimensionnels. Donc, l�étude par le forma-

lisme des intégrales de chemins, nécessite l�introduction de trois identités qui jouent les rôles



des contraintes i.e. les mouvements deviennent uni-dimensionnels, ce qui nous a permis par la

suite d�extraire des équations identiques à celles de la mécanique classique (Annexe 1, Annexe

2 et Annexe 3).

Concernant le processus de création de paires de particules, nous avons déterminé d�abord,

les deux noyaux K (xb; xa; s) et SD (xb; xa; s) de Klein Gordon (spin 0) et de Dirac (spin 1
2
)

respectivement. Ensuite, nous avons calculé l�amplitude de probabilité (d�ailleurs nulle) en

considérant une paire de particule et d�antiparticule. Ce qui nous a permet d�arracher un résultat

essentielle concernant la perturbation de vide par des champs qui ont des caractéristiques un

peut spéciales i.e. champs de jauge de type non-Abélien du groupe SU(2) (3.3) et (3.4). Ce

genre des champs, ne peut pas créés des paires de particules à partir du vide. C�est ainsi que

les résultats obtenus sont les mêmes trouvé par Schwinger dans son article [11] concernant le

champ constant, où nous avons démontré clairement dans l�Annexe 4, le rôle de la fonction f

dé�nie par la relation (3.22).

Nous pouvons conclure à la �n de ce travail que :

- nous avons apprendre comment calculer les intégrales de chemins par la manipulation des

variables de type bosoniques relatives à la position (mouvement externe) et surtout les variables

de Grassmann relatives à la variable du spin (mouvement interne).

- nous avons réussir à contourner les di¢ cultés rencontrées.

- nous avons apprendre comment maitriser les calculs sur les opérateurs i.e. la commutation

et l�anti-commutation des opérateurs.

- nous avons réussir à gérer des situations où les calculs sont traités d�une manière algé-

brique.

Notons à la �n de ce travail que les calculs sont di¢ cilement maîtrisables, lorsque le champ

extérieur n�a pas une forme standard. Par la suite, trouver des solutions exactes à ce genre de

problèmes soit d�une manière analytique ou d�une manière algébrique devient di¢ cile.
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Annexes

Annexe 1

Nous voulons montrer, que nous pouvons trouver les mêmes équations apparues dans les

fonctions de Klein Gordon, par l�utilisation des équations de mouvement.

En e¤et pour la particule de Klein Gordon de spin 0, nous avons l�action (2.22)

Action1 =

�Z
0

d�

8<: p _x+
�
p
2 �M

2 � ig
4
(b:(k1 :x) + c:(k2 :x))

�
t
a

b
�a�b

�
(k:p)

�
�i
�
�: _�

�
9=; :

(4.1)

D�abord dérivons (4.1) par rapport aux x
�

_p =
�Action1
�x�

! _p+ i
g

4
k

24 �(k1b+ k2c) +
�
k1b

0
(k1 :x) + k2c

0
(k2 :x)

�� �
t
a

b
�a�b

�
+(b:(k1 :x) + c:(k2 :x))

�
t
a

b
�

0

a
�

b
� t

a

b
�a�

0

b

�
35 = 0;

(4.2)

ce qui signi�e p = const:

Ensuite dérivons (4.1) par rapport aux p
�

_x = ��Action1
�p�

= 0! _x+ 2p� i
g

4
k (b:(k1 :x) + c:(k2 :x))

�
t
a

b
�a�b

�
= 0:

(4.3)

Pour les variables de Grassmann

�Action1
��� = 0! �2i _� � i

g

2
k (b:(k1 :x) + c:(k2 :x))

�
t
a

b
�a�b

�
= 0:

(4.4)
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Multiplions les équations précédentes par k� et k�i(i = 1; 2), nous trouvons

(k: _p) = 0! (k:p) = const;

(4.5)

(k: _x) = �2 (k:p)! _' = �2 (k:p) ;

(4.6)

k
i

�
x = �2 (k

i
:p)! _'

i
= �2 (k

i
:p) :

(4.7)

De plus
�
k: _�
�
= 0:

Annexe 2

Nous voulons montrer, que nous pouvons trouver les mêmes équations apparues dans les

fonctions de Dirac (approche globale), par l�utilisation des équations de mouvement.

En e¤et pour la particule de Dirac de spin 1
2
, nous avons l�action (2.57)

Action2 =

�Z
0

d�

8>>><>>>:
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9>>>=>>>; :

(4.8)

D�abord dérivons (4.8) par rapport aux x
�

_p =
�Action2
�x�
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(4.9)

ce qui signi�e p = const:
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Ensuite dérivons (4.8) par rapport aux p
�

_x = ��Action2
�p�

! _x+ 2p� i
g

4
k (b:(k1 :x) + c:(k2 :x))

�
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b
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Pour les variables de Grassmann
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(4.12)

Multiplions les équations précédentes par k� et k�i(i = 1; 2), nous trouvons

(k: _p) = 0! (k:p) = const;

(4.13)

(k: _x) = �2 (k:p)! _' = �2 (k:p) ;

(4.14)
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= �2 (k
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(4.15)

de plus
�
k: _	
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= 0 et

�
k: _�
�
= 0:
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Annexe 3

Nous voulons montrer, que nous pouvons trouver les mêmes équations apparues dans les

fonctions de Dirac (approche locale), par l�utilisation des équations de mouvement.

En e¤et pour la particule de Dirac de spin 1
2
, nous avons l�action (2.118)
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D�abord dérivons (4.16) par rapport aux x
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�
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b
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+ig
8
k
�
(k1b+ k2c) +

�
k1b

0
(k1 :x) + k2c

0
(k2 :x)

�� �
t
a

b
�a�b

�
+ig

8
k (b:(k1 :x) + c:(k2 :x))

�
t
a

b
�

0

a
�

b
� t

a

b
�a�

0

b

�
1CCCA = 0

! _p = 0;

(4.17)

ce qui signi�e p = const:

Ensuite dérivons (4.16) par rapport aux p
�

_x = ��Action3
�p�

! _x+ 2p� i
g

4
k (b:(k1 :x) + c:(k2 :x))

�
t
a

b
�a�b

�
+ i

g

4

��
t
a

b
�

0

a
�

b

��
(k:	)	� �	 = 0:

(4.18)
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Pour les variables de Grassmann

�Action3
�	� = 0

! �2i _	� i

4

�
1

4

�
t
a

b
�

0

a
�

b

�
+ g (b:(k1 :x) + c:(k2 :x))

�
t
a

b
�a�b

��
((k:	) p� (p:	) k)

��
�
�p+ i

32
(k:	)

�
t
a

b
�

0

a
�

b

�
k + i

g

8
k (b:(k1 :x) + c:(k2 :x))

�
t
a

b
�a�b

��
= 0;

(4.19)

de plus

�Action3
�	5 = 0! �2i _	5

= �M�! 	
5

= � i
2
M�� + const;

(4.20)

et

0 =
�Action3
���

! 0 = �2i _� � i
g

2
k (b:(k1 :x) + c:(k2 :x))

�
t
a

b
�a�b

�
� i

8

�
t
a

b
�a�b

�
(k:	) p

��
�

i

16
(k:	)	 + i

g

4
(b:(k1 :x) + c:(k2 :x)) k

��
t
a

b
�a�b

�
:

(4.21)

Multiplions les équations précédentes par k� et k�i(i = 1; 2), nous trouvons

(k: _p) = 0! (k:p) = const;

(4.22)

(k: _x) = �2 (k:p)! _' = �2 (k:p) ;

(4.23)

k
i

�
x = �2 (k

i
:p)! _'

i
= �2 (k

i
:p) ;

(4.24)

de plus
�
k: _	
�
= 0 et

�
k: _�
�
= 0:



Annexes 93

Annexe 4

Par ordre, pour clari�é le rôle de la fonction f dé�nie par (3.22), nous allons retourné

aux équations (3.60) et (3.77) qui représentent les deux noyaux de Klein Gordon et de Dirac

respectivement. Nous allons procédé aux intégrations sur les p, dans le but d�écrire K (xb; xa; s)

ou SD (xb; xa; s) sous une forme plus approprié.

Pour cela, nous allons introduire l�identitéZ
d!� (! � pks) =

Z
d!
dp!
2�

eip!(!�pks) = 1;

(4.25)

dans l�expression (3.77): Nous allons obtenir

S
D
(xb; xa; s) = fbe

� i
2

R kxb
kxa

du
!
� :

�
d
!
m
du
�!m(u)

�
1

fa
e�i

�g

2 (xb �A(kxb)�xa �A(kxa))

�
Z

d
4
p

(2�)
4

Z
d!

Z
dp!
2�

�
1 +

�gs

4!
/k �/Ab
��
1� �gs

4!
/k �/Aa
�

�ei
n
p!(!�pks)+p(xb�xa)+

�
p
2�M2

�
s+ �gs

2!

R kxb
kxa

du
�
p �A(u)� g�

4
�A
2
(u)
�o
:

(4.26)

L�identité (4.25) ségni� que

! � pks = 0! pk =
!

s
:

(4.27)

Puis, faisons le changement p! p+ 1
2
kp! . Les trois termes qui dépends de p dans l�exposent

de l�exponentielle devient

p! (! � pks) + p (xb � xa) +
�
p
2

�M
2
�
s

! p!

�
! �

�
p+

1

2
kp!

�
ks

�
+

�
p+

1

2
kp!

�
(xb � xa) +

 �
p+

1

2
kp!

�2

�M
2

!
s

= p!

�
! � pks+

1

2
kp!ks

�
+ p (xb � xa) +

1

2
kp! (xb � xa) +

�
p2 + pkp! + (kp!)

2

�M
2
�
s

= p!! � pkp!s+ p (xb � xa) +
1

2
kp! (xb � xa) +

�
p
2 �M

2
�
s+ pkp!s

= p!

�
! +

1

2
k (xb � xa)

�
+ p (xb � xa) +

�
p
2 �M

2
�
s;

(4.28)
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les autres termes restes inchangeables.

Par la suite, le noyau devient

SD (xb; xa; s) = fbe
� i
2

R kxb
kxa

du
!
� :

�
d
!
m
du
�!m(u)

�
1

fa
e�i

�g

2 (xb �A(kxb)�xa �A(kxa))

�
Z

d
4
p

(2�)
4

Z
d!
dp!
2�

�
1 +

�gs

4!
/k �/Ab
��
1� �gs

4!
/k �/Aa
�

�ei
n
p!(!+ 1

2
k(xb�xa))+p(xb�xa)+

�
p
2�M2

�
s+ �gs

2!

R kxb
kxa

du
�
p �A(u)� g�

4
�A
2
(u)
�o
:

(4.29)

Maintenant, nous allons performé les intégration sur les p! : il apparue une fonction de Dirac

�
�
! + 1

2
k (xb � xa)

�
S
D
(xb; xa; s) = fbe

� i
2

R kxb
kxa

du
!
� :

�
d
!
m
du
�!m(u)

�
1

fa
e�i

�g

2 (xb �A(kxb)�xa �A(kxa))

�
Z

d
4
p

(2�)4

Z
d!

2�
�

�
! +

1

2
k (xb � xa)

��
1 +

�gs

4!
/k �/Ab
��
1� �gs

4!
/k �/Aa
�

�e
i

�
p(xb�xa)+

�
p
2

�M
2
�
s+ �gs

2!

R kxb
kxa

du
�
p �A(u)� g�

4
�A
2
(u)
��
;

(4.30)

intégration sur !, nous avons le résultatZ
d!

2�
�

�
! +

1

2
k (xb � xa)

��
1 +

�gs

4!
/k �/Ab
��
1� �gs

4!
/k �/Aa
�
e
i
n
�gs
2!

R kxb
kxa

du
�
p �A(u)� g�

4
�A
2
(u)
�o

=

�
1� �gs

2k (xb � xa)
/k �/Ab

��
1 +

�gs

2k (xb � xa)
/k �/Aa

�
e
i

�
� �gs

k(xb�xa)

R kxb
kxa

du
�
p �A(u)� g�

4
�A
2
(u)
��
:

(4.31)

Donc, SD se réécrit

S
D
(xb; xa; s) = fbe

� i
2

R kxb
kxa

du
!
� :

�
d
!
m
du
�!m(u)

�
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fa
e�i
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2 (xb �A(kxb)�xa �A(kxa))
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�
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4
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(2�)
4 e
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�
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�
(xb�xa)� �gs

k(xb�xa)
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kxa
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��
e
i

��
p
2�M2

�
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(�g)2s

4k(xb�xa)

R kxb
kxa

du �A
2
(u)

�

(4.32)
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ou bien

S
D
(xb; xa; s) = fbe

� i
2

R kxb
kxa

du
!
� :

�
d
!
m
du
�!m(u)

�
1

fa
e�i

�g

2 (xb �A(kxb)�xa �A(kxa))

�
�
1� �gs

2k (xb � xa)
/k �/Ab

��
1 +

�gs

2k (xb � xa)
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�
�
Z
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(2�)
4 e

i
�
p
2
s+pX
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e
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�
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4k(xb�xa)
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du �A
2
(u)

�
;

(4.33)

avec

X = xb � xa �
g�s

k (xb � xa)

Z kxb

kxa

du �A (u) :

(4.34)

Donc, la fonction qui dépend de p devient une Gaussienne, c�est ainsi que le résultat de l�inté-

gration est bien déterminéZ
d
4

pe
i
�
p
2
s+pX

�
= �i

��
s

�2
exp

(
�iX

2

4s

)

= �i
��
s

�2
e

i

8>>><>>>:
� (�g)2s

4

�
1

k(xb�xa)
R kxb
kxa

du �A (u)
�2

� (xb�xa)2
4s

+
�g

2
1

k(xb�xa)
R kxb
kxa

du (xb � xa) �A (u)

9>>>=>>>;
:

(4.35)

Nous avons

S
D
(xb; xa; s) =

�i
(4�s)

2 fbe
� i
2

R kxb
kxa

du

�
!
� :

�
d
!
m
du
�!m(u)

��
1
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e�i

�g

2 [xb �A(kxb)�xa �A(kxa)]
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�

�e

i

8>>>><>>>>:
�M 2

s� (xb�xa)2
4s

+
�g

2
1

k(xb�xa)
R kxb
kxa

du (xb � xa) �A (u)

+ (�g)
2
s

4

�
1

k(xb�xa)
R kxb
kxa

du �A
2
(u)�

�
1

k(xb�xa)
R kxb
kxa

du �A (u)
�2�

9>>>>=>>>>;
:

(4.36)

A ce niveau, nous allons considéré une approximation de SD au voisinage de xa ' xb. Utilisons

le développement autour du mid-point �x = xb+xa
2

et les propriétés de l�onde plane, les termes
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de l�équation (4.36) deviennent respectivement

(g�)
2

s

4k (xb � xa)

"Z kxb

kxa

du �A
2

(u)� 1

k (xb � xa)
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�2#

=
(g�)

2

s
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�Z kxb

kxa

du �A� (u) �A� (u)�
1

k (xb � xa)

�Z kxb

kxa

du �A� (u)

��Z kxb

kxa

du �A� (u)

��
' (g�)

2

s

4k (xb � xa)

��
� 1
12
k (xb � xa)
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(xb � xa)

�

k� �A
0

�
(�u) �A

0�
(�u) k

�

(xb � xa)�

�
= �(g�)

2

s

48
(xb � xa)

� �F�� (�u) �F
��

(�u) (xb � xa)�

= �g
2
s

48
(xb � xa)

�

F��new (�u)F
��

new
(�u) (xb � xa)� ;

(4.37)

�
1� �gs
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/k �/Ab

��
1 +

�gs

2k (xb � xa)
/k �/Aa

�
= 1� �gs

2k (xb � xa)
/k
��/Ab � �/Aa�

= e
� �gs

2k(xb�xa)
/k
�
�/A
b
� �/A

a

�

' e�
�gs
2
/k �/A

0
(�u) = e�i

�gs
4
�
�� �F�� = e�i

gs
4
�
��
Fnew�� (�u);

(4.38)

xb �A (kxb)� xa �A (kxa) ' (xb � xa) �A (�u) + (kxb � kxa)
�
�x �A0 (�u)

�
;

(4.39)

1

k (xb � xa)

Z kxb

kxa

du (xb � xa) �A (u) ' (xb � xa) �A (�u) ;

(4.40)

Z kxb

kxa

du

"
!
�:

 
d
!
m

du
� !
m (u)

!#
' (kxb � kxa)

!
�

 
d
!
m

du
� !
m (�u)

!
;

(4.41)

où �u = k�x et �A0� =
d �A� (�u)
d�u

représente la dérivation et �F �� = @� �A� � @� �A� est le tenseur usuel

relié à �A� donné par (3.48).
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Donc, S
D
(xb; xa; s) se simpli�é

S
D
(xb; xa; s) =

�i
(4�s)

2 fbe
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2
(kxb�kxa)
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��
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�

9>>>=>>>;
;

(4.42)

où

�(xb � xa)
2

4s
� g

2
s

48
(xb � xa)

�

F
new��

(�u)F
��

new
(�u) (xb � xa)

�

= �(xb � xa)
�

4s

"
�
�

�
+
(gs)

2

12
�F �� (�u) �F

��

(�u)

#
(xb � xa)� ;

(4.43)

et 24 � i
2
(kxb � kxa)

!
�
�
d
!
m
du
� !
m (�u)

�
+

�g

2
(xb � xa) �A (�u)

�i �g
2

�
(xb � xa) �A (�u) + (kxb � kxa)

�
�x �A0 (�u)

��
35 = �ig

2
(xb � xa)Anew (�u) :

(4.44)

Donc, l�expression du noyau S
D
relié au champ non-Abélien au voisinage du mid-point xb ' xa

a la forme

S
D
(xb; xa; s) ' �i

(4�s)
2 fbe

�i g
2
(xb�xa)Anew (�u) 1

fa
e

i

8>>><>>>:
�M

2

s� gs
4
�
�� �F (�u)

� (xb�xa)�
4s

h
�
�

�
+ (gs)2

12
�F �� (�u) �F

��
(�u)
i
(xb � xa)�

9>>>=>>>;
:

(4.45)

Grâce à la transformation (3.22), S
D
est une produit de

- premier facteur

f
b
e�i

g
2
(xb�xa)Anew (u) 1

fa

����
xb!xa

! 1;

(4.46)

indépendant du variable s, mais dépend des générateurs du groupe SU (2) où leurs trace égale

à 2 (tr = 2) :
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- deuxième facteur, dépend de variable s, mais indépendant des générateurs du groupe

SU (2), qui a une forme similaire (en exception pour le signe de métrique) à l�expression obtenu

par Schwinger pour un champ constant (Eq.3.12 of [11])

(Eq.3.12 of [11]) =
�i
16�2

1

s2
e�

1
2
tr ln((eFs)�1 sinh(eFs))eif

1
4
(x0�x00)eF coth(eFs)(x0�x00)+ es

2
�Fg;

(4.47)

avec e = g
2
. Si nous prenons l�approximation pour des champs faibles

�
F = �F <<

�
, nous obte-

nons

(4:47)~F<< =
�i
16�2

1

s2
e
i

(
� gs

4
�
�� �F�� (u)�

(xb�xa)
�

4s

"
���+

(gs)
2

12
�F�� (u)

�F
��
(u)

#
(xb�xa)�

)������
u=k�x

:

(4.48)

De plus, grâce au fonction f , les noyaux sont séparé en deux parties, une contient les générateurs

du groupe SU (2), l�autre pour xa ' xb contient la fonction de Lagrange, qui dépend seulement

des invariants électromagnétiques.

La fonctions de Lagrange, est dé�nie à partir de l�action e¤ective par la relation

W =

Z
d
4

xL: (4.49)

Maintenant, utilisons les deux équations (3.17) et (3.67), puis contournons les divergences quand

s = 0; ensuite absorbons ces divergences par la normalisation des champs et des charges. La

fonction de Lagrange �nie et l�invariant de jauge pour un champ constant [11] (aprés qu�on

prend la trace sur les matrices ) est égale à

L
spin 1=2

= �
 
1 + 2�

�
g
2

�2
12�2

Z 1

0

ds

s
e�M

2

s

!
F

�2�
�
g
2

�2
8�2

Z 1

0

ds

s3
e�M

2

s

��g
2
s
�2
G
Re cosh g

2
sX

Im cosh g
2
sX

� 1� 2
3

�g
2
s
�2
F
�
;

(4.50)



avec

X = 2 (F + iG)
1=2

;

(4.51)

F = �F��
�F
��

=
1

2

�
!
H

2

�
!
E

2�
;

(4.52)

G =
1

4
�F��

�
�F
��

=
!
E:

!
H:

(4.53)

l�addition du facteur 2 parvient à partir du calcul de la trace du premier facteur de (4.47).

Aprés le développement en séries de 1
M
, nous allons trouvé L

spin 1=2
=�F+2�2�

2
(1=M)

3

45M

h
4F 2

+ 7G
i
+

::: où � = ( g2)
2

4�
.

Les coe¢ cients en fonction de F et G sont plus compatibles avec l�invariant de Lorentz.

Dans notre cas, concernant l�onde plane, la fonction de Lagrange devient nulle quand F = G =0

i.e. L
spin 1=2

���
F=G=0

! 0.

Pour le cas de spin 0, le terme tr
�
e�i

gs
4
�
��
Fnew�� (u)

�
soit absent quand les matrices 

�
soit

abssents. Donc, l�invariant Lagrangien de jauge total the total est (Eq.3.54 of [11])

L
spin 0

= �F+2�
�
g
2

�2
16�2

Z 1

0

ds

s3
e�M

2

s

��g
2
s
�2
G 1

Im cosh g
2
sX

� 1 + 1
3

�g
2
s
�2
F
�
;

(4.54)

et après, le développement en séries de 1
M
, les coe¢ cients compatible avec l�invariant de Lorentz,

sont nuls pour l�onde plane. Nous avons

L
spin 0

= �F + 2� 2�
2
(1=M)

3

90M

�
7

4
F 2

+ G
�
+ :::

�����
F=G=0

:

(4.55)
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Abstract. A SU(2) non-Abelian plane wave group is used to study the process of pair creation of particles
of spin 0 and 1/2. Using the plane wave properties and some shifts and by algebric calculation, it is shown
that in both cases of spin 0 and 1/2 the effective actions and the probabilities are null, i.e. no particles
pair can be created from vacuum with such a field.

1 Introduction

It is well known that the basis of the modern physics is the gauge theory and that some physical processes, in quantum
chromodynamics for example, are described by coupled equations such as Dirac and Yang-Mills equations. In general,
the solution of these two equations is possible only for particular cases of configurations because a simultaneous
resolution is required. However, among configurations there are fields which have particular characteristics as bounded
energy density, the direction and the magnitude of the Poynting vector, respectively, constant and equal to the energy
density. These fields are plane waves. In non-Abelian case, from the motion equation

∂μF a
μν + cabcAμbF c

μb = 0,

where
F a

μν = ∂μAa
ν − ∂νAa

μ + cabcAa
νAa

μ,

is the strength field, their characteristics have been discussed by [1] and the configuration in the particular case of
SU(2) group has been considered by Obukhov [2] who obtained analytical solutions for the Dirac equation.

In the present paper, it appears useful for us to consider this same configuration of the non-Abelian plane wave in
the process of pair creation, known to be the one of the most important in physics. It is important to mention some
works on this process, for example [3–9], and in particular [10], where an analytical expression has been obtained for the
probability of pair creation when the vacuum is perturbed by a constant electric field and recently the determination
of the probability when the interaction is a time-dependent electric chromodynamics field [11,12].

The non-Abelian plane wave in question, which is taken in consideration in the present work, has the following
form [2]:

Aμ = Aa
μ
σa =

→
Aμ

→
σ , (1)

where
→
A

μ
= k

μ

{
→
m [(k1x) b + (k2x)c] +

1
g

(
d
→
m

d(kx)
× →

m

)}
(2)

are the partial components of the field, σa = (σ1, σ2, σ3) the SU(2) generators of the group, a = (1, 2, 3) the color
index, b = b(kx), c = c(kx) and

→
m =

→
m(kx) functions of the product kx only, in addition to the following condition

on
→
m:

→
m

2
= 1. (3)

a e-mail: lyazidchetouani@gmail.com
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The 4-polarization vectors k1 , k2 and k characterize the color wave and the 4-isotropic vector. The coupling g is a
constant.

Furthermore, the wave vectors are as follows:

k2 = kk1 = kk2 = k1k2 = 0, (4)

and, consequently, the Lorentz condition
∂

μ
A

μa

= 0 (5)

is satisfied for each partial component.
In this paper, our purpose is to determine the probability of pair creation by considering the Klein-Gordon and

Dirac particles when the vacuum is perturbed by the non-Abelian field SU(2) defined by eqs. (1) and (2). A similar
calculation of the probability, using a plane wave non-Abelian with a simplest form [13] has been performed according
to our purely algebraic approach. We use this approach for the more complicated form of field given by eqs. (1) and (2).

First, let us begin by the Klein-Gordon particles.

2 Pair creation of spinless particles

The motion is described by the Klein-Gordon equation and the vacuum-vacuum transition amplitude is given by the
following expression:

A(vac.-vac.) =
∫

DφDφ∗ei
R

d4xφ∗ÔKGφ, (6)

where ÔKG = (p̂ + g
2A(kx))2 − M2 is the Klein-Gordon operator.

According to the well-known procedure, this amplitude (multiple integral) can be calculated by considering the
eigenvectors ψn and its corresponding eigenvalues λn of the operator ÔKG,

ÔKGψn(x) = λnψn(x),

and the decomposition on the basis ψn

φ(x) =
∑

n

anψn(x),

with ∫
d4xψ∗

m(x)ψn(x) = δnm.

Thus, the vacuum-vacuum amplitude is simply equal to

A(vac.-vac.) = N

∫ ∏
i

dai

∏
j

da∗
je

i
P

n |an|2λn

= N
∏
n

1
λn

=
N

det ÔKG

,

i.e. A is inversely proportional to the determinant of the operator ÔKG. The constant N is fixed by reference to the
case without interaction.

By using the familiar formula, the determinant det ÔKG = etr ln ÔKG is converted to an exponential and using the
following equality:

ln
a

b
=
∫ +∞

0

ds

s

[
eis(b+i0+) − eis(a+i0+)

]
.

We obtain
Acreat. = A(vac.-vac.) = eiWspin 0 , (7)

where

Wspin 0 = −i

∫ +∞

0

ds

s
tr
{

e
is
“

(p̂+ g
2 Â)2−M2

”

− eis(p̂2−M2)
}

. (8)

This is the effective action.
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The symbol tr = trx · trσ is the trace related to the configuration space (
∫

d4x〈x|(·)|x〉) and to generators of the
group SU(2).

From the vacuum-vacuum amplitude Acre, the probability is defined as follows:

Pcreat. = 1 − |Acre|2. (9)

Let us now consider the canonically conjugate operators p̂ and x̂,[
x̂

μ
, p̂

ν

]
= −ig

μν
. (10)

Its action on the kets |x〉 and |p〉 is defined by

x̂
μ
|x〉 = x

μ
|x〉, p̂

μ
|p〉 = p

μ
|p〉, (11)

with 〈x|p〉 = eipx

(2π)2 the scalar product in order to perform the passage |x〉 → |p〉. The metric tensor is diag(g
μν

) =
(1,−1,−1,−1).

It is clear that the effective action related to the KG particle in the non-Abelian field is a function of the diagonal
element of the kernel K(xb, xa; s)|xb=xa=x (in the configuration space). The kernel is given by the following expression:

K(xb, xa; s) = θ(s)eis
h

(−i∂b+
g
2 Ab)2−M2

i

δ (xb − xa)

= θ(s)
〈

xb

∣∣∣∣eis
h

(p̂+ g
2 Â)2−M2

i

∣∣∣∣xa

〉
, (12)

with xa and xb the initial and final positions of the particle, respectively.
Let us proceed to the calculation of this kernel.
First, it can be noted, in Â, (eqs. (1) and (2)) that component is multiplied by σa. Let us choose the following

matricial transformation f (2 × 2), whose role will be specified later:

f =
1
2

(
1 + τ

→
σ

→
m(kx)

)
; τ2 = 1. (13)

It modifies Â into Ânew according to (
p̂ +

g

2
Â
)2

f = f
(
p̂ +

g

2
Ânew

)2

, (14)

where

Âμnew = kμ

{
τ [k1x)b + (k2x)c] +

1
g

→
σ ·
(

d
→
m

d(kx)
× →

m

)}
. (15)

This is the new non-Abelian field which also satisfies the Lorentz condition. It is important to note that there is only
one term with the generators σa.

The expression of Âμnew is obtained by using the well-known relations

(→
σ · →a

)(→
σ ·

→
b

)
=

→
a ·

→
b +

→
σ ·
(

→
a ×

→
b

)
,

and (
→
a ×

→
b

)
× →

c =
(→

a · →c
)
·
→
b −

(
→
b · →c

)
· →a .

From the following development:

eisÔKG(f · 1
f ) = 1 + isÔKG

(
f · 1

f

)
+ . . .

= f

(
1 + is

[(
p̂ +

g

2
Ânew(kx̂)

)2

− M2

]
+ . . .

)
1
f

,

it is obvious that the kernel becomes

K(xb,xa; s) = fbθ(s)〈xb|eis
h

(p̂+ g
2 Ânew(kx̂))2−M2

i

|xa〉
1
fa

, (16)
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and its calculation is reduced to the determination of the kernel with the field Âμnew instead Â.
The procedure of the calculation is as follows: First, the variables of the field are converted into operators and their

conjugate operators are introduced. Then, by using some shift, the unitary operators appear.
Let us begin by the three variables kx, k1x and k2x of the field. For this, we define three new operators ϕ̂, ϕ̂1 and

ϕ̂2 as follows:
ϕ̂ = kx̂; ϕ̂1 = k1 x̂; ϕ̂2 = k2 x̂, (17)

whose action on their respective kets is

ϕ̂|ϕ〉 = ϕ|ϕ〉; ϕ̂1|ϕ1〉 = ϕ1|ϕ1〉; ϕ̂2|ϕ2〉 = ϕ2|ϕ2〉.

In addition, we associate (ϕ̂, ϕ̂1, ϕ̂2) to their conjugates (p̂ϕ, p̂ϕ1 , p̂ϕ2), respectively,

[ϕ̂, p̂ϕ] = i,[
ϕ̂, x̂

μ

]
=
[
ϕ̂, p̂

μ

]
=
[
p̂ϕ̂, x̂

μ

]
=
[
p̂ϕ̂, p̂

μ

]
= 0,

and the same relations for (ϕ̂1, p̂ϕ̂1) and (ϕ̂2, p̂ϕ̂2).
At this level, it is useful to introduce the following three identities, one for each new variable:∫∫

dϕ
b
dϕ

a
δ(ϕ

a
− kx

a
)δ(ϕ

b
− ϕ

a
− k (x

b
− x

a
)) =

∫∫
dϕ

b
dϕ

a
δ(ϕ

a
− kx

a
)〈ϕb|ϕa

〉 = 1,∫∫
dϕ1b

dϕ1a
δ(ϕ1a

− k1xa
)δ(ϕ1b

− ϕ1a
− k1 (x

b
− x

a
)) =

∫∫
dϕ1b

dϕ1a
δ(ϕ1a

− k1xa
)〈ϕ1b

|ϕ1a
〉 = 1,∫∫

dϕ2b
dϕ2aδ(ϕ2a − k2xa)δ(ϕ2b

− ϕ2a − k2 (x
b
− xa)) =

∫∫
dϕ2b

dϕ2aδ(ϕ2a − k2xa)〈ϕ2b
|ϕ2a〉 = 1, (18)

where we have adopted the bra-ket notation.
Then, the kernel takes the following form:

K(x
b
, x

a
; s) = θ(s)fb

∫
dϕ

b
dϕ

a
dϕ1b

dϕ1a
dϕ2b

dϕ2a
δ(ϕ

a
− kx

a
)δ(ϕ1a

− k1xa
)δ(ϕ2a

− k2xa
)

×
〈

x
b
, ϕb, ϕ1b

, ϕ2b

∣∣∣∣eis
h

(p̂+ g
2 Ânew)2−M2

i

∣∣∣∣xa , ϕa , ϕ1a , ϕ2a

〉
1
fa

. (19)

Now, let us perform the following shift:

p̂ → p̂ + kp̂
ϕ

+ k1p̂ϕ1
+ k2p̂ϕ2

. (20)

As the commutator [x̂μ , p̂ν ] remains unchanged and using the relation (4) we obtain

(
p̂ +

g

2
Ânew(kx̂)

)2

= p̂2 + gp̂Ânew

→ p̂2 + gp̂Ânew + 2kp̂p̂ϕ + 2k1p̂p̂ϕ1
+ 2k2p̂p̂ϕ2

+ k2
1 p̂

2
ϕ1

+ k2
2 p̂

2
ϕ2

. (21)

Now, let us consider the second and third terms. First, we remark that

2p̂kp̂
ϕ

+ gp̂Ânew = 2p̂kp̂
ϕ

(
1 +

1
p̂

ϕ

gp̂Ânew

2p̂k

)
, (22)

and that the inverse of p̂
ϕ

is an integral
1
p̂

ϕ

(·) → i

∫ ϕ̂

du(·). (23)

Thus, successively, we have

1 +
1
p̂

ϕ

gp̂Ânew

2p̂k
= 1 + i

g

2p̂k

∫ ϕ̂

p̂Ânew (u, ϕ̂1 , ϕ̂2) du, (24)

and then
2p̂kp̂

ϕ
+ gp̂Ânew = 2p̂ke−iŜ1 p̂

ϕ
eiŜ1 , (25)
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where
Ŝ1 = +τ

g

2
(ϕ̂1B(ϕ̂) + ϕ̂2C(ϕ̂)) +

1
2
→
σ · �M(ϕ̂), (26)

with

B(ϕ̂) =
∫ ϕ̂

dub(u); C(ϕ̂) =
∫ ϕ̂

duc(u) and �M(ϕ̂) =
∫ ϕ̂

du

(
d
→
m(u)
du

× →
m(u)

)
. (27)

Using the commutation relations, it is easy to show the relation (21) is equal to

(21) = e−iŜ1

⎧⎪⎨
⎪⎩

(
p̂ + kp̂

ϕ
+ k1p̂ϕ1

+ k2p̂ϕ2

)2
−τgp̂Ā (ϕ̂) +

(τg)2

4
Ā(ϕ̂)2 − τg

(
B(ϕ̂)k2

1 p̂ϕ1
+ C(ϕ̂)k2

2 p̂ϕ2

)
⎫⎪⎬
⎪⎭ eiŜ1 , (28)

where
Āμ(ϕ̂) = kμ1B(ϕ̂) + kμ2C(ϕ̂), (29)

or, again, by using the inverse shift
p̂ + k1p̂ϕ1

+ k2p̂ϕ2
→ p̂, (30)

we obtain the following result:

(21) = e−iŜ1

(
p̂2 + 2p̂kp̂

ϕ
− τgp̂Ā((ϕ̂)) +

(τg)2

4
Ā(ϕ̂)2

)
eiŜ1 . (31)

By repeating the same procedure, the following expression can be reduced to

p̂2 + 2p̂kp̂ϕ − τgp̂Ā((ϕ̂)) +
(τg)2

4
Ā(ϕ̂)2 = e−iŜ2

(
p̂2 + 2p̂kp̂ϕ

)
eŜ2 , (32)

Thus, it appears in the exponential, another phase

Ŝ2 =
τg

2p̂k

∫ ϕ̂

du
(
−p̂Ā(u) +

τg

4
Ā(u)2

)
. (33)

The inverse shift,
p̂ + kp̂ϕ

→ p̂, (34)

reduces again the expression (31) to
(32) = e−i(Ŝ1+Ŝ2)p̂2ei(Ŝ1+Ŝ2). (35)

Thus, we have reduced the kernel related to Ânew at the one related to the free case with the following link:〈
x

b
, ϕ

b
, ϕ1b

, ϕ2b

∣∣∣∣eis
“

(p̂+ g
2 Ânew)2−M

2”
∣∣∣∣xa

, ϕ
a
, ϕ1a

, ϕ2a

〉
=

〈
x

b
, ϕ

b
, ϕ1b

, ϕ2b

∣∣∣e−i(Ŝ1+Ŝ2)eis(p̂2−M
2
)ei(Ŝ1+Ŝ2)

∣∣∣xa
, ϕ

a
, ϕ1a

, ϕ2a

〉
, (36)

where the sum of two phases is given by

Ŝ1 + Ŝ2 = τ
g

2
[ϕ̂1B(ϕ̂) + ϕ̂2C(ϕ̂)] +

1
2
→
σ · �M(ϕ̂)

− τg

2p̂k

∫ ϕ̂

du
(
p̂Ā(u) − τg

4
Ā(u)2

)
. (37)

This is a function of the four operators p̂, ϕ̂, ϕ̂1 , ϕ̂2 and
→
σ .

By applying the three operators ϕ̂, ϕ̂1 , ϕ̂2 on the bras and kets, the following matrix element of eq. (19) is simply
equal to

e−i(Ŝ1b+Ŝ2b)
〈
x

b
, ϕ

b
, ϕ1b

, ϕ2b

∣∣∣eis(p̂2−M
2
)
∣∣∣xa

, ϕ
a
, ϕ1a

, ϕ2a

〉
ei(Ŝ1a+Ŝ2a), (38)

where Ŝ1b + Ŝ2b and Ŝ1a + Ŝ2a are, respectively, function of variables ϕ
b
, ϕ1b

, ϕ2b
, ϕ

a
, ϕ1a

, ϕ2 and of operator p̂.
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In order to fix the variables (ϕ
b
, ϕ

a
, ϕ1b

, ϕ1a
, ϕ2b

, ϕ2a
), respectively, to (kx

b
, kx

a
, k1xb

, k1xa
, k2xb, k2xa), we proceed

to integrations on the six variables ϕ and thanks to Dirac functions δ, we obtain

K(x
b
, xa ; s) = fb

〈
x

b

∣∣∣e−i(Ŝ1b+Ŝ2b)eis(p̂2−M2)ei(Ŝ1a+Ŝ2a)
∣∣∣xa

〉 1
fa

, (39)

where now the phase is

Ŝ1 + Ŝ2 =
gτ

2
x̂Ā(kx̂) +

1
2
→
σ · �M(kx̂)

− gτ

2p̂k

∫ kx̂

du
(
p̂Ā(u) − gτ

4
Ā(u)2

)
, (40)

is only a function of the operators x̂ and p̂.
The operator x̂ is easy to eliminate: it becomes, respectively, a variable x

a
and xb, when it acts on the ket |x

a
〉

and the bras 〈x
b
|. But it remains the operator p̂.

In order to eliminate p̂, respectively, we insert the projector
∫

d4p|p〉〈p| = 1 and we use the scalar product 〈x|p〉 =
eipx

(2π)2 and finally, the kernel is given by the following expression:

K(x
b
, xa ; s) = fbe

− i
2

R kxb
kxa

du
→
σ ·
“

d
→
m

du ×→
m(u)

”

1
fa

e−i τg
2 (xbĀ(kxb)−xaĀ(kxa))

×
∫

d4p

(2π)4
e

i
n

p(xb−xa)+
(
p
2−M

2
)
s+ τg

2pk

R kxb
kxa

du(pĀ(u)− gτ
4 Ā(u)2)

o

. (41)

Now, we must take the trace, first on the configuration space and then on the generators of the group. We obtain

trσ trx K = lim
τ2→1

trσ

∫
d4xK(x, x; s)

= lim
τ2→1

trσ

∫
d4x

∫
d4p

(2π)4
f

1
f

e
i
“

p
2−M

2”

s

= lim
τ2→1

e−iM
2
s

∫
d4x trσ

(
f

1
f

)∫
d4p

(2π)4
eip

2
s

= 2e−iM
2
s

∫
d4x

∫
d4p

(2π)4
eip

2
s

= 2e−iM
2
s

∫
TL3

d4x

∫
dp0 dp1 dp2 dp3

(2π)4
e

i
“

p
02−p

12−p
22−p

32
”

s

=
−i

8π2

e−iM
2
s

s2
TL3. (42)

It is obvious that the effective action (8) Wspin 0 = 0 and therefore, the probability of pair creation of Klein Gordon
particles is null

Pcreat. = 0. (43)

That means that the non-Abelian field of the SU(2) group is unable to create spinless pairs particles from vacuum.

3 Pair creation of particles of spin 1/2

In the case of Dirac particles in interaction with the same non-Abelian field having the configuration equations (1)
and (2), the vacuum-vacuum transition amplitude is given by

A(vac.-vac.) =
∫

DψDψei
R

d4xψ(ˆ�p+ g
2

ˆ�A−M)ψ, (44)

where now ψ and ψ are variables of Grassmann and Ô = �̂p + g
2
ˆ�A − M (Dirac operator) where ˆ�a = γμâμ.

By using the same procedure as the one used in the case of spin 0, the integrations on ψ and ψ give

A(vac.-vac.) � det Ô.
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In the operation of charge conjugate the determinant remains unchanged, then the vacuum-vacuum transition ampli-
tude becomes

A(vac.-vac.) = N
√

det ÔÔc = eiWspin 1/2 , (45)

where the constant N is fixed by referring to the free case.
As previously done, after having changed the function ln into the integral of the exponential, the effective action

for this case is as follows

Wspin 1/2 =
i

2
tr ln

p̂2 − M2(
ˆ�p + g

2
ˆ�A
)2

− M2

=
i

2
tr
∫ ∞

0

ds

s
e−isM2

(
eis(ˆ�p+ g

2
ˆ�A)2

− eisp̂2
)

, (46)

where the symbol tr = trγ trσ trx is the product of traces related to the configuration space, SU(2) generators of group
and Dirac matrices γμ, respectively.

It is obvious that the determination of Wspin 1/2 requires the knowledge of the kernel SD defined by

SD(xb, xa; s) = 〈xb|eis(ˆ�p+ g
2

ˆ�A)2

|xa〉, (47)

since (
ˆ�p +

g

2
ˆ�A
)2

=
(
p̂ +

g

2
Â
)2

+
g

4
σμνFμν , (48)

where
σμν =

i

2
[γμ, γν ] ,

and
Fμν = ∂μAν − ∂νAμ =

→
σ

→
m
[
b
(
k

ν
k1μ

− k1ν
k

μ

)
+ c
(
k

ν
k2μ

− k
μ
k2ν

)]
=

→
σ

→
mTμν (49)

is the electromagnetic tensor. We use the method related to the case of spin 0 by introducing again the same function
f defined in (13), (

ˆ�p +
g

2
ˆ�A
)2

f = f

[(
p̂ +

g

2
Ânew

)2

+ τ
g

4
σμνTμν

]
. (50)

It is obvious that the calculation of the kernel SD is reduced to the one relative to the case of spin 0 with only an
additional term τ g

4σμνTμν in the expression of S1 (eq. (26)) and having the following form:

τg

4pk
σμνk

ν

(
Bk1μ

+ Ck2μ

)
= −i

τg

4pk
�k¯�A, (51)

and the result is an additional factor in (41),

e
τg
4pk �k(¯�A(kxb)−¯�A(kxa)) = 1 +

τg

4pk
�k
(¯�A(kxb) − ¯�A(kxa)

)
=
(

1 +
τg

4pk
�k¯�A(kxb)

)(
1 − τg

4pk
�k¯�A(kxa)

)
, (52)

that we have factorized and finally the kernel SD takes the following form,

SD(xb, xa; s) = fbe
− i

2

R kxb
kxa

du
→
σ ·
“

d
→
m

du ×→
m(u)

”

1
fa

e−i τg
2 (xbĀ(kxb)−xaĀ(kxa))

×
∫

d4p

(2π)4

(
1 +

τg

4pk
�k¯�Ab

)(
1 − τg

4pk
�k¯�Aa

)

× e
i
n

p(xb−xa)+
“

p
2−M

2”

s+ τg
2pk

R kxb
kxa

du(pĀ(u)− gτ
4 Ā(u)2)

o

. (53)

Having determined SD, it easy to obtain the traces

trγ trσ trx SD = trγ

(
−i

8π2

e−iM
2
s

s2
TL3

)
=

−i

2π2

e−iM
2
s

s2
TL3,

and the effective action is thus trivial
Wspin 1/2 = 0,



Page 8 of 10 Eur. Phys. J. Plus (2015) 130: 42

and therefore the probability of pair creation of particles of spin 1/2 is null

Pcreat = 0. (54)

Consequently, the non-Abelian field of the SU(2) group is again unable to create pairs of Dirac particles from vacuum.

Remark
In order to clarify the role of function f (eq. (13)), let us return to eq. (41) and eq. (53) related to kernels K and

SD and then proceed to the integration on p in view to write SD (or K) in the most appropriate form.
For this, let us introduce the following identity:∫

dωδ(ω − pks) =
∫

dω
dpω

2π
eipω(ω−pks) = 1,

in the expression of SD.
We obtain

SD(xb, xa; s) = fbe
− i

2

R kxb
kxa

du
→
σ ·
“

d
→
m

du ×→
m(u)

”

1
fa

e−i τg
2 (xbĀ(kxb)−xaĀ(kxa))

×
∫

d4p

(2π)4

∫
dω

dpω

2π

(
1 +

τgs

4ω
�k¯�Ab

)(
1 − τgs

4ω
�k¯�Aa

)

× e
i
n

pω(ω−pks)+p(xb−xa)+
“

p
2−M

2”

s+ τgs
2ω

R kxb
kxa

du(pĀ(u)− gτ
4 Ā(u)2)

o

. (55)

Then, let us change p into p + 1
2kpω. The three terms depending on p in the exponent of the exponential become

pω(ω − pks) + p(xb − xa) +
(
p

2 − M
2
)

s →

pω(ω − pks) + p(xb − xa) +
1
2
kpω(xb − xa) +

(
p

2
+ pkpω − M

2
)

s =

pω

(
ω +

1
2
k(xb − xa)

)
+ p(xb − xa) +

(
p

2 − M
2
)

s, (56)

the remaining terms remain unchanged.
Let us perform the integration on pω: it appears as a Dirac function δ(ω + 1

2k(xb − xa)) and after integration on
ω, SD become

SD(xb, xa; s) = fbe
− i

2

R kxb
kxa

du
→
σ ·
“

d
→
m

du ×→
m(u)

”

1
fa

e−i τg
2 (xbĀ(kxb)−xaĀ(kxa))

×
(

1 − τgs

2k(xb − xa)
�k¯�Ab

)(
1 +

τgs

2k(xb − xa)
�k¯�Aa

)

×
∫

d4p

(2π)4
e

i
n

p(xb−xa)+
“

p
2−M

2”

s− τgs
k(xb−xa)

R kxb
kxa

du(pĀ(u)− gτ
4 Ā(u)2)

o

. (57)

Posing X = xb − xa − gτs
k(xb−xa)

∫ kxb

kxa
duĀ(u), the function in p being a Gaussian, then the result of integration is

straightforward and finally SD takes the following form:

SD(xb, xa; s) =
−i

(4πs)2
fbe

− i
2

R kxb
kxa

du
h→

σ ·
“

d
→
m

du ×→
m(u)

”i

1
fa

e−i τg
2 [xbĀ(kxb)−xaĀ(kxa)]

×
{

1 − τgs

2k(xb − xa)
�k¯�Ab

}{
1 +

τgs

2k(xb − xa)
�k¯�Aa

}

×e

i

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

−M
2
s − (xb−xa)2

4s + τg
2

1
k(xb−xa)

∫ kxb

kxa
du(xb − xa)Ā(u)

+ (τg)2s
4

[
1

k(xb−xa)

∫ kxb

kxa
duĀ(u)2 −

(
1

k(xb−xa)

∫ kxb

kxa
duĀ(u)

)2
]
9

>

>

>

>

=

>

>

>

>

;

. (58)
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Now, let us consider the behavior of SD for xa � xb. Using a development around the midpoint x̄ = xb+xa

2 and the
properties of the plane wave, the following terms become:

(gτ)2s
4k(xb − xa)

⎡
⎣∫ kxb

kxa

duĀ(u)2 − 1
k(xb − xa)

(∫ kxb

kxa

duĀ(u)

)2
⎤
⎦ �

− (gτ)2s
48

(xb − xa)μkμĀ′
ν(ū)Ā′ν(ū)kρ(xb − xa)ρ =

− (gτ)2s
48

(xb − xa)μF̄μν(ū)F̄ νρ(ū)(xb − xa)ρ =

−g2s

48
(xb − xa)μFnewμν(ū)F νρ

new(ū)(xb − xa)ρ,(
1 − τgs

2k(xb − xa)
�k¯�Ab

)(
1 +

τgs

2k(xb − xa)
�k¯�Aa

)
=

e
− τgs

2k(xb−xa) �k(¯�Ab−¯�Aa) � e−
τgs
2 �k¯�A′(ū) = e−i τgs

4 σμν F̄μν = e−i gs
4 σμνFnewμν(ū),

xbĀ(kxb) − xaĀ(kxa) � (xb − xa)Ā(ū) + (kxb − kxa)
(
x̄Ā′(ū)

)
,

1
k(xb − xa)

∫ kxb

kxa

du(xb − xa)Ā(u) � (xb − xa)Ā(ū),

∫ kxb

kxa

du

[
→
σ ·
(

d
→
m

du
× →

m(u)

)]
� (kxb − kxa)

→
σ

(
d
→
m

du
× →

m(ū)

)
,

where ū = kx̄ and Ā′
ν = dĀν(ū)

dū is the derivative and F̄μν = ∂μĀν − ∂νĀμ is the usual tensor related to Āμ given by
eq. (29).

Thus, the expression of SD relating to non-Abelian field for xb � xa is

SD(xb, xa; s) � fbe
−i g

2 (xb−xa)Anew(ū) 1
fa

× −i

(4πs)2
e

i

j

−M
2
s− gs

4 σμν F̄ (ū)− (xb−xa)μ

4s

»

δρ
μ+

(gs)2

12 F̄μν(ū)F̄ νρ(ū)

–

(xb−xa)ρ

ff

. (59)

Thus, using the transformation f (eq. (13)), SD is a product of two factors:

– First factor

fbe
−i g

2 (xb−xa)Anew(u) 1
fa

∣∣∣∣
xb→xa

→ 1, (60)

independent of the variable s, but dependent on SU(2) generators group and where its trace is equal to 2.
– Second factor, depending on s, but independent of generators, having a similar form (except for the sign of the

metric) to the expression obtained by Schwinger for constant fields (eq. (3.12) of ref. [10]).
It is important to remind eq. (3.12) of ref. [10] which is

−i

16π2

1
s2

e−
1
2 tr ln((eFs)−1 sinh(eFs))ei{ 1

4 (x′−x′′)eF coth(eFs)(x′−x′′)+ es
2 σF}, (61)

with e = g
2 and by taking its approximation for weak fields (F = F̄ �) we obtain

→
F�

−i

16π2

1
s2

e
i

j

− gs
4 σμν F̄μν(u)− (xb−xa)μ

4s

»

δρ
μ+

(gs)2

12 F̄μν(u)F̄ νρ(u)

–

(xb−xa)ρ

ff∣∣∣∣∣
u=kx̄

. (62)

Thus, using the function f , the kernels have been separated into two parts, the first part contains the generators
of the group SU(2) and the other part contains the Lagrange function, only based on electromagnetic invariants for
xa � xb.

As the Lagrange function is defined from the effective action by the relation

W =
∫

d4xL, (63)
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and by using the eqs. (8) and (46) and after having removed by subtraction a logarithmic divergence at s = 0 and
absorbed this divergence in a renormalization of fields and charges, the finite Lagrange function and gauge invariant
for constant fields [10] (after having taken the trace on matrices γ) is equal to

Lspin 1/2 = −
(

1 + 2 ×
(

g
2

)2
12π2

∫ ∞

0

ds

s
e−M2s

)
F

−2 ×
(

g
2

)2
8π2

∫ ∞

0

ds

s3
e−M2s

[(g

2
s
)2

G
Re cosh g

2sX

Im cosh g
2sX

− 1 − 2
3

(g

2
s
)2

F
]

, (64)

with X = 2(F + iG)1/2, F = F̄μνF̄μν = 1
2

(→
H

2

−
→
E

2)
, G = 1

4 F̄μν

∼
F̄

μν

=
→
E ·

→
H.

The added factor 2 comes from the trace of the first factor of eq. (60).
After development in series of 1

M , Lspin 1/2 becomes

Lspin 1/2 = −F + 2 × 2α2(1/M)3

45M

[
4F2 + 7G

]
+ . . . , (65)

where α = ( g
2 )2

4π .
The coefficients, function of F and G are well compatible with the Lorentz invariance. For our plane wave all the

terms of the above series disappear
Lspin 1/2

∣∣
F=G=0

→ 0. (66)

For the case of spin 0, the term tr(e−i gs
4 σμνFnewμν(u)) being absent since there are no matrices γμ, the total

Lagrangian, gauge invariant, is ((eq. (3.54) of ref. [10])

Lspin 0 = −F + 2 ×
(

g
2

)2
16π2

∫ ∞

0

ds

s3
e−M2s

[(g

2
s
)2

G 1
Im cosh g

2sX
− 1 +

1
3

(g

2
s
)2

F
]

, (67)

and, after the development in series 1
M , the coefficients (compatible with the Lorentz invariance) are null for the plane

wave

Lspin 0 = −F + 2 × 2α2(1/M)3

90M

[
7
4
F2 + G

]
+ . . .

∣∣∣∣
F=G=0

. (68)

4 Conclusion

In this paper, we have determined the probability of pairs creation of the Klein-Gordon and Dirac particles from the
vacuum perturbed by a non-Abelian plane wave. Due to the transformation (13) and by using some shifts the obtained
expressions for kernels are simply a product of two factors: the first one contains the generators of the SU(2) group
and the second one, by taking (or not) the trace on the matrices γ it appears (for xa � xb) the Lagrange function
depending only of electromagnetic invariants. The calculation has been performed algebraically.

For the two cases (spin 0 and 1/2), it has been shown that the non-Abelian field defined by eqs. (1) and (2) is
unable to create pairs of particles from the vacuum.
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 ملخص
 حساب دالة قرين لجسيمات اردنا من خلال إنجاز هذا العمل, أولا استعمال طريقة تكاملات الطريق من اجل    

ميز تتبادل التأثير مع حقل  خارجي يت كلاين جوردن ذات سبين معدوم و جسيمات ديراك ذات سبين نصف,
ثم استخرجنا دوال الموجة لكل حالة.  بكونه غير ابلي  

لاين حساب نواتي ك بواسطة نفس الحقل السابق, من اجل لنا طريقة إنتاج أزواج من الجسيماتثانيا إستعم
اج أن جوردن و ديراك ثم استنتجنا إحتمال إنتاج  أزواج من الجسيمات الذي وجدناه معدوم, مما مكننا من استنت

     انطلاقا من الفراغ. من الجسيمات أزواجهذا النوع من الحقول لا يمكنه إنتاج 
 الكلمات المفتاح:

لي.دالة غرين , سبين,  جسيمات كلاين جوردن,  جسيمات ديراك, إنتاج أزواج من الجسيمات, حقل غير ابي   
 
Résumé 

    Nous avons fait ce travail, dans le but de calculer d’abord, par la méthode des 

intégrales de chemin, la fonction de Green pour des particules de Klein Gordon 
(spin s=0) et de Dirac (spin s=½), en interaction avec un champ de jauge de type 
non-Abélien du groupe SU(2) à (3+1) dimension. Puis, nous avons extraire les 
fonctions d'ondes pour les deux cas. 

En suite, nous avons utilisé le processus de création de paires de particules par le 
même champ, pour calculer les deux noyaux de Klein Gordon et de Dirac. Puis, 
nous avons calculé l'amplitude de probabilité (d'ailleurs nulle) en considérant une 
paire de particule et d'antiparticule. Ce qui nous a permet d'arracher un résultat 
essentielle: ce genre des champs, ne peut pas créés des paires de particules à partir 
du vide. 
Mots clé: 

fonction de Green, spin, particules de Klein Gordon, particules de Dirac, 
création de paires de particules, cham non-Abélien. 
Summary 

   We have doing this travel, in the aim to calculate first, by using the path integral 
approch, the Green function for Klein Gordon particles (spin s=0) and Dirac 
particles (spin s=½), in interaction with a non-Abelian field of SU(2) group in (3+1) 
dimension. Then, we have extracted the waves functions for the two cases. 

Second, we have using pair creation processus by the same field, for calculate the 
two kernels of Klein Gordon and Dirac. Then, we have deduced that the probability 
of pair creation is null. That means: the non-Abelian field of SU(2) group is unable 
to create pairs particles from vacuum.  
Keywords 

Green function, spin, Klein Gordon particles, Dirac particles, pair 
creation of particles, non-Abelian field. 
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