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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Intégrales de chemins

La mécanique quantique est une théorie non relativiste : elle n’incorpore pas les principes
de la relativité restreinte. En appliquant les régles de la quantification canonique a la rela-
tion de dispersion relativiste, on obtient I’équation de Klein-Gordon (1926). Les solutions de
cette équation présentent toutefois de sérieuses difficultés d’interprétation dans le cadre d’une
théorie censée décrire une seule particule : on ne peut notamment pas construire une den-
sité de probabilité de présence partout positive, car I’équation contient une dérivée temporelle
seconde. Dirac cherchera alors une autre équation relativiste du premier ordre en temps, et
obtiendra I’équation de Dirac, qui décrit trés bien les fermions de spin un-demi comme 1’élec-
tron. La théorie quantique des champs permet d’interpréter toutes les équations quantiques
relativistes sans difficulté. L’équation de Dirac incorpore naturellement I'invariance de Lorentz
avec la mécanique quantique, ainsi que l'interaction avec le champ électromagnétique mais qui
est traité encore de fagon classique (on parle d’approximation semi-classique). Elle constitue la
mécanique quantique relativiste. Mais du fait précisément de cette interaction entre les parti-
cules et le champ, il est alors nécessaire, afin d’obtenir une description cohérente de I’ensemble,
d’appliquer la procédure de quantification également au champ électromagnétique. Le résul-
tat de cette procédure est 1’électrodynamique quantique dans laquelle I'unité entre champ et
particule est encore plus transparente puisque désormais la matiére elle aussi est décrite par

un champ. L’électrodynamique quantique est un exemple particulier de théorie quantique des
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champs. D’autres théories quantique des champs ont été développées par la suite au fur et a
mesure que les autres interactions fondamentales ont été découvertes (théorie électrofaible, puis
chromodynamique quantique).

Classiquement, il existe deux types de systémes dynamiques. Il y a d’abord le mouvement
d’une particule ou d’un corps rigide avec un nombre fini de degrés de liberté, qui peut étre décrit
par un nombre fini de coordonnées. Et puis, il y a des systémes physiques pour lesquels 1’en-
semble des degrés de liberté est non dénombrable. Ces systémes sont décrits par des champs. Des
exemples courants de champs classiques sont les champs électromagnétiques décrits par E(z,t)
et B(x,t) ou de fagon équivalente par les potentiels (¢(z,t), A(z,t)). De méme, le mouvement
d’une corde unidimensionnelle est également décrite par un champ ¢(x,t). Ainsi, alors que les
coordonnées d’une particule ne dépendent que du temps, les champs varient continuellement en
fonction de certaines variables de I’espace. Par conséquent, une théorie décrite par des champs
est généralement vue comme une théorie des champs a (d + 1) dimensions, ou d représente
le nombre de dimensions spatiales. Par exemple, une théorie décrivant les déplacements de la
corde unidimensionnelle constituerait une théorie des champs de dimensions (1 + 1) alors que
la théorie des équations de Maxwell, plus familiers, peut étre considérée comme une théorie de
champs a (3 + 1) dimensions. Dans cette perspective, il est alors clair que la théorie décrivant le
mouvement d’une particule peut étre particuliérement considérée comme une théorie de champs
a (0 + 1) dimensions.

Le spin est le moment cinétique intrinseque d’une particule. C’est une notion quantique,
parce que, en mécanique classique, une particule ponctuelle ne peut pas « tourner autour
d’elle méme » et, par conséquent, ne peut pas avoir de moment cinétique intrinséque. Comme
plusieurs quantités en mécanique quantique, le moment cinétique prend uniquement des valeurs
discrétes. En unités de h, i.e. la constante de Planck h divisée par 27, elles ne peuvent étre
qu’entieres ou demi-entieres. Les particules dont le spin est un nombre entier s’appellent «
bosons », du nom du physicien indien Satyendra Nath Bose, et celles avec un spin demi-entier
« fermions », du nom du physicien italien Enrico Fermi. La mécanique quantique relativiste
démontre, et I'expérience confirme, que ces deux espéces de particules obéissent & des lois
statistiques différentes, appelées respectivement, « Bose-Einstein » et « Fermi-Dirac ». En

particulier, les fermions suivent le principe d’interdiction de Pauli selon lequel deux fermions
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identiques ne peuvent pas occuper le méme état quantique. C’est ce principe qui, appliqué aux
électrons dont le spin est égal a 1/2 et qui sont donc des fermions, les place sur des orbites
distinctes et donne la grande richesse de la physique macroscopique.

L’histoire moderne de 'intégrale de chemin commence avec les travaux de Feynman [1]
et [2] qui formule I’évolution quantique en terme de sommes sur un ensemble de trajectoires
pondérées par exp {%g} ou S est laction classique évaluées le long du chemin classique. 11
interprete en particulier les équations du mouvement classique comme résultant de ’application
de la méthode de la phase stationnaire a 'intégrale de chemin.

Lorsque pour un systéme physique les valeurs de l’action sont grandes par rapport a h,

seuls les chemins proches du chemin classique contribuent. Posons

“w

r = (t,z); pn=0,1,23,
(1.1)

qui sont supposées étre des coordonnées contravariantes, tandis que les coordonnées covariantes

sont
r, = nwxy = (t,—x),
(1.2)
de plus le produit scalaire dans I’espace de Minkowski est donné par la relation
(r,.x,) = gwx‘;x:.
(1.3)

La métrique covariante est donc diagonale, et la métrique inverse ou contravariante a la méme

forme

dzag 9 = dzag gl“’ = (17 _17 _17 _1)7
(1.4)

I’élément de longueur invariant est donc

(1.5)
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Cependant, malgré I'intérét conceptuel de cette reformulation de I’évolution quantique et de
son utilité pour I’étude de la limite semi-classique, I'intégrale de chemin doit son importance
dans la physique moderne & sa généralisation & des systémes qui ont un nombre trés grand de
degrés de liberté, comme la théorie quantique des champs. En particulier, la quantification des
théories de jauge non-Abéliennes par Faddeev et Popov [3] en 1967 et De Witt [4] aurait été
presque impossible dans la formulation usuelle de la théorie quantique en termes d’opérateurs
et d’équations de champs quantiques. Dans la mesure ou les théories de jauge non-Abéliennes
sont & la base de la description de toutes les interactions fondamentales sauf la gravitation, on
mesure mieux la signification de ce résultat.

De méme, l'intégrale de chemin a mis en évidence les relations mathématiques profondes
entre la théorie quantique des champs et la mécanique statistique des transitions de phase, qui
auraient été treés difficiles & percevoir autrement. Ces relations ont jouées un role essentiel dans
notre compréhension des phénomeénes critiques depuis Wilson [5].

Du point de vue mathématique, l'intégrale de chemin liée a 1’évolution quantique est sou-
vent difficile a définir parce que exp (%) est de module unité pour toutes les contributions
variables des chemins. Kac [6] remarqua que si ’'on remplagait I'opérateur d’évolution exp (%)
par opérateur statistique exp (—5H) (et donc I’équation de Schrédinger par une équation de
type diffusion ou de la chaleur), on obtenait une intégrale de chemin avec une mesure posi-
tive, généralisant I'intégrale de Wiener, bien plus facile a définir rigoureusement. Une stratégie
qui a ensuite été poursuivie par de nombreux auteurs a été de définir I'intégrale de chemin
correspondant a 1’évolution quantique par prolongement analytique sur la variable de temps.

Dans le domaine de la physique, plusieurs généralisations de l'intégrale de chemin initiale
se sont révélées utiles. L’intégrale sur des chemins complexes associée a la représentation ho-
lomorphe de la mécanique quantique permet de discuter les propriétés des systémes de bosons
dans le formalisme dit grand canonique. L’intégrale sur des chemins Grassmanniens permet de
traiter les systémes de fermions par un formalisme tout & fait parallele. L’intégrale sur les che-
mins dans I'espace de phase a permis plus tard de retrouver simplement les régies d’intégration
pour des chemins appartenant a des variétés courbes comme par exemple des sphéres.

L’intégrale de chemin permet de retrouver par des méthodes plus intuitives, un nombre

d’approximations semi-classiques. Par exemple, on déduit de 'approximation semi-classique de
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Iopérateur d’évolution des estimations semi-classiques des amplitudes de diffusion, comme des
approximations pour le spectre du Hamiltonien. Sa version en temps imaginaire Feynman-Kac
permet d’étudier I'effet tunnel dans 'approximation semi-classique. L’intégrale de chemin est
alors dominée par des solutions de type instantons et le calcul de leurs contributions implique

I'introduction de coordonnées collectives.

1.2 Processus de création de paires de particules

La production fait référence a la création d’une particule élémentaire et de son antiparticule.
Ceci est permis du moment qu’il y a suffisamment d’énergie disponible dans le centre de masse
pour créer la paire, au moins 1’énergie de masse au repos totale des deux particules et que la
situation permet la conservation de I’énergie et de la quantité de mouvement. La somme de tous
les autres nombres quantiques (moment cinétique angulaire, charge électrique) des particules
produites doit étre nulle, ainsi les particules créées auront des valeurs opposées I'une par rapport
a lautre.

La création d’une paire peut également se produire quand une particule chargée (comme
par exemple un électron ou un proton), accélérée a une vitesse relativiste, percute ou frole
un noyau atomique : si ’énergie cinétique de la particule incidente est suffisamment élevée,
une partie de cette énergie est alors convertie en masse, permettant la création d’une paire
particule-antiparticule.

Ce mécanisme est mis a profit pour certaines recherches en physique des particules :

- Production de positrons, en projetant des électrons a grande vitesse sur une cible mé-
tallique, les collisions qui en résultent produisent des paires électron-positron. Les positrons
peuvent étre collectés pour étre ensuite utilisés, par exemple dans un collisionneur électrons-
positrons.

- Production d’anti-protons, en projetant sur une cible métallique des protons a haute
énergie. Une fraction des collisions entre protons et noyaux atomiques produit des paires proton-
antiproton. Des installations spécifiques permettent de recueillir les anti-protons pour en faire
un faisceau utilisable pour certaines expériences & basse énergie.

Le processus création de paires dans un champ électromagnétique classique uniforme (mé-



1.2 Processus de création de paires de particules 10

canisme de Schwinger) est étudié en se concentrant sur 1’évolution temporelle de la distribution
des particules créées. L’évolution dans le temps de la distribution dans des domaines en fonction
du temps est également présentée, ainsi que les effets de la réaction inverse.

Création de paires dans un champ extérieur a une longue histoire, au départ par la décou-
verte du fameux paradoxe de Klein [7], qui a été approfondie par Sauter [8]. Ils ont constaté
que 'effet tunnel & partir d’'un état de fréquence positive & un état de fréquence négative peut
se produire dans la mécanique quantique relativiste. Ceci est un paradoxe dans le cadre de la
théorie d’une seule particule. Si 'on traite ce probléme dans le cadre de la théorie quantique
des champs, le paradoxe est résolu et la création d’un paire de particule a partir de vide est
conclu.

Une autre approche de la création de paires dans un champ externe est basée sur le La-
grangien effectif de Heisenberg-Euler [9], [10]. Heisenberg et Euler ont constaté que I’action
effective en électrodynamique quantique (QED) d’une particule en interaction avec un champ
électrique classique a une partie imaginaire, ce qui signifie que le vide est instable dans un
champ électrique ce qui oppose la création de paires particule-antiparticule. En 1951, Schwin-
ger a entiérement formalisé cette approche en utilisant la méthode de temps propre [11], ainsi
la création de paires dans un champ électrique classique est appelé mécanisme de Schwinger. Il
a dérivé la célébre formule concernant la probabilité de création de paires par unité de volume

et de temps :

2 o 2
2(ek) 1 —nw M
- LS e (50

a partir de la probabilité de vide

P, = |<0,out|0,in >|"= exp (—/dm4w) :
(1.7)

oul F représente 'intensité du champ électrique, et M la masse de 1’électron.
Les perspectives d’observer le mécanisme de Schwinger lors des futures installations laser
de rayons (x) sont étudiée dans [12]. En outre, le champ de Coulomb des noyaux super-lourds

peut causer une création non-perturbative des paires ete™ [13], [14].



1.2 Processus de création de paires de particules 11

En revanche, les intensités de champ suffisamment fortes devraient étre obtenues par des
champs électriques de couleur qui sont formés juste aprés les collisions entre les particules de
haute énergie, tels que ete™ et des ions lourds. Ainsi, le mécanisme de Schwinger est censé
étre un mécanisme utile pour la production hadronique. Création de paires par le mécanisme
de Schwinger dans les collisions ete™ a été étudié par Casher et al. [15] avec le modele de
tube de flux de couleur, dans lequel un champ électrique de couleur entre qq est traitée comme
un champ électrique constante et classique. Un nombre considérable d’études sur la création
de paires dans des tubes de flux ont été suivi, en déplacant son stade de eTe™ collisions aux
collisions d’ions lourds. Citons par exemple : le modéle de Lund [16], corrections de temps fini
[17], des corrections finies de taille pour une direction longitudinale (la direction du champ
électrique) [18], [19], la direction transversale [20], [21], [22], perturbation autour d’un champ
[23] et les effets de la réaction de retour [24], [25], [26]. En outre, les équations cinétiques
intégrant la création de paires & partir de quelques milieux spécifiques, font la base d’une étude
basée sur la théorie semi-classique [27], [28], [29] et la théorie quantique des champs [30], [31],
[32], [33], [34], [35].

La probabilité de création de paires a été appliqué & un certain nombre d’études sur la
production de particule dans des collisions & haute énergie. A partir de I’équation (1.7), il est
reconnu que la probabilité de création de paires exprime ’effondrement de vide. Par conséquent,
la probabilité de création de paires ne dispose d’aucune information directe sur le nombre de
particules créées. Donc, elle devient invalide apres 'effondrement de vide, ou il existe une
possibilité qu’une annihilation de paires se produit.

Compte tenu de ces circonstances, il est plus facile a traiter une particule en nombre moyen
< 0,in | aya, | 0,in >, qui a des renseignements directs sur le nombre des particules, que de
traiter la probabilité de création de paires. Pour obtenir un nombre bien défini de particules,
nous devons quantifier les champs de la particule chargée et de définir une image spécifique de
la particule. En d’autres termes, nous devons définir les opérateurs de création a; et d’annihi-
lation a, d'une particule et d’une antiparticule. A cet effet, la quantification canonique est plus
approprié que la quantification par 'intégrale de chemin. Formuler le mécanisme de Schwinger
dans les termes de quantification canonique a été faite par Nikishov et d’autres [36], [37], [38]

pour la résolution du paradoxe de Klein.
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Le processus création de paires non-perturbative dans des champs externes dispose d’une
large gamme d’applications ; non seulement des problémes originaux en (QED) mais aussi dans
de domaine de création de paires dans des champs électromagnétiques non-Abéliens [39], [40],
[41], [42], [43] et des milieux gravitationnelles [44], [45], [46], [47].

Passons maintenant, au discussion de quelques propriétés physiques et mathématiques du
champ non-Abélien A: que nous allons le rencontré le long de notre étude i.e. mouvement des

particules dans un champ non-Abélien.

1.3 Propriétés du champ non-Abélien AZ

Notre vision est dirigé vers le mouvement d’une particule de masse M dans un espace-
temps a (3 + 1) dimensions en interaction avec un potentiel non-Abélien A: du groupe SU(2)

de forme [48, 49]

a a 1 abc dmb c
A = {m [(k,.2)b+ (k,.x)c] + ;e d(k.x)m }/{;H.

(1.8)

a a , .
Comme A, = o AM. Donc, nous pouvons écrire

a a a [ 1 abe dmb c
A, = {0 m [(k,.x)b+ (k,.x)c] + o (EE d(kx)m >}kw

(1.9)

ou :

- 0% = (0%,0%0%) = (04, 04, 0,) sont des générateurs du groupe SU(2), a = 1,2,3
représente 1'index des couleurs.

-b=0b(k.z) et ¢ = c(k.x) sont deux fonctions du produit (k.z).

- € est le tenseur anti-symétrique.

- g constante de couplage.

-m"” =m"(k.x) est également une fonction de (k.z) définie comme suit

1 .
m, = Zl—‘atabl—‘b’

(1.10)
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et qui vérifié la condition

(mama) = m =1
(1.11)
- ' sont des générateurs, de propriétés
[Paa Fb] = 250.177
(1.12)

a .
- t . sont des matrices de trace nul.
- k,, k, sont deux quadri-vecteurs de polarisation, qui caractérisent les couleurs d’onde.
- k est un quadri-vecteur isotropique.

Les quadri-vecteurs k,, k, et k, vérifient les conditions

(kk) = (kk,) = (kk,) = (k,k,) = 0.
(1.13)

n

-(v,.1,) =g,,7, .CL': représente le produit scalaire dans ’espace de Minkowski

diag g, = (1,-1,-1,-1), (1.14)

Notons, que par ce choix du champ non-Abélien, il est facile de s’assurer que la condition de

Lorentz est satisfaite

(1.15)

Nous allons décomposé notre thése a deux chapitres essentiels :

Le premier chapitre qui contient trois parties est dirigé vers I’étude par le formalisme des
intégrales de chemins, le mouvement des particules en interaction avec champ non-Abélien AZ
du groupe SU (2) donné par les deux équations ((1.8) et (1.9)).

Dans la premiére partie, nous proposons de trouver une solution exacte a 1’équation de

Klein Gordon qui décrit I'interaction des particules avec un champ non-Abélien A: en utilisant la
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méthode des intégrales de chemins. Notre but & travers ce traitement est d’examiner ’extension
non-Abélienne de la méthode de Feynman par I’étude du mouvement de la particule de Klein
Gordon interagissant avec un type de potentiels du groupe SU(2). Nous établissons d’abord,
une formulation adéquate pour le probléme en question. Nous représentons le propagateur que
nous suggérons de calculer au moyen des intégrales. Puis, nous montrons que le calcul de la
fonction de Green G (z3,2,) dans ce cas se réduit a celui relatif 4 un probléme simple avec un
potentiel non-Abélien.

La deuxiéme partie, est consacrée a I’étude de la diffusion des particules de Dirac par
un champ non-Abélien du groupe SU(2) en utilisant la méthode des intégrales de chemins
suivrons une approche dite globale. Le formalisme utilisé est le méme que celui de la premiére
partie. Nous calculons la fonction de Green S‘g(:vb, x,) relative au probléme et nous extrairons
les fonctions d’ondes relatives a ce probléme.

Pour la troisiéme partie, nous suggérons de trouver une solution & I’équation de Dirac par
les intégrales de chemins ot nous utiliserons cette fois ci une autre approche dite locale, ot les
particules interagissent avec un champ non-Abélien dans un espace a (3+ 1) dimensions, i.e. un
espace plus réaliste pour ces genre de problémes. Dans une premiére étape nous établissons une
généralisation de la formulation des intégrales de chemins utilisée dans les deux parties précé-
dents suivant la représentation locale. Puis, nous calculons la fonction de Green S'l(xb, x,) rela-
tive au probléme et nous extrairons les fonctions d’ondes. Dans ce cas nous montrons qu’aprés
intégration sur les variables de Grassmann, la fonction de Green peut étre exprimée par des
intégrales bosoniques.

Les propriétés de 'interaction dans un champs non-Abélien rendent le probléme plus facile a
intégrer. Ainsi nous avons & utiliser une identité afin de réduire le probléme quadridimensionnel
au probléme unidimensionnel.

Le deuxieéme chapitre qui contient deux parties est dirigé vers I’étude par le processus de
création de paires de particules, le mouvement des particules en interaction avec champ d’onde
plane non-Abélien A: du groupe SU (2) donné par les deux équations ((3.3) et (3.4)).

Dans la premiére partie, nous faisons une étude concernant les interactions entre les par-
ticules de Klein Gordon et le champ d’onde plane non-Abélien. Dans la deuxiéme partie, nous

faisons la méme étude, mais cette fois ci avec les particules de Dirac. Le chemin suivi, concer-
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nant ces deux parties est de calculer des deux noyaux K(z,,z,;s) et Sp (2, x4; ) relatifs aux
deux équation de Klein Gordon et de Dirac respectivement. Puis, nous calculons la probabilité

de création de paires de particules P__ . . Nous déduisons ensuite, que ce genre de potentiel est

creat.

incapable de créer des paires de particules & partir du vide.

Nous terminons notre thése par une conclusion générale.



Chapitre 2

Formalisme intégrales de chemins pour
des particules en interaction avec un

champ non-Abélien

2.1 Propagateur de Klein Gordon

2.1.1 Introduction

Le but de cette partie est d’examiner 'extension non-Abélienne de la méthode des intégrales
de chemins au cas ou 'interaction & laquelle est soumise la particule de Klein Gordon de masse
M et de spin 0 est décrite par un champ non-Abélien AZ du groupe SU (2) donné par les
deux équations ((1.8) et (1.9)) qui ne dépend que de la position z. Nous voulons donc, calculer
le propagateur relatif & ce probléme et trouver une solution analytique & 1’équation de Klein
Gordon par I’approche de Feynman.

Dans une premiere étape nous formulons le propagateur suivant I’approche des intégrales de
chemins. Dans une deuxiéme étape nous passons au calcul de la fonction de Green. Finalement

nous déterminons les fonctions d’ondes.
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2.1.2 Construction de la fonction de Green G (z;, z,)

La fonction de Green G(xy, 2,), que nous allons calculé par le formalisme des intégrales de

chemins, est par définition solution de I’équation

((éM - gAH (k:r;)) + M2> G(z,,x,) = —54(xb —x,).
(2.1)
D’abord multiplions par i’ (2.1), puis introduisons 1'opérateur
ﬁu _ _Z.éu
(2.2)
Donc 'équation (2.1) devient
2
(p“p# +igp' A, — %A’j - M2> Glz,,z,) = 6'(z,—x,).
(2.3)

oll nous avons posé tout simplement A, (k.x) = A,.
Par l'intermédiaire de la méthode de Schwinger [11], nous pouvons écrire le propagateur

G(zp, z,) sous forme matricielle comme suit

G(z,,2,) = (z,1Ga,),

b? a

(2.4)
ot G est solution de 1'équation
(p";au +igp' A, — %Ai - M2> G = I
(2.5)

Notons que G est le noyau de Klein Gordon dans I’espace des coordonnées. Donc, nous déduisons
~ 2
que 'opérateur GG est I'inverse de 1'opérateur (ﬁ“ﬁu + z'gﬁ“AM — %Ai — M2> ie.

-1
~ 1 R o 92
G = T ~ = p’p#—l—zgp'A#—ZAi—M2
(77, +igi" A, — 542 — M)

(2.6)
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A ce niveau, nous allons introduire un parameétre \ i.e. temps propre réel.
Nous pouvons écrire, par la suite
%) 2
G = @/ d\exp {M (ﬁ”’ﬁ# +igp A, — %Ai — M2> + i&?}.
0
(2.7)
L’opérateur G peut s’écrire d’une autre maniére sous la forme
G = z/ dXexp {—i)\ﬁ(ﬁ, :i“)} ,
0
(2.8)
ot 'Hamiltonien H (p, &), qui décrit le mouvement de la particule a la forme
Fr/~ M A N 92 2 2
H(p,2) = —pp, —igh A, + A +M
i a .
= —p +M +- 1 [0 (0, T,) ((k,.2)b+ (k,.x)c)] (p.k)
|: e < a Fctcara)):| ( k)’
(2.9)

ou la prime exprime la dérivation par rapport a (k.x) .

Pour obtenir la représentation intégrale de chemin de la fonction de Green, nous allons

inséré I’équation (2.8) dans ’équation (2.4).

Nous avons

Ca,z,) = i / " dMa, | exp {—iNH(p.2)} | 7.)

:i/ d\
0

—ﬁQ —I— M2

x(z, |

+@Ja abe <<Pbtza1“a) (Pet;Pa)> (p.k)

exp { —i\ o' (Lt 1) ((k,-2)b+ (k,.x)c) (p.k) | z,).

(2.10)

Maintenant, subdivisons lintervalle [z,,x;,] en N parties égales de longueur chacune égale a
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AT = %, puis insérons la relation de fermeture
/d4xk |z )z, |=1; T, =1, , Ty=21,,
(2.11)
(N — 1) fois entre deux opérateurs exp (—i%)\) successifs.
Nous allons trouvé
o N N
Clmrs) = tim i [ / dea;k H1 (2, | exp {—iAH (p,2) A7} | 2, )]
i N N
= Nhﬂooio d)\/]l;[ldxk kl:[l@ck | exp{(—i)\ (—p2 + M2>> A 7'} |z, )
al g0 (L, 1) (K, )b+ (k,-)e) (p-F)
X H x, | exp ¢ —iA o e . ATy |z, ).
k=1 t 1657 ((Ft I ) (Tt T, )) (p-k)
(2.12)

A ce niveau, développons 'exponentielle de 1’équation (2.12) jusqu’au premier ordre en AT.

Dong, 1’élément de matrice de (2.12) se réduit a
_p2 _'_ M2
@ | epd—in | G0 L) (b + (b)) 6) | AT (s, )
b (L) (er) 0)
_p2 + M2
ol 1=in| 40 L) (bt (k) 6) | ar s, )
bt () (Cer) o)
(2.13)

Ensuite, insérons la relation de ferméture

/d4pk | pk><pk |: 1,
(2.14)
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ou le moment p vérifié les relations

Pl =p"1p); lp) =4 (p—p') : <x|p>=(27lr)2 v

(2.15)

Donc, nous pouvons déduire qu’a la limite N — oo, les éléments de la matrice (2.13) auront
I’expression exacte suivante
_p2 + M2
(xp | expg —iA ﬁaa (Fatszb) ((ky.2)b + (k,.z)c) (p.k) AT | xp—q)
o™ ((Fbt:al“a> (Fct;l“a)) (p.J)

_p2 _|_ M2

= Nlinloo/g:;‘* 1—ix| o (T,.T,) ((kl.x)b,—i- (ky.x)e) (k) | A7
ot ((rbt;ra) (Fet;FG)> (p.k)
x exp {ip, (z, — 2, ,)}.
(2.16)

D’une autre maniére
_pZ + M2
<IEk | exXp —Z)\ %a—a (Fat:brb> ((kl'r)b + (k’Ql’)C) (ﬁk) A T | Jl‘k_1>
+e=ot e ((FJZ;@) (Fct;Fa)> (p.k)

. d'p LT, —T,
= lim o exp {Zpk'“A—Tkl A T}

N —+o00 (27-[—)

—p, + M’
xexp{ —iA | +i0" (T, T,) (k.7 )b+ (k,.Z,)c) (B,-k) | AT p,
1o’ (DAL (DAL (k)
(2.17)

ou

(2.18)
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représente le mid-point.
Portons (2.17) dans (2.12). Le propagateur de Klein Gordon prend la forme suivante

[ee) +o0

~ d4 d4
G(xpza) = lim z’/dA/dzl...del P LDy
N Stoo S 2m)" " (27)
N pk%—A<—pi+M2>
Xexpqiy \ i0" (0°1,) ((k,.2,)b + (k.7 )c) (B, k) ATy,
k:1 - y a abc ' c A
o™ (T4 L) (TELT,) (5, )
(2.19)
on Az, =z, —x,_,.
La forme formelle compacte du propagateur de Klein Gordon est la suivante
G(z,,z,) = iT/d)\/Dx/Dp
0
A pi+p — M
X exp i/dT +10" (0,0 T,) ((k,.2)b+ (k,.x)c) (p.k)
d +imote (D4, L,) (DET,) (K)
(2.20)

Remarquons, que le produit chronologique 7" est introduit a cause de la présence des opérateurs
I' qui ne commutent pas. Pour éliminer le produits 7', nous allons introduire la définition

A

T exp /Ypfﬂh = [, DYexp {i(T'%)}

X exp /((T.T)—2i(pT)>dT+(T(/\)T(O)) !

0

Y
0 +T1:19

(2.21)

ot le domaine d’intégration F est défini comme suit : E = {T(7) tel queY(0) + (1) = 9}. p
est le courant couplé avec les opérateurs I'. ¥ sont des variables impaires de Grassmann.

Donc, & partir de (2.20), nous allons trouvé la forme explicite de la fonction de Green
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G (z,,z,) a calculer par la méthode des intégrales de chemins

G (z,,z,) = eXp{ ( )}/d/\/Dx/Dp/DT

A\ pT + p — M
i/dr —i% (b.(k,.x) + c.(k,.z)) (t;TQTﬁ) (k.p)

~i(T1.1)

+(T(A)T(0))

\ 9=0

(2.22)

X exp

x (1) et p(7) sont des trajectoires d’intégrations bosoniques, limités par un parametre 7 € [0, 1].
T sont des trajectoires d’intégrations fermioniques.

Passons maintenant au calcul de la fonction de Green.

2.1.3 Calcul de la fonction de Green G (2, z,)

Remarquons d’abord, que Paction de I’équation (2.22) dépend du produit (k.z) et (k,z);
(i = 1,2). Donc, nous allons introduire des nouveaux variables tels que : ¢ = (k.x) et ¢. = (k,x).
Puis nous allons inséré trois identités [50, 51, 52]

A

/dgpb/dgoacS(goa — kxa)/Dgo/Dpv exp z'/pw(gb — ki)dr p =1,

0

A
/dsoi,,/dsoiﬁ(wm - kixa)/Dsoi /ngoi exp /pap ¢, — ka)dr p =1,
0

(2.23)

afin de faire jouer ¢ et ¢, un role indépendant des variables (k.x) et (k,x) respectivement.
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Alors (2.22) devient
G (ry,1,) = e ' F(SL
x/d)\/Dx/Dp/dgob/d%é(gpa — kxa)/Dgo/Dpw
0
2
X H/dgolb/dgomé(goa —kixa)/Dgoi/DpSo_ / DY
=1 ' E
4 2 2 . )
y (P (o () = (b, ) - (ke )) 4
i/dT +(0.0) + (v, 0.) + (r.,2.)
Xexpq ‘ L o :
—it (b4 9,0) (£7.7,) (kp) — i (T.1)
\ +(T(A)T(0)) )
¥=0
(2.24)
Maintenant, faisons un changement de variable sur le moment p
P — p—(kp,) - (k‘lpgpl) - (kzp%) :
(2.25)
d’ou
P = p =2, (kp) = 2p, (kp)—2p, (kp),
(2.26)
c’est-a-dire
p = P 42, (kp)+2p, (kp)+2p, (kp),
(2.27)

par la suite la mesure reste inchangeable i.e. dp = dP.
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Ainsi le noyau G (z, x,) devient

G = e {i ()]
X]ZM [ 0201 a5, [ it~ ke [ D2 [ 1,

0
2

X H/dgozb/dgpzaé(gpza _klxa)/Dgp1/Dp§0L / DT
=1 E
(

A pi+p — M + (p+2(k.p) p,
% exp ¢ / dr [ +(¢, +2(k.p)p, + (2, +2(kp)) P,
] —i% (p,b+ o,c) (t;TQTﬁ) (k.p) — i (TT)
\ +(T(N)T(0))

9=0

(2.28)

Passons maintenant aux intégrations :

D’abord, intégrons par partie le premier terme se trouvant dans ’action de I’équation (2.28),
A A

nous allons trouvé / IpdT = (Tppp — TaPa) — / x pdrT.
. 0 0
Donc, G (zp, x,) se réécrit

G = e {i ()]
X]ZM [ 91 [0 [ e fauite, - k) [0 [ 2,

X f[/dgpib/dgomﬂgom —ki%,)/DSOi/ngoi /EDT

[ —rptp — M+ (p+2(kp)p,

i/dT + (¢, +2(k,.p)) P, + (¢, +2(k,.p)) p,,

0 —i% (p,b+p,0) (0T, ) (kp) — i (T.T)
+(T(A)T(0))

X exp

9=0

(2.29)
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Ensuite, intégrons sur tous les chemins z (1), il apparait une fonction de Dirac

/D:Uexp —/xpdT = 4(p),

0

(2.30)
qui va exprimer la conservation de I'impulsion au cours du mouvement p, =p, = ... = p, = p.
Ainsi, nous allons obtenir
G (zp,7,) = exp {z (Fg—g)}
X/dA/Dp/dsob/dsoa5(% - ka:a)/DsD/Dp&(p)
0
2
X H /d(pib/dgpiﬁ(@m —k,x,) / Do, /Dp@i / DYé(p)
i=1 E
A (xbpb - l'apa> +p2 - M2 + (2 (kp) + So)pgo
@/dT + (o, +2(kp)p, + (b, +2(k,p)p,
X exp ; ‘ L . .
—i% (p,b+2,0) (0,7, ) (kp) — i (T.T)
\ +(T(A)T(0)) )
9=0
(2.31)

Intégrons encore, sur les moments p, nous allons trouvé

G (zp,1,) = exp{i( )}/d)\/ /dgpb/d% )
1 fde. fde.0t0, 12 [ D [ n. [De [ o, / b1

A play —z0) +p = M+ (2(k.p) + ¢)p,
o i/dT + (¢, +2( k‘p)p + (¢, +2(k,.p)) p,
0 —i2 (p,b+p,0) (tﬁTaTB> (k.p)—z(T.T)
+(T(N)Y(0)) )

¥=0

(2.32)
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Intégrons sur p, et p, (7= 1,2), nous allons trouvé respectivement

A
/ Dpgyexp {1 / (¢ +2pk)pydr » = (¢ +2(k.p)),
0
(2.33)
et
A
/Dp% exp z/ (go + kai) p,, dr = 0(p; + 2 (ki-p)).
0
(2.34)

De plus, intégrons sur les variables ¢ et .. Nous allons remarqué que la seule contribution
essentielle pour la détermination de la fonction de Green est le résultat des équations de tra-

jectoires suivantes

de dy.
— = -2(k. L= -2(k.
i (k.p), T (k,.p),
(2.35)
c’est-a-dire
o(r) = —=2(kp)T+* ¢ (1) =-2(k.p)T+ "
(2.36)

Remarquons que ¢ et ¢ sont des fonctions linéaires de 7. Ce qui ségnifi que se sont aussi des
temps propres.
Maintenant, remplacons les fonctions §(¢  —kz, — (k.p) A) et §(¢, —k,z, — (k,.p) A), dans

I'équation (2.32) par leurs intégrales

5o, i, — (kp) N = 5 [ do, exp {ip, (i, = b, — (k) N)}.

1 ) )
8(p,, = ko, = (kp) N) = o / dp, exp {ip, (¢, ~ ko, — (kp)A) 5 (i=12).

(2.37)

Puis, faisons le changement inverse du moment i.e. p — p — (kpwb) — <k1p*"1b> — (/@p%b).

Ensuite, réintroduisons (2.21) et grace aux (1.13), nous allons trouvé une forme symétrique de
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la fonction de Green G (xp, x,) par rapport a la position initiale z, et la position finale z; de la
particule

o0 4

A
G (zp,2a) = /d)\/ (;j;; exp < ip(xp — z4) + i/(p2 — M*)dr
0 0

N ]C:Bb
X exp { — / dto. dm (1) x m (t)
k

Ta

N =

mmg%/mﬁW%Q@+%@@%€H%Q@+%%@ﬂ}

kxg

X exp {—% [xb (kMQ1 (k) +k,,92, (k:a:b)) — T, (k’,dQl (kxq) + k.9, (kxa))] } ,
(2.38)

avec

(2.39)

Finalement, intégrons sur le temps propre réel A, le résultat que nous allons obtenir est le

suivant
1 d4p
G ) = (o —
(il?b,l’ ) (271')4/172 _ M2 —f-iO exp {Zp(xb xa)}
N k:pb ~
X exp —% /kxa dto. dTth(t) x m (t)
. kxy 9
mmfﬂ/ dt [ (K, 2 (1) + K20 () = 20 (5,10 (0) + 02, (1)
2pk;. kxa 1 12 4 1 12
T
X exp {—79 [xb (kMIQ1 (kxy) + kK ,,92, (k;a:b)) — 2, (’%191 (krq) + k., (kxa))]} ,

(2.40)

qui représente la fonction de Green de la particule de Klein Gordon interagissant avec un type

de potentiels ((1.8) et (1.9)) du groupe SU(2).
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2.1.4 Détermination des fonctions d’ondes

Pour extraire les fonctions d’ondes, nous allons appliqué la théoréme de résidus sur les deux
poles d’énergie :
pz_Mz _ 0—>p3—]52—M2:

Nl

— =F= :t(p +M ).
(2.41)

L e . 0 .
Aprés intégration sur les p , nous pouvons obtenir le noyau

- 1 dp, d'p . NV
a - 2 2 2 by —ta) — - Ya
Gl = o s Ly e inlis 1) ~ it~ )
kzy dm (t)
X exp {%/ dto n;t( ) x m (t)
kxq
. kxy,
1Tg qgT 2
Xexp{ﬂ/]ma at [p (5, 2, (0 5,9, (1)) = 2 (5,2, (1) + 5,9, (1) ]}
T
X exp {—79 [y (K, 0, (kxy) + k, Q, (kzy)) — 20 (K, Q, (kz) + K, ©Q, (k)] } ,
(2.42)
ou bien
- —1 d3p
Gz, 7a) = —Z/ exp {—icw(ty — ta) + ip(Fy — 72} Ole(ts — L)
2 e=+ (27T)
. [ kxy, -
X exp +m _pk dto. dm(t)xﬁi(t)
ewk — Ik 79 Jiz, dt
2ipk kay k, Q () +k,Q,(t
X exp OT—ng / dt ( ( ))
ewk” — 505 \ Jkaa o (k, O, () + k,Q, (1)
X oxp ipk xy (k, Q, (kxy) + &, Q, (kzy))
0 T
ewk™ = ok |~ (k,, 9, (ko) + &, Q, (kz,))

(2.43)
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Ce qui nous permet de déterminer les fonctions d’ondes d’une particule de Klein Gordon libre
en interaction avec champ non-Abélien du groupe SU(2)

—

1 1 i [Fr o [dm(t) -
UE(z) = ———exp{ T x——/ dto. | ——= xm (¢t

(S

—~

La

X exp {?i [2%{: /:xb dt (p (k. (1) + £,,9, (1)) — %TT (k. 2 (1) + K, 92, <t>)2>} }

X exp {$i [—? (:L‘b (k‘MQl (kxp) + k., (k’xb)) — T, (k’MQl (kx,) + k,, S, (l{;xa)))] } )
(2.44)

2.1.5 Conclusion

Nous avons traiter dans cette partie un probléme concernant le mouvement des particules
de Klein Gordon de spin 0 soumise a I’action d’un potentiel non-Abélien du groupe SU(2) de
(3+1) dimensions par ’approche des intégrales de chemins. Cette action que nous avons obtenu
a une forme bien définie avec quelques propriétés simples. C’est ainsi que nous avons utilisé
une voie directe pour solutionné le probléme. Ce qui montre la puissance de la méthode des
intégrales de chemins a résoudre des problémes concrets.

Il est remarquable de noter que les fonctions § de Dirac, qui apparaissent au bout des
calculs ont exactement le méme argument que les équations de la mécanique classique (voir

Annexe 1).

2.2 Propagateur de Dirac : projection globale

2.2.1 Introduction

Notre objectif dans cette partie est d’utilisé une approche dite globale pour traiter un
probléme un peut compliqué i.e. nous voudrons déterminer la forme exacte de la fonction de
Green a partir d’'un calcul des intégrales de chemins, pour des particules de Dirac de spin %

en mouvement dans un champ non-Abélien AZ du groupe SU(2) donné par les deux équations

((1.8) et (1.9)).
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Les démarches que nous devons suivre dans ce calcul, consiste essentiellement a introduire
une identité qui dépend de la variable qui caractérise le champ non-Abélien. A ’'aide de quelques
propriétés simples du champ non-Abélien, nous pouvons obtenir analytiquement la fonction de
Green concernant la particule de Dirac.

Remarquons d’abord, que l'insertion des trois composantes du spin dans le formalisme des
intégrales de chemins représente un grand probléme pour les physiciens du domaine.

Nous mentionnons, que pour I’équation de Dirac (dans le cas relativiste), il existe di-
verses formulations d’intégral de chemins qui ont été proposées, citons par exemple les travaux
d’Alexandrou et Al.[54, 55], ils ont utilisés la technique des poids de la forme en exp {iS} relié
aux tous chemins possibles, ot S est 'action du systéme.

Notons, qu’ils existes moins de travails ot I’équation de Dirac a une solution analytique
exacte. Citons, par exemple les travaux de Schwinger [11] sur le champs constant, les travaux de
Fradkin et Barbashov [56, 57] sur I’onde plane, les travaux de Nikishov et Barducci [58, 59] sur le
champs électromagnétique couplés et finalement les travaux de Batalin et Gavrilov [60, 61] sur
le champ électromagnétique homogene constant couplé avec le champ d’une onde plane. Pour
le cas qui concerne les travaux sur les intégrales de chemins, nous pouvons citer les interactions
qui ont une forme classique [51, 52, 62, 63].

Pour notre cas i.e. champ non-Abélien, & I'acception du formalisme donné par Gitman dans
son livre [53] et qui nous allons 1'utilisé dans ce travail, ils n’existent pas des calculs explicits des
propagateurs par le formalisme des intégrales de chemins. Notons que se probléme fait ’objet
de travail [48] par le calcul de la fonction de Green pour des particules de spin % en calculant
I’équation de Yang-Mills.

Notons que dans le cas global :

- nous avons omettre la matrice 4° dans la formulation des intégrales de chemins.

-nous avons donné un soin particulier aux équations classiques.
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2.2.2 Construction de la fonction de Green S,(z, 2,)

La fonction de Green S,(zp,x,), dont il s’agit de calculer par I’approche global, est par

définition solution de I’équation suivante

= (v9) + § (k) (b.(k, @) + c.(k,-2)) (T,1,T,) Stes e = oo
+335 (7F) <—(F“tbrb) (Fatbe)) M Ty Ta) = 0 By Ta)s

b’

(2.45)
ol 7" sont les matrices usuelle de Dirac qui obéissent aux relations
V- = 2¢", wr =0,1,2,3.
(2.46)
et
p, = —id,
(2.47)

Par ordre pour déterminer la fonction de Green, nous suivons la méthode [51]. Nous introduisons
les identités pour les variables qui caractérisent le champ non-Abélien.

Au premier lieu connaissons le noyau

Sg(xlﬂ'ra) - <xb |g|xa >7
(2.48)
qui est un ¢lément de la matrice S, solution de I'équation symbolique
— (vp) + § (k) (b.(k, @) + c.(k,.2)) (T,1;T,)
. a(r,e'T,) o = 1
"‘@ (*7]{5) d—z) (Fatbe) - M
(2.49)

Donc nous pouvons écrire Sg sous forme exponentielle
S, = /d)\exp (—z'/\]:lg (p, :i")) ,
0

(2.50)



2.2 Propagateur de Dirac : projection globale 32

avec

B (p2)=p — M — % (a ((Pat;"rb)’ (Fat:Fb)>> (5.k)
- 1% (b.(k,.2) + e.(k, ) (a (}lrat:rb» )
—ig (k.o.k) (% (r,eT,) (Fat:Fb))

—ig (k.o.k) {(b.(kl.x) + c.(k,.)) (éFatZFb) } ,

(2.51)
ou la prime exprime la dérivation par rapport a (k.x) .
Dans 'espace de configuration nous avons [11]
Sy(z,,x,) = /d)\ <z, |exp(—iAH, (p,2)) | x, > .
0
(2.52)

Maintenant, passons au formulation des intégrales de chemins, ol nous suivrons les mémes
démarches, que nous avons utilisées pour le cas de Klein Gordon.

Donc nous pouvons écrire la fonction de Green par le choix de mid-point

(2.53)

comme suit

| =& k) bk,
e ZO/dT ~ig (ko k) (5 (TET,) (LET,)) |
\ —ig (k.o.k) {(b-(k, =) + c.(k,x)) ((0.6T,)} | )

(2.54)
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ou 7T, et T, sont les deux produits chronologiques définis par

A

T, exp /(Pﬂ)dT = [y, DV exp {i (v5) }
0

< exp 0/ ((\II\I/> — 2 (pl\IJ)> dr |

+ (T (A)¥(0))
(2.55)
et
T, exp / (p,T)dr ¢ = fE2 DYexp{i(I'$5)}
X exp 0/ ((TT> - COQT)) dT |r +71, =0
+(T(N)71(0))
(2.56)

Ils sont introduisent a cause de la présence des matrices 7y et des opérateurs I' qui ne commutent
pas.

Notons que les domaines d’intégrations E, et FE, sont définis comme suit : E, = {¥(7) tel
que ¥(0) + ¥(1) = 0}; E, = {T(7) tel que T(0) + T (1) = J}. p, et p, sont respectivement les
courants couplés avec les matrices y et les opérateurs I'. 6 et ¥ sont des variables impaires de

Grassmann.
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Dans ce cas, nous avons

gg(xb,ma):exp{i (’yg—g)}exp{ (F } d)\/Dx/Dp/ D\I// DY

qui est la fonction de Green a calculer par la méthode des intégrales de chemins, ou z (7), p (7)

sont des trajectoires d’intégration bosoniques, limités par un parameétre

T € [0,1],
(2.58)

U, T et x sont des trajectoires d’intégration fermioniques.

2.2.3 Calcul de la fonction de Green S,(xy, 7,)

Avant de passer aux intégrations, notons que l'action dépend des produits (k.x) et (k,.x);
(i =1,2).

Posons

(2.59)

et essayons de sorte que ¢ et . jouent un role indépendant des produits (k.x) et (k,.r) respec-

tivement.
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Nous allons introduire les trois identités (2.23), et par la suite nous allons trouvé

Sy =en{i (+25) Voo {3 (122) ) (™02 [ 2 [y i i 7 - )
< [do, [ do,5(p, ~ ka) / Dy [ Dy,
xH/dcp /dgp S, —kx,) /Dgp /ngp /EID\I//EQDT

\

\ —iZ (p.U) (k.0) (£Y.T,) — ((kpw) - (klp%) + (kzp%)) @
i/dT +(p,¢) + (p sbl> + (p 2%)
X exp
0 —ig (p. ) (k.0) (bp, +c.p,) (L, T,) —i <\IJ\I/) - (TT)
\ +EOVT(0)) + (TO)T(0)) )
(2.60)
ou la prime maintenant, exprime la dérivation par rapport a ¢.
Faisons un changement sur p (2.27). Donc nous avons
gg(xb,xa) = exp {z (72—5) } exp {z < —L) }/ d)\/Dx/Dp
X exp /dT[px—l—p— /d(p/d(pé ka:a)/D@/Dm
» ﬁ [ae, [ae.it. k2 [ Do [ Do [ Du [ DY
' [ —iL (pU) (kD) (£, IR
Z, / . —ig (p-0) (k.9) (bp, +cp,) (1T, T,)
xexpq 4| Ap, (e +2(kp) +p, (¢, +2(kp) +p, (&, +2(kp)) :
_ —i(wd) —i(T7T) _
\ HEO)T(0) + (T T(0) )
(2.61)

avec

(2.62)
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Maintenant intégrons par partie le premier terme dans I’action, ensuite intégrons sur tous les

chemins z (7), il apparaisse une fonction de Dirac d(p). Puis intégrons successivement sur tous

4
les p,, 'intégrale / Dp se réduit a un simple intégrale / b

(2m)
4
o - [ 12,
(27)

(2.63)

nous déduisons que le moment de la particule est constant la durée du mouvement de la parti-

cule.

Donc, nous avons

3, (24, 2) — exp {z (yg_g) } exp {z <r§_f9) } /0 T / (;sz))
X exp {ip(a:b —) i <p2 . M2> } /dcpb/dg0a5(g0a . kxa)/Dcp/Dpw
X E[/d%/d@ma(@m —ki:pa)/D%/Dp% [E DU /E DY

(

—iZ (p.0) (k) (£T.T,)
i/AdT —ig (p. ) (k.9) (bp, + cp,) (£ 1, T,)

) +p, (p+2(kp) +p, (¢, +2(kp) +p, (2, +2(kp)
_ i (\If\l/) i (TT)

+(PA)E(0)) + (T(A)T(0))

X exp

Maintenant, nous allons posé

(&, = (kY,),

puis, nous allons introduire l'identité qui caractérise 'interaction spin-champ [50]

A

[ .56, ~ o)) [ Dy, [ Deexp i [, (6~ (k8))ar

0

I
—_

(2.65)

(2.66)
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ou £ et pe sont des variables impaires de Grassmann.

Donc, nous avons

ssi-eof () oo )

X /Oood)\/ng}lexp{ip(xb —x,) + A (p2 —M2>}

2
X /dgpb/dgoaé(gpa - kxa)/Dgo/Dpw H/dgpib/dgpmé(gom —k,x,)
i=1

X /Dgpi/Dp%/dfadfbé(ﬁa — (kz\Ifa))/Dg/DpE /El Dy /E2 DY

5 (p\IJ) (k\ll) (tzT;Tb>

—ig (p.¥) (k. V) (bcp1 + c<,02) (t:TaTb)

(&~ (kW) =i (W) =i (7.T)
+(T)T(0)) + (T(A)T(0))

A
Z/dT ‘ ‘ _
xexpq +p, (p+2(kp) +p, (¢, +2(kp) +p, (2, +2(kp)

7 g=9=0

(2.67)

A ce niveau, il est préférable d’abord, de remplacer les intégrales sur les U dans (2.67) par des

intégrales sur les vitesses w [53]

wir) = POy,
de plus
/dT (\If.\if>+(\11(/\)\11(0)) - //drdf’w(T)g(T—T’)w(T’).

(2.68)

(2.69)

(2.70)
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Utilisons ’écriture condensé de Gitman [53]

11

axbre = / / a(r)b(r, 7)ol Ydrdr,

00
(2.71)
'intégrale (2.70) devient
Y
. 1
/dT (08) + @WO) = —wseno,
0
(2.72)
par la suite la mesure reste inchangeable i.e. DV = Dw.
Nous obtenons
- () 5
d . 2 2
/ d)\/ 4exp zpm—x)—l—z)\(p—M)}
X /dwb/dwaﬂ% —kxa)/Dw/DpV,
2
X H/dgpib/d%aé(@m - kixa)/D(zDi/Dpwi
/df/df/ngng/ Dw5(§+ )/DT
A —5gp(exw)€ = 5gp (e xw) € (bp, +cp,) + &
i/dT +p, (0 +2(kp) +p, (¢, +2(kp) +p, (¢, +2(kp))
xXexpq o . ! 2
~39(p0) (bp, +cp,) €~ i (T.T)
\ —1(wxexw)+ (T(X).T(0)) ),
(2.73)

Dans le but de simplifié¢ les calculs, nous allons arrangé I'écriture de (2.73) par I'introduction
d’un changement sur les vitesses w qui deviennent @ :

O(r) — w(r)+ik(e  #p)+ik(e xp, ) +ik(e #p, ),
(2.74)
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c’est-a-dire

(2.75)
de plus
Dxe*xW = wkekxw+ 2 <p§ (kw)—kpgl (/’{:1cu)—l—p§2 (k;zw)>,
(2.76)
et
Exw = 5>|<w—|—z'(kp£) +1 <k1p51> +1 <k2p£2> .
(2.77)

La fonction de Green prend la forme

Sana = o i (255 o (i (55)} [0 [ e e - 067 )
X /d@b/dwaé(% — kl’a)/DSO/Dpw H/dwib/dgomé(@m — k’ixa)/Dgoi /Dp%
/d§/d€/Dp5/D§/ Dw5(§+ )/m
~39 (p (8*w—z(/€p§) (k p§1> —i<k2p§2>)§> +p,€ 1)
zde —igp (2 rw—i(kp) =i (kp, ) =i (Rpy, ) ) € (b, +c0,)
XEXPY g +p, (p+2(kp) +p, (2, +2(kp) +p, (¢, +2 (kD))

i —1g(p.0) (bp, +cp,) € —i <T.’f ) |
(w xexw— 2 (kw)p, —2i (kl.w)p51 —2i (k‘l.w)pg) + (T(A).Y(0))

wl»—l

7 g=9=0

(2.78)

Il est remarquable de noter au passage que ces changements laisse la mesure inchangeable i.e.
Do = Duw.
A ce moment, il est intéressant de faire une intégration sur les vitesses w qui posseédent

par définition une fonction de Dirac. Donc nous allons d’abord écrire les fonction de Dirac sous

forme d’intégrale 6(¢, + 3 (k(w —0))) = /dpga exp {ipe, (£, + 5 (k(w—10)))}.
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Nous avons

5, (20, ) = exp {Z (y‘;_g) } exp {z <Pg—;> } /OOO dA/% exp {ip(z, = z,) +iA (p = M) |
X /dgpb/dgoaé(gpa —kxa)/Dgo/ng,lj/d@ib/d%a(;(%a —kiwa)/D%/Dmi
></dfa/dpgu/dfb/ng/foElDw[E2DT

—%g (p (6 kW — 1 (k:pg) —1 (klpgl) —1 (l~1:2p5 )) f)
; —igp<€*w—i(kp)—i(k1p )—i(l@p )) (b(p +c<p)
Z/dT 2 13 & &5 1 2
xexp{ —1g (p.0) (bo, +cp,) E+p, (9 +2(k.p)) +p, (901 +2(k,p))
+p,, (2, +2(k0) + P +pe, (€, +3(k(w—0) —i (T.T) |
| - (w 25w — 20 (hw) p, — 20 (k,w)p, —2i (kw) g, ) ( wroy J o
(2.79)
ou P, est une variable de Grassmann.
Nous observons que les intégrales sur les w” (u = 0,1,2,3) ont la forme
T
/Dwexp{/ [—ﬁwuew +N,w } d’]’},
0
(2.80)
avec
ig [ 1
N, (1) = —39 P& (s) (1 + (bgol + cgpQ)) e(r—s)ds+ §kup£a‘

0

(2.81)
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Donc, apres intégration (2.79) se réduit
5 B { 6L (0L > d'p . /s )
Sy(zp, x4) = exp {2 (7@) } exp {z (F%> } /0 d)\/w exp {zp(wb —x,) +iA (p - M )}
2
X /dsob/dsf)ﬁ(soa —k’%)/DsO/DmH/dsoib/dsoiﬁ(wm —/f,-fra)/Dsoi/ng,i
i=1
></d§a/dp5 /dgb/ng/Dg/ DY
a E2
by

Z,/dT p. (@+2(kp) +p, (¢, +2(kp) +p, (¢, +2(kp)
X exp —|—p£é +pe, (€, — 2 (k.0)) —i (TT)

+ (T (AN)1(0))
0=19=0
(2.82)
Notons que nous avons simplifié les calculs, grace aux propriétés (1.11) et (1.13).
L’intégration sur les p; donne £ =0, ce qui signifie
Sa — gb — Cst
(2.83)

i.e. la variable £ est constant au bout du temps.

Donc, nous avons
Syt = e i (12) Lo [ (P22} [7an [ L2 exp finta, ) 40 (5"~ 7))
x /dsob/dsa,ﬁ(wa —kfra)/Ds@/Dpwf[/dsoib/d%ﬁ(wm —ki%)/Dsﬂi/Dmi
P
x/dfa/dpga/Dg/ DY
A -

Z,/dT P, (p+2(kp))+p, (¢, +2(kp) +p, (4,+2(kp)
X exp tpe, (6 — L (kO)) —i (T.T)
+(T(AN)Y(0))

6=9=0

(2.84)

Faisons une intégration sur les p, , nous pouvons obtenir un résultat essentiel § — % (k.0) =0,

ce qui signifie que £, = ¢, = 3 (k.0).
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Dans ce cas, la fonction de Green se simplifié
! (. s
Sy(xp, T4) = exp {z (7@) } exp {z <F%> }
o d4p . . 2 2
X /0 d)\/wexp{zp(xb —x,)+ i\ (p - M )}
X /dsob/d%ﬁ(% —kwa)/DsD/Dm
2
x H/dgoib/dgomé(gom —kixa)/Dgoi/Dp%/dga/Df/ DY
i=1 ' E,
A

Z, / | P @2 4, (P4 2000) H o, (224 2(kp)
X exp

~i(1.1)

+ (T(A)1(0))
6=9=0
(2.85)
L’intégration sur les p_ et p, (i = 1,2), donne encore des fonctions de Dirac
6 (p+2(kp)), o(p, +2(k,-p)), (2.86)

et si nous intégrons sur les variables ¢ et ¢ , nous pouvons remarquer que la seule contribu-
tion essentielle pour la détermination de la fonction de Green est le résultat des équations de

trajectoires suivantes

do dp.
—/ = =-2(k. —t = -2(k..
%~ akp. = (k).
(2.87)
c’est-a-dire
o(1) = —2(kp)T+c" o (1)==2(k.p)T+ cte.
(2.88)

Maintenant, nous allons introduire les trois représentations d’intégrale de ¢ (2.37). Puis, faisons

le changement inverse du moment p en p— (k;p B > — (k:1 D, ) — <k2 P, > . Ensuite, réintroduisons
b 1b 2b

(2.56).
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La fonction de Green S, (24, 7,) prend la forme
Sg(xb,xa) exp{ ( 69)}/ / - €Xp zpm —:L‘)+i/\<p2—M2)}
d(T,t°r
i / de (k.) (—8(,”)) (k.p) (<d—¢) (Fatbl“b))>
Pa
(pb ( “ ) 2
k.0 2 2 d(T,t T
X exp +ﬁ %/dw(gm ( e (Fatbe))
(pa
P1b P2b
/dgpl/dgoz ) (bp, + cp,) (k.0) (T,t'T,)
\ Pla P2q J =0
(2.89)
A ce niveau, nous allons appliqué sur (2.89) l'opérateur
( Ir Jr,
i)l - (B
(2.90)
avec
( spb )
d(T,¢'r
i [ap o) (-t e (1555 (i) ) )
Pa
@b ( . ) 2
. k.0 2 2 d(T,t T
I(#)=expq +55 %/d s ( i (Fatbe))
Soa
P1b P2b
/d%/d% (b, + ep,) (1) (T,6°T,)
\ Pla P2q )
(2.91)
et

2

L0 0~y =2
o07 o0 of

pn v o

9“9”7 v+ - 0#9”907 Y,

exp (i (70)) =1 +i(70) —

(2.92)
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Nous trouverons

(T, T4) / / 4exp zpa:—x)—i-Z/\(p—M)}
X exp —%/dtg. (d”;t( ) « Fz(t))

2pk dt ( [, 2 0+ K, (0] =2 [k, 9.0 + 5,0, (t)r)

Pa

{— T_29 (mb [l{:MQl (gob) + k8, (gpb)} — T, [k:HlQl (¢,) + kS (gpa)D}
<o { b (1.9 () + 1.2, )] - [1.0 ) + 4.9 )] -

X exp

X exp

(2.93)
avec
o ¢
o) = [(av0: 0= [ dew
(2.94)
Notons que nous avons adopté la notation de Dirac (¢ =+"a,).
Maintenant, agissons sur (2.93) par 'opérateur
~ g ]% a ! a
(—y+ W 0-00) () (LT, 4 55 ((r.r,) (rer,)) +M) ,
(2.95)

nous allons trouvé

Sg(a:b,a:a):/ d
0

>
S
|
2l
S
(@]
>
5
—
~
=
=
|
+
~
<
=
|
N——
——
=
+

xp [k,qu (kxb)jtkuzQ (kay) ] _xa[ 1 (ka) +k e (kz )D}

xexp{i%/:mbdt<p[kulﬁ 1)+, 0| = [k, (>+ku2Q2(t)]2)}
{
{

1,0 ) 4,0, ()] = [, (k) 8,2, ()] ) |

(2.96)
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Apres intégration sur A, (2.96) se réduit a

Syl a) = e [ g o e, — ) (0

(27
{_%/; dio. (@ x Fl(t)) }
X exp {z;—g /k o (p [kQ (t)+k 9, (t)] - % [kQ () + k82 (ﬂ] ) }
{
{

Tp [k Q, (kxp) + kHZ Q, (/f$b>] — Tq [k,qu (kxq) + kuz 2, (kza)] >}

nl

w

1,0 ) 4,0, ()] = [, (k) 4,2, ()] ) |

(2.97)

Remarquons que cette forme de S’g(xb, x,), n’est pas symétrique par rapport a la position initiale

x4 et finale x;. Pour rendre (2.97) symétrique, nous allons utilisé la propriété

exp {ﬁf (1,9 o) + 9, ka)] = [0 (h) + 89, (k)] }

_ 1+% (|1, (k) + 0, (k)| = [H 9, (ko) + K0, (ko))

= (1w [ 00 G+ 2 )] ) (1 T2 1 )+ 02 8] )
(2.98)

et a l’aide de (3.60), la fonction de Green S(zy,z,) d’une particule de Dirac en mouvement

dans un champ non-Abélien est la suivante :

Sg(xbama) = (27T>4/p2 M +i0 eXp {Zp(xb - xa)}exp {_5 /kza dto. ( dt X m(t)

x (1 + %y W Q. (k) +H 9, (mb)D (—¢/+ M)
(1 22,0 G 44,0, 0] )
X exp {i% /k M dt (p [sz (t) + k9, (t)] - % [k;Q (t) + k9, (t)] ) }
X exp {—f—Qg (xb [k:Q (kas) + k2, (l{;xb)} ~za [kQ (kza) + k9, (k;xa)] ) } .

(2.99)
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2.2.4 Détermination des fonctions d’ondes

Utilisons la théoreme de résidus pour les deux poles

_1
0

p. = 4w—i0" =+(p + M)~ —i0t,

(2.100)

nous obtenons le noyau

Syl v0) = =it —1,) [ » (p%) exp {iples — 2.}

i ff o fdm(t) -
e (50 )
79/+M<1__

X( +_%€;¢[;¢ Q (kz) +H O, (l{;xb)D Wi [/;/Q (kza) + ¥ O, (kxa)])
{
{

z% /k k dt (p [kQ (t) +k 0, (t)] - %T [kQ (t) +k 0, (t)] ) }
—z‘T—Zg ( [k; Q, (kzy) + k9, (k:xb)] _z, [kQ (kza) + k9, (k:xa)D} .

(2.101)

L’introduction des opérateurs de projection sur les états d’énergies positives et négatives

R R LU e 11

+s +s

(2.102)

et par l'identification avec la décomposition spectrale [69]

Sy(xp,za) = —if(t, —1t,) /de\If x,)+ib(t, —t,) /de\I/Sp x,),

(2.103)
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les fonctions d’ondes normalisées de la particule et ’anti-particule respectivement, dans un

champ non-Abélien sont données

wEy) = " (1 i, 0, (k) + 0, (k)] ) o)

(2m)

X exp {—z%xb [k Q, (kxp) + k 292 (/‘Cl’b)} }
ipr — kxb dta ( ;t(t) X m (t))

S e (p [k:Q (t) +k,9Q, (t)] -9 [kQ () + &, (t)r) |

(2.104)
et
V(@) = (271)%(%)% (1= 2201, G+, 0 0] ) v

X exp {ZT_QQ [k? Q, (kx,) + ]{7“292 (]{ZZL‘G)} }
_ v i kxb dm(t) m

X exp P dt < i ~ (t)>

2
1T, kx T )
wigt i (v 1,204 0,0,0] - [5,2.0 4 1,0,0] )

ou les spineurs u(p, s) et v(p, s) sont solution de I’équation de Dirac libre avec

alpsyulps) = 1, olps)lp.s) = —L.

(2.106)

2.2.5 Conclusion

Dans cette partie, nous avons traiter par la méthode des intégrales de chemins (approche
dite globale), un probléme des particules de Dirac soumise a l’action d’un potentiel non-Abélien
du groupe SU(2) de (3 + 1) dimensions. Nous avons montré la puissance de la méthode des
intégrales de chemins a résoudre des problémes concrets, par le calcul de la fonction de Green a
I’aide d’un action qui a une forme simple, donc notre probléme a trouvé sa solution de maniére

simple en utilisant une voie directe.
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Notons que nous avons montré a la fin de cette thése que les fonctions d de Dirac qui appa-
raissent au bout des calculs ont exactement le méme argument que les équations du mécanique

classique (voir Annexe 2).

2.3 Propagateur de Dirac : projection locale

2.3.1 Introduction

Derriére cette partie, nous proposons de déterminer la fonction de Green pour des particules
de Dirac de masse M, en interaction avec un champ non-Abélien AZ du groupe SU(2) donné
par les deux équations (1.8) et (1.9).

Pour ce 1a, nous allons utilisé la description des intégrale de chemins pour le noyau de
Fradkin-Gitman. Nous montrons qu’a ’aide de quelques propriétés de ce champ, la fonction de
Green pour une particule spinorielle peut étre obtenue analytiquement.

Concernant le point de vue de littérature, nous pouvons voir qu’il existe peut de travail
qui examine le probléme de Dirac analytiquement avec solution exacte. Nous pouvons cité, par
exemple les cas simple du champ constant [11], 'onde plane [56, 57], les champs électromagné-
tiques croisés [58, 59], et la combinaison entre un champ électromagnétique homogeéne constant
avec le champ d’une onde plane [60, 61].

Par le formalisme des intégrales de chemins, nous pouvons cité [51, 52, 62, 63], ou les
interactions ont une forme classique.

Pour le cas non-Abélien, en exception du formalise donné par Gitman dans ce livre [53]
oll, nous avons utilisé dans cette partie, il n’existe aucun calcul explicite du propagateur par le
formalisme des intégrales de chemins.

Notons que ce probléme fait 'objet de Obukhov [48] ou il a calculé les fonctions de Green
pour des particules de Dirac (spin %), en solutionnant I’équation de Yang-Mills.

Nous traitons aussi, dans cette partie le cas des particules de Dirac par une approche dite

locale.
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2.3.2 Construction de la fonction de Green Sl(xb, Tq)

Nous proposons de calculer la fonction de Green pour des particules de Dirac en mou-
vement dans un champ non-Abélien A’ de forme (1.8) et (1.9) ou, nous utilisons 'approche
des intégrales de chemins. La fonction de Green S; que nous proposons de déterminer par

I’approche locale est solution de I’équation [48]

— (vp) + § (k) (b-(k, @) + c.(k,.2)) (T,1;T, ) Sio0) = 60z,
d(D T a WLy Ty) = Tyy o)
+335 (7K) (% (Fatbe)> - M
(2.107)
ot 7" sont les matrices de Dirac qui obéissent les relations : [v",~"]_ =2¢""; u,v=0,1,2,3.

Par ordre, pour déterminer la fonction de Green, nous suivrons la méthode [51]. Nous
introduisons des identités et des variables qui dépends des caractéristiques du champ non-
Abélien et d’autres sont reliés au spin respectivement.

D’abord, nous savons que le noyau

Sl<xb7xa) = <z, ‘ Sl ’ xr, >,
(2.108)
est un élément de matrice de I'opérateur Sl, solution de I’équation symbolique
— (vp) + £ (vk) (b.(k,.x) + c.(k,.z)) (Fat:Fb) ;
d(T, t'T a 1= 4
+ﬁ (vk) ( (d(k:.bx)b) (Fatbrb)) - M
(2.109)
ou bien
N I ~
S = . . - v =587
— () + £ (Vk) (b.(k,.2) + c.(k,.z)) (Fatbl“b)
(k) [ HTat,Ty) (4o 5
+;Tg ( d(k.bm)b (Fatbrb)> - M’Y
(2.110)

2

’ys est introduit pour la raison d’homogénéité ; 7 = fyofylfy?fys; (75> = —1.
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Donc, nous pouvons écrire S; sous forme exponentielle

S'l = /d}\/dXeXp (_Z)\[:[L (X7ﬁ7 i)) )
0
(2.111)

ou les parameétres \ et x représentent respectivement les variables bosoniques et fermioniques

[53], ou x vérifie les propriétés

X = 0 /dXZO; /XdXZL

(2.112)

) (F,,,tZF)) + {<b~<k1-1’) +elbn) (éP“t:Pb) }>

1

_ % ((0 ((r.T,) (0ET,))) (5ok) + (b.(k, ) + . (ko) (0 (Zfat:Fb)> (ﬁ-k)>

+ X (— (7p) + % (k) (b.(k,.w) + c.(k,.z)) (T, T,) + (372_1{) ((Fat:Fb)/ (Fat:Fb)> - Mf’) .

avec

[}
=
3>

=

I
=

[ V]
|
|

o~
Nat
=

N
=z

VR
VR
w‘ —
—
p1
Q

~
o IS
@’1

g
(2.113)
Notons que le prime signifie la dérivation par rapport au produit (k.z) .
Dans 'espace de configuration, nous avons [11]
Si(z,,x,) = /d)\/dx <z, | exp(—iAH, (x,p, %)) |z, > .
0
(2.114)

Maintenant, passons au formulation des intégrales de chemins. Par ordre, pour construire la
fonction de Green :

D’abord, nous subdivisons Uintervalle [z,, 23] & N petits intervalles égaux de longueur

_ 1
AT—N.

Puis, nous insérons les projecteurs

/cfa: | D=1 /d4p|p><p|=1; <x|p>=ﬁexp<¢px>.

™

(2.115)
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Ensuite, nous éliminons les opérateurs par 'utilisation des relations

N" w

| ay=a"2)y P p) =0 I
(2.116)

Donc, nous pouvons écrire la fonction de Green on choisissons la prescription de mid-point

A

Sy(xy, x4) = Z'TITQ/ d)\/Da:/Dpexp i/dT [pi’—l— (r — MQ)]
0

) - — L (pk) (o—( LT,) (Fat:Fb))) |1
(

o

Xexpi i [dr

o\y

|

-~

<

—~

= L

3 «

M —~

z =
E
SN—
/N
&)
—~
=
e
c—ﬂm
A
~—

(SFatbe)}
(ky.2)) (T,£T,)

a’p b

( >
\ +32 ((r.4T,) (r4T,)) = My’

d

(2.117)

ou, le produit 7,7, est introduit a cause de la présence des matrices v et les opérateurs I' qui
ne commutent pas. Pour éliminer le produit 7,7, nous insérons (2.55) et (2.56).

Donc, nous allons obtenir

Sl(wb,xa)zexp{i ('yg—g)}exp{i< )}/ d)\/dX/Dx/Dp/ Dfo/ DY

.

pi+p — M —i% (b.(k x) + c.(k, x))(t T.T >(p\lf)(kr\lf)

ide o —(pV) + & (k.0 (xp (tZTaTﬁ)) |

/ +i (kD) (b.(k, ) + c.(k,.2)) (tﬁrarﬂ) MU

— i (t T T )(p.\If) (k.T) —z(\I/\If) —i(T.T)
+(T(A)¥(0)) + (T(A)Y(0))

X exp

(2.118)

qui est la fonction de Green & calculer par la méthode des intégrales de chemins.
Avant de passer aux intégrations, notons que ’action dépend des produits (k.z) et (k,.z);

(i = 1,2). Donc, nous allons posé ¢ = (k.x), ¢, = (k,.z), puis nous allons joué¢ ¢ et ¢ un role

indépendant des variables (k.x) et (k,.x) respectivement.

7 p=9=0
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2.3.3 Calcul de la fonction de Green Sl(xb,xa)

Introduisons les trois identités (2.23) [50, 51, 52], Nous obtenons

Sy, za) = exp {z (7%) } exp {z (Fg—g) } exp i/)\dT [pj: + (- M2)]
x/oood)\/dX/D:c/Dp/E D@/E DT/dgob/dgoaé(@a—kxa)

2

/Dgp/DpWH/d@/d@(S —k.x,) /D(p/ng;

—igs (p.0) (.0) (£, T, T,) + (p,0) + (p 1%) + (p% sb2> \
: )+ (k) + (ko)) 2

’i/dT L (p. ) — 2 (kT) (T (£T.T,))

° (k.0) (b, +cp,) (T, T,) + MT°

(b, + ) (0,7,) =i (w.9) —i (1.7

(W(A)E(0)) + (T(A)T(0))

X exp

—1

)

—ig (p.V) (k.U
+

(2.119)
ol la prime maintenant, exprime la dérivation par rapport & .
Faisons un changement sur p par l'introduction de
2 2
p = P +2p, (kp)+ 2p¢1 (k.p) + 2pw2 (k,p) .
(2.120)

ou la mesure dp reste inchangeable i.e.

(2.121)
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Donc, nous avons

A
Si(xp, z4) = exp {2 (7?—2) } exp {@ <F§—IL9> } exp i/dT [px' + (p2 _ M2)]

0

X/ d)\/dx/Dx/Dp/ D\II/ DY
0 B, E,
2
X /dgpb/dgpaé(goa — k:xa)/Dgo/Dpw H/dgpib/dgpmé(gam — ki%)/Dgpi /Dp%
i=1
( )\

—iZ (p.0) (k.¥) (T T,)
+p, (P +2(kp) +p, (¢, +2(kp) +p, (2,+2(kp))
ide —ig (p.W) (kW) (bp, + ) (£, T,)
J (p.¥) — 2 (k0) (T (£T.T,))
—id (kW) (bp, +cp,) (T, T,) + MU’
i <\1n11> i (T.T)

+ (T E(0) + (T(A)T(0))

X exp

avec

(2.123)

Intégrons par partie le premier terme dans l'action, puis intégrons sur tous les chemins z (1),

nous obtenons une fonction de Dirac §(p). Aprés, nous intégrons successivement sur tous les

4
chemins p,_, l'intégrale / Dp est réduit & un simple intégrale / (d L

2m)
4
/ Dp — / dp4,
(2)

nous déduisons que le moment des particules est constant durant le mouvement.

(2.124)
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Nous avons

Sl a) = exp {@ (V‘E) } exp {@ <r§_L> } /0 o [
/ { z, — 1, +Z)\p— >}/EID\I/ EZDT

/dgpb/dgo gp—kxa/Dgp/DprH/dgp/dgpcs —k,x,) /Dgp/Dpcp

—iZ (p.0) (k) (£T.7,)
+p, (p+2(kp) +p, (¢, +2(kp) +p, (9, +2(kp))
i de —ig (p.) (k.9) (bp, + ep,) (T, T,)
xexp{ (p.0) — 2 (kT) (T (Y.T,))
y 5
—id (k.0) (bp, + cp,) (£, T,T,) + MT
_ i (@W) i (TT) _

+ (TN P(0) + (T(A)T(0))

6=9=0
(2.125)
Comme nous avons fait déja pour ’approche globale, nous allons posé
§, = (kv,),
(2.126)

puis, nous allons inséré dans (2.125) l'identité qui caractérise 'interaction spin-champ [50]

1= [, - wv,) [ Dn, [ D6
X exp {i/)\pg(é _ (k:.xﬁ))df} .

(2.127)
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Par la suite la fonction de Green prend la forme
Si( ) = (42 (1l /oodk/d
1\ Th, Laq) = €XP 7 '759 eXp §? 50 ; X
d4p . . 2 2
=P - - v [ DT
></<27T>4exp{zp(3:b $a)+z)\<p M)}/ElD /EZ
2
X /dsob/dsoﬁ(soa - kwa)/DsD/Dpw H/dsoib/dsoiﬁ(som — k,z,)
i=1
< [ Do, [ Dy, [ de,desc, - we,)) [ D¢ [ p,

(

—iZ (p.0) (k.V) (£T.T,)
+p, (¢ +2(kp) +p, (¢, +2(kp) +p, (&, +2(k,p))
i]dT —ig (p.¥) (k.0) (b(pl + c<p2) (t:TaTb)
xexp{ (p.¥) — 2 (k.T) (L. (£Y.T,))

—ig (k) (bp, + cp,) (£, T,) + MY°
] p (6 — (k) — i (w) i (T.T) _
+(T(A)P(0)) + (T(A)Y(0))

7 9=9=0

(2.128)

Passons maintenant, aux intégrations sur les vitesses w.
D’abord, il est préférable de remplacer les intégrales sur les ¥ par des intégrales sur les w.
Nous allons utilisé ((2.68), (2.69) et (2.72)), comme nous avons fait déja dans le cas de Dirac

(projection globale).
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La fonction de Green devient

Ston oo s (+25) Yoo s (12)] /°° i /dx

x/(;pr;AleXp{ip(:cb—x)ﬂ)\ p - / DY
/dgp/dgp (p, — kz,) /Dgo/Dp H/d(p /dgp 5(p —kixa)/D%/Dpwi
/df/dﬁ/ng/DS/ Db (€, + 3 (e~ )

—2gp (e xw) & — gp (e xw) € (be, + cp,)
+p, (P +2(kp) +p, (¢, +2(kp) +p, (&, +2(kp)
/’\ —Iplexw)—L(pO)+ Lg(exw) (£ T T,)
i [ dr ,
X exp / +X + 19 (e xw) € (bp, +cp,)
+ 19(06) (bo, +c0,) (NT,0,) = ¥ (25w +6)
~39(p0) (bo, +cg,) €+ pé—i (17)
Lwrexw)+ (T(N)T(0)) )

\ T2

6=9=0

(2.129)

Ensuite, remplagons les vitesses w dans (2.129) par @ comme nous avons fait déja dans le cas

de Dirac (projection globale) :

O(r) — w(r) +ik(e *p) +ik (e xp ) +ik(e *p,);

(ko(r)) = (kw(7)), (kw(r)) = (kw(r)); (i=12)
(2.130)

et

WHexw = wHxekxw+ 20 <10g (kw)—{—pgl (klw)—l—p§2 (k2w)> ,
(2.131)

de plus

ExW = 5*w+i(kp€) +1 <k1p§1> +1 (k;2p€2> .
(2.132)
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La fonction de Green prend la forme
Si( ) = (4oL (1l /oodk/d
Wzp,2a) = exp i\ v5p | pexpyi| T i X
d4p . . 2 2
X /Wexp{zp(xb —x,)+ 1A <p - M >}/E2 DY
2
X /dsob/dsoﬁ(soa - kwa)/Dw/Dm H/dwib/dwiﬁ(@m - kixa)/Ds@i /Dpwi
i=1
X /dfa’/dfb/ngfo/ Dwé (ﬁa + % (k(w — 0)))
El
) _

—%9<p(5*w_i(kps)_i<k1p€1>_i<k2p52>>€) |
—%gp (5 *W—1 (kpg) — (klpfl) —1 (k2p§2)> ¢ <b(p1 * Cgoz)

+p, (2 +2(kp) +p, (¢, +2(kp) +p, (2, +2(kp))

_%p (5 W — 1 (/ﬁpg) —1 <k1p51) —1 <k2p52>>

i +ig e xw =i (kp) ',
A R B Y L
X exp , ! 2
+x , e*w—i(k‘pg)

+ ﬁg L (k1p§1> _; (kaEQ) f(bS[?l + C(Pg)
—1(p.0)+ ig(6¢) (bp, +cp,) (T, 7,)
-y (5 xw + 95>

—1g(p.0) (bp, +cp,) E+pb—i <T.T>

(w *exw— 20 (kw)p, — 2i (k,w) P, —2i (kilw)p§2> + (T(A)Y(0))

N[

7 9=9=0

(2.133)

Remarquons que nous avons les variables w dans la fonction d de Dirac. Donc, nous allons écrire

les fonction de Dirac sous forme d’intégrale

36, + 5 (o = 00) = [, exo {ime (6, + 5 (kw - )}

(2.134)

puis, nous allons inséré cette intégrale dans (2.133).
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Nous avons

sl () ()2
/2 4eXp{lp9: -, +z>\ p — /DT

X /dsob/dsoﬁ(soa - k‘wa)/Dw/Dm H/ds@ib/d%ﬁ(@m - k’ﬂfa)/DsOi /Dpwi
i=1

x /dfﬂ/dpga/dib/ng/Dﬁ/El Dwé (5(,, +%(k(w - 9)))
O ol -s(rn) - (k)

—Lgp (6 kW — 1 (kpg) —1 <k1p51> —1 <k2p52>> 'S (bgol + c<p2)
+p, (p+2(kp))+p, (¢, +2(kp) +p, (4, +2(kp)

A
i/dT
X exp /

l\)l)—l

. . , . 5 , . .
Maintenant, nous intégrons d’abord, sur la variable w, nous avons le résultat simple suivant

foronl

+X

_%p [6 kW — 1 (kpg) —1 (klpgl) — <k2p§2>]

A exw—1(kp .
+i9[ RN S

—1 <k1p£1> —1 <k2p£2>

. ExwW—1 (k:p )
+ 19 W <k‘1p$1> _ <;2p$2> § (5801 + 0902)

—L(p.0) + 1g(6¢) (bp, +cp,) (£, T,)

—% <5>|<w5 +05>

—1g(p0) (bp, +cp,) E+p&+pe, (€, + 3 (k(w—0)))

i (T.T)

1 (weerw = 20 (k) p, — 20 (k@) p,, — 20 (k@) p,, ) + (T(N)T(0))

Ve

(2.135)

5 M 5 }
— =W, *EFW —75*w)( = 1.

(2.136)

6=9=0
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Ensuite, nous voyons que les intégrales sur les w” (1 =0,1,2,3) ont la forme

A
1 H H
/Dwexp{/ [—?uuew +L,w } dT},
0

(2.137)

avec

I

4

gk, ((t:T;Tb) +£(s) (bp, + cg02))> e(r—s)ds+ %kupga.

(2.138)

Aprés intégration, (2.135) se réduit a

S, = exp {Z (Vg_g) } exp {@ (r%) } /OOO dA/dx/% exp {ip(z, —z,) +iA (p = M) |

2

X /dsob/dsm(wa —kxa)/DsO/Dp¢H/dsaib de,,0(p,, —ki:va)/D%/Dp%

i=1

></dfa/dpga/déb/Dpf/Dg/EzDT

P, (p+2(kp))+p, (¢, +2(kp) +p, (,+2(kp)
'/Ad —3(0)+ 19 (5T.T,) + 198 (bp, +cp,)
7 T +x ' :
0 + 19 (0¢) (bp, +cp,) (£17,7,) — Yo
p e (€, — L (0)) —i (TT)
+(T(N)Y(0))

7 )

X exp

6=9=0

(2.139)

Notons que nous avons simplifié¢ les calculs, grace aux propriétés (1.11) et (1.13).

L’intégration sur pe donne

(2.140)
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Par la suite, nous avons

Sy, Ta) = exp {z (vg—g)}exp {z <F§—;> } /OOO dA/dx/%exp {ip(xb —)+ i\ (p2 . M)}
X /dsﬁb/dwﬁ(wa —kwa)/DsO/Dpw
X f[/d%b/d%aé(m —km/Dso,.,/Dp%/d&a/dpga/Dg/Ez DY

P, (p+2(kp) +p, (¢, +2(kDp)+p, (2,+2(kp)
2 1 i (10 i
Z. / P (p;9> + 39 (4,7, 7,) +a 196 (bp, + 69502)
; + 19 (0) (bgol + cgoz) (thaTb) — %9
e, (€, — 3 (k0) i (1.7)

X exp

\ +(T(A)T1(0)) )
6=9=0
(2.141)
Intégrons sur p, , nous pouvons avoir le résultat essentiel suivant
1 1
ﬁa—i(kﬁ) = O — fazébzg(ke)
(2.142)

Donc la fonction de Green prend la forme simple suivante

Si(x, ) = exp {z (’yg—g) } exp {z (P%) } /OOO d)\/dx/% exp {ip(:cb — ) +id <p2 _ M)}
X /dsob/ds@(soa —kxa)/Dsﬁ/Dm
<I1 [0, fas.t, ~ k) [ Do, [ o, [ae, [0 [ o

P, (p+2(kp))+p, (¢, +2(kp) +p, (4,+2(kp)
. jd L)+ 59 (5XL) + 40€ (be, +00,)
7 T +ﬂX . 5
/ + 29(0€) (bp, + cp,) (8,7, T,) — 210
~i(1.1)
+(TN)Y(0))

7 )

X exp

7 =9=0

(2.143)
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Faisons les intégrations sur les p_ et p_ (i = 1,2), nous obtenons des fonctions ¢ de Dirac

6 (p+2(kp)) : 6(p, +2(k,.p),
(2.144)

et si nous faisons une intégration sur les variables ¢, ¢, nous pouvons voir que la seule contri-

bution pour déterminer la fonction de Green est le résultat des équations de trajectoires

de
— = =2(k.
0 (k-p),
(2.145)
et
dep.
L= =2(k.p).
(2.146)
Ce qui nous permet d’écrire les équations de mouvement suivants
p(r) = —2(kp)T+c",
(2.147)
et
¢ (1) = —2(k.p)T+c"
(2.148)

Maintenant, introduisons les trois représentations d’intégrale de la fonction § (2.37). Puis,

faisons le changement inverse du moment

p — pP— (kpwb> B <k1p“’1b> - (k}pw%) '

(2.149)
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Ensuite, réintroduisons (2.56). La fonction de Green S(z, z,) prend la forme

s - ()} [ ol 1o (5

( %

o / de (k-0) (k.p) (% (rat:rb)>

2

K> (k.0) 2 [d(T,t,T,) a
X exp 158 (hp) d(p(,f'p) e L (Fatbe)
P1b P2p

+g—4/dgpl/d¢2@ (bp, +cp,) (k.0) (L,t'T,)

\ Pla P2a J

( SDb 3
_i H T v
() + M0) - i / dp (1) (2
@a

“y

+L /dso (k.0) (W (Fut:Fb>)

®
X exp 4 X “ @,

ig (k.0) 2 d(FataF> a
+E(k.p)/d90(lf.p) ( 7 : (Fatbrb)

®p

2

d(r,t'T,) (4T ))

dep a’pT b

_|_
2l
—
ol
£E
S

QL

AN
;VH
VR

0=0

(2.150)

A ce niveau nous pouvons intégrer sur la variable y [53]. Grace aux propriétés

X = 0 /dXZO,

(2.151)

et

(2.152)
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nous pouvons obtenir le résultat suivant

(@1,22) = exp{ € 59)}/ At {inta, — i (- 30} (3 (w04 00'))
16/d<ﬁkp () + iy + () (502 ))\

) (Tt
ol o)

St

a’p T b

o(r.er,) ))2

X exp e

) (Fatb r,

+g—4/d901/d<702 k.p) (bgol +C(p2) <k 9> (Fatbrb)
\ Pla P2a / =0
(2.153)
Par I’application de I'opérateur
(oL oL, .
o ()] - 1)t
(2.154)
avec
( y )
k.0 o2 d(T,t, T
4 [acts (o) +igts + 4 0e) (255 (re) )
(pﬂ.
] “ ( ) 2
5 k.6 d(T, T
o) = ) ((p-e) + Mo )eXP +ﬁ/d@ <1§s (k.p) — 64(?@.;1;)) ( ap : (Fatbrb)> '
Pa
P1b Pap
+g—4/dg01/d<p2ﬁ (bp, +cp,) (k.0) (T,t.T,),
\ Pla P2a /
(2.155)
et
2
L "N = 2 0)) =1 0~ 19 ¢ 0606 0,0,0,0,7
agaagﬁﬁﬂv 2io,,, exp(i(y0)) =1+1i(y0) 2,M77 +6M0777 + 0,7,

(2.156)
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sur (2.153), nous déduisons

gl(xb,xa) — /Ooo d)\/(;pr;‘l exp {z’p(:cb —x,)+ 1A <p2 — M2)}

®y

X exp ! 9 (pok) /dcp (b& + c@) @dm(g))

(k.p) | 64 (k.p) ko k dy
Pa

(2.157)

Maintenant, agissons sur (2.157) par 'opérateur

4 T ) + ) (LT + = (0,6T,) (0ET,)) + 377
8 BN \tr2e a’pT b 329 a’pT b a’p b ,y p?

(2.158)

puis, enlevons ~°. Nous allons trouvé

Si(xy, ):/mdA/Jl—pexp{ip($ —x,)+ i\ (p2 —M2>}(—p(+M)
I\+Lby La o (27'(')4 b a
kx,
[0 [ (48 ) e
= dt | b—+ +c> | t——
X XPY Gy | 64 (k) E %) @
kx,

(2.159)

Apreés intégration sur A, (2.159) se réduit a

~ 1 d4p .
St = e | i P i — 2 (74 )
kx,
i [ g ok / koK dm(D)
= dt (| b— +c—=> | t———
PN ) | 64 (k) E %) T

(2.160)

Maintenant, intégrons par partie le terme en exposant, la fonction de Green gl(:zrb, x,) prend la
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forme

~ 1 d4p )
Sl(xbwra) - (27_()4/])2 _ M2 +i0+ €xp {Zp(xb - xa)} (_p(_‘_ M)

ig k, k,
X exp {64—2 (p0k> (?b(lmb) + ?C(kxb)> (kxb) m<kxb>}

(k.p)
xexp{—MZTgwxpak) (Seothe) + ko)) () <ima>}
X exp —$(m—k)k / bdt (% <b(t)+tb'(t)) +%(c(t)+tc/(t)>> m(t) S,

a

(2.161)

ou la prime désigne la dérivation par rapport a ¢.
A T’aide des propriétés (1.13). Puis, par 'utilisation de (2.98) nous pouvons arrangé 1’écri-
ture de (2.161). Donc, nous pouvons déduire la forme finale de la fonction de Green Sj(zs, z,)

dans la représentation locale, pour des particules de Dirac en interaction avec un champ non-
Abélien

e = o /p2_Mzﬂoexp{zp(xb—xa>}exp{—§ | dm( )

(14 70 1,0 )+ 9% (k)]
5+ (1-

xexp{_k/
i (m

Q (kza) + 2 (ma)D

_g
k
( t)+k,Q, (ﬂ —%[’“9 () +k,9, “)D}
Q,

X exp 4 — [ (kzy) + k9, (lmb)] — T4 [k:ulﬂl (kza) + k82, (lma)D} ,
(2.162)
Q, (kz) = /’m dtb (t) ; Q, (kx) = /kgC dte(t),
(2.163)

ot nous avons adopté la notation de Dirac (¢ =~"a, ).
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Remarquons que gl(:cb, x,) donné par (2.162) est symétrique par rapport aux deux positions

initiale x, et finale x, respectivement.

2.3.4 Détermination des fonctions d’ondes

Utilisons la théoréme de résidus pour les deux poles (2.100), nous obtenons le noyau

Si(ana) = —i0(t, —1,) [ (ij; (p%) exp {iples — 2.}

X exp {—%/k " dto. (dTZt(t) X ﬁ(t)) }

(1 + o [ 9 (k) + i 9, (k;xb>D 7+ M <1 o W9 (ke + K 0, (m@])

oM
X exp {12% /k " (p [, 2 (0 + 0 )] = I [k, 90 () + K, ()] ) }
X exp {—f—zg (xb [kﬂ (kao) + k9, (k:xb)] _z, [k:Q (kza) + k9, (lma)] ) } .

(2.164)

Utilisons (2.102) puis, fesons une identification avec la décomposition du spectre [69]

Si(xp,xe) = —i0(t, —t,) /dpz\lf x,)+ib(t, —t,) /de\IJsp z,),

(2.165)

les fonctions d’ondes liées a la particule et I'anti-particule, dans un champ non-Abélien sont

respectivement de formes

wiye) = — ()t (14 700 1, ) + 4,2, ()] ) )

_ijﬂib [k’MQl (ko) + koS Umb)} }

)
{
{ ipr — % kxb dta (dﬁft) X m (t))

vt fiar (2 0+ 8,90 0] -5 b2 0+ k,0,0] ) [

X exp
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et
¥, (0) = 2;3 () (1 - ZE [, 0, )+, 2, ()] ) o9
X exp {z% Q, (kza) + & 0, (kxa)} }
—ipr — % kkfb dto <@ X m (t))
X exp

m’ kx - 2 )
vt (o 1,9, 0+ 0,9, 0] - % [1,0, 0+ 5,9.0] )

(2.167)
ou les spineurs u(p, s)
(p,s)ulp,s) = 1,
(2.168)
et v(p, s)
(p,s)v(p,s) = -1,
(2.169)

sont solution de I’équation de Dirac libre.

2.3.5 Conclusion

Dans cette partie, nous avons calculé par une approche dite locale des intégrales de chemins,
la fonction de Green relié au mouvement des particules de Dirac dans un champ non-Abélien
du groupe SU(2) de (3 + 1) dimensions. Puis nous avons extraire les fonctions d’ondes dans le
cas de I’équation de Dirac exactement comme les résultats obtenus par Obukhov i.e. les deux
équations (13 et 14) de Particle [48].

Par I'utilisation seulement de quelques changements et a ’aide des fonctions ¢ de Dirac qui
apparaissent durant les calculs, nous avons fait aisément les intégrations. Il est remarquable de
noter que ces fonctions ¢ que nous avons déduits ont exactement le méme argument que les
équations de la mécanique classique (voire Annexe 3).

Nous pouvons conclure que les trajectoires classiques jouent un roéle essentiel pour la dé-

termination des fonctions de Green pour ce genre de probléme.



Chapitre 3

Processus de création de paires de
particules par un champ de jauge de

type non-Abélien

3.1 Introduction

Nous savons déja, que la physique moderne est basée sur la théorie de jauge. De plus,
nous savons que quelques processus physiques de la chromodynamique quantique sont décrites
par des équations couplées i.e. ’équation de Dirac et I’équation de Yang Mills. En générale, la
solution de ces deux équations est possible sauf pour des cas particuliers, car elles sont besoins
d’une résolution simultanée. Par contre, il existe plusieurs champs qui ont des caractéristiques
particulieres i.e. d’'une part leurs densité d’énergie est limité et d’autre part, la direction est la
magnitude du vecteur de Poynting sont constants. De plus la magnitude du vecteur de Poynting
est égale a la densité d’énergie.

Les champs qui satisfaire ses critéres, sont les champs des ondes planes. Dans, le cas non-

Abélien, ces ondes sons caractérisées par ’équation de mouvement

a abe b e .
OME,, + " AREFL, = 0,

(3.1)
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ou

Fo = 9,A% — 0,A% + ™ AAY,

pv

(3.2)

est le champ d’onde plane qui a été discuté par Coleman [49] et la configuration pour le cas
particulier du groupe SU(2) a été considérée par Obukhov [48], ou il a obtenu des solutions
analytiques pour I’équation de Dirac.

Dans ce chapitre, nous allons considéré la méme configuration pour une onde plane non-
Abélienne pour traité le processus création de paires.

Nous pouvons cité quelques travaux concernant ce cas, par exemple [70, 15, 71, 72, 73,
74, 18]. En particulier [11] ou une expression analytique a été obtenu pour la probabilité de
création de paires quand le vide est perturbé par un champ électrique constant. Récemment,
la détermination du probabilité quand I'interaction est un champ électrique chromodynamique

qui dépend de temps [75, 76].

L’onde plane non-Abélienne en question, concernant notre travail a la forme [48]

A, = A0 =47,
(3.3)
ou
- - 1({ dn
A =k k.. k.. —
. u{m[(1x)b+(2x)c]+g<d(lm)xm>},
(3.4)

sont les composantes partielles du champ, ¢* = <01,02,03) sont les générateurs du groupe
SU(2), a = (1,2,3) sont des index de couleurs, b = b(kz), ¢ = c(kx) et m = m(kz) sont des
fonctions qui dépendent du produit (kx). De plus, elle existe une condition sur m

2
m = 1.

(3.5)

Les quatre vecteurs de polarisation k,, k, caractérisent les couleurs d’onde et k représente les

quatre vecteurs isotropique de 'onde, g est un constant de couplage.
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De plus, les vecteurs d’onde satisfirent les conditions

k' = kk, =kk,=Fkk, =0,
(3.6)
et par conséquent, la condition de Lorentz
9,A" =0,
(3.7)

est satisfait, pour chaque composante partielle.

Dans ce travail, nous proposons de déterminer la probabilité de création de paires. Nous
allons prendre en considération les particules de Klein Gordon et de Dirac, ou le vide est
perturbé par un champ non-Abélien du groupe SU (2) défini par (3.3) et (3.4).

Un calcul similaire de la probabilité, par 1'utilisation d’une onde plane non-Abélienne de
forme simple [77] a été performé en accord avec notre approche purement algébrique. Nous
utilisons cette approche pour une forme plus compliquée concernant le champ donné par (3.3)
et (3.4).

D’abord, nous allons démarré notre étude pour le cas des particules de Klein Gordon.

3.2 Création de paires de particules sans spin

3.2.1 Calcul du noyau K(z,,z,;s)

Le mouvement est décrit par I’équation de Klein Gordon et I'amplitude de transition vide-

vide est donnée par

i/d4x¢*OKG¢
A(vide — vide) = /quDng*e :
(3.8)

ou

2
2

= (p+2a0) -,

~

KG

(3.9)
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est 'opérateur de Klein-Gordon.

En accord avec la procédure de well-known, cette amplitude i.e. intégrale multiples, peut

étre calculé en considérant les vecteurs propres ¢ avec les valeurs propres A, de O Ko comme
suit
O 0, (@) = A, (o),
(3.10)
ou la décomposition dans la base 1 soit comme suit
¢(x) = > a1, (2),
(3.11)
avec
/ d'zyr, (2) 0, (1) = Oum
(3.12)
Donc, 'amplitude de transition vide-vide égale a
2
A(vide — vide) = N/ da, | | da e ™ =N||—=—-7F"—
( ) H ' H ! H A, detO
i j n KG
(3.13)

Ce qui signifie que A(vide—vide) est proportionnelle a I'inverse de 'opérateur OKG . La constante
N est fixé en revenant au cas ou 'interaction est nulle.
Par I'utilisation de la formule well-known, le déterminant devient un exponentiel

1
det O
KG

_ eftranKG

I

(3.14)
et a l'aide de I'égalité

)

S

+o00
In @ — / @ [eis(b+i0+) B eis(a+i0+)
b 0

(3.15)
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nous avons

Acreat. == A(mde — U’ide) = eiWspin 07
(3.16)

ou

(3.17)

représente ’action effective pour une particule de Klein Gordon de spin 0 en interaction avec
un champ non-Abélien du groupe SU (2).

Notons que le symbole tr = tr,.tr, signifié la trace relié & I’espace de configuration
([d'z (z|.|z) ) et aux générateurs de groupe SU (2) ) respectivement.

A partir de la forme de 'amplitude de transition vide-vide, A la probabilité est définie

creat.?

comme suit

2
’Pc'reat = 1 - |‘Ac'reat4’ :

(3.18)

Maintenant, nous allons considéré le conjugué canonique des opérateurs p et
['i.yﬂﬁy} = _ig;“,;

(3.19)

ou leurs actions sur les kets | z) et| p) sont définis par
i‘u ‘ $>:$y’$>’ ﬁu’p>_pu’p>7

(3.20)

Notons que (z | p) = gp; représente le produit scalaire, qui nous a permet de faire le pas-

sage entre les kets| z) et les kets| p) . Par la suite, le tenseur métrique devient diag (g,,) =

(1,—1,-1,-1).
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Il est claire que I'action effective relié aux particules de Klein Gordon en mouvement dans

un champ non-Abélien est une fonction des éléments diagonaux du noyau K (xy, x,; S)|

Tp=Tq=1T
dans ’espace de configuration. Dans ce cas, le noyau prend la forme
2 2
is|(—i0y+2A,) —M
K (zp,2q4;8) = 6(s)e {( o) }5(@,—%)
is{(ﬁ—i—%ﬁ)Q—Mz]
= 0(s)(mp e | Za),

(3.21)

ou z, et x; représentent respectivement la position initiale et la position finale de la particule.

Passons maintenant au calcul de cette noyau. D’abord, notons que ’expression de chaque
composante du champ non-Abélien A définie par les deux équations (3.3) et (3.4), sont multipliés
par ¢". Donc, nous allons choisir une fonction f (2 x 2) de forme matricielle pour faire des

transformations, soit

f = % (1 +Tom (lm)) :

(3.22)

ou

o= 1

(3.23)

Cette transformation, modifiée la forme de A tel que

(p+ gA) fo=0r+ %fff + gpAf
= %ﬁ"’ (1 +rom (m;)) + %AQ (1 +Tom (m)) + %gﬁfl (1 +rom (k;x)) .

(3.24)

Développons le calcul de (3.24), nous allons trouvé

2

(ﬁ—i— gfl)Q f = % (1 +Tom (k:c)) P+ (k# {7’ [k,z)b+ (k,.z)c] + —0.

4

N | =

_|_

Q|
!
VR
QL
—~|
BR
X
3!
~_
—
N~

e . ~f dmn -
(1 +71om (kx)) (gp (k# {7’ [k, x)b+ (k,.z)c] + ;a. (d(kx) X m) })) :
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Donc, nous pouvons déduire
2 2
(p+24) f = s(p+54..) -
2 2
(3.26)

ce qui signifie que nous avons obtenir a partir de A, une nouvelle forme du champ non-Abélien

~

A tel que

punew

3 1- ( dn -
A =k, {T [k, 2)b+ (k,.z)c] + 50. (d(k:v) X m) } ,
(3.27)

qui satisfait la condition de Lorentz 0, A:aw =0.

Notons que ’expression du nouveau champ A a été obtenue par 'utilisation des rela-

pnew

tions bien connues

(3.28)

et

(dx 5) x& = (@.d).b— (*.5) a,
(3.29)

notons encore que les calculs sont simplifiées a 1’aide des propriétés (3.6) et (3.7). Donc, I'ex-

. n P P P a
pression de A ne dépend que d’un seul terme avec les générateurs o .

new

. A 1
Maintenant, faisons le développement de ’exponentielle ¢Oxc(F7) comme suit

eiSOAKG(f%) = 1 +Z.SOAKG <f%) +

_ (1 +is [(ﬁ + gfxm (k:gz))2 - M2] + ) %
(3.30)

par la suite, il est claire que le noyau K prend la forme

is{(ﬁ+%fin,eu,(kf))2*M2} |%>ia

K (zy,2q;5) = fod (5) (2 | e
(3.31)
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Le calcul du propagateur est réduit donc, au détermination du noyau de la particule de Klein
Gordon en interaction avec le nouveau champ non-Abélien A,mew du groupe SU (2) qui a été
construit a partir de A La procédure de calcul est la suivante : d’abord, les variables du champ
devient des opérateurs avec leurs conjugués. Ensuite, par I'utilisation de quelque changement,
nous allons obtenir des opérateurs unitaires.

Nous allons démarré par les trois variables du champ kz, k,z et k,z. Pour cela, nous

définitions trois nouveaux opérateurs ¢ ,, et ¢,comme suit

SAO = ]{Z.f, le kr% (APQ - k2j;7
(3.32)
ou leurs actions sur leurs propres kets sont
21 o =¢le); P le) =e Lo P, le,) =@, 19,
(3.33)

De plus, nous allons associé aux (@, ?,, @2) respectivement, leurs conjugués (}5@, ]3@1, ﬁ%) tels

que
[()Apaﬁw] = Z; [()Apai'u} = [@,ﬁ#} = [ﬁ@,jﬁu} = [ﬁSb’ﬁu} = (),
(3.34)
0,00] = is [8,2.] = [0, = B8] = B8] =0
(3.35)
(b0, = i [0ai) = [808] =[] = B8] =0
(3.36)

A ce niveau, il est nécessaire d’introduire les trois identités suivantes

[ [ aode.dte, ~ka)ste, ~ o, ~ ko, - a)) = [ [ dodo,ble, ke, 6.) =
//dwlbdsalﬁ(wla —kx,)0(p, — ¢, —k (1, -z, //dwlbdwla Y.~ k), o) =1
//dw%d%ﬁ(%a — k,x,)0(p,, — ¢,, — K, (1, — 1z, //d%,,dsom P20 = R )0, [ 0,,) = 1,

(3.37)
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oll nous avons adapté la notation bra-ket.
Donc, le noyau prend la forme

fo [de,de de do, do, de, 5o, —kz,)d(p, —kx,)0(p,, —k,z,)

is [<ﬁ+%Anew>2*M2]

K(z,,x,;s) = 0(s) .
X<'rb7(pb790157902b | €

b)Y a)

| Tas s Prs Paa) T

a

(3.38)
Maintenant, nous allons introduire un changement sur 'opérateur du moment p comme suit

ﬁ - ﬁ—l_kjﬁ(p—l_kjl.ﬁ(pl—i_k:Qﬁ(pQ’
(3.39)

Notons que ce changement laisse le commutateur [iu, ﬁy} inchangeable, et a ’aide des relations

(3.6), nous avons
g i ’ 2 1
A2 ~ % ~ A ~ A ~ A 2,2 2,2
— D +9pA.., +2kpp, + 2k, PP, + 2k,PD,, + kP, +ED,,

(3.40)

A ce niveau, nous allons considéré le deuxiéme et le troisiéme terme de (3.40). D’abord, nous

remarquons que

b+ gpA o 1 gpA
2ﬁkp¢’ + gpAnew = 2pl€pv (1 + ;M) ,

. 2pk
(3.41)
ou I'inverse de I'opérateur p,, est défini sous forme d’intégrale
Lo =i [Tw)
P,
(3.42)

Donc, successivement nous avons

1 gpA,, g
1 _ new — 1
T 5. opk T

®
/ pA.. (0o, 0,)du,
(3.43)
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et
Wkp, + gpA,., = 2pke S1p

(3.44)

ol

S, = +71= (¢, B () +¢,C(p)) + =0.M (9),

(3.45)

avec

- v . ® - ® dm (u =
B = [ c@)=[Tdew; M= [ du( ' xm<u>>

(3.46)

Utilisons les relations de commutation (3.34), (3.35) et (3.36), nous allons trouvé aisément que

N 5 b+ kb, + kb, +kp,,) —TopA (D) 5
(p + gAnew (k‘r)> = 67181 (Tg()2 - a2 N 2 A) ~ 2 A eZS:l
+ 8 A@) ~ 79 (B@) KD, +C (@) KD,,)
(3.47)
ou
A,u, (@) = k‘p.lB (Sb) + k;p,2c ((;0)
(3.48)
De plus, si nous introduisons le changement inverse
p+kp, +kp,, — D
(3.49)

nous allons obtenir le résultat

2

2
~ N ~ —i8 ~ AT A AT A ( N i
(p+ JA.. (k:v)) = e (zf + 2pkp, — TgpA ((9)) + A () | €.

2



3.2 Création de paires de particules sans spin 78

Répétons les méme procédures, ’expressions précédente peut étre réduit a

2

2 “y A AT A (T9) =, . _ig [ A2 a7 A i8
b +2pkp, = TgpA((P) + —— A (p) = (p + 2pkp¢) ¢,
(3.51)
Dong, il apparaisse une autre phase dans I’exponentielle
N Tqg ¢ T TG 2
S, = du (~pA(w) + A ().
o= o [ (-pAe+ A @
(3.52)
Introduisons, pour la derniére fois le changement inverse
p+kp, — D,
(3.53)
et par la suite, I'expression (3.50) se réduit a
2 ~ A~ ~ -
e Sh ) — g
(3.54)

Donc, nous avons réduit la forme du noyau relié au champ A __ & celle relié au cas libre avec

I’égalité suivante :

is<(ﬁ+gAnew)2—M2)
(T, 0,,0,.0, | e | 0., 0,5 0,.)

a LG is(ﬁz—M2> e a
= (5, 0,,0,,0, | e 5t5)e ¢5t8) |3 0 0 o),

(3.55)

. , A N A~ N —
ou la somme des deux phases est une fonction des quatre opérateurs p, @, ¢, ¢, et o.

~

5 9. . . . 1o o Ty 4 Loy TG g2
S48, = 3 [0,B@)+6,0(@)] + 5.5 (%) ka/ du (pA () = LA ().
(3.56)

Maintenant, agissons par les opérateurs ¢, , @, sur les bras et les kets. L’élément de matrice

de (3.55) est simplement égale &

P 2
(& L8 is(p 7M> (&8
e l(Slb+S2b><xb’ SOb7 (plb’ (’021) | e ( | $u7 (pa’ (pla’ ('02a>el(51a+s2a)’

(3.57)
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ou <5’1b + 5’2b> et <5’1a + §2a> sont respectivement des fonctions qui dépendent des variables
(gpb, D1y Payr P> Pras gan) et 'opérateur p. Par ordre, pour fixer les variables (gpb, PPy Pras Py 90%)

respectivement, aux (kx,, kx,, k,z,, k,z,, k,x,, k,x,), nous procédons aux intégrations sur les six

variables ¢, et a ’aide du fonction § de Dirac, nous allons trouvé

K(@,a,58) = fola, | e Cuta)eo (000 ci(Su8) xa>fl,
(3.58)
ou la phase, maintenant est seulement fonction des opérateurs = et p
N N qr . =, . | qgT ki .= g7 2
S, +S, = ?xA (k) + 50.]\/[ (kz) — 2}3]{:/ du (pA (u) — vy (u)) :
(3.59)

Il est facile d’éliminer l'opérateur Z : il devient respectivement un variable x, et x;, quand

il agisse sur le ket | x,) et le bras (x, |. Pour éliminer 'opérateur p, nous devons d’abord,

at

inséré la relation de fermeture [ d'p | p)(p |= 1. Puis, nous introduisons le produit scalaire

(| p)=(2r) ev.

Finalement, le noyau de relatif aux particules de Klein Gordon K (z,, z,;s) prend la forme

—i ke du;.(dm Xr_ﬁ(u)) 1 .79 i i
K(z,,x,;8) = fre > e — =15 (wpA(key) —wa Alkaa) )
a

x / d'p_ i{otermnre (v )orih S50 (ot 4°w)
(2m)’ |
(3.60)
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3.2.2 Probabilité de création de paires de particules P

creat.

Maintenant, nous devons prendre la trace, d’abord, pour I’espace de configuration, ensuite,

pour les générateurs de groupe

77 =1 21

- 4 1
= lime ™M S/d xtry (f—)/ ’p $ = 2e M S/ / 46 B
-1 f (271’)

_ Qemi/ /dp dp'dp’dp” ()" =()- ()

d i(p°=M*)s
trotre K = hmtrg/d K (x,x;8) = hmtra/d 37/ p4f_ 2 )

2
s _—1M s
—1 € 3
S
&r° s

(3.61)

Remarquons, que l'action effective (3.17) est nulle i.e. W

spin 0

= 0. Par la suite, la proba-

bilité de création de paires pour les particules de Klein Gordon est nulle

P =0

creat.

(3.62)

3.2.3 Reésultat

Le dernier résultat, montre qu’il est impossible de créer des particules de Klein Gordon de
spin 0 & partir d’une perturbation du vide par un champ non-Abélien du groupe SU (2) défini

par les deux équations (3.3) et (3.4).

3.3 Création de paires de particules de spin 1/2

3.3.1 Calcul du noyau Sp (z,,z,;s)

Dans le cas des particules de Dirac, en interaction avec le méme genre des champs i.e. champ

non-Abélien du groupe SU (2) de la forme (3.3) et (3.4), 'amplitude de transition vide-vide est
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donné par ’équation

_ i/d‘lszODz/;
A(vide — vide) = /D¢D¢e :
(3.63)

ol ¢ et ) sont maintenant, des variables de Grassmann, et

~

OD = ]A?(—i_ A_Mv

NS

(3.64)

représente 1'opérateur de Dirac.
, . . ~ TN
Notons que nous avons adopté la notation de Dirac (¢ =" a,).
Utilisons les mémes procédures, que nous avons utilisés dans le cas de spin 0, les intégrations

sur les variables @_D et ¢ donnent

~

A(vide — vide) =~ detO

D"

(3.65)

Concernant, la charge conjugué, le déterminant reste inchangeable, par la suite ’amplitude de

transition vide-vide devient

~ ~

A(vide — vide) = Ny/detO O° = eWopin 172,

D D

(3.66)

ol la constante N soit fixé dans le cas libre.
Comme précédemment, aprés le changement de la fonction In & une intégrale sur ’expo-
nentielle (3.15), 'action effective pour une particule de Dirac de spin 1/2 en interaction avec

un champ non-Abélien du groupe SU (2), a la forme

2

. s2a? . 0o 5 ey L,
e e L
(F+ga) - =0

spin 1/2 S -

(3.67)

ou le symbole tr = tr,tr,tr, représente le produit des traces reliés respectivement a ’espace de

configuration, les générateurs du groupe SU(2) et les matrices " de Dirac.
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Il est claire que la détermination de W_ . insiste la définition du noyau S,, donné par

2

“(iiid)

S, (xp,xa;s) = (x| e Tq >,
(3.68)
avec
g\ g g g
~ ~ A2 ~2 N % %
(+354) = 0+ A +gpA+ 50" 0,4, - 40" 0,4,
(5 9AY L9
= (p+34) +3o"E
(3.69)
ou
ng 1 7 v
g - 5 [7 Y j| )
(3.70)
et
F, = 0A, —0,A =omb(kk, —k,k)+c(kk, —kk,)| =omT,,
(3.71)

représente le tenseur électromagnétique, avec T,, = b (ky k,, — l{:lyku) +c (k:y k,, —k, kzy).
Utilisons la méme méthode, que nous avons utilisé pour le cas de spin 0, par I'introduction

une autre fois la méme fonction f définie par (3.22)

2 2 2
~ g ~ . ~ g N g j22% — ~ g " g nv
(#JFEA) f= (<p+2A> 3 F”")f (p+2A) f+(40 £t
(3.72)
Passons aux calculs explicites de (3.72).

- Concernant le premier terme : le méme calcul est fait pour le cas de Klein Gordon ot le

résultat est donné par (3.26).
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- Pour le deuxiéme terme : nous avons

(4UWF )f = (%O'WF y) (1 +T;T?L</€CU))

— ggWFW QJWFW om (kx
(7 B.) 7 (3o F.) (o (ko)
- (jaﬂ";mw) +T(jaw;m ) (o (k)
gaw (;mw) +r (mf V) (za (/m))
= (1+T5')7?l<k31})> (%GWT ) f(%UWT )
(3.73)

Donc, nous pouvons obtenir le résultat

(+30)'s = 1[(o+ §) o]

(3.74)

Par ce choix, nous pouvons déduire que le calcul du noyau S, peut étre réduit & un calcul

concernant le cas de spin 0, avec I'addition d’un seul terme 72

96"°T,, dans Dexpression (3.45)

de S, et par la suite, nous allons obtenir 1’égalité suivante

)
4?7]{0— k (Bkm—i_CkQM) = —Z—yzf‘l

(3.75)

avec A = 'y”/_lu, ol flu est donné par (3.48). Notons que les calculs sont simplifiées grace aux
(3.6) et (3.7).
Donc, le résultat que nous allons trouvé pour le noyau Sp est le méme pour le noyau

K(z,,x,;s) (3.60), avec 'addition d’un facteur

ST (A(’“”) A’““) - 1+ﬂ (A (k) — A (k)

= (e o) (1- A ).

(3.76)
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Finalement, le noyau relatif aux particules de Dirac S, (24, z4; s) prend la forme

Kb dm m(u T i i
SD (xb?xa; S) — fb sza d ( X ( ) flel?g<mbA(kmb)qu(kIa))
[ () (1
(2m)" Apk T 4pk e
e (070 ) g f an(pAe -5 ) |
(3.77)
3.3.2 Probabilité de création de paires de particules P__
Apres avoir déterminé le noyau Sp, il est facile de calculer les traces
2 2
s —iM s - —iM s
—i e 3 —ie 3
trytrotr,Sp = tr, i TL | = 57 & TL ,
(3.78)
ce qui montre que 'action effective est nulle
spin 1/2 = 07
(3.79)

par la suite, la probabilité de création de paires pour des particules de spin 1/2, elle aussi est
nulle

P

creat.

— 0. (3.80)

3.3.3 Résultat

Le dernier résultat, montre qu’il est impossible de créer des particules de Dirac de spin 1/2
a partir d’une perturbation du vide par un champ non-Abélien du groupe SU (2) défini par les

deux équations (3.3) et (3.4).

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons déterminé la probabilité de création de paires pour les deux

s : particules de Klein Gordon de spin 0, et les particule de Dirac de spin 1/2, a partir
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du vide perturbé par champ d’onde plane non-Abélien. Grace au transformation (3.22) et par
I'utilisation de quelques changements, nous avons obtenu ’expression des deux noyaux de Klein
Gordon K (zy, z,; s) et de Dirac Sp (xp, 4; s), qui sont simplement fonction de produit de deux
facteurs : le premier facteur, contient les générateurs de groupe SU(2) tandis que le deuxiéme
facteur (si nous prenons la trace ou non des matrices 7) contient une fonction Lagrangienne au
voisinage x, =~ xy, cette fonction dépend seulement des invariants électromagnétique.

Les calculs sont performés algébriquement, ot nous avons montré pour les deux cas spin
0 et spinl/2, que le champ non-Abélien défini par (3.3) et (3.4) est incapable de créer des
particules a partir du vide.

Notons que nous avons donné dans (Annexe 4), des remarques concernant le processus
création de paires. Nous avons clarifié le role de la fonction f donné par (3.22). De plus,
nous avons montré que grace aux quelques approximations, notre calcul et le méme trouvé par

Schwinger dans son article [11] concernant le champ constant.



Chapitre 4

Conclusion générale

Dans cette thése, nous avons fait une étude exacte et détaillée sur le mouvement des
particules libres de Klein Gordon de spin 0 et de Dirac de spin %, en interactions avec un
champ non-Abélien du groupe SU (2). D’abord, I’étude a été faite par la méthode des intégrales
de chemins. Ensuite, par le processus de création de paires de particules ou les calculs sont
performés algébriquement.

Concernant le formalisme des intégrales de chemins, nous avons d’abord, calculé la fonction
de Green G (xp, x,) relative aux particules de Klein Gordon, via I'utilisation des shifts et grace
aux quelques caractéristiques simples dont elles dépend le champ non-Abélien AZ du groupe
SU (2) donné par les deux équations (1.8) et (1.9). Puis, nous avons calculé la fonction de
Green relative aux particules de Dirac en interaction avec le méme champ non-Abélien AZ ol
nous avons utilisé deux approches. La premiére approche est dite globale ot le Hamiltonien qui
décrit le mouvement des particules est donné par (2.51). La deuxiéme approche est dite locale
ot le mouvement des particules est aussi gouverné par un autre Hamiltonien donné par (2.113).
La seule différence entre les deux approches, c’est qu’il y a un terme supplémentaire (partie
fermionique) dans (2.113) qui dépend des variables fermioniques x qui ont possédent quelques
propriétés spécifiques. Nous avons introduire la matrice 'yspour la raison d’homogénéité.

Il est intéressant, de remarquer que le mouvement des particules de Dirac est décrit par
deux variables : une bosonique et 'autre Grassmannienne (variable de type fermionique). Re-
marquons aussi, que les mouvements sont quadri-dimensionnels. Donc, 1’étude par le forma-

lisme des intégrales de chemins, nécessite 'introduction de trois identités qui jouent les roéles



des contraintes i.e. les mouvements deviennent uni-dimensionnels, ce qui nous a permis par la
suite d’extraire des équations identiques a celles de la mécanique classique (Annexe 1, Annexe
2 et Annexe 3).

Concernant le processus de création de paires de particules, nous avons déterminé d’abord,
les deux noyaux K (3, 24;5) et Sp (24, Zq; s) de Klein Gordon (spin 0) et de Dirac (spin 1)
respectivement. Ensuite, nous avons calculé 'amplitude de probabilité (d’ailleurs nulle) en
considérant une paire de particule et d’antiparticule. Ce qui nous a permet d’arracher un résultat
essentielle concernant la perturbation de vide par des champs qui ont des caractéristiques un
peut spéciales i.e. champs de jauge de type non-Abélien du groupe SU(2) (3.3) et (3.4). Ce
genre des champs, ne peut pas créés des paires de particules a partir du vide. C’est ainsi que
les résultats obtenus sont les mémes trouvé par Schwinger dans son article [11] concernant le
champ constant, ot nous avons démontré clairement dans I’Annexe 4, le role de la fonction f
définie par la relation (3.22).

Nous pouvons conclure a la fin de ce travail que :

- nous avons apprendre comment calculer les intégrales de chemins par la manipulation des
variables de type bosoniques relatives a la position (mouvement externe) et surtout les variables
de Grassmann relatives a la variable du spin (mouvement interne).

- nous avons réussir a contourner les difficultés rencontrées.

- nous avons apprendre comment maitriser les calculs sur les opérateurs i.e. la commutation
et I'anti-commutation des opérateurs.

- nous avons réussir a gérer des situations ou les calculs sont traités d’une maniere algeé-
brique.

Notons & la fin de ce travail que les calculs sont difficilement maitrisables, lorsque le champ

extérieur n’a pas une forme standard. Par la suite, trouver des solutions exactes a ce genre de

problémes soit d’'une maniére analytique ou d’une maniére algébrique devient difficile.



Annexes 88

Annexes

Annexe 1
Nous voulons montrer, que nous pouvons trouver les mémes équations apparues dans les
fonctions de Klein Gordon, par I'utilisation des équations de mouvement.

En effet pour la particule de Klein Gordon de spin 0, nous avons 'action (2.22)

de pit (p° = M* =i (b(k,.2) + (k@) (,T,) (k.p))

Actiony )
/ —i (1.7
(4.1)
D’abord dérivons (4.1) par rapport aux z"
_ O0Actiony
po= ox"
IR (kb + kye) + (kb (ky ) + e (By )] (£0,T,) | .
4 + (b.(k,.7) + c.(kyx) (7T, — 57,7
(4.2)
ce qui signifie p = const.
Ensuite dérivons (4.1) par rapport aux p”
dActi a
i = —% —0—d+2— z’%k (b.(k,.) + c.(k,2)) (£27,7,) = 0,
p
(4.3)

Pour les variables de Grassmann

0 Action,

i~y .g a
ST = 00— —2iT — z§kz (b.(k,.x) + c.(ky.)) (¢, T,T,) = 0.

(4.4)
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Multiplions les équations précédentes par k, et k (i = 1,2), nous trouvons

(k.p) = 0— (k.p) = const;

(4.5)
(ki) = =2(kp) —¢=-2(kp);
(4.6)
ko = —2(k.p)— ¢ =—-2(k.p).
(4.7)

De plus (kT) = 0.

Annexe 2
Nous voulons montrer, que nous pouvons trouver les mémes équations apparues dans les
fonctions de Dirac (approche globale), par I'utilisation des équations de mouvement.

En effet pour la particule de Dirac de spin %, nous avons 'action (2.57)

p =M —id(b(k.7)+c (k7)) (£L,T,) (p.T) (k.T)

} pr + *
Actiony = /dT -+ (tZT;TJ (p. W) (k. W)
0 — (\11\11) — (T.Y)
(4.8)
D’abord dérivons (4.8) par rapport aux z"
dActions
p = 5—M
T
L o0—pai% [(k,b+ kye) + (kb (k,.2) + kyc (k,2))] (£7,7,)
4 + (b.(k,.x) + e (ky2)) (£, = £27,7)
,l. a " a ! !
ok (B0, = £TT)) (p0),
(4.9)

ce qui signifie p = const.
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Ensuite dérivons (4.8) par rapport aux p”

dActions ) g a G [ amm B
—p 2 =ik () + e () (£0,T) + (thaTb) (k. 0) T = 0.

Tr =

(4.10)

Pour les variables de Grassmann

dActions

= 0
ow”

— =20 — i Gl (t:T;Tb) + g (b.(k,.x) + c.(k,.x)) (t:TaTb)> (k.9)p— (p.¥) k) =0,

(4.11)
et
dActiony 0
oY B .
1y g a 7 a
— =211 — z§k (b.(k,.x) + c.(k,.x)) (t,T,T,) — 3 (t,7,T,) (k.¥)p=0.
(4.12)
Multiplions les équations précédentes par k, et k(i = 1,2), nous trouvons
(k.p) =0 — (k.p) = const;
(4.13)
(ki) = =2 (kp) — o =—2(k.p);
(4.14)
kzl. =—2 (kzp) - (:07 =2 (ki'p)7
(4.15)

de plus (k@) =0et (k;T) =0.
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Annexe 3

Nous voulons montrer, que nous pouvons trouver les mémes équations apparues dans les
fonctions de Dirac (approche locale), par 'utilisation des équations de mouvement.

En effet pour la particule de Dirac de spin %, nous avons ’action (2.118)

i p =M —id(b(k,.7)+c(k,.2)) (£L,T,) (p.T) (k.T)
—= (T, (p.) (kD)
A : Q@ mnt
Aot / —(p9) + 3 (B9) (¥ (£7,7,))
ctions = dr a
/ X | i (50) (b.(k,2) + c.(ky2) (£T,7,)
—MT°
\ i (\1:\11) —q (TT) J
(4.16)
D’abord dérivons (4.16) par rapport aux x”
. OActions
P = ox”
g | R+ Eye) + (R0 (Byx) + kyd (ky2)) ] (80,7,)
— p+i—k ) . )
4 + (b.(k,.2) + e(ky.2) (X0, =7,
tTT —tTT)(p.\I/)
5 (k) (5007, ~ 7)) @
+ilk [(k, b+ kyo) + (kb (k,.x) + kyc (k)] (£7,7,) | =0
+ilk (b.(k,.x) + c.(ky.)) (XL, =T, 1)
— =0,
(4.17)

ce qui signifie p = const.
Ensuite dérivons (4.16) par rapport aux p”

0 Actions
op"

—>x’+2p—i%k(b.(kl.x)—|—c.(l<:2.m)) (7,7, + Z <(t 1Y )) (£ )T — T = 0.

&=-

(4.18)
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Pour les variables de Grassmann

dActiony 0
our
A S a
- 20— <Z <thaTb> + g (b.(ky.x) + c.(ky.2)) (£ TaTb)> (k.9)p— (p.9) k)
7: a / g a
—X (—p + 3 (kW) <thaTb> k+ z§/<: (b.(k,.x) + c.(k,.2)) (¢, TaTb)) =0,

(4.19)

de plus

Acti . ‘
% = 00— —2i0° = —My — = —%MXT + const,

(4.20)

et

0 - 0 Actions
N or” .
- g a ] a
— 0=-21T — Zak (b.(k,.x) + c.(k,.x)) (¢, T,T,) — 3 (t,r,T,) (k.¥)p
i g a
—X ( 1 (kU)W + i (b.(k,.x) + c.(k,.x)) k) (thaTb) :

(4.21)

Multiplions les équations précédentes par k, et k (i = 1,2), nous trouvons

(k.p) =0 — (k.p) = const;
(4.22)
(ki) = ~2 (k.p) = ¢ = 2 (hp);
(4.23)
ka=—-2(k.p)— ¢, =—2(k.p),

(4.24)

de plus (k\If) =0et (k:T) =0.
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Annexe 4

Par ordre, pour clarifié le role de la fonction f définie par (3.22), nous allons retourné
aux équations (3.60) et (3.77) qui représentent les deux noyaux de Klein Gordon et de Dirac
respectivement. Nous allons procédé aux intégrations sur les p, dans le but d’écrire K (zp, z4; )
ou Sp (zp, T4; s) sous une forme plus approprié.

Pour cela, nous allons introduire I’identité

/dQ}(s (w — pks) = /dwdpleipw(w—pks) — 17

2T

(4.25)

dans 'expression (3.77). Nous allons obtenir

S, (zp,Ta;s) = fre b iy e (me(u)) le i3 (zpAlkay) —wa A(kra)
/ / / dpw Tgs yAz,) ( Tgsh/A )
e {pw<w—pks>+p(xb—xa>+(p - )s+f~” vt du(pA(u) =5 A" () |

(4.26)

L’identité (4.25) ségnifi que

w—pks = 0—>pk:§.

(4.27)

Puis, faisons le changement p — p + %k’pw . Les trois termes qui dépends de p dans ’exposent

de 'exponentielle devient

pw(w—pk8)+p(xb—xa)+< ’ —M2>s

1 1 1 L
— Py (w - (p + §k’pw) k:s) + (p + §k’pw) (xp — zq) + ((p + §kpw) - M ) s
1 1 9 2 2
= po|w—pks+ §kpwks +p(xp —xo) + §kpw (xp — x4) + (p + pkpy, + (kp,) — M > s

1 2
— pww—pkpws—i—p(xb—ma)—l—§k;pw(xb—xa)—I—( M >s—|—pk:pws

= (W—f—%k(mb—xa)) - p (=) + Q—MQ)S,

(4.28)
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les autres termes restes inchangeables.

Par la suite, le noyau devient

k:c dm . — _ —
Sp (1y, w45 8) = foe e dw( “Xm(u)) L JCRIEAEERIER)

fa
f L Jate (14T (- A

Xei{pw(w+%k(mbfma)>+p(:pb7wa)+<p27M >s+7'2?j fk;: du(pA(u)f%AQ(u))}.

(4.29)

Maintenant, nous allons performé les intégration sur les p,, : il apparue une fonction de Dirac

6 (w+ 3k (zp — 24))

kzy, (dﬁ — ~ )
-5 duc. —Xm(u)) 1 .Tg
. _ 2 kxq du —iZ9 (2 Ak —IaA kxa
SD <xb7 :ECU S) — fbe —e P] ( b ( b) ( ))

a

[ [ (o =) (1 500) (- 4

i{p(xb—xa)+(p2—M2)8+Tgs :;fdu( u)— %AZ(U))}

Xe

(4.30)

intégration sur w, nous avons le résultat

[ 5t (st g ) (1 owh) (1= oy, ) 2006 0))

- (- ) (1 e )L R}
(4.31)

Donc, Sp se réécrit

—
am

k:z N
SD (x(”xa;s) = fre —3 szdu ( uXm(u)) iB*iT (be(kxb) Ta (k‘xa))

X (1 T2k (xb - xa)]%&b> < 2k (x — xa) HA )
X/ d4p4 6i{p|:(xb Ta)— ngsxa) f:;”; duA(u :|}6i{<p2,M )S+4kgi) iu) fkk;cf duA )}

(4.32)
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ou bien
) rob UU m m(u .Tg = _
SD (I’b,ﬂfa;S) - fbe : o ( ) ()) flez?(x”A(kxb)xaA(kwa))
TgSs -
l— R
() (1 )
4 2 id — 28 (Tg) s kaxy, ” “
X/ dp462(p s+pX)e{ M s+ (g —oa) fk duA’ ( )}7
(o)
(4.33)
avec
kxy
gTs _
X = op—2g— 77— [ dud(u).
Ty — T (o — 2] /kxa uA (u)
(4.34)

Donc, la fonction qui dépend de p devient une Gaussienne, c’est ainsi que le résultat de 'inté-

gration est bien déterminé

2
(2 2 X
/d4pez<p sX) _ (f) exp{—i—}
S 4s
2

_<rg>2s( 1 kkz’dufl(u))

4 k(zp—2xa)

Tp—Ta kx -
STEAM ot oty J du (e — 20) Aw)

(4.35)

Nous avons

—1 — i du{a (dﬁ X??L(u))} 1 .Tg i i
S T 71;“; s) = f e 2 kxq du _e—l?[be(k‘xb)—CtaA(k‘xa)}
b (@ ) (47rs)2 ’ Ja
1 "9° __T95
1w 1 ey
9 2y —14)> " _
_MS_(b4s) Qkxb xa)fkbdu .Tb—.I'a)A(’LL)

2 2
(r9) s 1 kx 1 kx -
e + 94 |:k:(xb—xa) k:rab dU,A (U) o (k(:cb—:ca) kxab duA (U)) :|

(4.36)

A ce niveau, nous allons considéré une approximation de Sp au voisinage de x, =~ x;. Utilisons

Tpt+Ta

5 et les propriétés de 'onde plane, les termes

le développement autour du mid-point z =
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de I’équation (4.36) deviennent respectivement
r 2
(g7) s /’“c” o 1 (/]”b _ )
— duA” (u) = —— duA (u
4k (zp — x4) | Jke () E(xy —24) \ ke, (u)

- @ty L[, A = ([ e e) ([ wd o]

!

[ ) A JUF QUIGEETAN

12

(97—) S L= _ —v _

= T (v —xq) F,, (a) F " (a) (zp — xa)p
928 s _ vp o,

= (T — 4) Fpew (u) F (@) (xp — g;a)p ’

(1- i) (14 i) = 1 - e (- A)
e (A

~ TQSyA 1_1‘ = 7i7gb MVF‘ILV — 6 gS uVFnew;Lu (17,)’
(4.38)
1A (k) — 2, A (kxy) =~ (zp— 24) A (@) + (kxp — ko) (xA’ (u)) ,
(4.39)
1 kxb _ _
d —x4) A ~ —x4) A
o L @A) = e -n) A
(4.40)
ko [ (am ~f(dm _
/k% du |o. %xm(u) ~ (kxy, —kzx,) 0 %xm(ﬂ) :
(4.41)
ol U =kzetA = % représente la dérivation et F w = QLAV — 81,14_1# est le tenseur usuel

relié¢ a A, donné par (3.48).



Annexes

97
Donc, S, (x4, z4; s) se simplifié

—1
S, (xp, xa;s) =
o (7 ) (4ms

fbe_;(kx,,_kza);(ﬁxrz(u)) 1
2

~—

—i % [(wp—wa) A(0)+(kzp—kaa) (24 (7))

2 —ITq : T A (5
A —M s—%—f-é’(mb—%)z‘l(u)
7 2 B B vo
oo, | G @ e F L, @F @ @), |
(4.42)
ou
(1 =) ¢
— 1 vp
_ Ty 4837@ — '188 (:Eb — xa) newp (ﬂ) Fnew (U) (I’b — $a>
" 2
Tp — Ty s) = _vp
= (@ s ) 5:+ (‘C{L; F, (a)F ") (zp — z4)
(4.43)
et
—L (kx kxaH<—’7‘>< >+ Ty — Tq) A
malm ke o (G m @) Fm - n) AW | i (1~ 2) A, (8).
—i= [(xb — 1) A1) + (kxy — kzy) (J_:A’ )}
(4.44)
Donc, 'expression du noyau S, relié au champ non-Abélien au voisinage du mid-point z;, >~ z,
a la forme
2 gs _kv _
N @ [ @R ) B (n ]
1 —bmel 1y 4 F o o(w)F" (a)] (xp — x4
S, (zy, w45 8) =~ ~ fre 12 @) Anew () —_o 4s o F (@) F @) (o )
(47’(’ ) fa
(4.45)
Gréace a la transformation (3.22), S, est une produit de
- premier facteur

fbe_i%(xb_xll)Anew (u) i

fa Tp—Tq

(4.46)
indépendant du variable s, mais dépend des générateurs du groupe SU (2) ou leurs trace égale
a2 (tr=2).
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- deuxiéme facteur, dépend de variable s, mais indépendant des générateurs du groupe
SU (2), qui a une forme similaire (en exception pour le signe de métrique) a I’expression obtenu

par Schwinger pour un champ constant (Eq.3.12 of [11])

(Eq312 of [11]) = _1g22 lze—%trln«er)*lsinh(er))ei{i(m’—z“)eFcoth(er)(m’—m”) %UF}’
m™ S

(4.47)

avec e = 9. Si nous prenons I’approximation pour des champs faibles (F =F <<), nous obte-

nons

w 2
(4.47) i1 % R -85 s (0 Fw(“)pw(“)}(w"_””“)p}

— e
2 2
Fe< 167° s

u=kT

(4.48)

De plus, grace au fonction f, les noyaux sont séparé en deux parties, une contient les générateurs
du groupe SU (2), I'autre pour z, ~ x;, contient la fonction de Lagrange, qui dépend seulement
des invariants électromagnétiques.

La fonctions de Lagrange, est définie a partir de ’action effective par la relation
W= / d'aL. (4.49)

Maintenant, utilisons les deux équations (3.17) et (3.67), puis contournons les divergences quand
s = 0, ensuite absorbons ces divergences par la normalisation des champs et des charges. La
fonction de Lagrange finie et Iinvariant de jauge pour un champ constant [11] (aprés qu’on

prend la trace sur les matrices 7) est égale a

2
_ (%) > dS —M2s
Lspin 1/2 - - (1 + 2 X 12/]_(_2 A ?6 f
2
(5)

*ds s l[rg \* ,RecoshisX 279\
s [ (9 Ry 2oy ]
8%2/0 e [(25> gImcoshng 3 \2° d

—2 X



avec

(4.51)
o 1 2 2
F = WFW:§(H —E),
(4.52)
G = ;F.F =EBH
(4.53)

'addition du facteur 2 parvient a partir du calcul de la trace du premier facteur de (4.47).

2 3
Aprés le développement en séries de ﬁ, nous allons trouve £ ,=—F+2X % [4.7: geE 79] +
2
g
.ou Q= (42—).
s

Les coefficients en fonction de F et G sont plus compatibles avec 'invariant de Lorentz.
Dans notre cas, concernant ’onde plane, la fonction de Lagrange devient nulle quand F = G =0
Le. L.\, rego 0.

12"

Pour le cas de spin 0, le terme tr (e* 4 newpuy (“)) soit absent quand les matrices 7" soit

abssents. Donc, U'invariant Lagrangien de jauge total the total est (Eq.3.54 of [11])

) [~ds (5 g 1 Lgy;
SRRy o R P I V7
spin 0 F+ X167T2/0 JEN {28 gImcosh%sX +3 2” di

(4.54)

et apres, le développement en séries de ﬁ , les coefficients compatible avec I'invariant de Lorentz,
sont nuls pour 'onde plane. Nous avons

20° (1/M)’
s _ _Fiox 2 WM)

T, 2
spin 0 90M |:ZF _I_ g:| _I_

F=G=0
(4.55)
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Abstract. A SU(2) non-Abelian plane wave group is used to study the process of pair creation of particles
of spin 0 and 1/2. Using the plane wave properties and some shifts and by algebric calculation, it is shown
that in both cases of spin 0 and 1/2 the effective actions and the probabilities are null, i.e. no particles
pair can be created from vacuum with such a field.

1 Introduction

It is well known that the basis of the modern physics is the gauge theory and that some physical processes, in quantum
chromodynamics for example, are described by coupled equations such as Dirac and Yang-Mills equations. In general,
the solution of these two equations is possible only for particular cases of configurations because a simultaneous
resolution is required. However, among configurations there are fields which have particular characteristics as bounded
energy density, the direction and the magnitude of the Poynting vector, respectively, constant and equal to the energy
density. These fields are plane waves. In non-Abelian case, from the motion equation
OMEL, + AR ES =0,

where

Fy, = 0,A7 — 0L A, + cabcA‘jAﬁ,
is the strength field, their characteristics have been discussed by [1] and the configuration in the particular case of
SU(2) group has been considered by Obukhov [2] who obtained analytical solutions for the Dirac equation.

In the present paper, it appears useful for us to consider this same configuration of the non-Abelian plane wave in
the process of pair creation, known to be the one of the most important in physics. It is important to mention some
works on this process, for example [3-9], and in particular [10], where an analytical expression has been obtained for the
probability of pair creation when the vacuum is perturbed by a constant electric field and recently the determination
of the probability when the interaction is a time-dependent electric chromodynamics field [11,12].

The non-Abelian plane wave in question, which is taken in consideration in the present work, has the following
form [2]:

A, = A%0" = A7, (1)

- - 1{ dm -
A, =k, {m [(k,2) b+ (k,x)c] + p (d(kx) X m) } (2)

are the partial components of the field, 0% = (o!,02%,0%) the SU(2) generators of the group, a = (1,2,3) the color
index, b = b(kz), ¢ = ¢(kz) and m = m(ka) functions of the product kz only, in addition to the following condition

where

on m:

m = 1. (3)

# e-mail: 1lyazidchetouani®@gmail.com
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The 4-polarization vectors k,, k, and k characterize the color wave and the 4-isotropic vector. The coupling g is a
constant.
Furthermore, the wave vectors are as follows:

k* =kk, =kk, =k, k, =0, (4)
and, consequently, the Lorentz condition
9.4 =0 ()

is satisfied for each partial component.

In this paper, our purpose is to determine the probability of pair creation by considering the Klein-Gordon and
Dirac particles when the vacuum is perturbed by the non-Abelian field SU(2) defined by egs. (1) and (2). A similar
calculation of the probability, using a plane wave non-Abelian with a simplest form [13] has been performed according
to our purely algebraic approach. We use this approach for the more complicated form of field given by egs. (1) and (2).

First, let us begin by the Klein-Gordon particles.

2 Pair creation of spinless particles

The motion is described by the Klein-Gordon equation and the vacuum-vacuum transition amplitude is given by the
following expression:

A(vac.-vac.) :/D¢D¢*ei‘f‘d4ﬂ3¢*éKG¢’ (©)

where O = (P + 9 A(kx))? — M? is the Klein-Gordon operator.
According to the well-known procedure, this amplitude (multiple integral) can be calculated by considering the

eigenvectors 1, and its corresponding eigenvalues A, of the operator Okq,

OKGwn(I) = >\nwn(z)7
and the decomposition on the basis ¥,
$x) =Y anthn(x),
with

[ dtavi,@in() = B

Thus, the vacuum-vacuum amplitude is simply equal to

A(vac.-vac.) = N/Hdaina;%ei o lanl®xn
i J
IS R
" An detOgg

i.e. A is inversely proportional to the determinant of the operator Oxc. The constant N is fixed by reference to the
case without interaction. R X

By using the familiar formula, the determinant det Ox ¢ = e " ©O%¢ is converted to an exponential and using the
following equality:

+
me = / > ds [eis(b+i0+) _ eis(a+i0+)i| '
b 0 S

We obtain |
-Acreat. = A(Vac.-vac.) = 61W<p1n07 (7)

+oo . L g A\2 2 s 5
Wepino = —i/ ds tr {e“((pﬂA) -M?) s (=M )} i (8)
0

S

where

This is the effective action.
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The symbol tr = tr, - tr, is the trace related to the configuration space ([ d*z(z|(-)|z)) and to generators of the
group SU(2).
From the vacuum-vacuum amplitude Ac,e, the probability is defined as follows:

Pereat. = 1 — |Acre|2- (9)
Let us now consider the canonically conjugate operators p and z,

[&,.D,] = —ig,,- (10)
Its action on the kets |x) and |p) is defined by

g,|x)==,l2),  B,Ip)=p,Ip) (11)
with (x|p) = (62;;2 the scalar product in order to perform the passage [z) — [p). The metric tensor is diag(g,,) =
(1a 717 71a 71)

It is clear that the effective action related to the KG particle in the non-Abelian field is a function of the diagonal
element of the kernel K (zp, 4; )|z, =2, —2 (in the configuration space). The kernel is given by the following expression:

A P e (G S P

= 0(s) <xb :c> : (12)

eis[(ﬁJr%A)z—Mz]

with x, and x; the initial and final positions of the particle, respectively.

Let us proceed to the calculation of this kernel.

First, it can be noted, in A, (egs. (1) and (2)) that component is multiplied by c®. Let us choose the following
matricial transformation f (2 x 2), whose role will be specified later:

. 1 —_— — . 2 o
f= B (1 + Tom(kx)) ;o =1 (13)
It modifies A into flnew according to
5+ 94) F=f(p4 LA 14
(p+§ ) f_f(p+§ new) 9 ( )
where .
~ 1 — dm —
Apnew = k7 [k, )b+ (k,2)c] + e (k) xm e (15)

This is the new non-Abelian field which also satisfies the Lorentz condition. It is important to note that there is only
one term with the generators o.
The expression of A v is obtained by using the well-known relations

and

From the following development:

oi50xa(fF) = +isOka <f‘

:f<1+is[(ﬁ+

OISR
~
+

Anew(ki))2 - MZ} ¥ )

9

—~l =

it is obvious that the kernel becomes

] |xa>fi 7 (16)

a

K (2570 8) = fb9(5)<xb|eis[(ﬁ+%Anew(ki)) _
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and its calculation is reduced to the determination of the kernel with the field /mew instead A.
The procedure of the calculation is as follows: First, the variables of the field are converted into operators and their
conjugate operators are introduced. Then, by using some shift, the unitary operators appear.
Let us begin by the three variables kz, k, x and kax of the field. For this, we define three new operators ¢, ¢, and
©, as follows:
» = ka; », =k, ; », =k,Z, (17)

whose action on their respective kets is

Ploy =wle)y;  Gile) =eiler);  @alpa) = w2fe2).
In addition, we associate (¢, ¢1,$2) to their conjugates (Do, Py, , Py, )» Tespectively,
o] =1,
[sﬁ J=120.] = [pe2,] = [Pg.0,] =0,

and the same relations for (¢1,pg,) and (P2, pg,)-
At this level, it is useful to introduce the following three identities, one for each new variable:

@
m

//dwb de,d(p, — kz,)o(p, — ¢, —k(z, —x, //dsob de,d(p, — kz,)(psle,) =
// d‘»olh d@laé(spla - klﬁa)(s((pw — P k :l? -, // d901h d(pl sola 1 a)<¢1b|@la> 7
// d<p2b d@2a5(w2a - kaa)(S((p% — Paa T kz (mb - mu.)) = // d(p% d@zaé(SD2a - kzxa)<@2b|@2a> = 1’ (18)

where we have adopted the bra-ket notation.
Then, the kernel takes the following form:

K(mlﬂ Tas ) = H(S)fb/dcpb d% d<p1b dsola, d@zb d@za(s(‘pa - kxa,)(s(sala, - klxa)é((an - kan,)

x <mb,tpb,<pl,,,<p2b G e wa,wa7<p1a7<pza>;- (19)
Now, let us perform the following shift:
p—p+kp, +kip,, +kap,,- (20)
As the commutator [Z,,p,] remains unchanged and using the relation (4) we obtain
(5 S dnen(58)) " = 52 + ghhsen
— P + gpAnew + 2kpp, + 2k1pp,,, + 2kapp,, + K72+ K3P7 . (21)

Now, let us consider the second and third terms. First, we remark that

1 gpAnew>

2pkp pAnew = 20kp. [ 14+ — 22
pkp,, + gp pm( +P¢ 20k (22)

and that the inverse of p is an integral

1 @
f(.)ﬂi/ du(-). (23)
b,
Thus, successively, we have h
P4 LI g 9 [TaR ) d (24)
= new \U, ¥, u,
b, 2pk ok | P RS

and then )
2pkp, + gpAnew = 2pke51p_ ' (25)
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where
$1 = 472 (5,B(8) + $:0(9)) + 57 - M (9), (26)
with . . . -
B() = / dub(u);  C(@) = / duc(u) and  M(@) = / du (dﬁiu)x%(u)) (27)

Using the commutation relations, it is easy to show the relation (21) is equal to

N R R R 2
- (p+kp, +kip,, + kb, ) -
(21) = e 5 e, (28)

A A T9) 7, . A A A ~
—rgpA (@) + T A(@) — g (B, +C@)K3D,,)
where -
Au(@) = ki B(#) + ku2C(9), (29)
or, again, by using the inverse shift
p+kip,, +kep,, — D, (30)
we obtain the following result:
_—iS [ 2 PPN VIR (79)2 T2\ i8Sy
(21) =e p”+ 2pkp, — TgpA((9)) + ——A(P)" | ™. (31)

By repeating the same procedure, the following expression can be reduced to

(r9)?

A@)? = e (57 4 20k, ) o, (32)

P? +2pkp,, — TgpA((2)) +

Thus, it appears in the exponential, another phase

5 . Tg ¥ Y Lg _ 9
Sp= g | du (—pA@w) + =L A()?) (33)
The inverse shift,
p+Fkp, — P, (34)
reduces again the expression (31) to
(32) — e—i(Sl+Sz)ﬁ2€i(sl+Sz)' (35)

Thus, we have reduced the kernel related to flnew at the one related to the free case with the following link:

(54 o)

<xb790b’<p1bv<p2b xa,@a5901aa902a>:

—i(81+82) is(P2—M") i(81+8
<xb,sob,<p1b,<p2b e (51 52) (P M ) i (S14852) xa,wu,%a,%a>, (36)
where the sum of two phases is given by
A A g . . . . 1- -
S1+ 82 = Ty (¢, B(¢) + ¢20(9)] + 57 - M(9)
g v AT 79 5/.\2
- du (pA(u) - ZLA(w)?) 37
o [ du () - i (31)

This is a function of the four operators p, ¢, ¢,, ¢, and 7.
By applying the three operators ¢, ¢,, ¢, on the bras and kets, the following matrix element of eq. (19) is simply
equal to

N A 2
o—i(S15+520) < pis(B*=M")

Ty, Py Prys P %soa,sam,soza> e (S0t S20), (38)

where Syp, + Sap and Syq + Saq are, respectively, function of variables Oy Prns Pons Pus Pras P, and of operator p.
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In order to fix the variables (¢,, ¥, , ©,,s Pras Pops Pan )» Tespectively, to (kx,, kx,, kiz,, k1, , kaxy, koxa), we proceed
to integrations on the six variables ¢ and thanks to Dirac functions §, we obtain

Kz, z.:5) = fb< ‘ —i(Sr+S2p) gis (B~ M?) i(S10+520) $a> ia, (39)
where now the phase is
S1+ 95 A(kz) + o - M(kZ)
_ 292; / Y (ﬁA(u) - %A(U)Q) : (40)

is only a function of the operators & and p.

The operator & is easy to eliminate: it becomes, respectively, a variable z, and z3, when it acts on the ket |z, )
and the bras (x,|. But it remains the operator p.

In order to eliminate p, respectively, we insert the projector [d*p|p)(p| = 1 and we use the scalar product (z|p) =

% and finally, the kernel is given by the following expression:

K(z z, 0s) = fre 2f:%d7“’ (Txm(“))ie—i%(ﬁbg(lmb)—%g(k%))
/ (314304 o Pz (07 M) st 5 70 du(pAt) - 9 Aw)?) } (41)
Y3

Now, we must take the trace, first on the configuration space and then on the generators of the group. We obtain

tr, try, K = lim trg/d4xK(x,x;s)
d* i —m?)s
= lim tra/d4 / p4f— v M)
21
: —iM s 4 1 d4p ip2$
= lelgle d xtrg f? W@
a2 4
26—1M S/d4$ d p

_ —zM é/ d4 /de dp dp dp (poz_plz_p’zz_psz)s
TL3

7,M s

o2
ip s

—1 e~

— 3
=z 1L (42)

It is obvious that the effective action (8) Wypino = 0 and therefore, the probability of pair creation of Klein Gordon
particles is null
Pcreat. =0. (43)

That means that the non-Abelian field of the SU(2) group is unable to create spinless pairs particles from vacuum.

3 Pair creation of particles of spin 1/2

In the case of Dirac particles in interaction with the same non-Abelian field having the configuration equations (1)
and (2), the vacuum-vacuum transition amplitude is given by

A(vac.-vac.) = /DEDq/Jei fd%wiﬂr%g‘*Mﬂ” (44)

where now 1 and ¥ are variables of Grassmann and O = ]}/ + g;{ — M (Dirac operator) where ;i =" a,.
By using the same procedure as the one used in the case of spin 0, the integrations on ¢ and 1 give

A(vac.-vac.) ~ det O.
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In the operation of charge conjugate the determinant remains unchanged, then the vacuum-vacuum transition ampli-
tude becomes

A(vac.-vac.) = NVdet 00¢ = eWepin1/2, (45)

where the constant N is fixed by referring to the free case.
As previously done, after having changed the function In into the integral of the exponential, the effective action
for this case is as follows

. A2 M2 ; °d X L ~\2 N
Wepin1/2 = %trln - P — = %tr/ ?SeﬂSMZ (els(lﬁr%‘ﬁ) — elSp2) , (46)
(ﬁ_'_ %A) _ M2 0

where the symbol tr = tr, tr, tr, is the product of traces related to the configuration space, SU(2) generators of group
and Dirac matrices y*, respectively.
It is obvious that the determination of Wi, 1/2 requires the knowledge of the kernel Sp defined by

o -\ 2
Sp(@p, a3 5) = (wale*FTEA) |2, (47)
since ) )
b9 = (5124 9 v
(’H 2A) - (p+ QA) 0 Fs (48)
where )
TR TR
o 5 Y97,
and —— ——
Fu = 0,A, —0,A, = om[b(kk, —k, k,)+c(kk, —kk,)| =omly, (49)

is the electromagnetic tensor. We use the method related to the case of spin 0 by introducing again the same function
f defined in (13),

9N (94 N9

B+ iA f=f p+§Anew +TZJ Ty | - (50)

It is obvious that the calculation of the kernel Sp is reduced to the one relative to the case of spin 0 with only an
additional term 740#*T),, in the expression of Si (eq. (26)) and having the following form:

R __: "9 uz
4pk0 k, (Bk:m —I—C'k‘%) Z4pk: KA, (51)

and the result is an additional factor in (41),

VA= A0e) = 1 P (Alhey) — Alkza))

9 % 79 %
=(1+-—= k 1—-— kxg) |, 52
( + 1k KA( a?b)) ( Ik KAk )) (52)
that we have factorized and finally the kernel Sp takes the following form,

Sp(zp, xq;8) = fre? oy duo () L =i (oAl o A(kea)
a

d*p 9 9
—F (142 1 7
< | G ( T 4 M *’) ( 1k M
% ei{p(acb—aca)+<p2 —M2)3+% kk:: du(pA(u)—%A(u)z)}. (53)
Having determined Sp, it easy to obtain the traces
812 2

2 2
— e*iM s — efiM s
tr, try tr, Sp = tr, ( TL3> =_— - TI3,
T

and the effective action is thus trivial
Wspin 1/2 = 0,
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and therefore the probability of pair creation of particles of spin 1/2 is null
Pereat = 0. (54)

Consequently, the non-Abelian field of the SU(2) group is again unable to create pairs of Dirac particles from vacuum.

Remark

In order to clarify the role of function f (eq. (13)), let us return to eq. (41) and eq. (53) related to kernels K and
Sp and then proceed to the integration on p in view to write Sp (or K) in the most appropriate form.

For this, let us introduce the following identity:

/dw§(w —pks) = /dw%eipu(w—pks) -1
21

in the expression of Sp.
We obtain

foe -3 szbdu” (du Xm(u)) 1 e i%(ﬂ?bg(kmb)fxaﬁ(kza))

a

e e (4 ) (- k)

y ei{pw(w—pks>+p<xb—za>+(p"‘—M )t L0 du(pA(u)— 4 Aw)?) }

kzq

Sp(xp, xa; s) =

(55)
Then, let us change p into p + %k‘pw. The three terms depending on p in the exponent of the exponential become
Po(w — pks) + p(wy — x4) + (p2 - MZ) 5 —
Pu(w — pks) + p(xy — Ta) + %kpw(xb —Z4) + (p2 + pkpy, — MQ) s —

Do <w+;k(sza)) +play —x4) + ( ’ fMQ) s, (56)

the remaining terms remain unchanged.
Let us perform the integration on p,: it appears as a Dirac function é(w + %k(mb — x,)) and after integration on
w, Sp become

SD (xb, Tas 5) — fbefé f:fj duo- (% XT_’i(u)) iefi%g(mbg(kzb)fmaﬁ(kza))

fa
Tgs -
1-— 1
<(1- ey ) (1+ ey )
d4p i{p(zbfza)+(p27M2)s mszb du(pﬁ(u)f% (u)? )} 57
n)i° (57)
Posing X = x;, — x4 k(wb =) f]m’ duA(u), the function in p being a Gaussian, then the result of integration is

straightforward and finally Sp takes the followmg form:

— £ —% femy du[?(‘% xﬁz(u)ﬂ iefi%[mhfi(kg;b)fxag(kra)]

SD(Z'b,CCa;S) = W e f
Tgs -
1 I S L
- s K {1 s )
SM's - gk g f’”" du(ey — 24) A(u)
(Tg) |: k::cb kxb 2
e 4 k'( b— a) (k( b— a) ) (58)
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Now, let us consider the behavior of Sp for x, ~ x;. Using a development around the midpoint T = WT‘”“ and the
properties of the plane wave, the following terms become:

(97)%s o 2 _ 1 ke uA(u i ~
T =57 |, A~ (/k Al ’) =

(97)%s
48

B (gzl-; . (zp — xa)upuu(ﬁ)FUp(a)(xb — Tq)p =

(zp — ma)ukﬂle:/(ﬂ)fim(ﬂ)kp(xb —Ta)p =

25

5 (0 = %) Fues (0) FL8, (0) (2 — 22),

TgS - TgSs -
- I+ =
(1w ey #) (1 ity #A)
¢ T M Ao —Aa) o (o~ TEHA (W) i Py — =i 0" Frewian (8),

apA(kay) — waA(kza) = (zp — T0) A() + (kxp — kzo) (TA (@)

kxy
%/ du(zy — 24) A(u) ~ (zp — 24) A(T),

k(zy — 24) Jiw,
keo N fdm - ~(dm -
/}ma du [cr . (dTZ X m(u)> ~ (kxy — kxg)o (dTZ X m(ﬁ)) ,
where © = kT and /_1:, = dAd”a(ﬁ) is the derivative and F,W = 8M14_ll, — 6,,AM is the usual tensor related to Au given by

eq. (29).
Thus, the expression of Sp relating to non-Abelian field for x;, ~ x, is

Sp(ap, Ta; s) = fre~ 5@ 7T) Anew (@) 1

Ja
. . 2 s _pv gy (Ep—za)H @) 7 o\NEve (s
—1 iy =M~ s— LoV F(u)— bt | 60+ 55— Fu (W) FVP (@) | (zp—2a) p
* (ams)2© { | } 3 (59)
Thus, using the transformation f (eq. (13)), Sp is a product of two factors:
— First factor
fbefi%(a:bfa:a)Auew(U)i — 1, (60)
f(l Tp—Tq

independent of the variable s, but dependent on SU(2) generators group and where its trace is equal to 2.

— Second factor, depending on s, but independent of generators, having a similar form (except for the sign of the
metric) to the expression obtained by Schwinger for constant fields (eq. (3.12) of ref. [10]).
It is important to remind eq. (3.12) of ref. [10] which is

167@2 %67% tr ln((er)’1 sinh(er))ei{i (x’fx”)eF coth(er)(m’fa:”)Jr%saF}’ (61)
TS

with e = § and by taking its approximation for weak fields (F' = F <) we obtain

. . — zp—za)H 5?2 & i
B ~i 1 el, _%n‘“’Fw(u)—% [5z+%FW(u)F P(u)} (mb—za)p} (62)
F< 1672 52

u=kZ

Thus, using the function f, the kernels have been separated into two parts, the first part contains the generators
of the group SU(2) and the other part contains the Lagrange function, only based on electromagnetic invariants for
Ty = Tp.

As the Lagrange function is defined from the effective action by the relation

W= / d'zL, (63)
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and by using the egs. (8) and (46) and after having removed by subtraction a logarithmic divergence at s = 0 and
absorbed this divergence in a renormalization of fields and charges, the finite Lagrange function and gauge invariant
for constant fields [10] (after having taken the trace on matrices ) is equal to

(3)2 > ds 2
. —— 2 oo —M*s
Lpin1/2 (1 + 2 x 1902 /0 5 e F

(3)2 < ds > [7g \2 ,Recosh £sX 2 /g \2
(o SIS :
" 82 /0 53¢ { 2° Im cosh §5X 32" Tl (64)
_ _ —2 —2 _ t/’”’ — —
with X = 2(F +iG)V/2, F = Fu P = }(H ~E ), §=1FuF —=E-H
The added factor 2 comes from the trace of the first factor of eq. (60).
After development in series of ﬁ, Lepin1/2 becomes
20%(1/M)3
’Cspinl/2:_.7+2><%[4?24‘79}"‘“') (65)

(8)?
4m
The coefficients, function of F and G are well compatible with the Lorentz invariance. For our plane wave all the

terms of the above series disappear

where oo =

L — 0. (66)

spin1/2 |]—':g:o

For the case of spin 0, the term tr(e_i%awFﬂeww(")) being absent since there are no matrices +*, the total
Lagrangian, gauge invariant, is ((eq. (3.54) of ref. [10])

(®)°

> ds _M2 g \2 1 1 /g \2
—e M (Ss) G -1 7(7) ,
1672 /0 3 {(23) gImcoshng + 32" 7 (67)

and, after the development in series ﬁ, the coefficients (compatible with the Lorentz invariance) are null for the plane
wave

Espino =-F+2x

202(1/M)?

im0 = —F +2
ﬁbplo .7:+>< 90M

Hf9+g}+nw . (68)
F=G=0

4 Conclusion

In this paper, we have determined the probability of pairs creation of the Klein-Gordon and Dirac particles from the
vacuum perturbed by a non-Abelian plane wave. Due to the transformation (13) and by using some shifts the obtained
expressions for kernels are simply a product of two factors: the first one contains the generators of the SU(2) group
and the second one, by taking (or not) the trace on the matrices v it appears (for x, ~ x;) the Lagrange function
depending only of electromagnetic invariants. The calculation has been performed algebraically.

For the two cases (spin 0 and 1/2), it has been shown that the non-Abelian field defined by eqs. (1) and (2) is
unable to create pairs of particles from the vacuum.
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Résume

Nous avons fait ce travail, dans le but de calculer d’abord, par la méthode des
intégrales de chemin, la fonction de Green pour des particules de Klein Gordon
(spin s=0) et de Dirac (spin s=7), en interaction avec un champ de jauge de type
non-Abélien du groupe SU(2) a (3+1) dimension. Puis, nous avons extraire les
fonctions d'ondes pour les deux cas.

En suite, nous avons utilisé le processus de création de paires de particules par le
méme champ, pour calculer les deux noyaux de Klein Gordon et de Dirac. Puis,
nous avons calculé l'amplitude de probabilité (d'ailleurs nulle) en considérant une
paire de particule et d'antiparticule. Ce qui nous a permet d'arracher un résultat
essentielle: ce genre des champs, ne peut pas créés des paires de particules a partir
du vide.

Mots cle:

fonction de Green, spin, particules de Klein Gordon, particules de Dirac,
création de paires de particules, cham non-Abélien.

Summary

We have doing this travel, in the aim to calculate first, by using the path integral
approch, the Green function for Klein Gordon particles (spin s=0) and Dirac
particles (spin s=V2), in interaction with a non-Abelian field of SU(2) group in (3+1)
dimension. Then, we have extracted the waves functions for the two cases.

Second, we have using pair creation processus by the same field, for calculate the
two kernels of Klein Gordon and Dirac. Then, we have deduced that the probability
of pair creation is null. That means: the non-Abelian field of SU(2) group is unable
to create pairs particles from vacuum.

Keywords

Green function, spin, Klein Gordon particles, Dirac particles, pair
creation of particles, non-Abelian field.
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