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Introduction généraD

Introduction géenérale

L’objectif est de présenter les méthodes, numérique, analytique et semi analytique les
plus utilisées, pour résoudre les problemes régis par les équations aux dérivées partielles
(EDP). Pour bien assimiler et valider ces méthodes, on doit connaitre, en amont, les méthodes
analytiques, semi analytiques, numériques et notamment I’expérimentales, ces derniéres pour

valider les résultats des trois premiéres méthodes.

Les trois premiers chapitres, donnent les principales méthodes de la résolution des
problémes, sans oublier D’introduction des différentes conditions aux limites, [’état

exceptionnel est la résolution des EDP de Laplace pour les problemes elliptiques.

Le premier chapitre explique le principe de la méthode analytique, pour résoudre les
EDP par I’utilisation de la méthode de séparation des variables, si le probléme est en 2D, c.-a-
d. f(x,y) cette fonction qui a deux variables, est séparée en deux sous fonction ayant une
seule variable, dans ce cas f(x,y) = f(x)f(y). Pour simplifier le probleme, 1’équation
différentielle de Laplace est résolue, sujet aux conditions aux limites qui peuvent étre
appliquées directement a 1’équation séparée, la solution f est représentée comme des séries
infinies en fonction de f,,, la solution compléte se fait, par une développement de f,,en série de

Fourier.

On expose dans la premiére partie de chapitre deux la dérivée numérique par les
différences divisées sur un pas constant utilisant les différences a droite (progressive), a
gauche (régressive) et centrée sur base entiére. Ces divisés numériques sont les bases de la
méthode des différences finies, la méthode des différences finies est basée sur la discrétisation
du domaine en un double réseau de paralléles aux axes et régulierement espacés, la résolution
des EDP elliptiques de Laplace se fait par la définition de maillage couvrant le domaine et sa
frontiére, les dérivées sont exprimées, en tout nceud intérieur au domaine, a 1’aide des
différences finies, ces termes contiennent des points situés sur la frontiere. La derniére étape,
est d’exprimer les valeurs de la fonction en tout point sur la frontiére en tenant compte des
conditions aux limites. On résoudre un systéeme d’équations a n inconnus par des techniques

de résolution.

Le chapitre trois, traite la méthode des équations d’intégrales des frontiéres (MEIF),
aussi, comme dans le premier chapitre, les problemes elliptiques, type de Laplace. La solution

fondamentale est basée sur la fonction (1’identité) de Green, la méthode directe des équations
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intégrales des fronticres est appliquée, avec I’introduction des conditions aux limites mixtes
(Dirichlet et Neumann). Généralement, on cherche la solution lorsqu’un point P se situe a
I’intérieur de domaine €, a I’extérieur et sur la limite (la fronticre), cela grace a I’identité de
Green. On trouve trois types de solution, les équations qui constituent la solution peuvent étre
combinées en une seule équation générale dépend d’un coefficient arbitraire £(p), ce dernier
dépend de la position du point p. L’équation générale s’écrit sous forme intégrale, ici les
¢léments aux frontiéres utilisés sont constantes. La résolution d’un systéme d’équations par
séparation des inconnus & partir des quantités connues, on trouve deux sous-systémes égaux
droite et gauche, on déplace tous les inconnus sur le c6té gauche et on résoudre finalement un

systéme d’équations linéaire.

Le dernier chapitre est consacré a 1’application numérique des trois méthodes déja
vues aux chapitres précédents, la résolution de probléme d’une plaque ferromagnétique,
soumis a un champ magnétique axial, grace, au supposition que la bobine est suffisamment
longe, ce type des problémes est traité comme un probléme de Laplace, avec I’introduction
des conditions aux limites sur les c6tés de la plague seulement, c.a.d. on enléve la bobine (la

source de courant) et lui remplacer par ces conditions aux limites.

L’examinassions numériques de ces méthodes donne des bons résultats. On finit ces

chapitres par des conclusions .
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|.1.Introduction :

Dans ce chapitre analyse la méthode de séparation des variables qui permit de résoudre
I’équation de Laplace dans une région rectangulaire lorsque 1’on impose des conditions pour la
solution sur chaque c6té de rectangle.

1.2. Principe de la méthode dans les coordonnées rectangulaire (cartésienne) :

Pour ne pas compliquer les idées nous considérons 1’équation de Laplace en 2D Seulement
Considérons le probléeme de Dirichlet d’un rectangle qui posséde une longueur infinie (Oz) ; ce

rectangle est un conducteur a travers la surface comme dans la figure (1.1) [1].

v

Vo [solan
bt ‘I( ;-'t
. 0
0 1\ e

0

Figure 1.1 : Section droite d’un conducteur sous forme rectangulaire.

Pour simplifier le probléme, les trois cotés : bas, droit et gauche sont maintient a un potentiel
égale a zéro, le cote supérieur est fixé a un potentiel égale a V,,, se sont les conditions au limites.

L’équation différentielle a résolue est :

oV? oV? (1.1)
——5+—5=0
oX* oY
Sujet aux conditions aux limites :
V(0,y)=0 (1.22)
V(a, y)=0 (1.2b)
V(x,0)=0 (1.2c)
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V(x,b)=V, (1.2d)
La solution prend 1’expression suivante :
V(X y)=X(x).Y(y) (1.3)

La substitution de cette équation dans 1’équation (l.1) puis la division par X*Y donne cette

expression :
X’! Y"
+—=0 (1.4)
X Y
Ou’ bien :
X" Y"
—_— —— = ﬂ,
X Y

Ou’ A est un constant de séparation, donc on trouve ces deux équations :
X"-AX=0 (1.5)
Y'+1Y=0 (1.6)

Pour la résolution de 1’équation différentielle (1.5) et (1.6), nous entrons les conditions aux limites
de I’équation (1.2). Donc, ces équations aux limites peuvent étre appliquées directement a 1’équation

séparée, nous avons: (V. =X-Y)

V(0,y)=0 X(0)=0 (1.7a)
V(a,y)=0 X(a)=0 (1.7b)
V(x,0)=0 Y(0)=0 (1.7¢)
V(x,b) =V, X(x).Y(y) =V, (1.7d)

Noter que seulement les conditions homogenes sont séparées.
Pour résoudre 1’équation (1.5), nous étudions ces trois cases possibles deA: A=0; 1 >0 et 4<0.
casel:A1=0

Dans ce cas, 1’équation (1.5) réduit a :
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X"=0
Ou’ bien
2
d )i 0
dX

Qui a la solution suivante :

X(x)=a, x+a,

a, et a, sont des constants.

(1.8)

(1.9)

L’introduction des conditions aux limites de 1’équation(l.7a) et (1.7b) pour déterminer a, et a, :

X(0)=0a, =0

X(@)=0a, =0

Donc : X(x) =0, une solution particuliére. Dans ce cas ou (4 =0)est un cas inacceptable.

case2: A >0

On suppose que A =a’

Donc I’équation (1.5) sera :

X"—a*X=0 (1.10)
La solution générale prend cette forme :
X=be " +b,e”" (1.11)
Ou bien :
X =h, sinh(a X) + b, cosh(e x) (1.12)

Les conditions aux limites sont appliquées pour déterminer les constants b,et b, :

X(0)=0h, =0

X(a)=0b, =0
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Depuis que Sinh («, X) est toujours égale a zéro pour o >0, donc H(x)=0, est une solution

particuliére, est nous constatons que A >0 n’est pas valide.

case3:1<0
On suppose que A=—/p7
Donc :
X"=4*X=0 (1.13)

La solution de cette équation est :

X=Ae"* + Al (1.14a)
Ou bien

X =B, sin g x+B, cos S x (1.15)
Donc :

X(0)=0B, =0

X(a)=0sin pa=0=sin(nrx)

Ou bien :

p=—, N=123........ (1.16)

Donc, on trouve des solutions infinies par des valeurs de A dans laquelle 1’équation (1.5) a

des solutions :

A=—p%=— . n=123. (1.17)

Elles sont les valeurs propres de probleme et les fonctions propres correspondantes :

nmzX

X, (x) =sin (S x) =sin (1.18)
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A partir de 1’équation (1.17), noter que ce n’est pas nécessaire d’introduire les valeurs

négatives de n. elles donnent les mémes valeurs propres. Aussi, nous exclusions n = 0, qui donne

une solution particuliére X=0 comme dans le cas 1 quand A=0.

On peut résoudre 1’équation (1.6) pour chercher Y, (y) correspondants a X, (x) , donc nous

résolvons :

YII _ ,BZY =0 (Ilg)

C’est une équation assemblable 1’équation (1.10), qui a une solution comme dans le cas de

I’équation (11.12). Donc la solution de 1I’équation (I1.19) prend la forme :

Y.(y) = ansmh( ) + b, cosh (nny) (1.20)
L’introduction des conditions aux limites de 1’équation (I1.7¢)

Y(0)—0—»B, =0

Donc en trouve :

Y,(y) = a,sinh (n%y) (1.21)
La substitution des équations (1.18) et (1.21) dans 1’équation (1.3). On trouve :

Va(6,) = X, ()Y () = aysink (=) sin (=) (1.22)

Qui satisfit 1’équation (I.1) et les conditions aux limites (1.2a) (1.2b) et (I.2c). Par le principe de
superposions, une combinaison linéaire des solutions 1}, chaqu’une avec des différentes valeurs de n
et les coefficients arbitraires a, qui sont aussi des solutions de 1’équation (I.1). Donc il faut

représenter la solution V de 1’équation (I.1) comme des séries infinités en fonction de 1},

V(x,y) = Yo 1ansm( )s h( ) (1.23)

Maintenant. On détermine les coefficients a, par l’introduction des conditions aux limites

inhomogéne de 1I’équation (I1.2d) dans 1’équation (1.23) on trouve :

V(x,b) = X0 1ansm( )s h( ) (1.24)

Le développement de V, en série de Fourier donc :
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b
_ (nmb 2 . mmx 2V,
a,sin (T) = Ef Vysin (T) dx = oy (1 — cosnm)
0

Ou bien

Mo~ n = impaire
a, = {"" sin(*7) (1.25)

0 n = paire

La substitution de 1’équation (1.25) dans 1’équation (1.23) donne la solution compléte

W, < Sin (ﬂ) sinh (ﬂ)
Vixy) =— Z e (1.26a)
T n=impaire nsinh (T)
On remplace n par (2k-1), cette équation devient :
4-VO ) sin ((Zk—l)nx) sinh ((Zk—l)rty)
V(x,y) = Z . 2 (1.26b)

= nsinh (—a

Inhomogene comme dans la section présidente on considere le probléme de la figure (1-2b) mais il a

quatre conditions aux limites comme dans la figure (1-2a)

Le probléme peut étre repose sur la résolution de 1’équation de Laplace :

0%v = 0%v

Sujet aux conditions inhomogenes de Dirichlet suivantes :

V(x0) =V,

V(a,y) =V,

V(x,b) = Vs

V(0,y) =V, (1.28)

Depuis que I’équation de Laplace est une équation linaire homogéne, le probléme peut étre

simplifié par ’application de principe de superposition si on pose :

V= VI + VII + VIII + VIV (|29)
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¥ V3
F Y ‘L Isolant
b r
V4
—> «— V2
2 ; >
V1
(a)
y 0 ¥ 0
F Y ‘L Isolant F Y ‘L Isolant
b r b r
2 _ 2
{}ﬁ. FU[—D 0 {}ﬁ. FUH=O E Vo
0 T 1\ > '.j..f T By >
vl1 0
y V3 ¥ ]
A ¢ Isolant A ‘l’ Isolant
b ol b r
e F’z v = 0 ¢ 0 Vi m— Fz Uy = 0 ¢ 0

X

> >
t i

Figure 1.2 : L application de la superposition réduire le probléme(a) au probléme(b).

On veut réduire le probleme a quatre problémes simples, chaque un est associé a I’autre par les
conditions inhomogenes, le réduit est un probleme simple qui a été illustré dans la figure(l-2b) est
fixé comme suit :

62V1 62V1
0Xx?2 ay?2

—0 (1.30)

Sujeta:

Vl(x, 0) = V]_
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VI(X, b) =0

V(0,y) =0 (1.31)

Vi(a,y) =0

an” an” _
e . (1.32)

Sujeta:
Vi (x,0) =0
Vii(x, b) =V,
Vi (0,y) =0 (1.33)

%Vyy |, 0%V
X2 + 3y2 =0 (1.34)

Sujeta:
VIII(x' O) = 0

Vi(x,b) =0

Vin(0,y) = V3 (1.35)

Vin(a,y) =0

62V,V OZVIV _
w4 9V = g (1.36)

Sujeta:
Vlv(x, O) == 0

Vlv(x, b) = O

Viv(0,y) =0 (1.37)

VIV(a: }’) =V,

Il est claire que le probleme réduit dans 1’équation (1.34) et (1.35) avec la solution V;; est le méme

que le probléme dans la figure(l.2) les trois autres problémes sont aussi semblables.
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La solution V;,V,;, Vet Viypeut étre obtenue par la méme procédure comme dans la section

précédente, mais avec un propre changement des variables de 1’équation (I1.26)

sin(’%m)sinh(—n"(z_y ))

=g

VI T r n=impaire nsinh(’%rb) (|-38)
sin(2Y) sinn (22

VII = %Z;o:impaire (n:in)h(nng)b ) (|-39)
sin(ZX)sinh (22X

VIII = %Z;o:impaire E’L:ir?h(é)a ) (|.40)
sin(T)sinh (Va2

VIV = %Z%o:impaire ( :)15)inh(n(%b)b ) (|-41)

On obtient la solution compléte par la substitution des équations (1.30) a (1.31) dans I’équ (1.29).
1.3. Application numérique :

On applique la méthode de séparation des variables précédente a un rectangle, les conditions
aux limites sont : 5 wb/m sur le cété gauche, 15 wb/m sur le cdté bas, 10 wb/m sur le c6té haut et 20

sur le c6té droit. Les résultats sont représentés sur la figure (I-3).

0.1 0.1
4 8
3 6
0.05 0.05
2 4
I 1 2
oF 0:
0.1 0.1
10
15
8
0.05 6 0.05 - 10
4
5
2
0
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0.1

18
0.09

16
0.08
0.07 14
0.06 R
0.05 SET
0.04 L g
0.03 6
0.02

4
0.01

2

0 r r r r r r r
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Figure 1.4: Lignes équipotentiels totales dans un conducteur rectangulaire.
I.4.Conclusion :
Lorsque les conditions aux limites sont spécifiées sur des plans paralléles, le systeme de

coordonnés cartésienne est le plus adéquat pour exprimer ces conditions et obtenir une solution du

probléme de 1I’équation de Laplace.
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I1.1. Introduction :

En analyse numérique, la méthode des différences finies est une technique courante de
recherche de solutions approchées d'équations aux dérivées partielles qui consiste a résoudre
un systeme de relations (schéma numérique) liant les valeurs des fonctions inconnues en

certains points suffisamment proches les uns des autres.

Cette méthode apparait comme étant la plus simple a mettre en ceuvre car elle procede
en deux étapes: dune part la discrétisation par différences finies des opérateurs de
dérivation/différentiation, d'autre part la convergence du schéma numérique ainsi obtenu

lorsque la distance entre les points diminue [2].

Il .2. Dérivée numérique, cas d’un pas constant :
Les formules pour les dérivées peuvent étre obtenues a partir des formules
d’interpolation de Newton pour un pas constant, mais peuvent aussi tre établies en utilisant

les développements en séries de Taylor.
11 .2.1. Utilisation des différences a droite (ou progressive) :

11.2.1.a. Dérivées successives de f(x) en xja ’ordre L en h :

Calcul de f;: I’erreur commise est de I’ordre de h [3]

h? h3
f(x+h)=f(x)+hf'(x)+ S 1)+ gf(”(x) + - (IL. 1)
fx+h)—f(x) h h?
f'x) = - — £ =5 fO@) - (11.2)
Donc :
f1x) = T o(h) (11.3)
Si x = x; alors

f,(xj) _ f(xj+h)h_ f(xj)

+0(h) (11.4)

fi+1

pry =l sy A

+ 0(h0) (I11.5)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Analyse_num%C3%A9rique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Approximation
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_aux_d%C3%A9riv%C3%A9es_partielles
https://fr.wikipedia.org/wiki/Diff%C3%A9rence_finie
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Calcul de f]-’:

h? h3
(-2)» {f(x +1) = FG) +hf () + 5 f /() + 5 OG0 + -

3
+H{f(x + 2h) = f(x) + 2hf'(x) + 2h%f"(x) + %f(g')(x) + o

=2f(x+h)+ f(x +2h) = —f(x) + h%f"(x) + K3f""(x) (11.6)

f(x)—2f(x+h)+ f(x + 2h)

fe) = = —hf"'(x) (1.7)
=i zf",;l it gy = = = i o (11.8)
£ = - h+f + 0(R) (I1.9)

11.2.1.b. Les dérivées successives de f(x) en xja I’ordre 2 en h :

On obtient une meilleure précision en prenant plus de termes dans le développement en

séries, ainsi pour trouverfj' on utilise le développement jusqu’a 'ordre 2.

h? h3
FG4B) = FGO +Rf1GO) + o G + (1) + o (11.10)
+h h
piep =TEHN IO By B o -

_fx+h)—fx) h[f(x)—2f(x+h)+ f(x+2h)
B h 2 h?

hZ
_ hf”’(x) R ?f”’(x)

2f(x+h)—2f(x) fxX)+2f(x+h)— f(x+2h) 4h?
2h

flll( ) +

—3f(x) +4f(x+ h) — f(x+2h) h?

f1e0) = —

5" @)+ (I1.11)
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. =3fi +4fje1 — fi2
1= 2h

+ 0(h?) (I1.12)

nr

Par des démonstrations similaires on obtient’,f" ,f""' ..al'ordre2en h

/i fi+1 fi+2 fi+s fi+a fi+s
2hf; | -3 4 1 +0(hY)
hzfj" 2 -5 4 -1 +0(h?)
203 |5 18 24 14 3 +0(h?)
@ |3 14 26 24 11 2 +0(h?)

Tableau.ll.1 : Données des quatre premiéres dérivées I’ordre 2 en h.

Il .2.2. Utilisation des différences a gauche (ou régressive) :

Cette méthode permet d’obtenir la dérivée d’ordre n au point x; ( fj") comme

combinaison lineaire des f; fj_1 fi—2, v e e eoee fjm

11.2.2.a. Dérivées successives de f(x) en xjal’ordre L en h :

Flo—h) = —f(x) + hf'(x) + le—z!f"(x) oo (11.13)
fiy =L _{l(x =R +§ £ + (11.14)
Donc
frx) =T 4 oy (I1.15)
Pour x = x;
alors f'(x;) = w + 0(h) (11.16)
Ly =1y ==L+ oh) (11.17)
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£ = % +0(h) (11.18)

Pour trouver la dérivée a ’ordre 1 en h d’ordre (n), on utilise (n+1) points. Pour la dérivée

Premiere a I’ordre 1 en h, on prend les deux premiers termes du polyndme.

fj fi-1 fi-2 fj-3 fj-a
hf', |1 -1 +0(h)
h? fj" 1 -2 1 +0(h)
@ |1 -3 3 -1 +0(h)
ek -4 6 -4 1 +0(h)

Tableau.ll.2 : Données des quatre premieres dérivées I’ordre 1 en h.
11.2.2.b. Dérivées successives de f(x) en xj a ordre 2en h :

On procéde comme au paragraphe 3.1b a partir du développement de f(x-h) au lieu de

f(x+h). Les premieres dérivées a I’ordre 2 en h sont données dans le tableau suivant :

fi fi-1 fi-2 fi-3 fi-4 fi-s
2hf" |3 4 1 T0(hY)
R |2 5 2 1 +0(hD)
20 (@ |5 18 24 14 3 +0(h?)
RrONE 14 26 24 11 2 +0(hD)

Tableau.ll.3 : Donnée des quatre premiéres dérivées 1’ordre 2 en h.

Pour trouver la dérivée nieme du polyndme a I’ordre 2 en h, on utilise (n+2) points ou bien

pour la dérivée premiere a ’ordre 2 en h, on prend les trois premiers termes du polynome.

11.2.3. Utilisation des différences centrées :

Pour calculer fj(n) on utilise les points situés de part et d’autre de x;
h? h® h*
f(x+h) =f(x)+hf'(x)+ i)+ 5f<3>(x) + Zf(4> (x) ... (11.19)

. hZ . h3 ) h4— .
fe—h)=f) —hf () + 5 f (x)—gf( )(x)+ﬂf( )(x) .. (11.20)
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3
f(x+h)—f(x—h)= 2hf’(x)+%f(3)(x) + o (11.21)
_ _ 2
f’(x) _ f(x + h)th(x h) _ %f(3)(X) (1122)
Si x =x;
alors f'; = f—“lz_hf"’l — %zfj(?’) (11.23)

Malgré qu’on ait utilisé deux points, 1’erreur est de 1’ordre 2 en h (plus précise) :

_ fj+1 - fj—1

f' s T 0% (I1.24)

YA
Différence a gauche Différence a droite
Y;
Différences centrées
X3 }X
Figure.ll.1 : Représentation des différences centrées.
h4—
fx+h)+ f(x—h)=2f(x)+Rh*f"(x) + Ef(4>(x) - (11.25)
x—h)=2f(x)+f(x+h) h*
f"(x)f( ) ];1(2 ) + /T ) _ Ef<4>(x) R (11.26)
. —2f; . 4
" = U h];’ i _ il—zf(‘*)(x) (I1.27)

Lorsque n est pairen = 2p :
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AP — fi + NP 4 f;
fj@r’) — f””th Ji=p + 0(h?) (11.28)
Lorsque nestpairen =2p +1:
A2p+1 _f_+ + A2p+1 +f_
fj(2p+1) — J ZZp+1 7P 4 0(h?) (11.29)
fi-2 fi-1 fi fi+1 fi+2
2hf'; -1 0 1 +0(h?)
" _ 2
h?f; 1 2 1 +0(h?)
2h3fj(3) -1 2 0 -2 1 +0(h?)
Bt fj(4) 1 -4 6 -4 1 +0(h?)
Tableau.ll.4 : données des quatre premicres dérivées a I’ordre 2 en h.
: . (e ., 8%
11.2.4.Approximation de la dérivée croisée axafy :
, o Y
o°f d [of Oxlij+1  Oxlijq
=—|=] =—= ’ 0(h? 11.30
oyon|,, ay[ax y 2k +0(r%) (11.30)
Or
af fisrj-1 = fi-r i1
— = ' =— + 0(h?) 11.31
0x ij+1 2h ( )
Et
a_f _ Jit1j-1=fi-1,j-1 2
P T + 0(h?) (11.32)
Donc:
0% f 0% f 1 5
dydx y = dydx y = 4hk [fi+1,j+1 _fi—1,j+1 _fi—l,j—l +fi+1,j—1] + 0(h?) (I1.33)
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11.3. Incertitude sur le calcul des dérivées :

On peut montrer que lorsque f(x) est approchée par un polynéme p,(x) ona:

df (%)  dpn(x) _ dsy(x) f™D(ch) f*2(cy)
dx dx  dx (n+1)! + sn(x) (n+2)! (I1.34)
Ou c, et cyappartiennent a I’intervalle d’interpolation.
Sp(x) = (x —x0)(x —x7) (X = X3) wev e e e (X — xp) (11.35)
Lorsque x = x;js,(x;) =0
) f(n+1)(c )
E'() = oy H( - x) (11.36)
L::j
n
dsn | Jos -2 (11.37)
e = x]' — X .
dx X=Xj =0
i%j

Si £ (x)admet un majorant connu, on a d’aprés (II.34)une idée de I’incertitude sur le
calcul de la dérivée premiere. Malheureusement il est rare qu’on ait ce renseignement surtout

si f(x)est donnée sous forme de table.

11.4. Classification des equations aux dérivées partielles :

Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une relation faisant intervenir le
s variables indépendantes xi,x,, ... ... ... ..., la fonction f et ses dérivées partielles. Par exem
ple, si f est une fonction de deux variables, une
EDP peut s’écrire par la relation :

F(x of of 9*f 9%*f 9*f 9*f 3% o3 f 3 3f )_0
' ox’ oy’ 0x2’ 9y2’ oxdy’ 0yox’ 90x3’ 6y3'6x6y2 6x26y B A

(11.38)

On appelle ordre de I’EDP I’ordre le plus élevé des dérivées partielles intervenant dans

I’EDP, par exemple :
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i o*f _9*f of

dordr936x26y+3ax2 xay2+a+f+c=0 (11.39)
, AN ETAY
d'ordre 2 <ﬁ_8_yz> +4<6x6y> —-c=0 (11.40)

L’EDP est dite linéaire si F est linéaire par rapport a ses arguments f et ses dérivées partielles
, et si les coefficients qui les lient ne dépendent que de (x,y); sinon elle est non liné
aire. Par exemple, ’EDP du second ordre :

a%f  0%f of of

a1+aza_yz+ayax+a4a+@+a6f+a7:0 (114‘1)

est linéaire si les all ne dépendent que de (x,y).

11.4.1. Classification mathématique des EDP linéaires du second ordre (cas de deux

variables indépendantes) :

De tres nombreux phénomenes physiques se traduisent par les EDP linéaires du secon
d ordre du type (I1.41) qui peuvent s’écrire sous la forme :
% f % f 0% f B

—=+2b
T ox? + dyodx te dy?

d (I1.42)

of a_f)
"ox’oy)’

Ou , b et c ne dépendent que de (x,y) et d est une fonction linéaire de (x y,
Il'y a trois types d’équations aux dérivées partielles représentés par 1’équation (I1.42) :
e Lorsque la quantité A= (b? — 4ac) < 0 I’équation (I1.42) est dite du type elliptique.
e Lorsque la quantité A= (b? — 4ac) = 0 I’équation (I1.42) est dite du type parabolique.

e Lorsque la quantité A= (b? — 4ac) > 0 I’équation (I1.42) est dite du type hyperbolique.

Cette appellation est faite par analogie avec I’équation générale du second ordre en gé

ometrie analytique :
ax? + 2bxy + cy? = 4 (11.43)

Ainsi, selon le signe du discriminant A= (b? — 4ac)nous obtenons différentes forme

Géomeétriques :
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ellipse A= (b*> —4ac) <0 (I1.43.a)
parabole A= (b? —4ac) =0 (I1.43.b)
hyperbole A= (b? — 4ac) > 0 (I1.43.¢)

11.4.2. Classification mathématique dans le cas général (n variables indépendantes) :

Si f est une fonction de n variables indépendantes, les EDP linéaires du second ordre s

ont du type :

82 F)
i ai(xl..xn)—zf + > bi(xy.. xn)a—; +c(xg..x,) +d(x1..x,) =0 (11.44)

xXj

e Si tous les a;sont non nuls et de méme signe, I’EDP est de type elliptique.

eSi tous les a;sont non nuls et sont; a une exception pres, de méme signe, ’EDP est

de  type hyperbolique.

Si un seul des a; est nul (noté a;, ) et tous les autres de méme signe et si

b;o estnonnul, I’EDP est de type parabolique.

Les fonctionsa; et b; étant dépendantes des variables (x; .....x,) la classification est
évidemment fonction du point(x; .....x,)considéré. Une EDP peut donc étre de différents ty

pes suivant les points considérés : on dit qu’elle est de type mixte.
11.4.3. Exemples :
soientf (x, y)une fonction de deux variables et g(x, y, t)une fonction de trois variables.

Une EDP elliptique

9%f . 9%*f
ﬁﬁ'W:O (11.45)

Une EDP hyperbolique

29 _0%g %%
o = ox2 32 (I1.46)

Une EDP parabolique

2 2
% _ 29,99 (I1.47)

at ax2  0y?
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0%f azf_

Elliptique  pour x>0
Hyperbolique pour x<0

Parabolique  pour x=0
11.5. Résolution des équations aux dérivées partielles :

Pour obtenir une approximation numérique de la solution de ce probléme, nous devons
Approcher les dérivées partielles de I’E.D. P en chaque nceud du domaine discrétisé
(maillage) en utilisant les valeurs de la variable dépendante en ce nceud et aux nceuds

avoisinants.

11.5.1. Discrétisation du domaine :

Les calculs par différences finies sont effectués suivant un maillage obtenu par un
double réseau de parall¢les aux axes et régulierement espacés. L’intersection de deux droites
du maillage définit un nceud M de coordonnées(x,, yy). Si les paralléles a ’axe sont

espacees de Ax = h et les paralléles a I’axe y deAy = k, le nceud a comme coordonnées :

xy = iAx = ih (11.49)
Et
yu = jAy = jk (11.50)

D’une maniére condensée (i, J), la fonction £ (x, y) prend au point M (x,,, y),) la valeur
f(ildx, jAy) = f(ih, jk) = f;;
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Y _ Ax=h
r - =
&
-,
P . . Ay=k
1.)+1 v
# -1, 1.] 1+1.3
. 1 & I 1.3
. .l.i-l

Figure.l11.2 : Maillage du domaine.

11.6. Méthodes de résolution des E.D.P elliptiques :

11.6.1. Expression a I’aide des différences finies :

La mise en équation a 1’aide des différences finies comporte :

Définir un maillage couvrant le domaine et sa frontiére, En tout neeud intérieur au domaine,
exprimer les dérivées a I’aide des différences finies. Ces termes contiennent des points situés
sur la frontiere, Exprimer les valeurs de la fonction en tout point sur la frontiére en tenant
compte des conditions aux limites. On obtient alors un systéme de n équations a n inconnus

dont on résout par I’une des techniques de résolution [4].

11.6.2. Exemple :

Déterminer la fonction f(x, y)dans le domaine rectangulaire (0 < x <aq,0<y <

b < b),fsatisfait I’équation de Laplace g + Ziy’; = 0 avec les conditions aux limites suivantes
( fx=0,9)=fo
fx=0,y)=fa

c<x<aqy=0)= Dirichlet
fE,f )= fa (I11.51)
E(x <c,y=0)=0 Neumann

af _ _
L(x,y="5)=0
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fo

Y

fa a X

Figure.l1.3 : Probleme elliptique.

e On définit un maillage qui coincide avec les frontieres du domaine ;
e On choisit (n + 1)pas sur xde valeur Ax = %Choisissons Axsous multiple de a et de

a — c de facon que x = ¢ corresponde au p*™epas sur . On choisit le maillage de
telle facon que

c1Ax = a;
c;Ax = (a—c¢)

Ce qui veut dire une ligne du maillage qui passe par le point ¢ . Si on trouve une discontinuité

des limites, on procéde de la méme maniere.
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i+1,k

A 4

k=0

p n+1

Fiure.ll.4 : Maillage.

e On choisit (m + 1)pas sur yde valeur Ay = ﬁChoisissons Axsous multiple de a et

de a — c de fagon que x = ccorresponde au p“é™€pas sur ;
e Enchaque nceud interne (1 <i <n;1 < k <m), on exprime I’équation aux D.P de

Laplace a I’aide des différences finies (différences centrées), ce qui donne :

fivrk=2f ikt i1k n fik+1=2fik+[ik—1 -0
Ax? Ay?

(11.52)
L’équation obtenue fait intervenir les points a la frontiere (i = 0;i =n;k =0,k =m+ 1)
Remarque :

Lorsque

i =n, il fautintervenir les valeurs fji1y
k =m, il faut intervenir les valeurs f;m41

i =1, il faut intervenir les valeurs fo

k =1, il faut intervenir les valeurs f;
e || faut maintenant exprimer les conditions aux limites, elle porte sur

i=Li=nk=1m.
fox = fo
fn+1,k = fo

(I1.53)
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e On approche les conditions aux limites :
af
ay i;0

Par les différences a droite d’ordre 2 en h
_3fi,0+4‘fi,1_fi,2

=0 (i<p)

2hy (11.54)
. 4 1
Ontire  fio=3fi1 —3fiz
Pour i=p fio=/o
d
o _,
L P
Par les différences a gauche d’ordre 2 en h
_3fi,m+1_4’fi,m+fi,m—1
28y (11.55)
. 4 1
ontire fims1 =3 fim — 3
Récapitulatif
(firik—2fiktfi-1k + fivr,k=2f 1kt fik—1
Ax?2 Ay?
fox = fo
frrik = fo
, 4 1 (11.56)
i<p fio= gfi,l - gfi,z
i Zpfio=fo
4 1
\ fi,m+1 = gflm - gfi,m—l
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fa
fo |

1
ﬁ_o fa
Sy_

Figure.l1.5 : Introduction des conditions aux limites mixtes.
Neeud (1,1):i=1,k=1
1 1
) [for —2fi1 + frol + 7 [for —2fi1+ fiol =0 (11.57)
fo.1€tf1 050Nt tirées des conditions aux limites.

fo1=fo
4 1
f1.o = §f1,1 - §f1,2

On remplace dans 1’équation, on obtient :

ﬁ[_zfm + f2al - 3(+yz)[f1.1 —fiz ] = Lfo (11.58)

Ax?
Pour x < ¢

pour

kizp—l,. k=1
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- =

i=0 i=1 (p-1) P n o+l X

1 1
{ gz 11 = 2fia + fioal + 5 fia = 2fia + fuol = 0

. . (I1.59)
k fio = §fi,1 - §fi,2
On remplace f; jon obtient I’équation :
5z firia = 2fua + fimnal = g Uia = fial = 0 (I1.60)
Ax2 LJI+1,1 .1 i-1.1 3(Ay2) .1 1.2 '
Pourx > ¢
Pourp<i<n-—-1letk=1
1 1
oz vt = 2fia + ficaal + a2 [fiz = 2fi1+ fiol =0 (I1.61)
fio = 1o
On remplace f; ; on obtient I’équation :
5z firna = 2fia + fioal = 55 lfia = 2fia +1 = — 3, (11.62)
Ax2 i+1.1 .1 i-1,1 Ay? 1.2 .1 Ay? 0 .

On est ainsi ramené a la résolution d’un systéme de m X néquation am X n inconnus. On

peut utiliser pour cela soit une méthode directe ou itérative.
11.7. Approximation des dérivées aux nceuds avoisinants une frontiere irréguliére :

Lorsque la frontiere rencontre le maillage rectangulaire en des points qui ne sont pas
des nceuds du maillage (voir figure), les formules précédemment utilisées pour approcher les
dérivées aux nceuds a proximité du maillage ne sont pas valables car le pas varie de part et
d’autre de ces nceuds. Ce paragraphe concerne les approximations par les différences finies
des dérivées en un point tel que « O », proche de la frontiére F sur laquelle les valeurs de f

sont supposées connues [5]
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Fiure.l1.6 : Frontiére irréguliere.
Ainsi, pour le cas simple d’un maillage carré de pas h le théoréeme de Taylor donne :
fa=fo+hay L+ 2n? + a7 2 % o(h3) (I1.63)

fs=fot R+ 1n2 204 o(n3) (I1.64)

9%f,

L’élimination de " donne :
9f _L1[_1 _ (-a) 2
ox _h [a1(1+a1)fA o T T )f3] o(h®) (11.65)
De méme 1’élimination de— mene a:
f _ 1 2 2 ¢ _2
dx2  h2 [a1(1+a1) fat (1-aq) f3 a, fo] +o(h) (11.66)

Donc, I’équation de Laplace au point « O » s’écrit :

2 2 2 2 11
a;(1+aq) fat az(1+az) fs + (1+ay) fa + (1+ay) fa—2 <_ + _) fo=0 (11.67)

aq ap
11.7.1. Exemple :

On applique la méthode des différences finis précédente a un rectangle, les conditions
aux limites sont : sur le c6té droite 0.02 wh/m, sur c6té gauche 0.05wb/m, sur le c6té haut
0.01 wb/met le coté bas 0.0015wb/m.
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Al=0.01

A3J= 0.015

Fiure.l11.7 : Pace de probleme.
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Fiure.11.8 : Distribution des équipotentiels vecteurs magnétiques dans une plaque ferromagnétique

Cette figure représente la distribution des iso-valeurs maximales et minimales des
équipotentielles qui se trouvent ou coutés droite et gauche, les valeurs intermédiaires se
trouvent aux milieux de la plaque représentée les gradations de c6té haut vers le coté bas

respectant les conditions au limite haute et basse.
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Fiure.11.9 : Tracage des équipotentiels vecteur magnétique pour trois chenins axiales.
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Cette figure représente trois chemins axiales (suivant OX) a y=0, y=0.05 et y=0.1

respectivement, Les conditions aux limettes sont bien respectées la figure (11.9). La courbe en

vert, montre I’augmentation de potentiel vecteur magnétique de coté gauche vers la droite.

11.8. Conclusion :

La résolution numérique des équations aux dérivées partielles reste difficile a relever,

il existe des méthodes numériques qui permettent la résolution des EDP telles que la méthode

des éléments finis et la méthode des volumes finis, pour les équations aux dérivées partielles,

la méthode des différences finies pose des problémes, 1’équations d’onde par exemple, il

fallait simplifier la géométrie circulaire en une géométrie, contenant des rectangles, proche a

celle de ’origine.
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I11.1. Introduction :

Dans ce chapitre, la méthode des équations intégrales des frontieres(MEIF) est
développée pour la solution des problemes dans l'ingénierie décrits par I'équation de
potentielle suivante :

Vin=f(x,y); (x,y)€ (111. 1)

C’est I’équation qui gouverne la théorie des potentiels, ou, SIF=0, 1’équation précédente
est connue comme I'équation de La place, alors, si (f#0) elle s’appelle I'équation de Poisson.
Sa solution=u (x y) représente le potentiel produit en un point (X, y) dans le domaine Qen
raison d'une source (X, y) distribué sur le domaine Q.

L'équation potentielle (I11.1) decrit la réponse des nombreux systemes physiques. Il apparait
dans des problemes statiques, tels que I'écoulement du fluide transfert de chaleur induction

magnétique ainsi que dans la torsion des barres prismatiques, flexion des membranes, etc.

L’équation (3.1) est de type elliptique puisque A<O. Sa solution est recherchée dans un
domaine Q fermé avoir une limite sur laquelle la fonction aune fonction du/dn dans le sens
normal a I'. Cette solution satisfaite aux conditions aux limites du probléme sur la frontiere T".
Les problemes de valeur de frontiére pour I’équation de potentielle peuvent étre classes

comme suit [6] :
a) Probleme de Dirichlet :
Dans le domaine Q V?u = f (1IL. 2. 2)
Sur la limite I" H=u (II. 2.b)

b) Probléme de Neumann :

Dans le domaine Q V*p=f (Il. 3.a)
Surlalimite T 2 = 1, (1. 3.b)

c) Probléme mixte :
Dans le domaine QV*u=f (111. 4. a)
Sur la limite I u=u (I1I. 4.b)

32



Chapitre 11l > Résolution de I'équation de la place par la méthode semi-analytique

surlalimiter, — 2£= 17, (II1. 4. ¢)

ou r*ur2=r etlrynr,=[0@]
d) Probleme Robin :

Dans le domaine Q  V2p=f (11L. 5a)
Sur la limite T" u+ k(s) Z_ﬁ =0 (II.5.b)

Les quantités indiquées paru ,u,, et k(s) sont des fonctions connues sont définies sur la

frontiére.
Les quatre problemes peuvent étre exprimés par une formulation unique qui est :

Dans le domaine Q ~ V*u=f (11I. 6. )
Sur la limite T ap+fE =y (111 6.b)

Ou a=a(s),B =pB(s) et y =y(s)sont des fonctions connues définies sur la limiter.
Apparemment chacun des quatre expressions de probléme la valeur aux limites précédentes
(Les equations (111.2)-(111.5)) peuvent étre dérivées de I'équation (I11.6) en spécifiant de

maniére appropriée les fonctions y .
111.2. Solution fondamentale :

Considérons une source ponctuelle placée au pointP(x,y) dans un plan (xy). Sa

densité a Q(&,n) peut étre exprimé mathématiquement par la fonction delta.
flQ)=46(Q—-P) (111 7)
Le potentielv = v(Q, P) produit au point Q vérifie cette équation
Vv =65(Q — P) (111.8)

Une solution particuliére et singuliére de I'équation (111.8) est appelé la solution fondamentale
de I’équation de potentielle (I11.1). 1l est déterminé en écrivant équation. (I11.8) en

coordonnées polaires avec 1’origine identique a la source ponctuelle P. Puisque cette solution
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est axisymétrique par rapport a la source P, elle est indépendante de lI'angle polaired, et donc

I'équation. (111.8) devient :

== (r)=6(Q - P) (111.9)
ou
r=|Q — P| = /(g — x)2(n — y)? (111 10)

La partie droite de I'équation. (I11.8) disparait a tous les points du plan (Xy), sauf a I’origine

r=0, ou elle a une valeur infinie. En dehors du point r=0, 1’équation (I11.9) est écrite comme

.. 1d dv, _
suite e (r E)—O
Apreés I’intégration deux fois elle donne v = A - log(r) + B

Ou: A et B sont des constants arbitraires. Puisque on cherche une solution particuliere, on

peut définir B=0. L'autre constante A, peut étre déterminé de la maniére suivante.

-———

Q&)

-

s Ay
s
- i
i‘! II:-] ' v ",
d 1 |I
! Al
L P(z,y) h
| Y .
1 &
LY a
'\\ r.ﬂ
“'\ EIE] ff I"u

- am T

Figure 111.1 :Domaine circulaire Q, de rayon p avec une source P en son centre.

En raison de la nature axisymétrique du probléme (figure 111.1), on trouve :

v v 1
g—a—r—A; etds =rd@ (|||11)

L’application de I'identité de Green, pour u=1 et v=A log(r)donne cette expression :

20d0 = — [ &2
-Jo VindQ = — [ —ds
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Ou Q est le cercle centré en point P et de rayon p. Utilisant ensuite les équations. (111.8) et
(I1.11),et en notant que pour les points sur la limite I, c'est-a-dire r=p, les relations

précédentes sont écrit comme suite :
2t 1
Jo 6(Q=P)dv = |; A;de
L’application dé, cette derniere prendre la forme suivante :
1=2m A
Ce qui donne :
A=— (n.12)
Par conséquent, la solution fondamentale devient
1
V_Z Inr (11.13)

A partir de I'équation (111.10), il est évident que la solution fondamentale ne change pas de
son valeur quand les points P et Q change leur role Cela signifie que v est symétrique

respectivement a ces points, a savoir

v(Q,P) =v(P,Q) (111.14)

La solution fondamentale (111.13) est également connue dans la littérature sous le nom
[’espace libre de la fonction de Green.

111.3. Méthode directe des équations d’intégrale des frontiéres pour I'équation de
Laplace :

Dans cette section nous dérivons la solution de I'équation de Laplace
Dans le domaine Q Viu=f (111.15)
Avec les conditions aux limites mixtes (voir Fig. 111.2)
sur la limite I LW=u (111.16.a)

sur la limite T, N = u, (111.16.b)
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Ourl,url,=T.Dans la littérature, la condition (111.16.a) est une référence essentielle a
la cinématique tandis que (I11.16.b) est naturel Au lieu des conditions aux limites (I111.16), on
peut utiliser la condition générale (111.6.b), mais actuellement on évite cette condition pour le
souci de simplicité[7].

L’application de l'identité de Green, pour les fonctionsu etv qui satisfont les équations

(111.15) et (111.8) respectivement et en supposant que la source se trouve au pointP,on obtient

~ [y u(@8(Q - p)dy = [ [v(a, P) 5.2~ ulq) 57| dsa (n.17)

Ou: P, QeQetq €I'.

Dans les équations précédentes et ci-apres, les points a l'intérieur du domaine Q sont
notés par lettres capitales, par exempleP, Q, tandis que les points sur la limite I" sont notés par
minuscules, par exemplep, q. Les indices des différentiels par exemple ds , dsget les dérives,

ou(q)
ong

par exemple , dénotent les points qui varient au cours de l'intégration ou différenciation,

respectivement.

- ou _ 73
n=1u on M
I3
rl \
Figure 111.2 : Domaine Q avec des conditions aux limites mixtes.
A partir des équations (111.14), ’équation (111.17) est écrite comme suite :
. du(q) 9v(q,P)
UP)=- /. |v(q,P) e u(q) one dsg (111.18)

. d ,, . L .
Les deux fonctions v et ﬁ dans I'équation précédente sont des quantités connues Ce

sont la solution fondamentale de 1’équation de Laplace et de sa dérivée normale au point q de

la limite qui sont donnés comme suite :
1
;lnr (11.19)

v =
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e (111.20)

on 2w r

Ou:r =|q — P| et ¢ = angle (r,n)
L'expression (111.18) est la solution de I'équation différentielle (111.15) en tout point P a

l'intérieur du domaine Q (pas sur la limite I'), elle est en termes des valeurs limites de uet sa
dérivée normaleZ—Z.La relation (I111.18) est appelée la représentation intégrale de la solution
pour I'équation de Laplace. Il est apparait que pour les conditions aux limites (l11.16a) et
(111.16b) qu'une seule quantitéu oug—z est arrangé en un point g(e,n) sur la limite.Par

conséquent,ce n'est pas encore possible de déterminer la solution a partir de la représentation

intégrale (111.18).Pour cet objectif nous allons évaluer la quantité au limite qui n'est pas
arrangée par les conditions limites(u ou g—Z)en dérivant la représentation intégrale de u pour

les points P = psitués sur la frontierel .

Figure 111.3 : Définitions géométrique liée a un point du cointPd'une limite non lisse.

Nous étudions le cas général ou la frontiére n'est pas lisse etP est un point du coin
(voir Fig. 111.3).Nous considérons le domaine Q" qui résulte de Qaprés soustraction une petite
section circulaire de centre Q, de rayon ¢ et renfermé par les arcs PAet PB.L'arc de cercle AB
est noté I, et la somme des arcs APet PBpar £.La normale a I'extérieur a " € coincide avec le
rayon ¢ et la direction vers le centre P.L'angle entre les tangentes de la limite au pointP est

notéa.Evidemment, il est :

37




Chapitre 11l > Résolution de I'équation de la place par la méthode semi-analytique

llm(91 — 92) =a
£-0

lim(Te) =0

&-0
lim(T—¢) =T
£-0

Ensuite, nous appliquons 1’identité dans le domaine Q" pour les fonctions u et v satisfaisant
par les équations. (111.15) et (111.8) respectivement. Puisque le point P est en dehors du

domaineQ’, ou §(Q — P) = Osuivre cette expression

f 5(Q—P)dQ =0
.
Et par conséquent l'identité de Green donne
du v ou v
0=J._(v-—u)ds+ [. (vo-—uz-)ds (111.22)

Nous examinerons ensuite le comportement des intégrales dans 1’équation ci-dessus

lorsque € — 0.Apparemment,la premiere intégrale devient :
. Ju v u v
lglg&fr_t,(v£—ua)ds = [ (5. —uz-)ds (11.22)

Tandis que la deuxiéme intégrale est écrite ainsi :

L wE—uDyds = [ —Zinrds - [, —USLds =1, +1, (111.23)

on Fe2mon £2m

Pour l'arc circulairel's, ou r = € et@ = m . En outre, ds = e(—d8) parce que l'angle 8
est positif dans le sens antihoraire, qui est opposé I’augmentation de s.Donc la premiére des

deux intégrales résultantes dans 1’équation (111.23) prend la forme :

= [ =% nrds = [, 2% elned(~) (11.24)

Selon le théoréme de la valeur moyenne de calcul intégral la valeur d'une intégrale est
égal a la valeur de son intégrateur a un point donné O dans l'intervalle d'intégration multiplié
par la longueur de cet intervalle Par conséquent [7],

I = 1% etne (6, — 6
1= 5 [an]m‘E ne(0, 2)

Quande — 0, le point de l'arc se rapproche du point P.Dans ce cas la dérivée[g—ﬂ n’est pas
p

définie, mais elle est limitée :
lei_r)ré(e log(e)) =0
Ce qui implique que
liml; =0 (111.25)

e—0

38




Chapitre 11l > Résolution de I'équation de la place par la méthode semi-analytique

D'une maniére similaire la deuxieme intégrale dans la partie droite de 1’équation (I11.23) peut
étre écrit comme

1 cosg %21 1
Izz—f —U ds=—f —u—ed(—0)
re 2T T g, 2 &

Ou en appliquant le théoreme de la valeur moyenne :

1 — 0,
I = —ﬂuo(91 ;) = o Uo
Et enfin
lim 1, = %u(P) (111.26)
A partir des équations (111.25) et (111.26), I'équation (111.23) devient :
]
}El_r)rgf v—— uav] ds = %u(P) (111.27)

En remplacent maintenant les équations (I11.22) et (111.27) dans 1’équation (I111.21), cette

derniére donne poure — 0

_ au(q) v(p,q)
Lu(P) = fpp [P ) BL — u(q) 222 ]dsq (111.28)
La derniére expression est la representatlon intégrale de la solution pour I’équation de
Laplace (111.15) en les points Pel’ ,ou la limite n'est pas lisse.Pour les points P,ou la limite est

lisse, on a = 1, ainsi 1’équations (I11.28) devienne

Lup) = f, |vep, q)"”(‘” u(q)"’;f"’)]dsq (111.29)

Une comparaison entre les équations (111.18) et (111.28) montrée que la fonction uest
discontinue quand le point P € Q se rapproche au pointp € T. Elle présente une saute égale
a(1 — a/2m) pour les points du coin (équations 111.28), ou1/2 pour les points sur les parties
lisses dufrontiére T (équations I11.29). Lorsque le pointP est situé en dehors de domaine Q,

L'identité donne

- _ ou(q) v (p,q)
0=—] [U(P,q) )y (q) ]dsq (111.30)
Les equations (111.18), (111.29) et (111.30) peuvent étre combinées en une seule équation
générale
_ Ju(q) 9v(p.9)
e(Pyu(P) = = [ [v(P,q) 5, — u(@) 5 0] ds, (111.31)

Oue(P) est un coefficient qui dépend de la position du point P et qui est défini comme
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1 pour P al'intérieurde Q
1

e(P) = 3 pour P = p sur la limite
0 pour P al'extérieurde ()

Equation (111.29) constitue une relation de compatibilité entre les valeurs aux limites
uetZ—Z, ce qui signifie que seulement une des quantités u et z—z peut étre arrangé a chaque point

de la limite. En méme temps, 1’équation (I11.29) peut étre consulté comme une équation
intégrale sur la limite ', ¢’est une frontiére avec inconnu la quantité qui n'est pas prescrite par
la condition limite Dans la suite nous supposons une frontiére lisse I'. Ainsi pour le probleme

de Dirichlet(u = u sur T), I’équation (111.29) s’écrit comme

1_ d _0
sa=—f (v -us)ds (111.32.3)

. . du N
Dans laquelle, la seule inconnue est la fonctlon% sur I'. Pour le probléeme de Neumann ou

2 = 11,) I'équation (111.29) devient

Zu= — I (vﬂn — uZ—Z) ds (111.32.b)

2
avec seulement la fonction inconnueusurl’. Pour les problemes de conditions aux limites

mixtes, 1’équation (111.29) est traitée comme deux équations distinctes (voir 1’équation 111.16)

_ a _0
i=-[f (vo-—uz)ds (111.33.2)

N |-

“u=—[ (v, —ul)ds (111.33.b)

2

I11.4. Différents types d’éléments de frontiéres :

En cas de éléments constants, le segment de frontiere est approché par une ligne
droite, qui relie ses points extrémes. Le nceud est placé au milieu de la ligne droite et la
quantité limite est supposée pour étre constante le long de 1’élément, elle est égale a sa valeur
au point nodal (Fig. a). Pour les éléments linéaires, le segment de frontiere est approché a
nouveau par une ligne droite reliant ses extrémités. L’élément a deux nceuds généralement
placés aux points extrémes et la quantité de frontiere est supposé pour varier linéairement
entre les valeurs nodales (fig. b). Finalement pour les éléments paraboliques, la geométrie est
approchée par un arc parabolique. L’élément a trois nceuds, dont deux nceuds sont placés aux

extrémités et le troisieme quelque part entre les deux, généralement au point milieu (fig.c).
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noeud
y
.
point extreme
= noeud
élément
= point extreme
(a) élément constant
noeud

point extreme

=
(b)élément linéaire point extreme
noeud
point extreme
‘:T:" pmnt -milieu
.

Elément point extreme

ic) élément parabolique
Figure 111.4 : Différents types d’éléments de frontiéres.

I11.5. Méthode des équations intégrale de frontiére avec des éléments aux frontiéres

constantes :

La frontiéreTest discrétisée en N éléments constants, qui sont numérotés dans le sens anti
horaire. Les valeurs de la quantité au limite uet sa normale dérivédu/on (noté aussiu,) sont

supposés constants sur chaque élément et se situent au milieu de I'élément.

La forme discrétisée des équations(l11.34)est exprimée pour un point donné p;sur T comme :

1 () ) 2us0)
= -3 1] v(piq) 5 Cdsa + 2L S v “azqq dsq (111.34)
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Ou T est le segment (ligne droite) sur lequel se trouve le j**™ nceud est localisé et sur
lequel l'intégration est effectuée Etpiest le point nodal du j*™ élément. Pour les éléments
constants la frontiere est lisse aux points nodaux Par conséquents(P) = 1/2.En outre les
valeurs deu et du/dnsont constantes sur chaque élément, alors elles peuvent étre déplacées
en dehors de l'intégrale Désignant paru’ et un'les valeurs deu et un, respectivement, sur le

j*éme élément, 1’équations(111.34) peut étre écrit comme :
1 0 j j
Jut+ S Srds = By, vdsyun (I11:35)

Les intégrales impliquées dans I'équation ci-dessus concernent le nceudp;, ou la
solution fondamentale est appliquée au nceud p; (j = 1.2 ....... N)(Fig. 111.5). Leurs valeurs
expriment la contribution des valeurs nodalesw’ et un’a la formation de lavaleur(1/2)u. Pour
cette raison ils sont souvent appelés les coefficients d'influence. Ces coefficients sont
notésH;; et G;;qui est définis comme :

A

= ZrDds et Gy = Jr, v(pi@)ds (111.36)
J

b j 0ng

Ou le pointp;reste constant (point de référence), alors que le point gvarie sur le jém

élément (point d'intégration).

élément()

Figure 111.5 : Emplacement des points nodaux et les distances relatives pour une discrétisation des

éléments constante.

Introduire la notation (111.36) dans 1‘équation (111.35), la forme discréte de la solution

devient :
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1 . P . 4
—sut + 3 A = 3 G, (111.37)

De plus, on pose :

A 1
Ou 4;;est le delta de Kronecker, défini comme suited;; = Opouri # j et §;; = 1pouri = j,

1I’équations.(4.4) peut étre écrit comme suite:
Y Hw =3, G, (111.39)

L'éguation (111.39) est appliquée consécutivement pour tous les nceudsp; (i = 1,2, ....,N)
produisant un systeme de N équations algébriques linéaires, qui sont disposées sous forme de

matrice :

[H]{u} = [6H{u.} (111.40)

Ou: [H] et [G] sont N* N matrices carrées, et {u} et {u,}sont des vecteurs de

dimension N.

Supposons les conditions aux limites sont de type mixtes Dans ce cas la partieT;de la limite
sur lequeluest decrit et la partieT,sur lequelu, est décrit sont discrétisés
dansN; et N,éléments constants respectivement(l’; U I, =T, N; + N, = N).Parconséquent,
I’équation (3.40)contient & nouveau N inconnus, C’estN — N;valeurs deu surl,et N —
N,valeurs deu,Surl’;.Ces N quantités inconnues peuvent étre déterminés d’un systeme de

1’équations(111.40).

Avant de résoudre le systéme d’équations il faut séparer l'inconnu a partir des
quantités connues. L’équation (111.40) peuvent étre écrites apres la répartition de la matrice de

la maniére suivante :

[[Haal[Hi2] 1{00 ) = [[Gaa] [Gaa]) {2} (111.41)

{En}z

On{u},et{u,}, indiquentles quantités prescrites surl; et I,, respectivement tandis
que{u,}; et {u},désignent les inconnus correspondants Porter les multiplications et en

déplagant toutes les inconnues sur le c6té gauche de 1’équation on obtient :

[Al{X} = {B} (111.42)
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ou:
[A] = [[H12] — [G14]] (111.43.3)
xy={%} (111.43.b)
{B} = —[H11[{uh + [G12]{un}> (111.43.c)

[A]Est une matrice carrée de dimensions N*N, et {X},{B} sont des vecteurs de
dimension N. Le réarrangement précédent des matrices est efficace si les N, points ou les
valeurs de usont prescrites, ainsi aussi les N2 points ou les valeurs de w,sont prescrites, sont
consécutifs Autrement, le partitionnement des matrices dans 1’équation (II1.41) doit étre
précédé d’un réarrangement appropri¢ des colonnes dans [H] et [G].La matrice [A] et le
vecteur {B} peuvent également étre construits en utilisant une autre méthode plus simple. La
procédure qui est basé sur l'observation que la matrice [A] finira par contenir toutes les
colonnes de [H] et [G] qui correspondent aux valeurs limites inconnues de uet u,,alors que le
vecteur {B} donnera la somme de ces colonnes de[H] et [G],qui correspondent aux valeurs
connues uet u,,apres qu'ils ont été multiplié par ces valeurs. Il convient de noter qu'un
changement de signe se produit, lorsque les colonnes de [G] ou [H] sont déplacées de l'autre
coté de I'équation. La procédure susmentionnée est plus appropriée pour écrire le programme
informatique. La solution des équations simultanées (111.42) donne les quantités de frontiére
inconnuesuetu,,.Donc, la connaissance de toutes les quantités de frontiére sr, la solution u
peut étre calculée en tout point P(x,y)du domaine Q par 1’évaluation de 1’équations(I11.31)
poure(p) = 1.Appliquant la méme discrétisation que dans I'équation (111.34), nous arrivons a

I'expression suivante :
u(P) =¥, Aw/ — B Gl (111.44)

Les coefficientsG;; et H; jsont a nouveau calculées a partir des intégrales de I’équation(111.36),
mais dans ce cas le point au frontiére P;est remplacé dans les expressions par le point de

champ Pdans le domaineqQ.

Les dérivees partiellesdU /dx et du/dypeut étre évalué a des points dans Qpar différenciation
directe de I'¢quation (111.31) poure(P) = 1.Depuis la solution fondamentale et ses dérivées
sont des fonctions continues de x et y, les passages de différenciation sous forme intégral

donnant :
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5= v G as (1145)
S, [ -us(5)]ds (111.46)

Ou les dérivés de la solution fondamentale (111.13) sont obtenus comme suit :

v _ 1 10r ov _ 1 10r ov _ 1 10r \
dx  2mrox’ dy 2mray’ an  2mron
d (617) _ 1 (ar ar or ar)
ax\on) =~ 2mrz2\9nodx atady
d (ov 1 or or or or
—(2) = - (== -2 > (111.47)
dy \on 2nr? \on dy at 0x
or _ Or _  &—x or _  or _  n-y
ax  9e r’ a9y  oan r
ar ar or or or or
—=Vrn=—n, +— —=Vrit=—— n
an ae X oan Y’ ot de 3’+an x)

La derniére équation dé(l11.47) est obtenu en notant que les composants du vecteur
unitaire tangentiel t sont t, = —n,ett, = —n,. La différenciation par rapport a n est

effectuée en tous pointq(g,n)e I, tout en fait la différenciation par rapport & xou yest I’on fait

1’évaluation au point p(x, y)eqQ.

Les équations (111.45) et (111.46) sont discrétisées de la méme maniere que 1’équation.

(111.34) et elles produiront les expressions suivantes pour 1I’évaluation des derivésy. xet u. yau
point P(X,y).

N N
ou . ) )
wx(P) = (%)p _ ;(Hp D — ]Zl(cp Dxith (I11.48)
au N N '
wx(P) = (@)p - ;(Hpj)_y _ ]Zl(Gp])_yu,Jl (I11.49)

Ou les coefficients d'influence sont donnés par les intégrales
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ou(P,q) ~ a |ov(p,q)
(GP]).X = fT]. %ds ) (Hpj).x T an, [ A ] ds

au(P,q) N o0 |ov(P,q)
(GP]).y = ij 3y ds, (Hp])y T on, [ ] ds

ong

(111.50)

111.6. Evaluation des intégrales de ligne :

Les integrales de ligneG;; et H;;définis dans équation (111.36) sont évalués
numeriquement en utilisant une quadrature normalisée de Gauss Bien entendu, ces intégrales
peuvent étre évaluées a travers langages symboliques, par exemple Mathématique ou Maple
,mais les expressions résultantes sont tres longues et couvrent généralement plus d'une page
Par conséquent, I'avantage de la précision sur l'intégration numérique est plutdt perdu, en
raison de la complexité des expressions mathématiques. Pour cette raison, 1’intégration
gaussienne reste la méme méthode la plus appropriée pour calculer les intégrales de ligne.

Deux cas sont distingués pour les intégrales des coefficients d'influence :
111.6.1. EIéments hors diagonale, i # j :

Dans ce cas, le point P;(x;,y;)est en dehors de I'élément j, ce qui signifie que la
distance r=|q — P;|, ne disparaitre pas et, par conséquent, l'intégrale est réguliére.

L’intégration gaussienne s’effectue sur ’'intervalle—1 < e < 1.

f_llf (e)de = Xi—qwif (&) (111.51)

Ou n est le nombre de points d'intégration (points de Gauss) et €, et w,(k =12, ..., n)

sont les abscisses et les poids de la quadrature d'ordre n.

Considérons I'élément jsur lequel I'intégration sera réalisée. Cet élément est défini par
les coordonnées(x;, y;) et (x;+1,Vi+1)de son pointsd’extrémité, qui sont exprimés dans un
systéeme global ayant les axes xety, et au point de I'origine O(Fig. 111.6).Ensuite, un systéeme
local d’axes x'et y'est introduit apoint P; de I'élément. Les coordonnées locales (x', 0) du point
g sur le j™élément sont liés aux coordonnées globales du systémexy a travers les expressions

Xip1+Xx; Xig1—Xj 1
X = ”; L+ ’+l Lx (111.52.a)
j

~

_ Yj+1+Yj+ Yi+1~Vj

Jj
: : (111.52.b)

2

l:
x',__]Sx'S
j 2
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Ou [; est la longueur de I'élément j™¢ et elle est donnée en termes de coordonnées des

points finaux comme suit :

lj= \/(xj+1 — %)% + (Vj+1 = ¥)?

Figure 111.6 : Systémes de coordonnées globales et locales.

Les expressions qui mappent les coordonnées globales sur l'intervalle d'intégration [-1,

+1] sont obtenues en introduisant aux équations (I11.52) la relation géométrique :

Ainsi, la transformation des coordonnées résultantes devient :

x]-+1+xj Xjtr1—Xj

x(e)=—"—F—+——¢ (111.53.a)

y(e) =2 4 TN, (111.53.b)
]

De plus :

—~.

de (11.54)

ds = m: \/(xj+;_xj)2+(Yj+;_J’j)2 ge =

Par conséquent, le jacobéenne de la transformation est :

l:
U@l =5
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Sur la base de ce qui suit, les intégrales des coefficients d'influence sont évaluées

numériquement de la maniére suivante :

I11.6.1.a. L'intégrale de G;; :

Li li
Gij = [ uds = [ = mlr@]Lde = L3n_, Inlr(g)lwy (111.55)

o
(111.56)

r(e) = VIx(e) —x 12 + [y(e) — yil?
I11.6.1.b.L'intégrale de H;; :
Cette intégrale peut également étre évaluée analytiquement selon les Référant la (Fig.

I11.7), nous remarquons que

dscos® =rda

Qui peut étre utilisé avec les equations. (111.47) et (A.7) pour dériver cette expression

fy=J, Snds= [, 5-Pds = [, -da= 01 (111.57)

Les angles a;., et a; sont calculés a partir de
tan(a; ;) = % (1N.58)
tan(a;) = Zj;yc (111.59)

Oux;1, yj+16tx;, y; sont les coordonnées des points de I’extrémité de;j™¢ élement et elle est

donnée en termes de coordonnées des points finaux comme
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élément())

Figure 111.7 : Définition des angles impliqués dans 1’intégration numérique sur des éléments

constants.

111.6.2. EIéments diagonaux, i = j:

Dans ce cas, le nceud P;coincide avec le nceud P;, et r repose sur I'élément. Par

/ 3 .
conséquent @ = ~ou@ = —qui donnecos® = 0. De plus, nous avons

X = Xjt1t+Xj _ YVji+1tyj
pj 2 1Py T 2
Et
2 2
r(e) = \/[x(e) — x|+ (&) =y = ;’Iel (111.60)
Par conséquent,
l.
1 71
Gjj = ij Elnrds = ZJ; Elnrdr
1 Y 11 l
_ 1 _ — 21 AT
= 2rinr — 1]z =22 [1n (2) 1] (111.61.a)
Et
1 cos® 1 1 cos® 2
Hjj= - [;=—ds = - —1Wd£ = E[cos(z)lnlel]% =0 (111.61.b)
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11 convient de noter que pour les éléments d’ordre supérieur (par exemple, linéaires ou
paraboliques), les intégrations analytiques ne sont pas applicables, et pour cette raison,

d'autres techniques d'intégration sont employées.
I11.7. Evaluation dans le domaine d’intégral :

La représentation intégrale de la solution de 1’équation de Poisson (II1.36) peut étre

écrit pour la frontiere qui a été discrétisee en N éléments constants, comme
i _ _ YN du N o
gut = [, vfdQ Zj=1ijvands+ Xj=1pjuz,ds (111.62)

Dans certains cas, les techniques présentées a la section 3.4 pour transformer le

domaine d’intégral a I’intégral de ligne de frontiére ne convient pas.

Fi= [, v(p, Q)f(Q)dQq (111.63)

Si des techniques plus avancées ne sont pas utilisé, le seul recours est une
discrétisation de domaine. Le domaine Q est divisé dans M éléments ou cellules
bidimensionnels, par ex. cellules triangulaires ou rectangulaires (voir Fig. 111.8), sur laquelle
I'intégration numérique est effectuée. Ainsi, en utilisant une intégration gaussienne a deux

dimensions, L’équation (111.63) devient
F'= YLi[XRo wiv(pi, Q) f (Qil4; (111.64)

OuQ, et wy (k = 1,2,...,n) sont le k™¢ point d'intégration et le poids
correspondant pour la quadrature gaussienne de la j™ cellule, et A;(j = 1,2,...,M)est la
surface de la cellule Au moyen de I'équation (I11.64) et la notation introduite dans les

équations. (111.36) et (111.38), I’équation (I11.62) prend la forme de matrice suivante

[H]{u} + {F} = [G{un} (111.65)

Les équations (I11.65) sont d'abord réordonnées sur la base des conditions aux limites
spécifiées, puis résolues pour les quantités aux limites inconnues. Les valeurs de u en des
points dans Q peuvent alors étre calculées a partir de 1'équation. (111.62) pour 1l est a noter
que, pour un pointi (i = 1,2,..., M) situé sur la j™ cellule, I'intégrale de domaine présente

une singularité logarithmique et un soin particulier doit étre pris pour son évaluation[8].
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Figure 111.8 : Discrétisation du domaine Q en éléments triangulaires.

111.8. Exemple :

Le but de cet exemple est d’illustrer I’utilisation de notre programme en résolvant un
probléme simple de potentiel. Le domaine Q est un carré avec des conditions aux limites
mixtes. La frontiére est discrétisée en 16 éléments constants et la solution est recherchée en 9

points internes.

La solution exacte est:u(x,y) = 100(1 + x).
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!

un=0
* uw=100 ( Q ) u=200
0.01
‘ __x—
un=0
0.01

|--h—-—1

Figure 111.9: Domaine carré Q et conditions aux limites de I'exemple.

" - | ® | e | =

0.01 1z @ & =8

1
14 o I ! ' 9 7

g
'
f i}
.

g ' L
0.01 15 & ! . ! ®. S
‘ ! . ,
. S 1 ‘_ - ‘ _____ _., JR -
' 1 2 3
0.01 16 @ » S
L L | L | L | -
1 2 3 a
0.01 o.01 o.01 0.01

Figure 111.10: Discrétisation des éléments de frontiere et Points internes de I'exemple.
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Point Nombre d'éléments limites, N Exacte
16 | 48 | 80 | 112 | 144
Valeurs de u aux nceuds limites
1 111.88 112.36 112.43 112.46 112.47 112.50
2 137.32 137.47 137.48 137.49 137.49 137.50
3 162.68 162.53 162.52 162.51 162.51 162.50
4 188.12 187.64 187.57 187.54 187.53 187.50
Valeurs de u,, aux noeuds limites
15 105.520 98.215 99.486 99.665 99.774 100.00
16 98.417 99.800 99.909 99.946 99.964 100.00
Valeurs de u aux points internes
1 124.89 124.98 124.99 124.99 125.00 125.00
5 150.00 150.00 150.00 150.00 150.00 150.00
9 175.11 175.02 175.01 175.01 175.00 175.00

Tableau I11.1: Limite calculée et valeurs internes pour diverses limites discrétisations de.

Comme il était prévu, la solution obtenue est symétrique par rapport a 1’axe passant
par le centre du carré et étant paralléle a la I’axe ox .le tableau présente les valeurs calculées
sur la limite et & I'intérieur du domaine en fonction du nombre N d'éléments de limite En
comparant ces résultats aux valeurs exactes, il apparait qu’ils convergent rapidement et que

les valeurs limites calculées de u,, et u sont tres proches des exactes

La précision aux points internes est encore mieux, étant attribué au fait que ces valeurs
sont calculées a partir de (111.44), qui est une forme résiduelle pondérée pour toutes les valeurs

limites
111.9. Conclusion :

Les équations intégrales de frontiéres permettent de résoudre le probléeme de Laplace,
qui régit des phénomeénes physiques assez nombreux pour justifier a lui seul des études
comme la notre, cependant, tout au long de notre chapitre, nous avons posé des indications
pour le couplage de ces équations avec les méthodes variationnelles associées aux éléments
finis pour les problémes de magnétisme, c'est dans ce couplage que la méthode des équations

intégrales de frontieres tient sa justification.

53



Chapitre VI > Application numérique

VI.1. Introduction :

Dans ce chapitre nous allons appliquer les procédures requise dans les précedents
chapitres pour le calcul de potentiel vecteur magnétique par des méthodes analytique, semi-
analytique et numérique, 1’outil de programmation utilisé est ’enivrement Matlab. Nous

allons utiliser toutes les méthodes pour obtenir les résultats.

IV.2. Géometrie du probléme a résoudre :

Une plaque soumis & champ axiale crée par une bobine cette bobine est suffisamment
longue pour assures une induction magnétique paralléle a ’axe (OX).la bobine est alimentée

par un courent I, comme indiquer sur la figure souvent :

Y A

B fer

x

Figure. IV.1 : Probléme a résoudre.
B =BI+B,j
L’induction magnétique B a une seule composante B,

B = RotA

Donc : 4 est perpendiculaire 3 B
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Figure. 1V.2 :Représentation de I’induction magnétique B.

On peut modéliser ce probléme par une autre méthode, on impose certaines conditions sur les
cotés hantes et basses de la plaque.

A=10"-2

e
I

dA/dx=0 dA/dx-0

A=0

Figure. 1V.3 :Représentation de potentiel magnétiqueﬁ.
IVV.3. Calcul de potentiel vecteur magnétique par la méthode d’analytique :

VI1.3.1. Probléme a résoudre :

On applique la méthode de séparation des variables précédente a un rectangle, les

conditions aux limites sont sur les c6tés droite, gauche et bas sont nulles, sur le cété haut ont

0.010

Al=0.010

AS=0

Figure. 1V.4 : Représentation des conditions aux limites du probleme.
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On trouve le probléme a résoudre les résultats obtenus apres programmation dans

I’enivrement Matlab

x 10
0.1

9
0.09

8
0.08
0.07 !
0.06 6
0.05 ~ -5
0.04 L,
0.03

3
0.02

2
0.01 -

1

[ [ [ [ [ [ [ [ [

0
0 001 002 003 004 005 006 007 008 0.09 0.1

Figure .V1.6 : Distribution des équipotentiels vecteur magnétique dans plaqua ferromagnétique.

Cette figure représente la distribution des iso-valeurs de potentielle vecteur magnétique, les
courbes de potentielle sont fermées autours de la condition aux limite imposée 10*1072.
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0.01

0.009

]
1

]
1

0.008

]
1

0.007

0.006

]
1

Potentiel a y=0.00 m
Potentiel &4 y=0.05 m -
Potentiel 2 y=0.10 m

0.005

1

0.004

]
1

Potentiel vecteur magnetique

]
1

0.003

0.002

]
1

0.001

]
1

0 [ [ [ [ [ [ [ [ [
0 001 002 003 004 005 006 007 008  0.09 0.1
x [m]

Figure .V1.7 : Tracage des équipotentiels vecteurs magnétiques pour trois chemins axiales.

Cette figure représente trois chemins axiales (suivant OX) y=0 m, y=0.05 m et y=0.1m
respectivement, Les conditions aux limettes sont bien respectées On voir 1’augmentation de

valeur des potentielles vecteurs magnétiques aux milieux de la plaque.

Remarque :

On remarque Des fluctuantes sur la courbe qui se traduit par une limite de la somme
de I’équations II1-38 a 111-41, de i=1:+o0 , cette somme est limitées de i=1:111, due aux
erreurs des calculs surtout sur le sinus hyperbolique dans les expressions de ces équations

précédentes.
IV.4. Calcul de potentiel vecteur magnétique par une méthode numérique :
1V.4.1. Méthode des différences finies :

Vl0.4.1l.a. Exemple1:

On applique la méthode des différences finis précédente a une plaque rectangulaire, les
conditions aux limites sont : sur le c6té droit nulle, sur le cété gauche nulle, sur le cété haut

0.01 et le cbté bas est supposée nulle aussi.
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Al=0.010

A2=0 A4=0

A3=0

Figure .V1.8 : Représentation des conditions aux limites du probléme.

x10°
0.1p—= : —
S — 9
0.08 7 °
;
0.06/- 1018
-5
0.04/- 1 B,
3
0.02 7
2
1
[ [ [ [ [ [ [ [ [

0
0 001 002 003 004 005 006 007 008 00 01

Figure .V1.9 : Distribution des équipotentiels vecteur magnétique dans la plaque ferromagnétique.

Cette figure represente la distribution des iso-valeurs de potentiel vecteur magnétique,

les courbe de potentiel sont fermées, en trouve la condition aux limite imposées 1072,
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L L L L L L L L L
0.01

Q

T

2 0.008 — Potentiel a y=0.00 m 7

% —— Potentiel & y=0.05m

E —— Potentiel y=

0006 Potentiel a y=0.10 m |

0]

0

0]

>

9 0.004 - g

<

Q

o

o 0.002- 1
[ [ [ [ [ [ [ [ [

0
0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1
x[m]
Figure .V1.10 : : Tragage des équipotentiels vecteurs magnétiques pour trois chenins axiales.

Cette figure représente trois chemins axiales suivant ’axe OX y=0m, y=0.05m et

y=0.1m respectivement, Les conditions aux limettes sont bien respectées

La courbe en vert montre 1’augmentation de potentiel vecteur magnétique de coté
gauche vers la droite.
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V1.4.1.b. Exemple 2 :

Nous traitons le méme probleme que celui précédent, mais avec des conditions aux

limites mixtes de Dirichlet aux cotés droite et gauche, de Neumann en haut et en bas.

Figure .VI1.11: Domaine Q et conditions aux limites de I'exemple.

Figure .V1.12 : Maillage de domaine d’étude par la méthode des différences finies.
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