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Chapitre 1

Introduction

Au cinquiéme siecle avant J.C, Démocrite a postulé que la matiére est construite a
partir de petits objets de taille finie. Environ 2500 ans plus tard, la combinaison de la
mécanique quantique avec la relativité restreinte donnait la théorie quantique des champs
qui stipule que les atomes sont constitués par des électrons et un noyau atomique lui
méme constitué par des neutrons et des protons. Ces deux particules ont eux méme une
sous-structure formée de quarks et de gluons. En résumé, la matiere est construite a par-
tir de petits objets de taille finie et on ne sait pas si nous continuerons a voir de nou-
veaux constituants fondamentaux de la structure de la matiere. L'apparition de la rela-
tivité générale a fourni une compréhension plus profonde de 1'espace-temps a 1’échelle
macroscopique. D’autre part, si on sonde les plus petites distances avec des énergies suf-
fisamment grandes, notamment autour de 1’échelle de Planck, les effets de la gravité de-
viennent importants et perturbent la structure spatio-temporelle. Pour cela, I'unification
de la relativité générale et la mécanique quantique est une nécessité absolue, mais diffici-
lement réalisable. Jusqu'a présent il n’existe pas une théorie de la gravité quantique bien
viable mathématiquement ou phénoménologiquement, mais il existe plusieurs tentatives
prometteuses pour approcher ce Graal notamment la théorie des cordes, la gravité quan-
tique a boucles, la relativité restreinte déformée et la physique des trous noirs ([130]-[6]).
La remarque la plus importante est que toutes ces tentatives conduisent inéluctablement
vers l'existence d'une distance minimale de 'ordre de la longueur de Planck. En effet
dans le contexte de la théorie des cordes [7]-[11], de la gravité quantique a boucles [12],
de la relativité restreinte déformée [13]-[19], et de la physique des trous noirs [2] et [137]-
[22], les physiciens ont proposé plusieurs approches pour introduire les distances mini-

males de fagon naturelle dans la théorie. Ces approches se résument essentiellement a la



mécanique quantique basée sur un principe d’incertitudes généralisé (GUP) ou des re-
lations de dispersion modifiées (MDR), a la relativité restreinte déformée, et les théories
construites sur un espace non commutatif. Dans ce travail, on s’intéressera au GUP et a
la géométrie non commutative.

La forme la plus célébre du principe d’incertitude généralisée (GUP) est celle pro-
posée par par G. Veneziano et al. [7]-[11] lors de leurs travaux sur la diffusion des cordes
a hautes énergies, et elle s’exprime par la relation Ax.Ap > % (1 + B (Ap)z). La méme
relation a été obtenu par M. Maggiori [2, 23] dans son analyse de 'expérience de pensée
(Gedanken experiment) pour mesurer la surface de I'horizon apparent d'un trou noir
en gravité quantique, ainsi que dans des expériences de pensées traitant des micros trous
noirs [24, 25]. La notion de GUP qui a ensuite mirie a été étudiée par plusieurs auteurs en
I'associant a 1’algébre de Poincaré déformée. La structure mathématique qui décrit le GUP
de maniére naturelle est celle de I'algebre de Heisenberg déformée suivante : ([X;, Pj]) >
%‘51']' (1 T IBPZ4+KZ12

La mécanique quantique basée sur ce type de GUP a été reformulée par Kempf and

al. [26, 27, 28, 29, 30]. Dans le but de voir 'incidence du GUP sur les problemes de la

812 82

2 2
)2 correspondant au GUP Ax;. Ap; > %51.]. (1 + (Ap) + P2+m2) .

mécanique quantique, plusieurs travaux ont été effectués durant les dernieres années no-
tamment, 1’oscillateur harmonique [26, 27, 31], le potentiel de Coulomb [32]-[34], l'effet
Casimir [35, 36, 37]. Le résultat le plus important que 'on a pu déduire de ces travaux
est que le principe d’incertitude généralisée (GUP) conduit a des incertitudes finies sur la
position et I'impulsion.

Dans leurs recherches sur la théorie des cordes, N. Seiberg et E. Witten ont montré qu’a
basses énergies la théorie des cordes devient une théorie effective des champ quantiques
sur un espace-temps non commutatif [38]. Ce travail n’est pas le premier qui introduit
la notion de géométrie non commutative dans la physique mais il est considéré comme
la renaissance officielle de cette approche. Le fondateur de cette théorie est H. S. Snyder
qui utilisa une structure non commutative des coordonnées spatio-temporelles dans la
théorie des champs a des échelles tres petites pour introduire un cut-off ultraviolet ef-
fectif [39]. Cette idée a été étendue plus tard par Yang [40] qui a remplacé 'algebre des
opérateurs linéaires par 1’algebre des fonctions pour décrire une structure géométrique
générale. En mathématique, beaucoup de travaux ont été développés dans les années 80
du siécle passé [41, 42], mais en physique, cette idée a été largement ignoré jusqu’ a sa

ré-découverte par N.Seiberg et E. Witten en 1999 et la publication de plusieurs travaux



[43]-[45].
Nous disposons de 4 approches pour formuler la physique sur un espace non com-
mutatif. La premiere approche [46] consiste a remplacer le produit habituel par le produit

de Weyl-Moyal défini par
A(x) % B (x) = %" %A (x +17) B(x +p).

Cette déformation conduit a une algebre non commutative des opérateurs de position.
Dans cette approche, les propagateurs de Feynman restent inchangés mais les facteurs de
vertex acquiérent une correction supplémentaire. Cette approche souffre de deux problemes
majeurs, le mixage entre les divergences UV et les divergences IR [47]-[53] et surtout la
non unitarité [54]-[57]. Cependant, |'unitarité peut étre restaurée en considérant le forma-
lisme Hamiltonien au lieu du formalisme Lagrangien et en calculant les diagrammes de
Feynman en utilisant la formule de Gell-Mann-Low [58, 59]. Cette méthode est considérée
comme étant la deuxieme approche. Le propagateur libre de Feynman reste lui aussi
inchangé dans cette approche. Dans la troisieme approche, la non localité induite par
le produit de Weyl-Moyal affecte seulement 1'Hamiltonien d’interaction. Cela se fait en
remplacant les opérateurs des champ locaux par des champs non-locaux [60] dans le
terme d’interaction de la densité Lagrangienne. Par conséquent, les propagateurs libres
ne seront pas modifiés. Cette démarche est motivée par le fait que le produit de Moyal
n’affecte pas la partie libre de la densité Lagrangienne. Cependant, les lignes internes se-
ront modifiées par un facteur d’amortissement exponentiel semblable a celui rencontré
dans la troisieme approche, dans laquelle les lignes externes sont aussi déformées. La
quatrieme approche pour une théorie quantique des champs non commutatifs utilise la
base des états cohérents de 1’oscillateur harmonique sur un espace-temps non-commutatif
[61]. Dans ce cas, le propagateur libre est modifié par un facteur d’amortissement expo-
nentiel. C’est important de noter que la non commutativité conduit a des propagateurs
exponentiellement amortis. La présence du facteur exponentiel conduit a une distribution
parfaitement régularisée a 'inverse de la distribution de Dirac habituelle.

La quatrieme approche représente la méthode la plus simple pour obtenir les solu-
tions des équations d’Einstein de la relativité générale dans le contexte non commutatif.
Heureusement, ce probléme non trivial peut étre contourné en introduisant la non com-
mutativité seulement a travers le terme qui source la matiere, et en laissant le tenseur

d’Einstein inchangg, c’est a dire que la métrique de l’espace-temps reste inchangée. Cette



procédure peut étre motivée par le fait que la non commutativité est une propriété in-
trinseque de la variété et affecte la distribution de matiere-énergie, en induisant des ob-
jets ponctuels, également en 1’absence de courbure. D’autre part, la métrique est un dis-
positif géométrique définie sur le variété, tandis que la courbure mesure 'intensité de la
métrique, en réponse a la présence d'une distribution de masse et d’énergie. Comme c’est
le tenseur impulsion-énergie qui donne les informations sur la distribution de masse et
d’énergie, nous concluons que dans la relativité générale la non commutativité peut étre
prise en compte en gardant la forme standard du tenseur d’Einstein dans les équations
du champ et en introduisant un tenseur impulsion-énergie déformé. Cette procédure a
été suivie en Relativité Générale a (1 + 1) dimensions [62] et (3 + 1) dimensions [63].
Cette classe des solutions des équations d’Einstein est appelée trous noirs inspirés de
la géométrie non commutative. La solution de trou noir de Schwarzschild inspiré de la
géométrie non commutative a été obtenu par Nicolini et al. [64]. La propriété importante
de cette solution est que ce trou noir est régulier. A la suite de ce travail, beaucoup d’autres
solutions de ce type ont été obtenues et elle sont toutes régulieres [65]-[73].

Comme nous le savons, la température de Hawking du trou noir est proportionnelle a
la surface de la gravité. Elle est définie en utilisant deux manieres différentes. La premiere
est de type quantique (appelée approche heuristique) et selon laquelle la température
est proportionnelle a 'incertitude sur 'impulsion [74, 75]. La deuxieme approche est de
type géométrique et dans ce cas la température est proportionnelle a la dérivée premiére
par rapport a r de 1'élément de métrique g4 [76]. La correction de l'incertitude sur I'im-
pulsion dans le cas de GUP et de 'élément de métrique gy de trou noir inspiré de la
géométrie non commutative conduit a une correction de la température de Hawking, et
donc a une thermodynamique des trous noirs modifiée. Cette modification de thermo-
dynamique des trous noire a donné un grand espoir aux physiciens pour approcher la
solution d'un grand probléme de la physique des trous noirs qui est la disparition de 1'in-
formation sur I’état quantique initial du trou noir derriére I’horizon apres son évaporation
sous forme de rayonnement thermique [77].

La thermodynamique et la stabilité du trou noir de Schwarzschild en présence de
GUP au premier ordre et a tous les ordres de la longueur de Planck ont été abondem-
ment étudiés [78]-[88]. Notamment, il a été démontré que le GUP empéche les trous
noirs de s’évaporer completement, exactement comme le principe de Heisenberg stan-
dard empéche 'atome d’hydrogene de 'effondrement total [75]. Il a été aussi obtenu que

durant la phase finale du processus de rayonnement de Hawking d’un trou noir, un trou
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noir rémanant (BHR) inerte apparait avec une entropie et une capacité spécifique nulles
et une température finie non nulle. Le caractére inerte du BHR et les interactions gravi-
tationnelles le rendent un sérieux candidat pour expliquer la nature de la matiere noire
[89, 90]. Enfin, le GUP apporte une correction logarithmique a I’entropie et ainsi s’éloigne
de la fameuse loi des aires de Bekenstein-Hawking [91]-[103].

Aussi la thermodynamique de trou noir inspiré de la geometrie non commutative a été
largement étudiée. Le processus d’évaporation s’arréte lorsque le trou noir se rapproche
d’un rémanant de trou noir a 1’échelle de Planck avec la température zéro [104, 105].
Mehdipour a analysé 1’effet tunnel des particules massives a travers 1’horizon quantique
du trou noir de Schwarzschild inspiré de la géométrie non commutative et a obtenu
aussi le rayonnement de Hawking modifiée, les quantités thermodynamiques et le taux
d’évaporation [106]. Nozari et Mehdipour ont étudié les effets de la non commutativité
sur la perte d’information et ont montré que l'information reste sauvegardées dans le
rémanant de trou noir a la fin du processus d’évaporation [107].

Dans l'approche de Hawking se basant sur la théorie des champs quantiques, un
trou noir de masse M a un rayonnement thermique de température Ty = (87TM)71. Ce
résultat peut étre démontré en utilisant I’approche de quantification de la gravitation par
les intégrales de chemin [108]-[112]. D’autre part, Gross a trouvé une transition de phase
menant des radiations thermiques vers un trou noir [113]. Dans le cas ot la température
est supérieure a la température critique, le petit trou noir créé par la transition de phase
est instable et peut se désintégrer en un espace plat chaud ou grandir sans limites vers
un grand trou noir [113]-[115]. La probleme d’accroissement incontrélé du petit trou noir
vers un grand trou noir a été résolu en mettant le trou noir dans une cavité isothermique
[117]-[121]. En utilisant I'approche basée sur 1’action euclidienne, les propriétés thermo-
dynamiques locales d"un trou noir confiné dans une cavité isothermique de rayon finie
ont été étudiée [117]-[119],[122]. Mais le probléeme de la transition de la phase trou noir
vers les radiations thermiques reste toujours posé dans cette approche.

Nous avons signalé plus haut que le résultat final du processus d’évaporation d'un
trou noir dans le cadre du GUP est un BHR de température finie. De ce résultat, on peut
prédire que la transition vers un espace plat et chaud ne sera pas possible. Kim et al. ont
confirmé cette prédiction en étudiant la thermodynamique, les transitions de phase et la
stabilité des trous noirs confinés dans une cavité isothermique en présence de GUP au
premier ordre de la longueur de Planck [123]. Mais la question qui se pose : qu’est ce

qui se passe dans le cas ol on considere les corrections apportées par le GUP a tous les
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ordres de la longueur de Planck,et aussi dans le cadre de la géométrie non commutative.
La réponse a cette question est le sujet central de cette thése de doctorat.

Apres avoir donner un rappel sur la relativité générale et sur les lois régissant la ther-
modynamique des trou noirs dans le chapitre 2, nous allons traiter dans une premiere
partie du troisieme chapitre de la mécanique quantique en présence d'un GUP a tous les
ordres dans la longueur de Planck, et dans une deuxiéme partie de 1'approche par les
états cohérents de la géométrie non commutative.

Dans le quatrieme chapitre nous allons étudier la thermodynamique du trou noir de
Schwarzschild en présence du GUP a tous les ordres dans la longueur de Planck. La
stabilité du trou noir est approchée a travers le calcul de I’énergie libre et de la capacité
spécifique. On terminera ce chapitre par 1'étude du processus d’évaporation du trou noir
de Schwarzschild en présence du GUP a tous les ordres dans la longueur de Planck.

Dans le chapitre 5 nous étudierons les transitions de phase du trou noir de Schwarz-
schild confiné dans une cavité en présence de GUP a tous les ordres dans la longueur de
Planck. Pour détecter 1'existence de transitions de phases possibles et leurs nature, nous
calculerons 1’énergie libre on-shell et nous 'analyserons en fonction de la température
locale. Aussi 1’étude de 1’énergie libre off-shell, nous permettra de connaitre 1’existence
ou pas des transitions de phases. La classification des possibles transitions de phases se
fera en étudiant les expressions de I'entropie et de la capacité spécifique en fonction de la
température locale.

Dans le sixieme chapitre, nous allons chercher la solution du trou noir de Schwarz-
schild inspiré de la géométrie non commutative. En effet nous allons chercher les solu-
tions des équations d’Einstein en présence du tenseur impulsion-énergie sourcé par une
distribution gaussienne de matiére. Enfin nous étudierons la régularité de la solution ob-
tenue en calculant les scalaires de courbure.

Dans le septieme chapitre nous étudierons la thermodynamique de trou noir de Schwarz-
schild inspiré de la géométrie non commutative et placé dans une cavité isothermique
finie. Dans ce cas, le calcul de la température se fera en utilisant la méthode géométrique
basée sur la surface de la gravité. Nous étudierons 1’existence de transitions de phase et
leurs nature

Nous finirons cette thése par une conclusion générale, ot1 nous discuterons des résultats

obtenues et des perspectives d’études futures.



Chapitre 2

Introduction a 1a Relativité Générale

2.1 Principes de la Relativité Générale

Cette section a pour objectif de dresser les principes qui ont mené a la construction
de la Relativité Générale formulée par Albert Einstein en 1915. Commengons par rap-
peler que la deuxieme loi de Newton s’applique dans un référentiel galiléen ou inertiel.
Cependant l'introduction des forces inertielles dans cette loi permet de traiter le cas des
référentiels non galiléens. Une question fondamentale se pose alors : comment distinguer
un référentiel galiléen ? Afin de résoudre cette difficulté, Isaac Newton introduisit 1'exis-
tence d'un espace absolu comme référentiel galiléen, qui ne serait pas influencé par la
matiere présente dans 1'univers. A l'inverse, Ernest Mach rejette 1'idée que la notion de
mouvement soit indépendante du contenu matériel de 1'univers. Selon lui, seul le mou-
vement relatif par rapport a la distribution des masses présentes dans l'univers a un sens.
A. Einstein fut un fervent partisan de cette idée et I'érigea comme un principe afin de

construire sa théorie de la gravitation.

2.1.1 Principe de Mach

jjLa distribution de matiere dans 'univers détermine le mouvement des particules;;

Ce principe cherche a dépasser le concept habituel de 1'espace-temps absolu newto-
nien. En effet, un mouvement est dit inertiel lorsqu’il est uniformément accéléré comparé
a un référentiel absolu, postulé a priori en dehors de toute distribution de matiére. Sui-
vant les idées de Mach, Einstein refusait par principe un tel postulat, et tenta de construire

une théorie ou géométrie et matiere seraient intimement liées : la matiére déterminerait



la géométrie, et vice-versa. Ce principe est clairement incarné par la forme des équations

de mouvement qui seront plus tard découvertes par Einstein (voir (2.4.35) dans le texte).

2.1.2 Principe d’équivalence

Le principe d’équivalence postule I'égalité entre la masse inertielle m;, qui intervient
dans le principe fondamental de la dynamique de Newton m; T = ?ext, etla masse grave
passive m,, qui intervient dans I’expression de la force gravitationnelle ressentie par une
particule ponctuelle massive dans un potentiel gravitationnel F = mp€<1>, et enfin la
masse grave active m,, qui intervient dans le potentiel gravitationnel crée par une masse

— GNm,
ponctuelle & = ==«

. Cette égalité, fortuite et non-nécessaire dans la théorie newto-
nienne, devient essentielle a la théorie einsteinienne, sans laquelle ni référentiels locale-
ment inertiels ni la description cohérente de l'interaction géométrie-matiere ne peuvent

exister.

2.1.3 Le principe de la covariance

iiLes équations de la physique doivent prendre une forme tensorielle; i

Le principe de la covariance générale postule que les lois de la physique sont inva-
riantes sous un changement de coordonnées. Tout observateur doit pouvoir localement

observer les mémes lois de la physique.

2.2 Variétés riemanniennes

Pour passer de la relativité restreinte a la relativité générale, il suffit de remplacer la
géométrie Minkowskienne par celle de Riemann. Dans une variété riemannienne nous
définissons un tenseur métrique g, qui détermine comment trouver les longueurs et les
angles dans un espace-temps donné. La longueur d'un intervalle de l'espace-temps est
définie par :

ds? = Suvdxtdx’ (2.2.1)

et elle doit étre invariante. En fonction de cette métrique, le produit de deux vecteurs U
et V est également défini par :

UV = g UFVY. (2.2.2)



Maintenant nous prenons la dérivée d'un vecteur V et nous la transformons en des coor-
données différentes, nous obtenons

/ !
oxV oxt - ox¥ 02 xH

ox p
oxv oxt Y axV’V oxHoxv’ (2.23)

/
v, =

La présence du deuxieme terme indique que le vecteur V ne se transforme pas comme un
tenseur. Cela veut dire que la dérivée d"un vecteur ordinaire n’est pas invariante par un

changement de coordonnées. Pour cela, on introduit la dérivée covariante
Vv,V =Vh =V +Th v (2.2.4)

ot V, V¥ = VI, et T%, représentent respectivement la dérivée covariante du vecteur V* et

les symboles de Christoffel définis par :

o 1 [

La dérivée covariante est, contrairement a la dérivé ordinaire, invariante sous les trans-
formations de coordonnées.

Un espace-temps, en général, est courbé et sa courbure est quantifiée par le tenseur de
courbure de Riemann. Ce tenseur qui est défini par

A A
RY oy = 0oThy — 3T, + 10, T, — T Try, (2.2.6)

qui est une quantité qui détermine la déviation par rapport a la métrique de Minkowski
plate. Les contractions du tenseur de Riemann sont souvent utilisés dans la relativité
générale. L'un d’eux est le tenseur de Ricci symétrique donnée par

— RP — K K P A 0 1A
Ry = R yipy = 3Tl — 3, Thy + 6, T, — T, T, (2.2.7)

En contractant ce tenseur, nous obtenons le scalaire Ricci

R — g]/“/R]’“/’ (2.2.8)

qui fait partie des scalaires de courbures, R, R,y R*", R, ﬁWR"‘ﬁV‘S utilisés pour appréhender

les singularités de 1’espace temps.



2.3 Equations d’Einstein

Les équations d’Einstein sont celles qui permettent de déterminer la métrique, gy,
dans le vide ou en présence de matiere. Pour obtenir ces équations, la théorie de Newton

a servi de guide heuristique. On a d’abord I'équation de Poisson
AD = 471tGp. (2.3.1)

En relativité générale, ® — G, qui est le tenseur d’Einstein et p est proportionnelle a
la densité de masse et la masse inertielle est proportionnelle a I'énergie, ainsi 1’énergie,
les impulsions et les tensions sont réunies en un seul tenseur nommé le tenseur énergie-
impulsion Tp.

L’équation de Poisson fait intervenir les dérivées d’ordre deux en ®. Il faut donc cher-
cher une équation qui fasse intervenir les dérivées d’ordre 2 en g,,. Il se trouve que le
tenseur de courbure de Riemann est de ce type.

Si d’autre part on cherche dans I'équation de Newton 1’évolution de la déviation in-
finitésimale dx de la trajectoire d’une particule soumise a un potentiel gravifique ® on
aboutit a ’équation

it = — (agjcp) 5. (2.32)

On a aussi I'équation qui régit la séparation éx entre deux géodésiques voisines
2 B 5.
Viéxt = —R" m(sxﬁx ox°. (2.3.3)

L’analogie entre les deux équations est parlante. Ceci suggere que A® devrait corres-
pondre a un tenseur de rang 2 symétrique et proportionnel a la courbure de Riemann,
puisque nous faisons correspondre a p le tenseur d’énergie-impulsion symétrique T,p.

IIn’y a des lors que le choix suivant pour 1"équation recherchée :
Rtx,B + bRgucﬁ + )\8“5 = KT,X'B, (234)

ol R,X/; est le tenseur de Ricci, R la courbure scalaire, et b, A,k sont des constantes. Si
on exige que 'équation satisfasse a la condition de conservation du tenseur impulsion-
énergie :

VT, =0, (2.3.5)
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et en utilisant I'identité de Bianchi :

VaRgysu + ViuRpyas + VsRpyua =0, (2.3.6)
on obtient b = —1. On obtient dong, si on introduit le tenseur symétrique d’Einstein
Gtxﬁ = Ra,B — %Rgalg,

Gup + A8ap = KTup. (2.3.7)

Pour la grande histoire de la physique, le choixA = 0 fut le premier choix d’Einstein. Le
second choix A # 0 fat aussi rejeté par la suite a cause de la loi de Hubble. La constante
A s’appelle la constante cosmologique. Aujourd’hui, certaines théories cosmologiques en

tiennent compte. Pour nous, I'équation d’Einstein sera la suivante :
1
R“ﬁ - EgtxﬁR = KTtxﬁ (238)

ou « est une constante universelle. On peut encore écrire 1'équation sous la forme sui-

vante :
1
Rtxﬁ = K (Tﬂcﬁ — ETng‘B) . (239)

Initialement, Einstein avait écrit cette équation sans le terme en T, n’obtenant pas ainsi la
loi de conservationV*T,z = 0.

La contraction de 1’équation (2.3.9) nous donne 1’expression du scalaire de Ricci en
fonction du tenseur de matiere :

R = —«T. (2.3.10)

En l'absence de la matiere (T,g = 0), 'équation (2.3.8) devient :

Rqp = 0. (2.3.11)

2.3.1 Formalisme Lagrangien en relativité générale
En présence de la matiere 1’action en relativité générale est donnée par :

1

_ 4y /T
S= 1= [ d*xy/—gR+S, (2.3.12)

ou G est la constante de Newton et S;, représente 'action de la matiere. La définition

de I'action de matiére en fonction de la densité lagrangienne de matiere, nous permet
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d’écrire (2.3.12) comme suit :

S = /d4x\/ (——R+£m) . (2.3.13)
En utilisant le principe variationnel qui stipule que 6S = 0, on obtient :
55_/d4 {——5@/ gR) +6 (\/—gL )} (2.3.14)

En faisant la variation par rapport a g** on arrive a :

[~ 1 6R R 6v/=8\ , 6(V/=8Lm)] ¢ v _
(SS—/dx\/ g{ 16rC 5g?“’+\/—_g(5g?“’ + Nl ogh’ = 0. (2.3.15)

Nous allons varier les trois termes séparément, en commencant par le premier. En variant

(2.2.6) , on obtient

OR" gy = 04Ty — 0,0l + (5r” I+ rP ST, —0Th Thy — T, 6T, (2.3.16)

Le symbole de Christoffel est une connexion, est aussi sa variation. On ne peut pas simple-
ment prendre une dérivée covariante d"une connexion car il ne se transforme pas comme
un tenseur. Mais la différence de deux connexions se transforme comme un tenseur. Cela
signifie que nous pouvons prendre la dérivée covariante de la variation d"une connexion.
En effet :

V0T, = 9,01, + Tt 6T7, — T8 6TG, — 9,01, (2.3.17)

En introduisant (2.3.17) dans (2.3.16) , on obtient :
6R® gy = VuoThe — V6T (2.3.18)
En contractant sur p et y , on obtient la variation du tenseur de Ricci
6Ryy = VpoTh, — V,0I% . (2.3.19)
En contractant le tenseur de Ricci on obtient la variation du scalaire de Ricci

SR = g" SRy, + Ryydgh (2.3.20)
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a la quelle bien sur il faut ajouter la condition de compatibilité métrique
Vg™ = 0. (2.3.21)
En introduisant (2.3.19) dans (2.3.20) on obtient :
6R = Ry, 68" + g1 (VpoTh, — V,6I%,) . (2.3.22)

En remplagant ce résultat dans le premier terme de (2.3.15) on obtient :
1
4 4
BTTTe /d x6 (/—gR) ~16C /d X/ — [ v + V (glw(SF gﬂp(srgy) 5gh.
(2.3.23)

L'utilisation du théoréme de Stokes, nous permet d’éliminer la divergence dans le deuxieme
terme. Cela se fait en intégrant sur 1’hypersurface a 1'infini de I'espace-temps. Comme
5F§yest égal a zéro sur I'hypersurface a I'infini, le dernier terme ne contribue pas a l'intégrale.

Ainsi on obtient :

~l6C / d*x6 (/—gR) ~162C / d*x\/—gRuwdg"". (2.3.24)

Pour calculer le deuxiéme terme, il faut trouver d’abord 4,/—g. On sait que pour une
matrice arbitraire A ona:

detexp (A) = exp (TrA), (2.3.25)

donc la variation de g est égale a :

63 = 6 (detgy,) = & (e™nsm))

= ¢ (n80)5 (Tr (Ing,)) - (2.3.26)
En utilisant les formules suivantes :
5(Tr(InA)) =Tr(6A).A7, g, =g, (2.3.27)
on obtient :

0g = 88" 0guv- (2.3.28)
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Maintenant on peut calculer §,/—g :

o
Y ra _Tg_ — ——\/_8141/58 (2.3.29)

En remplacant (2.3.29) dans le deuxieme terme de (2.3.15) on obtient :

4 4 w
1o G/d XR.5 ( = 39 G/d XR.\/—88udg (2.3.30)

On termine avec le calcul du troisieme terme. On définit d’abord le tenseur impulsion-

énergie de la matiére par l'expression suivante :

_ 2 5(V/—8Lm)
Ty = Ve (2.3.31)

En remplacant (2.3.24),(2.3.30) et (2.3.31) dans (2.3.15) on obtient ’équation

1 1 y
6S = / d*xy/— [ e ( = EgWR) — ETW] 6g" = 0. (2.3.32)

Etant donné que les variations §g*¥ sont arbitraires on obtient les équations de mouve-
ment d’Einstein :

1
RI’“/ - EgHVR — 87TGT‘M]/. (2.3-33)

Grace a (2.3.21), on peut ajouter le terme Ag,, et on obtient :
1
G‘MV + Ag}u/ == RVV - Egny —I'_ Ag],u/ = 87TGT]1VI (2.3.34)
avec A la constante cosmologique et G, le tenseur d’Einstein :

1
Gy = Ry — 58 R. (2.3.35)

2.3.2 Tenseur énergie-moment
2.3.2.1 Espace plat

Nous pouvons définir une densité d’énergie H par la division d'une unité d’énergie
par une unité de volume spatial et le vecteur du flux d’énergie s; par la division d"une

unité d’énergie par unité de surface et par unité de temps. Dans ce cas, la conservation de
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I'énergie est donnée par :
oH
o +9;s; = 0. (2.3.36)
On peut également définir une densité d'impulsion 7t; de telle sort que 1'impulsion est

donnée par :

pi = / > x (2.3.37)
D

avec D est un domaine indépendant du temps. Maintenant, nous postulons que les seules

forces agissantes a travers les frontieres 0D du domaine D sont données par :

apl /a”%f’ / T;do;, (2.3.38)

ot la force F; exercée par les matériaux a l'intérieur du domaine sur un élément de surface
do; est donnée par

Si cette équation est correcte pour tous les domaines on doit avoir :

8711'

aF + a]Tl] =0. (2.3.40)

avec Tj; un tenseur symeétrique.
Les deux équations fondamentales (2.3.36) et (2.3.40) peuvent étre combinées en une

seule équation

9,T% = 0. (2.3.41)
ou nous définissons :
0_9 T= % T — ey, T =Ty, (2.3.42)
Ou bien sous forme matricielle on a :
H u
T% = ¢ (2.3.43)
CTT; Tz]

Pour rendre la condition de la conservation du tenseur impulsion-énergie invariante
sous les transformations de Lorentz, on doit prolonger la propriété de symétrie T;; = T;;
au relativiste

7% = b4, (2.3.44)
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Ce qui implique une relation entre le flux d’énergie s; et la densité d’impulsion :

T = s—; (2.3.45)

2.3.2.2 Généralisation a I’espace-temps courbé

Nous faisons ce qui est souvent désigné comme 1’hypothese d"un couplage minimal,
ce qui se traduit dans la relativité spéciale par le remplacement dans une équation donnée
de la virgule par le point-virgule. De cette facon, 'équation sera certainement covariante.

Ainsi, nous postulons que :

T, = 0pT™ + T% T + T2, T = 0. (2.3.46)
En utilisant :
1
re, = 9 (V/—2), (2.3.47)
ab \/_—g a( )
on obtient :
1
b b d
T = = (v=8T") +12T = 0. (2.3.48)

2.3.2.3 Fluide parfait

Commencons par le cas du fluide parfait. En notant par u* la 4-vitesse d"une particule

du fluide, le tenseur énergie-impulsion est donné par :
Ty = puyity + P (g + uyity) (2.3.49)

oul p désigne la masse volumique propre du fluide et P sa pression. Puis, nous obtenons
I’équation du mouvement avec V, T*" = 0, qui fournit la généralisation de I'équation de

continuité et de celle de Navier-Stokes dans la théorie non relativiste.

2.3.2.4 Conditions d’énergie pour un fluide parfait

En relativité générale les conditions sur I'énergie sont un ensemble de conditions sus-
ceptibles de contribuer a la description de la matiere qui peut exister dans l'univers, ou
plus généralement dans tout espace-temps. En pratique, ces conditions sont exprimées
par des inégalités impliquant 1’objet mathématique qui décrit le comportement de la

matiére, le tenseur impulsion-énergie.
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Pour un fluide parfait, les conditions d’énergie sont données par :

1. La condition d’énergie faible (WEC : weak energy condition) stipule que p > 0,
ptp=0.

2. La condition d’énergie nulle (NEC : Null energy condition) stipule que p +p > 0.

3. La condition d’énergie forte (SEC : strong energy condition) stipule que p +p > 0,
p+3p=0.

4. La condition d’énergie dominante (DEC : dominant energy condition) stipule que

p=|pl.

2.4 Trou noir de Schwarzschild

2.4.1 Symétrie sphérique et orthogonalité

La métrique de Schwarzschild est la solution a symétrie sphérique des équations
d’Einstein dans le vide (2.3.11) , ou bien a I’extérieur d'une distribution d’énergie a symétrie

sphérique centrée sur l'origine. Un élément de longueur quelconque est donné par :
ds? = Suvdxtdx". (2.4.1)

La symétrie sphérique nous permet de choisir parmi les 4 coordonnées les deux coor-

données angulaires classiques 6 et ¢ et d’écrire I'élément de longueur sous la forme :
ds? = guada® + 2gapdadb + guudb® + X2 (a,b) A2 (2.4.2)

oil x est une fonction des deux coordonnées restantes a et b et d0? = d6? + sin? d? est
’élément d’angle solide. I est alors formellement possible d'inverser x(a,b) pour obte-
nir b(a, x) et sélectionner comme coordonnées (4, x, 6, ¢). L'élément de longueur devient
alors :

ds? = guada® + 2gaydady + gy dx* + x2dO>. (2.4.3)

Il serait alors confortable de trouver un systeme de coordonnées dans lequel la métrique
sera diagonale (c-a-d la matrice représentant les composantes de g est diagonale). On
choisit donc un systéeme de coordonnées (t,7,6, ¢) dans lequel 1’élément de longueur
s’écrit :

ds? = gttdtz + grrdrz + r2d02. (2.4.4)
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Remarquons que :

ot ot
dt = ada + ad}(. (2.4.5)

En injectant (2.4.5) dans (2.4.4) et en identifiant avec (2.4.3), on obtient le systeme de
quatre équations a quatre inconnues gy, Srr, t(ar, x) etr(a, x).

Dans les coordonnées (t, 7,0, ¢) de Schwarzschild, les composantes du tenseur métrique
s’écrivent

ot \ 2 ot ot ot 2
Saa = §itt %) Sax = gttaa/ Sxx = &rr + 81t o) X=r. (2.4.6)

Ce systeme est solvable en principe et nous avons la possibilité d’écrire 1’élément de lon-
gueur sous la forme diagonale (2.4.4). Enfin, la métrique étant a signature lorentzienne, il
nous reste a choisir lequel des coefficients g;; et g, sera négatif. Par analogie avec le cas
de la métrique de Minkowski exprimée en symétrie sphérique, nous choisissons gy < 0

et ré-écrivons (2.4.4) en introduisant les fonctions « (7, t) et § (7.t) :
ds? = —e2 g2 4 2BUh gy 4 124002, (2.4.7)

On peut donc ainsi toute métrique a symétrie sphérique sous cette forme. Le choix des
fonctions «(r,t) et B(r,t), se fait pour qu’on obtient a la limite newtonienne le résultat
suivant :

g~ — (14 2a) (2.4.8)

avec « et B des généralisations du potentiel gravitationnel newtonien.

2.4.2 Solution des équations d’Einstein dans le vide

Voyons maintenant comment on peut expliciter ces fonctions en résolvant les équations
d’Einstein dans le vide (2.3.11) . Il nous faut donc calculer les coefficients de la connexion

métrique (2.2.5) suivant l'expression (5.36) afin d’en déduire les composantes du tenseur
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de Ricci. On obtient :

Ih=a, ThL=ua, T, =c20Pg, (2.4.9)
ro=e2 Py, =8y, I, =8, (2.4.10)
%, = % bo=—re 2P, Th = % (2.4.11)
Ty = —re 2P sin? 6, I“g,q, = —sinfcosé, FZ)(P = cot6. (2.4.12)

Les coefficients non indiqués et non reliés par la symétrie des indices sont nuls. On calcule

alors les composantes non-nulles du tenseur de Riemann (2.2.6) :

Rhy = 20 (Bt B — Baavs) — (wpr + 02 = Bay) (2.4.13)
Rl = —re *Pua, (2.4.14)
R,y = —re” %P, sin’ (2.4.15)
Rl = —re 2B, (2.4.16)
R’y = —re B 1sin 6 (2.4.17)
To =16 B, (2.4.18)
R’ =re *PB,sin? 0 (2.4.19)
R, = (1 - e—2ﬁ> sin2 6. (2.4.20)

La contraction du tenseur de Riemann meéne au tenseur de Ricai :

2
Ry = <,3,tt + 52t - ,B,t“,t> o (‘X,rr + “,zr“,r (; - ,Br)) (24.21)
_ 2(a—p) 2 2 2
Ry =e (ﬁ,tt + B — ,B,tlx,t> — | arr TG, P + B (24.22)
Ry = @ (2.4.23)
Rog=1—¢ P (1—r(B,—a,)) (2.4.24)
Rgg = Rgpsin 6, (2.4.25)

qui doivent s’annuler d’apres (2.3.11) . L’équation (2.4.21) indique que B est indépendant
det:

Br=0=pB=pB(r). (2.4.26)
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La dérivée temporelle de (2.4.24) et (2.4.26) meénent &
ayp=0=a=m(r)+n(t). (2.4.27)

La seule composante de la métrique dépendant de la coordonnée temporelle est donc
g1 = —e2™(e21(H) En faisant le changement de coordonnées dt — e~ "(dt, on peut sup-
primer cette dépendance. La métrique recherchée est donc stationnaire ( Suvt = 0) et on
aan=uwa(r)=m(r):

ds? = =2 di% 4 2P0 dr? 4 r2d 002, (2.4.28)

Les expressions (2.4.21) et (2.4.22) permettent d’écrire, en annulant toutes les dérivées
temporelles,

A PR, 4R, =0= B,+a,=0, (2.4.29)

qui implique que B = —a + A avec A = const., et nous pouvons a nouveau faire un
changement de coordonnées dr — e“dr pour que la constante A n’intervienne pas dans
la métrique. On a donc :

B=—ua. (2.4.30)

Exploitons enfin la relation (2.4.24), qui devient avec les résultats précédents :

e (1+2ra,) =1+ <r62“> =1. (2.4.31)

s

La solution générale de cette équation est donc :
B
et =1+ — (2.4.32)

La constante B étant a déterminer. La métrique exprimée comme un élément de longueur

devient alors :
2 B 2 B - 2 2 2 s 2 2
ds* = — (14 2+ (14 =) dr 4 (de + sin 9dg0>. (2.4.33)

L’expression de B s’identifie alors en passant a la limite newtonienne (au premier ordre

By .
en7)

r—00
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On a a cette limite

gt — (1+2¢).

Le potentiel gravitationnel newtonien étant ¢ = —*. On en déduit B = —2M avec M la
masse de 1'objet central mesurée par un observateur statique situé a 1'infini. On obtient

finalement I'expression de la métrique de Schwarzschild :

-1
s? — (1 - @) dt* + (1 - @) dr? + 12 (d92 + sin? ngoz) (2.4.35)

avec M = 2—;” qui représente la masse de trou noir.

Pour M = 0, (2.4.35) devient la métrique de 'espace-temps de Minkowski en coor-

données sphériques
ds? = —dt? + dr* + 72 (d62 + sin? Gd(pz) . (2.4.36)

La méme métrique s’obtient aussi a la limite r — oo : on traduit ceci en disant que la

solution de Schwarzschild est asymptotiquement plate.

24.21 Singularités et Horizons

Comme nous savons, la solution de I'équation g+ = 0 nous donne l'expression des

horizons. En utilisant (2.4.35) on obtient :

2
g =1-— r—M =0 (2.4.37)
7

d’otu 'expression de I'horizon de trou noir de Schwarzschild
ry, = 2M. (2.4.38)

Pour M > 0, la composante g; de la métrique s’annule et la composante g, est sin-
guliere en r = 2M. On montrera plus loin que cette singularité des composantes du ten-
seur métrique n’est due qu’a un mauvais choix des coordonnées. La quantité scalaire

nommée le scalaire de Kretshmann

RyyapRMP = 48— (2.4.39)
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et les autres scalaires formés avec la courbure et la métrique, R et R, R"", étant parfai-
tement réguliers en r = 2M. Par contre, la quantité (2.4.39) est infinie en r = 0, et cette
singularité existe dans tout systeme de coordonnées. C’est la géométrie qui est singuliére

enr = 0.

2.4.2.2 Coordonnées de Kruskal

Le comportement singulier de la métrique en r = 2M est resté longtemps sans étre
expliqué de fagon satisfaisante, jusqu’a en 1960 ot Kruskal a résolu le probleme. Il a défini

de nouvelles coordonnées u et v par :

— pourr = 2M:
u= (ﬁ — 1) %exp (ﬁ) cosh <4LM) (2.4.40)
v = (ﬁ - 1) %exp(<ﬁ) sinh (4%\4) (2.4.41)
— pourr < 2M:
w= (1= 1) bexp (- sinh ( —— (2.4.42)
( ZM) (4M) <4M)
v = (1 — ﬁ) %exp <4LM) cosh <ﬁ) ). (2.4.43)

La métrique de Schwarzschild écrite en fonction des coordonnées u et v devient :

32 M3
r

2 _ _ _r 2_ 4.2 20302 1 ain OAm2
ds® = exp (ZM) [dv du ] + 1r°(d6” + sin” 0d¢”) (2.4.44)

ou r est considéré comme une fonction de u et v définie par :

u?— % = (ﬁ - 1) exp (ﬁ) (2.4.45)

et les coordonnées 0 et ¢ restent inchangées.

La métrique (2.4.44) présente une seule singularité en r = 0. On a alors compris quer =
2M est une surface particuliere, appelée horizon des événements. Une particule massive
ou un photon qui traverse cette surface vers r = 0 ne peut plus en ressortir, et ne peut que

se diriger vers la singularité r = 0 ot le champ est infini.
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2.5 Thermodynamique des trous noirs

La découverte par Hawking du rayonnement thermique des trous noirs a été une
véritable surprise pour les spécialistes de la physique des trous noirs, méme si de nom-
breuses indications sur une relation entre la thermodynamique et la physique des trous
noirs avaient émergé avant cette découverte. J. A. Wheeler semble avoir été le premier
a remarquer la contradiction entre 1’existence des trous noirs dans la théorie classique
de la gravitation et le principe de non décroissance de l’entropie. En effet, imaginons
qu’un trou noir absorbe un corps chaud possédant une certaine entropie. Alors, un ob-
servateur extérieur constate une diminution de 'entropie totale du monde accessible a
ses observations. Cette disparition peut étre contournée formellement si 1’on attribue au
trou noir l'entropie du corps absorbé. En fait cette jjsolution;; n’est manifestement pas
satisfaisante puisque toute tentative d'un observateur extérieur de mesurer la quantité
d’entropie absorbée par le trou noir est vouée a 'échec : dés I’absorption, le trou noir re-
devient stationnaire et perd complétement toute information (et donc I’entropie) du corps
disparu.

Sil’on veut éviter de renoncer a ce principe fondamental de la thermodynamique, on
doit en arriver a la conclusion qu'un trou noir possede par lui méme une certaine en-
tropie et qu'un corps chaud tombant dans un trou noir ne lui transfert pas seulement sa
masse, sa charge et son moment angulaire mais également sa propre entropie S, augmen-
tant ainsi celle du trou noir d’au moins d'une telle quantité. D’un autre c6té, Bekenstein
remarqua que les propriétés de 1'une des caractéristiques des trous noirs en 'occurrence
son aire l'aire A ressemblent a celles de 'entropie puisque, d’apres le théoréeme de l'aire

de Hawking, I’aire A du trou noir ne diminue jamais dans aucun processus classique.

2.5.1 Les principes de la thermodynamique

Bardeen , Carter et Hawking [124] formulerent les quatre principes de la thermody-
namique des trous noirs de fagon similaire aux quatre principes de la thermodynamique
usuelle.

2.5.1.1 Le Principe Zéro

jiLa surface de gravite d; jun trou noir stationnaire est constante sur toute la surface de I’ho-

riZOn.;j
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L’analogue de cette loi est que la température d’un corps en équilibre thermique est
constante. La relation entre la surface de la gravite x et la température d"un trou noir T,

(température de Hawking) est donnée par :

Ik
T, = .
h 27TkB

(2.5.1)

Pour le cas spatial du trou noire de Schwarzschild, ot ¥ = ﬁ/ la température de Haw-

king devient :
h

T, =—
T 8nGkgM

Mo
~ 6,810 82 K 252
v (25.2)

2.5.1.2 La premiére lois

Lorsqu’ un systeme contenant un trou noir passe d'un état stationnaire a un autre, sa

masse change comme suit :

dM = %dA + termes de travail (2.5.3)

On remarque que cette loi est analogue a la premiere loi de la thermodynamique, c-a-d :

dM = TdS + termes de travail (2.5.4)

Et I'entropie du trou noir est donc représentée par un quart de la superficie de 1'aire de
I'horizon A = 47‘(1*%{, c’est-a-dire

s=7 (2.5.5)

Le facteur ; a été obtenu par Hawking [16] basé sur I'application de la théorie des
champs quantiques sur les trous noirs qui montre qu’ils absorbent et émettent des parti-
cules comme si elles étaient des corps thermique avec la température Hawking, Tj,. Les
termes de travail sont donnés selon le type du trou noire. Pour le trou noir chargé et en

rotation (Kerr-Newman) on a :
AM = %dA +QdJ + ¢dQ (2.5.6)

avec () et ¢ sont successivement la vélocité angulaire et le potentiel électrique du trou
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noir et sont donnés par :

oM
oM

2.5.1.3 La deuxiéme loi

Dans n'importe quel processus classique, I'aire du trou noir A et par conséquent son
entropie Spy ne diminuent pas :

dSgy > 0. (2.5.9)

La deuxieme loi de mécanique des trous noirs peut étre violé si l'effet quantique est
pris en compte, c-a-d la surface de l’aire des événements peut étre réduite par le rayonne-
ment de Hawking. Le rayonnement d"un trou noir est de nature thermique, ce qui conduit
a une augmentation de l'entropie dans la région environnante. L'entropie généralisée, S’
a été introduite par Bekenstein pour rendre compte de ce genre de phénomeéne et elle est
donnée par :

S" = Sgy + Sy (2.5.10)

ou Spp est 'entropie de Hawking- Bekenstein du trou noir et S, L'entropie de la matiere
sur la la surface du trou noir. On en déduit la deuxieme loi généralisé de la thermodyna-
mique des trous noirs nommée la GSL (generalized second law of black hole thermo-
dynamics) :

ds’ > 0. (2.5.11)

La deuxieme loi ordinaire semble violée lorsque la matiere est absorbée par le trou
noir, parce que selon la relativité générale, la matiere va étre absorbée par la singularité
de 'espace. Dans ce cas, I'entropie totale de 'univers diminue car il n'y a pas de compen-
sation de l'entropie perdue. La vertu de la GSL est qu’elle maintient la loi de I'entropie
valable : I'entropie totale de 'univers augmente lorsque de la matiére tombe dans le trou
noir.

En 1973 Hawking et Bekenstein ont trouvé que 1’entropie est donnée en fonction de

son aire par :
kpA

5=1ch

(2.5.12)
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pour le trou noir de Schwarzschild on a :

7'L’kBVH

5="Gn

(2.5.13)
Numériquement, 'entropie du soleil est S, = 1057kp, alors un trou noir de masse solaire

a une entropie d’environ 1077 kp.

2.5.1.4 La troisiéme loi

la troisieme loi stipule qu’il n’existe aucun processus classique qui peut réduire la sur-
face de la gravité a zéro. En effet, le taux d’absorption d'une petite quantité de masse, de
moment angulaire ou de charge électrique, diminue exponentiellement quand la surface

de la gravité diminue, donc il faudrait un temps infini a pour que ce processus se termine.

2.5.2 Thermodynamique du trou noir de Schwarzschild

La température d"un trou noir est définie en fonction de la surface de la gravité par la

. 2
relation (K =5 8rg00|r:rH> :

1
Th:i__@

2w 4w or 25.14)

r=ry

En substituant (2.4.35) et (2.4.38) dans (2.5.14), on obtient la température de Hawking :

1

= - 2.5.15
SNML%Z ( )

Ty

On remarque que la température de Hawking est inversement proportionnelle a la masse
du trou noir.

L’entropie du trou noir s’obtient en utilisant la premiére loi de la thermodynamique
des trous noirs :

S = / TdM. (2.5.16)

En substituant (2.5.16) dans (2.5.15) et intégrant sur M, on obtient :

S = 4nL3M?. (2.5.17)
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Pour déterminer la stabilité du trou noir, on calcule la chaleur spécifique définie par :

dM
C= " (2.5.18)
En utilisant I’expression de la température (4.1.2), on obtient :
C = —8nM?L3,. (2.5.19)
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Chapitre 3

Mécanique quantique avec GUP et
approche des états cohérents dans la

géométrie non commutative

Comme on 1'a déja souligné dans l'introduction, il y a plusieurs approches en phy-
sique pour introduire le concept de distance minimale. Dans cette these nous allons uti-
liser deux des approches les plus répandues pour étudier la physique des trous noirs.
La premiere approche est la mécanique quantique basée sur un GUP a tous les ordres
[85, 86] et la deuxieme approche est I'approche des états cohérents dans la géométrie non

commutative [61, 125, 126].

3.1 Meécanique quantique avec un GUP

Dans les deux versions de la théorie des champs, théorie des champs non commutatifs
dans la représentation des états cohérents [61, 125, 126] et la théorie des champs sur un
super espace anti non commutative [138],[87], le propagateur de Feynman est modifié par
un facteur de la forme exp(—pBp?), ot le parametre B dépend de la longueur minimale.
Une des conséquence du facteur exponentiel est la régularisation des divergences UV du
propagateur de Feynman. En mécanique quantique, la finitude UV du propagateur de
Feynman peut également étre obtenue en modifiant la relation de dispersion p = f(k)
entre 'impulsion et le vecteur d’onde de la particule. Cette relation doit étre inversible et
vérifie les condition suivantes :

1. Pour les basses énergies (p < My ), on obtient la relation linéaire habituelle : p ~ k.
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2. La fonction f doit étre impaire (en raison de la parité) et k 11 p.

3. Pour les hautes énergies, cette fonction s’approche asymptotiquement d’une valeur
proportionnelle a ( Mp).

Dans ce cas, la mesure habituelle [ dPp doit étre remplacée par [dPp[T; g—];';,. Posons
B = %2%” avec Lp; est la longueur de Planck, on obtient le Jacobien :
ok; 1 al?,
’a—pl = Eexp (—7;9 ) (3.1.1)

avec p? = szl p% et a est une constante sans dimensions, et ou D représente la dimension
de I'espace.

Supposant que le commutateur entre X et k garde la forme standard donnée par [55, /k\} =
il et utilisant la relation générale de commutation entre les opérateurs X et une fonction

de I'opérateur k donnée par :

%4 (7)] - 88% 612

on obtient la relation de commutation définissant I’algebre de Heisenberg modifiée donnée

par:
. .Op;
%1, pj] = Za_k;
zxLz
Pl ,,2
= ihde ” " (3.1.3)

Comme en mécanique quantique standard, la relation d’incertitude est reliée directement

a la relation de commutation a travers la formule suivante :

1

(04) (9B) > 5 ‘< [2, E} >‘ . (3.1.4)

Utilisant cette relation et I’expression (3.1.3) , on obtient :
|Gl
ox;) (Op; 2 = —
(5%) (6y) > 5| 5

h w2
> 59 <exp (h—zplpz) > (3.1.5)
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Développant la fonction exponentielle en série, on obtient :

0
()
h 00 2
2B 5 AL (. 6.1.6)

En utilisant la propriété (p?") > (p2)", I'équation (3.1.6) devient :

()

h 0 7> n

(6x); ((Sp) 251] Z‘E) <P2> . (3.1.7)
n=

Introduisant maintenant la définition de 1’écart quadratique donnée par((SP)2 = (P?) —

(P)? et supposant que l'incertitude est isotrope ((5]9) i=0p),j= 1..D> , on obtient :

u(Lz

(5xi) (ép]) hé]e 72 ( (‘SPL) JFZk i(Px) ) (318)

Pour étudier les implications quantiques de cette algebre, on considere le GUP saturé

définie par :
2
alp,

(6%3) (3p;) = by 7t (COP TR, (3.1.9)

ou bien :
zxL

(6x;) (6pi) :Z i (PP EL %), (3.1.10)

Pour trouver I'expression de l'incertitude sur I'impulsion en fonction de l'incertitude sur

la position, on écrit ’équation (3.1.10) sous la forme suivante :

2 aDL2 2 o
N L eerz ZEitp)” (3.1.11)
2 (5x1')
En utilisant la définition de la fonction de Lambert :
W (u) V) =y (3.1.12)
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FIGURE 3.1 — Le GUP pour différentes valeurs de « (a gauche). Les différentes branches
de la fonction de Lambert W (x) (a droite).

avec (3.1.11), on obtient :

2aDI12 aDL2, “iyp 1,2

W) = —— PLop)?, u= —ﬁe w2 De=i{P)” (3.1.13)
1
On en déduit que:

1

DL2, *biyp 42 2
(7 p—— - e (3.1.14)

vV2aDLp 2 2((5xi)

La fonction de Lambert W est une fonction a valeurs multiples. Ses différentes branches
sont identifiés par l'entier k = 0, £1, 2, .... Pour © un nombre réel, 'équation (3.1.12) a
deux solutions réelles Wp(u) et W_1(u) pour 0 > u > —1, ou n’a qu'une seule solution
réelle Wy(u) pour u > 0. Pour —o0 < u < —%, I’équation (3.1.12) n’a pas de solutions
réelles (3.1).

Donc W (x) posséde des solutions réelles uniquement pour x > —%. Cela veut dire

que :
2 ocL2

aDLy, o Tl 1

e

hz < 3.1.15
2 (5x;)° S

On peut ainsi déduire I'expression de l'incertitude sur la position :

272
D “Lp D g, 32
(dx7)g = \/ —“zeLpze A Liei(P) (3.1.16)

Comme nous savons, la plus petite valeur de l'incertitude sur la position correspond a
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(px) = 0. On obtient alors (voir fig.3.1) :

faeDe
ro = ((le')o = TLP[ (3117)

qui conduit a une borne supérieure sur l'incertitude sur 'impulsion :

h
op)g = ————. 3.1.18
( P )0 vV2aDLp ( )

En substituant (3.1.17) dans (3.1.14), on obtient I'incertitude sur I'impulsion en fonction

de l'incertitude minimale sur la position :

2\ 2
(5;91'):2?5—\;30(—%‘/\’ (_6(25;3)02» . (3.1.19)

(‘Sxi)o

ox) st tres petit, on peut développer cette derniére expression

Puisque le parameétre
en fonction de la longueur de Planck a tous les ordres. En utilisant le développement en

séries de la fonction de Lambert :

0 n—1
Wx) =Y Em (3.1.20)

|
=0 n:

on obtient :

h 1 (53(71') 2 5 (53(,’) 4 49 ((le-) 6
(0pi) = 3 (6% (1 + 5 (e((sxs) + 22 (e(éx,-%) + 1803 ((5—961)0) + ) . (3.1.21)

On remarque que (ép;) ne contient que des puissances impaires de (dx;), ce qui est com-

patible avec les résultat obtenus dans le cadre de la théorie des cordes et la théorie de la
gravitation quantique a boucles, considérées comme les candidats les plus sérieux pour
une théorie de la gravité quantique, et qui imposent des conditions séveres sur les formes
possibles des GUPs et MDRs.

En inversant 1’équation (3.1.19), on obtient 'expression de l'incertitude sur la position

en fonction de celle sur I'impulsion :

AN (op:)?
(%) = 575 p<(5pi)g>. (3.1.22)

Comme résultat de 1’algebre (3.1.3) qui correspond a la relation d’incertitude généralisée
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(3.1.19), les opérateurs X et p vérifiant cette relation d’incertitude sont donnés dans 1’es-

pace des impulsions par :

al2

N . Pl,2 o

X =ihe V' —
opi

(3.1.23)

Ce changement dans 'expression de l'opérateur position nous conduit a un produit sca-
laire modifié. Comme nous le savons, les opérateurs X et p doivent étre symétriques, pour
que leurs valeurs propres soient réelles. Comme p n’a pas changé, alors sa symétrie est
évidente, par contre X est modifié ce qui nous oblige a trouver une condition pour qu’il

devient symétrique. En effet, la condition de symétrie s’écrit :

((¥[%) o) = (¥] (xilg)) - (3.1.25)

I1 est facile de voir que cette condition n’est pas satisfaite en utilisant la mesure habituel

dp;. La mesure qui vérifie 'expression (3.1.25) est donné par :

2
)

dpe” # 7, (3.1.26)

ce qui conduit a une relation de fermeture modifiée donnée par :

2
)

/dee_th p) (p| = 1. (3127)

En introduisant cette derniére expression dans (3.1.25) : on obtient

~ _iéz’l;ﬂ . . "‘Lézvz 2 9
(¥1%)1g) = [ dpe” 7" () (ine 7 g (p)
« d
= [40¥ () g0 (). (.128)

En intégrant par parties et en tenant compte que ¥* (p;) et ¢ (p;) sont nulles a 'infinie,

on obtient :

(%) l9) = [ Pp5 ¥ ()0 (), 3129
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que l'on peut écrire sous la forme :

2
“LP]

W 2 9
(1) lg) = [ dpe 7 (ine 72w () ) 9 ()

pi
= (Y] (xilp))- (3.1.30)

On en déduit que la nouvelle mesure (3.1.26) vérifie la condition de symétrie des opérateurs

x; et p;. Comme résultat de cette mesure modifiée, le produit scalaire est aussi modifié :

(¥lg) = [dpe T ()0 (). @:131)

Aussi le produit scalaire de deux vecteurs propres de l'opérateur impulsion devient :

o

(plp) = /dpz-e_ AP (0" |p) (p ") (3.1.32)

et en déduit la nouvelle relation d’orthogonalité :

2
_olpy o

plp)y=ec "6 (p-7p) (3.1.33)

3.2 Approche des états cohérents de la géométrie non com-

mutative

Considérons, pour simplifier, un espace-temps de dimension égale a D = 1+2 [[61]. Le

temps commute avec les coordonnées spatiales qui satisfont la relation
(X, %] = ie;j0, i,j=1,2 (3.2.1)

ou 6 est une constante positive. Les autres relations de commutation habituelles restent
inchangées

[)‘(i,f)j] — 5, [pi, p]} — 0. (3.2.2)

L'utilisation de la base des états cohérents passe par la définition de nouvelles coor-

données 2 et 21 données par [127] :

5 — ()“(1 n z'f<2> , ot = <§<1 . i§<2> (3.2.3)
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telles que :

[2,27] = 0. (3.2.4)

Ainsi les opérateurs 2 et 27 peuvent étre considérés comme des opérateurs d’annihi-
lation et de création d’un oscillateur harmonique et par suite nous pouvons construire la
base des états cohérents de l'oscillateur harmonique en suivant la démarche habituelle.

En effet on a les actions suivantes :

2)z) =z|z) et (z|27 = (z|Z (3.2.5)
o, les vecteurs {|z) } définissant I’espace de Fock, sont donnés par :
_ 22z
|z) = exp ( 8 g2 ) |0) . (3.2.6)
Il est facile de montrer que les vecteurs {|z)} satisfont la relation de fermeture :
! /dzd?\z) (2] =1 (32.7)
3 =1 2.
Cependant ils ne sont pas orthogonaux :
2I” + |w)® 2w
= —_— ). 2.
(2 o) = exp(— 2120 (328)
La projection d'un opérateur F (%!,%?) dans I'espace des |z) est définie par :
F(z):= (z| F (ﬁl,ﬁz) 1) (3.2.9)

De cette relation émerge la structure algébrique non commutative (3.2.1) de 1'espace des
vecteurs {|z)} donné par:

(z| [&1, %] |2) = i0. (3.2.10)

Appliquons maintenant la relation (3.2.9) au champ scalaire réel :
d(t,z) = /Lp2 [bpe_iEt (z| eiPY |z) + b;eiEt (z| e~ir¥ |z>] , (3.2.11)
(277)
qui vérifie I’équation de mouvement de Klein-Gordon :

(D + m2> @ (tz) =0. (3.2.12)
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Il est facile de montrer que le propagateur est donné par :

G (tl — 1,21 — Zz) = <0| D (tl,Zl) D (tz,Zz) ‘0>

_0,2
:/dEdZP e 2P e—iE(h—t) , 75 ([P (z—2t 2 -2)tp(a-2-21+2)))
SE2_p2 — m2 .

()i P

(3.2.13)

Ce propagateur est la fonction du Green de 1’'équation de Klein-Gordon sur un espace-
temps de dimensions (2 + 1) non commutatif. Dans ce cas, le propagateur libre est mo-
difié par un facteur d’amortissement exponentiel. C’est important de noter que la non
commutativité conduit a des propagateurs exponentiellement amortis. Ce résultat est au
cceur du modele que nous allons étudier par la suite. La présence du facteur e~ 2P” conduit
a une distribution parfaitement régularisée a 1'inverse de distribution de Dirac habituelle.

En effet I'application de 'opérateur (O 4 m?) a la fonction de Green précédente donne :

(D + m2> G(ti—tyz1 —22) = we&}((zlZz+2122)2+(212221+22)2)

— Mefel((zl—zz)%r(fl—@)z)

0

—|z1—2 2

_ 2mb(h — ) sl

0

_ 2

_ wew. (3.2.14)

Si on compare cette équation avec celle de poisson, on remarque que la distribution
7”2 . 7z 7z
de Dirac a été remplacé par %ﬂeﬁ. On déduit que I'approche des états cohérents de la

géométrie non commutative a donné une représentation a la distribution de Dirac

1 e

La généralisation au cas 3-d est immédiate :

se W =4 (r). (3.2.16)
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Chapitre 4

Thermodynamique du trou noir de

Schwarzschild en présence du GUP

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude de la thermodynamique de trou noir de
Schwarzschild de masse M défini par la métrique (2.4.35) dans le cadre du principe
d’incertitude d’incertitude généralisée a tous les ordres dans la longueur de Planck. On
considéré que i = ¢ = kg = 1 de sorte que la longueur de Planck est Lp; = Mljll = Tp_l1 =
VG =1.

La géométrie au voisinage de 1’horizon, nous permet de considérer que dx = ry. On
obtient alors :

ox =rg =2M (4.0.1)

En utilisant (4.0.1) et (3.1.17), il est facile de déduire 1’existence d’un trou noir minimal

dont I'horizon et la masse sont données par :

[3ue 7 3ae
rg = ((SX)O = T, MO = EO = ? (402)

Le GUP implique donc qu’il n’existe pas de trou noir de masse inférieure a M.
Dans la suite on va adopter la nomenclature suivante :
— HUP : principe d’incertitude d'Heisenberg.
— SGUP : principe d’incertitude généralisé au premier ordre dans la longueur de
Planck.

— GUP: principe d’incertitude généralisé a tous les ordres dans la longueur de Planck.
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4.1 Température du trou noir

Nous avons vu au deuxieme chapitre que la température et 1’entropie de trou noir de
Schwarzschild dans le cas standard sont donnés par les expressions (2.5.15) et (2.5.17) .
Dans cette partie, nous allons voir les corrections apportés par le GUP sur 'expression de
la température. D’apres la relation heuristique d’Adler [5], la température est définie en

fonction de l'incertitude sur 'impulsion par :
op
T, N —, 4.1.1
GuP ~ 5 - (4.1.1)

En substituant (3.1.19), (2.4.38) et (4.0.2) dans (4.1.1) , on obtient la température de Haw-
king corrigée par les éffets quantiques du GUP :

2
tour = sayew (3 (-1 (3%) ) 412

On rappelle que la température dans le cadre du SGUP est donné par [85] :

M a2
Tsour = — <1 —y/1- W) . (4.1.3)

0.25

0.2

Iemperature
o
o

°
o
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FIGURE 4.1 — La température en fonction de la masse du trou noir. De gauche a droite le
HUP (solide), le SGUP (points) et le GUP (solide) pour « = 0.75, 1, 1.25.

2
Le développement de Taylor en terme de % (%) donne :

1 1 (Mp\> 5 [My\*
TGUP‘&TM(”E(H) +8?(M> o (4.1.4)
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Ce résultat s’obtient aussi en substituant (3.1.20) dans (4.1.1) . En posant M = M, dans

(4.1.2), on obtient la température maximale de trou noir donnée par :

1 1 1/ Mp\? Ve 1
max ___ _ - - — fry
GlUP = —87TM0 exp < 2W < . (M0> )) StMo ~ 2nven (4.1.5)

On remarque que la température maximale est finie, ca veut dire que le probleme de la

divergence de la température a la fin du processus d’évaporation du trou noir est main-
tenant complétement régularisé par les effets quantiques apportés par GUP. En inver-
sant I'expression (4.1.2) et en utilisant la propriété de la fonction de Lambert donnée

W(x)

par x = W (x).e"'¥), on obtient I'expression de la masse du trou noir en fonction de sa

1 1 (Teur)’
M=_——exp| 2 . 41.
87Toup  © <2 (T(I;“f}’;)) (416

Le comportement Tgyp > TE[]p est éliminé par le fait de la présence du cut-off UV ap-

température :

porté par le GUP.

4.2 Entropie microcanonique

D’apres Beckenstein, la variation minimale de la surface d’événement d'un trou noir

qui absorbe une particule d’énergie E et de rayon R est donnée par :
(AA), ~ 4 (In2) ER. (4.2.1)

En mécanique quantique, le rayon et I’énergie d"une particule sont donnée reliés par les
relations :

R ~26x, E ~ dp. (4.2.2)

En remplacant cette derniére expression dans (4.2.1) on obtient :

(AA), ~ 8 (In2) 6x,6p. (4.2.3)
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En introduisant I'expression (3.1.19) on arrive au résultat :

o= 2(62))

— 4(In2) exp (-%w (-%%)) (4.2.4)

avec A = 47t (6x,)? et Ay = 471 (6x0)* . Comme 'entropie est une quantité extensive, on
utilise le facteur de calibration de Beckenstein (AS), = In2 pour la variation minimale de
1 entropie et aboutir a la relation suivante :

dScup _ (AS)y, _ 1 1y 140
1A _(AA)0_4eXp( W( )) (4.2.5)

On obtient alors :

14 1 1 A
~ = “W|——— ) dA. 4.2.
et fCon (30(42)) s
En utilisant toujours la propriété de la fonction de Lambert W) = % et en intro-
duisant le changement de variable y = —%%, on obtient :
149
Ag [T dy
S = — —_. 427
Gur = - (4.2.7)

A

En intégrant sur y, on obtient 'entropie de trou noir de Schwarzschild en présence du

GUP:
s (1) 2 (v (1) s )

(42.8)

Ap
Scup = e

avec Ei (x) est la fonction exponentielle. Pour voir le comportement des corrections ap-

portées par la GUP sur la loi de Beckenstein, on développe cette derniere expression en

terme de ( — % %) . On obtient :

o | A A, (A +37m2 Ao +257m2 Ao 2+3437roc2 Ao 3+ Lc
CUP = 1412~ 8e12, '\ A ) 16e \ A ) 1922 \ A 23042 \A) T
(4.2.9)
avec 2
Ao (1 o
= 0 1y —1-2In(2) —2ve—FEi = )| ~ —4.60— 4210
o - 1-20n(2) - 2ve - Ei (3 ) L 62
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ol 7y est la constante d’Euler. On remarque que le premier terme représente la loi habituel

de Hawking-Beckenstein et les autres termes représentent les corrections apportées par

I'effet du GUP. Si on introduit les parametres p = — 7%, B = 3”;“4 dans les expressions de
la température et de I’entropie, on obtient
M2 Mp\®> | 5 (Mp)*
Toup = o2k (1 — £ (22 L 4211
CUP = M ( 4 ( M) T1e2 M ' (42.11)
A A\ | BLy
4Lp) L 4

On remarque que ces résultats sont les mémes résultats obtenues par d’autres approches
comme la théorie des cordes, la gravité quantique a boucles et les modéles effectifs avec
GUP et MDR, et on remarque aussi 1’apparence d"une correction logarithmique avec un
signe négatif comme obtenu par la théorie des cordes.

Rappelons que I’entropie dans le cadre du SGUP est donné par [85] :

2
_ ”T‘". (4.2.13)

2 2 2 2
— 2 o T 8M ot
SSGLIP =2nM (1 +1/1 4M2) 3 In [ 22 1+4/1 M2 1

A partir de la figure (4.2), on remarque que l'entropie dans cas de GUP est petite par
rapport a I'entropie dans le cas standard et dans le cas avec SGUP, ce qui signifie que le
trou noir avec GUP possede moins de degrés de liberté que le trou noir avec SGUP ou

HUP.

30+
251
20+

15

Entropy

10+

0 0.2 0.4 0.6 08 1 12 1.4

Mass

FIGURE 4.2 — L'entropie micro canonique en fonction de la masse du trou noir. De gauche
a droite le HUP (solide), le SGUP (points) et le GUP (solide) pour « = 0.75, 1, 1.25.
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4.3 Evaporation du trou noir

Comme nous avons vu dans le deuxieme chapitre, la mesure des intégrales sur le
moment est corrigée par un facteur exponentiel dans le cas du GUP. Dans ce cas la densité
d’énergie d"un corps noir a la température T;p sera définie par :

a2

ecup =2 / e (4.3.1)

TGUP — 1

En introduisant le changement de variable y = Bp ot B = + et en développant la fonction

exponentielle en série, on obtient :

2D [T P
EGUP = 8T Z (‘XTGUP) / dy m . (432)
=0 0 e¥y —1
En utilisant la définition de la fonction Zeta de Riemann
o0 y25+1
/0 ayd— =T (5).0(5) 433)
on obtient I’expression suivante de la densité de I"énergie :
(o] _ n
EGUup = 87'(Téup Z ( (DCTGup)zn r (271 + 4) g (211 + 4:) . (434)
Cette série est convergente si et seulement si on la condition
: (_1)11 2n
nlglolo o (“TGUP) r (27[ + 4) g (21’1 + 4) =0, (435)
a partir de laquelle on déduit :
1
aToup <1< Tgup < E (4.3.6)

On remarque que la densité d’énergie est définie seulement si la température est inférieure

a a~ 1. D’autre part, on trouvé que la température maximale de trou est donnée par (4.1.5).

Par conséquent on a : < % Alors :

1
62

1
Tcoup <

o 6\/571'
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On en déduit que I'expression de la densité d’énergie est convergente, ce que nous permet
de couper la série a n = 1 (les autres termes de la série pour n > 1 sont négligeables). En

utilisant ¢ (4) = g—é et((6) = % et I'équation (4.1.5) on obtient :

87, 15 ( Toup >
¢cup = 75 Tour <1 63 (T&%) (4.3.7)

ou le premier terme représente la loi standard de Stephan-Boltzmann et le deuxieéme
représente la correction apportée par le GUP. On peut réécrire cette équation sous la forme
de loi de Stefan-Boltzmann mais en définissant une constante de Stefan ¢ (T) dépendant
de la température, c’est a dire dépendante de 1’énergie. Cette idée peut avoir d’énorme
conséquence sur la physique a 1’échelle de Planck.

Maintenant nous sommes bien armé pour étudier le processus d’évaporation de Haw-

king. L'intensité émise par un trou noir de masse M est définie par :
I = AEGup (438)

oul A est l’aire de I'horizon du BH. Invoquant la loi de la conservation de I'énergie, le taux
d’évaporation du trou noir est :

aM
E = _AeGUP- (439)

En substituant 'aire de I'horizon et (4.3.7) dans (4.3.8) on obtient :

M 12872, , 15 [ Teup \?
o= s MTeup 1—@(@%) : (4.3.10)

En utilisant I’expression (4.1.2) on arrive a I'expression suivante :

Y- gtmon (v (1(4)))
(- G oo (v (1(30) ). wamy

En introduisant le développement en série de la fonction exponentielle et (3.1.20) on ob-

tient :

dM 1 2 (My\> 4 7\ [ Mpy\?>
— — 1—-(— ——1—-— —_— 4.3.12
dt 48071’2M2< e(M) +ez< 18€>(M) * (43.12)
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ol le premier terme représente le résultat standard et les autres termes représentent les
corrections apportées par le GUP. Pour discuter le processus d’évaporation du trou noir,
on a tracé sa courbe en fonction de la masse du trou noir surs la figure (??) . On remarque
que la divergence obtenue dans le cas standard quand M — 0, est maintenant régularisée
par le GUP. Cette régularisation est une résultante de la condition (4.3.6) qui stoppe le
processus d’évaporation a la température maximale. Ce phénomene est similaire a la
prévention de I'effondrement total de ’atome d’hydrogene par le principe d’incertitude
standard . Dans notre cas, la régularisation peut étre considérée comme un effet dyna-
mique et non pas comme conséquence d’une symétrie quantique de la théorie. D’autre
part, nous observons que le processus d’évaporation cesse lorsque la masse devient égale

a My avec un taux minimal donné par :

dM 2 5
V¢ (122 431
at |, 480n2M2( 63) (43.13)

En résumé, le processus d’évaporation d’un trou noir de masse initiale M > M, continue
0

jusqu’a out le trou noir devient un trou noire minimal de rayon (dxg) et de masse M.

Ce trou noir minimal est souvent désigné dans la littérature comme un rémanant de trou

noir (BHR).

0.2 0.4

0

—-0.17

—-0.2

—0.3 1

—0.4 |

—0.5

Evaporaton rate

—0.6 !
i

—0.7 7

-0.8 -

FIGURE 4.3 — Taux d’évaporation en fonction de la masse : HUP (courbe noire), cas de
GUP pour & = 0.4 (courbe rouge), « = 0.3 (courbe verte) et « = 0.15 (courbe bleu)

Pour connaitre la stabilité du trou noir minimal BHR, on calcule la chaleur spécifique

du trou noir
_dM

C—ﬁ.

(4.3.14)

En utilisant I’expression de la température (4.1.2) : on obtient
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e~ st (vow (<L () Jow (2 (30))). o

On remarque que cette expression devient nulle quand M = M, puisque W (— %%) =
—1.Nous déduisons que la chaleur spécifique s’annule a la fin du processus d’évaporation,
ou le trou noir devient un BHR de masse My. En plus de I'interaction gravitationnelle avec
le voisinage, I'annulation de la chaleur spécifique montre le caractere inerte du BHR, ce
qui le rend un candidat sérieux pour expliquer 1’origine de la matiére noire. Enfin, notons

que les BHRs sont une conséquence du GUP.

Le développement de Taylor de la chaleur spécifique donne :

_ 1 MO 2 1 1 MO 2
C = —8nM?*L31 <1 + W (—; (M) )) exp <§w <_E (M) )) . (43.16)

On remarque que si M > M)y, l'expression devient :
C = —8nM?L3,. (4.3.17)

Ca veut dire que pour les trous noirs de grande masse, la chaleur spécifique devient égale
a celle de la théorie standard. Les termes de correction apportées par le GUP sont tous
positives ce qui indique que le processus d’évaporation est accélérée et donc le temps
d’évaporation du trou noir dans le cadre du GUP corrigé devient plus petit que celui de
cas standard.

Enfin donnons 'expression de la chaleur spécifique et du taux d’évaporation dans le

cadre du SGUP [85] :

2
'V 1— AJXW
CSGUP = 7T > . (4.3.18)
V31— 4pe 1

6
dM _18ePme [ +10247121\/18 1]
dt )scup 1548 4M2 6310 am2 | -

(4.3.19)
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FIGURE 4.4 — Température en fonction de M : cas standard (courbe noire), cas de GUP
pour a = 0.4 (courbe blue), « = 0.3 (courbe verte) et « = 0.2 (courbe rouge)

4.4 Temps de vie du trou noir

Considérons un trou noir qui commence le processus d’évaporation avec une masse
M et le termine avec la masse minimale M. Introduisons le changement de variable y =

=1 <%)2 dans (4.3.11) :

d 2407 M3 s 5
Y I e (2 ) (14 guep (WD) ), @)
e2

d’ol1 on peut tirer 1'expression du temps d’évaporation du trou noir :

2243 3
- _M/d y=.exp (2W (y)) (4.4.2)

e? 1+ Zy.exp (—W ()

Puisque y est petit, on peut utiliser le développement de Taylor au premier ordre. En
intégrant sur y on obtient :
2407121\/13
=2 [y ep W W) (1- Gree (W) ). @4d)

La propriété y = w (y) .e*() nous permet d’écrire (4.4.3)sous la forme :

L 2407'[2]\/[3 /d ( 65_3W(y)—§) exp (#(y)) , (4.4.4)
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L’'intégration sur y conduit a :

t= —%:MS (4.4.5)
(2[1+FEW(y)] W (v) 6 W (y) 32 6 1
[z (5 %VZ/(y) exp (T) - 5\/Eerf1 ( T) — ﬁ\/g— §merf (E))] .

(4.4.6)

avec erfi (x) la fonction erreur imaginaire définie en fonction de la fonction erreur habi-

tuelle par
erfi(z) = erfi(z) (4.4.7)

De l'équation 4.4.6, il s’ensuit que les trous noirs en présence du GUP sont plus chauds et

s’évaporent plus rapide que dans le cas standard.
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Chapitre 5

Thermodynamique du trou noir de
Schwarzschild dans une cavité isotherme

en présence du GUP

Dans ce chapitre, nous allons utiliser le formalisme de 'action euclidienne pour cal-
culer les quantités thermodynamiques d'un trou noir confiné dans une cavité isotherme

dans le cas de I'ensemble grand canonique [116].

5.1 Action euclidienne

D’apres [108, 111, 112], I’action euclidienne pour un variété M de dimensions (n + 1)
avec une hypersurface M de dimension 7 est donnée par la somme des contributions
suivantes :

Ig = Igy + IgHY — I (5.1.1)

ou Igy et Igyy sont respectivement le terme de volume et celui de Gibbons-Hawking-

York
_ 1 n+1 _ 1 n
Iy =1~ / d""x /3R, Iony = o / d"xv'hK. (5.1.2)

avec g,y est la métrique de la variété M, hy, la métrique induite sur I'hypersurface oM et
K la trace du tenseur de courbure extrinseque K,,. L'action euclidienne soustraite Is, qui
est un contre terme de régularisation, est évaluée sur la méme région compacte donnée
par M et I'hypersurface dM. Cette derniere est nécessaire pour détecter les transitions

de phases possibles au cours du développement du trou noir. L’action Iy, qui est l'ac-
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tion d’Einstein-Hilbert, a été définie dans le deuxiéme chapitre, mais pas Igyy. Pour cela,
avant de commencer notre étude, nous allons donner une petit rappel sur 'action de

Gibbons-Hawking-York.

5.1.1 Action de Gibbons-Hawking-York (GHY)

L’action de Gibbons-Hawking-York est un terme qui doit étre ajouté a 1’action d’Einstein-
Hilbert dans le cas ot 'espace-temps M est borné par I’hypersurface M dans le but
d’obtenir les mémes équations du champ que celles obtenues pour un espace-temps non
borné comme il est souvent le cas. Mais avant cela, faut d’abord définir les notions de la

géomeétrie extrinseque.

5.1.1.1 La notion d’hypersurface

Dans un espace-temps a quatre dimensions, une hypersurface est une sous-variété de
trois dimensions qui peut étre soit de type temps, type espace ou nulle. Elle peut étre
définie en imposant une contrainte sur les coordonnées f (x*) = 0, ou par une équation
paramétrique x* = x* (y?) avec (y',y? y°) représentent les coordonnées intrinseques de
I'hypersurface.

— Hypersurface des champs de vecteurs orthogonaux :

On commence avec la famille des hypersurfaces définies par :
f(x*)=C. (5.1.3)

On considere deux points P et Q proches situées respectivement en x* et x* 4- dx*. Dans

ce cas

C=f(x*+dx*)=f(x")+ %dx“. (5.1.4)

En éliminant C de cette équation, on obtient en P

aai dx® = 0. (5.1.5)
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Ceci implique que f, est perpendiculaire a 'hypersurface. Un vecteur unité n, peut étre

introduit dans le cas ot 'hypersurface est non nulle. Il est défini par

—1, pour dM de genre espace
n'ng =€ =
1, pour dM de genre temps

et nous avons besoin de n* qui croit dans la méme direction que f. Il peut alors étre

facilement vérifié que n* est donnée par :

ny = (5.1.6)

NrAn

— Meétrique induite et métrique transverse :

La métrique induite /,, de I'hypersurface est définie par :
hy = gaﬁegef (5.1.7)

avec

o
= (axu) (5.1.8)
YV

qui sont des vecteurs tangentiels de d. M. Pour passer des coordonnées x* au coordonnées

y“, on écrit :
ds* = glxﬁdx"‘dxﬁ

ox* . oxP
" S gy

= gupeieydy"dy’
= hapdydy®. (5.1.9)

Puisque les vecteurs ef, 5, e5 sont tangentiels sur I’hypersurface on a :
nges =0 (5.1.10)

avec nyn* = —1.

Maintenant nous introduisant la métrique transverse définie par :
hap = Sup — ENaNp. (5.1.11)
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En projetant le 4-tenseur

g = 52 — (—:n"‘nﬁ

sur 1P on obtient :

gnﬁ = (gg — en”‘n,;) nf = (n"‘ - ezn“> =0.

Comme w*n, = 0 alors w* = hgw/5 . On définit la 3-métrique :
hab = haﬁeg‘ef

et

hf = h”begeg .

La condition
58«[3 ‘aM - 0/

implique que h,, = ha,gef{ef est fixé sur oM.

5.1.2 Origine de l'action Gibbons-Hawking-York
En variant I'action (5.1.1) on obtient
01 = 6Igy + dlgHY-
avec dIgy donnée par (2.3.23) . En utilisant I'identité de Palatini
g"PoRy = Vi et 5V = g"oTh, — oMo,

et le théoreme de Stokes qui stipule que :

/MAZM/—gd‘Lx:/M(\/—gAV)’yd‘Lx
=}£ eA”nH\/Edg’y
oM

et aussi la propriété (5.1.16) on obtient :

(5.1.12)

(5.1.13)

(5.1.14)

(5.1.15)

(5.1.16)

(5.1.17)

(5.1.18)

(5.1.19)

_L af o4 _Lyg ap p 3 L 95 3
51 = 16”/MG,,4;5g Vgt — aMeh 0gup, " Vhd y+ g -opd xVhK. (5.1.20)
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Maintenant, on passe a la variation de l’action de GHY. Puisque la métrique induite est

fixée sur I'hypersurface on obtient :
1 3 1 3
—5PdPxvVhK =—5Pd®xVhéK. (5.1.21)
87 87
La trace du tenseur de courbure extrinseque est définie par :

K=n"

pis

= "1y, (5.1.22)

En utilisant ’expression de ¢*f en fonction de la métrique induite et I’expression des

connexions en fonction de la métrique, on obtient :
SK —~pebs M (5.1.23
=5 Sapuht’ .1.23)
En substituant (5.1.21) et (5.1.23) dans (5.1.20)on obtient :

_ L afp g4
0l = 167I/MG“ﬁ5g v/ —gd*x. (5.1.24)

A partir du principe de moindre action, I = 0, on déduit les équations d’Einstein

pour le champ gravitationnel d"un espace temps borné
Gup = 0. (56.1.25)

Ce résultat montre que 'expression du terme de GHY est correct.

5.1.3 Action GHY pour le trou noir de Schwarzschild dans une cavité

en présence du GUP

Dans ce qui suit, nous considérons le cas du trou noir de Schwarzschild confiné dans
une cavité de frontiere 9M = S x S? localisée en r = R = const. En utilisant le temps

euclidien 7 dans (2.4.35), I’élément de longueur du trou noir de Schwarzschild devient :

-1
dst = (1 - @) dr? + (1 = @) dr? + 12 (6% + sin® 0dg? ) . (5.1.26)
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La longueur propre de S! a la frontiére de la cavité est :

Bcur M
B=T"1= / dt\/3er = Boury/1 — = (5.1.27)

ou Bgup = T(;Lllp est la période du temps euclidien. En remplacant (4.1.2) dans (6.2.1),

on obtient la formule de la température locale de Tolman en fonction de la masse de trou

2
e (1 (). 5129

Sur I'hypersurface, la racine de la trace de la métrique induite est donnée par :

noir

2M
VI = /300822833 = R?sin6y/1 — = (5.1.29)

et la trace du tenseur de courbure par :

1 d 2M M
K= - (rz,/—goo) = —\1- % - . (5.1.30)
r2\/800811 =R R2,/1— %

Comme nous savons que le scalaire de Ricci de la métrique (5.1.26) est nulle (R = 0),
I’action d’Einstein-Hilbert devient :

Iey = 0. (5.1.31)

En remplacant (5.1.29,5.1.30,5.1.31) dans (5.1.2) , on obtient :

1 [Pcur T 21
[=— dT/ d()/ desinf (3M — 2R) — I;
87t Jo 0 0
= Pcur @M — R) — L. (5.1.32)

Pour que l'expression de la température locale (5.1.28) reste tout le temps bien définie, il

faut imposer la condition

2 R
1—TM>O<:>E>M. (5.1.33)

D’autre part M est la masse minimale, on en déduit alors :

My<M< (5.1.34)



Cela veut dire que la cavité nous permet de controler le grossissement du trou noir, et que
le GUP stoppe le processus d’évaporation quand la masse du trou noir atteint une masse
minimale M.

Pour discuter les solutions possibles, nous tragons la courbe de la température locale
en fonction de la masse (??). On remarque sur cette figure 1’existence de trois branches de

solutions possibles :
1. T > Tp : nous avons un grand trou noir.
2. T. < T < Tj : nous avons un petit et un grand trous noirs.

3. T, > T : pas de trous noirs.

0,20
0,15 -

TGup 0,10

0,05

FIGURE 5.1 — Température locale en fonction de la masse : de gauche a droite on a les
courbes dans le cas du HUP, SGUP et GUP.(courbe bleu), cas standard (courbe noire)

Il est facile de voir a partir de la fig.5.1 que le trou noir possede une masse critique

critique M, pour laquelleon a:
oT

511 =0 (5.1.35)

En utilisant (5.1.28) on obtient:

o (-4 (38

Cette équation possede de solutions réelles uniquement pour R > dxy. En effectuant le

M, ~R=0. (5.1.36)

développement en série de la fonction de Lambert (3.1.20), nous obtenons :

R 12 / My 2
M= 1+\/1+?(?> . (5.1.37)
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Dans le cas de cavités larges (R — c0), on obtient le résultat standard :

M, = (5.1.38)

R
3
Dans l'analyse classique avec une cavité, le comportement de la température d'un
petit trou noir ressemble a celui du grand trou noir, puisque le petit trou noir contient
occupe un petit rayon de I’horizon par rapport a la taille de la cavité de telle sorte que
sa température devient grande, tandis que le grand trou noir, qui est comparable a la
taille de la cavité, possede une grande température a cause du facteur de décalage vers
le rouge, puisque 1’observateur local est pratiquement proche de 1'horizon. Cependant,
dans les calculs basés sur le GUP, le trou noir ne s’évapore pas complétement, en d’autres
termes, la température maximale du petit trou noir est finie en raison du cut off.
Maintenant, nous sommes préts pour analyser les parametres thermodynamiques du
trou noir de Schwarzschild dans une cavité isothermique avec le GUP a tous les ordres

de la longueur de Planck. Nous considérons le cas a = 1.

5.2 FEnergie interne

L'énergie interne totale dans une région de rayon R est définie par :

oI

ST

(5.2.1)

K
ott A = 47tR?. En remplagant (5.1.27) dans (5.1.32), on obtient I'expression de 'action

euclidienne en fonction de
SM—R

5—@

Dans le cas standard, I’action euclidienne soustraite est introduite pour normaliser 1’énergie

I = L. (5.2.2)

interne de l'espace plat chaud vide (géométrie de Schwarzschild avec M = 0), alors que

dans le cas du GUP, elle est introduite pour normaliser 'énergie interne du BHR a zéro.
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pour cela, I’action s’écrit sous la forme

(EMR §MOR)
Ig=pN=p -

N
(”R 3r°_ (5.2.3)

En remplacant (5.2.3) dans (5.2.1), on obtient :

ON OM
avec
ON 9 (3M-R JMy—R)  1-3%F (5.2.5)
oM~ oM \/1_% \/1_% 2,/1— 2}
et
aM 8M<8 LE,My/1 TexP( §W< E(ﬁ) )))
R(1+2W (y)) — MW (y) (5.2.6)

=F M (R — 2M)

En remplacant dans (5.2.1), on obtient I’expression de 1’énergie interne donnée par :

E_ R
2[R=M(E-W(-y))]
3M,
oM QR=M6+W (=y)]) (1 - 27
X {(2R—|—3M[2+W(y)]) 1- + ( >
R 1_ 2Mg
R
(5.2.7)
(5)
ouy = MT est une quantité tres petite. On remarque que 1’énergie interne s’annule au
point M = My et a une singularité au point critique M = M..
La solution de I'équation (5.2.7) en fonction de la masse M est donnée par :
Mop B Mo() E 528
- 2R 2 R -

Cette relation montre que la masse ADM (Arnowitt-Deser-Misner) est la somme de 1’énergie
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thermique, I’énergie gravitationnelle due a la cavité et 'énergie gravitationnelle du BHR.
Pour R tendant vers l'infinie, la masse ADM devient M = E — % Il est facile de voir
que le GUP implique que E # M, et par conséquent nous devons utiliser la forme de la
premiere loi de la thermodynamique donnée par dE = TdS aulieu de la forme dM = TdS,

ou S est I'entropie du trou noir.

5.3 Entropie

Maintenant, on va calcule I’entropie du trou noir en utilisant la formule :

811;)
S = (— I (5.3.1)
o),
En utilisant (5.2.3), on obtient :
oON oM
s= (NP urg )
oN oM
— p2 YT
=B M 9B |, (5.3.2)
En remplacant 5.2.5 et 5.2.6 dans (5.3.2) on obtient :
1-38)(1+W (- =
5 — a2 3%) AW (o)) win (5.3.3)

1- % B+W(-y))

100

-100 -

FIGURE 5.2 — Entropie en fonction de la masse d"un trou noir confiné dans une cavité : de
gauche a droite le cas standard du HUP, Le SGUP et le GUP.

On remarque sur l'expression (5.3.3) et aussi sur la figure (5.2) que 'entropie est sin-

guliere au point critique M = M, puisque S (M,) = oo, et 'entropie du BHR est nulle,
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S (Mp) = 0, a cause du facteur 1 + W(—y) qui tend vers zéro pour y = % Cela signifie
que le BHR, caractérisé par une température maximale et une entropie nulle, peut étre
considéré comme I'état fondamental du trou noir. Cette interprétation est motivée par le
fait que I'état fondamental est indépendant de la température. Nous observons également
que l'entropie est une fonction du rayon de la cavité et de la longueur minimale ou ainsi
donc elle est reliée au comportement asymptotique du champ gravitationnel, ce qui est le
contraire du cas du HUP. On réécrit I’équation (5.3.3) de l’entropie en unités naturelles et

sous la forme de la loi de Bekenstein-Hawking :
Y3,

S=—7F—"JJ——.
4Geff (I’H, R)

(5.3.4)

On remarque que la constante de newton est remplacée par une constante de newton
effective définie par :

(31 W(=
Gn — Geff (ru, R) = Gy 2k 3+ W(=y)) e2W(=y), (5.3.5)

(1-%) A+ W (-y))

Il est facile de voir que pour y — 0, G,rf — Gp. Pour le cas d’une cavité large, R grand

ou bien %H — 0, la constante de newton effective devient :

Gorr (e R) = G e ) (5.3.6)
TH/R) =GNV 7 -9
v 1+W(=y))
ce qui n’est pas un comportement asymptotiquement libre.
En développant l'expression (5.3.3) au premier ordre de y, on obtient :
3 (Mp\*1—-2M
— 2 A2 0 3R
Quand My — 0, on obtient la loi de Bekenstein-Hawking :
S = 4nLj,M>. (5.3.8)

On en déduit que la loi de Bekenstein-Hawking n’est plus valable dans le cas GUP,
par contre la premiere loi thermodynamique dans sa version, dE = TdS, est toujours
satisfaite. Sur la figure (5.2), nous avons tracé 1’entropie en fonction de la masse du

trou noir. On remarque qu’il existe un intervalle de masse autour de la masse critique
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FIGURE 5.3 — La chaleur spécifique en fonction de la masse d’un trou noir confiné dans
une cavité. De bas en haut le cas cas standard, le SGUP et le GUP.

[M1 = 3,1156, M, = 3,6096] o1 la deuxieme loi de la thermodynamique n’est plus va-
lable. Nous allons vérifier ci-dessous s que la chaleur spécifique du trou noir s’annule

pour M et Mj.

5.4 Chaleur spécifique

Pour étudier la stabilité thermodynamique de trou noir, on va calculer la chaleur

spécifique en tenant compte que la surface des événements est constante. En effet :

S 0S oM

En utilisant (5.1.27), (5.2.6), on obtient :

(—y) + W2 (—y) + asW (—y) + ay

(R—MGB+W(-y) (R—2M)e" Y (5.4.2)

W3
C = —4nL}, M2

avec a1 = 3M?, ap = 18M? + R2 —7MR, a3 = 21M? + R?> —9MR, ay = 2(3M —
R)2.
On remarque sur la figure (5.3) que pour :

1. Mp < M < Mj : C < 0 et le petit trou noir est localement instable.

2. M; < M < M, :on a2 cas. Dans le premier, M; < M < M, (C > 0), et dans le
deuxieme, M < M < M (C < 0).Onaaussi, C|y, , = 0.

3. My < M :C > 0etle grand trou noir est localement stable.

En remplacant M par My, oubieny = %, dans (5.4.2), on obtient I’expression de la chaleur
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spécifique du BHR :

M 1- 3
Cly, = —87t\/ERz - ZR% (5.4.3)
Sachant que W ( _71> = 0. Pour les grandes cavités, % < 1,ona:
Clpy, = 5 544
My = e (5.44)

A partir de la formule (5.4.3), on remarque que C|,, < 0 pour My < RetC| M, > 0 pour
% < My < % Cela veut dire que le BHR est instable et il peut se transformé en un grand
trou noir stable a travers une transition de phase. Dans notre cas la transition de phase de
Gross-Perry-Yaffe [113] de I’espace plat chaud a un BHR est impossible puisque la région
M < Mj est supprimée par le GUP. Ici, nous notons que 'utilisation de la masse ADM a
la place de I'énergie dans la définition de la chaleur spécifique conduit a obtenir un BHR
de chaleur spécifique nulle.

En utilisant le développement en série (3.1.20) dans I'expression (5.4.2) on obtient :

2
1_3M 1M\ 2 (29K +12(3)°)
— 2 2 R I e
C = —8nL},M (1_%> 1 26(M) : _%>2 . (5.4.5)
R

Pour My = 0, on obtient la relation habituelle de la chaleur spécifique donnée par :

2 2 1- %
R

Si la cavité est tres grande (R — o0), la chaleur spécifique devient :

C = —4nL}, M <1 A ) [1; Wiy )]) oY (5.4.7)

5.5 Energie libre de Gibbs et transition de phase de Hawking-
Page
L'énergie libre on-shell est définie par F = %E En utilisant (5.2.3) on obtient :

r SM—-R  3Mp—R
2M 2M
\/1_T \/1_TO
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FIGURE 5.4 — Entropie et chaleur spécifique vs la température locale en présence d'un
GUP pour R=10, et chaleur spécifique vs Température locale en présence du GUP pour
R =10.

Pour étudier la structure des trous noirs de masse minimale My < %, nous allons étudier
la variations des parametres thermodynamiques en fonction de la température. Sur la fi-
gure (5.4), on montre les courbes de 1’entropie et celle de la chaleur spécifique en fonction
de la température locale sont tracées. Nous observons que la chaleur spécifique et ’entro-
pie sont discontinues a la température critique T;. Quand la température augmente au-
dela de T, on remarque l'apparition de deux branches. La branche I (T > T.), correspond
a un grand trou noir stable (LBH ) avec C > 0, etlabrancheIl (T, < T < Tj) correspond
a un petite trou noir instable (SBH_) avec C < 0. A la température du BHR Ty, la branche
II disparait et nous avons S| = 0 et C|[;, = —13.5731. La variation de 'énergie libre on-
shell en fonction de la température est représentée dans la figure (5.5) olt nous voyons
que l'énergie libre présente un coude (kink) et est positive a la température critique T..
Lorsque la température augmente au-dela de T, deux branches apparaissent. La branche
I décroit rapidement et devient négative a la température de transition Ty, ot F (Ty) = 0.
D’autre part, la branche II reste positive et disparait a la température de BHR Tj. De la
figure (5.4), nous avons constaté que la chaleur spécifique est positive dans la branche I
et négative dans la branche II. Donc, les branches I et II correspondent respectivement a
la phase stable et la phase instable du trou noir. Et comme il existe une discontinuité de
Z—IT: au point T = T, ou également l'entropie est discontinue, a cette température, on en
déduit qu’'on a une transition de phase du premier ordre a cette température. Cela cor-
respond a la transition de phase de type Hawking-Page, que nous décrivons dans ce qui
suit par I’étude de la croissance off-shell du trou noir.

Pour ce faire, nous introduisons 1'énergie libre off-shell qui joue le réle d"un potentiel
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FIGURE 5.5 - Energie libre vs température locale pour R=10

effective dans 'ensemble canonique comme suit :
Foff = E— 195 (5.5.2)

ou T°ff est un parametre libre. De la figure (5.6), on remarque que I’énergie libre on-shell
prend son maximum a M, et est nulle a M. Le comportement de 1’énergie libre off-shell
contient un point d’inflexion a la température critique T,, ce qui suggere la coexistence
des deux phases, SBH_ et LBH . Cela suggere que la nucléation d’un trou noir stable
se déroule a cette température. En effet, pour Ty > T > T, on remarque I'apparence
de deux extremums qui correspondent respectivement a SBH_et LBH . Puisque nous
avons Fff (M) < Fff(My) = 0 < F/f(M_), un nouveau type de transition de phase
de Hawking-Page se déroule entre le BHR etla LBH a travers le SBH_. Un exemple de
ce type de transition se déroule a la température T = 0,004 (5.6). Il est important de noter
que le petit trou noir reste instable et joue le role de médiateur de la transition Hawking-
Page. Pour T < T, il n’existe pas de trou noires, alors que pour T 2 Ty, le SBH_ disparait
mais la LBH { est toujours présent, ce qui implique que la transition du BHR a un LBH
n’est pas possible en utilisant le processus off-shell. D’autre part, nous constatons que
dans la région située entre M; et M, (5.2), ot la deuxieme loi de la thermodynamique
n’est pas valable, il n’y a pas de transition de phase a partir d"un petit trou noir instable a
un grand trou noir stable.

Enfin, nous discutons, en terme de masse de BHR, les conditions dans lesquelles la

transition Hawking-Page se déroule. Pour cela, nous introduisons les quantités sans di-
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FIGURE 5.6 — Energie off-shell vs Horizon en presence d'un GUP pour R=10 pour
différentes températures.

mensions suivants

, X0 = ? (553)

Mo My
R
dans (5.1.28) et (5.5.1), on obtient les expressions de la température et de 1,énergie libre

sans dimensions données par

exp <—%W <_% (%)2» _For Sx—1 3x,—1

87L2,xy/1 —2x /=% V1i-2x V1-2x

(5.5.4)

comme nous savons la point de la transition de phase x;, est la solution de 1'équation

f =0, oubien

3. 3.
A & Iy (55.5)
\/1—2xtr \/1—29(,‘() o
d’ou .
_ Y71
Xir = 5 (5.5.6)

En remplagant cette derniére dans (5.5.4), on obtient la température de transition donnée

par

3 2

2x0 —1)2 1 4x2 [ xg—1

tyy = (2x0 ) 5y exp —-W _Ho (0o . (5.5.7)
V78rL, (xg — %) 2 e

En utilisant les propriété de la fonction de Lambert, on obtient la condition

1\ 2
x —_— =
4x5< 0 2) <1 (5.5.8)
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FIGURE 5.7 — (Gauche) La température en fonction de la masse du trou noir pour
xop = 0.01, 0.15, 025 ,0.32 de gauche a droite. La courbe en pointillés marque
les positions ou l'énergie libre change de signe, et elle s’arréte au dessus de la ligne
xo = 0.32. (Droite) L'énergie on-shell comme fonction de la température pour xy =
0.01, 0.15, 025, 1/3, 04, 0.45,de gauche a droite.

Cette inégalité montre que la transition de phase est possible seulement lorsque la masse
BHR prend des valeur dans l'intervalle 0 < xp < %.Une autre propriété est que la
température de transition prend une valeur minimale t;, ~ 0,2371 pour xy ~ 0,23098.
Sur la figure 5, on a tracé la courbe de la température réduite en fonction de la masse
réduite pour différentes valeurs de x,. La température présente un minimum (tc = RT¢)
selon x( et pour lequel on a f(t.) > 0. Pour des valeurs de température supérieures a f, il
existe deux branches possibles, une correspond a des valeurs approchants la masse x( est
a dire de petits trous noirs et 1 autre approche a x = %, c’est a dire de grands trous noirs.
La branche représentant le petit trou noir donne toujours une énergie libre négative, alors
que la branche représentant le grand trou noir correspond a une énergie libre positif. 11
est également intéressant de noter que la branche sur laquelle 1'énergie libre change de
signe et se termine avant de traverser la branche de la température pour le cas xp < %
Par conséquent, on déduit qu il y a une transition de phase du premier ordre d"un petit
trou noir a un grand trou noir pour xg < 3. La courbe de l'énergie libre redimensionnée
en fonction de la température redimensionnée pour différentes valeurs de x est tracer a
droite de la figure 5. Nous remarquons que lorsque nous augmentons la valeur de xy, le
pli de I'énergie libre se rapproche de I’axe T, et précisément pour xy = %, il se trouve sur
le dessus de celui-ci. Si ’on augmente encore la valeur de xo, le pli disparait et 1'énergie
libre devient négatif pour toute valeur de la température et, par conséquent, il n'y a pas

de transition de phase.
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5.6 Stabilité dynamique locale

Dans cette section, nous allons étudier la stabilité thermodynamique de trou noir de
Schwarzschild en fonction du rayon de la cavité et voir 1'effet du GUP sur la stabilité
en comparant nos résultats avec ceux de [?]. En mettant « = 1 dans (5.1.28), on obtient
I'expression de la température locale en fonction de 1’horizon de trou noir r = 2M pour

une cavité de rayon donnée R = rg donnée par :

—-1/2
-1 ( _r_+) oW (-3/2%) (5.6.1)
4rtry B

Cette équation peut étre solutionner pour r en fonction des constantes rp et Tg. On peut
montrer que cette équation admet deux solutions réelles et positives, mais la relation
précise entre rp et Ty laisse I'existence de ces solutions inconnue. D’autre part, nous avons
deux solutions dégénérées, le long de la trajectoire r, = C (rp) , définie implicitement par

les racines réelles de

2rp— 1y (3 +W (—3/2&)) — 0. (5.6.2)

Ensuite, pour un rayon de la cavité donné, la température qui a partir de laquelle se

produisent des solutions est donnée par

ef%w(fa/ch(rB))

.
Tg B

~ 872C3 (r) [1+ W (=3/2C2 (rp))]’ (5.6.3)

Dans la figure 6, nous tragons ce comportement comme des tranches constantes de la
température locale a travers la surface (r, rg). Nous observons que pour une taille donnée
de la cavité la solution décale vers la gauche pour les hautes températures locales, alors
qu’il décale vers la droite pour les basses températures. Les points d’inflexions de la
courbe ot la température est donnée par 1’équation (5.6.3), restent sur la trajectoire C (R).
Il est clair que nous avons deux branches distinctes vers la droite du point d’inflexion
représentants deux trous noirs distincts qui sont les branches I et II discuté ci-dessus.
Dans la limite des grandes cavités, la trajectoire tends asymptotiquement vers la ligne
2R /3 exactement comme dans le cas de HUP. La différence la plus importante avec I’ana-
lyse de HUP, est que la trajectoire est définie seulement pour R > (dxp) ~ 2.019.
En utilisant (5.4.2), on obtient :
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FIGURE 5.8 — Les lignes de températures constantes sur la surface (T, 7,7 )pour a = 1.
On montre le locus r = C (rg) dans les cas du HUP et GUP respectivement.

C>0 pourry <R < %* (3 W (—3/2&)) . (5.6.4)

D’autre part I’énergie libre est F = 0 pour R = 9r /8 et F < O pour ry < R < 9r,/8§,
exactement comme dans le cas du HUP.
Pour étudier la stabilité locale de la solution classique, on calcule la dérivée deuxiéme

de l'action euclidienne par rapport a '’horizon. En effet, on obtient :

aZIE 2
57 = Q(ry,R) T?C, (5.6.5)
avec Q (r4+, R) donnée par :
- 67 W (=3/2/2) +3(1 - 2R/3r,) ]’
Q(r+ R) = " R(R—ry) W (=3/22) 14+ W (-3/2r%) (5.66)

qui toujours positive a cause W (—3/2r%) < 0. En effet, 'équation (5.6.5) montre qu’il y a

une équivalence entre la stabilité dynamique locale de la solution classique et la stabilité

921
=2
7 oory

thermodynamique locale de la configuration d’équilibre, c-a-d >0 C>0.
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Chapitre 6

Solution de Schwarzschild inspirée de la

Géométrie non commutative

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la solution de Schwarzschild inspirée de la géométrie
non commutative trouvée par Nicolini et al. Comme nous l’avons déja mentionné dans
I'introduction, ce genre de solutions des équations d’Einstein s’obtient en gardant la forme
standard du tenseur d’Einstein dans les équations et en introduisant un tenseur impulsion-
énergie corrigé par les effets induits par la non commutativité des coordonnées de l’espace-
temps. Concretement cela veut dire que nous allons chercher la solution des équations
D’Einstein (2.3.33) avec la source du tenseur impulsion-énergie exprimée par la distribu-

tion de matiére définie par (3.2.16).

6.1 Distribution de matiere inspirée de la géométrie non

commutative

Nous avons vu dans le formalisme de la géométrie non commutativité, que la struc-
ture ponctuelle usuelle a été remplacée par des objets étendus dans 1'espace plat. Mathématiquement
cela se traduit en substituant a la distribution usuelle de Dirac une distribution étendue
gaussienne. En utilisant (3.2.16), on peut écrire la distribution de matiere d’une source

gravitationnelle statique sous la forme :

p(r) = e . (6.1.1)
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FIGURE 6.1 — Distribution de matiere inspirée de la géométrie non commutative.

Cette relation signifie que les particules de masse M ne sont plus localisées parfaite-
ment en un point, mais elles diffusent a travers une région de largeur v/0. C’est une
conséquence de l'incertitude intrinseque induite par la non commutativité des coordonnées.
Cette densité de matiere est caractérisée par les propriétés suivantes :

— au voisinage de l'origine, \/sze < 1, on peut écrire :

p()=p(O) +r oo te=p0) (612)

— asymptotiquement tres loin de l'origine, r > 2M on obtient p (r) = 0.
De ces deux propriétés, on peux prédire que la solution que nous cherchons va tendre vers
un espace de De Sitter pour les petites échelles et vers un espace de type Schwarzschild

aux grandes échelles(6.1) .

6.2 FElément de longueur

L’élément de longueur correspondant a un espace-temps statique, et symétrie sphérique
et donné par :

ds? = —e2* (g2 4 2B g2 4 42 <d92 1 sin? 9dg02> : (6.2.1)

Puisque cette métrique (6.2.1) a la méme forme que (2.4.7), cela signifie que les connexions
et le tenseur de Riemann de cette métrique sont les mémes que ceux de la métrique (2.4.7)
données respectivement par (2.4.12) et (2.4.17 — 2.4.24) . En utilisant (2.3.49), (6.2.1) et
(2.4.21 —2.4.24) dans (2.3.33) , on obtient les équations d’Einstein :
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s (28 1 1
ZIB _— _— =
( . rz) + ) 87T m (6.2.2)
2a! 1 1
_2 .
e 5(7+r—2)—r—2_8np (6.2.3)
e 2p 1 (2“/)2 (213>, (20‘)/ o' — :Bl 1

La derniere équation (6.2.4) est équivalente a 1’équation de Tolmann-Oppenheimer-Volkoff
qui s’obtient en appliquant la condition de conservation covariante de tenseur impulsion-
énergie :

T/ =9, T" + FKATM + rzAT”A =0. (6.2.5)

En utilisant (2.4.12) il est facile d’obtenir
7 1 00 7 0 1 06 T 0 1 X T ¢
0, T, = —58™d00 (T, - TO) — 58”0100 <Tr - T9> — 5879984y (T/ — Tf) . (626)

En substituant (2.4.1) et (6.2.1) dans (6.2.6), on obtient 1’expression de la pression tan-

gentielle

,
pr=p—5p +ar(o+p). (6:2.7)

On remarque que le systeme d’équations (6.2.2 — 6.2.4) est sous déterminé, car il est
constitué de trois équations indépendantes et de quatre fonctions inconnues {«, 8, p, pt}.
Pour compléter le systeme, il faut ajouter une hypothese physique ou mathématique.

Dans ce travail, on vas postuler que 'équation d’état de la matiére est de la forme

2

Cette équation d’état fht introduite d’abord par Sakharov [140] en 1965 afin de lifter la
singularité de Schwarzschild en 'a remplacant par le vide de De Sitter. Une pression
radiale non nulle est nécessaire pour équilibrer la force gravitationnelle vers l'intérieur,
et éviter I'effondrement vers le centre de la matiére. Cet effet est une résultante de la non

commutativité de 1’espace-temps. Dans ce cas le systeme d’équation (6.2.2,6.2.3,6.2.7)
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devient :

.5 (28 1 1
e 2h <7ﬁ — r_2> + 2= 87p (6.2.9)
20/ 1 1
e 2h (% + r—2> - =-8mp (6.2.10)
—0— rp = pr. (6.2.11)

En remplacant (6.2.8) dans (6.2.11) , on obtient 1’expression exacte de la pression tangen-

tielle )
r M r r2
pi= —p—lap=— (1 _ _> 5 6.2.12)
2 (497.()% 46
La somme des deux équations (6.2.9) et (6.2.10) nous donne
B+a =0&p=—a (6.2.13)

a une constante prés qu’on peut choisir égale a zéro. En remplagant (6.2.13) (6.2.9) et

intégrant par rapport a r, on obtient

e — 2 —1_ ZMr (r) (6.2.14)
avec )
3

_4n / dx%p (x ZMWﬁ a), (6:2.15)

ou 7y (%, g) est la fonction gamma incomplete définie par

(2 49) /dtt . (6.2.16)

En remplagant (6.2.14) dans (6.2.1), on obtient la solution de solution de Schwarzschild

inspirée de la géométrie non commutative donnée par

2 2
ds? — _ (1 M) a2 + (1 My (2, 49)) dr? + 12 <d92 + sin? 9d(p2) .

Vr Vr

(6.2.17)
Comme on l'a déja prédit dans 1’analyse sur la distribution de matiere, cette métrique

devient une métrique de De Sitter aux petites distances, et une métrique de Schwarzschild
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FIGURE 6.2 — Le pression radiale et la pression tangentielle.

aux grandes distances. En effet, le développement de Taylor de la fonction gamma pour

r < 2v/6 alordre O(r*), nous donne la métrique d"un espace de De Sitter

A A -
ds? = — (1 - %ﬂ) dr + (1 - %#) dr? + 240> (6.2.18)
avec une constante cosmologique effective donnée par A.¢r = \/ﬁ/j 7. On en déduit que
62

la région singuliere dans le cas commutative est remplacée par un noyau régulier de De
Sitter dans le cas non commutative. D’autre part pour r > 2/, correspondant a grandes
distances, on a la relation vy (%, %) — (%) = \/T%' d’ott la métrique (6.2.17) qui prend la
forme de celle de Schwarzschild (2.4.35) .

6.3 Singularités et horizons

Comme nous savons, les horizons des événements s’obtiennent en résolvant I’équation

suivante :

g00 (1) = 0. (63.1)

En substituant (6.2.17) dans (6.3.1), on obtient

_4AM (3 1

Cette équation ne possede pas de solutions analytiques, alors on détermine numériquement
I'existence des horizons en tracant la courbe de gop en fonction de r;, (voir Fig. 6.3. 11 est
facile de voir que la non commutativité de 1'espace-temps introduit un nouveau compor-
tement par rapport au trou noir de Schwarzschild standard. Au lieu d’un seul horizon

d’événement, il existe différentes possibilités :
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1. Un horizon dégénéré ro = 1.5112v/46, correspondant au trou noir minimal avec

une masse M = M, ~ 0.9520/486.
2. Deux horizons pour M > M : un horizon de Cauchy et un horizon d’événement.
3. Pas d’horizon pour M < M.

Compte tenu de ces résultats, il peut y avoir aucun trou noir si la masse M est inférieure
a une minimale donnée par My. En outre, contrairement au cas commutative, il peut y
avoir deux horizons pour les grandes masses.

Maintenant nous allons étudier 1'existence des singularités en calculant le scalaire de
Ricci. En effet en prenant la trace des équations d’Einstein on montre que le scalaire de

Ricci est donné par :

2
R = 871g" Ty = 16710y (1) (2 - i—e)

16M 2 2
- e (2 - r—) . (6.3.3)

qui est une quantité finie. On en déduit que métrique corrigée par les effets non commu-

tatifs est réguliére au point r = 0.

1 -

Sy 0.5

FIGURE 6.3 — Evolution de la métrique ev fonction de I’horizon pour plusieurs valeurs de
la masse.
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6.4 Thermodynamique

Pour garder notre traitement des lois qui régissent la thermodynamique d"un trou noir
inspiré de la géométrie non commutative indépendant du parameétre de non commutati-

vité, nous introduisons le changement de variables suivant :
r—2v0x, M—2Vom,  t—2V0y. (6.4.1)

Dans ce cas 1’élément de longueur (6.2.17) devient :

2 _ 2 2 2 2 2 2

ot 7y = 7 (3,x2) . Dans ce qui suit, nous posant aussi 77x = <y (3, x?) . L'horizon du trou

noir, I’horizon et la masse de trou noire minimale deviennent respectivement

_4M

3 5
=9z , = 15112, mgy ~ 0.9520. 6.4.3
Xh /—n_’)/ ( xh) X0 0 ( )

2

Il est facile de montrer que ce changement de variables conduit a une ré-définition des

géométriques du probléme :
{ S 45, Gy, R} (r, M) — { S, 40ds2, 460G, 49R} (x,m) (6.4.4)
et aussi a une ré-définition des quantités thermodynamiques :
2 3 3 2 2
{Iz, E, F, C, S} (r, M) — {(49) Ir, (40)7 E, (46)> F, (46)>C, (46) s} (x,m). (6.4.5)

Ces lois d’échelle peuvent jouer un rdle essentiel dans les transitions de phases. Comme
nous le savons, la température de Hawking d"un espace-temps statique et sphérique est

reliée a la surface de la gravité de trou noir par la relation

T, = — 4.
=S (6.4.6)

ot la surface de la gravité est définie géométriquement par

_ 1 /dgyy
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FIGURE 6.4 — Le température vs Cas standard (courbe rouge) et cas non commutative
(courbe bleu)

En substituant (6.4.2) et (6.4.7) dans (6.4.6) , on obtient la température sans dimension de

trou noir de Schwarzschild inspiré de la géométrie non commutative :

2
T, = (1—2x;’;e h). (6.4.8)

47Ty, Tx,

Pour étudier le comportement de la température, on a tracé la courbe dans la figure
(6.4). On remarque que la température dans le cas non commutatif et la température dans
le cas standard du trou noir de Schwarzschild ont le méme comportement aux grandes
échelles de distance, mais a basses échelles, la température dans le cas non commutatif
atteint un maximum situé en x; ~ 2.437, puis chute rapidement et atteint zéro pour
xg =~ 1.5112 correspondant au trou noir minimal. Par contre la température dans le cas
standard diverge vers l'infini.

Passons maintenant au calcul de I'entropie de Bekenstein-Hawking en utilisant la

premiére loi de la thermodynamique :

_dm

as = —. 6.4.9
En substituant (6.4.3) et (6.4.8) dans (6.4.9), on obtient
S = / ey (6.4.10)
r)/xh
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et en intégrant par partieson a :

T2 T2 5 [ x4efxi
S = h_ _ ¢ _2m2 - dx,. 6.4.11
G Gxe) ”/x 7~ (6.411)

e Xh

Contrairement a certains travaux sur la thermodynamique des trous noirs sur un espace-
temps non commutatif qui postulent la validité de la loi des aires de Bekenstein-Hawking
pour 'entropie, S ~ 7x7 et par conséquent les résultats thermodynamiques et 'étude des
transition des phase incorrectes, on a trouvé une entropie corrigée par le fait de la non
commutativité et qui dévie de cette fameuse loi de Bekenstein-Hawking. En réalité ce
résultat n’est pas surprenant, car la géométrie non commutative est une version de la
théorie des cordes ou1 on a déja trouvé des corrections a la loi de Beckenstein-Hawking.

Maintenant on passe au calcul de la chaleur spécifique définie par :

dm _ dxy dm

= = ) 4.
¢ dTh dTh dxh (6 12)
En utilisant (6.4.3) et (6.4.10), on obtient
VT (1 2x3e h)
d d h Ty
c=4" _ 2 v (6.4.13)
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Chapitre 7

Thermodynamique du trou noir de
Schwarzschild inspiré de la géométrie
non commutative dans une cavité

isothermique

Dans ce chapitre nous allons étudier la thermodynamique du trou noir de Schwarz-
schild inspiré de la géométrie non commutative en utilisant le formalisme de l'action

euclidienne développé au chapitre 4.

7.1 Action euclidienne GHY du trou noir en présence du

GuP

Commengant d’abord par appliquer la rotation de Wick a notre métrique (6.4.2) :

4mayy 4myy -1 .
2 1 2 _ 2 2192 4 42 2 1.
ds ( xﬁ)dy —1—(1 xﬁ) dx* +x (dﬂ +x sm(t?)dc[)) (7.1.1)

L’action euclidienne appliquée au trou noir de Schwarzschild inspiré de la géométrie non

commutative confiné d"une cavité isotherme de rayon X fini est donnée par :

Ig =1 — Iy = Igg + Iy + IgHYy — L

R T i ey L[ _
= 167r/d x/g (R 871Ty)—|—8n/d x/vK — I, (7.1.2)
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FIGURE 7.1 — Température locale vs Horizon pour X = 10 : cas standard (traits) et cas non
commutative (ligne solide).

ou K est la trace du tenseur de courbure intrinseque K;; défini sur la frontiere St x §2
(x = const) et 7 est le déterminant de la 3-métrique induite 7;;. Le terme soustrait est

tout simplement l’action de trou noir minimal. La longueur propre de la frontiére S! est

Pu 4rtx 4mey
B= / dy /gy (X sz 1_\/_7; (7.1.3)

238

donnée par :

Try

En inversant cette relation, on obtient la température locale

—x2

1—2x3,e
AT (7.1.4)

4m’y};§ 47'cxH /1 . 4mM’yX

La courbe de la température locale en fonction de 1'horizon est tracée dans la figure

(??) pour X = 10. Nous observons qu’on peut distinguer trois régions distinctes :
1. 0 < T < T, : on a une seule solution représentant un petit trou noir.

2. T < T < Tj : on a deux solutions distinctes 1'une représente un petit trous noir et

"autre représente un grand trou noir.
3. T > T; : on a seulement la solution représentant le grand trou noir.

On remarque que la température dans le cas non commutatif présente deux extremums :
un maximum local T7 ~ 0.034 au point x; ~ 2.4370 et un minimum local T, ~ 0.021 au
point x, ~ 6.6666. Par contre la température locale du cas standard ne présente qu'un
minimum local T, au point x, ~ 6.6666. En plus, la différence entre le comportement de

la température du trou noir confiné dans une cavité dans le cas non commutatif avec
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le comportement dans le cas commutatif montre que la derniere étape du processus
d’évaporation dans le cas non commutatif est un trou noir de masse minimale m et de
température zéro. Ce comportement de la température montre que la transition de phase
habituelle de Hawking-Page entre 1'espace plat chaud (HFS) et le grand trou noir stable
est remplacé par la transition entre un petit trou noir et un grand trou noir stable.

En contractant (2.4.35) et en substituant dans (7.1.2), on obtient

1
=15 Iy = /d‘*x\/gT,’j + 5 /d‘lxﬁK— ob- (7.1.5)
En utilisant (6.2.8) et (6.2.12) on obtient
Igg + Iy = /d4x\/§Tﬁ

= _2_n31 /dydxd@dqon sin fe "’ (2 - x2>
Sm’BH /dxx sin fe " (2— ) (7.1.6)

2

Avec le changement de variable t = x“, on obtient

(17x — 20X — Hxy + 27xy) - (7.1.7)
Au bord de la cavité la métrique se réduit a la 3-métrique induite suivante :

2 _‘m 2 2 2 2 2
ds? = (1 xX/e )X (dl? +X s1n(z9)d<p>. (7.1.8)

La racine du déterminant de cette métrique induite est donnée par :

: dmyx
= X?sinf, /1 — . 7.1.9
VY sin N ( )

En utilisant la définition de la trace du tenseur de courbure intrinseque

1 d
K=—-——— <x2w/_g00) (7.1.10)
xz\/googxx X =X
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on obtient

2M 3,—X?
o2 [y B2 )
X X\/7_T X2 1_‘;’”\'/@

En substituant (7.1.9) et (7.1.11) dans "expression de l’action de volume, on obtient

(7.1.11)

27
_§[§d3x\/—K = / / dyd@dg sin 0 <2X - 81:;777_;( + \/—n% <'yx - 2X3e_X2>)

_ _,BH( 3"\;15{ \2/"1)(3 —XZ). (7.1.12)

En utilisant les propriétés de la fonction gamma incomplete, on obtient

% ¢d3x\/71< = —By (X — 2—\/’% (Bvx — 77x)> : (7.1.13)

En substituant (7.1.7,7.1.13) dans l'expression de ’action I;, on obtient

_ﬁX
L= —. 7.1.14
1 200 () (7.1.14)

L’action euclidienne soustraite I, est évaluée sur la méme métrique avec St x S2 et est

obtenue tout simplement a partir de 'expression de % :

oo (X)

Iy (7.1.15)

M—Mp,xg—x0

en substituant (7.1.14) et (7.1.15) dans (7.1.5), on obtient I’expression de ’action eucli-

dienne du trou noir de Schwarzschild inspiré de la géométrie non commutative :

L— 5 O = 7x = 20 +4vm) 1= 2% (7x — 7 = 2y + 47)

1 — Mo 1 — 4mrx
JTX VX

Ir = BX

(7.1.16)

En substituant (6.4.3) dans (7.1.16), on obtient :

1= oy (1x =7 = 207 +47x) 1= g (11 = 7x = 201y + 472y

1 oux B 1_ Tx
XYxy XYy

Ir = BX

(7.1.17)
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FIGURE 7.2 - Evolution de I’énergie interne du trou noir inspiré de la géométrie non com-

mutative confiné dans une cavité isotherme en fonction de xp pour X = 10.

7.2 Parametres thermodynamiques

7.2.1 Energie interne

En substituant (7.1.17) dans la définition de 1’énergie interne (5.2.3) , on obtient :

I
p oxy 9f

Apres un long calcul on arrive a I’expression suivante :

E:I_E+g(xH/X)

B h(xu, X)

ott B est donné par (5.1.26) et

2mey
g (xg, X) = —2yx +2 (1 — ﬁ;é) (7x — vx + 472y — 2xy)

42
+8(1_4m7x) x3 (2—x%{)e2 Xy
X 30

VX 1o

4 4m
b X) =20 + S (1= 20

(7.2.1)

(7.2.2)

(7.2.3)

(7.2.4)

On remarque sur la Fig.(7.2) que 1’énergie interne est négative pour le rémanant, et
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qu’elle est singuliere au point m = m; = m(xq) et qu'elle s"annule pour une masse
qui sera discuté en relation avec I'énergie libre off-shell. Il est facile de voir, en prenant le
comportement asymptotique pour x grand que I'énergie interne est la somme de la masse

ADM et de I'énergie propre gravitationnelle induite par les effets non commutatifs.

7.2.2 Entropie

En utilisant (7.2.2) et (5.3.1) dans la définition de 1’entropie donnée dans le chapitre 6,

on obtient ’expression de I’entropie :

8 (xH, X)
S= : 7.2.5
ﬁh (xm, X) /1 — ‘%’Y; 722

De la figure(7.3), on remarque que l'entropie de trou noir minimale est nulle. Cela nous

permet de considérer le trou noir minimale comme un état fondamental du trou noir. On
remarque aussi que l’entropie est dépendante de la taille de la cavité et aussi du champ

de matiére. En restituant les unités naturelles, on peut écrire

2
X
S=_ ""H (7.2.6)
Geff (xm, X)
avec G, ff (xp, X) représentant une constante de Newton effective donnée par :
2,
) o xph (xp, X) (1 - 225 ) s
eff(xH/ )_ N g(xH/X) ( ol )
Dans le cas d'une cavité de grandes dimensions X — co, ona yx = \/TE ety = %E :
3 x%-leix%l —x?
2| Yy H4x (1 —xg — 5 e 'H
XH
Geff (xg, X) = 4Gy — — (7.2.8)
(—Tn +4vxy — 217xH> (1 — 2x%ﬁ> +4x3 (2—x3) e
Pour les grandes distances on a yy,, = \/TETIXH = %E, d’our :
Ggff (JCH, X) = GN (7.2.9)
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FIGURE 7.3 — Entropie en fonction de la température locale pour X = 10

ce qui donne la loi de Schleswig-Holstein pour 'entropie du trou noir

2
TTXE

= —. 7.2.1
5= (72.10)

7.2.3 Stabilité thermodynamique

Maintenant nous allons examiner la stabilité thermodynamique local du trou noir en

étudiant I’expression de la chaleur spécifique définie par la relation :

oE 1 oE
c- < = (7.2.11)
En utilisant la formule (7.2.2), on obtient
8 (¥, X)
. = 7.2.12
# (554 5) 212
ou bien
axH 0 1) ( IE)
= + = E——]. 7.2.13
- (ot 5) (F 5 72

Comme on le voit sur la figure (7.4) le grand trou noir défini pour x > x; est toujours
localement stable puisque la chaleur spécifique est positive, ce qui est la situation dans
le cas commutatif. Cependant, le petit trou noir peut étre soit stable ou instable selon sa
taille, de sorte qu’il est stable pour x < x; et instable pour x; < x < x3. On conclue de ces
résultats que le petit trou noir peut étre nuclée comme le grand trou noir dans la région
x < X1.

On peut aussi mieux voir ces conclusion en tragant la chaleur spécifique en fonc-
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FIGURE 7.4 — La chaleur spécifique vs Horizon (a gauche) et en fonction de la température
(a droite) pour X = 10.

tion de la température (7.6). On remarque que la chaleur spécifique est divergente aux

températures critiques T; (correspondant x1) et T (correspondant xy) .
1. 0 < T < Ty : Le petit trou noire est la seule solution stable.
2. T; < T < Tj : Le petit et le grand trou noires sont les deux solutions stables.

3. T1 < T : Le grand trou noire est la seule solution stable.

7.3 Energie libre et transitions de phases

L’énergie libre on-shell est obtenue en substituant (7.1.17) dans la relation

Oy (7.3.1)

p

ce qui conduit a :

1-— )??E (7x = vx = 215y +475) 11— XZTmE 01 = 71X = 2+ 47

1— 4moyx 1— dmyx
/X VX

F=X

(7.3.2)

On remarque que 1’énergie libre du trou noir minimal est nulle : F (mg) = 0.

Pour étudier I'existence des transitions des phases et leurs nature, on ait besoin d’étudier
la fonction de I’énergie libre on-shell, de I’entropie et de la chaleur spécifique en fonction
de la température. Puisque il est impossible d’avoir des expressions analytiques de ces

fonctions, on a tracé numériquement les courbes les représentant. De la figure (7.5), on
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FIGURE 7.5 — Energie libre on-shell en fonction fr 1’horizon et de la température pour pour
X =10.
remarque que la température et 1'énergie libre de trou noir minimal sont nulles. Quand
la température augmente, il apparait une branche notée I qui correspond au petit trou
noir. A la température T = T, les deux branches notées II et I1I qui désignent le trou
noir instable et le grand trou noirs apparaissent et se séparent 1'une de 'autre a hautes
températures. A la température T = Tj, les deux branches I et II coalescent et dispa-
raissent, tandis que la branche 111 persiste pour a hautes températures. La transition de
phase entre le petit trou noir et le grand trou noir se déroule a la température T = T} qui
représente le point d’intersection des deux branches I et I11.
Grace aux informations ci-dessus, on peut écrire le scénario suivant :
— 0 < T < T : le petit trou noir domine la thermodynamique et il est la seule
solution stable.
— T, < T < T : le petit trou noir domine toujours la thermodynamique et le grand
trou noire est métastable.
— T = T : transition de phase entre le petit trou noir et le grand trou noir.
— Ty < T < Tj :le grand trou noir domine la thermodynamique et le petit trou noire
est devenu métastable.
— T;1 < T : Le grand trou noir domine la thermodynamique et il est la seule solution
stable.
On remarque que le trou noir minimal et le trou noir intermédiaire instable ne dominent
jamais la thermodynamique.
De la figure (7.6), on remarque que 1’entropie en fonction de la température est conti-
nue au point T = T; et est discontinue au point T = Tj, ce que veut dire qu’on peut avoir

une transition de phase de premier ordre a la température critique T est pas au point T>.
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On remarque aussi que la chaleur spécifique est discontinue ou point Ty, ce qui montre la
possibilité d’existence d’une transition de phase de deuxieéme ordre a cette température.
On peut confirmer ces résultats sur la figure (7.5) oit on remarque que Z—? est disconti-
nue a la température T; et que ZZTE est discontinue a la température T. On déduit alors
qu’on a une transition de phase de premier ordre au point T; et une transition de phase

de deuxieme ordre au point T5.

400 2000 4

300

C 10004

n 0.01 0.0p o 0.04

T -1000

-100 +

-2004 -2000-

FIGURE 7.6 — Entropie et chaleur spécifique en fonction de la température pour X = 10.
Sur la fig. 7.7 on montre les variations de 1'énergie libre off-shell définie par
Foff—shen = E — 1S (7.3.3)

ol t est un parametre libre, qui peut étre égal a la température du trou noir. Rappellons
qu’une transition prend place quand Fy, sperr = Foff—spen- De 1a fig. 7.7 On remarque que
pour t < T on a seulement la phase représentant le petit trou noir stable (SBH.), pour
T, < t < Tj on a une transition de phase du petit noir stable vers le grand trou noir stable
a travers le trou noir intermédiaire instable (SBH; — IBH_ — LBH ), etpourt > T}
on a seulement la phase représentant le grand trou noir stable (LBH. ). Notons que la
nucléation du IBH_ se fait a la température Tet que la nucléation du LBH se fait a la

température T5.
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FIGURE 7.7 - Energie libre off-shell en fonction de I'horizon pour t = %Tz, t=T, t=
@, t =Tett = %Tl de haut en bas. La courbe en pointillés est I'énergie on-shell. A
droite un zoom sur la région dans l'intervalle 0 < x < 4.

On étudie maintenant les variations de 1’énergie libre on shell en fonction de la température
en faisant varier le parametre de non commutativité 6. Pour cela on doit restaurer les an-
ciennes variables. On observe sur la fig. 7.8 la présence des trois branches qui représentent
respectivement le SBH_ (branche I), le IBH_ (branche II) et le LBH (branche III) pour
les petites valeurs de 0. A mesure que 0 croit, c’est a dire qu’on s’approche le régime des
petites échelles, la branche III tend a disparaitre et les deux branches I et II tendent a fu-
sioner pour ne former qu’une seule branche qui représente un noyau de De Sitter. Si par
contre on passe aux petites valeurs de 6, la branche I disparait et on obtient le diagramme
de phase du trou noir de Schwarzschild obtenu par York [108]. Ce fait va étre confirmé

ci-dessous en étudiant le régime de Schwarzschild.

7.3.1 Régime de Schwarzschild

Nous allons étudier la thermodynamique dans le régime de Schwarzschild, c-a-d pour

x > 1. En utilisant le développement de la fonction gamma incompléte pour les grandes

3
v (E’ZZ> ~ \/TE 1 ze 7, (7.3.4)

distances :

on obtient I’expression de I’horizon suivante

Xp =~ 2m (1 - 4—\/"%(3—4"12) . (7.3.5)
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FIGURE 7.8 — Energie libre on shell en fonction de la température pour différentes valeurs
du parametre de non commutativité.
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En fonction des anciennes variables, cette expression devient :

2M M2
rg~2M|[1— e o |. 7.3.6
" ( NET ) 7:3.6)

En remplagant dans 'expression de la température de Hawking et en prenant la limite

des grandes distances, on obtient :

3 2
Ty~ (1= 2 ) (7:3.7)
8tM 97\/7_1-

En utilisant la méme approximation, 'action euclidienne (7.1.17) peut s’écrire comme

3 2
I ~ I <1+ %M e—Me> (7.3.8)

ou Iy est I'action euclidienne de trou noir de Schwarzschild standard donnée par :

suit :

3M

SM_q
I = BoR 1+2R—2M , (7.3.9)
1— M

R

et Bo est l'inverse de la température locale standard donnée par :

2M

On remarque que 'équation (7.3.7) peut étre solutionner par itération en fonction de M,
ol on aboutit approximativement, a la masse du trou noir intermédiaire et la masse du

grand trou noir :

M~ (141 |1 e 7.3.11
1= 8xT \ " " 8arT |- T 12870303 T3 7311
R 1 R3 2
M= R L (1 + R 3;&%) . (7.3.12)
2 (47tRT) 272602

On remarque que la solution représentant le petit trou noir a disparu dans le régime de
Schwarzschild.

L'énergie interne et ’entropie (7.2.2) et (7.2.5) deviennent dans le régime de Schwarz-
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schild comme :

AM® IoM* w2
E=F |14 —a—e 0 | =2 e 7, (7.3.13)
02/ 262
AM® e IoM* w2
S=Sy(1+——e 7 | -2 e, (7.3.14)
02./7 2632

ot Iy est donnée par (7.3.9) et Ej et Sy représentent respectivement 1’énergie interne et

I'entropie dans le cas commutatif

[ 2M
Eg=R—Ry/1— = So = 4nM? (7.3.15)
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Conclusion

L'objectif de cette these est I'étude de la physique des trou noirs en présence des dis-
tance minimales. Comme nous le savons, I'existence des distances minimales en physique
peut étre formulées en plusieurs versions. Dans cette these on s’est intéressé seulement a
deux versions qui sont la mécanique quantique basée sur un GUP a tous les ordres et la
géométrie non commutative dans la représentation des états cohérents.

Le premier chapitre est une introduction ott nous avons introduit les distances mini-
males et leurs applications en physique. Surtout on a parlé des théories et des expériences
de la physique qui impliquent l'introduction des distances minimales en physique. Aussi
on a parlé sur les effets apportés par les distances minimales sur la physique notamment
sur la thermodynamique des trous noirs.

Le deuxieéme chapitre représente une introduction a la relativité générale ou nous
avons rappeler les principes de cette théorie, un rappel mathématique sur I'espace-temps
courbé puis nous avons dérivé les équations d’Einstein et la solution de Schwarzschild et
nous avons terminé le chapitre par un rappel sur la thermodynamique de trou noire de
Schwarzschild.

Dans le troisieme chapitre, nous avons reformuler le GUP a tous les ordres et la théorie
de géométrie non commutative dans représentation des états cohérents. Le résultat le
plus important apporté par le GUP est que l'incertitude minimale de la position n’est
pas nulle et aussi I'incertitude de I'impulsion est corrigée par un facteur exponentiel. Ce
dernier nous permet de prédire une correction dans l’expression de la température de
trou noire a cause de la relation heuristique d’Adler. Dans le cas de la représentation
des états cohérents de la géométrie non commutative, on a trouvé que le propagateur
de Feynman est corrigé par un facteur exponentiel et donc la distribution de Dirac sera
corrigée. Cela nous permet de prédire que la solution de Schwarzschild sera changé a
cause de la relation de I’équation de Poisson a cause de la déformation de la distribution
de Dirac.

Dans le quatrieme chapitre, nous avons étudié la thermodynamique de trou noir de
Schwarzschild en présence d’'un GUP a tous les ordres de la longueur de Planck en cal-
culant la température Hawking, I'entropie et la chaleur spécifique et aussi on a étudie
le processus d’évaporation. L'analyse de 1’expression de la température nous permet de
déduire la non existence des trous noirs de masse inférieure a la masse minimale. La loi

de Stefan-Boltzmann est aussi corrigée par le GUP et elle est plus petits que dans le cas
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standard. Le développement de Taylor de I'entropie nous permet de voir une correction
logarithmique similaire a celle obtenu par la théorie des cordes et la gravité quantique a
une boucle. Dans notre étude de processus de rayonnement de Hawking du trou noir de
Schwarzschild, on a trouvé qu’a la fin de la phase d’évaporation un trou noir minimale
d’entropie nulle, de chaleur spécifique nulle et une température finie non nulle continue
a exister. Nous avons également calculé le taux d’évaporation avec GUP. En calculant le
temps de vis de trou noir, nous avons montré que les trous noirs dans le cadre de GUP ont
une durée de vie plus courte que celle de cas classique. Et cela est trés normale, puisque
on trouvé, en tragant la courbe de la température, que les trous noirs en cas de présence
de GUP sont plus chauds que ceux de cas standard.

Dans le cinquiéme chapitre nous avons étudie la thermodynamique et discuté les
transitions de phase et la stabilité du trou noir de Schwarzschild confiné dans une ca-
vité isothermique dans le cadre de GUP a tous les ordres de la longueur de Planck. En
utilisant le formalisme de l'action euclidienne, les formules de la capacité thermique,
I'énergie interne et de l'entropie ont été dérivées et aussi la température locale. De 1'ex-
pression de la température locale, on trouvé qu’il n’existe pas de trou plus petit que le
trou noire minimale trouvé dans le chapitre précédant et en plus le probleme de gran-
dissement incontrdlable de trou noire a été solutionné en mettant le dans une cavité.
En particulier, nous avons montré que la loi de Beckenstein-Hawking habituelle n’est
plus valable, et que la masse ADM ne s’identifie pas avec 1'énergie thermique totale.
La transition de phase de type Hawking-Page est exclue dans notre cas en raison de
I'existence de la région interdite 0 < M < Mj. D’autre part, nous avons trouvé une
nouveau type de transition de phase a travers le processus BHR- — SBH_ — LBH,.
Ce processus est similaire a la transition de phase de trou noir de BTZ non-tournant ,
EBH_ — NBTZ., et la transition de phase pour le trou noir critique de Born-Infeld-anti-
de Sitter , EBH_ — SBH,— — IBH_ — LBH4, ou EBH et IBH sont les trous noirs
extrémal et intermédiaire. Dans notre cas, la transition de phase de type Hawking-Page
BHR_ — SBH_ — LBH, est possible seulement pour la masse de trou noir minimale
appartient a l'intervalle 0 < My < % ol R est le rayon de la cavité. Nous avons également
obtenu la possibilité d’existence d'une transition de phase de type Hawking-Page en uti-
lisant I’analyse de Iénergie libre off-shell.

Dans le sexisme chapitre nous avons étudie la solution de Schwarzschild inspirée de
la géométrie non commutative et sa thermodynamique. On a étudié d’abord la distribu-

tion de matiere qui s’obtient en remplacant la distribution de Dirac par une distribution
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gaussienne. Pour obtenir les solutions, on a utilisé une technique tres simple introduit
par Nicolini ou on a gardé la forme standard le tenseur d’Einstein et utilisé un tenseur de
matiere déformé par le fat de la géométrie. Au grandes distances, cette solution tend vers
la solution de Schwarzschild habituelle et petits distances, elle tend vers la solution de
anti-De Sitter avec une constante cosmologique effectif. En calculant le scalaire de Ricci,
on a trouvé que la singularité habituelle de 1’origine est régularisée par le fait de la non
commutativité. De la courbe de la température, on a remarqué que la température de
cas non commutative a le méme comportement que celui de cas commutative dans les
grandes distances et a un maximum et chute rapidement vers zéro pour le cas des petites
distances. On a calculé aussi l'entropie non commutative et on a trouvé un terme de plus.
Cela montre l'invalidité de la deuxiéme loi de la thermodynamique en présence de la
matiere.

Dans le septieme chapitre, nous avons étudié la thermodynamique de trou noir inspiré
de la géométrie non commutative confiné dans une cavité en utilisant la méme démarche
utilisée dans le cinquieme chapitre. On a trouvé que 1'expression de I'énergie interne est
affectée par le fait de la non commutativité par la présence d'un terme d’énergie auto-
gravitationnelle de 1'espace-temps. La forme de la loi de Beckenstein-Boltzman a été ob-
tenue dans le ce cas mais avec une constante de Newton effective dépendante de ’horizon
de trou noir et aussi de le rayon de la cavité. On a trouvé que la température de cas non
commutative pour les petites distances, contrairement au cas commutative ou elle tend
vers l'infinie, elle atteint un maximum puis chute vers zéro pour le trou noir minimale.
Ce qui montre que la transition de phase de Hawking-Page entre 1'espace plat chaut et
le grand trou noire est impossible. En étudiant la structure des phase et la stabilité ther-
modynamique des trous noirs on a trouvé trois phase : petit trou noir stable, trou noir
intermédiaire instable et grand trou noire stable. La transition de phase entre le petit trou
noir et le trou noir intermédiaire est de deuxiéme ordre et entre le trou noir intermédiaire
et le grand trou noir est de premier ordre. Pour comparer notre étude avec celle de cas

commutative, on a fait la limite de notre étude dans le régime de Schwarzschild.
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