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Résumé

Résumé

Dans notre thése, en premier lieu, nous avons présenté les outils fondamentaux de la
construction de la théorie de déformation formelle dans le cas général. Pour illustrer com-
ment peut-on résoudre certains problémes de la mécanique quantique relativiste spinorielle
via le formalisme des intégrales de chemin supersymétrique, nous avons considéré deux
approches en particulier, I’approche par les distances minimales et celle de la géométrie
non-commutative.

Pour la premiére approche, nous avons suggéré de traiter la dynamique de 'oscillateur
de Dirac & une dimension dans la représentation des impulsions par les techniques stan-
dard de Feynman et Kleinert. Dans le méme contexte, nous avons étudié également la
dynamique d’une particule de masse variable spinorielle soumise & 'interaction d’un poten-
tiel linéaire, suivant deux techniques différentes, & savoir I’équation de Dirac & une dimension
dans ’espace des configurations et les intégrales de chemins dans ’espace des moments. Par
la méthode directe, on a résolu I’équation en suivant la technique d’approximation de la
mécanique quantique ordinaire, on a obtenu le décalage des niveaux d’énergies relativistes.
Pour la deuxiéme technique, la fonction de Green a été construite par ’approche de Feyn-
man. Dans les deux méthodes, nous avons trouvé la méme quantité des niveaux énergétiques
au premier ordre du parameéetre de déformation.

Alors pour la deuxiéme approche qui s’agit de l'introduction de la géométrie non-
commutative dans l’espace de phase, nous avons traité le cas de l'oscillateur relativiste
(Klein Gordon et Dirac) en présence d’'un champ magnétique constant. Par-ailleurs et par
la méme approche, la fonction de Green de ’équation de Feshbach-Villars sans spin a été
reconstruite, ot I’'on a introduit la transformation de F-W afin de diagonaliser I’'Hamiltonien.

Dans chaque application, les propagateurs sont évalués, les fonctions d’ondes et les spec-
tres énergétiques correspondants sont déduits.

Mots clés: Déformation formelle, Intégrale de chemin, Fonction de Green, Propaga-
teurs, Oscillateur de Dirac, Oscillateur de Klein-Gorden (OKG), Supersymétrique, Grass-
mann, non-commutative (NC), Longueur minimale (GUP), Equation de Feshbach-Villars

(F-V), Transformation de Foldy-Wouthuysen (F-W) .
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Introduction générale:

Tel que c¢’est connu, la physique moderne repose sur deux fondements principaux; le premier
est celui de la théorie relativiste générale d’Albert Einstein qui nous met dans le contexte
théorique afin de comprendre le monde dans ses macros-dimensions: les planétes, les étoiles,
les galaxies et les amas de galaxies voire méme ce qui est en extra-univers, elle explique la
force de gravité dans le macro-monde. Elle utilise principalement la géométrie Riemannienne
comme formalisme mathématique. Le second fondement est celui de la mécanique quantique,
elle nous renseigne, dans le cadre théorique, sur le monde dans ses micro-dimensions: les
molécules, les atomes voire méme les infimes composants de cette derniére, tels que les
électrons et les quarks; et elle explique les trois forces principales dans le micro-monde. (les
forces faibles, électromagnétiques, et fortes). Elle utilise la théorie des algebres d’opérateur
agissant sur un espace de Hilbert (les algebres de Von Neumann). Le but de citer ces deux
fondements chacune & part est une réussite, mais si on les rassemble, elles deviennent non
fiables sur toutes les prévisions. Les génies du monde moderne ont essayé de rassembler
ces deux théories en une seule, mais en vain. Les tentatives sont toujours d’actualité pour
résoudre ce probléme, plusieurs solutions sont apparues mais se montrent contradictoires
aprés un moment. On cite pour exemple le modéle Standard qui a connu une grande réussite
dans la fusion des trois interactions principales. ( les interactions fortes, électromagnétiques
et faibles ), puis, il y a eu d’autres modeéles de fusion des quatre forces en un seul modeéle,
tel que: le modeéle supersymétrique, le modeéle avec dimensions supplémentaires, théorie des
cordes et la M-théorie.

Toutes ces tentatives font intervenir ou conduisent & deux nouveaux concepts: ’apparition
d’une longueur fondamentale (la distance minimale) et I’émergence de la géométrie non-

commutative. Ou I'idée est basée sur la généralisation des relations de commutation canon-
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ique ordinaire et le principe d’incertitude de Heisenberg, ce qui conduit & une nouvelle
algébre non-commutative.

Le concept de distance minimale est 'un des choix proposés pour comprendre les dif-
férences qui apparaissent dans la fusion des quatre principales interactions de la physique;
qui résulte: Une approche naturelle qui consiste & quatifier le champ gravitationnel comme
les autres champs. Mais la théorie obtenue est non renormalisable, c’est a dire, sans intérét
physique. Plusieurs scénarios ont été proposés pour résoudre ce genre de problémes, notam-
ment, le formalisme de la mécanique quantique en présence de la longueur minimale qui a
été développé par Kempf et ses collaborateurs [1,2,3,4,5,6]. Ainsi, la gravitation devrait
nous orienter a une rupture de 'espace jusqu’au trés petites distances, nécessite une tres
haute énergie. Par conséquent, les effets gravitationnels seront perturbés par la structure de
I’espace-temps, et une limite inférieure de résolution de I’espace devient inévitable [7, 8, 9].
Cette longueur minimale est supposée d’étre proche de la longueur de Planck.

Les motivations de cette idée sont multiples; en théorie des cordes, une longueur minimale
se pose en raison du fait que la dimension des particules ne peut pas sonder des distances
plus petites que ’échelle de corde [10,11,12]. Par ailleurs, dans la gravité quantique, la
longueur de Planck peut jouer un réle fondamental, dans lequel les effets gravitationnels ne
peuvent pas étre négligés et les nouveaux phénomenes sont observés[13, 14, 15]. Il y a plus
d’arguments qui jouent pour l'occurrence d’une longueur minimale, viennent des géométries
non-commutatives [16, 17] et la physique des trous noirs [18, 19].

Une premiere conséquence de la longueur minimale est de I'apparence d’une coupure
naturelle qui empéche les divergences (UV) habituelles. Une autre implication intéressante
de ce concept est la connexion UV\IR: lorsque Ap est large (UV), Az est proportionnel
Ap et donc aussi large (IR). Ce type de relation est apparu dans plusieurs autres contextes
tel que: la correspondance ADS\CFT [20] et la théorie des champs non-commutatifs [16],
etc. Il est supposé que certaine effets d’une courte distance peuvent se manifester dans la
longue distance (IR), apportant une jutification aux problémes de 'analyse de mécanique
quantique en présence de la distance minimale.

Concernant le paragraphe précédent, plusieurs applications ont été étudiées dans le
cadre de cette version déformée de la mécanique quantique non-relativiste: L’oscillateur
harmonique de dimensions arbitraires a été résolu [1,2,3,4,5,21], le probleme de la con-
stante cosmologique a été étudié [22, 16], l'effet de la longueur minimale (LM) sur le spectre
d’énergie du potentiel de Colomb & 3 D a été également étudié dans [23, 24], la boite unidi-

mensionnelle [25], 'étude de la dynamique d’une particule non relativiste de masse variable
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m(t) se mouvant dans un potentiel linéaire dépendant du temps [26], etc. En plus 'extension
relativiste de ce probléme a limité certaines tentatives, parmi eux nous citons: 1’équation de
Dirac en présence d’une longueur minimale dans la référence [27], ou 'oscillateur de Dirac
a une dimension a été exactement résolu, I’équation de Dirac généralisée a été récemment
étudiée par Nozari [28], I'oscillateur de Dirac a une dimension a été résolu par Nouicer [29],
Poscillateur bosonique de DKP (spin 0 et 1) unidimensionnel et & trois dimensions qui ont
été respectivement traités dans [30] et [31], etc.

Les racines du deuxiéme concept qui est la géométrie non-commutative, remontent a
la découverte de la mécanique quantique par Heisenberg, puis Snyder a innové en 1947
dans la notion de l'espace-temps non commutatif en physique des particules [32]. Cette
non-commutativité de I’espace géométrique et algébrique au cas plus général ou 'algebre
n’est pas commutative. Le méme but vu dans la déformation de la distance minimale
était de pouvoir se débarrasser des divergences UV de la théorie quantique des champs,
tout en conservant la covariance de Lorentz. Mais, parallelement & cela, la théorie de
la normalisation produisant des résultats remarquables, la théorie de Snyder tomba dans
I’oubli. Récemment, le concept des coordonnées non-commutatives est réapparu dans le
contexte des théories des super-cordes, la longueur intrinseque des cordes induisant une
structure non-commutative dans I’espace-temps a tres petite échelle. Les applications de la
géométrie non-commutative dans la mécanique quantique relativiste et non-relativiste ont
été traitées par un grand nombre de problémes déja étudiés [32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40].

En addition; et comme on le sait; l'intégrale de chemin est une technique alternative
aux méthodes de Heisenberg et de Schriodinger. Cette approche est basée sur le Lagrangien.
Cette derniére offre un point de vue alternatif sur la mécanique quantique qui s’est rapide-
ment imposée en physique théorique avec son extension sur la théorie quantique des champs
et les théories de jauge.

La généralisation de cette technique, dans le cadre des algébres déformés a été appliquée
sur la mécanique quantique relativiste et non relativiste. Par exemple; le cas de 'oscillateur
harmonique & une dimension [41], le potentiel de Coulomb [42], le cas du potentiel linéaire
dépendant du temps [26], I’équation de Klein-Gordon en présence d’un champ scalaire et de
masse variable [43].

De la méme fagon que la déformation précédente, dans le contexte de la géométrie non-
commutative, une formulation des intégrales de chemin a été construite et plusieurs versions
ont été présentées. Citons par exemple; le probléme d’une particule chargée de spin 1/2 se

mouvant dans un champ électromagnétique quelconque a été traité dans ce cas relativiste
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et non-relativiste [44] et les propriétés thermodynamiques a température finie [45]. D’autre
part, la difficulté de ’espace de phase non commutatif peut étre évitée en travaillant soit
dans la base mixte de I’espace des phases {|qi, p2) }, ou dans la base {|g2, p1)} [46]. En outre;
une autre version a été développée en utilisant états cohérents [47,48].

L’objectif de cette thése est d’étudier certains problémes relativistes via le formalisme
des intégrales de chemin supersymétrique, dans le cadre des algebres déformées, comme le
cas de la distance minimale et la géométrie non-commutative.

Cette thése se compose essentiellement de sept chapitres:

Dans le premier chapitre, on exposera quelques définitions sur la structure algébrique de
la théorie de déformation formelle et son application sur la mécanique classique et quantique.

Nous poursuivrons dans le deuxiéme chapitre la présentation du formalisme des intégrales
de chemin pour le systéme d’oscillateur harmonique sur la mécanique quantique et statis-
tique, dans le cadre de la déformation formelle, & savoir le cas des distances minimales et le
cas de la géométrie non-commutative, ol nous discuterons aussi les prescriptions adéquates
introduites. Aussi, on exposera une généralisation de la méthode de Fradkin-Gitman & deux
dimensions qui sera appliquée par la suite des travaux.

Dans le troisiéme chapitre, nous allons suggérer de traiter le probleme de l'oscillateur
de Dirac a une dimension dans la représentation des impulsions en présence de la distance
minimale, et ce via la fonction de Green qui nous permet d’avoir toutes les informations
concernant ce systeme.

Dans le quatriéeme chapitre et dans le méme contexte de la théorie déformée qu'on a
appliqué dans la partie précédente, nous allons pouvoir traiter la dynamique d’une particule
de Dirac de masse variable avec un potentiel scalaire linéaire; par la méthode directe dans la
représentation de I’espace des positions et par I’approche de Feynman dans la représentation
des moments, et nous montrerons que les deux méthodes conduisent au méme résultat du
spectre énergétique du systéme, a I'ordre « un » du parameétre de déformation.

Dans le cinquiéme chapitre, nous proposerons d’étudier l'oscillateur relativiste (Klein
Gordon et Dirac), dans le cadre de la géométrie de ’espace non-commutatif & deux dimen-
sions et dans le cas de la présence du champ magnétique constant. Les fonctions de Green
seront déterminées et les spectres énergétiques ainsi que les fonctions d’ondes correspon-
dantes seront extraits.

Dans le sixieme chapitre, on généralisera la géométrie non-commutative au cas de I’équation
Feshbach-Villars a deux composantes sans spin sur les moments. Via le formalisme des

intégrales de chemin supersymétrique. Pour effectuer I'intégration sur les variables fermi-
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oniques, nous introduiserons la transformation de F-W pour diagonaliser I’'Hamiltonien et
par un calcul direct nous obtienderons la fonction de Green aux problémes en question. Le
dernier chapitre sera consacré & un récapitulatif des principaux résultats et & nos conclusions

générales.
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Structures algébriques et

déformations formelles

2.1 Introduction

Récemment, la théorie de la déformation de structure algébrique a trouvé un grand nom-
bre d’intéréts, représenté de nombreuses applications dans le domaine de la physique. Ses
racines remontent a I'incapacité de la physique classique pour expliquer certains phénomeénes
macroscopiques. Mathématiquement décrit par une variété de Poisson M, et notons F'(M)
I’algebre (commutative) des fonctions régulieres sur M, appelées observables. Dans ce cas, il
est important de quantifier ces variétés de Poisson (Mécanique quantique), en vue d’obtenir
des résultats plus "précis" que ceux de la mécanique classique. De nombreux travaux se
sont concentrés sur des possibilités de quantifications de telles variétés et 1'idée d’utiliser
la théorie des déformations algébriques, appelée "quantification par déformation" revient &
Bayen, Flato, Fronsdal, Lichnerowicz et Sternheimer en 1978 [49].

L’objectif de ce chapitre est d’introduire d’un point de vue mathématique la théorie des
déformations formelles des structures algébriques jouant un role fondamental en physique.
Il s’agit des notions d’algebres associatives, algébres de Lie et algebres de Poisson. La
théorie des déformations formelles, introduite par Gerstenhaber pour les algébres associa-
tives, traduit les propriétés analytiques d’un voisinage d’une structure algébrique donnée
en termes de groupes de cohomologie. On rappelle les définitions et propriétés algébriques
de ces structures, ainsi que la cohomologie de Hochschild des algebres associatives, la co-
homologie de Chevalley-Eilenberg des algébres de Lie et la cohomologie de Poisson. Puis,

selon les conditions de déformation formelle nous allons expliquer comment construire et



2.2. Structures algébriques et Cohomologie

appliquer un exemple de la généralisation de variété de Poisson a 'ordre de déformation (t)
sur les systémes de mécanique classique et mécanique quantique. Ce dernier exemple est
plus compliquer pour les cas particuliers, comme, longueur minimale (GUP) et la géométrie

non-commutative (GNC).

2.2 Structures algébriques et Cohomologie

Dans cette section, on rappelle les notions de base et les définitions de certaines structures

algébriques ainsi que leurs cohomologies correspondantes.

2.2.1 Algeébre associative

En mathématiques, une algébre associative est un espace vectoriel muni d’une multiplication

qui est une application bilinéaire possédant les propriétés de distributivité et d’associativité.

Définition 2.2.1 Une algébre associative A sur un corps K est un espace vectoriel sur K

muni d’une multiplication, c¢’est a dire d’une application bilinéaire A x A — A, telle que
o (zy)z = z(yz) pour tous z,y et z dans A,

ou 'image de (x,y) est notée zy.

Si A contient une unité, i.e. un élément 1 tel que 1z = = = x1 pour tout = dans A,
alors A est appelée algébre associative unifére ou unitaire. Une telle algébre est un anneau
et contient le corps de base K par identification de ¢ dans K avec ¢l dans A.

La dimension d’une algebre associative A sur un corps K est sa dimension comme espace

vectoriel sur K.
Exemple 2.2.1 :

e Les nombres complexes C forment une algébre associative unitaire de dimension 2 sur

le corps R des nombres réels.

e Les matrices carrées de taille n, & coeflicients dans un corps commutatif K, forment
une algebre associative unitaire sur corps K, la multiplication étant le produit de

matrice. La dimension de cette algébre est n?.

e Les polynomes a plusieurs variables forment une algébre associative sur un corps K.

Cette algeébre est de dimension infinie.
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e Les algebres symétriques et les algebres extérieures d’un espace vectoriel sont des

algebres associatives.

2.2.2 Cohomologie de Hochschild

La cohomologie de Hochschild des algébres associatives a été définie par Hochschild par
un complexe explicite dans [50]. L’opérateur de cohomologie de Hochschild, noté dy, joue
un roéle important dans la théorie des déformations formelles introduite par Gerstenhaber
et il apparait naturellement dans ’équation de formalité de Kontsevich dans la théorie de
quantification.

Etant donné une K-algébre associative commutative, notée A, le complexe cohomologique

de Hochschild de A est donné par

d© a®)

04) Y o) X 2 a) Y oda) et (2.2.1)

ot l'espace CP(A) des p—cochaines est défini pour p € —N* par CP(A) =0, C°(A) = A, et
pour p € N* CP(A) est I'espace des applications K-linéares de A®? dans A (voir pour plus
de détail le livre Basic non-commutative Geometry [51]). La différentielle d* = ®°,d® est

donnée par la formule

p—1

Vo € CP(A), d(p)cﬁ(ao, e ly) = agd(ay, ..., a,)— ;) (—1)i P(ag, -, ;05115 .., @)
+ (=1 d(ag, ..o, 4)a, (2.2.2)
On peut Iécrire en termes du crochet de Gerstenhaber [—, —|g et du produit p de A, comme
suit
dP¢ = (=1)""" 1, 0] - (2:2.3)

On définit alors la cohomologie de Hochschild de A comme la cohomologie du complexe de
Hochschild associé¢ & A. On pose HH(A) = Ker d® = A et

VpeN*, Z°(A) = Ker d®, B (A) = Im d®™V, et HH?(A) = Z° (A) /B"(A). (2.2.4)

Notons que les éléments de ZP(A) sont appelés p-cocycles et ceux de BP(A) sont appelés
p-cobords. On a ZP(A) C ZP(A) car dP+Y o dP) = 0.

On termine ce paragraphe par une propriété importante de la conomologie de Hochschild.
Une algebre de Gerstenhaber est une algébre associative Z—graduée V' = @2,V dont la
multiplication est commutative graduée, telle que I’algeébre translatée (L’algebre translatée

est lalgebre graduée dont les éléments de degré p sont les éléments de degré p+1 de V') V[1]
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est munie d’un crochet de Lie [—, —] tel que pour tout = € VP, [z, —] est une dérivation de
degré p+1 de I'algebre V. On dit que V est une algebre de Gerstenhaber différentielle graduée
si, en plus, V' est munie d’une différentielle qui est une dérivation pour la multiplication de
V et le crochet de Lie.

Etant donné deux cochaines F' € C?(A) et G € C(A), leur cup-produit est défini comme
la cochaine FF'UG € CPT(A) telle que

(FUG) (a1, ...ay,,) = (=1)"" F (a1, ..., a,) G (api1, - apyy) - (2.2.5)

e Muni du cup-produit et de la différentielle de Hochschild, le complexe de Hochschild

est une algébre associative différentielle graduée.

e Munie du cup-produit et du crochet de Gerstenhaber, la cohomologie de Hochschild

est une algébre de Gerstenhaber.

2.2.3 Algeébre de Lie

En mathématiques, une algebre de Lie, nommée en I’honneur du mathématicien Sophus Lie,
est un espace vectoriel qui est muni d’un crochet de Lie, c¢’est-a-dire d’une loi de composition

interne bilinéaire, anti-symétrique et qui vérifie 1’'identité de Jacobi.

Définition 2.2.2 Soit K un corps commutatif.
Une algébre de Lie g sur K est un espace vectoriel g sur K muni d’une application

bilinéaire (x,y) — [z,y] de g X g dans g qui vérifie les propriétés suivantes:
1. Vxeg, [x,2] =0.
2. Vr,y,z€9 [y 2l +ly [z 2] + [z [2,9]] = 0

Le produit [z, y] est appelé crochet de Lie (ou simplement crochet) de x et y. Puisque le
crochet est une fonction bilinéaire alternée de x,y, on a aussi I'identité [x,y] = —[y, 2| pour
tout z,y dans g. L’identité (2) ci-dessus est appelée l'identité de Jacobi.

Une sous-algebre de Lie de g est un sous-espace vectoriel de g stable pour le crochet de
Lie. Toute sous-algebre de Lie de g est munie de maniére évidente d’une structure d’algebre

de Lie sur K.

Remarque 2.2.1 Contrairement auzx algébres tensorielles (et auz algébres de Clifford, dont

les algébres extérieures), les algébres de Lie ne sont pas unitaires, ni associatives.
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Exemple 2.2.2 :

e Tout espace vectoriel E peut étre muni d’une structure d’algebre de Lie, en posant V
z,y € E, [x,y] = 0. Une telle algebre de Lie, ou le crochet de Lie est identiquement

nul, est appelée abélienne.

e On peut, a partir de (A, %), une algébre associative sur un corps, construire une algebre
de Lie, de la fagon suivante : on pose Vr,y € E |, [zv,y] = v *xy — y*xx (cest le
commutateur des deux éléments z et y). Il est facile de vérifier que 'on définit ainsi

sur A une structure d’algebre de Lie.

Inversement, toute algebre de Lie g est contenue dans une algébre associative, appelée
algebre enveloppante, dans laquelle le crochet de Lie coincide avec le crochet défini ci-dessus.

[’algebre enveloppante est une algébre de dimension infinie.

e Comme exemple concret de la situation ci-dessus, considérons M,,(K), P'espace des
matrices n x n a coefficients dans K. C’est une algébre associative pour le produit
matriciel usuel. On peut donc également lui donner une structure d’algebre de Lie,
avec le crochet [A, B = AB—BA. On note gl,, (K) cette algebre, lorsque I’on considére

sa structure d’algebre de Lie.

e L’espace euclidien tri-dimensionnel R? avec le produit vectoriel comme crochet de Lie

est une algebre de Lie.

2.2.4 Cohomologie de Chevalley—Eilenberg

La cohomologie de Chevalley—Eilenberg concerne les algebres de Lie. Soit g = (V,[,]) une
algebre de Lie, on désigne par ¢”(g, g) I'ensemple des p-cochaines defini par les applications
p-linéaires ¢ : V x ... x V' — V anti-symétriques.

I’ensemble des cochaines est
Clo.g) =B (g9). (2.2.6)
p:
Le complexe de Chevalley-Eilenberg est déterminé par 'opérateur cobord défini par

& :+ CP(g,g) — C""'(g,9)
o — o, (2.2.7)

10
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avec
p+1 - .
(Sp¢($1, T 7wp+l) = E(_l)H— [xia ¢<£U1, R PP :Up+1)] +
=1
S (=0 G([w ], e B D). (2.2.8)

1<i<j<p+1

Le symbole 72 7 signifie que le terme correspondant & = est omis.

2.2.5 Algébres de Poisson

Le crochet de Poisson de deux fonctions f et g défini sur le fibré cotangent T*N & une
variété M a été découvert par Siméon Denis Poisson en 1809 [52]. Lagrange et Poisson I'ont
employée pour résoudre le probléme de variation des constantes d’intégration. Ils n’ont
considéré cependant que le crochet des fonctions coordonnées, pas celui de deux fonctions
quelconques, et n’ont pas mentionné la propriété la plus importante de ce crochet: 'identité
de Jacobi, découverte par Carl Gustav Jacobi [53]. Ce n’est qu’au cours de la seconde moitié
du XX siecle que la notion de structure de Poisson, sous sa forme générale, a été identifiée
et systématiquement étudiée. L’étude approfondie des structures de Poisson est due & André
Lichnerowicz [54] et indépendamment & Alexander Kirillov [55], Alan Weinstein [56].

En mathématiques, une algebre de Poisson est une algébre associative avec un crochet de
Lie qui satisfait également la loi de Leibniz, qui est, le crochet est aussi une dérivation. Les
algébres de Poisson apparaissent naturellement dans la mécanique hamiltonienne, et sont
aussi au centre dans 1’étude des groupes quantiques. Une variété dont les fonctions sur cette
variété sont munies d’une structure d’algebre de Poisson sont connus comme variétés de

Poisson. Les variétés symplectiques et les groupes de Poisson-Lie sont des cas particuliers.

Définition 2.2.3 Une structure de Poisson sur une variété différentiable M est déterminée
par la donnée d’une loi de composition sur l'espace C* (M,R), appelée crochet, (f,g) —

{ f, g} , vérifiant les propriétés suivantes:
e Bilinéarité,
e Antisymétrie, {f,g9} = — {9, f},

e la régle de Leibniz

{f9h} ={f 95 h+g{fh}. fr9,h e CT (M), (2.2.9)

11
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o Identité de Jacobi,
{{f.9} .0} +{{g. n}, [} +{{h, ).} =0 (2.2.10)

Plus généralement

Définition 2.2.4 Une algebre de Poisson est une algébre associative commutative (A, -)

sur K munie d’une application bilinéaire {. , .} : Ax A — A vérifiant pour tout f, g, h € A

{f,9} =g/}, (2.2.11)
Ofgn {f{g;h}} =0 (condition de Jacobi), (2.2.12)
{h,f-gt=Ah,f} g+ f-{h,g} (condition de Leibniz). (2.2.13)

On note par (A,-,{., .}) une telle algébre.

Une variété de symplectique est une variété différentielle munie d’une forme différentielle
de degré 2 fermée et non dégénérée, appelée forme symplectique. L’étude des variétés
symplectiques releve de la géométrie symplectique. Les variétés symplectiques apparaissent
dans les reformulations analytiques abstraites de la mécanique classique utilisant la notion
de fibre cotangent d’une variété, notamment dans la reformulation hamiltonnienne, ou les
configurations d’un systéme forment une variété dont le fibré cotangent décrit I'espace des
phases du systéme.

Sur une variété symplectique, chaque fonction réelle H sur la variété induit un champ
de vecteurs Xy, le hamiltonien de vecteurs de champ. Alors, soit deux fonctions F, G sur

la variété symplectique, le crochet de Poisson {—, —} peut étre définie comme:
{F,G} =dG (XFp). (2.2.14)

Cette définition est conforme en partie parce que le crochet de Poisson agit comme une

dérivation. De fagon équivalente, on peut définir le crochet de {—, —} comme
Xy = {Xr, Xo}- (2.2.15)
ol [—, —] est la dérivée de Lie. Lorsque la variété symplectique est R?" avec la structure

symplectique standard, puis le crochet de Poisson prend la forme bien connue

{rey =3 groa _ gred. (2.2.16)

Des considérations similaires s’appliquent pour les variétés de Poisson, qui généralisent les

variétés symplectiques.

12
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Exemple 2.2.3

o SurC'|zy, 23|, Uapplication pdy Ny définit une structure d’algébre de Poisson pour n’importe

quel polynéme ¢ € C [z, 22|, 0; étant la dérivation par rapport & z;

o Sur C'z1, 29,23, Uapplication 01p0,A05 + Oap03A0; + 03001A0y définit une structure

d’algébre de Poisson pour n’importe quel polynome ¢ € C'[z1, 22, 23] .

2.2.6 Cohomologie de Poisson

Soit A une algebre de Poisson. On désigne par X?(A) le A—module des dérivations anti-
symétriques de A.

On considére le complexe

A a) 8 24) %2 3a) 2 ) (2.2.17)

avec l'opérateur de cobord de Poisson 6 défini par :

5@ (Q) (Fo, ...,Fp) = Zp: (_1)j {Fj, Q (Fo, ...,ﬁj, ...,Fp>}

Jj=0

+ 3 (-1)"“@({E,Fj},FO,...,E,...,Fp). (2.2.18)

0<i<j<p

L’espace de cohomologie de Poisson de degré p est donné par la formule
HP?(A) = ker 6% /Im 6%, (2.2.19)

On a vu que la différentielle de Hochschild peut s’écrire en fonction du crochet de Gersten-
haber. L’analogue pour la différentielle de Poisson est fourni par le crochet de Schouten:

c’est 'application [—, —]s définie par
YP(A) x xP(A) = \PTI7H(A). (2.2.20)

(P,Q) — [P.Qs- (2.2.21)

ou

P.Qly (Fry s Fyy ) = 3 5(0)P<Q (Fg(l),...,FU(q)),FU(W),...,FJ(M_U)

0€Sy,p—1

—1)(g—1
BRI g(a)P<Q(Fa(l),...,FU(p)>,FU(M,...,FU(WI)), (2.2.22)

0€Sp,q—1
ou S, ,_1 représente I’ensemble des permutations (p, g—1)—shuffles de 'ensemble [1, p+¢—1]
(on pose Sy 1 = S_1, =0).
On a alors
5@ (Q)=—[Q,{—.—}g pourtout @ € x"(A). (2.2.23)

13
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2.3 Déformations formelles

La déformation des objets mathématiques est une des plus anciennes techniques utilisées par
les mathématiciens. Les différents domaines ou la notion de déformation apparait sont la
géométrie, variétés complexes (Kodaira et Spencer 1958). Ils ont prouvé en particulier que
les déformations infinitésimales peuvent étre paramétrées par un groupe de cohomologie.
La théorie de déformation des variétés complexes compactes a été développée par Kuranishi
(1962) [57], des variétés algébriques par Artin [58] et Schlessinger [59], des algebres de Lie
par Nijenhuis et Richardson [60] et des anneaux et les algébres associatives par Gerstenhaber
[61]. La notion duale de la déformation (dans un certain sens) est la notion de dégénérescence
qui est apparue en premier dans la littérature de physique (Segal 1951, Inonu et Wigner
[62]). Les dégénérescences sont aussi appelées spécialisation ou contraction.

Notre but dans ce chapitre, est de présenter les concepts de base de la théorie de défor-
mation des algébres associatives au sens de Gerstenhaber [63,64]. Nous appliquons ensuite
cette approche de déformation & la physique classique analytique et a la mécanique quan-
tique dans des cas particuliers. La déformation du crochet de Poisson, permet de trouver

les équations d’Hamiltonien et les équations du mouvement.

Notation 2.3.1 Soit V' un K-espace vectoriel et Ay = (V,uy) une algébre associative
ou pig : V- xV — V est la multiplication. Soit K[[t]] l’anneau des séries formelles a
une variable t et a coefficients dans K et V [[t]] l'ensemble des séries formelles dont les
coefficients sont des éléments de V, (V' [[t]] est obtenue par l'extension du domaine des
coefficients V' de K a K[[t]]). On note que V [[t]] est un K[[t]]-module. Lorsque V est
d’une dimension finie, nous avons V [[t]] = V @k K[[t]]. On constate que V' est un sous-
module de V [[t]]. De méme que, V [[t]] est un K [[t]] —module. Etant donné une application
K - bilinéaire f : V x V. — V, elle admet naturellement une extension en application
K [[t]]- bilinéaire [ : V [[t] x V[[¢t]] — V [[t], définie st x = > a;t" ety = Y, bjt! par

i>0 >0
flay) = >0 flai, bt .

120,220

Définition 2.3.1 Soit V' un K-espace vectoriel et Ay = (V, pg) une algébre associative. Une
déformation formelle associative de Ay est la donnée d’une application K[[t]] —bilinéaire
wy V[t x V[[t] — V[[¢t]] de la forme

pe = 2 it (2.3.1)

i>0

14
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ou chaque p,; est une application K [[t]]-bilinéaire y; : V' x V' — V (étendue en application

K [[t]] —bilinéaire). La condition d’associativité formelle s’écrit: pour z,y,z € V

fe (T, o (Y, 2)) — i (1 (2,9) , 2) = 0. (2.3.2)

Les séries formelles sont infinies, une question naturelle est de s’assurer de la convergence.
Elle est donnée par un théoréme d’Artin [A] .

n
Une déformation est dite d’ordre n si p, = Y p,;t'. Elle est dite infinitesimale si n = 1.
i=0

2.3.1 L’équation de déformation

Un premier probléme est de donner des conditions sur les y, telle que la déformation g, soit

associative, c’est a dire

Voryz €V (o p (4, 2)) — it (p (2,9 2) = 0. (2.3.3)

L’équation est équivalente & un systeme infini d’équation qu’on obtient en remplacant i,
par son expression en fonction des p; et t. En developpant suivant les puisances de t, on

obtient

{*:Z 1 (o5 (9, 2)) = 5 (py (,9) ,2) = 0. k=0,1,2,.... (2.3.4)

ko ij>0

Ce systéme infini, appelée équation de déformation, donne les conditions nécessaires et

suffisantes pour que p, soit associative

k
{ 20 i (2, s (v, 2)) — 15 (ge—s (,9) . 2) =0, k=0,1,2,.... (2.3.5)
La premiére équation (k = 0) est la condition d’associativité pour f.

La seconde équation est:

to (T, 1y (Y, 2)) = po (g (2, ), 2) + pq (@, 19 (Y, 2)) — g (o (2, 9) , 2) = 0. (2.3.6)

Elle montre que p; est un 2-cocycle pour la cohomologie de Hochschild (p; € Z2 (Ag, Ap)) -
Plus généralement, supposons que f,, est le premier coefficient non nul apres i, dans la

déformation ;. On a que p, est un 2-cocycle et il determine la partie infinitesimale de ..
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2.3.2 Obstructions

Dans cette section on étudie les contraintes pour étendre une déformation d’ordre m — 1 en
une déformation d’ordre m.
On considére la k' équation du systéme (2.3.5), pour k arbitraire, k¥ > 1, En rassemblant

le premier et le dernier terme, I’équation peut s’écrire

Py (2,y,2) = k‘;ll 1 (i (2,y) 5 2) = (2, i (9, 2)) (2.3.7)

(]
ou (52,u,C est le deuxiéme opérateur cobord de la cohomologie de Hochschild applique a .
Supposons que la déformation tronquée g, = po+tu+tiuy + ... 4t™ 1, | satisfait
I’équation de déformation. La déformation tronquée est étendue a une déformation d’ordre

m, c’est-a-dire p, = pro+tp;+tipy + At ", Si

P 9.2 = 5 s (1 (9).2) = b (01 (:2)) (2:38)

le terme de droite de cette équation est appelé obstruction pour étendre la déformation.

En utilisant 'opération ronde de Gerstenhaber défini par

Hi @ [y (‘Ta Y, Z) = K (/L] (QZ, y) 72) = K (x7/1’j <y7 Z)) ) (239)
I'obstruction s’écrit

m—1
; [1;® [y OU D[4 ® 1. (2.3.10)

i+j=m ij#m
Un résultat important de la théorie des déformations montre que les obstructions sont
des 3-cocyles. Ainsi si I'espace de cohomologie Hj; (A, A) est trivial alors toute déformation

d’ordre n peut s’étendre en une déformation d’ordre n + 1.

2.3.3 Déformations équivalentes et déformations triviales

On caractérise maintenant les déformations équivalentes. Deux déformations formelles as-
_ , o vy . . .
sociatives i, et p; de p, sont dites équivalentes s’il existe un isomorphisme formel ¢, qui

est une application K [[¢]]-linéaire s’écrivant sous la forme
¢y = by +td; +t2dy + ... ou ¢ € Endg(V), (2.3.11)

avec ¢, = Idy 'application identité de V, telle que

pe (z,y) = o (1 (¢ (2) , 0, (1)) ¥V zyeV. (2.3.12)
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Une déformation p, de p est dite triviale si et seulement si p, est équivalente & .

Supposons que pi, = g+t +t3py + ... et pl = pgttp)+t3ph + ... soient deux défor-
mations de j,. Elles sont équivalentes sil existe ¢, = Id+tg,+t2%dy + ... ot ¢, € Endg (V)
telle que

O (ks (2,y)) = iy (0 (), 0 (y))  Va,yeV (2.3.13)

En remplagant p., p) et ¢, par ses expressions en fonction des y,, ¢; et t. En developpant

suivant les puisances de t, on obtient le résultat suivant:

S o ()= X W), 0 (), ik 1=0,1,2, ... (2.3.14)

it+j=k it+j+i=k
La premiére équation est la condition d’associativité pour p.

La seconde équation est:

wy (z,y) = py (2,y) + &y (1o (2, 9)) — po (61 (), ) — p1o (2, 01 () - (2.3.15)

Si p, € B2 (A, A) alors 3 f tell que u; = §f. En posant ¢, = —f, on obtient p} = 0.

Ainsi, on obtient le résultat suivant

p (2,y) = =01 (o (2, 9)) + 11 (61 (2) ,y) + po (2,61 (1)) - (2.3.16)
Proposition 2.3.1 Toute déformation non triviale pv, de p, est équivalente a
fy = pio + tpl + 4 (2.3.17)
ot i, € Z*(A, A) et i, ¢ B*(A, A).
D’ott on en déduit le théoréeme fondamental suivant:

Théoréme 2.3.1 Si H*(A, A) = 0, alors toutes les déformations de A sont équivalentes a

une déformation triviale.

2.3.4 Algébres de Poisson et déformation des algébres commuta-

tives

On étudie dans cette section les déformations des algebres associatives commutatives. On
montre que la déformation d’ordre 1 induit une structure de Poisson.
Soit Ay = (V, ) une déformation d’une algebre associative commutative Ag = (V, ) .

Supposons que

pe (2,y) = pio (2,9) + py (2,9) 8+ g (2,y) 82 + oy Yo,y € V. (2.3.18)
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Alors
/Jt(l':y)::“‘t(yvx) = iy (.Z’, y) — 1y (y’ $) +t 2122 (:uz (3;" y) — U; (y, gj)) ti_l. (2319)

% tend vers {z, y} := puy (z,y)—py (y, 7).
le crochet précédent définit une structure d’algebre de Poisson sur I’algeébre commutative

Ap.

En terme physique, on peut considérer t comme un parameétre quantique telle la con-

Par conséquent, si t tend vers zéro, alors “Z:2)

stante de Planck, 1’algebre de Poisson A est la limite classique de I'algebre de Poisson A [[t]]
et l'algebre A [[t]] est la quantification par déformation de 1’algebre de Poisson A.

Théoréme 2.3.2 Soit Ay = (V, 1y) une algébre associative commutative et Ay = (V, j1,)
une déformation formelle de Ag. Considérons le crochet défini pour x,y € V par {x,y} =

py (z,y) — py (y, ) o py est le premier terme de la déformation .

Alors (V, py, {—, —}) est une algebre de Poisson.
Preuve: le crochet est anti-symétrique par définition. Montrons que la condition de

Jacobi est satisfaite par le crochet. On a

Ol“,yzz {:B, {y> Z}} :Ox,y,z (:U'l (Q}, Ha (y7 Z)) — M1 (l‘, Ha (27 y)) +
=ty (1 (y,2) )

=,z 1 @ty (T,9,2) = Ouy,z iy ® 1y (7,2,9). (2.3.20)

I’équation de déformation (2.3.5) implique pour s = 2, que

Hy ® [y = —Ha ® flg = fo ® [, (2.3.21)
ce qui est équivalent &
fiy @ iy = =07 fis, (2.3.22)
on obtient
Ox,y,z {J?, {y7 Z}} :Oafvyvz - Ox,y& 52:“2 (I, Y, Z) + Ox,y,z 52,“2 (33, Z, y) = 0. (2323)
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Remarque 2.3.1 e probléme de quantification par déformation est le probléme inverse:
étant donnée une algébre de Poisson A, il s’agit de trouver une déformation formelle de A
permettant de retrouver la structure d’algébre de Poisson d’origine sur A, en considérant la

limite quasi-classique. la multiplication déformée est appelée produit-star.

2.3.5 Déformation de la structure de Poisson de Moyal

Dans cette section on étudie les déformations formelles du crochet de Moyal défini sur

I’algebre des fonctions d’une variété symplectique. On pose

{f. g}, = gfot’“ {9} (2.3.24)
avec

{f g}k Z J ( ) j? k2071727”'7n7 (2325)

7]7
ou les z; = (x1,...,29,) sont les coordonnées dans les espaces de phase sur la variété de
@TL ]ITL
-1, O,
les matrices nulle et unité a n dimensions. Dans le cas &k = 0 on trouve le crochet de Poisson

Poisson M. Le tenseur J° (z) est tout simplement égal a ( > , avec O, et I, sont

non déformé ou habituel c’est-a-dire

{f. 9} = Z (gj 865 g}f gj) , (Mécanique analytique ordinaire).. (2.3.26)

Les autres crochets sont {f, g}, pour le k # 0, la relation (2.3.24), définit une déformation
formelle de 'algeébre associative M.

Le crochet {—, —}, doit vérifier la compatibilité et I'identité de Jacobi

{fighyy ={f 9} h+g{f b}, (2.3.27)

et
Ot.gn 1f: 19,0} 3, =0, (2.3.28)

ot Of4 est la somme sur les permutations circulaires de f, g et h. En utilisant la définition
du crochet de Poisson, les équations (2.3.27) et (2.3.28) respectivement donnent
00 2n 2n
>t > LT (x) G = > > LT (2) 5 h+2t Zgale()—h)- (2.3.29)
k=0 ij= 10 ! k=0 ij=1 ij=1 I
et

Udahh), =
{PEtron) = S8 S A ek (1 () 22 42). eam)

k,l=0 i,j=1 p,v=1
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2.3. Déformations formelles

Par les propriétés de I’algébre de Poisson déformée, nous pouvons trouver les caractéristiques

: k
des matrices J§; (x) .
1) Si les matrices sont indépendantes de ’espace:

La propriété de I'antisymétrie de 1'algebre de Poisson est {f, g}, = —{g, f}, on a

00 2n
{f.g}, = Ot’“ > T () 2

k=0  ij=1 Oz;
0o 2n
= — 2" g2T5(2) 5t (2.3.31)

k=0  ij=1

Pour obtenir la propriété de la matrice q]]f”j (x), il faut changer I'indice ¢ par j

Xk 2 of ok 9 Xk R gk of
kZOt > @Jij(x)ﬁgj = =)t ) afivﬂij(w)ﬁj

- ij=1 k=0 ij=1

o Xk 9k of
R I A
k=0  ij=1

e’} 2n a
e -

k=0 =1 ox;

k dg
I (z) 22. (2.3.32)
La relation (2.3.32) implique que le tenseur J¥, (x) est anti-symétrique:

ij = —Jk pour tout les k =0,1,2,..n, J% (z) =0, (2.3.33)

i

donc nous pouvons s’assurer que la propriété (2.3.33) utilise I'identité de Jacobi (2.3.28),
pon {40, Y, = 0. (2.3.34)

En utilisant la définition du crochet de Poisson

00 2n
Of.g.h MZO LALEDY 1 [(0u1) 35 (D.8:9) T (1) + (D) T, (Dig) Ty (8,0;h)] = 0.
I - 27‘77“7”:
(2.3.35)

On trouve trois équations qui montrent I’antisymétrie de la matrice ij qui sont

S eSS (@) T (Budhg) I (05h) + (9u) 1Ly (0) I (0,059)] =0, (2.3.36)

k7l:0 ’L',j,,u,l/::l

et

> € S (@) I, (0,0.0) B (019) + (0,0) By (1) T (0,0,1)] =0, (2:3.37)

k‘,l:O i,j,p,ll:l
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2.3. Déformations formelles

et
kiotwi jjzé:l [(049) 3, (D,0:) I35 (95 f) + (0uf) 1L, (Di9) I35 (D,0;h)] =0, (2.3.38)
a Pordre p de t on peut écrire I'éq.(2.3.36) comme
ﬁ)tpéwizl [(0.f) I, (9,0:9) IL; (0;h) + (0,h) I0 % (0, ) IE; (0,0;9)] =0, (23.39)
avec les changements des indices (i — 4, i — v, v — j et j — p) on trouve
i,j,jiy:l (9:1) (9,0;9) (1) éo (—Jﬁ?j"“Jﬁy + Jﬁ;%ﬁ;) =0, (2.3.40)

I’équation (2.3.40) est la somme sur k qui vérifié 'antisymétrie

p
> (T BT = —IE, + TLT

k=0
_p—kk p—k Tk
Jii I + 307055

=I5k, + 10,00 (2.3.41)

La condition de Jacobi est vérifiée par 1’anti-symétrique de matrice de J*.

Donc p, est une déformation formelle (comme structure de Poisson) de p,

Nous pouvons aisément montrer 'identité de leibniz 1’éq (2.3.29) pour la déformation

formelle p, de .
2) Si les matrices dépendent de ’espace:

Pour obtenir la propriété de la matrice ij () dans ce cas, il faut utiliser I'identité de
Jacobi.

On obtient de I’équation (2.3.30)

0 2n  2n )
O pondf A0 R, = e 35 e S SE A0g ) (0 () o )

k,l=0 i,j=1 p,v=1
Sk S S (or) (9g on) i 03, ()
= Opon XY 8 (8) (22 1 () 22 — 0, (2.3.43)
k,l1=0 i,j=1 p,v=1

A Tordre p de t on peut écrire ’éq(2.3.43) comme

O gl oy =S S [(0.0)(0) O I (2.5%)

+(0,h) (0:f) (9;9) I, 7 (0,05) + (Dug) (0:h) (8, £) I, F (8.0F) . (2.3.44)
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2.3. Déformations formelles

Apres simplification, on obtient

Z > T (005) + X0, (9,08 + 70, (0.15,)] = 0. (2.3.45)

=01,7,p,v=1

On suppose k = 1, I'identité de Jacobi (2.3.28) est:

Of,g,h {f7 {97 h}t}t :Ox,y,z [{fﬁ {ga h}()}o +t {f7 {97 h}o}l +t {f7 {97 h}l}o
+t*{f, {9, h},},] - (2.3.46)

Si on considére des déformations infinitesimales, on a, a ’ordre 2

Ofgn 19,0} 1, =0. (2.3.47)

Le crochet de Poisson est définie dans la relation (2.3.25) donne

2n 2n
Ofgh 222 [JLE o <Jiz = %)} = 0. (2.3.48)

ki,
Pour tout f(z), g(x) et h(x), équation (2.3.48) induit 'équation de champs J}; :

&]]aﬁ(a:

aIt (x
1., (z) + T4, (2) Py gL () B g, (2.3.49)

De la méme maniére a ’ordre 1 on a

{f7 {97 h}o}l + {f7 {97 h}l}[) = 0 (2350)
On trouve I'équation différentielle de J},, () et Jp, :
B (@) 522 + 35, (@) Zl2 4 1, (@) 2 = 0. (2351)

Nous trouvons aussi les équations (2.3.49), (2.3.51) pour k& = 2,3, ...n. avec la méme procé-

dure de calcul que dans le cas précédent.

Exemple 2.3.1 Dans le premier cas le crochet de Poisson de longueur minimale a une

dimension est

{z,p} =1+ pp*. (2.3.52)

Nous savons que le crochet de Poisson déformé s’écrit comme la relation (2.3.24), alors

nous pouvons aussi conclure que les matrices J° et J* :

0 1 0 P
I = ( ) et J! = ( P > . (2.3.53)
-1 0 —p? 0
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2.3. Déformations formelles

On obtient de la relation (2.3.33) que la matrice Jj; (p) vérifie la régle de Leibniz et antisymétrie.
Ainsi que les matrices J }j (p) et J ?W vérifient les conditions précédentes de Jacobi (2.3.49),
(2.3.51).
Sip,a,f=1— Ji’lo =0etsipapf=2— Jééo = 0, donc il faut prendre les indices
u,a=1et =2, de larelation (2.3.49)

T, (z) ) 4 gt (2) Pl o, (2.3.54)
1, (2) @ 4 39, (o) a2 — g, (2.3.55)
Remarque 2.3.2 Nous remarquons dans cette derniére que Ji, (x) = —J3, (x), alors dans

ce cas la matrice qu’on a considérée vérifie les identités (2.3.49) et (2.8.51).

Exemple 2.3.2 Dans le deuziéme cas le crochet de Poisson de [’espace non-commutative

a deux dimension est
{Gi,p;} = 0ij. {a,q;} = Oei; et {pi,p;} = 0. (2.3.56)

De la méme maniére que dans I'exemple précédent, la matrice (J° + tJ* (z)) est donnée

par
0 6 10
-6 0 01
I+t = . t=0, (2.3.57)
-1 0 0
0 -1 0 0
O I . . .
avec JO = ; , ou (O, ) sont les matrices nulle et unité respectivement a deux

O

. . N , , . [ o2 O
dimensions, t le paramétre déformé comme 6 et la matrice J' = 4 ( ) avec oy est

une matrice de Pauli.

Conclusion 2.3.1 les déformations formelles dans les deux cas, longueur minimale & une
dimension et l’espace non-commutative o deux dimensions, vérifient les conditions de [’algébre

de Poisson.
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2.4. La mécanique classique et la mécanique quantique dans le cadre de la déformation

2.4 La mécanique classique et la mécanique quantique

dans le cadre de la déformation

2.4.1 Un bref rappel de la mécanique classique (MC) ordinaire:

La mécanique classique est gouvernée par les équations de Newton: Le mouvement d’une
particule de masse m € R strictement positive dans un ouvert U de R" est décrit par le
systeme d’équations différentielles d’ordre 2 suivant:
d2ZL’Z‘
m—-s
dt

=Fi (21, ...,xp), (2.4.1)

ot z := (x1,...,x,) désignent les n coordonnées de la particule et F' = (F},...,F,) : U — R"
est une application de classe C?, le "champ de force". S’il y a plusieurs particules de masses
strictement positives my, ..., my le systéme (2.4.1) se généralise de fagon évidente aux Nn
coordonnées, a savoir (x11, ..., Z,y), ou le champ de force est maintenant une application
RN 5 U — RY" de classe C? ot U est un ouvert de RV". L’exemple canonique est le
systéme solaire avec 10 particules, a savoir les neuf planétes et le soleil, ou U est égal a
R3° privé de tous les sous-espaces vectoriels décrivant toutes les situations ot deux positions
(dans R?) de deux particules distinctes coincident, et F' est le champ de force gravitationnelle
de Newton. Ce dernier est un exemple d'un champ conservateur, c’est-a-dire pour lequel il
existe une fonction (I’énergie potentielle) V' : U — R de classe C™ telle que F' soit donnée

par le gradient de V'

ov
F, = ~3 quel que soit 1 < i < n. (2.4.2)

(2

L’idée principale de la mécanique Hamiltonienne est la transformation du systéme d’ordre

2 (2.4.1) a n variables en un systéme d’ordre 1 a 2n variables

(q,p) == (ql, oG 1, ...,pn) = (xl, ...,xn,m%, ...,mdj—;) , (2.4.3)

en introduisant la fonction de Hamilton (somme de 1’énergie cinétique et de ’énergie poten-

tielle)

noo 2

H(q,p) =2 55 +V(a). (2.4.4)

i=1

Le systéme (2.4.1) se reécrit de fagon suivante (1 < i < n):

W= n= (g p) = Xy (q,p). (2.4.5)
b = 8V (q)=-2(q.p) = Xn, (¢,p). (2.4.6)
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2.4. La mécanique classique et la mécanique quantique dans le cadre de la déformation

On Xy = (XHq,XHp> — (XHXHXHXH) . U x R" — R2" g'appelle le
champ hamiltonien associé a la fonction H. Un tel champ peut étre associé & une fonction
arbitraire H : U — R. Il est évident que la fonction hamiltonienne H est une intégrale
premiére du systeéme (2.4.4), c’est-a~-dire H (¢ (t),p (t)) = H (¢(0),p(0)), ce qui correspond
bien & la conservation de ’énergie. On appelle I'espace C* (U,R) := {f : U - R | f C>}
I’ensemble des observables classiques. Les éléments (q,p) € U s’appellent les états (purs)

du systeéme [65].

2.4.2 Un bref rappel de la mécanique quantique (MQ) ordinaire:

Dans la mécanique quantique, le tableau classique des observables, des états et des lois de
mouvement est remplacé par des structures plus compliquées, selon la philosophie suivante:
d’apreés de Broglie toute particule (comme, par exemple, un électron) a toujours I’aspect
d’une onde, et il associe & son énergie E la formule de Planck F = hw ot w est la fréquence
de 'onde et N la constante de Planck, et & sa quantité de mouvement p le vecteur Ak ot
la longueur du vecteur k est donnée par 27 /A et A étant la longueur d’onde. Une particule

libre (pour laquelle I’énergie potentielle V' s’annule) est décrite par une onde plane

(t,q) =V (t,q) = exp (—iwt + ik.q), (2.4.7)
ou k.q := Z;;l k;q;. La fonction d’onde ¥ est évidemment une solution de I’équation
_ 500 _ K2 _r
ou A := Z?:1 g—; est opérateur de Laplace et p? := p - p. Schrodinger a généralisé cette
J

équation pour inclure des forces par son équation de Schrodinger
ih3Y (t,q) = —I= AV (t,q) + V () ¥ (t.) =: (HY) (t,0). (2.4.9)

ou l'opérateur différentiel H s’appelle opérateur hamiltonien du systéme par son analo-
gie évidente avec la fonction hamiltonienne H. Cette description de Schrodinger avait un
grand succes pour 'atome d’hydrogeéne pour lequel V' (q) = —a/ |q|, o étant une constante:
I’ensemble des valeurs propres de H correspondait exactement au spectre mesuré. Ici H est
considéré comme un opérateur auto-adjoint, défini sur un domaine dense D(f] ) dans I’espace
de Hilbert H := L? (R3,d3q). Les (classes des) fonctions d’onde dans H —4 un multiple com-

plexe prés— sont interprétées comme des états purs du systéme quantique, c’est-a-dire elles

donnent déja une description compléte du systéme. Le carré du module de W, |‘Il\2, est
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2.4. La mécanique classique et la mécanique quantique dans le cadre de la déformation

considéré comme une distribution de probabilité pour la position au cas ot la norme de ¥
vaut 1. Evidemment, la fonction d’onde pour la particule libre ne fait pas partie de H: vue
comme distribution tempérée (au sens de Laurent Schwartz) elle s’obtient par approxima-
tion avec des éléments de H, le dernier espace étant dense dans ’espace de distributions. En
général, comme déja dans la mécanique classique, on peut considérer d’autres observables

quantiques comme par exemple la position

Qr: ¥ — (¢ — a¥ (q))- (2.4.10)

Ou I'impulsion (qui est proportionelle & la vitesse pour les systémes non-relativistes)

P — hoy (2.4.11)

1 Oqp

En général tous les opérateurs auto-adjoints A définis sur un domaine de définition D(A) C
H dense (pour lesquels on a une bonne définition du spectre). Un espace d’observables
mathématiquement plus commode est B(H), 'espace de tous les opérateurs linéaires bornés:
‘H — 'H. Heisenberg observa que 'effet de dispersion d’une onde se traduit dans la fameuse
relation d’incertitude entre la position et I'impulsion. Il en déduisit que les seules valeurs
que 'on puisse mesurer dans une expérience sans aucune déviation sont les valeurs propres

(plus général: les valeurs spectrales) de 'opérateur hamiltonien [65].

2.4.3 La déformation formelle en MC

Dans le cas non déformé l'espace de phase d’un systéme mécanique est une variété de
Poisson M. La variété M est généralement symplectique et égale souvent a 7% X, ou X est
une autre variété appelée I'espace de configuration. La dynamique du systéme est définie
par son hamiltonien (ou la fonction de I’énergie) H € C'* (M). Si z; sont les coordonnées
sur M, les équations différentielles non déformées définissant le flux (équations Hamilton)

sont écrites sous forme
Lo (t) = {H,z}, (2.4.12)

ou t est le temps. Le principal probléme mathématique de la mécanique classique est de
trouver et étudier les solutions de ces équations. Les lois de la mécanique classique peuvent
étre formulées en décrivant un systéme & un instant donné par un ensemble de coordonnées
7 2 . 2 N 143 2, : 299
générales ¢; et leurs moments conjugués p;. Pour un systéme avec “n degrés de liberté”,
Les propriétés dynamiques du systéme mécanique sont spécifiées par ’énergie exprimée en

fonction des variables g; et p;. Cette fonction est appelée le hamiltonien et doit étre désignée
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2.4. La mécanique classique et la mécanique quantique dans le cadre de la déformation

par
H (p1sqis-Pns Gn) - (2.4.13)

Ou, en abrégé,
H (pis gi) (2.4.14)

ou les symboles p; et ¢; seront utilisés pour indiquer les deux ensembles complets de n
variables p; et ¢; respectivement. Une connaissance de la fonction H (p;, ¢;) est suffisant
pour donner les équations du mouvement (2.4.12), alors le réglage de base de la mécanique

classique hamiltonien dans le cas déformé, est donné par:

L (t)={H,x},. (2.4.15)

dt

On introduit une structure de I’espace de phase déformé a 'ordre t, le crochet de Poisson

de deux fonctions H et x = (g;, p;) sur espace de phase:
{H,z}, ={H, 2}, +t{H,z},. (2.4.16)

Les équations canoniques de Hamilton se réécrivent a 1’aide du crochet de Poisson déformé

sous la forme:

i = (30 4+ 3" (2)), 2 (2.4.17)

ij Oxj

avec 1 = (q1...-qn, p1.--, ) - C'est treés difficile d’obtenir des solutions aux équations Hamil-
toniens dans ce cas, parce que la matrice J' (z) n’est pas définie.
Les cas particuliers

a) La longueur minimale dans le cas classique:

De I'Eq.(2.4.17), ou 7 = (q,p) , nous pouvons écrire les équations hamiltoniennes de

longueur minimale & une dimension:

p=—(1+p8p*) 2. (2.4.19)

Dans le cas libre <7—( = 2’%) les équations du mouvement s’écrivent
p=0=p=cte; et = (1+ pp*) p/m = q = (1 + Bp°) £t. (2.4.20)

et avec l'oscillateur harmonique (H = % + mT“ﬁﬂ) ; les équations (2.4.18) et (2.4.19) cor-

respondent:
q=(1+8p*) p/met p=—(1+ Bp*) mw’q. (2.4.21)
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Puis nous pouvons trouver les équations de mouvement de p et ¢ :

. ;2 2
P— g +w’p (14 6p°)” = 0. (2.4.22)
0= — sl (2.4.23)

b) La géométrie non-commutative dans le cas classique
De I'Eq.(2.4.17), ou 27 = (q1, 2, p1,p2) , nous pouvons écrire les équations hamiltoni-

ennes dans le cas de ’espace non-commutatif & deux dimensions:

01 0 0 10 g—g
Lo _| 000 o | (2.4.24)
P -1 0 00 o
Do 0 —1 00 g—g

Dans le cas libre nous trouvons les mémes équations de mouvement que dans ’espace com-

mutatif (c’est-a-dire p; = py = cte, 1 = q@ = ) et avec le systéme de 'oscillateur
harmonique (H = 5; + mTwzcﬁ) , nous trouvons les équations de mouvements suivantes:
( q'lzeg—g—irg—g:mwQqu—i—%
b= 05, + oy =~ + 3 (2.4.25)
A
B e

2.4.4 La déformation formelle en MQ

Comme il est bien connu, lors du passage du mécanique classique & la mécanique quan-
tique, les crochets de Poisson sont remplacés par des commutateurs, et la déformation de
celle-ci implique une modification des relations d’incertitude d’Heinsenberg. Les relations
d’incertitude de modification ont été étudiées dans plusieurs articles voir [66]. Dans ce qui
suit, nous aurons recours a des méthodes introduites dans [2], afin d’étudier la déformation
spécifique induite par le modéle de déformation formelle. Les relations de commutation

entre les opérateurs de position et les opérateurs d’impulsion:

A~
I

ol fij, gij et iLZ‘j sont des fonctions positives de la position et I'impulsion. Les relations

d’incertitude qui découle de (2.4.26) sont
e

)> , (2.4.27)

=)

s >3 ([} -

N
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ou ( ) désigne les valeurs des expectation.
C’est tres difficile d’introduire le lien entre les opérateurs (El,ﬁl) et les opérateurs aux-

iliaires (&;, p;) qui vérifient les relations des commutations ordinaires dans ce cas général
T = T (i, 0i) - (2.4.28)
D = D (%i i) (2.4.29)

Par la suite nous pouvons prendre ces deux cas spéciaux.

Les cas particuliers

a) Longueur minimale:

Dans le travail de Kempf [2], la relation de commutation entre la position et I'impulsion
a une dimension s’écrit
[%, 5} — il (14 8%, (2.4.30)
et la relation d’incertitude correspondante est

AZAp = L1+ B (M) + B (B)?]. (2.4.31)

Pour un (A7) fixe, I'intégalité (2.4.31) est satisfaite dans 'intervalle: [Ap_, Ap.]|, tel que:

Apy = 2% + \/@—g) ~ 1) (2.4.32)

La valeur minimale (AZ)_.
(AD) ((B) = BBy 1+ 8(p)°. (2.4.33)
— hy/f correspond a (p) = 0. (2.4.34)

Les opérateurs (j, ]3) peuvent étre considérés comme des fonctions des anciens opérateurs
T et p, satisfaisant la relation de commutation canonique: [Z,p| = ih. Alors on peut trouver

une représentation de T et 5 qui vérifie la relation de commutation modifiée (2.4.30) , s’écrit

F=ih(1+8p") G, P=p eti=2. (2.4.35)

Dans ’espace des impulsions, nous pouvons définir les opérateurs de position et d’impulsion
T et p agissent sur les fonctions W (p) définis sur un espace impulsion paramétré par p,

comme

P (p) =p¥(p), 2V (p)=ih(1+Bp) LU (p). (2.4.36)
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La condition la plus importante que doit satisfaire la représentation (2.4.30), est la préser-
vation de la symétrie des operateurs T et }5\, pour que leurs valeurs propres soient réelles. Du
moment que 5 n’est pas modifié, alors sa symétrie est évidente; il n’en est pas le cas pour

I’opérateur 7. En effet, la condition de symétrie s’écrit [2]:

<<x1/|§) ) = (U] (§|<1>>) . (2.4.37)

Le produit scalaire doit étre défini comme

(T | @) :/_ h S50 (p) @ (p) - (2.4.38)

la modification de ce produit implique une nouvelle relation de fermeture, qui s’écrit comme

[ i=1 (2439

o0

En insérant cette derniere relation dans le produit scalaire de deux vecteurs propres de

I’opérateur impulsion, on obtient:
lr)=Q0+8p")o(p—1), (2.4.40)
et donne également

(p|p) =0 ( arctan \/Bp — \F arctan \/_p> (2.4.41)

Dans ce cas ’équation de Schrodinger pour la particule de 1'oscillateur harmonique dans la

réprésentation de 'espace d’impulsion & une dimension, s’écrit comme

= (L +m5) = [;’—m + 2 (i (1+ Bp?) %ﬂ , (2.4.42)
Les solutions exactes sont définies dans [21]:
E, = hw [(n—i—%) 1t (Bme)® 4 (n? 4n 4+ 1) (ﬁﬁ%)} (2.4.43)
Aussi, les fonctions propres normalisées des états liés peuvent étre facilement déduites

A
— ]2 1(>\+n)n'\f A V/Bp
\I[n (p) o \/TI'F(2)\+TL)[F )\)]_ |:\/1+5P :| Cn ( /1+Bp2) ? (2'4'44)

avec C? sont des polynomes de Gegenbauer.

b) L’espace non-commutatif:
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La mécanique quantique non-commutative est formée de la méme maniére que la mé-
canique ordinaire avec des variables dynamiques Z; et p; représentées par des opérateurs

dans un espace de Hilbert et vérifient les relations de commutation suivantes:
[Ei,}%j} = isy;, [EEJ] = i, [ﬁi,ﬁj} —0, etij=0,1,2, (2.4.45)

ou;; = eiijk est un parametre constant qui décrit la non-commutativité de I'espace, il est

réel, anti-symétrique et a la dimension (longueur)?.

La quantification de Weyl et produit de Moyal

La quantification de Weyl [67] consiste a faire une correspondance biunivoque entre 1’algebre
des fonctions f(z) définies sur deux dimensions et I’algébre des opérateurs. On définit le
symbole de Weyl par:

W(f) = f =g | @ke®™™ f(k), (2.4.46)

et f(k) est la transformation de Fourier de f(z):

f(k) = ﬁ [ d?ze™* " f(z). (2.4.47)

La multiplication des deux opérateurs W (f) et W (g) obtenue a partir de Eq.(2.4.46) donne

un autre opérateur W (f x g):

A

W(f)eW(g)=feg=W(f*g), (2.4.48)

avec f*g € (A, *), une fonction classique qui est bien définie, comme indiqué dans le suivant.

En substituant Eq.(2.4.46) dans Eq.(2.4.48) nous obtenons:

W(fx*g)=W(f)eW(g) = (271”2 fdedzpeik“j“eip”iyf(k)g(p). (2.4.49)

Dans le cas de non-commutativité canonique donnée par Eq.(2.4.45), le produit des deux
exponentielles dans la formule ci-dessus donne une exponentielle d'une combinaison linéaire

de la z,, apres ’application de la formule de Baker-Campbell-Hausdorft

cApB — €A+B+%[A,B]+$([A,[A,B]]+[[A,B],B]+.A.)’ (2.4.50)

et considérant la relation commutateur [[Z#,7"],7”] = 0 permet ainsi tous les termes, y

compris plus d’'un commutateur de Eq.(2.4.50) disparus:

ik P i, @V i FU_ 4 22
€Zk“w e :ez(k,,+pl,)z 2kup0 . (2451)
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2.4. La mécanique classique et la mécanique quantique dans le cadre de la déformation

Nous obtenons f g en comparant Eq.(2.4.49) avec Eq.(2.4.46) et en remplagant ’opérateur

Z, par la coordonnée w,:

(f % 9) = hya [ dkdpe )T =3bun 0" f(1) g (p). (2.4.52)

Ainsi, le Moyal-Weyl x-produit est défini par:

f(x) x g(x) = exp [50"0,,0,,] [(2)9(y).-,. (2.4.53)

avec 0., est l'opérateur partiel dérivé. Montrons que le produit star induit par la non-
commutativité et est remplacé par le produit d’habitude, plus une correction non locale

dans la fonction scalaire f(z).

Décalage de Bopp

En effet, il est facile de montrer que:
f@)rg@) =1 @) gla)+ X (5) Oy Dy f (2) 051G
Oyy 0y, 9 (T) . (2.4.54)

Maintenant, nous remplagons 9;, par ip;, = (%ijk et introduire P;, = 0"*’*p;, . Nous prenons

la transformée de Fourier f (z), alors
Oy Ou f (@) PPy g () =1i" [ d®ke™™ f (k) (kP)"g (z). (2.4.55)
En sommant sur n dans (2.4.54), nous obtenons:

fz)xg (@) = [ Pke®e3PEf (k) g (x). (2.4.56)

Maintenant, en utilisant [p;, z,;] = —id;;, nous obtenons:

f@)xg@) =f(z—-%).g(). (2.4.57)

Ce résultat (2.4.57) est un point de passage du cas non-commutatif au cas commutatif,
(c’est-a-dire, le x-produit peut étre transformé en un produit ordinaire en décalant & par
P
Dans ce cas I'équation de Schrodinger correspondante a l'oscillateur harmonique dans

I’espace non-commutatif & deux dimensions est:

2

2 5? mw? 2 133 mw 2 P2
H=<%+ ; $¢>=[—+T(ﬂ?i—5)]- (2.4.58)

2m
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2.4. La mécanique classique et la mécanique quantique dans le cadre de la déformation

Selon [69], le systéme physique décrit par (2.4.58) est équivalent a 1'oscillateur harmonique

habituel décrit par I’'Hamiltonienne:
A= g (1222 (2 4 37) + 8 (22 4 47) + 252 (yp, — ap,). (2.4.59)

Ainsi & propos du probléme de valeur propre HW (p) = EV¥ (p). Les solutions exactes [70]

sont
Eéi)’ny’g = hwi/1 + m22292 (nx +ny, + 1) _ m;%mé’ n=0,1,2,..., my=0,£1,£2, ....
(2.4.60)
avec n, +n, = 2n, + my, et la fonction d’onde:
Qg (1,0) = =Ry €™, (2.4.61)

dans laquelle R, ,,, est la fonction d’onde radiale

1/2
R _ 2 mw ng! ex _ mw ,',,2
Tor, 1T \/_ L /1+m2z292 (npr+|mg)! P o /1+m2"f€2
[mel/2
mw 2 my mw 2
X (—h Tm%f‘ﬂr ) Ly (—h Tm%f‘ﬁr ) ) (2.4.62)

En conclusion, nous avons présenté, dans ce chapitre, les définitions nécessaires de la struc-
ture algébrique de déformation formelle. Puis, selon les conditions de déformation formelle
nous avons essayé d’étudier explicitement un exemple de la généralisation de la variété de
Poisson a l'ordre de la déformation (t) dans I’Eq.(2.4.16). Mais, pour appliquer ce dernier
exemple sur les systémes de mécanique classique et mécanique quantique, nous trouvons
quelques difficultés de calcul (c.-a-d. la matrice J' (z) n’est pas définie). C’est pour ¢a, nous
avons suggeéré les cas particuliers de cette déformation, comme; longueur minimale (GUP)

et la géométrie NC sur 'espace.
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3

Formalisme de Feynman dans le cadre

de la théorie de la déformation

3.1 Introduction

L’idée principale de l'intégrale de chemin existe depuis 1920 grace aux travaux de Norbert
Wiener, qui a résolu les problémes de la théorie de la diffusion et du mouvement brownien,
aussi dans ces articles [71], on démontre la connexion importante entre 1’analyse mathéma-
tique classique et I'analyse fonctionnelle. En 1933, Dirac a fait I’observation que ’action
joue un role central dans la mécanique classique (qu'il considérait comme la formulation
lagrangienne de la mécanique classique étre plus fondamentale que 1'Hamilton), mais qui
semblait ne pas avoir de role important dans la mécanique quantique comme on 'appelait a
I’époque. 1l a spéculé sur la fagon dont cette situation pourrait étre rectifiée, et il est arrivé
a la conclusion que (en langue plus moderne) le propagateur de la mécanique quantique
"correspond a" exp(iSr/h), ou St est action classique évaluée le long du chemin classique,
c-a-d. Sp = [ L(%,x,t)dt, ou L (%X,X,t) est le Lagrangien de la particule.

En 1948, Feynman a développé la suggestion de Dirac, et a réussi a dériver une troisieme
formulation de la mécanique quantique, basée sur le fait que le propagateur peut étre écrit
comme une somme sur tous les chemins possibles, (non seulement le classique) entre les
points initiaux et finaux. Chaque chemin contribue exp(iS/h) dans le propagateur. Ainsi,
alors que Dirac I’a considéré comme le seul chemin classique, Feynman a montré que tous les
chemins contribuent: en un sens, la particule quantique prend tous les chemins, et le role des
amplitudes pour chaque chemin est d’ajouter en fonction de la régle habituelle mécanique

quantique pour combiner les amplitudes.
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3.2. Construction des propagateurs

L’interprétation de 'attention des chercheurs physiciens et mathématiciens de cette ap-
proche, dont de nombreux travaux ont été commencés par Feynman [72]. En plus du travail
de Feynman, elle a été illustrée par la résolution d’'une fagon particuliérement élégante de
plusieurs problémes importants de la mécanique quantique non-relativiste dans divers sys-
témes de coordonnées. A aussi été l'expansion de l'utilisation méme dans la mécanique
quantique relativiste. Mais la grande difficulté a été trouvée dans les systémes ot la partic-
ule dépend du spin, c’est a dire: le formalisme d’intégrale de chemin posé sur les trajectoires
classique, mais la nature de spin est discréte. En conséquence, de nombreux modeéles ont
été proposeés, a savoir le modele classique de 1'électron [73]. Parmi les plusieurs applications
de cette destination [74,75,76,77,78,79,80,81,82,83,84]. Cependant; 1’émergence de la
géométrie non-commutative basée sur le principe d’incertitude généralisée, comme c’était
la chance de certains chercheurs qui 'ont traités en utilisant le formalisme de l'intégrale
de chemin; par exemple [41,43,44,45,46,47]. Comme nous allons étre chanceux dans cette
these qui va répondre a certains des systémes physiques relativistes dans le cadre de la

géométrie non-commutative.

3.2 Construction des propagateurs

L’objectif de cette section, nous allons étudier les propagateurs et leurs corrections quan-
tiques via la technique standard de Feynman ou Kleinert, pour le systéme non-relativiste
dans le contexte de la mécanique quantique non déformée et déformée au a—point de dis-
crétisation, ou nous considérons deux cas déformés; le cas de la géométrie non-commutative

et le cas de la distance minimale.

3.2.1 Cas de I’espace ordinaire

A une dimension, nous considérons l’expression du propagateur de la mécanique quantique

(MQ) non-relativiste ordinaire & la forme intégrale de chemin discontinue.

N+1

, N
Ky = Ay [exp {% 2_:1 Sn} ]:[1 dzp, (3.2.1)
avec Ay = (« / #)NH, et 'action discrétisé dans intervalle [n — 1,n], prenant la forme

Sp =2 (20 — 20-1) — €V (z) - (3.2.2)
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3.2. Construction des propagateurs

Selon la méthode standard de Feynman [85], nous allons appliquer la méthode de

transformation du spatio-temporel 2" = f (q](a)) au a—point de discrétisation défini comme:

Z) =z, + (1 —a) z,_1. (3.2.3)
Deux termes de corrections quantiques sont apparus (Cye, Cpes) - Commengons tout d’abord

par le calcul de la correction sur I'action C,. En développant Az, au a-point de discréti-

sation, nous aurons:

o o _a o 7)1y
Azy = Aguf (1 LU LT g, M%A%ﬁ) ) (3.24)

n n

()

N . . . , e, pla) - . )2 :
ou la prime indique les dérivés f; * par rapport a ¢; *, puis nous trouvons le terme d’énergie

cinétique dans ’action:

Bz
4z
A ( ffj“)’)Q (1 4 (1—2a) L b " Ay + | G202 (J;(()))z 4 (1) J;(()) Aqi) . (3.2.5)
Le terme de I’énergie potentielle prend la forme simple:
eV(z) = V(@) + O(?) = eV (qi"). (3.2.6)

En addition, nous remarquons que la transformation z = f(¢) a rendu 'intégrale de chemin
N X ) ()
assez compliqué, ol le paramétre de masse est transformé en mf,” . Pour cela, nous allons

appliquer aussi la transformation sur le temps afin de dépasser cette difficulté:

€= Unfl <Qn) f/ (anl) ) (3'2'7)

ol 0, = S, — Sp—1. Le développement f"(q,) et f'(¢,—1) au a-point de discrétisation a

I’ordre deux de Ag,, nous trouvons:
(), 2 ‘( @)y (lfa)2+a2 }F(O‘)/// }F(O‘)// 2 2
e =o, <fn ) 14 (1—2a)? f(a) Ag, + | —5— T, T (1—a) Fon Ag, | -

A partir de deux expressions (3.2.5) et (3.2.8), nous pouvons déduire la correction quantique

sur l'action:

avec
2
i m 4 2 f_(a)” 2f("“)///
Cact = $52-Aq,, | (—160% + 16a — 3) o)~ | (3.2.10)
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3.2. Construction des propagateurs

Passons maintenant au calcul de la deuxiéme correction de C,,.s, nous avons:

N N+1 N ,
An I dzn = ( 2;;;6) T1 danf’ (an). (3.2.11)
n=1 n=1
Cela peut étre réalisé en réécrivant:
Ay 1T doy = 1S N2 T () ) ) d 3.2.12
N 1:[1 Zn = [f (%)f <Qa>} 1:[1 ihe H dn.- ( L. )

Nous développons [ (g,) et f(g,—1) jusqu’au deuxiéme ordre de Ag, comme suit:

(@) £ (ga-1))? =
—(a 7" (@) 1y 7)), 2
fqi )1 (1 + (1=2a) Qa) ‘;Tza), Aqn + ((1 azl +a? J;(&)l . a(lz—oé) (?EO%) Aqi . (3213)

A partir des expressions (3.2.12), (3.2.13) et (3.2.8) nous pouvons déduire Cles,

N N+1 N
AN nl;Il dZ” - H <\/ M) (1 + Cmes) 1;[1 dqn7 (3214)

n=1

A la forme

a),, 2
Cmes - (1fza)2 <?(a),) qu (3215)

J

Pour calculer la correction quantique totale C7 , nous pouvons utiliser I’expression suivante
((Ag)™) = (2=)" (2n — 1)1, (3.2.16)

on en résulte
<(Aq)2> = (22),((A > = (’h") l=-3 (%’)2 (3.2.17)

En combinant tous ces résultats, nous arrivons a:

Cr = Vs

22 #Ha) 2 7o)y
= —0, i [(11 280 + 28v) (7(1),) - f(T)] : (3.2.18)

n

On note, quand nous avons utilisé le formalisme standard de Feynman [85] au a-point de
discrétisation, nous avons obtenu le propagateur de la mécanique non-relativiste usuelle

dépendante de o. Un seul cas de a qui donne le méme resultat de la méthode d’équation,

in2 3 #(a@) "
Verr = 0nfn [5 (J;’fbw,) J}(m] : (3.2.19)

c’est quand le o = 1/2.
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3.2. Construction des propagateurs

3.2.2 Cas de I’espace non-commutatif (NC)

Dans cette section, nous allons utiliser le formalisme de I'intégrale du chemin pour constru-
ire la fonction de propagation (un symbole de 'opérateur d’évolution) dans la mécanique
quantique (MQ) non-relativiste sur un espace non-commutatif, qui réalise ’algebre de com-
mutations suivante:

[%i,@} — sy, [EEJ] — 0, [ﬁi,ﬁj} —0, etij=012 (3.2.20)
En conventionnel de la M@ non-relativiste, nous allons construire une représentation de
I'intégrale du chemin pour les éléments de la matrice de l'opérateur d’évolution U (t,t)
(dans une représentation de coordonnées). Dans la MQ prise en considération, nous avons
aussi commencé par le méme opérateur. Il obéit a ’équation de Schrodinger et pour le H
indépendant du temps (que nous considérons pour plus de simplicité dans ce qui suit) a la
forme:

U(t't) = exp [—% (¢ — t)] . (3.2.21)
Puis ce que les opérateurs de coordonnés %, ne commutent pas, ils ne possédent pas un
ensemble commun complet de vecteurs propre. Pour cette raison, il n’ya pas de représen-
tation de T—coordonnées et on ne peut pas parler des éléments de matrice de 'opérateur
d’évolution dans une telle représentation. Par conséquent, on ne peut pas définir une am-
plitude de probabilité d’une transition entre deux points dans ’espace de position.
Néanmoins, on peut envisager d’autres types d’éléments de matrice de I’'opérateur d’évolution

qui sont des amplitudes de probabilité et qui peuvent étre représentées via trois types de
la représentation d’intégrales de chemin, & savoir; les espaces des moments |p) , les espaces
usuels des coordonnés |z) et les espaces mixtes entre les coordonnées et les impulsions |z, p,)
ou |7, p) , qui forment des ensembles complet de vecteurs propres. Dans ce cas, nous allons

choisir les opérateurs de z; [38] définis par:
o= 1+ %, [3,47] = 0, [#, ;] = ik
iry = 2tlz), (z|2)y=0" (-2, [|z)(z|dz=1. (3.2.22)
Dans ce type d’éléments, nous dérivons une représentation intégrale de chemin pour la
fonction d’évolution G. Comme d’habitude, nous divisons l'intervalle de temps T' = t;, — ¢,
dans N + 1 parties égales t = T/ (N + 1) au moyen des points t,, n = 1,..., N tel que

t, = t, + nAt. En utilisant la propriété du groupe de l'opérateur d’évolution et de la

relation de fermeture (voir (3.2.22)) pour I’ensemble |z;), on peut écrire

GY = lim of dxy...dx, Nﬁl <xn exp (—%Ifl (t, — tn,1)> ) Xn,1> , (3.2.23)

N—oo * n=1
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3.2. Construction des propagateurs

et en utilisant la relation de fermeture pour les vecteurs propres de moment |p), on peut
calculer la représentation Hamiltonienne de I'intégrale de chemins pour le propagateur G,
a partir de (3.2.23),

, N+1 SN 02 .
GY (Xps th; Xay ta) = [ H dx]f o ﬁ)2 exp Zl [pnAxn —c <ﬁ +V <a: — 2hm))]
(3.2.24)
Comme il est bien apparent, a partir de cette expression il y a peu de cas ou on peut

le résoudre exactement; a savoir, le cas d'un potentiel linéaire (V(z) = gz) et le cas d'un

mw2

5 x2> . Dans le cas de l'oscillateur harmonique, ils ont

potentiel harmonique (V(x) =

trouvés la forme Hamiltonienne de l'intégrale de chemins pour le propagateur G% comme

suivant:

N N1
Gy (xb, v X ta) = [ T] dxa [ 11 5552
n=1 n=1
iN—i—l (e)(ww))2 9 gy
Xexps i >, |PnldX, —¢ | gotey + 5 X: — W€V TpiPnj , (3.2.25)
n=1
avec

/ 2

4ﬁ2

On peut 'intégrer sur les variables de I'impulsion car elle est d'une forme quadratique, nous

arrivons a la forme lagrangienne:

0 N+1 m(®) 2 0) — tj m@w? 2
GY (Xp, ty; Xa, ta) =N [ H dxn,expqt >, [T (Ax,)" + mVwe 1 Ary; — ™54 xn] :
n:l
(3.2.27)
ou
N+41 dp 7e N+1 o2 N+1 )
N = f nl;[ (2rh)? exXp <FL n;1 m) = nl;[1 W' (3.2.28)

Ce propagateur est le méme propagateur de particule non-relativiste dans un champ magné-
tique constant, et nous allons utiliser les coordonnées polaires, pour obtenir la forme finale
de ce propagateur.
Gi (Xb7 th; Xa, a) Z ZO (I)nmmz (pb7 @b) ®:Lr,mg (pa7 QOQ) exp ( ; ET(LT)WL[T) ) (3229)
=0 n,=

et le spectre de I’énergie est

E1(19)n é_hw\/l-f‘mw (2nr+me+1) mL;QG n:07172a'~7 m€207i17i27"”
x5y,

(3.2.30)

ainsi que la fonction d’onde correspondante

Dy (1,0) = =Ry ™, (3.2.31)
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dans laquelle R,,, ,,,, est la fonction d’onde radiale

1/2
! 2
R — rl2 mw Lex _Lr
nemg = VT /13m0 \ G tlmet P o f14 m22E

[mel/2
2 m mw 2
w | mw o _mw ) 9.
(h /1+7n2(2292 r ) Lnr 7 /1_,’_7”2(2292 r (3 2 32)
La méme remarque que I’espace ordinaire pour « point de discrétisation qui vérifie I’équation

(v =1/2).

3.2.3 Cas de la distance minimale (LM)

Dans ce cas, nous allons construire le formalisme d’intégrale du chemin de ’amplitude de
transition dans la représentation des impulsions, pour les systémes quantiques indépendants

du temps avec l'incertitude minimale de position non nulle. Suivant les étapes bien connues,

nous avons
' N+1 o
G2 (Pt P ta) = (o |U (5, ta)] pa) = lim <pb 1 exp | e (to, tn )] pa>. (3.2.33)
-0 n=1

Out, —t, 1= t]b\,ff, Insérant la relation de fermeture pour les états impulsion donnée par

I’Eq. (2.4.39) entre chaque paire d’opérateurs évolution infinitésimales et comme nous allons
utiliser le produit scalaire de vecteurs propres qui nous avons définis dans relation (2.4.40)
contrairement au travail de Nouicer [41], qui utilise la relation (2.4.41). Il y a peu de cas

ot on peut le résoudre exactement; a savoir, le cas d’un potentiel linéaire (V(z) = gz) et le

cas d’un potentiel harmonique (V(IE) = ’%ﬂaﬁ) . Dans le cas de 'oscillateur harmonique,

ils ont trouvés la forme Hamiltonienne de I'intégrale de chemin pour le propagateur G,:

N b NEL )  N+1 )
Gy (ot Pasty) = lim l:[lf w11 | 5 (1+ Bpy) exp {% > [anpn — e
mw? 2 .
e (14 Bp2)* g — 6infp,an (1+ Bp2) — 2026 (1+36p2) )] (3.2.34)

La forme de 'expression (3.2.34) fait apparaitre que I'intégrale de chemin sur les variables

¢n est gaussienne, donc le résultat est simplement écrit par:

N N+1 1
G2 (py, ty, Pas ta) = lim A
p (P fo, P Ta) N—oop2y (1 ‘f‘ﬁpi) nl;ll V2mihmw?e
=cl,
 N+1 2 ) 2
i (App) 3ihBpn App o Ww2h2pB 2
XD\ i 2 | g oy TRy S € (F2H30p)| 0o (3235)

—cT

act

—_T
,Cf
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3.2. Construction des propagateurs

Apn)? .
, W représente le terme de

I’action cinétique ou il est évident que la «masse» est dépendante de 'impulsion p. C’est

Dans l'expression de l'intégrale de chemin ci-dessus

I'intégrale de chemin correct pour la représentation du propagateur de l'oscillateur har-
monique a une dimension dans ce cadre déformé. Afin de convertir cette expression a la
forme habituelle de I'intégrale du chemin de Feynman, nous allons utiliser la méthode de

transformation au a-point de discrétisation est défini comme:
P’ = ap, + (1 —a)p_1. (3.2.36)

Selon la méthode [86], nous pouvons montrer qu’il y a trois corrections dans I’expression
(3.2.35):

. a ., N ] .
- la premiere est liée a ’action Cact,

s N 1
- la deuxiéme est liée a la mesure C’T(n),

- et la troisiéme est liée au facteur C’f.

Nous développons ’exponentielle 2mw§§(ﬁ"ﬁ;p% 7 au a—point de discrétisation, nous trou-
vons
exp [% Aij (%)] = exp [% ]\irll (W) (1 + Céii) , (3.2.37)
j= Jj=
avec la fonction f, £ est donnée par
£ = m- (3.2.38)

On trouve

1 i (a) o —T(la)// 2 —7(La)m o 2 4
C‘ECZ = 2hmwie 2 (]' - OZ) ‘(&)’ (f( )/) ( )3 + (1 - a)z [(W) + f—7(1_a)/:| (f7(l ),) (Apn) :|
_ 1 4 (1 . 04)2 Fle 2 (f_(a)/)4 (A )6 <3 9 39)
2(2hmw?e)? ]?7(;)‘)/ n Pn) 2.

est la premiére correction de ’action lorsque nous avons écrit ’acte en termes de a-point.

Le terme dans la mesure induit aussi une correction a a-point de discrétisation.

()
o = (1 cMy, (3.2.40)

ol Or(r})
( )///

)y,
C’V(T:ll) - (1 - a> ];Zza)/ Apn 2 ) ]::'L(Q‘)/

Ap?, (3.2.41)
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3.2. Construction des propagateurs

est la premiére correction de la mesure.

Aussi la troisiéme correction C? qui est donnée par :

exp (g ) =1+ OF

()1t 2 2 3 —”(Za)/// —T(La)// 2 2
— 143 (_(a),>Apn -(f(a),) (Apa)’ + 3 (1-a) (L5 —(f(—)) (Apn)®. (3.2.42)

Selon la méthode [86]. Apportons le terme cinétique a la forme conventionelle en utilisant

la transformation des impulsions p,, = g(k,,), qui génére deux corrections:
- la premiere est liée a ’action C(g
- et la seconde est liée & la mesure C’,(ﬁ)
Le a-point expansion de Ap,, est écrit par 'indice (n)

as (@),

o o (), —a)?
8= g(h) = o) = Mgy (1+ UG AR, + Gosfleet

) (3.2.43)

Le choix de g est arbitraire, nous imposons la condition suivante

9 _ <3_f> - (3.2.44)

ok dp
cette condition(3.2.44) rend la transformation g(k) = tali‘ffk , par la suite, nous développons
I’exponentielle avec le terme cinétique
N1 2 2
i Apn N 2)
ool 8 ()| o2} ot e
ou
2 i 3 (@2 [ 7)) 2
Of(lcz = {2mw2€ [<1 - 20&) !::7?04)/ (gn /) (fn ,> Aki
2
—20)2 [ g —alP1a® g | (@2 (@)
+ (1 i ) <‘Zza),> + (1 ;-l— ggngba),] (fn l) (gn /) Aki

(1-20)2 [ g 2Nt () 6
e (37) (R7) Ak + .o (3.2.46)
Est la 2¢ correction de I’action, quand on introduit le changement de variable.

La mesure induit également une correction

N+1 N+1

0 [n =T [aap) =T [7acam). (3.2.47)
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3.2. Construction des propagateurs

ou J est le Jacobien de la transformation

3A o
ou ng)
(@), . 39( Y
CfY = (1= 20) B Ak, 4 S B AR, (3.2.49)
gn ! gn !

est la 2¢ correction de la mesure.

En combinant ces corrections, on obtient la correction totale Cyp
1+ Cr= (1400 (1+62) 1+ ) (1+ @) (1+ ). (3.2.50)
Les termes de correction sont évalués perturbativement a ’aide des valeurs moyennes
<<Ak;)2f> = (ihmw?)" (20 — 1)1, (3.2.51)
Nous allons obtenir la valeur de correction C7 dépendante de «, est définie par:
(14 C") =1+ ihmw’e {(2042 —a—1)8+ (2a —a+ ) B tan? \/ Bk, ] (3.2.52)

Nous notons que, la correction totale dépendante de valeur a. Dans une autre part, grace
au travail précédent [21] qui utilise la méthode des équations, ses résultats sont équivalents a
notre travail, sauf dans les cas &« = 0 et & = 1/2 qui représentent respectivement la pré-point

et & mi-point. Donc, a ces points (o = 0, 1/2) le potentiel effectif prend la forme suivante
3
Vepr = mw’h?f [—1 + 3 tan? \/Bk} : (3.2.53)

L’expression (3.2.35) se transforme,

; N+1

i N N+1 1 2 tanz(\/Bkn)
B _ H H R v Z (Akn)”
GP (kb? ka) - ]\}LH;O ol f dky, oy V2mihmw?e eXp { h ‘= |:2mw25 € 2mp ! (3254)

n—=

Cette expression est exactement la représentation intégrale de chemin de I'amplitude de
transition d’une particule ponctuelle, se déplagant dans le potentiel symétrique Poschl-Teller
(voir I'appendice B)

N +
K (ko ko) = i TT [ dk TT 75

N+l
expq i Y0 [k e8P\ () — 1) tan? (/B 3.2.55
X h 2mw?e 2

n=1
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3.3. Etude statistique via le formalisme intégrale de chemin dans la théorie déformée

. La solution de cette intégrale de chemin est donnée dans

avec A = % <1+ 1+ (maw)

Ref, [85] et aussi dans 'appendice (B):

- 92 LA+n)n!vB i BhPmw? (ty—ta) 2
Gg(k‘b,ka)—zomexp[ +(TL +2(n+1))\)}

cos” (ﬂkb> cos <\/Bka) cA (sm (\/_k;b>> <s1n <\/_kb>> (3.2.56)

Nous obtenons finalement la décomposition spectrale de 'amplitude de transition pour
I'oscillateur harmonique & une dimension avec I'incertitude de position minimum différente

de zéro
G2 Dy, t; Pas ta) = Z_jollfn (pp) U (py) e Enltv—ta) (3.2.57)

Le spectre d’énergie est obtenu a partir des poles de la fonction de Green (3.2.57) est donné
par la relation suivante:

E, = Bh2;nw2 (n2 49 (n + 1) )\) ) (3.2.58)

En utilisant ’expression de A, on trouve
2
E, = hw [(n—i—%) 1+ (229" + (n® +n+ 1) (B’W)} (3.2.59)
Aussi, les fonctions propres normalisées des états liés peuvent étre facilement déduites

A
_ 22 1(AJrn)n'xf A VBp
v, (p) = \/WF(Q/\—i—n)[F N2 |:\/1+BP } C, ( /—1+6p2) . (3.2.60)

On remarque que les équations (3.2.59) et (3.2.60) coincident exactement avec ceux obtenus

dans les [21]. Aussi nous pouvons vérifier ces résultats lorsque 5 — 0 et on obtient I’énergie
et fonction d’onde dans la représentation de ’espace impulsion de 'oscillateur harmonique
usuel & une dimension

E, = hw(n+1). (3.2.61)

—0

et

1

\Iln (p) ,Bi[) |:2"7L!ﬁ

1/2 2
" ) e st (i) (32,62

3.3 Etude statistique via le formalisme intégrale de

chemin dans la théorie déformée

Nous étudierons dans cette section, la fonction de partition quantique via le formalisme inté-
grale de chemin, pour le systéme non-relativiste dans le contexte de la mécanique quantique

non déformée et déformeée.
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3.3. Etude statistique via le formalisme intégrale de chemin dans la théorie déformée

3.3.1 Cas de ’espace ordinaire

Comme on le sait, le calcul des éléments de matrice de 'opérateur statistique a I’exemple
le plus simple, ou la forme standard de I’hamiltonien H = % + V (%), avec & et p sont
respectivement les opérateurs de position et d’impulsion dans ’espace ordinaire.

En supposant que cette particule est en équilibre thermodynamique avec un réservoir

d’énergie de température Tz, sa fonction de partition canonique est définie par:
Z = Trexp (—ﬁl/kBT) : (3.3.1)

ou Tr désigne une trace habituellement exprimée dans la base des états propres de 'Hamiltonien

A

H.
La fonction de partition quantique (3.3.1) a une représentation sous forme d’intégrale
de chemin qui se déduit immédiatement de la représentation des éléments de matrice de

Iopérateur statistique e~H/ksT  Eq effet
Z(B) = Tre ™ = TaU (ihB3,0) = [ doydzad (z — 24) (2 |U (RB,0)| 2,) . (3.3.2)

Pour évaluer cette fonction de partition, nous allons découper le parametre (1/kgT’) en

(N + 1) intervalles identiques et infiniment petits: (kE%T =(N+1) 6) . Puisque I'opérateur

A

H commute avec lui-méme, on peut introduire N fois la relation de fermeture en une
représentation coordonnée entre chaque opérateur exp <—5H ) , on obtient ’expression suiv-

ante de la fonction de partition:

N4l
Z={ ]:[1 dz,, <xn

exp (—€ﬁ> ‘ xn,1>. (3.3.3)

L’étape suivante consiste a développer les différents éléments de matrice en utilisant la limite
e — 0, c’est-a-dire N — oo. Ainsi, en considérant un élément de matrice particulier, on a

tout d’abord:

(e,

Apreés injection de l'opérateur H sur les états |p,) et |z,_1) en utilisant I'expression du

exp (—5I:I> ‘ xn_1> = [dp, (x, | pn) <pn

exp (—5]:I> ‘ xn_1> : (3.3.4)

produit des représentations de la coordonnée et de I'impulsion:

(e

On obtient une intégrale gaussienne sur p,, et dont le résultat finale de la fonction de partition

exp (—€ﬁ> ‘ xn,1> = % exp [%pnAa;n —€ (% +V (xn,l)ﬂ ) (3.3.5)

est:
(N2 N N+1 .
2= (52) " 11 dnwesp [; (52 (Az,)? — eV (xn)]}. (3.3.6)
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3.3. Etude statistique via le formalisme intégrale de chemin dans la théorie déformée

On note dans I’Eq.(3.3.6) est dépendante du propagateur

Z (ﬁ) = [daydz,d (xp — x0) K(20,ih/kpT; 24,0). (3.3.7)
On va ramener les mémes étapes précédentes. La fonction de partition s’agit de mettre
t — —iT et x, = x,, puis en intégrant sur x;, ce qui s’écrit souvent:
Z(B)= [ Dzexp {—- f dr [23* + eV (z(7))] } (3.3.8)
Tp==Tq

avec & = dx/dr.

3.3.2 Cas de l’espace non-commutatif (NC)

Dans la méme maniére que nous avons présenté dans le cas commutatif, nous pouvons
calculer la fonction de partition dans I’espace non-commutatif de 1’oscillateur harmonique.

De I’Eq.(3.3.7) et le résultat du propagateur (3.2.27), nous trouvons:

Bh
79 = [ Dx(t)exp [—% [ dr(£® (x,x))] : (3.3.9)
Taq=xp 0
avec Lagrangien de ce cas est défini par:
LO (x,%) = M52 m D 232 4O ey, (3.3.10)

Et le résultat de ce propagateur s’écrit:

f dX 27rz\/Esm(w7—f)

X=X}
X exp {m [2 (xz + xg) oS (wT\/E) — 2X}.X, COS (CU’T\//i — 1)
+2 (x4 X Xp), sin (wrvk —1)] }, (3.3.11)
avec Kk = (1 + 4r20 ) et T = —kBLT. Alors la fonction de partition de l’espace non-

commutatif se donne par,

A -

1
2[cosh(ﬁf) COSh(k T\/Tlﬂ

= e [E ek (Vv e E i (v )] (3:3.12)

Le résultat ci-dessus pour la fonction de partition est dérivé précédemment dans le cadre de

la formulation Hamiltonienne du probléme [39].
70 = e mrl = S TP (3.3.13)
Mg, Ny =0

= 1
= 451@[%@,%(#4‘\/5?1)} smh[% (\f—\/T)] (3.3.14)
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3.3. Etude statistique via le formalisme intégrale de chemin dans la théorie déformée

avec le spectre d’énergie est donné dans 'Eq.(3.2.30) . L’énergie libre F'(3) de ce systéme

est liée a la fonction de partition comme

F(f) = (Z(8)). (3.3.15)

Qui, & basse température limite tend & 1’énergie de 1’état fondamental du systéme. En

particulier pour le cas de 'oscillateur harmonique, on obtient:

lim F (3) = wy/k. (3.3.16)

p—o0

Qui coincide avec I’énergie de I’état fondamental du systéme, g9 = wv/k (Voir Eq.(3.2.30)).
Dans la limite § — 0, le paramétre « tend vers I'unité et on récupére ’énergie de 'état

fondamental de I'oscillateur harmonique ordinaire en deux dimensions.

3.3.3 Cas de la distance minimale (LM)

Dans la méme maniére que nous avons présenté dans le paragraphe précédent, nous pouvons
calculer la fonction de la partition d’'une particule quantique de ’oscillateur harmonique avec

présence de la distance minimale, des (3.3.7) et (3.2.56) , nous obtenons:

Z® = [ Dk (t)exp [—%ﬂfth (£ (kk))] (3.3.17)

ka=ky

avec Lagrangien dans ce cas est défini par:

£® (k;k:) _ 2 tent(VBk) (3.3.18)

2muw? 2mf3
Et la solution de ce propagateur [41] est donnée par:

22>\71()\+n)n!\/B {—%M(nl‘r%n—kl))\)(tb—tq)}

KD (ks kasty ta) = X mrony o0

n=0
x cos™ (ﬁkb) cos® (\/B%) c <sin <\/Bkb>) oA (sin (\/B%)) . (3.3.19)
La fonction de partition, peut étre définie en termes de propagateur du systéme

Z0) = @ (kb, ik, o) , (3.3.20)

avec le symbole (Tr) représentant la trace fonctionnelle qui pour une fonction bilocale

A (kp, ko) en D dimensions est défini comme

“+00
TrA (ko ko) = [ dkA(k, k). (3.3.21)
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3.4. L’intégrale de chemins sur les variables de Spin (Technique de Fradkin-Gitman)

Lorsque on remplace le ¢, par le temps imaginaire <—]€BLT)

B8) __ > 222 =1 (A +n)n!/B 1 Bh%mw? 2
20 = 5 2O exp 1 (n2 42 (n+ 1) )|

x [ dk (t) cos™ <\/Bk;> [sz\ (sin (ﬂk’))F (3.3.22)

Et on utilise la relation qui est présentée dans I’appendice (A) [87]:

A-1/2 - (n42)
[(1—27) CM (z) C () do = 2* QAWW. (3.3.23)

Alors la fonction de partition dans la présence de la distance minimale s’écrit comme suit:

Z0) = 3 exp [_ﬁﬁh?yw? (n2 r2(n+1) )\)] : (3.3.24)
n=0

2
avec \ = % (1—1— 1+ <ﬂhfnw>

Le résultat ci-dessus pour la fonction de partition est dérivé précédemment dans le cadre

de la formulation Hamiltonienne du probléme.
720 = Ty ¢ = 3 g TmT (3.3.25)
n=0

avec le spectre d’énergie donné dans 'Eq.(3.2.59) . L’énergie libre F' (kgT') de ce systéme est

liée & la fonction de partition comme
F (kgT) = —kpTln (Z (,CBLT)) . (3.3.26)

Alors, dans les derniers cas, nous avons essayé de traiter certains problémes quadratiques
de la mécanique quantique et statistique en utilisant le formalisme de Feynman au a-point
de discrétisation dans le contexte de cas déformé. Nous avons trouvé les mémes resultats

déja étudiés avec d’autres méthodes.

3.4 L’intégrale de chemins sur les variables de Spin

(Technique de Fradkin-Gitman)

Le formalisme de I'intégrale de chemin en mécanique quantique relativiste ou non-relativiste
pour les particules qui ont les caractéristiques de spin, n’était pas tout a fait claire a cause
du probléme que constitue de nature discréte du spin. Cette propriété n’est pas conforme

avec ce qui a été apporté par Feynman [72]. En fait, il y a eu plusieurs essais pour traiter
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3.4. L’intégrale de chemins sur les variables de Spin (Technique de Fradkin-Gitman)

ces qualités des problémes sur la facon de Feynman. La premiére proposition était en 1965
par Fradkin [88] et ensuite par Berezin et Marinov [89], et enfin elle a pris sa derniére forme
par Fradkin et Gitman en 1991 [73] ou ils ont réussi a obtenir le propagateur relatif a la
particule de Dirac une formulation integrale de chemin et ceci suivant la forme standard de

Feynman.

Z exp [iS (path)], (3.4.1)

paths
ou S (path) est une action supersymétrique décrivant a la fois les mouvements externes de
la particule par des variables de type bosoniques et la dynamique interne relative au spin
de la particule par des variables de Grassmann. L’idée de base consiste d’abord a écrire

formellement la fonction de Green solution de 1’équation
(VP — m] S°(xp,X,) = —62(xp — X4). (3.4.2)

ou P, = (i0, —eA,), e est la charge électrique, * = (x,x1,22) sont les coordonnées
d’espace cartésiennes et le tenseur de Minkowski est 7, = diag(1, —1,—1). Les matrices de

Dirac sont alors représentées par les matrices de Pauli
W =03, =iy, et 4* = —ioy. (3.4.3)

Cette méthode de calcul utilise la technique du temps propre de Schwinger, Au debut nous
écrivons l'inverse de I’équation de Dirac, en suite, multiplions cet inverse par un autre
opérateur qui donne & un opérateur quadratique de type Klein-Gordon, plus un terme de
couplage de type spin-orbite. A ce niveau, nous introduisons la relation de fermeture de
entre I'opérateur fermionique (y*P, + m) et 'opérateur bosonique de type Klein-Gordon.
Cette écriture, s’appelle la projection globale. Apreés avoir effectué toutes les intégrales
fonctionelles suivant une méthode matricielle appropriée, on applique alors cet opérateur
fermionique. Finalement, le résultat de la fonction de Green est donné explicitement et
ainsi extraire de cette fonction de Green toute les informations quantiques nécessaire c’est-

a-dire les fonctions d’ondes ainsi que le spectre d’énergie.

3.4.1 Evaluation de la fonction de Green au cas de ’espace ordi-

naire

Par ailleurs, il a été montré par Alexandrou et les autres [90]; que le probléme de ’équation de

Dirac avec un champ électromagnétique peut étre formulé suivant la représentation globale.

S(xp, Xa) = VP, +m|, G (Xp,Xa) (3.4.4)
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3.4. L’intégrale de chemins sur les variables de Spin (Technique de Fradkin-Gitman)

avec G (xp,X,) €lément de matrice.

1
G y Ra) = a ) s 3.4.5
) = (o | s ) (3:49)

le propagateur (3.4.5) on peut I’écrire dans la forme
G (xy %) = i / o (x4 [exp (—iH (Ao))| xa) (3.4.6)

0

ou .

ﬁ(Ay:—AO(PQ—nf——gf@qu). (3.4.7)

Ainsi, en vue de construire une représentation d’intégrale de chemin pour G (x3,%,), nous

suivons la méthode de discrétisation standard pour le kernel de (3.4.6). Comme il est

. - N+1
connu généralement, nous écrivons exp (—z’H ()\0)> = [exp (—2%1?)] et insérer N fois

l'identité [ |x) (x| dz = I entre tous les opérateurs exp (—i%i‘i)), et I'identité [ |p) (p|dp =

I, de transformer I’expression de G (xp,x,) dans I'intégrale de chemin suivant :

0o 1 .
G (xp,X,) = z"]'/ d)\O/DxDp exp {@/ |:/\[) (732 —m? — %FW (x) 7“’7”) + p)'c} ds} :
0 0
(3.4.8)
Dans ce cas, nous introduisons le produit 7" qui ordonne les matrices v#. Ou F),, est matrice

anti-symétrique écrite comme

0 a b
Fop=h(x)| —a 0 —c |, (3.4.9)
—b ¢ 0

avec les a, b, c sont les variables complexes constantes et h (x) est une fonction dépendante
du champs (c’est-a-dire dépendante de la position (x)). L’opérateur chronologique 7 est
nécessaire a cause de 'ordre dii aux matrices de Dirac qui sont supposées dépendre du temps
formelle. On doit obligatoirement éliminer cet opérateur et ’astuce maintenant consiste a
introduire des courants p,, (s) qui anticommutent avec les matrices v ot = 0,1,2 a I'aide

de la formule suivante [73]:

Texp{f (1)} = exp { f (5‘579) } T exp [ /0 5 (9) wds} R (3.4.10)

I
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3.4. L’intégrale de chemins sur les variables de Spin (Technique de Fradkin-Gitman)

ol - signifie une dérivation fonctionnelle par la gauche par rapport au niéme courant
I

Grassmannien et aussi on a [73]

1 . (5
T exp {/ Pn (S)VRdS} lp=0 = exp (w"—ln)
0 3

1
<[ - [ | (i~ 2in0m) as
wn(0)+¢n(1):§7b 0

+ih, (1) (0)] Dy |25 - (3.4.11)

La mesure D est définie par

1 -1
Dy =D D b d . 3.4.12
" w[ /w s Db ( /0 o s)} (3.4.12)

¢" sont les variables Grassmann auxiliaire (impaire) qui anticommute avec les y-matrices de
Dirac. 9™ (s) sont trajectoires impaires de I'intégration; sont des variables de Grassmann
impaires, remplagons (3.4.11) dans (3.4.8). Alors, la fonction de Green prend la forme

suivante:

00 Ao
G (xp,%X,) = i exp (w”%) / dXo / DxDp exp |:Z/ [(P2 — m2) + p)’c] ds]
0 0

X / D) exp [z /0 " [Qiank (x) ¢ —wnz'p”] ds + v, (1) Y™ (O)LZO. (3.4.13)

Ou z, ¥ obéissent aux conditions aux bords suivants
x(0) = x4, x (1) = x5, et " (0) + " (1) =" (3.4.14)

Notons que I'intégrations des variables de Grassmann v de (3.4.13) est soumise a la condition
aux bords v, (0) + 1, (1) = &,,. Pour se libérer de cette contrainte passons a 'espace des

variables de vitesses relatives w, (s) définis par:

1
Y, (s) = —/ e(s—sYwn(s)ds + é (3.4.15)
2 Jo 2
Ou le € (s) étant le signe de temps s et w est une variable de Grassmann impaire, il est claire
qu’on a
. gn 1
b9 =), b ) =5 [ w5 ds (3.4.16)
0
et
w(l)4+w(0) =0. (3.4.17)
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3.4. L’intégrale de chemins sur les variables de Spin (Technique de Fradkin-Gitman)

De 1’éq.(3.4.13) le terme Grassmanienne est simplifie comme:

11
Tspin = €XP (wné—ln) /Dw exp {—1/ / wu(s)e (s — s wh(s')dsds’'
)\08 " " " N, v 13t

w" e(s—=5")F, (s")e(s —s)w(s)dsdsds

— )\oe/ E'FL(s)e (s — s )w”(s')dsds" — Aoe W(s)f“f”ds.
o Jo

0
(3.4.18)
Nous allons utiliser les notations condensées

feg = / f(s)e(s—s8)g(s)ds, eg w'ew, = /01 dsds'w(s)e(s — s")w(s'). (3.4.19)

On peut écrire Z;,,, a la forme suivante:

ZLpin = €Xp (W’“%) /Dwexp {% [—MTOG( e =" Flu (ew” + & )} + ;wnew”} :
£=0

(3.4.20)
Ou bien
) VLR 1 i "
Lopin = exp | Y= | exp |@ — Wf“f Dwexp | —=w"Tw"” + I,w )
3 0 2 £=0
(3.4.21)

Ou la mesure Dw est:

1 -1
Dw = Dw {/ Dw exp (—gw"swn>} . (3.4.22)

Et ainsi de suite. De 1’eq(3.4.21), on peut obtenir les formes des I et T}, :

I = — A€ Fype.
Tk = N — AoeeF ke, (3.4.23)

L’intégration sur w a une forme gaussienne, qui écrit ce qui suit:

dete -0

>\0
Lopin = €XP <i7"5%> exp [@/ —Fu¢ } At T oxp {—%In [T Ik} . (3.4.24)
0 ¢

Ou T7! est l'inverse de T. 1l peut étre facilement fait [77], [78], en tenant compte de sa

définition initiale [78],
L, [T I, = 2¢*\2 (FGF),, "¢, (3.4.25)
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avec

G = %e (771" . (3.4.26)

On peut facilement calculer le terme de 4/ ‘éittf, en utilisant la bonne formule
det T' (x| e) = exp(TrInT (z|e)). (3.4.27)

Avec la dérivation de e, on obtient I’équation

4 det T (2] e) = det T (z] ) TxT ! (z| e)w = —2)\gdet T (x| )TrG (z| e) F ().

de de
(3.4.28)
Elle se réduit a une équation différentielle du premier ordre, dont la solution est comme suit
[78]

[%ﬁ?ﬂ — exp {—2)\0 /O 4eTrG (z|¢)F (x)} . (3.4.29)

En insérant ces résultats dans eq(3.4.24), nous obtenons:

Tspin = €Xp <w”%> exp [z {22’)\0 /e de'TrG (z| ") F (z) + i% (FKC),,,. f“ékH

0 0

§0=
(3.4.30)

Ou
Kok = (i +2X0e (GF), 1) - (3.4.31)

Maintenant, il faut calculer 7!, G et K, comme nous le savons la fonction 7}, est définie

par
1
Tok (s,8") =¢e(s— )N — )\Oe/ e(s— ") Fue (" —5')ds". (3.4.32)
0
Pour obtenir la fonction G,s (s, s)
1 1
Go (5,8) = / Qus (5,8) 2 (7 — &) dr. (3.4.33)
0

I est commode de définir d’abord la fonction Q,4 (s, s") par

Qus (5, ') = /0 (s — 1) T2 (r, &) dr. (3.4.34)

Maintenant, nous avons

1
/ Tk (s,5") (Tkﬁ)f1 (s",5)ds" =655 (s — ). (3.4.35)
0
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3.4. L’intégrale de chemins sur les variables de Spin (Technique de Fradkin-Gitman)

Remplacant (3.4.32) dans (3.4.35), on peut facilement arriver a

1
Qs (5, 5) — Aoe /0 (5 — 8") Fuphy (", ') ds" = 1,56 (5 — ). (3.4.36)

Cette équation est équivalente a ’équation différentielle

dQyp (s,s") i do (s — ')

— 2 2X0eFk 2 (s, 8') = g™ g (3.4.37)
Avec la condition initiale

1
Qs (0, 5) + Aot /0 Foclhy (5, ') ds" = 56 (). (3.4.38)

Des (3.4.37) et (3.4.38), nous trouvons la solution

Q(s,s)=0(s— )+ N FeoelJ5 Fas=fi" Fshas'] [g (s — ') — tanh (/01 AoeF (s) ds)] .

(3.4.39)
En insérant (3.4.39) dans (3.4.33), nous pouvons obtenir
T r—1)=¢e1(r,7)
T T/ ! ! 1
+ ()\OeF)Q 62)\6[f0 F(S)ds—fo F(S )ds} |:€ (7_ . 7_/) . tanh (/ )\OeF (S) dS):|
0
FhoeFe 5 F(syas I Fas ] §(r—1). (3.4.40)
Et
1 2)\e[fT F(s)ds—le F(s’)ds'] !
g(’T—TI):§€ 0 0 {5(7—7’)—tanh (/ )\oeF(s)ds)]
0
(3.4.41)

Par un simple calcul, on peut déduire

—2/\0/ de'TrgG (x| € = —2)\0/ de/ ds G" (s, s) F (z(s))

_AO/ de/ ds {tanh </ Me'F (s )dsﬂ Fo ((s)
~ Incosh ( /O )\oeF(s)dS) (3.4.42)

Et aussi la fonction (FK) est simplifie par

(FK) = 5 tanh ( /0 e (5) ds) | (3.4.43)

0
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3.4. L’intégrale de chemins sur les variables de Spin (Technique de Fradkin-Gitman)

En utilisant la série de tanh(x) et les caractéristiques de matrice F' (s), qui est définie en

formulant (3.4.9), on obtient

5 0 a b N
(FK)o=+| —a 0 —c [tanh < ev/(a? +0?) — c2h (x) ds> . (3.4.44)
0 0
-b ¢ 0
On trouve
.6 Ao sin( (20 ex /o2 (a21b2
Ispin = 6(27 tiéil"> |:COS ( ev/c2 — (a2 + bQ)h(X) d8> . <fo vV h(i) +b2)h(x) )F 5 f :|
0 o
(3.4.45)

Pour la dérivation sur les variables des Grassmannes (£") de cette derniére relation (Zy,) .

nous utilisons la formule suivante:

)
exp (wnﬁ) F(€) Jemo=f (5<> exp (¢, 7") le=o
= Z Z fm Mg 5C 6C Z” n'y |C =0 - (3446)

k} 07L1 N

Finalement, nous avons expliqué la maniére de traiter avec les systémes relatifs au spin
(méthode de Fradkin-Gitman). Nous allons obtenir les expressions de Spin dans chaque cas

des applications que nous présentons dans les chapitres suivants.
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4

Formalisme d’intégrale de Chemin de
I’oscillateur de Dirac en présence de

la distance minimale

4.1 Introduction

Le vingtiéme siécle a été caractérisé par trois révolutions de la physique théorique. Deux
d’entre eux avaient commencé simultanément; la physique quantique et la théorie de la rel-
ativité générale et le troisieme est la géométrie non-commutative (GNC) est venue derniére-
ment aprés le milieu du siécle. Mathématiquement 1’idée de la géométrie non-commutative
est basée sur la généralisation du principe de Heisenberg. La recherche dans ce domaine et
toujours en cours, et cela se reflete sur notre chapitre qui est inspiré & partir d’une série
de documents, Kempf et al [1,3,4,5]. La présente étude se situe sur la modification de la
relation incertitude de Heisenberg AZAp > g (1 + 05 (Ap)Q) et leurs relations de commuta-
tions canoniques entre ’opérateur de position 7 et I'opérateur de moment 5 correspondant
[%, ]ﬂ = 1h (1 + Bp?). Cette déformation conduisant & une nouvelle incertitude minimale
non nulle (Ax)yi, = 7/ sur la position correspondante & la longueur minimale. Les mo-
tivations de I'apparition d’une longueur minimale sont multiples, dans la théorie des cordes
[91,92], dans la gravité quantique [7], dans la géométrie non-commutative [93] et dans la
physique des trous noirs [19], en impliquant une incertitude minimale finie dans les mesures
de position, par exemple, a ’échelle de Planck. La premiére conséquence de la distance min-
imale est I'apparition d’un cut-off naturel ce qui empéche les divergences UV habituelles.

Une autre conséquence d’une telle incertitude généralisée d’Heisenberg est 'apparition d’un
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4.2. Construction de la fonction de Green causale

mélange intrigant I’'UV/IR. Ce type de relation UV/IR est apparu dans d’autres plusieurs
contextes: la correspondance ADS/CFT [20], la théorie de champ non-commutative [16].

Comme il est bien expliqué dans I'introduction générale, il y a de nombreuses applications
ont été consacrées a ’étude de cette version déformée de la mécanique quantique relativiste
et non-relativiste. Certains de ces problémes ont été traités par la méthode d’équation
différentielles, par exemple [21,22, 23,24, 25,26,27,28,29,30,31]. D’autres ont utilisé le
formalisme d’intégrale de chemins, citant par exemple, le cas de 'oscillateur harmonique
a une dimension [41], le potentiel de Coulomb [42], le cas du potentiel linéaire dépendant
du temps [26] et 'équation de Klein-Gordon en présence d’un champ scalaire et de masse
variable [43].

Le but principal de ce chapitre, nous suggérons, dans ’application ci-dessous, de dévelop-
per l'article [94] qui traite le dynamique de l'oscillateur de Dirac a (1+1)-dimension dans
le cadre de la mécanique quantique avec la présence d’incertitude de longueur minimale,
suivant la méme approche a déja utilisée dans I'espace de moments a une dimension (1D)
pour traiter la particule relativiste avec spin 0 [43], alors nous pouvons étendre cette étude
a inclure les particules de spin % Pour cela, nous avons 'intention de construire I'intégrale
de chemin pour le propagateur de 'oscillateur relativiste de Dirac a (141)-dimension dans
une représentation d’espace de moments et en présence d’une longueur minimale suivant la

procédure de Fradkin-Gitman [73].

4.2 Construction de la fonction de Green causale

Le propagateur de l'oscillateur de Dirac est régi par ’équation de la fonction de Green

causale S (py, p,):

<7“flu—m> SBe (py, pa) = (1 + Bpg) 6% (o — Pa) » (4.2.1)

a partir de [95], nous pouvons écrire II, comme suit

~ 0 & s -

Iy = pve I = p — imwy'z, (4.2.2)
et w est la fréquence de l'oscillateur, 7° la matrice ordinaire de Pauli et m la masse de
la particule. Nous soulignons que Eq.(4.2.1) s’obtient du propagateur de I’équation de
Dirac dans une dimension suivant le remplacement, couplage minimum 55\ — 5— imw’yOZE\.
Ainsi que les y—matrices dans (1+1)-dimension qui satisfait la relation de commutation

{7} = 2n* avec n* =diag(1l, —1). Ces matrices de Dirac concernent des matrices de
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4.2. Construction de la fonction de Green causale

Pauli et elles obéissent & des relations
W=0d Al =io. (4.2.3)

Selon la procédure habituelle de la construction de I'intégrale de chemin, nous définissons la
fonction de Green S (py, pyo, Pa, Pao) que 1’élément de matrice d’un opérateur S®e entre

Iétat initial |p,, peo) et état final |py, ppo):

S(/B)C (pb7pb07pa7pa0) - <pb7pbO| S(B)c ‘paapa0> ) (424)

ot SP¥)¢ est donnée par

1
fyuﬂu—m) (’yl’f[,, + m>

~

s (i vm)

(4.2.5)

Via la technique de [73, 90], nous pouvons construire une représentation globale de la fonction
de Green causale, qui est la quantité la plus importante de la formulation intégrale de chemin,
en utilisant le temps propre avec la nature bosonique, et ’action doit étre de 1'opérateur
de type bosonique pour les y—matrices. Donc, en insérant la relation de fermeture pour les

états d’énergie-impulsion qu’en a déja défini dans le deuxiéme chapitre

+00
[T =1 e [ dolo) ol =1, (42:6)

o0

. . . -1
entre les opérateurs (WVHV + m) et [(7“1@—7}1) (VZ’HV + m)] , nous obtenons

SO (py, pa) = (v”ﬂu + m>b G (py, pa) - (4.2.7)
Selon la méthode de temps propre de Schwinger [96], G\®) (py, po) s’écrit

G (py, pa) = (=) [ AN (oo, prol exp (=iX (HD = i€) ) Ipa,pac), (4.28)
0

et A est le temps propre et l'infinitésimal € doit étre mis & zéro a la fin des calculs pour

réobtenir la fonction de Green (6.2.9). Il est commode d’écrire ’hamiltonien ) comme

suit:
HO = X[~ 57— m? — (mw)* 7 — §EDy] (4.2.9)
F}f est une matrice anti-symétrique définie par
0 0 0
FO =mw| 0 0 (14 6p%) |- (4.2.10)

0 —(1+3p?) 0
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4.2. Construction de la fonction de Green causale

Nous incluons le facteur (—ie) dans m?, (c’est-a-dire, m*> — m? — i¢). Ainsi, pour con-
struire une représentation intégrale de chemin pour S9 (p,,p,), nous suivons la méth-
ode de discrétisation standard pour le kernel de I’Eq.(4.2.8). Comme on le sait, nous
écrivons exp (—Z[:I (ﬁ)> = [exp <—ZI:] B) /(N + 1))] o et nous insérons N fois, les identités
(4.2.6) entre chaque paire d’opérateurs infinitésimale exp (—zﬁ B /(N + 1)) . L’expression
G (py, pa) se transforme a I'intégrale de chemin suivante:

N+1

o] N
G(B) (plnpa) = (_Z) ]\}I_Igo{d)\ 1:[ f%ﬁ%ﬁ)den H

. R A =2 Z
X <pnap0n| exp [ZE/\ [p(Q) - p2 - m2 - (mw)z T — r(Lk)’y 7 ]:| |pn—lp0n—1> ; (4211)

avec € = 1/N + 1. En utilisant la relation (2.4.35) dans (4.2.11) et introduisant la représen-

tation intégrale de <pn, Pon | Pn-1, po(n71)> donnée par

i . A arctan v/Bpn,
<pn7p0n |pn 1; Pon— 1> d2q7: Cg;(E tn&Fon €xp [an <%):| . (4212)

Lorsqu'il a été utilisé (4.2.12), alors; la fonction de Green (4.2.11) prend la forme suivante:

N+1
GO (py. pa) = (—i de/\ lim H S iy dpon 11 [ 5252

x gitnApon exp [2 (e)\ [pOn — pn —m?— ZF(g)vnyk] ﬂ
. A arctan v/Bpn
X eXp {z {((—\/Bp)) Gn — NG (mw)z] } , (4.2.13)

L’opérateur ordonnant 7 agit sur le y—matrices qui sont supposées dépendre formellement
sur le parameétre de temps s. Par des moyens de la source de la méthode [73], 'Eq.(4.2.13)
peut étre transformée comme suit:

B) P 4 NEL
G povpa) = (=0T [ Jim T1 [ wfiypon TS 50 e

e Ot o | (Bl ) o, g | b2 (). (42

ol Igj}n est un terme lié & 'opérateur de spin et peut étre écrit comme,

70 _ v D y 2UFEB ynapk _iap ™) d 4" (0 4.2.15
apin = € / Yexp |i [ (20F),V"" — i ) ds+ 4, (1) 9" (0)|, (4.2.15)
P(0)+1(1) =0 0

et

Y(0)+y(1)=

-1
Dip = Db [ [ Diexp ( / 1¢n¢"ds>] , (4.2.16)
)=0 0
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4.2. Construction de la fonction de Green causale

Avec 6 et 1)(s) sont des variables grassmanniennes (impaire), anti-commute avec les y—matrices.
En outre, ces trajectoires impaires 1(s) obéissent a des conditions aux limites antipéri-
odiques ¥" (0) +¢" (1) = 0"

Effectuant les intégrations multiples gaussiennes sur ¢, et t,, dans (4.2.14) nous obtenons

(pO'n —Po(n—1) )

GO (py, pa) = (—i de)\ lim_ H J w5y dpon H i m)?

. N+1 A arctan v/Bpn, 5
X exp {Z z_:l {W + e\ (pgn - pi - m2) Iépgn (pn) (4.2.17)

Dans l'expression de l'intégrale de chemin ci-dessus, représente le terme

2mw?Be
de l'action cinétique ou il est évident que la «masse» est dépﬂendante de I'impulsion p.
C’est I'intégrale de chemin correct pour la représentation de la fonction de Green globale
G (py, pa) & une dimension dans ce cadre déformé. Afin de convertir cette expression a la
forme habituelle de I'intégrale du chemin de Feynman, nous allons utiliser la méthode de

transformation sur les cordonnées de ’espace a a-point de discrétisation est défini comme
P = apn + (1 — @) pa_i. (4.2.18)

Nous allons utiliser d’abord la méthode proposée dans [86], nous pouvons montrer
qu’il y a deux corrections dans I’expression (3.2.35):
- la premieére est liée a I’action Cact,

.y N 1
- la deuxiéme est liée a la mesure C’T(n)

Le a-point expansion de fonction f (p,) est défini par

)y —a 3 o 7(a)
Af (pn) = Apuf,” (1 + U5 J}@, Apy + C=o B Ap? ) : (4.2.19)
Dans notre cas, nous choisissons f (p,) = m%fp", développons I’exponentielle, nous trou-
vons
arctan n 2 (), A
exp {2 {%} } — exp {@ [% 1+, (4.2.20)
ou

2
(1— 2a> £
—(a),

aaad 7w | [ ) 2 o [ FOuNE [ e\
el o @,} (7 Apﬁ}—ngiz)g)z (%) (77) k. (4.2.21)

i )
0152 = Imwle {(1 o 20&) ]J;Tza)/ (fn /> A +
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4.2. Construction de la fonction de Green causale

Est la premiére correction de ’action lorsque nous avons écrit I'acte en termes de a-point.

Le terme dans la mesure induit aussi une correction a a-point discrétisation.

—1 7(a)
052 \/(1 +8p) (L+8p2) ' (1+CY) (4.2.22)
ol 07(711)
1) — (1 2a) fn (1701)24»042 ffla)”’ a(l—a) ffla)// 2 9
Cm 2 f(a), Apn + 4 f(a), - 2 f—(a), Apn (4223)

est la premiére correction de la mesure.
Selon la méthode standard de Feynman [85] apportons le terme cinétique a la forme clas-
sique en utilisant la transformation des impulsions ci-dessous p,, = g(k,), alors évidemment,

cette transformation génére deux corrections:
| P (2)
- la premiere est liée a ’action C,_;
s 2
- et la seconde est liée & la mesure C2

Le a-point expansion de Ap,, est écrit par I'indice (n)

o o a (o )///
Apn = glkn) = g(kn_1) = Akyg, " (1+<1 2o 3 oy Ak, +Lﬁ3_<a), Ak2> (4.2.24)

Le choix de g est arbitraire, nous imposons la condition suivante

99 _ (ﬁ) - (4.2.25)

ok dp
cette condition(3.2.44) rend la transformation g(k) = tari\ffk , par la suite, nous développons
I’exponentielle avec le terme cinétique
arctan n 2 Al{?Q
exp {z {%1 } — exp {z {2mwg€} } 1+ cl 1+l (4.2.26)

ou

; _(a),, () 2 —(a) 2
Co = {m [(1 - 20) %oy, (gn ') (fn /> Ak
2
2 7<O‘)// 3 7(D‘>/// —(« 2 @ 2
e () o] (o
9n In
(1720[)2 §<a)” 2 _(a), 4 #la), 4 6
_2(2mw26)2 ;a)’ (gn ) (fn ) Akn+ ’ (4227)
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4.2. Construction de la fonction de Green causale

Est la 2¢ correction de 'action, quand on introduit le changement de variable.

La mesure induit également une correction

N N+1 N+1
IT [ dpn =[] d(Ap,) =[] Jd(Aky,), (4.2.28)
n=1 n=2 n=2
ou J est le Jacobien de la transformation
8Ap _(a), (2)
= 4.2.2
J = AL~ In (1+CP), ( 9)
avec C',(qf) " .
0" g, (1= 09 +a? g
C? = (1 —20) 2 oy Ak, + 5 oy Ak2, (4.2.30)

est la 2¢ correction de la mesure.

En combinant ces corrections, on obtient la correction totale C'r
1+ Cp = (1 + Céiﬁ) ( C§§t> (1+CP) (1402, (4.2.31)
Les termes de correction sont évalués perturbativement a 1’aide des valeurs moyennes
<<Ak)”> = (2i\(mw)2e)" (20— 1). (4.2.32)
Nous allons obtenir la valeur de correction C7 dépendante de «, est définie par
1+ Cp = 1+ 20\ (mw)?e (ﬁ + Btan? \/Bk, ) (20— 1). (4.2.33)

En plus de cela, lorsque nous utilisons la méthode standard [85], la différence de

correction entre les deux méthodes est générée par le terme mesure, puis nous avons dans

ce cas
d n N N+1 1
1 [ s = Juvam a1 [ 10
w4 Bp2) (1+ 802y
N+41 _
{ ,] I1 /dpn [+l (4.2.34)
fbf n=1 n=1
avec
(0‘)// 2 2 )y @)y
Cp' = —2 f(a Apy, + 1 7 5 o . (4.2.35)
Aprés la transformation p, = %2 fk" = g (ky), Péquation (4.2.34) devient
il dpn / (a) (a 1
=\ Fraa dk, 11 £ g, (14+CP) (1 +CY
H 1+ Bp2 fbf’gbga =l H ) ) )
N N+1
H dk; H (1+C) (1+0%), (4.2.36)
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4.2. Construction de la fonction de Green causale

avec C,(T%) est donnée par

_(a)y _@y\ 2 2 2 (@)

1 -2« 11—« 1—a) +a

Cr(f) — (T>97(La)/ Ak, + —a( 5 ) gf(ba)/ + ( i gﬁa), Ak}i. (4.2.37)
9n 9n g

n

Par conséquent, la correction totale est par l'utilisation de la relation (4.2.32):

1+ Cr = (146 (1+62) 1+ ) (1+C2)
= 14 2iX(mw)?Betan® \/ Bk, [8a® — 8a +1]. (4.2.38)

Confirmons que la correction C'r dépend de l'intervalle de a-point discrétisation pour les
deux méthodes. Cependant, le probleme de la discrétisation n’est pas définitivement réglé
et demande des éclaircissements sur la méthode intégrale de chemin. cela ressemble le
cas des espaces courbés dont le mi-point a été prévilégié. Le développement dans [86]
résout ce probleme de ’espace courbé et donne un résultat équivalent a tout les points de
Iintervalle.Malheureusement, avec la déformation de longueur minimale, le probléme est
apparu et nous allons dire qu’il ressemble beaucoup plus a celui de quantisation avec des
contraintes [74]. Ajoutant a cela, un choix raisonnable du parameétre de la discrétisation a été
mentionné dans [27] qui utilise la méthode d’équation, le résultat coincide avec I’approche
de l'intégrale de chemin ot Cr = 0 et ceci correspond & o« = 0 et o« = 1/2 pour la méthode

en [86] et & o = 1 (1+£1/v/2) pour la méthode standard [85] et finalement nous obtenons

(B) . 0 . N NA+1 5(k07z*k0(n_1))
G (pbapa) = (_Z) de)\ ]\}lm H fdkndkon H _—
0 0 =1

ne1l 4mide(mw)?
N+1
X exp {2 S Rk en (K5, — iy )| }Iﬁﬁ}n (Kn) (4.2.39)
n=1

La condition ¢" (0) + ¢" (1) = 0" a crée une difficulté¢ dans la grassmannienne technique
des intégrations fonctionnelles, il est convenable pour remplacer I'intégration sur ¢ par les

vitesses impaires w, se définit

2o e (s) s+ & (42.40)
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Nous avons alors obtenu 'expression de la fonction de Green globale suivante

8 +0o0 . o
G (o pa) = (i) el ) [ ax [ Dios (o) et 0
0

1 .
[ Dw [ Dkexp {z [ ds {M(’;jw)z _ (B _ mQ]

gzw”(s) (8 (s — 8" )M — A f FT(L? (s e(s" =5 ds") w(s")dsds'

N | —

1
NFD (s)e(s — ')k (s")dsds' — 2076% [ FY (s) ds} . (4.2.41)
0 6=0
avec la mesure Dw donnée par

] -1
Dw = Dw {f Dw exp <—§w”5wn)} : (4.2.42)

4.3 La vérification de la fonction de Green

Tout d’abord, il est préférable d’introduire une analogie avec la propagation de Schrodinger

en écrivant d’abord pour (4.2.8) la décomposition suivante [97]:

G (py, pa) = (i) +foo dX exp(—iAm?) K (py, pa; A), (4.3.1)
0
avec m? qui joue le role de I’énergie correspondant au temps propre A. Il est facile de vérifier
que
<i% - ﬁ) K (py, pay N) = 8 (py = pa) (), (4.3.2)
avec
= | = 7 = m® = (mw)’ X2 = SR (4.3.3)

L’extréme ressemblance de (4.3.2) & I’équation de Schrodinger signifie que nous pouvons

maintenant utiliser K (k, k', \) pour décrire la propagation suivante:
Ok, \) = [ K(k, K, \)® (K,0)dk, (4.3.4)

avec

K(k7 klv >‘> = exXp (2‘,7716‘;1") f Dkoé <k0> ei fo Aigds

1 L an2
X [ Dw [ Dkexp {z’fds [4/\(’;;)2 . (ﬁﬁk) —mﬂ

zzwn(s) (5 (s = 8) M — A f 6) (s")e(s" — 5 ds”) wh(s')dsds'

| —

1
—)\Q”Fég)(s)e(s — )k (s)dsds' — 30"0" | FT(L’,?) (s) ds} . (4.3.5)
0 0=0
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4.3. La vérification de la fonction de Green

La fonction d’onde ®(k, \) est reliée a celui de ’équation quadratique de Dirac ¥ (k) par la
relation

®(k, \) = exp (—iX (m?)) (k). (4.3.6)
Par analogie avec le cas de Schrédinger, calculons la propagation infinitésimale de ® (y, A(s)):

—1/2

Bk, A (s + ds)) = 76 (kg — k) D) [ iy [det () (ds)?]

dk | (ek? tan®(VBk)
x f £\ Amid(mw)?ds xPp {st |:4)\(mw)2 B
1

—56"(5) (= (s = ) mop = A (5 = ") FL (") 2 (8" = ) ds ) (') (ds)?

NFD (s)e(s — ')k (s) (ds)® — 26"0FF (s) ds} (KM (s)), (4.3.7)

0=0

avec s — §' — §" et k — k' (ds — 0) . Faisons intégrer d’abord sur les variable grassmanni-

ennes w,, (s), qui sont une intégrale gaussienne, le résultat étant
/ du [det (=) (ds)2] ™ exp {— 2" (8)e (5 — ) wa(s) (ds)?
FAaw(s)e (s — ") F) (") e (8" — §') (") (ds)® — M"FD (s)e(s — ')k (s") (dsf}

= [det (1- AFg?gds)T/Q exp |10 F) (1= AF)eds) [ Fe0™ (ds)’] . (4.3.8)

—-1/2

Nous savons que det (1 — \F! ok eds) = exp (TT In <1 — \E! ok 5ds>) ArF®) =0ettr(e) =0
(F (%) et e sont matrices anti-symétriques) et que nous pouvons prendre le développement
au premier ordre de ds (la prescription standard de Feynman), le résultat sera égal a 1. Ceci
est équivalent de dire au premier dans (4.3.7) que (ds)® < (ds)* < ds — 0 (la prescription
de Feynman pour le dynamique de variable de Grassmann).

Nous allons maintenant substituer &’ = k + 1 dans (4.3.7) prend 7 suffisamment petite
pour préparer le développement en série:

§ g )
O(k,\(s+ds)) = (7 691,L>%61(/\k3)d8

2 an?
denexp{i [mffzipds—“ éﬂ’”ds—%@"e’wéi)(s)ds]} k7.4 (s).  (439)
0=0

Maintenant, nous le développons dans une série de puissance du premier ordre de ds:

n — k! z¢
@(k, )\(5)) + ds%@(l{, )\(S)) = e(Z’y #)M fd,r’ 6( 4>\(mw)2ds)

Amid(mw)“d

(1 +iMkgds — zwds - igenekﬁ;gf,j)ds>
o2
X {‘I’(’@MS)) + 155 ®(k, A(s)) + 377 55 (K, Als ))} (4.3.10)
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4.4. Fonction de Green en présence de la longueur minimale

et nous effectuerons 'intégration de Gauss sur les variables 1 et x et la dérivation sur le
variables; ce qui donne, aprés comparaison les cotés gauche et droite d’'un méme ordre de

ds, le type de ’équation de Schrodinger vérifié par ®(k, \(s)):

i 2®(k(s)) = {kg _ M — (mw)® 2 — ik p) (k)] O(k, A(s)). (4.3.11)

Et nous pouvons trouver I’équation (4.3.11) de la représentation ancienne p,
2 )
i%@@@>=ﬁaﬂ?—wa«rw%%%)—gw%mﬁuﬂ@@A@»
= H®(p, A(s)). (4.3.12)

Dont les garanties (4.3.2) et en conséquence (4.2.1) sont vérifiées.

4.4 Fonction de Green en présence de la longueur min-

imale

Notez que dans 1'Eq.(4.2.41), la vitesse w (s) sont des variables grassmanniennes qui doivent
étre libres a partir des conditions aux limites (3.4.17). Par conséquent, a la suite de cette
transformation, il est clair que l'intégrale de chemin dans les variables de Grassmann de

vitesse w (s) est indiquée dans le troisiéme chapitre, nous trouvons le Is(pz)n (k) comme suit:

79 (k) = {cos (mZA (1+ tan® /Bk) ds) + i7" sin (mZA (1+ tan® V/Bk) ds)] . (4.4)

En substituant 'Eq.(4.4.1) dans Eq.(4.2.14), alors (4.2.14) devient

GB) (ky, kop, ka, koa) = (4.4.2)

G+ (kba kOba kaa kOa) 0
0 G~ (ky, kop, ka koa) |

avec G et G~ qui sont définis dans la méme expression

N+1

G )(Pb,pa) = (- 2)/ d\ hm H /dkog H § (koj — koj_1) € (A k2, —m2 (mw)))

i fon o {WﬂﬁMWWMWﬂ}
X ] ————e¢ ,
I fdks 1

ces expressions (4.4.3) sont formellement identiques a celles du potentiel de Poschl-Teller

(4.4.3)

qui 'a déja éxprimé dans [85,98]. Donc, les solutions de ces intégrales de chemin peuvent
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4.4. Fonction de Green en présence de la longueur minimale

étre écrites comme suit:

G () = (—1) 55 N= [0S (i — k) e mmd b ot
0

n=0

xCh* (sin (ﬁk’a>> Crt (sin (\/B%)) (cos (\/E%) cos (\/Ekb>>ni : (4.4.4)

et 7, sont des parametres positifs et C/* sont des polynomes de Gegenbauer et la constante
de normalisation N,/* est donnée par

2 22l (n+n.) VB

e _
Mo =T (ni) 7l (n + Qni)

, (4.4.5)

et

ne =3 (1 1482 ) — (1144000 (4.4.6)
Gréace a la condition du principe d’incertitude généralisée donnée dans le chapitre II, les
valeurs 7, = ﬁmw, n. =1 + e — doivent étre acceptées, en rejetant les autres valeurs
négatives, de sorte qu’il dev1endra n_ =n, + 1 et remplacant n, par . Nous intégrons sur
le temps propre A, et agissant par I'opérateur (’y”f[,, + m)b sur Eq.(4.4.2) et a laide des
propriétés de polynome de Gegenbauer [99], £C7 (u) = 2nC"* (u), nous obtenons

S(ﬁ)c (kb7 kOb) kaa kOa) = - Z 0 (Fkob—Foa) T (')”)2 w

=0 kgb—m2—6(mw)2n2—2n(mw) nl'(n+2n)

(ko +m) vy O (up) v CY (ua) = ZLop O (up) v O (ua)

2 e () 1O () [w} T () 01O () ] (4.4.7)

VB n-1 n(n+21)

u = sin (ﬂk) , U = COS (\/Bk) : (4.4.8)

Finalement, nous notons que la présence de ¢ qui refléte la conservation de 1’énergie.
Afin d’évaluer exactement ’expression du propagateur, il est commode d’écrire la trans-
formation de Fourier (4.4.7) des variables ko, et ko,. La premiére intégrale sur le delta est

immediate [43], nous obtenons

‘ € ZE(t ta 2n=1pl(n
S k) = = 3 [ AP T () B
(E +m)v]C1 (up) 0107 (uy) _Tvb O (1) 01O (1) »
5% n+1C’77+1( p) VICT (ug,) [%] n+lcrn+1( )v”“O"“( o (4.4.9)

cette derniére relation (4.4.9) exprime la fonction de Green de 'oscillateur de Dirac a une
dimension dans la représentation de ’espace et dans le cadre de la mécanique quantique en

présence de 'incertitude de longueur minimale.
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4.4. Fonction de Green en présence de la longueur minimale

Pour évaluer les fonctions d’onde et le spectre d’énergie; intégrons sur la variable FE.
Ce qui peut étre converti en une intégrale complexe le long du contour spécial C, puis en

utilisant le théoreme des résidus que nous obtenons

o—iB(tp—ta) i —iE® B
e - 2o e o (-1t (4.4.10)
avec
EP) = 4\/m? + B (mw)” n2 + 2n (muw). (4-4.11)

En (4.4.10), nous avons deux types de propagation, 'une avec I’énergie positive (+E7(f3 )) se
propageant vers le futur et autre avec une énergie négative (—ET(LB )) se propageant vers le
passé. Nous obtenons le propagateur correspondant a ’oscillateur de Dirac & une dimension

en présence de la distance minimale.
SO (pyypa) = = X [O(T) WP () DD (po) e BT+ O (<T) WO~ () TP (o) 57
n=0

(4.4.12)

De ce résultat, on en déduit le spectre d’énergie définie dans (4.4.11) et les fonctions d’ondes

correspondantes
(B)+ (B)—
vt (p) = (f?m (p)), et TE~ (p) = (f}‘m_ (p)), (4.4.13)
gn " (p) g (p)
on peut respectivement écrire les composantes des fonctions d’onde féﬁ )+ (p) et gff )+ (p)
B+ () — 4 [ (2 2TV B(E4m) ¢ N (g ey
fn (p) - (n) 71_1-\(”_,'_2,’7)2E7(lﬁ) (1+Bp2> n (1+Bp2> . ( S )
(B)+ _ 20 2 221~ nl(n+n)V/B ( 1 )"H n+1 < VBp )
92" (p) = 75, /T (n) Tzl (B0 o) \T77 iy (5% ) - (4.4.15)
et
- )
(5)7 o 9 921 1n!(n+77)\/B(En —m) 1 n \/B
£ () = \/ I (n) Tnr2n2EP o) O () - (4.4.16)
B)= () = 2i 2 227 nl(ntn)VB 1\ ( VBp )
9" () = 5y T ) s () () it (335). (4.4.17)

La conclusion que nous pouvons tirer de ce chapitre est que l'effet de la distance minimale
affecte tous les résultats physiques comme dans le cas de la théorie non-commutative. A la
fin de ce calcul, nous avons obtenu des résultats trés satisfaisants et localises dans I’énergie
et les fonctions d’ondes correspondantes. Ces résultats sont exactement les résultats donnés

dans la littérature.
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5

Formalisme de Feynman de ’équation
de Dirac avec masse variable en

présence de la distance minimale

5.1 Introduction

L’étude de la particule relativiste sous 'action des potentiels vecteurs ainsi scalaires suscite
un intérét considérable dans divers domaines de la physique afin de garantir 1’existence
d’états liés, tels que le probléme de confinement dans le modéle de bag et le modele de
hadrons [100], etc. La solution analytique de ces modeéles est bien nécessaire, car elle nous
permet, en méme temps, d’explorer la nature relativiste et spinoriel . En particulier, dans
le cadre de I’équation de Dirac était un grand développement et a été appliqué a plusieurs
mélange de potentiels vecteurs et scalaires et en utilisant des méthodes différentes, citant
par exemple, le potentiel linéaire [101,102], le potentiel Poschl-Teller [103], les potentiels
vecteurs et scalaires de Eckart [104, 105], les potentiels vecteurs et scalaires de type-Scarf
[106], les potentiels de Manning-Rosen [107], les potentiels de Hartmann [108] et le potentiel
Coulomb a dimensions quelconques [109], etc.

Dans tous ces cas, les modéles ont été traités par la mécanique quantique ordinaire, ou
les opérateurs de position et d’impulsion agissant sur I’espace de Hilbert des états qui vérifie
I’algebre usuelle d’Heisenberg. En revanche, si on prend en considération les effets des fluc-
tuations quantiques du champ gravitationnel en vue d’intégrer la gravité dans la mécanique
quantique, une conséquence significative remarquée dans cette unification est dans la gravité

quantique. Il existe une distance minimale observable de 'ordre de la longueur de Planck.
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5.1. Introduction

Cette incertitude longueur minimale est liée a une modification de 1'algebre d’Heisenberg
en ajoutant de petite correction aux relations de commutation canonique.

Comme il a été mentionné dans 'introduction du chapitre précédent, plusieurs problémes
ont été abordés dans le cadre de la mécanique quantique déformée via le formalisme de
Kempf et ses collaborateurs [1, 3,4, 5].

Ici, nous avons l'objectif de développer le travail [110], pour étudier en détail la dy-
namique d’un systeme relativiste de particule de Dirac soumis a un mélange des potentiels
scalaire et vecteur linéaire dans le contexte de ’algebre d’Heisenberg généralisée par deux
approches. Dans la premiére étape, nous considérons une équation de Dirac modifiée avec
la nouvelle forme de I'opérateur d’impulsion qui contient de hauts dérivés dans ’espace de
configuration.

Quand nous découplons le systéme de I’équation différentielle décrivant la dynamique
du systéme physique, le probléme serait converti directement & une équation différentielle
du quatriéme ordre, qui a une solution analytique compliquée dans la présence des champs
externes. Dans une technique d’approximation convenable d’une mécanique quantique non-
relativiste, nous avons trouvé les décalages des niveaux d’énergie relativiste, les quantités
dominantes & l'ordre 1 de paramétre de déformation. Dans la deuxiéme étape, nous allons
introduire le formalisme d’intégrale de chemin de Feynman pour la particule relativiste a
spin % dans 'espace de moment. La forme exacte de la fonction de Green est déterminée,
ou nous allons utiliser la méthode du temps propre de Schwinger et la technique intégrale
fonctionnelle de Grassmann pour les variables de spin [73]. Le spectre d’énergie ainsi que
les fonctions d’ondes normalisées de 1’état lié sont déduites. En outre, les cas limites sont
également déduits pour un petit parameétre de déformation et nous allons comparer avec la
premiére méthode de la théorie de déformation. Bien que les deux méthodes donnent des
résultats similaires de décalage de niveaux d’énergie pour un petit parameétre de déformation.
C’est le Feynman qui reste plus attrayant en raison de sa fagon intuitive de I'interprétation
des équations de base de la mécanique quantique ordinaire en utilisant des trajectoires

classiques.
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5.2. Résolution de I'équation de Dirac a (1+1) dimensions dans la représentation de
l’espace position

5.2 Reésolution de I’équation de Dirac i (1+41) dimen-

sions dans la représentation de 1’espace position

Dans cette section, nous considérons quelques particules relativistes spinoriels sous ’action
—

d’un potentiel Lorentz <V(i‘), A= O) plus un potentiel scalaire S(Z), décrit par I’équation

de Dirac a une dimension

{0275+ o3 <m0 +s (E)) - (iat v (E)) } U(z,t) =0, (5.2.1)

oll 09 et o3 sont les matrices standard de Pauli

0 — 1 0
J2:<i O>. 03:(0_1>. (5.2.2)

Comme les potentiels sont indépendants du temps, nous allons alors trouver les états sta-
tionnaires de cette équation. En conséquence, nous choisissons W(x,t) comme la forme

suivante exp (—iFEt) ®(x), et puis nous obtenons I’équation de la valeur propre suivante

{025+ - (mg + S (E)) - (E v (E)) } ®(x) = 0. (5.2.3)

A fin de traiter ce probléme dans le contexte de longueur minimale, dans la représentation

de Pespace de la position [25, 111}, nous définissons

I=1, (5.2.4)
p=p(1+18p%), (5.2.5)

ol & et p obéissent aux relations de commutations canoniques [z, p| = i. En outre, & partir de
I’équation ci-dessus, nous pouvons interpréter p comme 'opérateur d’impulsion aux faibles
énergies (p = —id/0x) et 5 lopérateur d’impulsion & haute énergie. Nous remplacons
D par (—i(?x ( — §8§)) dans Eq.(5.2.3), et nous proposons que les effets des fluctuations
quantiques du champ gravitationnel sont a l'ordre 1 de 3. Ensuite, ’équation modifiée de

Dirac peut étre écrite comme,

[—i020, (1 —802) + 03 (mo + S (2)) — (E =V (2))] (z) = 0. (5.2.6)
En utilisant ce qui suit ansatz.

® = {—i020, (1 — 202) + 05 (mo + S (2)) + (E = V (2)) } x, (5.2.7)

qui est une équation différentielle du quatriéme ordre dont la solution est trés compliquée

dans la présence de potentiels et y = (’;;), est une fonction spineur a deux composants.
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5.2. Résolution de I'équation de Dirac a (1+1) dimensions dans la représentation de
l’espace position

Maintenant, nous suggérons que le systéme soit soumis & ’action des potentiels vecteurs

V(z) et scalaires S(x), sont définis par:
V(z) = Vox, S(x)= Soz, (5.2.8)

avec Sy et Vg sont des constantes réelles et positives, nous obtenons le spineur de Dirac

satisfait:
{—gﬁa;* + 2+ (E—Vox)? — (mo + Sox)* — /(53 = V) (1 — B5?) M} x=0. (529)

Nous notons que ce potentiel linéaire est intéressant, il est envisagé comme un potentiel de
quark-confinement et il décrit un mouvement dans un champ uniforme gravitationnel ou
électrique [112], en d’onde-matiere de diffraction dans le temps [113] et dans une cone de
lumiere QCD modéle inspiré [114].

Ou la matrice M est donnée par:

0 (Vo+So)

~ 527‘/2

M= e ((E) o). (5.2.10)
(57V3)

Depuis les valeurs propres de la matrice M sont +1, les valeurs propres sont réelles, nous

pouvons introduire la transformation canonique comme suit:

x(z) =Ug (x), (5.2.11)

(Vo + So) (Vo + So)
V(S =VE) —V/(S5 - Vi)

La fonction & (x) satisfait I’équation de Klein-Gordon plus le terme de spin, s’écrit:

. (5.2.12)

oty WA g [ 4 plmaSet BV ] | (B

3a T

) _ 5} & (x)=0, (5.2.13)

avec v = /(5% — Vi) et e = £1.

Selon 'équation de Dirac modifiée (5.2.13), comme il a été mentionné précédemment
que la solution est compliquée, nous essayons de trouver par la méthode de perturbation
habituelle de la mécanique quantique et de la correction de I’énergie a 'ordre 1 en (3 et
comment 'introduire I'algebre de Heisenberg modifié affecte les résultats physiques. Pour

ce fait, supposons d’abord dans ce cas que a? > 0 de facon & éviter les valeurs propres
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complexes et on arrange 1’équation (5.2.13) a une somme de deux termes, dont I'un est le

term de perturbation comme suit,

[H® (2,0.) + H"" (0.)] & (2) = 0. (5.2.14)
avec le changement suivant
_(§2 — ) (moSo+EVo)
z= (S5 - V) <x + ) > : (5.2.15)
avec
H0:83—22+z1,
HY" = —2800? 4 £fad?, (5.2.16)
ou
_ (moSo+EVp)* (Ez_mg)
21 = + —e. 5.2.17
1 (ngVOQ)% \/(Sg_VOQ) ( )

Maintenant, dans le cas on HP*"* (9,) disparait, (c.-a-d., 8 — 0), 'équation (5.2.14) devient

le probleme de I'oscillateur harmonique dont la solution est connue,
070 (2) = Cpexp (-32°) Hy (), n'=n+1+5 (5.2.18)

avec z, vérifie

zn=2n+1. n=012,.. (5.2.19)

oun’ = (n+1,n).Léquation (5.2.14) est juste la méme que celle de I’équation de Schrédinger
de l'oscillateur harmonique dans = 0. La comparaison avec ce resultat standard, donne
la valeur suivante pour z;. Donc de (5.2.17) et (5.2.19), nous obtenons les niveaux d’énergie

suivants, de I’équation de Dirac & I’étude:

)3/4

. SQ*VQ
B =-—mgh 4 \/Qn(os—(?, (5.2.20)

nous notons l'existence de ces deux signes en (5.2.20) est une propriété caractéristique des
énergies dans la mécanique quantique relativiste. Maintenant, pour trouver la premiere
correction dans les niveaux d’énergie, nous prenons la valeur moyenne de l'opérateur de

perturbation en utilisant des fonctions propres (5.2.18)

B=0 ert
Aznl _ <§ (z)|HP

£°=0(2))
(67=0(2)167=%(2))

(5.2.21)
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A Taide de I'annexe C, nous pouvons obtenir ce résultat:

Bafexp(—%zQ)Hn(z)[—%aﬁ—l-Eaf] exp(—%z2)Hn(z)dz
fexp(*%zQ)Hn(z) exp(f%zﬂHn 2)dz

= B (n?) | (5.2.22)

Aznl =

Ot nous avons utilisé certaines propriétés des polynémes de Hermite. De la relation (5.2.17),

nous dérivons 'expression de AFE,,; en fonction de Az,;, nous écrivons,

1 _ (Sg_V02>3/2AZn1
AE;, = 250 (27050 tmoVo)” (5.2.23)
et en substituant (5.2.22) et (5.2.20) dans (5.2.23), nous obtenons,
8-13)"(+?)
AE! = 455 . 2.24
n 5250\/@(5'3—%2)3/4 (5 )
Ensuite, le spectre d’énergie du systéme a I'ordre 1 de J peut-étre réécrit comme:
E,(8) = E, '+ AE,+0 (6%, (5.2.25)
qui est égal a,
_ _mglt (s8-ve)"" | 5(s8-v8)""(»*) )
En(B) = =g £V (2n) =g — £ 00 = 4+ 0 (8%). (5.2.26)

5.3 Intégrales de chemins pour la particule de Dirac

en présence d’une longueur minimale

Dans cette section, nous nous sommes intéressés a résoudre le méme probléme dans la
représentation spatiale de I’énergie et I'impulsion et a la présence de la longueur minimale,
en introduisant le propagateur dit globale, qui est la quantité la plus importante de la
formulation de l'intégrale de chemin. Maintenant, nous sommes préts & commencer la
construction du propagateur de Dirac dans (1 + 1)-dimension qui représente la fonction de

Green causale 5S¢, et réalise I’équation suivante:
(v“ﬂu—m + @'6) S¢=1, (5.3.1)

ou pu = 0,1, v* sont les matrices de Dirac a 2-dimension Minkowski space, 7o = pg —
\%4 <§> ,mTm=petV (%) est le potentiel électrique dépendant de la variable 7 et les matrices
de v dans (1+41)-dimensionnelle satisfaisante la relation de commutation ['y", 'yk} L= 2n"F

avec 1"F = diag(1; —1). Elles sont liées aux matrices de Pauli:

B =" =io!,y* =io® B =’ (5.3.2)

74



5.3. Intégrales de chemins pour la particule de Dirac en présence d’une longueur minimale

et 0 < ek 1. Alors
. -1 .
S¢ = (W”Hu—m + ie) = (7“Hu +m iE) G, (5.3.3)

avec

. -1

GY = [fy“l‘[l/y”ﬂ,, —m? + z'e} . (5.3.4)

Tout d’abord, nous présentons S¢ (py, Pa, Pob, Poa) Un élément de matrice d’un opérateur Se
S (Pbs Pas Pobs Poa) = (Db, Pob| S |Pas Poa) - (5.3.5)

Dans la représentation globale [90], nous utilisons un seul temps propre a la nature bosonique
et I’action doit étre de type de Bose d’opérateur pour les y—matrices. La signification de cela
est que nous avons pour insérer les relations de fermeture de p et py défini dans 1'Eq.(4.2.6)

. . ~1
du coté gauche de 'opérateur [(fy“ﬂy—m) <7”HV + m)} , ce qui donne:

SC (plnpaapobapOa) - <7Vﬁu + m>b G?g) (pbapaapobvpﬂa) . (536)

Selon la méthode de Schwinger, la représentation globale de la fonction de Green dans

I'espace du moment (pg, p) est écrit comme:
G?B) (pbapaapobap()a) =1 f A <pb7p0b’ €xXp <_ZH(B) ()‘)> ’paap0a> . (537)
0
O 'hamiltonien H® (\) prend la forme suivante:
A B ) i~ 2 A = 2 i B8 A
D) = =3 [ = o+ 538) + (= ViE) — 450 9|, (539

En outre, nous supposons (S — ViZ) > 0 pour éviter les valeurs propres complexes, avec les
Vp et Sy sont des constantes arbitraires. Et 'opérateur F?) est une matrice anti-symétrique

définie par:

0 Vo Sy
B — (1+80°) [ =6 0 0o |. (5.3.9)
-5y 0 0

Donc, pour en tirer une représentation intégrale de chemins pour Eq.(5.3.7), nous suiv-

ons la méthode de discrétisation standard pour le kernel de I'Eq.(5.3.7). Comme il est
. . N+1

connu habituellement, nous écrivons exp <—Z'H ) ()\)) = [exp <—z‘)\H B /(N + 1))} et

nous insérons N fois 'identité (4.2.6), entre tous les opérateurs exp (—i/\]:l(ﬁ)/ (N + 1)) ,

75



5.3. Intégrales de chemins pour la particule de Dirac en présence d’une longueur minimale

I’expression de G?ﬁ) (Pb, Pas Pobs Poa) Se transforme de 'intégrale de chemin suivante

G?ﬁ) (plhpaapObapOa) - (_l) lim dA(] H / 1+5P den

N—oo 0
N - 2 N2 . N2
x I1 (Pn,pon|exp (lﬁ/\o [—P — (mo + Soz)” + (Po — Vo)
n=1

—2F£5) (® )v"v”D |Pn—1Pon—1) » (5.3.10)

ol € = 1/N + 1. En substituant (2.4.35) dans (5.3.10) et introduisant la représentation

intégrale de (p,,, Pon| Pn_1,Pon—1) donnée par:

d ndtn ; ) L arctan ——L arctan _
<pn7p0n|pn17p0n1>:/%§6””A[)0”6q"<\/§ tan v/Bpn — 75 arctan +/Bpn 1>. (5.3.11)

I'expression (5.3.10) pourrait étre transformé a 'intégrale de chemins suivante

g VP
G(ﬁ) (pbupaup()lnp(]a) = <_Z> ]\}EI;OT d)\() H mdpon
N+ [ dg, dt, , ,
X %2_ exXp {7' |:tnAp0n + 6/\0 |:p0n pn - mO - éF/.Sl/) (pn) ’Y'LL'Y :|:| }
X exp {Z [qn (% + 2e)o (pon Vo + m050)> — eXoq? (S5 — %2)] } . (5.3.12)

p(s), po(s) sont des trajectoires bosoniques paires obéissant & la condition aux limites
PN+1 = Db, Po = Pas D(N+1)0 = Peo €t Poo = Poa- L’opérateur chronologique 7 agit sur les
~v—matrices qui sont supposées étre formellement dépendantes du paramétre de temps s. Via
une intégrale de chemin sur des trajectoires impaires grassmanniennes [73]; la représentation
hamiltonienne de I'intégrale de chemin (5.3.12), peut étre transformé en forme de Lagrange

apres avoir éliminé l'intégration fonctionnelle sur ¢,, et ¢, :

NH 3(Pon—Pon—_1)

n—1 47Tie<S§—VO2)

N1 (Aarctan\/ﬁpn) (pon Vo+moSo)
X exp {Z Z |: 4)\0(5'37\/02)56 + \/B(SS,VOQ) <A arctan \/Bpn)

n=1

G5 (Db Pas Pobs Poa) = (—1) Jim 0 d)\oH / o, ]

N—o0

+er’“°’g§‘;;’32§°+er (2, — P2 — )}}Iﬁﬁmnx (5.3.13)

ol Iigl)n (pn) est le facteur de spin, il peut étre exprimé comme suit:

) (p) = 7" 5 [ Dy exp Vfo (22‘Ffﬁ)w“¢” _ wm{um) ds + 1, (1) ™ (0)]
i "5.3.14)
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Avec 0 et "™ (s) sont variables des grassmenniennes (impaire), anti-commute avec les -
matrices. Il est important de remplacer U'intégration sur ¢™ (s) par les vitesses impaires

w™ (s); a cause des conditions aux limites ¢™ (0) + ¢™ (1) = ™. Aprés le remplacement,

1 [t 0
v(s) = 5 / e(s—sYw(s)ds + 5 (5.3.15)
0
€(s) est le signe de s. Eq.(5.3.14) est simplifié a
iy i 1
0 (p) = " 5 exp [2 / %Fﬁf)e“ﬁ”} / Duw exp [_§memkwk + Imwm] . (5.3.16)
0 6=0
avec

Iy = A0 F e Tyt = 6one — Aoe FV)e. (5.3.17)

ol la mesure Dw est donnée par:

1 -1
Dw = Dw [/ Dw exp (—éwmgwm)} . (5.3.18)

Via les étapes des calculs, qui a présenté dans chapitre 3, nous pouvons obtenir le résultat
suivant:

Ao/ Sg—VOQ

I (p) = exp [i7" 5%] < cos { (14 Bp°) ds

+——L— (iVp0'0® — S,0°0°) sin ’ ?VO (1+ Bp*) ds (5.3.19)
N7 0 ) 14 . 3.

0=0

Puis, nous appliquons l'identité de I’algébre de Grassmann suivante:
exp | i7" FO) oo = £ (5o ) ex0 (16,7 |
p 7 aem 0=0 — 55 p mfy 520

=5 5 gy 0 ST ey (5.3.20)
= S mi.. m28fmla§mk = g' m’y £=0 - .O.

Développer exp (i€,,7™) au deuxiéme ordre et ensuite en effectuant une différenciation par
rapport a &, nous obtenons

Xoy/S2—VE

Is(fi)n (p) = cos { (1 + sz) ds

Ao/ SE-VE
01) sin f
0

j——20 2
Em S2ve (1+p8p%)ds | . (5.3.21)
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5.3. Intégrales de chemins pour la particule de Dirac en présence d’une longueur minimale

nous notons que, l’expression (5.3.13) est un similaire a le propagateur de celui généré par
le mouvement de particule ponctuelle sur les espaces courbes, si a ’aide de ’expansion a

mi-point, nous pouvons trouver 1’expression suivante :

[e%S) Z’M
2_ 2
Gi]ﬂ) (pbvpmp[)mpoa) - (—Z) ]\}lm d)\oe ‘/B<SD*V0>
— 00 0

y Nﬁl 5(17071—1707171) exp {2 ]%1 |: (Apn)? (—264—652- ) (Apn) :| }

amie(S2-V2) Doe(SF-VF)(148p2)°  48roe(S3-VF) (1+573)"

dpndPOn

(arctan v/Bpp—arctan \/Bpa) N
/ (1+6p32)

n=1 n=1

(s6-v¢)

ot le mi-point est défini par (’n =

PSS o, (7, 57— )| § 24, (), (5.322)

%) . Le deuxiéme terme de ’action est une correction

quantique dtie a la présence de I'incertitude de position minimum non nulle. Par conséquent,
afin d’obtenir le terme cinétique classique, nous utilisons la transformation des coordonnées
ci-dessous, avec p € [—o0, +00] — k € [—7/2y/B,+7/2v/B] ,

V/Bpn = tan \/Bk,. (5.3.23)

Via la technique [86], nous pouvons calculer les termes des corrections quantiques de I’action
et de la mesure, de ce qui se traduit dans le potentiel effectif généré (V.rr) prend une valeur

nulle & la mi-point k,. L’expression (5.3.22) peut étre transformé a la forme suivante:

G+ G MotS0) 16+ — G
\/SE-V§
G (o, ka; Kov, koa) = 5 |y sy) G — ] . : (5.3.24)

VSV
I1 est facile d’obtenir que G* et G~ sont définis par la méme expression suivante

o loVormose) (o
G (ky, s Ko, Koa) = Jim (i) / WA CER)

0

N+1
< T ewp (i (cho 1, = me 4 Lo 53 vz ) )

J=
X exp |:’l [% — 6)\0 tan2 (\/Bkb) <% + \/ Sg - %2>]1 s (5325)

ces expressions (5.3.25) sont exactement et formellement identiques a la représentation in-

H /dk ko~
rie(S3-V3)

tégrale de chemins de potentiel Poschl-Teller, qui a étudié dans 'annexe (B) et aussi dans

[85]; donc les solutions des G (ky, ka; kob, ko) €6 G~ (kb, ka; kob, koa) peuvent étre construites
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comime

(kObVOJFmOSO) (k'b )

dt
G (K, ks kop, oa) = (—i) 3 NII# / g / ithor—kor), (3-0)

exp<i/0/\0 {kgb +(k°”(‘;02+—M°*)902F\/S —Vo}ds)
X ij ¢~ R0B(S3=VE) (n*+ 2+ 1)) (cos <\/_k’ > cos (\/Bkb))n;
X Ol (sin (\/Ek)) o (sin (\/Bk;b)) , (5.3.26)

ott CyF sont polynémes de Gegenbauer et la constante de normalisation N, est donnée

par:
N'F =T (7&)2 {M] ’ (5.3.27)

27rF(n+27]1)

et
Ny =3 22 Ao
+ 2 B SS_VOZ B §2_1/2

Nous notons que, les valeurs des 77, 77_ sont parameétres positives, nous pouvons nous limiter

(1_@»77_ ( WW”) (5.3.28)

I _ 1 ) .
dans ce calcul sur les n, = PV n_ =1+ INGEE d’autres solutions des (77 y 77_) sont
rejetées parce que la condition est en contradiction avec le principe d’incertitude général-

is¢ donné par (2.4.31). Ensuite nous intégrons sur le temps propre A\, et agissant sur
I'opérateur <7”ﬁl, + m) et a l’aide de propriétés de polynome de Gegenbauer [99]. Enfin,
nous notons que la présbence de ¢ reflete la conservation de I’énergie. Afin d’évaluer ex-
actement I’expression du propagateur, il est commode d’écrire la transformation de Fourier
G (ky, ka; to, ta) , G (Kp, ka; ty, t) pour les variables ko, et ko,. La premiére intégrale sur le

delta est immédiate. La fonction de Green sera simplifiée comme

(- dE (SR ) |
b (2)7 D2 —iE(t,—tq
S (k k?a.t Jla) = Nn e
( bs b ) 282 7;0 .Sg o (E+7,;‘go) 2
S+t (k " St+= .
x [ o) o) ] , (5.3.29)
(kb’ a) ST ( a)
ou
1
W = —\/ﬁ (52— V&) 2 +2n (S5 — V&)™, (5.3.30)

En utilisant la propriété suivante de polynome de Gegenbauer de [99], - d 2O (u) = 2nC”+1 (u),

nous trouvons

ESo+mV, 7 So—W
57 k) = { | RO () + 35/ B O ) 203

2 ESo+mV, 1 1 7 So—W 1
. {+< St L O () — 2/ 0¥l n <ub)} i en] <ua)}- (5.3.31)
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Et
57 (k) = {—%vicﬂ (w) + 75y Gy v G <ub>} vIC (ua)
+ {—nz‘fﬁnn(’iiﬁf%”v?l@zfi (up) — 2/ St ncm (ub)} VT (). (5.3.32)
Et
St (ks ka) = [—(Ej%o)vgcg () + i oyt ety (ub)] vICH (ug)
+ {—n!ﬁnn O () + i 50l C <ub)} oI (). (5.3.33)
Et

ST (ky, ka) = {—Mvgcn (wp) + i 250 O (ub)] V1CM (ug)

2 m .
+ [(n;ﬁgm) <fj;g+_v?>ug+lcgj} (up) + 1250 (ub)} VIO () . (5.3.34)

Pour évaluer les fonctions d’ondes et le spectre d’énergie, intégrons sur la variable E. Ce
qui peut étre converti en une intégration complexe le long du contour spécial C', puis en
utilisant le théoréme des résidus

dE G k) it

o (-5 (P

. (Er(zﬁ)_‘/0+m050)

) (EgzﬁHVOﬂLmoSo)

_ 7 (kp—kaq) . m 7 (kp—ka) . m
— e D T o) R eyl () T (et
2w£{3) ’
(5.3.35)
ou
EP* = —maba + O T =ty — 1, (5.3.36)

B) — (88-V¢) 2, 20
W,y 5 Bln +6 27 ) (5.3.37)

Enfin, nous obtenons la décomposition spectrale du propagateur de la particule (1+1)-
dimensionnelle de Dirac sous ’action des potentiels vecteurs et scalaires linéaires en présence

d’incertitude longueur minimale

S (kp, ka3 T)
_ (B mV

3 — . (B), mVy
== Z S (T) \IJ;B)JF (kb) \IJ%B)+ (ka) 6_1( " So )T + 0O (_T) \Ij;ﬁ)* (kb) \Ijglﬁ)f (ka) ez(wn +TO)T
n=0

(5.3.38)
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Dans I’'Eq.(5.3.38), nous avons deux types de propagations, I'une avec ’énergie positive

EPT = (w%ﬁ ) mg—?) se propageant vers le futur et 'autre avec une énergie négative
EP- — _ <w§f ) 4 mg—?) se propageant vers le passé. Ou gP* (k) sont données par

i(ESlB)iVOerOSO)k )
(B)x _ (Sg—VOQ) Nn(S6—V5
(k) =e \/4SO<E7({6)iSo+mV0)

V101 (u) + 2%

(E,Slﬂ)i So -‘rmVo)
(So+Vo)

n+1,m+1
G0 (AR G (U)]

(5.3.39)

(B3 so+ma) )
AN 2 [_ (Sot+Vo) m+1omHl
[ Govey VOl (u) + VA (B st VTR (u)

De ce résultat, nous pouvons déduire le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes correspon-

dantes a partir de I’'Eq.(5.3.38) en utilisant les variables anciennes p.

/B - 1 . arctan(\/ﬁp)
= plov= o k= T (5.3.40)

Enfin de compte, il est remarquable que si 'on considére un trés petit 3, sous la forme

d’Eq. (5.3.37) peut facilement étre écrit comme

o 1,2)3/4 2 1,2)\5/4 n2
o = VI gD 0 ), (5341

alors nous obtenons

)" L g (s8v8) ()

+ e+ 0 (57). (5.3.42)

Eff) — _% +v2n (53*;/02
0 0

Nous pouvons maintenant comparer ce résultat (5.3.42) avec celui obtenu dans la section
précédente (5.2.26) de la théorie des perturbations, méme si les deux méthodes donnent le
méme décalage des niveaux d’énergie.

En déduit de cette application, qu’il nous est difficile de résoudre le probléme dans
la réprésentation de l'espace de configuration (avec 1A5 = —ia% (1 + § (—ia%)2>), car nous
obtenons une équation différentielle du quatriéme ordre. Par conséquent, en s’aidant de
la téchnique d’approximation ordinaire de la mécanique quantique. Nous avons calculer la
correction des niveaux d’énergie au premier ordre de 5. Ot nous avons comparé ce résultat
avec le résultat que nous avons obtenu avec 'utilisation du formalisme de l'intégrale de
chemin supersymétrique et qui étaient compatibles. Dans cette étude, nous n’avons pas

étudié le cas Sg — Vg < 0, pour éviter les valeurs propres complexes. Mais quand 52—V = 0,

le calcul est trés simple et on peut obtenir les résultats physique facilement.
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6

Formalisme d’intégrale de chemin
pour les oscillateurs relativistes dans

un espace non-commutatif

6.1 Introduction

Récemment, la géométrie non-commutative (GNC) a regu un accueil chaleureux de la part
des chercheurs dans le domaine de physique et mathématique. Ses racines se trouvent dans
la mécanique quantique, décrivant des échantillons microscopiques des lois de la nature.
La mécanique quantique a également motivé dans la premiére moitié du XXe siecle un
développement important dans la théorie des algébres d’opérateurs, comme ’étude de C*-
algebre et 'algebres de Von Neumann. Nous savons que de la mécanique classique a la
mécanique quantique, algébre commutative des fonctions sur ’espace des phases se change a
une algebre d’opérateur non-commutative sur un espace de Hilbert. Une procédure similaire
pouvait étre réalisée en géométrie, ol les notions classiques perdent leur applicabilité et leur
pertinence et pouvait aussi étre remplacée par une nouvelle idée de 1’espace, représentée par
les algeébres non-commutatives [115].

La représentation de I’espace non-commutatif, pouvait étre réalisé par les opérateurs de
coordonnées ##, = 0,1, 2, satisfaisant les relations de commutation (nous adoptons les
unités naturelles h = ¢ = 1):

[z, &7 = i0"", (6.1.1)

o 0" est une matrice anti-symétrique a (241)-dimensionnelle avec les éléments constants,

ot la matrice anti-symétrique peut-étre tout simplement choisie comme 6" = e et §"° =
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6.1. Introduction

6% = 0, ot € est le symbole de Levi-Civita et 6 est un paramétre qui mesure la non-
commutativité sur I'espace de coordonné, (voir, par exemple, la référence de la base de la
géométrie non-commutative [16]). Le résultat (2.4.57) qui est mentionné dans le deuxiéme
chapitre est un point de passage de l’affaire non-commutative au cas commutatif, (c’est-a-

5)

dire, le *-produit peut étre transformé en un produit ordinaire en décalant x par x —

L’un des plus grands succes de la géométrie non-commutative a été I'unification des forces
de la nature en une seule action gravitationnelle [115,116]. En outre, la géométrie non-
commutative joue un réle important dans la théorie des cordes et la M-théorie [117]. En ad-
dition, les espaces non-commutatifs ont été inclus dans la théorie quantique des champs par
un grand nombre de chercheurs scientifiques, voir par exemple [33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40].
En méme temps, nous trouvons moins d’intérét dans I’étude de ces problémes du point de vue
de Feynman. La principale difficulté pour I'application de ce formalisme (technique de Feyn-
man) est dans la nature discréte de spin, comme a été discuté par de nombreux chercheurs
[88,89]. Le premier traitement a été donné par Fradkin et Berzin basé sur 'idée de remplacer
les matrices de Dirac-Pauli par le nombre magique (variables grassmanniennes de ¢"). Leur
idée fondamentale est d’écrire 1’équation formelle de la fonction de Green causale comme
I'inverse d’un opérateur et d’exprimer cet inverse comme un opérateur d’évolution standard
en utilisant une représentation intégrale. En général, dans I’équation de Dirac oscillateur,
nous trouvons un temps propre supersymétrique qui a deux parties: une fermioniques et
I’autre bosonique. Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur le temps propre bosonique,
dont le traitement est analogue a la soi-disant la projection globale [90]. Ce formalisme a
été utilisé dans I’espace-temps non-commutatif et commutatif dans quelques applications de
la théorie quantique des champs [44, 77,78, 79, 80,81, 82,83, 84].

Dans ce chapitre, nous suggérons de développer larticle [118] que d’utiliser le formal-
isme d’intégrale de chemin supersymétrique pour calculer la fonction de Green, pour les
particules relativistes des oscillateurs de Dirac et Klein Gordon a deux dimensions dans un
espace non-commutatif, avec la présence et I’absence d’'un champ magnétique constant B
perpendiculaire au plan non-commutatif (Z,7). Nos résultats seront comparés avec ceux
obtenus par le formalisme de Schrédinger comme ils ont été déterminés par [119].

Au lieu de résoudre la représentation de I'intégrale de chemin pour les oscillateurs de
Dirac et Klein-Gordon a deux dimensions dans un espace non-commutatif, en utilisant la
procédure produit-star, nous utilisons le changement de Bopp [120], qui est défini dans
I'Eq. (2.4.57). Il est connu que l'oscillateur harmonique non-relativiste dans un espace

non-commutatif, a un comportement similaire au probléme de Landau dans un espace com-
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6.2. La fonction de Green pour l'oscillateur de Klein-Gordon dans une représentation de
I’'espace non-commutatif

mutatif [121]. Nous généralisons cette idée sur la mécanique quantique relativiste et I’état
des oscillateurs de Dirac et Klein-Gordon dans I’espace non-commutatif, a un comporte-
ment similaire aux oscillateurs de Dirac et Klein-Gordon dans I’espace commutatif avec la
présence d’un champ magnétique constant. Cependant, pour le cas de I'oscillateur de Dirac
non-commutatif, un nouveau terme apparaitra, qui implique qu’un fermion chargé dans un

espace non-commutatif a un moment dipolaire électrique.

6.2 La fonction de Green pour l’'oscillateur de Klein-
Gordon dans une représentation de 1’espace non-

commutatif

Soit G (z,y) est la fonction de Green habituelle de loscillateur de Klein-Gordon pour une
particule sans spin, alors le propagateur de la particule scalaire sur I'espace NC est la
fonction de Green causale G (z,y) de I'équation de l'oscillateur de Klein-Gordon. 11 est

généralement écrit comme
[p5 + (pi + imwz;) (p — imwa’) — m?] * G (z,y) = =6 (z —y), (6.2.1)

ot le Moyal-Weyl (ou *-produit) entre les deux fonctions (6.2.1) est définis dans I'Eq.(2.4.52).
Nous avons montré dans le chapitre 2 que la mécanique quantique NC: le produit de Moyal
peut étre remplacé par un décalage de Bopp [120] et les valeurs des opérateurs p2 et p?
restent inchangeables, mais la fonction scalaire de x va changer, ce qui donne I’équivalent

dans un espace commutatif
[ﬁg + (EZ + me%) <EZ - imw?) - m2] GO (s, 25) = —0° (xy — x;) . (6.2.2)
Les opérateurs #; sont des variables non-commutatives obéissant a la relation de commuta-
tion (2.4.45). Nous pouvons obtenir (2.4.45) en utilisant la transformation linéaire suivante
entre les variables non-commutatives <§l,}i> et les variables commutatives (Z;, p;):
-~ A eij .

T, =T — 7]71'7 P = ﬁz avec 7’7] - 17 27 (623)

ol les p; sont des opérateurs d’impulsions conjugués aux ;, qui satisfont la commutation de
Heisenberg ordinaire. Il apparait donc que la dynamique d’un oscillateur de Klein-Gordon
dans un espace non-commutatif, a un comportement similaire a la méme dynamique d’une

particule dans un espace commutatif et dans un champ magnétique constant.
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Selon Schwinger [96], nous présentons G (z,y) un élément de matrice d’un opérateur
Gi(0)
GO (xpiyp, wiy:) = <96f Ys

G*(")‘ T i) (6.2.4)

Ici |z) sont des vecteurs propres de certains opérateurs auto-adjoints des coordonnées ;.

Les correspondants opérateurs d’implusions canonique-conjugués sont p; de sorte que

(&3, 95 = 103, @i |w) = wilz),  (a|a’) =0%(z —a); /|35> (|de =1
1
(277)3/2

pilp) =pilp), (p1p) =38 —p); / p) {pldp = I;{z | p) = e’ (6.2.5)
Maintenant, on peut utiliser la représentation du modele de Schwinger (temps-propre) de

I'opérateur inverse. Nous obtenons

G (Tpyp, i y;) = —i/ (x; y;| exp (—z’)\ (ﬁ(e) — ze)) |zf yy) dA. (6.2.6)
0

Ou A est le temps-propre et I'infinitésimal € doit tendre vers zéro a la fin des calculs afin de
réobtenir la fonction de Green (6.2.4). L’hamiltonien H® se compose de deux termes: le
premier est 'opérateur hamiltonien du systéme quantique usuel et 'autre terme dépend de

I’espace non-commutatif 6.

~

HO =p3 —m? — (p2 +p2) — (mw)? (2% +9%) + 2mw
mw 2 A A A A A A
— O (92 + 53) + (mw)? 0 (&, — 5p2) (6.2.7)
Ici et dans ce qui suit, nous incluons le facteur (—ie) dans m?. Pour dériver une représentation
de l'intégrale de chemin de G, nous suivons la méthode de discrétisation standard pour
le kernel (6.2.6) comme cela se fait dans [44], nous obtenons la réprésentation Lagrangienne

de I'intégrale de chemin pour la foncion de Green G¥)

*d
G (xf,yf,Ii;yhtf,ti) = —i/ %/DeDWe/DIDyDt/DpOM@ ()
0

3 L >
exp {Z/o [pg —m?+ % — (mw)? (1 - %) (® + %) (6.2.8)
(mw)? - :
+50 0 (yx — ty) + 2mw + pot + m€| ds p , (6.2.9)
1
ol e(s) = 2\ (s) et wy = 1+ %. L’intégration fonctionnelle dans (6.2.9) va sur des

trajectoires x,(s), pu(s), e(s), et m. (s), paramétrable par quelques parameétres variants
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s € [0,1] et en respectant les conditions aux limites Z(0) = &, (1) = &, t(0) = t,,

t(1) =ty, € (0) = eq et la mesure M (¢) a la forme

< 2
MO (e /Dprpy exp {—2/ (1 + @) (P +p°) ds} . (6.2.10)
0

Nous pouvons enlever 'intégration fonctionnelle sur t et e aprés intégration sur pg et m. ce
qui donne §-fonction de é et £. Il est clair que ce probléme sera résolu facilement par les

coordonnées polaires, puis, I'expression de la fonction de Green (6.2.9) devient

d d )
GO (rp, 05,7, T) / 60/ 10 =m0 A (e, wn) exp {% (P2 —m® + 2mw]}
1 [0 (mw)2 252
X /rDr (t) Dy (t) exp —/ 72 4+ rip? — (1 — (mf) > r?
2 0 w1 w1
+%r2gp} ds} . (6.2.11)

Apres un changement d’angle ¢ (s) — ¢ (s) + (”;‘:))1295, cette fonction de Green (6.2.11) de-

vient formellement identique a celle de la solution intéférale du chemin radial de I'oscillateur
harmonique radial avec la fréquence indépendante du temps [98]. La solution de cette inté-

grale de chemin peut étre écrite comme suit:

G® (rp i T) =i f deo dpo “ioT oxp {z’% [ph —m* + 2mw]}

mw mw 2 2
27i,/w1 sin(mwy/w1eo) exXp [ 2i/w1 (ri + Tf) cot (mw\/w1€0)]

- . mw)? mwr;T
Z exp |:ng ((,Of — @, + %e())] I, (i\/uTlsin(mwf/uTleo)> : (6.2.12)

my=0

Pour déterminer les niveaux d’énergie des fonctions d’onde, nous devons utiliser la formule
de Hille-Hardy et les propriétés de série de Laguerre polyndmes [98] dans (6.2.12), puis nous

intégrons sur le temps propre d%. Nous obtenons finalement
G (rf,gof,ri,goi,T) = — / dpo e Zpoi ZZ \I/n(f - (Tf,gpf) \Ifn(fnZ (riy ;) (6.2.13)
avec \If,(f}w (r, )
\Ifn‘wa (r. ) = [%m} 1/2 <\T/n_wilr2) (me)/2

X exp (imgcp Sy ) L{meD (yTilr?) , (6.2.14)

ott L™ sont des polynomes de Laguerre généralisés. Les poles de la G (rf, ©fsTis Pis T)

donnent le spectre d’énergie discréete

Pon = i\/Qmw\/wl 20 4 |my| 4 1] — my (mw)® 0 + m? — 2mw. (6.2.15)
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6.3. La fonction de Green de l'oscillateur de Dirac dans un espace non-commutatif

Pour évaluer les fonctions d’onde et le spectre d’énergie, nous allons intégrer la variable pg,
¢a peut étre converti en une intégration complexe le long du contour spécial C, puis en

utilisant le théoréme des résidus, on obtient:

o—ip0T . =BT BT
T, = {@ (1) g + O =1) g | (6.2.16)

ou les valeurs propres d’énergie sont données par

= \/Qmw\/ 1+ M 20 4 |mg| 4 1] — my (mw)? 0 + m? — 2muw. (6.2.17)

Dans (6.2.16), nous avons deux types de propagations, I'une avec I’énergie positive (+E,(L9))

se propageant vers le futur et 'autre avec une énergie négative (—Ey(ﬁ)) se propageant vers
le passé. a partir de ce résultat, on en déduit le spectre d’énergie et les fonctions d’onde

correspondantes a partir (6.2.13) en écrivant

G(G) (Tf,@f,Ti,(,Oi;T) =
iE® 5©
—Z[ T)ED (rpy00) 6 (riyor) e T+ @ (=T) €D (ry,04) €50 (riy o) 0T

(6.2.18)

ot B est défini dans Eq.(6.2.17) et €9 (r, ) est donné par

o ' 1/2 ) (me)/2
gn (7"7 QO) = Z 2E(9) ( \/1+(mw9 n+|7ﬁg|)!) ( mw9) r )

1+ {med)”
~1/2 1/2
X exp (zmggo — (1 + (mw@) ) 7”2> L{meD) ( (1 + (mw@) ) r2) : (6.2.19)

avec (r,¢) sont des coordonnées polaires dans I’espace ordinaire.

6.3 La fonction de Green de ’oscillateur de Dirac dans

un espace non-commutatif

Pour déterminer l'oscillateur de Dirac dans l’espace ordinaire, nous introduisons la sub-
stitution non-minimale p — p — imwz°, qui a été proposée pour la premiére fois par
Moshinsky et Szczepaniak [95] ot w est la fréquence de loscillateur, 7° est la matrice de
Pauli habituelle et m la masse de la particule au repos . Dans cette section, nous avons
I'intention de construire 'intégrale de chemin pour le propagateur de 1'oscillateur relativiste

de Dirac & deux dimensions dans la réprésentation de ’espace non-commutatif, en suivant
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6.3. La fonction de Green de l'oscillateur de Dirac dans un espace non-commutatif

la méthode Fradkin-Gitman [73]. Le propagateur de l'oscillateur de Dirac est régi par la

fonction de Green causale S¢ (zy,x;):
(Y7 ,—m) * S (x5, 1) = —6° (x5 — 1) ; m* — m? —ie. (6.3.1)

Dans un traitement similaire & celui appliqué au Eq. (2.4.57) dans la section précédente,

Eq.(6.3.1) peut étre réécrite comme suit

(7“7;“—771) SO (x5 ;) = =6 (2 — x1); m? — m? —ie. (6.3.2)
Les composants 7 sont
. 9  ~ D) ~

ol (:@ = T; — %jﬁj) et les coordonnées (;, p;) satisfont le crochet de Heisenberg usuel. Les
v—matrices dans (2 + 1)-dimensionnelle sont les matrices usuelles de Dirac qui satisfont les

commutations standards.
YA =20, At =™yt v, a = 0,1, 2. (6.3.4)
Ces matrices de Dirac concernent les matrices de Pauli et elles obéissent aux relations

7 =07 =% 4% = 4% (6.3.5)

Tout d’abord, nous présentons S(@)¢ (xf,yr, i, y;) un élément de la matrice d'un opérateur
S(0)c

ot S est donnée par

1
(7“%M—m> (7”%,, + m)
Maintenant, afin de construire un propagateur de représentation globale, nous utilisons

i - - -1
la relation [ |zf) (xf|dzy = 1 entre (v”ﬁy+m> et [(V“ﬁu—m> <7Vﬁy—l—m)] . Nous

obtenons,

SOe — <7”7§V + m) (6.3.7)

SO (s, yp, wi i) = <’YV7AT,, + m)om SO (xr yp, 26,91 (6.3.8)
avec
G 1
) (75
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6.3. La fonction de Green de l'oscillateur de Dirac dans un espace non-commutatif

Grace a la méthode de temps-propre de Schwinger, le S®9 (xf,yf, i, y;) est représenté ci-

dessous:
SO (x5, yp, i, y:) = —z’/ d\ <a:f T ‘exp [—i]:l(e) (/\)} ‘ X yz-> , (6.3.10)
0

oil I'Hamiltonien ) (A) se compose de deux parties: 1'une est ’hamiltonienne de 'oscillateur
de Dirac dans ’espace commutatif et la seconde partie est considérée comme une correction

imposée par la non-commutativité qui dépend de 6

HD (\) ==\ (7#%#_771) (7”%1, + m) . (6.3.11)
?

— )\ [ﬁg —m® — (p2 Ha;) - m*w® (2* + 9% 5

0) i 4 A A N
FDy 'y + 2muw (&, — ypx)}
mwo . L mwl\ , .o .o
—A - 2mw (Tpy — Ypz) — | 2+ 5 (p2 +py) . (6.3.12)
Alors, afin de construire une représentation intégrale de chemin pour S (z s, yy, i, vi),
nous suivons la méthode de discrétisation standard pour le kernel de (6.3.10). Habituelle-

, . S CHO) (A
ment, nous écrivons exp (—ZH(G) ()\)) = exp (—z N+(1)

N1
) et nous insérons N identités

[ @) (x| dz = 1, entre tous les opérateurs exp <—7,H]i;jr(1’\ )
(N +1) intégrations [ dA\,d (A, — Ag—1) = 1 et (N + 1) identités [ |p) (p|dp = 1. Celui-ci

transforme 1'expression de SO¢ (x4, y;, ;,9;) & ce qui suit dans la représentation hamiltoni-

). Ensuite, nous introduisons

enne de l'intégrale de chemin :

S(G)C (gjfj ny ]}i, yi7 tf? tl) —

(—1) (7”7?1, + m) t’]T/ d)\o / DtDxDy / DpoyDp,Dp, / D)D),
ouw 0
1 ,
. Z N
exp {Z/O {)\ {pg —m? - w% (pi +p§> — m2w? (xg n yz) B §Fi(f)fy .
+2mwws (Tpy — Ypa) + Dai + Pyy + pot + WA}\] ds} ) (6.3.13)

ol wy =1+ mT“’e et F'®) est une matrice anti-symétrique, connue comme:

0 0 0
FO =9omw | o 0 — (14 met) (6.3.14)
0 (1+m2) 0

Z(s), pls), A(s), et my(s) sont des variables de trajectoires bosoniques obéissant a la con-
dition de la limite #(0) = Z;, #(1) = &y, A(0) = A¢. L’opérateur ordonnant T qui agit sur le

~v-matrices qui est supposé dépendre formellement du parametre de temps s. Via I'intégrale
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6.3. La fonction de Green de l'oscillateur de Dirac dans un espace non-commutatif

de chemin sur des trajectoires des grassmanniennes impaires [73], la représentation Hamil-

tonienne de l'intégrale de chemin de (6.3.13), peut étre transformée comme suit:
R d . S
SO (g, yp, wiyi, T) = (—i) e @/%e—w/ dAO/DIDy/DPmDpy/DADm
T 0

1
¢io(pg=m?) / Dy exp {z/ [)\ [—wg (P2 +p2) —mPw? (® + %) + 2iF" b Sk
Y(0)+(1)=¢ 0

+2mwws (xpy — ypa)] + Pait + py + Ak — iwni/fn} ds +1, (1) 9" (0)}e—g,  (6.3.15)

ol la mesure Dy est donnée par

1 -1
Dy = D D b d . 6.3.16
y w[ /w o DvE ( | i )] (6.3.16)

et &, sont les variables auxiliaire de Grassmann (impaires), anti-commutantes par définition
avec les y-matrices; v, (s), sont des trajectoires impaires de lintégration. Tout d’abord,
on peut intégrer sur 7, (s), puis en utilisant la suite d—fonctions pour enlever I'intégration
fonctionnelle sur A. Il est important de remplacer I'intégration sur ¢ par les vitesses impaires

w, & cause des conditions aux limites ¥" (0) + ¢" (1) = £". Aprés le remplacement

¥(s) = % /0 e(s—sYw(s)ds + g, (6.3.17)

avec ¢ (s) le signe de s. Alors I’équation (4.2.15) devient

) 0 d —1 > .
S(G)g (va Ygs Tiy Yy T) = (_7’) eXp ('L’}/ 55 ) / }::6 poT/ d)\O exp (ZAO (pg - mZ))
0

/ DDy / Dp.Dp, / Duw exp{ / (Ao [~w3 (P2 +p2) — (mw)” (a® +17)

+2mwws (zpy, — yps)|] — — (w”e —£&") F(e) (EOJ +¢& ) +

i —WpeW" + Pt + pyy} ds} ,

2 o
(6.3.18)

1 -1
Dw = Dw {/ Dw exp (—ﬁwnswn)} : (6.3.19)

Grace a Eq.(6.3.18), nous pouvons voir que 'intégrale de chemin sur les variables de Grass-

ou la mesure Dw est

mann w(s) sont gaussienne, ce qui est clairement indiqué dans le troisiéme chapitre (méthode
de Fradkin-Gittman). Suivant les mémes étapes du compte a la section précédente (comme

dans [98]), nous pouvons trouver S®)9:

S(G)g (TfaSOf,Tz‘,QO” _ —Z ZZ/ d@o/dpo 7 0 P m) ipoT’

—1i|epmw mewd n+|m -m *
o il eome (14242 ) ((2n-+|me|+1) e>]\1,ne’3né (rr,07) OO (ri,0,)

X [cos (2mwwaeq) + 77 sin (2mwwsey)] (6.3.20)
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ou v, (r, ) est donnée par

B0 (o) = mw n! 12 me (me)/2
ning 1> ) = wsy (N + |myl)! Wa

X exp (z'mggo - %‘;#) L{meD <TZ—:)7‘2) . (6.3.21)

LD est un polynome de Laguerre généralisé et m, est un nombre entier. En plus de cela,

nous l'intégrons sur d2ﬂ, alors nous agissons grace a 'opérateur (7”7% + m) . Finalement,
out

nous utilisons les propriétés des polynomes de Laguerre de [99], & obtenir:

1 7(Zf;rzi) {mw n! ]/dpo e~ 0T

S(Q)c TP Tis$i) = /1 1€ - 2 X
Urppron) = X 3 TR e

_ (00 +m0) (zf)(mﬁ%)/z (Zi)(mg+%)/2 (2Z\/;n:w¢;) (Zf)(mwr%)/? eimees LI ()]
xemeles=ed Lm0y LImeD (2 X (z) (et 2)/2 itmar g pmerl )
(%\/% ) e (zp)(mer a2 el () L (—po+m) (z) T2 (2 (mer2)2

xemimees () (mer)/2 pmd () xelmeD ) LI () Lm0 (24)
(6.3.22)
mw,.2

ouz=-—-r"et
wa
P2 =m? + 2mwwsy (2n + |my| + 1) — m*w?0 (my + 1) — 2mwmy — 2mw. (6.3.23)

La détermination des fonctions d’ondes est effectuée en appliquant le théoréme des résidus.
Choisissons un contour spécial C' dans le plan complexe. Les poles de la fonction de Green

, . o). , . , . . , 0 _
sont des énergies positives et les énergies négatives sont respectivement données par py =
E, —ie, p° = —E, +ie. Pour les énergies positives pﬂ]r, le contour de l'intégration est choisi
au-dessous de ’axe réel avec T' > 0. D’autre part, pour les énergies négatives p° , il a été

choisi ci-dessus de 'axe réel avec T' < 0. En conclusion, nous avons

—ipgT . i@ 2O T
fem ——ilommi o], (6.5.24)
et
» . EP+m) 0 EDFm) 0
j{%;g?gi (po £m) = —i {@ (T) (T,@)e T 40 (-T) <2ET>6E T} ,  (6.3.25)
ou

E® = \/m2 + 2mww, (2n + |my| + 1) — m2w20 (my + 1) — 2mwmy — 2mw. (6.3.26)
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Dans (6.3.24), nous avons deux types de propagation, l'une avec I’énergie positive (—i—ET(Lg))
se propageant vers le futur et 'autre avec une énergie négative (—Eq(f)) propageant vers
le passé. Nous obtenons le propagateur dans ’espace NC, mais défini avec des variables

commutatives

S(G) (Tf7g0fvri7(pi;T) -
T, (0) _®
D3 (O, (e og) W o) e T 4 O CI) W (1) Wil () 7

n

(6.3.27)

De ce résultat, on en déduit le spectre d’énergie avec wy =1+ mT‘*”g dans Eq.(6.3.26)

EY j:\/m2 + 2mw (1 + 22) (2n + [my| 4+ 1) — m2w?0 (myg + 1) — 2mwmy — 2mw,

(6.3.28)
ou autrement
E® = +./m? + 2n (2mw + m2w20) + |my| (2mw 4+ m2w20) (1 F 1). (6.3.29)

Les fonctions d’ondes correspondantes sont

im0 (1) emee P (r)
PO+ (1 o) = 1 ( | 1 >,\I/(9)_ r o) = 1 ( | 1 )
n,my ( 90) (%(;72) 1/4 ez(me_,’_l)@wg@)—k (T) n,Mmy ( 90) (%‘;72) 1/4 ez(mé‘i‘l)@w (T
(6.3.30)

Les composants des fonctions d’ondes \117(1927; (r,p) et \11%927; sont respectivement

(me+1/2)/2 2
(0)+ _ e n EDim]Y? (w o, — TS L (my|) [ T o
U1 nmy (r) = [\/ s w(ntme])l 9 p® W r e 2 L™ s )

(6.3.31)
¢2nmg (T):Z[\/_ 1 n(é) } —r 2w2 L - )
3Tl W2 7'I'(7’l+|mg|) Ey, Wo Wa
(6.3.32)
(me+1/2)/2 2
(0)— _ mw n! Ey(f)—m 12 (mw 2 — 5o 1 (Jme)) mw o
¢1,n,mg (T) - |:\/ Twa m(nt|mg))! 25 :| w_27" e 2wz Ln ¢ w—27“
0y (0
=/ B, (7). (6.3.33)
1/2 (me+3/2)/2 wr?
v, ) =i e (L EL (T
;s mwa w(n+m))! g Wo w2
O 4 (0
= —\/ B, (). (6.3.34)
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Maintenant, nous allons discuter deux points clés qui nous font avancer. La transformation
(6.2.3) n’est pas unitaire et nous emmene & partir d’une représentation réductible en #; a
une autre irréductible dans z;, ainsi nous pouvons représenter le T; opérateurs sur I’espace

de Hilbert d’un irréductible par I’action suivante

~ 0 .

Ti(x) = (x; + 27&-)1#()(), avec i,j = 1,2, (6.3.35)
Ce qui indique que la position du non-commutatif est non locale dans cette représentation.
Cette difficulté principale peut étre détournée en travaillant soit dans la base dynamique p;
ou dans la base mixte de I'espace des phases (Z, p,), ou encore par (¢, p,) [46], que ce soit
dans la représentation holomorphe de I’élévation et I'abaissement des opérateurs en termes
de ces coordonnées non-commutatives [47,48]. Dans [44], il est suggéré que nous pouvons
également se déplacer a l'intégration sur des trajectoires ou T = = — % dans l'intégrale de

chemins (6.2.6) et (6.3.10), puis nous avons
L0 ..
o0 Z=% 3 ~i . 5.0,
aO — / X / Dp / D exp {z / ds [pi:t ~ (3, m#%”. (6.3.36)
0 7—%L 0

op
2

- [ee] ff— A ~i . 97'.7 .
SOe — 4 <’y”fru + m) d\ | Dp DI exp<i ds |pix — H(Z,p,7y) + b7 By ,
bJo #i—% 0 2
(6.3.37)

ces actions dans (6.3.36), (6.3.37) ne sont pas locales et différentes de la case correspondante

et

commutative (& § = 0) par le terme %plﬂij p;. Cette suggestion n’est pas correcte en soi et
peut nous conduire & certaines ambiguités, car elle ne respecte pas I’esprit de Feynman de la
signification des intégrales de chemin. A notre avis, les formulations données dans [48] sont
meilleures. Enfin, la représentation commutative nous donne le spectre correct et certaines
propriétés physiques du systéme sont décrites d’'une maniére plus facile.

En outre, si ’on considére le probléme d’une particule chargée sur un plan non-commutatif
soumis & un champ magnétique constant 3, ou le potentiel magnétique vecteur A assosié a
ce systéme est écrite dans une jauge symétrique

A= g (—gh fj‘) . (6.3.38)

On peut obtenir dans ce cas, la représentation des fonctions de Green, les énergies et les
fonctions d’onde pour l'oscillateurs de Dirac et de Klein-Gordon & (2+1)-dimensionnelle dans
I’espace non-commutatif, par la suite de la méme maniére que dans les calculs précédents

et juste de remplacer la fréquence w par w — w + %.
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la conclusion fondamentale de ce chapitre est; les deux problémes des applications (les
oscillateurs Klein-Gordon et Dirac) dans ’espace non-commutatif sont similaire aux mémes
systémes relativistes dans 1’espace commutatif et avec la présence d’un champ magnétique
constant (L’effet de Zeeman). Elle conduit & 8 = 0 : I'espace NC qui retourne a ’espace

commutatif et nous récupérons les mémes résultats dans le cas d’espace ordinaire [122, 123].
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7

Formalisme d’intégrale de chemin
pour ’équation de Feshbach-Villars
dans ’espace de phase

non-commutatif

7.1 Introduction

Pendant longtemps, et comme il est bien connu en mécanique quantique relativiste, I’équation
de Dirac vient pour décrire les particules relativistes qui ont le spin % appliqué avec succes
pour résoudre les problemes physiques. Malheureusement, la méme approche a été omise
pour I’équation de Klein-Gordon, qui décrit les particules sans spin en raison de la présence
des dérivés -pour la deuxiéme fois- qui générent les difficultés essentielles de la densité de
probabilité négative. L’équation de Feschbach-Villars (F-V) [124,125,126] est une tenta-
tive pour éviter ces obstacles et de donner en méme temps une interprétation précise de la
probabilité pour les particules sans spin. Le procédé consiste essentiellement & réduire les
dérivés du second ordre par l'utilisation d’une fonction & deux composants d’ondes. Par
conséquent, ’équation présenterait la symétrie de charge qui est, en principe, une exigence
de la théorie relativiste et donnant ainsi naissance a des solutions d’énergie négative et de
leur interprétation comme “anti-particules”. En plus de cela, dans le domaine de ce genre
d’équation, il y a beaucoup d’applications ont été étudiées soumises sous un champ électro-

magnétique différent, citant par exemple [128]. Dans tous ces cas, elles ont été traitées
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par la mécanique quantique habituelle. Ou les opérateurs de position et d’impulsion agis-
sant sur ’espace de Hilbert des états satisfaisants aux relations de commutation usuelle.
Si on prend en considération la notion de la géométrie non-commutative dans ’espace de
phase qui représente une extension naturelle d’algebre standard d’Heisenberg, dans lequel on
permet aux non-commutateurs d’exister aussi entre les coordonnées, et entre les moments.
Par conséquent, quelques grands importants papiers consacrés a 1’étude des divers aspects
de la physique quantique dans l’espace NC et plusieurs méthodes de la résolution analy-
tique et approximative ont été appliquées [33,34, 35,36, 37, 38,40], etc. En méme temps,
I’approche de Feynman est d’un intérét particulier dans ce contexte, plusieurs formulations
ont été présentés, par exemple, nous trouvons une version de 'action Berezin—Marinov [44].
D’autre part, la difficulté de ’espace des phases non-commutative peut étre éviter en tra-
vaillant soit dans la base de 'espace des phases mixtes {|q1,p2)}, ou encore dans d’autre
base de I’espace de phase mixte {|g2,p1)} [46]. En outre, les auteurs [47,48] ont formulé
les intégrales du chemin de Feynman sur un plan non-commutatif en utilisant des états
cohérents, une formulation qui a conduit & des résultats différents & ceux des traitements
mentionnés ci-dessous. Dans cette analyse, nous sommes intéressés a construire la fonction
de Green de I’équation de Feshbach-Villars & spin 0 dans I’espace de phase non-commutatif
via le formalisme d’intégrale de chemin supersymétrique. Nous notons que cette équation
décrit la dynamique relativistes des particules sans spin avec deux composants dont ’origine
physique est discutée dans la réf. [124] et qui connaissait certaines applications, par exemple
[128]. Pour les matrices de Pauli décrivant la symétrie de charge sont remplacées par les vari-
ables de Grassmann impaires. Le produit-star [67] introduit, qui caractérise la géométrie
non-commutative est équivalent a un changement de Bopp qui est défini dans la section
suivante (équations (7.2.12) et (7.2.13)). Par la suite, pour les calculs effectués, nous diago-
nalisons I’hamiltonien du systéme via la transformation de Foldy-Wouthuysen canonique. Le
cas libre et l'interaction du champ magnétique constant sont explicitement exposés. Dans
chaque cas, les propagateurs sont évalués et le spectre d’énergie et les fonctions d’onde
correspondantes sont déduits.

Maintenant, dans le contexte de la mécanique quantique non-commutative, nous sug-
gérons de développer le travail [127], ou 'on présente de I’équation de F.V et certaines

relations nécessaires dans le calcul de 'espace des phases non-commutatif.
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7.2 L’équation de Feshbach-Villars de la géométrie non-

commutative

Dans I'espace des phases commutatif, la mécanique quantique est formulée en imposant les

relations de la commutation qui générent I’algebre de Heisenberg suivant :
[i‘?ﬁﬁj] = iéij, [Ziz,fﬂ = 0, et [}5@,]3]] =0. (721)

D’aprés ces relations, ’équation relativiste décrivant la dynamique des particules de spin
zéro avec la présence d'un champ électro-magnétique, est mise en place via la régle de

correspondance et qui est connue par I’équation KG
(5 +igV(2)" = (Y — igA (2))* +m?| @ (2) = 0. (7.2.2)

La difficulté principale de cette équation est la présence des dérivés du temps du second ordre
qui génerent la densité de probabilité non positive. La procédure F.V. est appliquée pour
éviter cette difficulté en considérant une équation & deux ondes composantes. La réduction
de 'ordre de la dérivée en temps est autorisée conformément & la linéarisation suivante :
wz<q]1)=i<¢+%(i%_gv)@> (7.2.3)
0, V2\e-L(2-—g)o )
ou P est la fonction d’onde de KG et ¥ est celle de F.V.

Par conséquent, ¥ satisfait ’équation de Schrodinger suivante:

oV
i = H(g)V, (7.2.4)
avec
1
H(g) = —=— (V —igA)* (03 + io3) + mos + gV, (7.2.5)

2m
V(z) et A(z) représentent le potentiel scalaire indépendant du temps et (01,02, 03) sont les

matrices de Pauli décrivant la symétrie de charge. Elles sont habituellement définies comme

<0 1) (o —i) <1 0 )
o1 = ,09 = ,03 = . (726)
10 i 0 0 —1

Par conséquent, I’équation présente la symétrie de charge exigée par les principes relativistes

suit:

et I’énergie négative est interprétée comme 'antiparticule.
Afin de décrire un espace de phase non-commutatif dans le plan (x,y), les relations des

commutations ci-dessus seraient changé comme:

[giaﬁj] = idij, [/Z'JZ,%J] = i@ij, [5175j:| = 2772] avec Z,j = 1, 2, 3, (727)
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7.2. L’équation de Feshbach-Villars de la géométrie non-commutative

0ij et m;; sont des parametres de tenseur constants anti-symétriques avec des dimensions

de 05 et n,; qui représentent respectivement (longueur)? et (impulsion)?. Ils représentent la

non-commutation de I’espace de phase dans le plan (z,y), & savoir, 6% =0 et n* = 0.
Dans le contexte de cette déformation, le produit de deux fonctions est équivalent aux

crochets de Weyl-Moyal ot le produit-star est défini comme:

(f % g) (z,p) = €309 0743150707 £ (1 pyg(, p)

1
= f(:lf,p)g(ai,p) + §eljal$fajmg Di=Ppj +O (@2) s (728)

7
Ti=x; +§77ij3ipf3jpg

Ou O (©?) représente les termes de second ordre et plus de 6;; et 7,;. Les équations (7.2.2)

et (7.2.3) dans 'espace des phases NC serront:

*® () = 0. (7.2.9)

(% + z’gV(ﬁ:)>2 + (V —igA (2))* + m?

En utilisant la méme technique de linéarisation donnée par

v 1 [ e+L1(i2—gV)x®
g )= L o (it = 9V) . (7.2.10)
v, V2 - 12 —gv)x®
L’équation de F.V non-commutative devient

ov

2m

Le produit-star de I’équation F.V sur I’espace des phases NC peut étre transformée en un
produit ordinaire par un décalage généralisé de Bopp en déplacant les coordonnées x; et les

impulsions p; comme suit:

. 1 s 1
Ty — x5 — 591-jpj et p; — pi + Mg i (7.2.12)

Par conséquent, le potentiel électromagnétique d’interaction (V (z), A (x)) défini sur un
espace de phase non-commutatif, donne le potentiel effectif 6-dépendant de ’espace des

phases commutatif comme suit:
. D . S 1s
Vi(z)=V $+§9><p et A(x)=A x—|—§9><p : (7.2.13)

Dans la partie suivante, notre intérét est de calculer la fonction de Green par rapport a

I’équation (7.2.11) en suivant le formalisme d’intégrale de chemin.
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7.3 Construction de la fonction de Green dans ’espace

de phase NC

Dans le cas suivant, nous considérons une particule sans spin de masse m, soumise a ’action
d’un champ électromagnétique dans un espace de phase non-commutatif. Nous présentons
la dérivation du propagateur F.V via le formalisme supersymétrique proposé par Fradkin
et Gitman [73]. Comme on le sait, le propagateur de la particule spin 0 dans un espace de

phase non-commutatif est la fonction de Green causale G¢ (3, z,,) de I’équation de F.V

~ 2
[fro — {;T—lm (03 +i09) + m03” * G (xp, 24) = —0* (a, 2,) . (7.3.1)

Nous avons montré dans la section précédente que sur la mécanique quantique non-commutative,
le Moyal produit-star peut étre remplacé par un changement généralisé de Bopp (7.2.12),

ce qui donne 'équivalent dans un espace de phase commutative (0;; = €;;x0y, Nij = €iikMe)s

~2
[%o B [2% (03 +ioa) +moy ] GO (ap, 24) = —8" (a3, 20) (7.3.2)
Les composantes %0 et %Z
~ 1=
o =po— gV <:E+ 50 x7), (7.3.3)
= R o S
T, = p—§77><x —gA x+§9><p ) (734)

avec V (x) et A (x) est le potentiel électromagnétique et les opérateurs z*, p* dans un espace
commutatif qui satisfait les relations ordinaires de commutation de Heisenberg (7.2.1).
En utilisant les propriétés de matrices de Pauli (0,0; = i€;;,04), nous pouvons écrire

I’équation (7.3.2) comme suit:

~ 1 =~ n .
<W0—5Fnk0 Uk) GO (mbayb) =4 (xlnyb) ) (7-3-5)

avec la matrice F' est un anti-symétrique qui est lié aux coordonnées ¥ et I'impulsion p,

définie comme:

0 - (gr_; n m) i2
Fo = (g_; + m) 0 0o |. (7.3.6)
72
—Z% 0 0

Tout d’abord, nous présentons GN) (1, z,) comme un élément de la matrice d’un opérateur
G(No)
GO (x4, 24) = (] G |z, . (7.3.7)
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|x;) sont des vecteurs propres de certains opérateurs auto-adjoints de coordonnées Z;; les

correspondants des opérateurs d’impulsions canoniques conjugués sont p;, donc:

(G0 py) = 6y, Bila) = milz), (x| ) = B(x — o): /u»@Mmzf

N 1 ipT
pilp) =pilp). (o |p) =086 —p); / Ip) (pldp = I;{x | p) = % )3/2€p . (7.38)
T
Ou la solution symbolique est écrite comme suit:
Alx 1
GO = (7.3.9)

<,7;T/0_% ~nk0-n0-k)
Selon la méthode de Schwinger (nous utilisons un seul temps-propre bosonique ), la fonction

de Green dans I'espace de configuration est écrite comme

GO (a4, 24) = (—i) /O A (] exp (—ZH (A)) 2a) | (7.3.10)

ou .
H () = -\ (%0—%fnka"a’f) . (7.3.11)

Ainsi, pour construire une représentation de l'intégrale de chemin de G (xy,z,), nous

suivons la méthode de discrétisation standard. D’abord, nous écrivons exp <—zﬁ * (A)) =

o N+1
[exp <—zlfvi’\1)>] et nous insérons N identités [ |z) (x| dz = 1, entre tous les opérateurs

exp (—2%93) . Ensuite, nous introduisons (N + 1) intégrations [ dA\d (A — Ne—1) = 1,

et (N +1) identités [|p) (p|dp = 1. Ceci transforme I'expression de G®% (1y,7,) a la

représentation hamiltonienne de l'intégrale de chemin suivante:

) o0
GO (2, 2,) = (—i) " 58 / dAo / DxzDA / DpDry / Dy
0 " (O)+y (1) =¢"

1
X exp {z /0 [)\ (%0+2zﬁnk¢”w’f> 4 pd A — wnz'p”] ds + 4, (1) " (0)} . (7.3.12)
£=0

et la mesure Dy est donnée par

1 —1
Dy = D D 0" . 7.3.13
y mewm¢“4A%¢%} (7.3.13)

avec x (s),m(s), A (s), et my (s) sont des trajectoires bosoniques, obéissants a des conditions
aux limites: x (0) = 24,2 (1) = x5, A (0) = A. Et 6, 0" (s) sont des variables grassmanni-
ennes (impaires), anti-commutes avec les matrices des Pauli o;. En plus, ces trajectoires

impaires 1" (s) se conforment aux conditions des limites anti-périodiques

" (0) + 9" (1) = £ (7.3.14)
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Cette représentation (7.3.12), peut étre traitée comme l'intégrale de chemin du propaga-
teur par rapport aux cas libre et en présence d’'un champ magnétique constant, via une

transformation canonique analogue a la transformation de F-W.

7.4 Meéthode générale via la transformation de Foldy-

Wouthuysen (F-W)

La transformation de F-W est un des fondements de la mécanique quantique relativiste
qui est appliqué pour transformer 1’équation de Dirac libre en une forme facile, a associer
les opérateurs avec la dynamique des variables classiques. L’équation de F.V. présente
les mémes propriétés particulieres et il est également possible dans ce cas, de trouver une
transformation analogue canonique par laquelle les difficultés sont liées a I'interprétation de
la théorie disparue [125]. En effet, dans cette représentation Hamiltonienne de F.V devient
hermitienne et les solutions de 1’énergie positive et négative sont totalement découplées.
Ainsi, 'interprétation probabiliste classique a été rétablie.

Dans cette section, nous voulons utiliser cette transformation canonique dans les calculs
de l'intégrale de chemin de propagateur de F.V dans un champ magnétique externe, avec les
coordonnées de l’espace de phase non-commutatif (NC). En I’absence du champ électrique

(V =0), Pexpression (7.3.12) s’écrit:
G(NC) (be, l’a) _ (—Z) eian% /d)\o / %eiAopteipt(tb_ta) / Dw
™
1
X exp {2/ ds HZ)\om¢1¢2 - ¢nw i| + wn (1) wn (0):| } ICQ(ZJNC) (wb7 La, )\0) |_f=07 (741)
0
et
K(NC) _
) (xba Lq, )\0) —

)\0 ~ ~ 2
/D3xD3p exp {z/ ds [z—(p g;i(x)) (wlz/)2 — i1p12/13) + px
0

} , (7.4.2)

avec les coordonnées (7, p) a deux dimensions dans I'espace de phase non-commutatif sont

donnés en termes des variables commutatives (z, p),

0 0
Tr=ux— épy, g =y + Epm Z = z, (743)
~ n - n -
Pz = Po + §y, Py = Dy — 555, Pz = Dz- (744)
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11 est facile de voir que, le propagateur (7.4.2) représente le propagateur de particule chargée
non-relativiste dans la présence du champ magnétique, dont la solution générale est donnée

par:

KD (0, ho) = S Wy () W (i) 787 1o (w10 ivtut)as, (7.4.5)
n=0

ET est le spectre d’énergie lié au probléme de l’espace des phases non-commutatif et
U, m (x) sont les fonctions d’onde correspondantes. Maintenant, a ce niveau, nous intro-

duisons la transformation canonique définie par

i, — S (ESD) 1h,,, (7.4.6)
avec
1 0 0
B 4m —ig(m®
S(E@N) =] 0 Som BT s o | - (7.4.7)

\/2mE'T(:7"6)+m2 \/ZmE,(ln"g)er2

Insérant toutes les modifications dans I'expression (7.4.1), il peut étre transformé comme

suit:
(xc) (. ] APt _ixopy ipi(ty—ta)
G (zp,xa) = (—1) [ dXo DV, (25) VS, (x4) 2—6 e
n T
ion 01 ~ Ao ~n~k ~ n ~ ~n
X" s Di exp { | @ s - ,0") + 6,00 <0>]} ,
3" (0)+9" (1)=¢£" 0 £=0
(7.4.8)
ou
0O -1 0
Foke = \/ m2+4+2mEY” 1 0 0 |. (7.4.9)
0O 0 O

Il est important de remplacer I'intégration sur QL par les vitesses impaires w, en raison de la

condition limitée ¢ (0) + 4" (1) = £, apres le remplacement [77],

@(s):%/o e (s — ) () ds’ +

DO [

, (7.4.10)

g(s) est le signe de s. Puis (7.4.8) devient

. d . )
G(NO) ($b, xa) _ (_Z) /d)\o Z 0, (%) \1,:1 (l’a) / %el)\optelpt(tb*ta)

™

io’”i ~ . A0 Z ~ n ~k k Z ~ ~
xe" %" [ Diexp-s i 5 (@"e = &") Fuk (&u +¢& ) + §wn5wn , (7.4.11)
0 £€=0
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D& = D& [ / D exp <—%@"g@n)] . (7.4.12)

A partir de Eq.(7.4.11), nous pouvons voir que I'intégrale de chemin sur les variables grass-

ou la mesure DO est

manniennes sont gaussienne, ce qui est indiqué dans le chapitre 3. Ensuite, nous utilisons le

théoréme de résidus, pour trouver le propagateur approprié de la fonction de Green (7.4.11):
KO (24, x4) = Z W, () U2 (24) [e7 % un (€,) @n (E,) — € vy (En) 1 (En)]» (7.4.13)

ou

£ = \/ m? + 2mES?. (7.4.14)

1 m+ &, 1 m— &
n(&n) = ——5 U (&) = ——— . 7.4.15
t (E) 2(m5n)1/2(m—€n> on (&) 2(m5n)1/2<m+5n) ( )

L’expression (7.4.13) est connue sous le nom d’une décomposition spectrale du propagateur
de F.V a partir duquel on peut facilement en déduire une formelle du spectre et des fonctions

d’onde correspondantes.

7.5 Applications

7.5.1 La particule libre

Pour une particule libre, (c.-a~-d. V (z) =0 et A (x) = 0) nous utilisons uniquement le pas-
sage sur l'impulsion (c.—é,—d. Do = Do+ 3Y, Dy = py ) Puis, la représentation hamil-

tonienne de l'intégrale de chemin de la kernel ICw (xb, T4, \g) est donnée par,

2
IQ(/)\IC) (@b, Tay Ao) :/%eipz(zb_%)e_)‘og’i(wlw_wlws)/DaiDprxDpy

27
} . (7.5.1)

2 2
(et 3y)" + (py— 32
Il est clair que ce propagateur (7.5.1) est identique a la solution intégrale de chemin pour les

Ao )
X exp {z/ ds |i (v'? — i) + pud + pyy
0

particules chargées en présence d’un champ magnétique constant, il sera résolu facilement
par les coordonnées polaires [85], ainsi la solution de cette intégrale de chemin écrite comme

suit:

K0 (@20, 20) = £ 5 dp 2 s (2za) DoY) 3 (6102 i) ds

X W e (py, sob) U5t (Pas #a) (7.5.2)

103



7.5. Applications

avec ,
EW = 2% +(2n+ Dwy, wo= % (7.5.3)
U, ¢ (p, ) est la fonction d’onde de oscillateur
U, (p, ) mwy  nl 1/2 (mwo 2>|€/2 (itp— 0 2)[/ (mwg 2) (7.5.4)
n ) = € ’ o
ek o (n+ |{]) 2’ 2 7

L™ (x) sont des polynomes de Laguerre généralisés. En substituant (7.5.2) dans (7.4.1) nous

obtenons

G (1, 14) = (—1) ei"n;l/d/\o/?e”opte”’t(tb‘t“)/%e”’z(zb‘za)

T 2

* i T()n) Lt 2 —ib 3 ) ds
X Z Z \I/mf (pb7 (pb) \Ijn,é (pcu (pa) / Dr(/)e AoFon fO (w ¢ v )d
n £ "(0)+y"(1)=¢"

X exp {z /0 Cds Hmomww - %4@”] v ()" (0)] } leo. (7.5.5)

Suivant les mémes étapes du compte dans la section précédente (selon la [77]), nous utilisons
le théoréme des résidus pour trouver le propagateur K& (1, z,) de la fonction de Green
GO (2, 74):

V dpz 7, 2p—2 *
KO (o, T) = [ e 5 W ) Wi (000

x [ uy, (p2,n) i (p2,1) — €5 0y (p2,1) Un (D2, 1)] (7.5.6)

dont le spectre d’énergie est donné par

1
En = \/pz +m? + 2n (n - 5) (7.5.7)

et

tn (o)) = ———— S (o) = —— . (158
bert) = S g ( m— &, ) Pt = S e ( m+ &, ) (758)

Nous notons qu'’il y a une similitude entre la dynamique de la particule libre (F.V) dans
I’espace non-commutatif avec celle de la particule sans spin (F.V) soumise a l’action d’un

champ magnétique constant dans I'espace des phases commutatif (effet Zeeman normal).
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7.5.2 Champ magnétique constant

Dans ce cas, nous discutons les niveaux d’énergie de ce probléme d’une particule chargée
sur un plan non-commutatif soumise & un champ magnétique B constant, dont le potentiel

vecteur magnétique associé A est écrit dans une jauge symétrique:
- B_ B
A=|——=y,=T|. 7.5.9
( 505 ) (7.5.9)

. , . NC
Dans ce cas, nous pouvons obtenir la représentation du propagateur ICfp ) (xp, T4, Ag) cOmme

suit :

2

ICI(pNC) (xb,xm )\0) _ /%eipz(zb—za)ei)\ogﬁl(lﬁlw2iw1¢3) /Dq;DprxDpy
T

2 2

D +63(n )y) + (py . 63(;10)1') }

o [
X exp 2/0 ds |1 D)

(V"% — ") + poi + pyy

(7.5.10)

-1
B0 — (B+ ) (1 + ?) . m? = (1 + #) (7.5.11)

et la méme maniére que dans les calculs précédents, on obtient la forme finale du propagateur

avec

de F.V d’un champ magnétique constant dans ’espace de phase non-commutatif

' dpz ipz(2p—2 *
KO (a0 T) = £ 5 [ T2 00 (5 0) W ()

X [e_ignTun (pza 0, 77) U, (pza 0, 7]) - eignTUn (ng 0, n) Un (pZ7 0, 7])] ’ (7512)

E, = \/pg + m? + 2 (eB+n) (1 + ?) (n + %) (7.5.13)

avec

\:[!n,Z (pa 90) est:

) | 12 /() ez )
\Ijn’e (IO’ gp) _ <m Wo n. )) (m w0p2> e(léap—TOpQ)Lfl (¥p2> 7 (7514)

21 (n+ |/ 2
ou
e eBBo
wo E <B+ ) (1 -+ T) (7515)
et
Up (ps,0,m) = ——— U (P2, 0,m) = ——— . (7.5.16
( ) 2(m5n)1/2 ( m— &, ) ( ) 2(m5n)1/2 ( m+ &, ) ( )
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On peut remarquer que les résultats (7.5.12), (7.5.14), (7.5.13) et (7.5.16) ont un com-
portement similaire & la dynamique d’une particule dans un espace de phase commu-
tatif et un champ magnétique constant qui a les grandeurs physiques suivantes: la masse
m® = m(1+ #)_2, le champ magnétique constant B = (B+ 1) (1+ %)_1 et la
fréquence wo = = (B + g) (1 + #) .

En conclusion, de ce chapitre, on notera les résultats obtenus dans cette étude, sont
similaires aux particules sans spin soumises & l’action d'un champ magnétique constant
dans l'espace commutatif [128]. Elles conduisent a § = 0 et n = 0, nous trouvons le résultat

de l'affaire ordinaire dans I’espace commutatif.
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Conclusion générale

Dans cette thése, nous avons principalement étudié certains problémes de la mécanique
quantique relativiste, suivant les deux différents formalismes de déformation, par ’approche
de Feynman.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons exposé les outils fondamentaux de la construction
de la déformation formelle dans le cadre algébrique et leurs applications sur la mécanique
classique et la mécanique quantique. Pour simplifier et éviter les difficultés de cette défor-
mation, qui parait trés compliquée dans son cas général, nous nous sommes intéressés aux
cas particuliers: les distances minimales et la géométrie non-commutative.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons exposé le formalisme des intégrales de chemin
appliqué a la mécanique quantique et statistique pour les systémes quadratiques avec les
deux approches mentionnées, et ce, en utilisant les formalismes standard de Feynman ou
Kleinert.

Dans le quatriéme et le cinquiéme chapitre, nous avons traité le cas de l'oscillateur de
Dirac & une dimension et celui de la particule de Dirac ayant la masse variable. Pour le cas
de loscillateur de Dirac, nous avons déterminé la fonction de Green via le modéle de Kempf,
les fonctions des ondes et le spectre énergétique sont bien déduits en incluant une correction
quantique supplémentaire dépendante du parametre de déformation en s’appuyant sur la
technique standard de Feynman. Pour le cas de la particule de Dirac de masse variable
soumise a l'interaction d'un potentiel linéaire a été étudié également dans le méme con-
texte du modele de Kempf, par la méthode directe dans ’espace de configuration et par
le formalisme des intégrales de chemin dans I’espace des moments. Nous notons que le
décalage des niveaux d’énergie relativiste a été obtenu selon la méthode d’approximation

stationnaire de la mécanique quantique ordinaire et comparé a celui obtenu par la fonction
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de Green via I’approche de Feynman. Les deux méthodes donnent un méme résultat de la
quantité des niveaux énergétiques au premier ordre des parameétres de déformation, comme
les niveaux d’énergie d’une particule confinée dans un puits de potentiels et contrairement
aux cas ordinaires qui dépend de n.

Dans le sixiéme chapitre et dans le cadre de géométrie non-commutative, nous avons
reconstruit les fonctions de Green relative aux oscillateurs relativistes (Klein Gordon et
Dirac) a deux dimensions, le calcul a été effectué et comparé aux cas ordinaires. Le cas de
Poscillateur de Klein-Gordon dans ’espace non-commutatif est équivalent au cas ordinaire
en présence d’'un champ magnétique constant. Alors pour le cas de 'oscillateur de Dirac
dans I’espace non-commutatif est équivalent au cas de 'oscillateur de Dirac se mouvant dans
un champ magnétique constant en présence d'un terme supplémentaire jouant le role d’un
moment dipolaire.

Dans le septiéme chapitre, nous avons déterminé la fonction de Green pour la particule
de F-V sans spin dans le cadre de la géométrie non-commutative et via le formalisme de
Feynman. Pour diagonaliser ’'Hamiltonien du systéme, la transformation de F-W a été
appliquée par un calcul simple et direct nous obtenons les fonctions d’ondes et le spectre
énergétique. Il est remarquable, que tous les résultats obtenus concordent exactement a

ceux dans la littérature dans le cas ou les paramétres de déformation sont nuls.
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Appendix A

Les fonctions Spéciales
1. La fonction de Gamma I" ()

i) T'(z)= [ e " 'dt  Re(x)>0.
(A1)

ii) T(x+1) =2l (z); T(1) = 1 T(1/2) = /m; T'(n+1) = nl; n = nombre entier

non-négatif.

(A.2)
2. Polynomes de Laguerre LS (z):

i) L2 (z) = e L (emmante) = Z mek’ x€[0,00[,a>—-1,n=0,1,2, ...

(A.3)
i) (10" e = S e

(A.4)
iii) oL (z)" + (a+1—2) L2 (2) +nLe (x) = 0.

(A.5)
iv) 7L;(x) = —LyT ().

(A.6)
v) xL (z) = 2n+a+ 1)L (z) — (n+ ) LS, () —(n+ 1) L%, () (n>1).

(A.7)
vi) Z AT 2 o (—4288) 1, (243) (] < 1],

(A.8)
vii) [0 e " x L2 (z) LY, (z) do = W%m-

(A.9)

109



Appendix A

3. Polynomes de Gegenbauer C? (z):

[n/2]

0) O () = 5 CUTOeki) 9 n=2k 0 c [ 1 1], A > —1/2,n=0,1,2, ...

£ H(n—2R)IT(3)

ii) (1—23)C) (@) — 2 +1)2C) (z) +n(n+2)\)C) (z) =0.

n

iii) O} (2)" = 20C M ().

iv) 20 (1) = 210N (0) + 52 CN (0) (n> 1),

2(A+n) 2(3+n)

v) nC) (z) = 2AxC) ] (z) — 20005 (2)  (n = 2).

vi) (n+42)) O} (z) = 2AxC)M (1) — 202C2 ] (2) (n>1).

vii) nOM (z) = (n — 1 +2\) 2C> | (2) —2X (1 —2?) C) 5 () (n > 2).

P12 _ I(n+2)
viii) [ ( 20N 2) C (2) da = 2 QAWW&M.
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Calcule du propagateur avec le potentiel de Péschl-Teller

Suivant Feynman, le propagateur relatif a Eq.(3.2.55) s’écrit formellement

K (K, ke /Dk exp(l/ /:(k;,l;:)ds),

avec le lagrangien du systéme

~—~

B.1)

L‘(kk) - 25;;—MZ;WQA A — 1) tan? <\/—k> (B.2)
RO (1 [sect (VB 1], (B.3)

et expicitement sous forme discréte

. N ik SN
K (ky, ko) = lim ————— /—nex S(n,n—1)
( b ) N—oo \/2mihemw? nl;Il vV 2mihemw? P Z

ot l'action élémentaire S (n,n — 1) est donnée par

S(n,n—-1)= (Ak,)° - ﬁhQ;muz)\ A=1)e [sec (\/Bkn) sec (\/Bkn,l) - 1} . (B.5)

2mw?e

Pour simplifier, nous faisons le changement de variable 9,, = \/fk,,. Les équations (B.4) et

. N+1
S (n . (B6
00 \/2mihemw? n= 1/ \/27Tzh8mw2 ( Z ) 0

(B.5) se transforment en
K (0y,9,) = hm

et )
(AY,) Bh2mw?

2mw?Be 2

Afin d’exprimer 'action en fonction de cos Av,,, nous utilisons le développement limité de

S(n,n—1)= A (A —1)e[sec (V) sec (Vy—1) —1]. (B.7)

la fonction cosinus et retenons les termes d’ordre 4 en A4, :

(80, | (A0,

cos AV, =1— 5 TR (B.8)
d’ou ,
(AD,)? =2 (1 — cos AU, + (Ajn) > . (B.9)

Donc, 'expression (B.7) se réécrit

(1 — cos A¥,) (A9, BREmw?

S —-1) = _
(n,n =1) mw? e 24mw? e 2

A (A —1)e[sec(¥,)sec (V1) —1].
(B.10)
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A T’aide de la formule suivante:

/ exp [—ay® + By* + By + O (v°)] dy = /

—q —q

q

3
exp {—agf + Byt + Zﬁ/az +0 (a7?)| dy,
(B.11)
valable pour a grand et ¢ — 0o, nous pouvons remplacer le terme (Aﬁn)4 par son corre-

spondant quantique
(AD,)* ~ —3 (mw255h)2. (B.12)

L’action élémentaire devient

~ (L—cosAY,)  mw’Beh?  Bh*mw?

—1)= -1 1) —1].
S(n,n—1) e 3 5 A(A—1)e[sec (V) sec (Vp—1) — 1]
(B.13)
En utilisant la propriété de la fonction de cosinus
1 mw?Bh? cos (9,,) cos (V1)
S —-1) = - _
(n,n—1) (muﬂﬁa T8 ) mw? e
sin (9,,) sin (9,,_1) Bh2mw?
— — —1 1) —1]. B.14
< T 5 A(A—=1)e[sec (9,)sec (¥,_1) ] ( )
Alors, nous aboutissons a ’exponentielle de I'action élémentaire
i i . Bhmw? sin (¥,,) sin (9,,—1)
z “1) = _
P (hS (n,m )) P ( Bhmate T 8 ) P < iBhmw2e
cos (0,) cos (V1) . Bhmw?
X exp [ Bhma i— A (A —1)e[sec (¥,)sec (D,—1) — 1]| . (B.15)
Utilisons maitenant la formule asymptotique suivante [98]
I (2) = (2m2) Y exp|z— 1 v — ! larg z| < i (B.16)

ol I}y (z) sont les fonctions de Bessel modifiées, I’équation (B.15) devient:
iS( 0 [Bhgwgefieﬁh’g& +i5ﬁg“"2)\()\fl)a} sin (9,,) sin (J,,—1)
exp | =S (n,n — =e ex
PR P\ iBhmare

cos () cos (¢,-1) 1z cos (9, cos (V1)
8 [27T iBhmw?e ] by ( ifhmw?e ) ’ (B-17)

Substituons le résultat (B.17) dans l'expression (B.6) du propagateur, nous obtenons

1 N d NA1 { i 71'&5&""“2+iﬁﬁ’m“’2)\()\fl)a}
lC 19 7/19(1 — lll’Il — /—n & Bhmwe 8 2
(95, 9e) N—oo \/ihemw? nl;ll \/1Bhmuw?e nl;ll
. : 1/2
X exp sin (19”) sin (¥,-1)\ [cos (19n) cos (¥,_1) I
ifhmw?3e ifhmw?3e

1
2

(COS (fg%;;’ZQ(f”‘l)) . (B.18)
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A ce niveau, insérons la relation suivante [87]

[cos av cos 6]1/27A In_1/2 (zcosacos ) exp (zsin asin 3)

_ 2PV A ) (1) A (o A
= — ; T At ) Iin (2) CF (sina) Co (sin 5) (B.19)

ot C? sont les polynomes de Gegenbauer, dans I'équation (B.18), pour l'intégration par
rapport a la variable ¥,,, utilisons la relation d’orthogonalité des polynomes de Gegenbauer

[87]
Loa A L \A-1/2 m2' 72T (2) 4 n)
/1 Cy (1) Co (1) (1= %) dt = TN (A)]Q(S"’m' (B.20)

Ainsi, aprés avoir effectué toutes les intégrations sur les variables angulaires, nous aboutis-

sons a l’expression du propagateur suivante

N+1
im 2\ (271) e S (A+n)n!
K= VB2 e | ] S

N41 i eBhmw? | phme? oy gy 1
{ H €|:Bﬁmw2s g Tt (A1) }[)\Jrn <—2) COS)\ (ﬁb) COS)\ <§a>
n=1

ifhmw?e

x C (sin (9y)) O (sin () - (B.21)

Finalement, en remplacant I, ((iﬁhmw%)_l> par la relation (B.16) , le propagateur peut
étre alors écrit sous la forme

2221 (N +n)nl/B o [_iﬁhﬂmuﬂ
7L (2A +n) [T (A)] 2 ho 2

cos (/) cos* (V3 2 (sn (VR ) 2 (sm (VBR)) . (B2)

K (ky, ko) =

(R +2(n+1)N) (t, — ta)]

~ L[
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Certaines définitions fondamentales de ’algébre de Grassmann

Soit &4, ..., &, sont n générateurs d’'une algebre de Grassmann G,,, qui vérifient les rela-

tions d’anti-commutations suivantes:
£k + &€ = 0; pour tout j,k=1,..,n, (C.1)

et n est la dimension de ’algebre et en particulier le carré de chaque variable de Grassman
est égal zéro; é'% = 0. tout les éléments de g € G, peuvent étre représentés comme un

ensemble fini des monomes homogénes

g(&) =

n
v=

Ekfgfl“'k”ﬁkl---ék,7 (C.2)

0

ol gl(,k) sont des nombres (réels ou complexes) et il est supposé qu’ils sont anti-symétrique

dans les indices {k}. L’ensemble des éléments, pour lesquels seuls les termes avec v paire
sont présents dans la somme (les éléments pairs) est un sous-algebre G, L'ensemble des
éléments impairs, définis d’une fagon analogue, Gﬁl_), ne sont pas une sous-algébre. Les
éléments pairs commutent avec tous les éléments de GG,,; éléments impairs commutent avec
les éléments pairs et anticommute avec les éléments impairs

L’évolution (une analogie de conjugaison complexe). Définie une par une les étapes de

I’algebre sur elle méme; g < ¢g*, satifaisante les conditions suivantes:

(g")" =g (C.3)
(9192)* = 959; (C-4)
(ag)” =a’g", (C.5)

ol «a est un nombre complexe. Un élément g est réel si g* = g. L’algebre G,, est réelle si
tous ses éléments sont réels, en particulier, £, = &,.

Les dérivés. Les opérateurs linéaires suivants sont introduits dans G, :

—

0

a_é-lfkl"'fku = 5kll€k2'“§k,, - 6k21£k1"'€k,, + .t <_)V 6ku15k1“'€k,,,17 (06)
El ,
€u,m- 6 g = Oty — o+ () By i, (eky

Leur action sur tout g € GG, est déterminée au moyen de Eq.(C.2) . Les opérateurs (5 /O l)

&
et < 0 /0 l) sont appelés le dérivé gauche et dérivé droit. Simplement, pour trouver le dérivé

a gauche 5/ 0¢, d'un monome il faut permuter &, & la premiere place et puis 'annuler; et
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vice versa pour le dérivé a droite. Si &; est absent, le dérivé de la monome s’annule. Il est

J g [ d
‘ (a—sk ) " (a—sj ) ()
9 g\ 9

les intégrales axées sur les variables de grassmenn dans l’expression suivante:

facile de voir que

o)) o))
@w‘ Q) @w‘ Qy

/1d§, — 0, /gldgl ~1. (C.10)

L’intégrale multiple est définie au moyen d’itération des intégrales seules. De toute évidence,

/gkl"'gkydgku"'gkl = €ky.. ks (C.11)
[ 9y = et g (12)

Ot €411 est le tenseur Levi-Civita . L’intégrale Gaussienne est importante pour les applica-
{k} g

tions physiques, et elle peut étre démontrée comme suite:

/eXp (Z az‘j@fj) dg,,&; = (det [[2a5 )", aj = —ay;. (C.13)

Notez que la racine carrée du déterminant d’une matrice anti-symétrique est un polynéme

de ses éléments.
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Calculer ’expectation Az,

La fonction ¢°=°(2) qui est définie dans 1'équation (5.2.18), satisfait les conditions

d’orthogonalité

+oo
| @@ @ = b, DO.1)
et
400 nTH m=mn+1
| gt @d={ 8 mon-1 (D2)
0 autrement
et
( n(n—
—(2 1), m=mn—2
+o0 2n+1 m—n
En ()220 () dz = 2 , (D.3)
/_Oo —(H;)(nw), m=n-+2
L 0 autrement
Et
too 0 si 7 —m — n est impair
55:0 (Z) nggfﬂ (Z) dz = . p— min(m,n) N '
/—00 B Y (p) (p)m autrement

p=max(0,—s)

(D.4)
ouns=(r—n—m)/2et (Z) est un coefficient binomial.
De ce qui précede, nous pouvons calculer 'expectation Az,; de 'ordre 5. Nous avons en
Eq.(5.2.21),

<£/3:0 (z) |Hpert| 5610 (z)>
() (=)

Avec le HP*™ = Bo [—%8;1 + 583] , nous utilisons 1’équivalence de ’équation oscillateur har-

monique & une dimension (& savoir, 026770 (2) = (22 — 2) £77°(2)) et avec l'aide des Egs.

(D.1), (D.2), (D.3) et (D.4), nous pouvons obtenir ce résultat

Bov [exp (—32%) Hy (2) [—20% + €0?] exp (—322) H, (2) d=z
[exp (—322) Hy () exp (—322) H, (2) dz

) (D.6)

Aznl =
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Abstract: In this paper, we propose to study the (1+1)-dimensional Klein-Gordon equation
in the presence of a minimal length by two approaches: a method direct in the position space
representation and a path integral formalism in energy-momentum space, where a particle is
subjected to a mixing of linear vector plus scalar potentials. For a first method, a suitable
approximation technique of a non-relativistic quantum mechanics has been applied and the
shifts of the relativistic energy levels is determined. For a second method, the Green function is
obtained, the energy spectrum together with the normalized wave functions of the bound states
are deduced and the limiting case is considered. The results of both methods are compared
and we find the same dominant quantities to order 1 on parameter of deformation.
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1. Introduction

The study of the relativistic particle under the action of vector plus scalar potentials raised
considerable interest in various domains of physics in order to guarantee the existence
of bound states, such as the confining problem in the bag model[1] and hadrons models
etc... In addition, it can be considered as an effective mass term in solid state physics
for describe impurities in crystals[2], in quantum well and quantum dots. However, to
its practical application, the quantum study of this problem requires some precautions
relative to the order of operator [3][4].

For this purpose, within the framework, the relativistic Klein Gordon (K-G) equa-
tion has been developed and applied to several mixing of vector and scalar potentials,

*
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for example, the K-G equation is exactly solved, with vector and scalar Hulthen-type
potential[5][6], with Coulomb like scalar-plus-vector potentials[7], with vector and scalar
exponential type potentials[8], with scalar and vector Rosen-Morse-type potential[9], with
the generalized Hulthen potential [10], with linear and exponential potentials [11], some
classes of exactly-solvable KG equations are discussed by[12] and the non Hermitian scalar
and vector potentials cases in[13].

However, we note that these problems are treated under the usual quantum mechanics,
where the position and momentum operators acting on the Hilbert space of states verify
the standard Heisenberg algebra. In contrast, if we take into account the effects of
quantum fluctuations of the gravitational field in order to incorporate into quantum
mechanics, a significant consequence deduced from this unification is the existence of
a minimal observable distance on the order of the Planck length[14][15]. This minimal
length uncertainty is related to a modification of the Heisenberg algebra by adding small
corrections to the canonical commutation relations.

Motivations for the occurrence of a minimal length are multiple, in a string theory
[16][17], in a quantum gravity[18], in a Non-commutative geometry[19] and in a black
hole physics[20], which yielded correction terms to the uncertainty relations and imply
a finite minimal uncertainty in position measurements, e.g. at the Planck scale. In
consequence, a study in detail of this minimal length through several areas of modern
physics has been exposed, it connects to large extra dimensions, to the running coupling
constant, to the physics of black holes production and its acts as a natural regulator for
infinities in quantum field theories[21]. In addition, it is remarkable that the presence
of the minimal length causes the presence of the UV/IR mode mixing[17] phenomenon
connecting the UV and IR scales, which is one of the new features of in non-commutative
gauge theories[22] and implies the modification of the dispersion relation.

Recently, various topics were studied in connection with this formalism and a good
number of articles were published. Among them let us quote: for example, the Schrodinger
equation was exactly solved with the harmonic oscillator[23], the Coulomb potential[24],
a one-dimensional box[15], the time-dependent linear potential[25] etc. The relativistic
extension of this problem is also of interests within this framework, we found the case of
the generalized Dirac equation which was recently considered in[26], the Dirac oscillator
in[27], the Bosonic oscillator case of (spin 0 and 1) in one dimension[28] and the (1 +
1)-dimensional Dirac equation with linear potential[29] etc...

In this analysis, we are interested to study the (1+1)-dimensional K-G equation in the
presence of a minimal length by two approaches, where a particle is subjected to a mixing
of linear vector plus scalar potentials. In the first stage, we consider a modified K-G equa-
tion with the new form of momentum operator includes higher derivatives in the position
space representation. We obtain a differential equation of fourth order, which its analytic
solution is complicated in the presence of external fields .In a suitable approximation tech-
nique of a non-relativistic quantum mechanics, we find the shifts of the relativistic energy
levels, the dominant quantities to order 1 on a parameter of deformation. In the second
stage, we introduced Feynman’s path-integral formalism in momentum space, which is
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an alternative formulation of quantum mechanics. The exact form of the Green function
is determined, the energy spectrum together with the normalized wave functions of the
bound states are deduced and coincide exactly with those of literature[30]. In addition,
the limiting cases are also deduced for a small parameter of deformation and compared
with the first method from perturbation theory. Although the two methods give the same
results shift of the energy levels for a small parameter of deformation. The Feynman one
remains more attractive because of its intuitive way of interpreting the basic equations
of ordinary quantum mechanics using classical trajectories.

This paper is organized as follows: in section 2, we give a review of minimal length
relations. In section 3, we treat the (1+1)-dimensional K-G equation relative to particles
under the action of linear vector plus scalar potentials, in the position space representa-
tion and in the modified Heisenberg uncertainty relation. In section 4, by following the
Feynman approach, we construct the path integral in energy-momentum space represen-
tation of the same problem in question. Some concluding remarks are given in the last
section.

2. Brief Review of A Minimal Length Relation

The deformed Heisenberg algebra is defined by the following commutation relation with
natural units in which i = 1[23],

(X, P]=i(1+pBP?), (1)

where X, P are position and momentum in one dimension and g > 0 is a parameter of
deformation.
This commutation relation (1) implements the minimal length,

AXAP > % [1+8(AP)?], (2)

which appears in perturbative string theory and in line with the proposed UV /IR mixing
[17]. The relation (2) implies the appearance of a nonzero minimal length in positions

A)(rnin = \/B

Since, from (1), the X and P are realized in momentum space by|[23]

X =i[(1+BP?) 0p +~P]
P=P (3)

and in the position space acts as[15][31]
X = X,

P = —i0, (1 - §a§> : (4)
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The deformed completeness relation and the scalar product of P and F, in the relativistic
case are given by,

apP
/W|P><P|:1

/ APy |Po) (P = 1, (5)

(Pj| Pj_1) = (1 + ﬁPjQ)f% (1 + ﬁpf_l)f% o (%arctg\/BPj — %arctg\/BPjA)

= (14 8PY) T (14 8P2,) T 6(P - Py (6)
(Poj| Poj—1) = 6 (Poj — Foj-1) , (7)

where it was assumed that the deformation does not affect on the time component F.

3. Resolution of the Klein-Gordon Equation in the Position
Space Representation

The K-G equation under the action of vector plus scalar potentials in (1 + 1) dimension
is given by

(P, — eA,)(P* — eA") — (S + M)?*] U (z,t) = 0, (8)

where eA, = (V/(x),0) is the Lorentz vector and S(z) denotes the Lorentz scalar potential
with the Minkowski tensor is g,, = diag(1, —1).

As the potential are independent from the time, we have then to find the station-
ary states of this equation. Accordingly, let us choose for W (x,t) the following form
exp (—iEt) ® (z) and then get the following eigenvalue equation

(P2 + (B~ V ()" = (M + S (2))°] @ (z) = 0. )

In order to treat the problem in question (1+1)-dimensional K-G equation in the
context of minimal lengths in the position space representation, we replace P by (4) and
we propose that the effects of quantum fluctuations of the gravitational field is at order
1 in S. Than, the following modified K-G equation can be written as,

2P0+ 2+ (B V () — (M + S ()| @ () =0, (10)

which is a differential equation of fourth order whose solution is very complicated in the
presence of potentials.

Now, we are proposed that the system subjected to the action of linear vector plus
scalar potentials,
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V(z) = Vox (11)
S(z) = Syx,

with Sy and V; being arbitrary constants.

We note that this linear potential is interesting, it envisaged as a quark-confining
potential and it describes motion in an uniform gravitational or electrical field[32][33],
in Matter-wave diffraction in time[34] and in a light cone QCD inspired model[35].

By replacing V' (z) and S(x), the modified Klein-Gordon equation (10) becomes,

—§ﬁ8§ +02— (S5 —Vy)a*> = 2(MSy+ EVp)z + (E* — M?) | @ (z) = 0. (12)

Before applying the approximation method for this equation(12) to determine the
energy correction, it is preferable to study the particular case V (z) = 0 and S (z) = 0,
it’s just for how the physical results are manifested in presence of minimal length, by a
direct calculation, it is easy to obtain the following solution

P (z),,= Ctexp (£k™z), (13)

where CF are normalization constants, and

\/1i\/1+§6(E2—M2)

B8
24/3

k= (14)

We remark that the quantities k™ is a pure imaginary number which is equal i/ (E? — M?)
when 3 — 0 and &* is real diverges when 8 — 0, and we can be grouped by this relation

(E* — M?) = + (k%)" + gﬁ (K5, (15)

which is nothing but the modified dispersion relation in the presence of the minimal
length[36].

Now, returning to the modified Klein-Gordon equation(12), as it is has been said
previously that the solution is complicated, we try to find via the usual perturbation
method of mechanic quantum the first energy correction at order 1 in g and out how the
the introduction of the modified Heisenberg algebra affects the physical results. To do
this, let us first suppose in this case that (Sg — ViZ) > 0 so as to avoid complex eigenvalues
and we arrange the equation(12) to a sum of two terms, whose one is the perturbative as
follows,

[H° (2,0.) + H*" (9,)] @ (2) =0, (16)
where we have used this transformation

o (s (o WIS

GG o
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with
HY=0? -2+ 2 (18)
er 2
et = 25\ [(55 - Vi), (19)
and

- (MSy + EVy)? N (E? — M?) (20)

(s2-v2):  V(SE-VD

Now, in case where HP*"* (9,) is vanish, (otherwise when 8 — 0), the equation(16) be-

comes the problem of the harmonic oscillator whose solution is known
1L,
®(2) = Cexp —57 H,(2), (21)
with z; verify,

2 =2n+1. (22)

Applying Eqgs.(22) into the relation of (20), it is straightforward to show that the energy
spectrum Eﬁ:_f) is

oo MYy /@1 (82 -v)M!
En + - — :i: .
’ So S()

We note, the existence of the two signs in (23) is a characteristic property of energies in

(23)

relativistic quantum mechanics.
Now, to find the first correction in the energy levels, we take the expectation value of
the perturbation operator by using eigenfunctions(21),

(P (2) [H"[ @ (2))

AT RO ) 2y
consequently, we obtain this result
Ay — —§\/ (52— V@) f exp (—%22) H, (z) 0% exp (—%22) H, (z)dz
" [exp (—322) Hy () exp (—322) H, (2) dz
212
= —M (2n® +2n+ 1), (25)

where we have used some properties of Hermite polynomials.
From the relation (20), we derive the expression of AF,; in function of Az,;, we
obtain

(58 = Vo)
2 (MSoVo + B33

AEnl = A,an, (26)
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and by substituting (23) and (25) in (26), we find

B (S2— V2" (202 +2n+1)

AE,, =+ : 27

BT 2n+1) (27)

than, the energy spectrum of the system at order 1 in S can be rewritten as
Ey.=E+AB.+0 (8, (28)

which is equal to

g, Mo VEEDS -V 5 S e 2k )
n,+ So So 45, (2n +1) '

(29)

4. The Klein-Gordon Green Function in Momentum Space Rep-
resentation

In this section, we are interested in solving exactly the same problem the (1+1)-
dimensional K-G particle under the action of linear vector plus scalar potentials in energy-
momentum space representation and in the presence of the minimal length by introducing
the so called Green’s function, which is the most important quantity of the path integral
formulation.

Let us consider the formal Green function corresponding to the K-G equation for a
spinless particle of rest mass M and charge e,
1

O = B oA (Pr = cAn) — (M + S (30)

Let us first note that, to solve this problem, we can use the relativistic spinless particle
path integral formulation [37]. According to the Schwinger proper-time method, the
Green’s function in energy-momentum space (P, P) is expressed as,

G(Pf, H, Pof, POz) == Z/OOO dr <Pa,P0a| exp (—ZH (T)) |Pb,P0b> s (31)
where
H(r)=-1[P;—P*=M*+V?(z)— 5 (z) — 2RV (z) —2M S (z)] . (32)

In order to derive a path integral representation for G (Py, P;, Py, Py;), the standard
method is adopted where we discretize time interval 7 to NV 4 1 infinitesimal equal parts

€= and applied the Trotter’s formula,

_T_
N+1?

N+1|

(Pjs Polexp (—iH (7)) [Py, Poj1) = lim (P}, Fyj [e =) T Py, Poja) . (33)
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The completeness relations (5) relative to P and P, are inserted between each pair of
infinitesimal evolution operator and taking at the end the limit N — oo, we obtain the
following expression,

0o N dP, N+1
G(Pf,Pi7P0f,P0i):i/ dr lim H/—ldPOJH
o Ve (14 BPY) i=1
(Pj, Poj| exp { —ie [Fg; — P — M? +V? (;) — S* () — 2Py;V () — 2M S (25)] } [Pj—1, Poj-1),
(34)
or under this form,
N+1
G (Py, P, Pos, Poi) =i llm dTH/ B 2 —d P, H exp (—ie [ng — Pj2 — MQD

(Pj Poj| exp {—ie [(—=5% (x;) + V* (x;)) — 2(MS (2;) + Po;V ()] } [Pj-1,Poj—1). (35)

Now, we use the form of the vector and scalar potentials(11), than, the expression of the
Green function (35) becomes as follows,

dp;
G (Py, Py, Pos, Py) = i lim dr /—J_adp
B

N+1
[ exp (—ic [Pg; — P7 — M?]) (P} Pyl exp { —ie (Vi — S5) 2% — 2(MSo + PoVo) ;] } |[Pj—1.Poj—1),
j=1
(36)
or under this form,
N+1
G (Py, P, Pos, Poi) =i hm dTH/ o BPQ ~d Py, ]1_[1 exp (—ie [Py; — P} — M?])
a 2
e {-ic (57 - 0) [+ (0 0m) 7y 400)] -
0
—21 (M Sy + Py; Vi) {(1 + BP7) op, + VP} ) } |Pj_1 Poj1), (37)

where it was used (3).
At this level, we should evaluate this expression (37), it’s -easy to demonstrate that
the evolution of last term at order 1 in ¢ is written,

(P, Pyl exp {— (<v02 ~sy[i (e g eor)] -

—2i (M Sy + Py; V) {( + BP?) aip - VP} > } |P; 1. Poj_1) (38)



Electronic Journal of Theoretical Physics 7, No. 23 (2010) 41-56 49

~ (P, Py {1 e ((vg ) { ((1 T 5P aip +7P)]2_

—2i (M Sy + Py;Vy) [( + 3P?) 8% + VP} > } | Pj—1,Poj-1), (39)

and let’s introduce the integral representation of (P; Py;|Pj—1,Foj—1) given by,

<P PO |P 1, PO 1 // dt d,O] exp Zt] (PO‘7 — POj—l)
J J— ] — - _
27 27T 1+ BP?) > (1+ 5pj2_1) 2

exp ip; ( arctg\/BP; — arctg\/_ ) : (40)

where it was used (6), the expression of (37) becomes as follows

dP;d P
G(Pj>Pj17P0j7POj1):Z/ dr lim Il/ 03
N—o0 1+6P2

N+1

H//dt sdps __expity (Po = Poy1) ()

2 27r 1+5P2) (1+5Pj2_1)2

exp {—ie (P + [(S3 — V) (By +77) — 1] P2 — 2iy (M Sy + Po;Vo) P — M* + (S2 = V) ) }

1
exp i( {ﬁ (a'r’ctg\/BPj — arctg\/EPj,l) +2ey (S5 — Vi) P; — 2e (M Sy + Po;Vo) | pj
e (5 V2) ). (42)

The Gaussian integrations over {p,} is immediate and the integration over {t;} gives a
delta functional, than we obtain the new result

G(Pf7pl'7p0f7p0i):

N+1
(FPoj — Poj— 1)
7

z’(1+ﬁPf)g(1+5Pf)3/ dT]}EI})OH/ +5P2 O’H\/47rsS2

(mS() -+ POj%) }

exp —ie {ng—l— (S§ = V&) v+ [-14 (S - Vy) B’Y] —M? + (SZ—V2)
0~ Vo

expi [(arctg\/BPj - arctg\/BPj,l) (43)

~
125 (2= V) T (arctg\/_P — m"ctg\/— ) ’

and by the following transformation,

1
k; = —=arctg/ BP;
J \/B \/— J
koj = Poj, (44)
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where the value of k change in the interval ] —#, —|—ﬁ§ [ according to values of p in the
interval |—oo, +00[, than, it is easy to obtain that

G (k;, ki1, Koy Kooy 1)-@(1+tan \/_kf)g<1+tan2\/_k)g/ dr

N+1

T .

, So+ ko Vo) | ~
€xXp —ie {kgj - M* + (Sg - V02) (m(;g _ ‘0/22)0) } G (kjv kj—b T) ) <45>

where
N N+1
- 1
G (ki kiq,7) = /dk
(ks k1, 7) = TH H\/4m€ 52 Voz)

(AR (M Sy + ko Vo) v

— Ak

D I = ) B v B

%m By +e [<1+ pr (52— v)) VPR

B
(46)
and Ak; = kj — k;j_1.
Now, we develop the terms in the infinitesimal action of G (kg kiy7) (?77) to the order
¢ in the vicinity of the mid-point

- kit
where k; = %

than the Green function (?7?) takes the following form

where

Akjtan v/Bk; ~ Ak; tan /B () + k; \/B(1+tan2\/_k:) (47)

and we retain only the terms contributing [38]

((Akj)*) = 2ie (S5~ Vi), (48)

wlQ
wlQ

G (k. ki, oy, i) = i (1 + tan? \/Ek;f>

(1 + tan? \/Bk@)

N+1

(55 = V&)

(MSy + ko; Vo) | ~
/drlvlgnoon/dkojné koj — koj_1) exp za{kgj M? 4 =2 20N L G (kg ko, T)

(49)

N+1

N 2
- 4 B b (Akj) tan? \/Bkj
G (ks ki, 7) —E/dk H | 52 7 e pz{ }

1e(ST-vy) T B
(50)
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This expression(50) is formally identical with that of the Poschl-Teller potential studied
[39], which also written in this form

_ N M 1
G (kj kj_1,7) = ll/dk H | e X
_ Ak,
expz{ﬁ—gﬁ (SQ ‘/0) (A—l)taHQ \/Bkj}’ (51)

with

1 4

The solution of this path integral (??) can be written as,

G (kg ki, 7) =

f:Nn exp [i8 (S — V) (n* + (2n+ 1) \)] (COS \/_k:f cos \/_k: > (sm \/_kf> (sm \/_k: >
" (53)

where O are Gegenbauer polynomials and the normalization constant N,, is given by

22 1Inl(n + ) \/B]
7l (n+ 2\) '

Performing the integrations over ko;,in this case, the Green function (49) reduces to

bty = (1 V) (1 )’

N, =T (\)? { (54)

MSy + kos Vi)
ZN/ drd ( k:of—kol)exp—w{k‘gf—MQ—{—( (;Zt“}f;)()) —B(S3 - V) (n2+(2n—|—1))\)}
0 0

(cos V/ Bk cos \/Bk; ) (Sm \/_k‘f> o <sm vV Bk; > (55)

or under this form after integration on 7
G (ky, ki biog Ros) = i (14 tan® /Bl ) * (1+ tan® \/Bl; )

iNné(kof Kos) (cos\/_kfcos\/_k) > (sin/Bky) C) (Sln\/_k)

(MSO—l—kngo) )
(S2=V2) —B(S§ V) (n?+ (2n + 1) A)

we note that the presence of § reflects the conservation of energy.

(56)

In order to evaluate exactly the propagator expression, it is convenient to write the
Fourier transformation of (55) for ko; and k¢ variables. The first integral on delta is
immediate, we obtain

[N]ls)
[N]]s)

G (/Cf, ki,tf,t ) =1 (1 + tan2 \/_kf>

( + tan? \/El@)
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Z N, / dE Bt (cos v/ Bk cos \/Bk’l))‘ c) (sin \/ka) c) (sin \/Bkl)
(MSy + EVp)?

E2— M2+ —B(S2 - V) (n2 (2n+1)>\)'

(S5 = V&)
(57)
The poles of the G (ky, ki, ts,t;) yield the discrete energy spectrum
MV,
Epy=———*uf, (58)
) SO

with w? defined,

2 1,2
wﬁz—(SOSOV“) ﬁ<n2+n+ >+5( ;)\/H—w(s;—vg)‘ (59)

We note that this result coincides exactly with those obtained by|[30].

Now, to evaluate the wave functions and energy spectrum, the expression(56) is writ-
ten in this form,

bty =i (1 V) (1 v )

ZN /dE B t)(cos\/_kfcos\/_k) ch (sin\/ka) c) (Silfl\/B/fz')7 (60)

(E+ M 5) <E+MS—OV0+w5)
and we use a complex integral along the special contour ', and then using the residue
theorem,

%dE —iE(ty—t;)
2 <E+MS—;/°—W,€> (E—l—MS—:)/O—i—wg)

—q —; wa_Mv i wg MV
5 ZB |:9(tf—tl)€ ( n 0)(tf t)“‘e(tz—tf)@ ( + 0)(tf t):| ] (61)
Wn

Consequently, we obtain this result in the former variable,

G (Pf7 ]Dia tf7 tz) -

= Nn 5 azh \/Bpf \/B-Pz z(wﬁ—m>(t ti)
o(t; — 1+ 8P (14 8P) T o | Y22 | o [ Y20 -
% (ts t)wai( +ﬁf) (1+6F) ! 1+ BP? "( 1+6Pf>6

o Nn az? 2\ 252 A \/Bpf A \/sz i wn+MV0 (tr—t;)
—i—@(tl tf)2w£ (1+ﬁpf) (1+BP ) cy ——1+BPJ% (4 <——1+ﬁpi2> e( ) f 7

(62)

where we have used the following relation,
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1
cos / Bk = ———x 1507 (63)
. __/BP
sm\/Bk:— T

Finally, we obtain the spectral decomposition of propagator for the (1+1)-dimensional
K-G particle under the action of linear vector plus scalar potentials in the presence of
minimal length uncertainty;,

G(Pfﬂpiatﬁti) =

> {e(tf — )¢ (Py), € (P),, G S U O(ti — t5)& (Pr), & (P), ei(“’%%&)w—“)}
a (64)
where & (P),, are given by,
[P NTOPVE (VP
S \/%F 0+ 2 (1 + BP2 " uf " (m ) | o

In (64), we have two types of propagation, one with positive energy + (wf - Aﬁf’) prop-

agating to the future and the other with negative energy — <w£ + ]‘i[q:)/(’) propagating to

the past.
In the end, it is remarkable if we consider a very small 3, the form of (59) can easily
be written as

o (5 -V)™ | B (S3-VR)i (2?42t 1)

Wi =
" So 45y (2n+1)

+0 (5%, (66)

than we get

MVy @A) (S3-Ve)" | B (S5 -V 2n’ 420+ 1)

Eﬁi ==
’ So So 450 (2n+1)

+0(p?).

(67)
We can now compare this result (67)with that obtained in the previous section (29) from
perturbation theory, though both methods give the same shift of the energy levels.

Conclusion

We have evaluated a (1+1)-dimensional Klein-Gordon particle subjected to the action of
linear vector plus scalar potentials in modified Heisenberg uncertainty relation via two
methods: by a method direct in the position space representation and by a Feynman
formalism in energy-momentum space. For a first method, via a new form of momentum
operator, our system converted to a modified K-G equation, a differential equation of
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fourth order, which its analytic solution is complicated. by using a usual approximation
technique of a quantum mechanics, we find the shifts of the relativistic energy levels
to order 1 on a parameter of deformation. In contrast, the second method, the Green
function is obtained, the energy spectrum together with the normalized wave functions
of the bound states are deduced and depend an the deformation parameter [ as in
noncommutative theory case. The limiting case is then determined and is compared with
that obtained in the from perturbation theory, though both methods give the same shift of
the energy levels. The merit of Feynman formulation is its intuitive way of interpreting the
basic equations of ordinary quantum mechanics using classical trajectories. Furthermore,
for pedagogical reasons, it is suitable to treat this problem via these equivalent methods.
Finally, let us remark that the same problems in the case of the Dirac equation for spin
1

5 are under consideration.
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In this paper, we consider the dynamics of Klein—-Gordon and Dirac oscillators in (2 + 1) dimen-
sions with noncommutativity of the spatial coordinates using the supersymmetric path integral for-
malism. The propagator is calculated and the energy eigenvalues with their corresponding eigenfunc-

tions are deduced.
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1. Introduction

Recently, the noncommutative (NC) geometry re-
ceived a great welcome by the researchers in the field
of physics and mathematics. Its roots lie in quantum
mechanics, describing at microscopic level the laws of
nature. Quantum mechanics motivated also in the first
half of the twentieth century an important development
in the theory of operator algebras, like the study of
C*-algebra and Von Neumann algebras. We know that
from classical mechanics to quantum mechanics, one
changes the commutative algebra of functions on the
phase space to a noncommutative operator algebra on
a Hilbert space. A similar procedure can be realized in
geometry where the classical notions loose their appli-
cability and pertinence and can be replaced by a new
idea of space, represented by noncommutative alge-
bras [1, 2].

The noncommutative space representation can be
realized by the coordinate operators #, u =0, 1,2, sat-

isfying the commutation relations (throughout the pa-
per we adopt the natural units i =c = 1):

[#,2]=i6"", (D

where 6" is a (2 + 1)-dimensional anti-symmetric
matrix with constant elements, where the antisymmet-
ric matrix can be simply chosen as 6"V = 0" and
o1 = 9% = 0, where eV is the Levi-Civita symbol
and 0 is a parameter that measures the noncommu-
tativity of coordinates, (see, e.g., [3] for a review on
noncommutative geometry). The framework of Weyl’s
quantization procedure [4] provides a formalism that
associates to the algebra of noncommuting coordi-
nates (A, o) an algebra of functions of commuting vari-
ables with deformed product (A, *). We define a map
W : A — A such that an element from A is assigned to
a function f(xq,x;,x2) = f(x) from A

1 : LSV o~
2 )%/ ke k), )
T

W) =f=

(© 2012 Verlag der Zeitschrift fiir Naturforschung, Tiibingen - http://znaturforsch.com
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where f(k) is the Fourier transform of f(x),

= —— [ Exe i pi) 3)
(2m)* -

The multiplication of two operators W (f) and W(g)
obtained from (2) yields another operator W (f x g):

W(f)eW(g)=feg=W(fxg) @)

with f*g € (A,x), a classical function which is well
defined, as shown in sequel. Substituting (2) in (4) we
obtain:

W(fxg) =W(f)eW(g) (5)
1 /z 3 iky® Lipy® F s
= d’kd’pe™t e’ f(k)g(p).
2n) (K)g(p)
In the case of canonical noncommutativity as given by
(1), the product of the two exponentials in the above
formula will give an exponential of a linear combi-
nation of the %, after applying the Baker-Campbell-
Hausdorff formula

pedfaale b (AR (AR A1) )

and considering the commutator relation [[%,
£],#°] = 0 thus makes all terms including more than
one commutator in (6) vanish:

eik#iu eipva _ ei(kv-‘rpv))?v—%kupve‘uv' (7)

We obtain f * g by comparing (5) with (2) and replac-
ing the operator ¥ by the coordinate x:

1 / B pei kv P —bupe 04"
(2m)’
- f(k)E(p)-

Thus, the Moyal-Weyl *-product is defined by:

frg=
¢ ®)

F(x)xg(x) =exp Beuvax# ayv] F@®)EgW),, )

where dy, is the partial derivative operator. Let us show
that the star product inducing the noncommutativity is
replaced by the usual product plus a nonlocal correc-
tion in the scalar function f(x). Indeed, it is easy to
show that

oo 1 1 n
095509 =150+ 3 (5) -0

-Gl’llvl...eunvnaw"'avng(x)' (10)

Now, we replace dj, by ipj, = B%fk and introduce P;, =

O'kjkp ;. . We take the Fourier transform of f(x), then
My - O f (%) Pay - P, (%)

_i / Cre f (k) (kP)'g(x). (b
Summing over n in (10), we get:
g = [ ket Pr (g0 (2)
Now using [p;,x;] = —i6;j, we obtain
P
70t =1 (-2 ) o), (13)

This result (13) is a crossing point from the non-
commutative case to the commutative case, (i.e. the
x-product may be changed into an ordinary product by
shifting by x— %).

One of the greatest successes of noncommutative
geometry has been the unification of the forces
of nature into a single gravitational action [5, 6].
Furthermore, the noncommutative geometry plays an
important role in string theory and M-theory [7-9].
In addition, the noncommutative spaces have been
included in quantum field theory by a great number
of scientific researchers, see for example [10—17].
At the same time, we find less interest in studying
these issues from the Feynman point of view. The
main difficulty for applying this formalism (Feynman
technique) is in the discrete nature of the spin, as
discussed in many papers [18 —21]. The first treatment
was given by Fradkin and Berzin based on the idea of
replacing Dirac-Pauli matrices by the magic number
(Grassmann variables w*). Their fundamental idea
is to write the formal equation of the causal Green
function like the inverse of an operator and express
this inverse as a standard evolution operator by using
an integral representation. Generally, in the Dirac
oscillator equation, we find a supersymmetric proper
time having two parts: one fermionic and the other
bosonic. In our work, we focus on the bosonic time,
whose treatment is analogous to the so-called global
projection [22]. This formalism was used in the
noncommutative and commutative space-time in a few
applications of quantum field theory [23 —28].

The aim of this paper is to use supersymmetry for-
malism to calculate the Green function for the two-
dimensional relativistic Dirac and Klein—Gordon oscil-
lators in a noncommutative space with and without the
presence of a constant magnetic field B perpendicular
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to the noncommutative plane (%, 7). Our results will be
compared to those obtained by the Schrodinger formal-
ism as determined by [29].

Instead of solving the path integral representation
for the two-dimensional Dirac and Klein—Gordon os-
cillators in a noncommutative space by using the star-
product procedure, we use Bopp’s shift [30], which is
defined in (13). It is known that the nonrelativistic har-
monic oscillator in a noncommutative space has a simi-
lar behaviour to the Landau problem in a commutative
space [31]. We generalize this relation to relativistic
quantum mechanics and state that the Dirac and Klein—
Gordon oscillators in noncommutative space has a sim-
ilar behaviour to the Dirac and Klein—Gordon os-
cillators in commutative space with the presence of
a constant magnetic field. However, for the Dirac os-
cillator noncommutative case, a new term will appear
which implies that a charged fermion in a noncommu-
tative space has an electric dipole moment.

This paper is outlined as follows. In Section 2, we
show, via the path integral representation, an explicit
calculation of the Klein—Gordon oscillator in noncom-
mutative space relative to a 0-spin particle. The exact
solution is obtained and the wave functions are ex-
pressed in terms of generalized Laguerre polynomials,
as well as the energy spectra. In Section 3, and fol-
lowing the same steps, we treat the spin 1/2 case in
a noncommutative space with the help of the Fradkin
and Gitman technique [23]. In addition, we also find
some information on this physical system in the pres-
ence of a constant magnetic field just by replacing @
byo =w+ e—fl, and we could also take the commuta-
tive space case when 6 — 0. We obtain similar results
than previous studies. A conclusion is given in Sec-
tion 4. We provide at the end of the paper an appendix
reviewing the Grassmann integration technique.

2. The Green Function of a Klein—-Gordon
Oscillator in a Noncommutative Space
Representation

Let G(x,y) be the Green function of the usual
Klein—Gordon oscillator for a spinless particle, then
the propagator of the scalar particle on NC space is the
causal Green function G'®) (x,y) of the Klein-Gordon
oscillator equation. It is usually written as

[17(2) + (pi + imox;) (pi — ima)xi) — mz] * G (x,y)
==8(x—y), (14)

where the Moyal-Weyl (or star) product between the
two functions (14) is defined in (8). We have shown
in the preceding section that on NC quantum mechan-
ics the Moyal *-product can be replaced by a Bopp’s
shift [30], and the operators terms p and p? are un-
changed, however the scalar function of x will change,
yielding the equivalent in a commutative space

{ﬁ%wt (EiJrimw},») (ﬁi — imw}i) ,mz} GO (xs,x;)
= =87 (xy—xi). (15)

The operators %; are noncommutative variables obey-
ing the commutation relation (1). We can obtain (1) by
using the following linear transformation between non-

commutative variables (ﬁ',?}i) and commutative vari-
ables (£;, p;):

=)

i =X ——pj, withi,j=1,2
1 1 2 Pis »J [ b} ( 1 6)
pN i = pA i
where p; are momentum operators conjugated to %,
which satisfy ordinary Heisenberg commutation. It ap-
pears therefore that the dynamics of a Klein—Gordon
oscillator in a noncommutative space has similar be-
haviour to the same dynamics of a particle in a com-
mutative space and in a constant magnetic field.
Following Schwinger [32], we present G(®) (x,y) as
a matrix element of an operator G 9,
G (xpiyp,xiyi) = eyl GOy, (D)
Here |x) are eigenvectors of some self-adjoint opera-
tors of coordinates &;. The corresponding canonical-
conjugated operators of momenta are p; so that

[Xi,pj] =10, Xilx) = xi|x),

(x|X)y=8(x—x); /|x> (x| dx =1,

pilp)=pilp), (p|P)=8(p—p); (18)
1 ipx
[1p)twldp=1; 1) = e

Now one can use the Schwinger proper-time represen-
tation for the inverse operator. We get

G (xpiyyp i) (19)
— i [ (xnlexp (—in (A© —i da
1/0 (xiy |exp( i ( 18)) ‘xfyf> ,
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where A is the proper-time and the infinitesimal € has
to be sent to zero at the end of the calculations in or-
der to reobtain the Green function (17). The Hamilto-
nian A(®) consists of two terms: the first is the Hamil-
tonian operator of the usual quantum system and the
other term depends on the noncommutative space 0:

A9 = p—m? — (p2+ p}) — (mo
(mwo)*
4

)? (#4357 +2mo

(P2+p2) + (mw)* 0 (£py — 9py) . (20)

Here and in what follows, we include the factor (—i€)
in m?. In order to derive a path integral representation
for G'9), we follow the standard discretization method
for the kernel (19) as done in [23]. Then we get the
Lagrangian path integral representation for the Green
function G(e),

G(e) (xf’yfvxivyiatf;ti)

=—i /w% / DeDr, / DxDyDt / DpoM 9 ()
0

£ xz +y2

-exp{i/2 {p%—mz—ﬁ-
0 40,

(mo) <1 ) (x2+y2)

9 (yx —xy) +2m + pof + m.é

2n

20)1

d},

where e(s) =2A(s) and 0 = 1+ (ma)G) . The func-
tional integration in (21) goes over tra]ectories xu(s),
pu(s), e(s), and m.(s), parameterized by some in-
variant parameter s € [0, 1] and obeying the boundary

conditions ¥(0) = X;, X(1) = Xy, 1(0) = 1;, t(1) = ty,
~ [ Dp.Dp,

¢(0) = ep; the measure M) (¢) has the form
(¢)
.exp{_i/z <1+(ma@
0 4

2 (22)
) (p)% +p§) ds} .

M©)

We can remove the functional integration over ¢ and
e after integrating over po and 7w, which gives O-
functions for é and 7. It is clear that this problem will
be solved easily by the polar coordinates; then, the ex-
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pression of the Green function (21) becomes

dey [ d
G (rr @p.rivgi, T / 5o [ e

ieg
-M (eg, ) exp { > [P%
1 [eo®i
~/rDr(t)D(p (t)exp{/
2 Jo
o) (| (mo)6?) ,
- - r
[0]] 4,
2
0
+7(mw) rz(p] ds}.
(0]}
2
After a shift on the angle @(s) — @(s) + (mza;))l %,
this Green function (23) becomes formally identical
with that of the radial path integral solution for the
radial harmonic oscillator with time-independent fre-

quency [33]. The solution of this path integral can be
written as

. [ de
G(e) (rfa(pfariv(piaT)zl/O TO

. €0
.exp{IE [p(%—m2—|—2mw]}

—m +2mw]}

[# (23)

+r2(j)2

dpo —ipor
2n ¢

mo (24)
21i/o) sin (mm+/®;eq)
mao ) o
-exp [— NG (rf 4717 cot (mco\/a)leo)}

- 2
-, exp [imi <(Pf— ¢+ (ma)2)960>1

my=0

i Farnmayamen )

For determining the energy-levels and wave functions,
we must use the Hille-Hardy formula and the prop-
erties of Laguerre polynomials series [33] in (24),
then we integrate over the proper time %. We get
finally

dpy e iroT
Dy 2 2
2% pj— Pon

Zzlﬂ’ my (rf (Pf) VH("() (ris i),

my n

G(e) (rfa(pf7ri7(pi7T) =
(25)

with ‘Pn(,em)ﬁ (r,0)
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mao n!

1/2 (mg)/2
(6) _ : mo . _ MmO o\ (ml) (MO 5
0= [ ) () o (me- o) i (Jar) e

where L,S‘”” )

spectrum

are generalized Laguerre polynomials. The poles of G (rf, O, Ti, Piy T) yield the discrete energy

DPon = i\/Zma)\/a)l 20+ |mg| 4 1] — my (mw)* 6 + m? — 2mo.

27)

To evaluate the wave functions and energy spectrum, let us integrate over the p( variable. This can be converted
to a complex integration along the special contour C, and then using the residue theorem, we get

. . () . (60)
d —ipoT —iE,"’'T iE, T
LU @(T)ew—i—@(— ew (28)
27 Py = Pon 2E, 2E,
where the energy eigenvalues are given by
(6) (’71009)2 2
Ey’ =A\|2mo\| 1+ ——[2n+ |mg| + 1] — my (m®)~ 0 + m? —2mo. (29)

In (28), we have two types of propagation, one with
positive energy (JrE,(,o)) propagating to the future and
the other with negative energy (—Ene)) propagating
to the past. From this result, we deduce the energy
spectrum and the corresponding wave functions from
(25) by writing

G(9> (rfa(pfaria(Pi;T) =
% _ipl®)
~S 10 (11, 07) &1 (riy @) e BT (30)
. B
+0 (T & (1, 0) & (1 1) €15 T] ,

where E,(lm is defined in (29), and the 5,56) (r, @) are
given by

1/2
1 mao n!
&% (r9) =Y,
-~ (0) mwo)? (n—|—\m4|)!
P26 \ /1 4 el
(myg)/2
mao : r2
1+ (mch)

4

o\ —1/2
mao (H_(m(ze) ) P

with (7, @) commutative space coordinates.

o\ —1/2
-exp hne¢-2g2 <14_(nu09) ) I Lgmﬂ>

€2V

3. The Green Function of a Dirac Oscillator in a
Noncommutative Space Representation

In order to determine the Dirac oscillator in com-
mutative space, we introduce the nonminimal substi-
tution p — p — imwxy’, which was proposed for the
first time by Moshinsky and Szczepaniak [34], where
o is the oscillator frequency, y° the usual Pauli ma-
trices, and m the rest mass of the particle. In this sec-
tion, we intend to construct the path integral for a two-
dimensional relativistic Dirac oscillator propagator in
a noncommutative space representation following the
Fradkin—Gitman method [18, 19]. The propagator of
the Dirac oscillator is governed by the causal Green
function S¢ (xf,x,-),

(7" Ao —m) 5 (7, ) = =87 (xp =)

m*> — m* — ie.

(32)

In a treatment similar to that applied to (13) in Sec-
tion 2, (32) can be rewritten as

(770 m) SO (7.0 = ~8° (1 —x,)

(33)
m* — m? — ie.
The components 7 are
Fo=il, Fi=i imwy’% (34)
=i i =1=—— — im@Yy X
0 af’ i axi i

where },- =X — 97” p; and the coordinates (£;, pi) sat-
isfy the usual Heisenberg bracket. The y-matrices in
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(24 1) dimensions are usual Dirac matrices which sat-
isfy the standard commutations

[P =20, Ry =gty

35
w,v,oe=0,1,2. (33)

Those Dirac matrices relate to the Pauli matrices, and
they obey the relations

Y=o’ v =10 ¥ =10

First, we present S(®) (xf,yf,%i,yi) as a matrix ele-
ment of an operator S' (9)0,

(36)

SO (g yp i) = (epylS© ), 3D
where $()¢ is given by
SA(G)L = ('}/v;%v +m>
1 (38)

. (y#%y—m> (}/"%v +m) .

Now, in order to build a global representation propa-
gator, we use the relation [ |xs)(x|dxs = 1 between

(v’ 7y +m) and [(YH7y —m)(yY &y +m)] . We get

S(G)C (Xfan7Xi7Yi) = (}/v%v +m)011t (39)
. §(0)g (xf’yf,xi,yi) )

with
S‘(G)g (xfuyfrxivyi) (40)
1
= (xpyyl = = xiyi).-
(yﬂn“ —m) (}/VTEV +m)
Through the Schwinger proper-time method,
§(0)g (xf,yf,x,',y,') is represented as below:
S(G)g (xfayfrxhyi) (41)

— =i [ dagglenp [~ ()] iy,

where the Hamiltonian A®) (1) consists of two parts:
one is the Hamiltonian of the Dirac oscillator in the
commutative space and the second term is considered
to be a correction imposed by noncommutativity which

depends on 9,

A

A1) =2 (y“}%ﬂ —m) (yV%v +m) 42)

=2 {ﬁ% —m? — (pr+py) —m*o” (£ +§7)

i o A mwo
S E Y amo e, -0 | -2 (52

w6
- {me (£py — 9Px) — <2 + mz> (p? +ﬁ§)} . (43)

So, in order to build a path integral representation for
S(e)"(x 1,Yf:Xi,yi), we follow the standard discretiza-
tion method for the kernel of (41). Usually, we write
A . Aq0) .
exp(—iA®) (L)) = exp(—lHNiJr(lM)N“, and we insert
N identities [ |x) (x| dx = 1, between all the opera-

tors exp(fiH](ji(l)L )). Next, we introduce (N + 1) in-
tegrations [ dA440 (4 —Ax—1) = 1 and (N + 1) identi-
ties [ |p) (p| dp = 1. This transforms the expression of
§(0)e (xf,yf,xi,yi) into the following Hamiltonian path

integral representation:

S(9>C cvitet:) = (—i VA T
(xfuyf>-xl7yl7 fo 1) ( 1) <'y Ty +m)0ut
. / d2 / DtDxDy / DpoDp.Dpy / DADm,
0
1
'exp{i/o {l [p%—mz—a%(p%pf)

i) :
—mto? (x2+y2) —§Fi§‘ ),)/},J

(44)

+2m® @, (xpy — ypx) + pxX + pyy + pot + WL] ] ds},

where @, =1+ mT“’e and F(®) is an antisymmetric ma-
trix, known as

0 0 0
FO =2me | 0 0 —(1+298) |, 45
0 (1+299) 0
and X(s), p(s), A(s), and my (s) are bosonic trajectory
variables obeying the boundary condition ¥(0) = X;,
X¥(1) = Xr, 2(0) = Ao. The ordering operator T acts
on the y-matrices which are supposed to depend for-
mally on the time parameter s. Via a path integral over
Grassmannian odd trajectories [18, 19] , the Hamilto-
nian path integral representation for (44), can be trans-
formed as follows:



H. Benzair et al. -

iy 2
S(e)g (xf yfaxiayhT) :(_l)e aen

d 00
2’; 0 o=ipoT / Ao / DxDy / Dp.Dp, / DADm;

i) | Dy

v (0)+y(1)=¢
1
-exp{i/o {k [— w5 (pr+p3) —m*o* (x*+)%)
+21Fk l[l"l,l/ +2mow, (xpy — ypx)} + peX+ pyy

smA-ini | aenv) o ao

£=0

where the measure Dy is given by

Dy =Dy

1 -1 @47
. [/ Dyexp (/ l[/nlilnds>:| @7
v(0)+y(1)=0 0

and &, are auxiliary Grassmann (odd) variables, anti-
commuting by definition with the y-matrices; y, (s) are
odd trajectories of integration. First, one can integrate
over T, (s), and then using the arising §-functions to
remove the functional integration over A. It is impor-
tant to replace the integration over ¥ by the odd veloc-
ities @, because of the boundary conditions y"(0) +
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.exp{i A [aﬂ [wz (P2 P2) — (mo)? (2 +?)

iz() n n
+2mwm, (xpyypx)} -5 (w"e—&E")
F(k> (ea) +& )+ia)nea)"+pxx+pyy' ds ,
n 2 -0

where the measure Do is

| -1
Dw=Dw [/Dwexp <—2a)"ea),,)] .

Through (49), we can see that the path integral in
Grassmann variables is Gaussian, which is clearly
shown in the appendix. Following the same steps of
the account in the previous Section 2 (as in [33]), we
can find S(®)¢:

(50)

S(G)g (I"f O, Ti, Qi ):

(—i 22/ & dpo‘ 2 (pg—m*)~ipoT

n o my
_e—l[eoma)(1+M)((2n+\m4|+1)—mg)]
0
an(ml (rf (Pf) n<m>g (rlv(Pt>
- [cos (2mw s eq) )+ 9" sin ( (2mware))]

where ‘Hffn)[ (r, @) is given by

(51

y" (1) = £". Following the replacement,
1/2 2
£ WO () = | 22 " (mo 2\
2/ s=o)o(s)d'+ 2, (@8) s nwy (n+m)!] oo
. mao N [ mo
with &(s) the sign of s. Then (46) becomes -exp (ng(p - r2> L{me) (ﬂ) . (52)
2an 0]
. . O
S50 (.Xfayfaxiayh T) = (—i)exp (Wn 55") ‘m”‘ is a generalized Laguerre polynomial, and my is
d an integer number. In addition to that, we integrate over
Po *‘p"T/ dAgexp 1).0( )) deo , then we act through the operator (y¥ 7y -+ n)oy.
Flnally, we use the properties of Laguerre’s polynomi-
-/Dny/Dprpy/Da) (49) als [35] to obtain:
. 1 _ &) [mo n! dpy e~iroT
SO (ry.pr,rin ) = S {} s (53)
Cronroo) =2 2 i Loy eimd) ) 2n 572

(po-+m) (z) "D/ ) (re2) 2

,eimz((l’_ff(p,-)le\mz\) (z) Lr(zlwl) (zf)

(21 /22) e Dos e res Dol
Lo imeg; (Zi)(’”ﬂr%)/z Ll;”[\ (Zi)

o) o st
(i) 32 gilmer D mertl oy

L(=po+m) (z) "+ D2 ) (m+3)/2
ei(mﬁrl)((pff(Pi)Lil\i”{f‘HD (Zi)LE,‘inf_H‘)(Zf)
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here z = 2242 an
where z = and

p2=m? +2mww, (2n+ |my| + 1)

Relativistic Oscillators: a Path Integral Approach

chosen below the real axis with 7 > 0. On the other
hand, for negative energies p°, it is chosen above the
real axis with 7' < 0. In conclusion, we have

5 (54)
m- "0 (my+ 1) — 2mom; — 2mo. o
dpo e 1po
The determination of the wave functions is performed o - p2 -
by applying the residue theorem. Let’s choose a special 0 0". ©) () (55)
contour C in the complex plane. The poles of the Green —ile(n) e b T +O(-T) elfn T
function are positive energies and negative energies are 2 Er(l(?) 2 Er(le)
given respectively by pg =E, —ig, p° = —E, +ie.
For positive energies pg, the contour of integration is  and
. (6) (6)
dpo e inT (E + ) ) (E ¥m) o
S (poEm) = —i |O(T) G O (-T) e T (56)
T py— Poy 2E, 2E,
where
= \/m2 - 2m@ 0, 20+ ] + 1) 2020 (my + 1) — 2mom; —2ma. (57)

In (55), we have two types of g)ropagatlon one with positive energy +Ej,
propagating to the past. We get the propagator in NC space but defined with

other with negative energy —E,
commutative variables:

S<9) (rf (Pf»ria(PBT) =

(®) propagating to the future and the

» [ B () B () e BT 10 (TR (o) B () 5T (58)
nomy
From this result, we deduce the energy spectrum with @, = 1 4+ *5* ’"“’9 in (57),
EY = i\/mz—i—Zma) (1 + m;)@) (2n+ [mg| +1) — m2 020 (my + 1) — 2mom; — 2mo (59)
or otherwise
E® = :I:\/mz +2n(2mo +m2©20) + |my| 2mo +m20?6) (1 F 1). (60)

The corresponding wave functions are
+

o | IM(‘PV/ r)
b my (r (P) W <el(M/+l (Pu/ 0)+ (V)
(Er ) e ©61)
lp(e) (r (P) ( Y ‘I/ (r)
nmy (Mrl) 1/4 ei(me+1) (Pllj ( )
(2

The components of the wave functions ‘I’,,E?,)f (r,p)
and ‘I’,,(z)/_ are respectively

1/2

O1F (1) = mo n! B +m
WI L,y - T 7'E(VZ+ |m€‘)' ZE;SO)
(me+1/2)/2 2
. (’"“’r2> e 2oy r(mel) (mwr2> ;o (62)
o n
1/2
0 oy _i] o=t 50 —n)"
V/Z,n,mg - T T (Vl + |m/|)' E;§19>

(m¢+3/2)/2 ma,,
- <mwr2> e o (“’r2> . (63)
() ()
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1/2
0 [ [0 I O R
Vv L,y - Ty ﬂ(n+ |mf‘)' 2E’59)
mp+1/2)/2
()
(6)
EY) —m (o
5Oy Vi () “
1/2
() (N =i mo  (n—1)! EY 4m /
wz,n,mg - T ﬂ(}’l+ |m[|)' E}SG)
(my+3/2)/2 mor?
. (ﬂ;j) e o fmrt) ("ZZ’)
_ (65)

Now let us discuss two key points which we jumped
before. The transformation (16) is not unitary and takes
us from a reducible representation in % to an irre-
ducible one in X;, so we can represent the operators %
on the Hilbert space of an irreducible one by the fol-
lowing action:

Fw(x) = (x,-+i92ffaj> W), withij=12, (66)

which indicates that the noncommutative position is
nonlocal in this representation. This main difficulty can
be turned away by working whether in the momentum
basis p; or in the mixed basis of phase space (%, py),
or alternatively by (¥, p,) [24], whether in the holo-
morphic representation of raising-lowering operators
in terms of this noncommutative coordinates [36, 37].
In [23], it is suggested that we can also move to integra-
tion over trajectories as ¥ = x — % in the path integrals
(19) and (41); then we have

o -
G<">=—i/ d)L/Dp/ ., Df
0 %, 9P

A i 50U p ;
~exp{i/ ds{pile(f,p)erlsz]}
0

and

= 6p
. = Xp—F
SO =i (YR +m) / d?L/Dp/ > Dx
out /(O 56,-792—’7

A . i (68)
-exp{i/ ds [p;}l—ﬁ(i,p,}/)—i—pizpj}}.
0

(67)

These actions in (67) and (68) are no local and differ
from the corresponding commutative case (at 6 = 0)
by the term % pi0"p;. This suggestion is not correct
in itself and can lead us to some ambiguities because
it does not respect the Feynman spirit of the meaning
of path integrals. In our opinion, the formulation given
in [37] is better. Finally, the commutative representa-
tion give us the correct spectrum and some physics
properties of the system in the easier and direct man-
ner.

Moreover, if we consider the problem of a charged
particle on a noncommutative plane subjected to a con-
stant magnetic field B, where the associated magnetic
vector potential A is written in a symmetric gauge,

A= g (—y~?’+i}> . (69)
One can obtain in this case, the Green function rep-
resentation, the energy and wave functions for the
(2 + 1)-dimension Dirac and Klein—Gordon oscillators
in a noncommutative space representation by follow-
ing the same way as in previous calculations and just
replacing the frequency @ by @ — » + %.

It leads to 6 = 0 : the NC space returns to the com-
mutative space, and we recover the same results as for

the commutative space case [38, 39].
4. Conclusion

In this paper, we have shown explicit calculations of
Dirac and Klein—Gordon oscillators in noncommuta-
tive space by means of supersymmetric path integrals.
Exact solutions are obtained and compared with the
Dirac and Klein—Gordon oscillator particles subjected
to the interaction of a constant magnetic field. The ex-
plicit calculation of the Green function in fermionic
case became possible and the wave functions were
easily determined by following a detailed demonstra-
tion of the Fradkin—Gitman method. The propagator
calculation has been performed through a representa-
tion named global projection. For this case a new term
in the action will appear which can be interpreted as
a self-interaction for a charged particle with dipole
electric and magnetic moments. We could study those
systems in the presence of a constant magnetic field 5.
The exact expression of the energy spectrum and corre-
sponding eigenfunctions expressed in terms of gener-
alized Laguerre polynomials are then deduced with the
presence and the absence of the field. Our results coin-
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cide with those obtained in [29]. In the limit 6 — 0, we
recover the same results as in [38, 39] (in commutative
space).

Appendix A: The Integration over the Spin
Variables

For (49), the Polykov spin factor will be given by

I(e _ (*TF ()k‘:‘:)

spin

1
./Da)exp [—2(1)"7;1(,?)&)"—&—1,(,9)@ ] C(AD)
£=0

ME"Ee
°] 0
Tn(k ) — Nuk€ — Xoan(k e
The integration over @ has a Gaussian form and gives

M (O) gngk dtT(9>
o) _ (Mo [de
T = )

-exp {— %I,(le) [(T(e)) 71} nkl,ie)}

And (T(e))q is the inverse of T(e), taking into ac-
count its original definition[18 —26],

7% {(ﬂﬂ))*lrkl,ge)

(A2)

=

(A3)
— 9222 (FO)GO) p(6) mel
One can demonstrate that
[detT(e) (AO)]
dete (Ad)

=exp {— /OAO dAjTrg® (%) F(e)(x)] .

(6)

So, we are going to calculate the inverse matrix 7, ",
we have

7;1(1?) (5.5) =& (s =) Mt
: (0) : (AS)
—10/0 e(s—1)F, e(t—5) dr.
To get the function
1
Exeﬁ) ) = %/0 .Qé(%) (s,s') e (t—+') dt, (A6)

Relativistic Oscillators: a Path Integral Approach
C)

it is convenient to first define the function € (s,5")
by

1

(6) _ 0)\—1
a4 (s,s')_/o e(s—1) (1) 4 (r.s) dT.  (AT)
Now, we have

L) 0 B
/ T (5,1) (T19) 5 (1.5') dr =806 (s ).

0

(A3)

And substituting (AS5) into (A8), we can easily obtain

nﬁ ss l@/

—nnﬁ‘d(s—s

nk'QB K(r,s') dt (A9)

This equation is equivalent to the differential equation

(0)
dQ , (s,5)
up (55) © (O
ds 2oFc 2" (5:) (A10)
dé (s—s")
L

with the initial condition

1
Q!5 (0.5) +;10/0 Fy @ (v.5) dt

(A11)
:nnﬂé(s’).
For (A10) and (A11), we find the solution
(6) N o / (0) ZAOF(G)(st’)
Q7 (5,8)=0(s—5)+AF e
(5:) =8 (=) + 4o A

) [8 (s—5) —tanh)lOF(e)} )
Inserting (A12) into (A6), we obtain

_ l eZﬂoF(e) (s—=5)
2 oy (A13)
. [8 (s — s/) —tanh AgF } .

g(a) (S,S/)

According to (A7), we get
() (1-7)=¢" (1.7)
+ (AOF<9))2 2o (')
) {e (t—17') —tanh (AOF(G))}

4 AF" ) 2oF” (- )6(1—1:’).

(Al4)
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Substituting (A3) and (A4) into (A2), we obtain

0 T
w755

N B O R R ()
.exp{l/o zl/o dGTEG (M) F (A1)

where

Ko = +220 (6" F”) . (A16)
(F“”/c(e’)nk - %tanh (%F(e)> . (A17)
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The propagator for Dirac oscillator in (1 + 1) dimension, with deformed commutation
relation of the Heisenberg principle, is calculated using path integral in quadri-
momentum representation. As the mass is related to momentum, we then adapt the
space-time transformation method to evaluate quantum corrections and this latter
is dependent from the point discretization interval. © 2012 American Institute of
Physics. [http://dx.doi.org/10.1063/1.4768709]

. INTRODUCTION

The 20th century had been characterized by three revolutions in theoretical physics. Two of
them had begun simultaneously; the quantum physics and the theory of relativity and the third one
non-commutative (NC) geometry came lately after the middle of the century. Recently, the NC
geometry received a great welcome by the researchers in the field of physics and mathematics. The
motivation for the occurrence of these theories are multiple, in a string theory,? in a quantum
gravity,” in a non-commutative geometry,* and in a black hole physics.’

There are many physical applications for this type of study, among them, series of Kempf papers
are one of the simplest examples in deformed quantum mechanics.® Mathematically, its idea is based
on generalizing Heisenberg principle in one dimension (1D) as follows:

AXAP > 2(1 + B(AP)), (1)

and their corresponding canonical commutation relation between the position and momentum oper-
ators is given by

[X,P]=1h(1+Bp%). 2)

This deformation leads to a new short-distance structure characterized by a nonzero minimal uncer-
tainty (AX)min = hﬂ in position measurements. These yielded correction terms to the uncertainty
relations and imply a finite minimal uncertainty in position measurements, e.g., at the Planck scale.
A first consequence of the minimal length is the appearance of a natural cutoff which prevents
the usual UV divergencies. Another consequence of such a generalized Heisenberg uncertainty is
the appearance of an intriguing UV/IR mixing. This type of UV/IR relation has appeared in sev-
eral other contexts: the Anti de Sitter/Conformal Field Theory before (AdS/CFT) correspondence,’
non-commutative field theory.®

Many works have studied in the presence of minimal length uncertainty in both cases, non-
relativistic and relativistic quantum mechanics. As some of these issues have been treated by
equation method; for example, the harmonic oscillator in arbitrary dimensions has been solved
by Ref. 6, the cosmological constant problem and the classical limit of the physics have also been
investigated,” '° the effect of the minimal length on the energy spectrum of the 3D Coulomb potential
has been studied in Refs. 11, 12, and 13, the one-dimensional box,'* the time-dependent linear
potential,15 etc. The relativistic extension is also important in this framework, we found the case of
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the generalized Dirac equation which was recently considered in Ref. 16, and the Bosonic oscillator in
one-dimension case of spin (0 and 1) in Ref. 17 and in (1 4 3) dimension in Ref. 18. Others used
a path integral formalism, for example, the harmonic oscillator in one dimension in Ref. 19, the
Coulomb potential,”’ in the second section for the time-dependent linear potential'> and the spinless
relativistic particle.”!

The purpose of this paper is to use the path integral formalism in the energy-momentum
space representation to adapt this type of deformation in the case of the (1 + 1)-dimensional Dirac
oscillator system. This same approach has already been used in 1D space to treat the spinless
relativistic particle’’ and we extend this study to include the relativistic 1/2 spinning particle. It is
remarkable that in this case, the mass is related to momentum and then we adapt the space-time
transformation method to evaluate quantum corrections of the order /2. It is shown that this latter is
dependent from the point discretization interval.

According to (2), the X and P operators in this representation can be realized by operators £ and
p satisfying the usual canonical commutation relation (throughout the paper we adopt the natural
units i = ¢ = 1), as following:

X=01+BpY)%, P=p 3)
with
. 0 . oA
f=1—, p=p, and [, p]l=1. “4)
ap

As the operator P remains a self-adjoint operator then it is better to use the momentum representation
|p). In addition, the operator X is not symmetric in all Hilbert space L? (R, dp), for this we need to

change this space to subspace L? (]R, (1f+,;2)>’ where the scalar product is given by

W | >—/+m Py o) 5)
and which leads to the following writing for the closure relation:
+o0 d
14
— Ip)(pI =1, (6)
/_oo (t+ppr) "
and the projection relation is written as
(plp)y=(1+8p")8(p—"r), 7
otherwise
N arctan /Bp _ arctan /Bp'
{plp) =3 ( W/ N )
+00 arctan /Bp arctan /Bp'
:[ dx xS ) ®)
o 2T
and
U / 2 0 /
(p|X|p)=(1+8p )=~ (plP)
4
+oo  (arctan VBp _arctan /Bp' d
=_/ (7 B >2;. ©)
For the time component of the quadri-momentum, we assume that there is no deformation
+00
(pol Po) =8 (po — py) - / dpo | po) (pol = 1. (10)

In Sec. I1, we calculate the propagator for Dirac oscillator with this modified Heisenberg uncertainty
relation using the path integral formalism in momentum space. The same problem without deformed
uncertainty relation has been done in Ref. 22 and this paper represents a generalization in which

Downloaded 30 Nov 2012 to 41.99.86.251. Redistribution subject to AIP license or copyright; see http://jmp.aip.org/about/rights_and_permissions



123516-3 Benzair, Boudjedaa, and Merad J. Math. Phys. 53, 123516 (2012)

we show that the space-time transformation method is not independent from the point discretization
interval in contrast to what is claimed in Ref. 23.

Il. PATH INTEGRAL FORMULATION IN THE PRESENCE OF A MINIMAL LENGTH

Letus construct the path integral for a (1 + 1)-dimensional relativistic Dirac oscillator propagator
in the presence of a minimal length which is defined as the inverse of the Dirac operator

(y" M, —m +1€) 8P =1, (11)

where u = 0, 1, y,, are the Dirac matrices in the two-dimensional Minkowski space and satisfy
the commutation relation {y“ y'} = 217“" Wlth n“” = d1ag(1 — 1) and are related to the Pauli

matrices, and our choice is y =03, y —io! Ho = Po, I, = P — zmwyOX and 0 < e « 1.
Then

8B = (y”ﬁﬂ—m + le)_1 = (y“ﬁﬂ—l—m + lE) G(B), (12)
where

G(B) = (y" .y " Tl,—m® + €)™
=[p2— P> —m*+1e —m* X2 +mo (14 ppY) o3 ]| . (13)

So, according to the habitual construction procedure of the path integral, we express the Green
function S®)(py, p,) in the so-called global projection,”*

SP (pp. pa) = (v'T1, +m), GP (py. pa). (14)

The Green function G® (p,, p,) is a diagonal 2 x 2 matrix in a momentum space representation
and is written as

®
®) AB) G (Po: Pa) 0
G (py. pa) = (v pon |G| Pa. Poa) = “ : (15)
0 G2 (o, Pa)

Using the Schwinger proper-time method, the elements matrix G (p,, p,) are, respectively, defined
in the same expression

+00
G (Pv pa) = (—1) / d2 (. pos |exp (=t AH®)| pa, pod). (16)
0

where the Hamiltonian H® is given by
I:I(i)=k[ +p +m? —ze—i—mza)zXz:me(l—l—,B )] 17

and the path integral can be constructed for each diagonal element (differing only in the sign
of w). In order to build a path integral representation for G#)(p,, p,), we follow the standard

discretization method for the kernel of Eq. (16). As it is known, usually, we write exp (—zH (i)>

[exp (—z A ® /(N + 1))] and we insert N times, the identities of Egs. (6) and (10) between

each pair of infinitesimal operators exp (—z I:I(i)/ (N + 1)) and taking, at the end, the limit N — oo,

this transforms the expression of Ggi)) (pw, pa) into the following path integral:

N+1

Ggi) (Pys Pa) = (—1) hm / dx l_[ P )dej l_[

j=1

x (pj. poj|exp[ter [pg — p* — m* — (mw)* X* £mow (14 Bp%)]] |pj=1poj—1).  (18)
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where ¢ = 1/N + 1. Using the relations (3) and (9) into (18) and introducing the integral represen-
tation follow:

dx; dt; retan ‘
<pjaP0j|Pj—l»P0j—1>:/ an 27; ettt exp[lx ((Aaaaiﬁ“/’%’))] (19)

Then, the Green function (18) takes the following form:

NilL fdx; dy;

G ,a:—/dkl g
(i)(pb p) ( l) 0 m 1_[ (1+f3 ) PO/ 2w 21w

Neoo
xe'i %7 exp [1 (i [pgj — p? —m? + mo (1+ ﬁp?)])]

xexp fi [(W““iﬂﬁ”)) x; = en? (oo’ | (20)

Performing the multiple Gaussian integrations over x; and ¢; in (20) we obtain

B) - 5(1’0/ Pogj 1))
Gy (Pps pa) = ( l)/; dANIgI})Cl_[ (1 ) PJHW

N+

X exp Z [(Aﬂc(zzsé;’;’) + er (Po, p? — mz) + eamo (1 + ,Bp?)] . 21)
In the ab hi 1 . (Aarctanﬂpj)z he kineti f th . h
n the above path integral expression, TmaoyBe represents the Kinetic term ot the action where

it is obvious that the “mass” is dependent from the momentum p. In order to convert this expression
to the usual form of Feynman path integral, we will use the point transformation method where the
a-point discretization interval is defined as

PY =ap;+(1—a)p. (22)

Let us first use the method proposed in Ref. 23.
There are two corrections:

e The first related to the action C'!)

act»

e and the second correction related to the measure C(D.

The a-point expansion of a function f{(p;) is defined by

» f(a)// \ f(a)///
— Floy a- 2 ) (= ) + 2
Af(pj)_Apjfj ( + : ]F-(a), Apj+ e f(oz)/ pj—i--..), (23)
J J
In our case, we choose f ( p‘,-) = wﬂ, thus the exponential of kinetic term will be developed
as
A 32 f(a)f

exp {z [( T “ = exp {l [&miwy } } [1+c]. 24)

where

. 2
1 (@) S
Co = mteay {(1 200 L (7)o + [< o ( f)

(-ap+a’ /7 (-<a>/)2 al - _az2er (1 <—<a>/>4 6
+ 3 @ fj APj 2aremary \ 77 fj Apj, (25)

and the measure term will be developed as

(o]

=f(1+cy), (26)
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where C{V

4

f(u)'/
f(nr)/

(l—oz) 7
f(a)/

CV =1 —a)ZyAp; + Ap;. 27)

Let us bring the kinetic term to the conventional form by using the following coordinate transfor-
mation p; = g(k;), this transformation generates two corrections:

o the first related to the action C ((126),,
e and an other correction related to the measure C'?.

The a-point expansion of Ap; reads at each (j)

o) o o o’ j
Ap; = glky) — g(k;j_1) = Ak;g\” ( + 45 > Ak 4 U g Ak2> (28)
The choice of g is fixed by the following condition:
P) ar\ " anJBE
£ = <B£> , or alternatively g(k;) = #, (29)

where ko; = po; and the region p € [ — 00, + oo]is mapped to k € [—n/2ﬁ, n/2ﬁ] . Thereafter,
we develop the exponential of the kinetic term as

2 2
oo [Comal || —owl [ ] [+ e[+ ct]. a0
where C;‘g is given by (25) and

2 & (@ ~ay\>
c? = {m(mw)z [(1 20) @ ( g\ ”) ( 1} ”) AR
1oaa? (87 L apsa® £ @\ 2 [ ~(y
+ (—401) (gj(“)’> +( ot) +a _,W <fa ) ( a)) Ak?
J
T i ( (a)/) ( (a)/) 64 ...
2(4)»F(mw)2) ( —(a)/) f Akj + . (31)

The measure induce also a correction

N N+1 N+1
[1[dpj=T1 [ d(ap;)=TI1 [ Jd(2k;), (32)
j=1 j=2 j=2
where J is the Jacobian of the transformation
IAp — g >
= “ c®? 33
oAk =& (1+cy). (33)
with Cﬁ,,z)
g(a)” g(a)///
C? = (1 —20) Ak + U=eftat 2 _ Aj2, (34)
m () —(a) J
8 8j

is the second correction on the measure.
By combining all these corrections, we obtain the total correction Cr

T+ Cr=(1+C0) (1+¢2) 1+ €)1+ €2). (35)
The corrections terms are evaluated perturbatively using the expectation values

((Ak™) = (2tre(mw)?)" (2n —1). (36)
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We then obtain the final correction Cy dependant on the «-point discretization interval
14+ Cr =1+ 2re(mw)? (,3 + ptan’ /Bk,-) aCa—1). (37)

In addition to this, when we use the standard method,?”23 the difference in correction between the
two methods is generated by the measure term and then we have in this case

11 [ i = s pn (a1 fan T
1+8p? b a B szl (1+ﬂp§)(l+ﬂp;‘.,l)

1 N »
=|:fb,f/i| Hlfdpfnf( "(1+C) (38)
adj= =
with
2
—2a) £ 2 il
Cz(nl) — % f{{“’/ Ap; + (W‘ f(")/ _ oz(l2 o) (fm)/) ) AP]2~~ (39)
J ‘ J
After the transformation p; = an ‘Fk =g (k '), Eq. (38) becomes
dpj /dx »Nﬁlf@/g(q)/ (1 + C(z)) (1 + C(l)) (40)
e} fbf 8,8l j=1 jj:l o " "
N N+1
=11 [ TT (+c) 1+ ¢2) 41)
j=1 j=1
with C?) given by
2
g/

Therefore, the total correction will be by the use of the relation (36)
1+Cr = (1 + Cf,?,) (1 + cf,%;) (14+cP) (1+c?)
= 1+ 2he(mo)’f tan® \/Bk; [80* — 8 + 1]. (43)

Let us emphasize that the correction Cr depends on the «-point discretization interval for the
two methods and therefore the problem of discretization is not definitively settled and asked for
clarification of the path integral method in this problem. This resembles the case of curved spaces
in which the mid-point was privileged. The development in Ref. 23 treats this problem of curved
space and gives an outcome that considers all points of the interval as equivalent. Unfortunately,
with minimal length deformation the problem is raised and we will say that it is more like that of
the quantization with constraint.>> Furthermore, a judicious choice of the discretization parameter is
indicated by the order of operators and in Ref. 26 which use the equation method, the result coincides
with path integral approach when Cy = 0 and this corresponds to « = 0 and « = 1/2 for method in
Ref. 23 and to o = %(1 +1/ \/5) for the standard method and finally we get

N+1

Gzi) (P pa) = (—l)/. di 111’1’1 l_[ dkoj‘ ]—[ s (kOj _ ko]‘_l) ez(sk[k(],*m%lz(mw)])
j=1

( j) —ghtan? I L Fmo
xl[_V[ dk; Nﬁlil eH“”‘”’“* (/3 (¢ >>H. (44)
j=1 1 /Amire (mw)?
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These expressions are formally identical to the standard problem of the Poschl-Teller potential®®>7-%’
and the solutions of these path integrals can be written as

o0
G2 (pr pa) = (1) SN / A28 (ko — ko) eI Eme] gl (s )
n=0

x C)l* (sin (ﬁka)) )+ (sin (ﬁkb)) (cos (\/Bka> cos <\/Bkb))ni , (45)

where 1. are positives parameter and C,”* are Gegenbauer polynomials and the normalization
constant N,* is given by

227l (n 4+ n) VB
e _ 2
N =T () 2T (n + 2ns) (46)

1 (1= B(mw)) 1 (1+ B (mw))
N =3 (li\/l+4ﬁ2(mw)2 >,n_ =5 (li\/l+4ﬁ2(ma))2 ) (47)

Through the condition of the generalized uncertainty principle given in the Introduction, the values
Ny = ﬂmw, n-=1 + Fe are accepted, and the other negatives values are rejected. So it will be

and

n_=ny +1=n+ 1 Integratmg over the proper time A, and acting by the operator (y I, + m)

on Eq. (45) and with the help of properties of Gegenbauer polynomlalsg0 4 2 Cn 7 (u) = 2nC n+1 (u),
we find

S(ﬂ) (k. kop, ka ko, ) = — io: 8 (kop — koa) r (77)2 22—y (n+n) \/B
P e T n=0kl, —m? — B (mw)? n? = 2n (mw) nl'(n+2n)
(kop +m) v Cyt (up) vaCyl (1y) vaCn (u,,)vn+1cn+l (1)
x , (48)
=2l O ) oGl ) [EGEE  ol CIE Gu) l CI (w)

where
u = sin (/Ek) v = COS (/Bk) . 49)

The presence of delta function reflects the conservation of energy.
In order to evaluate exactly the propagator expression, we write the Fourier transformation (48)
with respect to kg, and kg, variables. The result is given as

—1E(t,—t,) 227;—1”!(”_‘_”)\/3
SP (ky, ko ty — 1) = ES T (n)?
(kp b — 1a) = HZO s () 2T (n+27)

(E +m)v)Cll (up) vl C)l (ug) 2] Cl up) v M (1)

VB
x 2+l Al A (—=E4m) | o n+1 A1 + o+l ’ (50)
— 2l W) ol Cl ) [AEEEE [ el ) ol I ()

This last relation (50) expresses the causal Green function corresponding to one-dimensional Dirac
oscillator in the momentum space representation with the presence of minimal length uncertainty.
To evaluate the wave functions and energy spectrum, let us integrate over the E variable. This can be
done using a complex integral along the special contour C via the residue theorem and therefore we
get the following standard result where there are two types of propagation, one with positive energy
(+E i )) propagation and the other with negative energy (—E ¢ )) propagation:

T B)
o | O — 1) WP (pp) BT (po) et B 0104

s (Pbs Parto — 1) = — ) ) " ; (51)
=01 O (= (1 — t)) WU (pp) U (po) e B i)

Downloaded 30 Nov 2012 to 41.99.86.251. Redistribution subject to AIP license or copyright; see http://jmp.aip.org/about/rights_and_permissions



123516-8 Benzair, Boudjedaa, and Merad J. Math. Phys. 53, 123516 (2012)

with the energy spectrum

EP, = :I:\/mz + B (mw)* n? + 2n (mw) (52)
and the corresponding wave functions
(ﬂ)+ (ﬂ)—
(») _ (»)
v (p) = ( B () ,and WP~ (p) = (/3)7 ») (53)

where the components of the wave functions f, P (p) and g(ﬂ = (p) are, respectively,

(54)

221~ 1n+1‘(n+n)«/_(E(ﬂ) )( 1 )"Cn<\/ﬁ”>.

L (= [Ty
7T (n +2n)2EP 1+ gp? 1+ gp?

22110l (n + ) /B < 1 ) +1< JBp )
gPt T (n)? C’ 55
(p)= \/3 (m 2T (1 + 2m) 2EP) (E,(,ﬂ) +m> 1+ Bp? 1+ pp2 (55)
and

P~ (p)y= [T} (56)

22ﬂ—1n!(n+7))x/ﬁ(Er(Lﬁ)—m>< 1 )nc’l< JBp )

AT (n+ 2n) 2, 1+ Bp? 1+ Bp?

¢ ()= 2 | P
! N 7l (n+2n) 2E,(f) (Ef,ﬁ) — m)

22-'nl (n + ) /B ( 1 ) C”“( VBp )

1+ Bp? "1\ 1+ gp?
(57)

This is the exact result of the energy spectrum together with the normalized wave functions of the
bound states. In the limit 8 — 0, the Dirac oscillator without the presence of the minimal length is
found. One insists on the fact that the exact result depends on the «-point discretization interval.

lll. CONCLUSION

In this paper, using the energy-momentum space representation, we have constructed the path
integral representation for the Green function for Dirac oscillatorin (1 4 1) dimension with nonzero
minimum position uncertainty. We obtained the spectrum energy and corresponding eigenfunctions
expressed in terms of Gegenbauer polynomials. The energy levels show a dependence on n? cor-
responding to B effect of the minimal length correction. The main result is that the calculation
depends on the «-point discretization interval and we conclude that the problem of discretization
is not definitively settled in the path integral framework. This situation resembles to that of the
quantization with constraint in which the mid-point is privileged. It would be interesting to look for
a method which is independent of the way to discretize the path integral relative to the quantum

dynamics with minimal length. This problem is under consideration.
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Abstract

In our thesis, we presented the basic tools of the construction of the formal deformation
theory in the general case. Then we illustrated how we can solve some problems of
deformed relativistic quantum mechanics, through the path integral supersymmetric
formalism, where we considered two approaches in the deformed case.

The first approach is related to the presence of a minimal length and its effect on spin
relativistic systems. Hence we suggest the dynamic study of the Dirac oscillator in one
dimension in the momentum by the Feynman standard techniques and Kleinert as well. In
the same context, we also studied the dynamics of a variable particle mass that has half-
spin, subject to the interaction of linear potential, following two different techniques,
namely the Dirac equation in one dimension and in the configurations space and the path
integrals formalism in momentum space. By the direct method, we solved the equation
using the approximation technique of the ordinary quantum mechanics; we obtained the
shift of relativistic energy levels. Concerning the second method, the Green function was
constructed by Feynman approach. In both methods, we found the same energetic levels
quantity at the first order of deformation parameter.

Now, we deal with the second approach which is the introduction of non-commutative
geometry in phase space. We treated the relativistic oscillator case (Klein-Gordon and
Dirac) in the presence of a magnetic field. In addition, we also applied the same formalism
to the Fashbach-Villars equation for spin zero case. When we introduced the Foldy-
Wouthuysen (F-W) transformation to diagonalise the Hamiltonian.

In each application, the propagators are calculated; the wave function and corresponding
energy spectra are derived.

Key words: Formal Deformation, Path integral, Green function, Propagators, Dirac
Oscillator, Klein-Gorden Oscillator (KGO), Supersymmetric, Grassmann, non-
commutative (NC), Minimal length (GUP), Feshbach-Villars (F-V) Equation, Foldy-
Wouthuysen (F-W) transformation.



