
REPUBUQUE ALGERlENNE DFMOCRATIQUE &r'PQPUUiarM . ..J ..... : ＧＪＢＧｾｊ＠ J 
MINlSTERE DE L 'ENSElGNEMENT SUPERiEUR ET DE LA RECHERCBE SClENTIFIQUE 

ｾ＠

N° d'ordre: 

Serie: ... ........ . 

UN1VERS1TE MOHAMED SEDD1K 

BEN YAH1A - J1JEL 

FACUL TE DES SCIENCES EXACfES ET 1NFORMAT1QUE 

DEPARTEMENT DE PHYSIQUE 

MEMO IRE 

presente pour obtenir le diplome de master 

Filiere: physique 

Specialite: Physique Theorique 

Presente par 

Sifour Mouna 

lntitule 

--=--

Etats lies des potentiels de Morse et de Poschl-Teller 

en presence des interactions ponctuelles 

Soutenu le : 03/07 /2018 

Devant le i!!.!:I: 

President: S.Haouat Prof. Univ. MSBY, Jijel 

Rapporteur : N.Ferkous MCA. Univ. MSBY, Jijel 

Examinateur : B.Guettou MAA Univ. MSBY, Jijel 



ｾｭ･ｲ｣ｩ･ｭ･ｮｴｳ＠

<Jvtes remerciements vont premierement a Q2Jie11, tout puissant pour {a 

vofonte, {a sante et {a patience, qu 'i{ m 'a donnee durant toutes ces 

annees d'etude. 

Je tiens a ･ｾｲｩｭ･ｲｭ｡＠ profonde gratitude et mes vifs remerciements a 
mon encadreur <Jvtonsieur ｾｭｎＯＶ＠ qui m 'a donne {a cfiance de 

preparer ce travai{ sous sa direction et pour son aide, ses 

encdiuragements et pour ses efforts et sa disponi6ifite et sa patience. 

o/euz{{ez trouver {e temoignage de ma grande reconnaissance et mon 

profond respect. 

Je remercie tres sincerement <Jvtonsieur {e <Professeur (jl/: 9ldo11a1 pour 

avoir accepte d'etre president du jury et pour ses discussions et ses 

remarques. 

<Jvtes remerciements vont egaCement a <Jvtadame @Jc[' ｾ Ｑ･ｬｬ ｵ ｬｬ ﾷ＠ pour 

avoir accepte d'eva{uer ce travail 

Je tiens un grand remerciement aussi a <Jvtonsieur Ce professeur (jl/: 

%;1td pour Ces discussions, sa disponi6ifite et son encouragement et son 

soutien. 

J Ｇ･ｾｲｩｭ･＠ mes remerciements a tous mes enseignants pendant toutes 

Ces annees d'etudes a C'universite de Jije[ 

J 'adresse mes p{us sinceres remerciements a f!J-11u JCi %;1,rf a {a 

secretaire du Ca6oratoire de pfiysique tfieorique pour Ces services et 

['encouragement, 

ｾｯｵｮ｡＠



<Decficace 

£ouiange a Jl[{afi qui nous a guides vers cefa, et nous ne f'aurions pas 

atteint s 'i[ n 'y a pas de vertu de <Dieu sur nous, ni pour cell:( qui sont 

tomoes dans feurs 6ons versets dans [e sens du <Tout-Puissant, Je 

· , c. at OL/ at 0 / /7 . · remercie mes tres criers parents, i,p. ｾ ＺＯＯＱＺＯＯＱｵＺＱ･ｴ＠ i,p. ｾ ｴＧＯＺＯｙｲｲ［＠ qui ant 

toujburs ete fa pour moi, « o/ous avez tout sacri_fii pour VOS enjants 

n'epargnant ni sante ni efforts. %us m'avez donne un magnifique 

mocfefe de fa6eur et de perseverance. Je suis redeva6fe aune education 

dont je suis fier ». 

Je remercie mes adora6fe freres !%/,;Ii, PJf:r1rlet sa femme §fj,mia et feur 

fi[s£t/£ivonal 

, et messreurs YJ9c;; ｾＱＰＯｴＺＬ＠ ｾ ｴｦｾ［･ｴ＠ son mari rf!J{}arl et ses fifs 

%irMrun et !}J;;lillpour feur encouragement 

Je remercie tres ｳｰ･｣ｩ｡ｦ･ｭ･ｮｴ ｾｦｦｬ｣ ｴｱｵｩ＠ a toujours ete ra pour moi. 

Je n'ou6fie pas (a prune[fe de mes yeu:(et ma petite reine(j}/J1,rtima, 

P,nfin, je remercie tous mes Jlmies que j'aime tant, ｊｊｩｗｲｾｶＰ＠ ｾ ｾＯｴｲ［＠

ｾｃｐＯＯＶ＠ ｾＷＯｬ［＠ {jlkrhlcv, ?E'AaAr--ei <Pour feur sincere amitie et 

confiance, et a qui je dois ma reconnaissance et mon attachement. 

Je remercie ma fami[fe et tous qui f'aide moi pres ou [oin pour rea[iser ce 

travail 



Table des matieres 

1 Introduction generale 

2 N otions mathematiques 

2.1 Introduction . .. . . . 

2.2 Fonctions de Green en mecanique quantique 

2.2. 1 Apen;u general 

2.2.2 Formalisme . . 

2.2.3 L'operateur de parite et operateur pair 

2.2.4 Application simple : le potentiel delta de Dirac a une dimension 

2.3 Methode des extensions auto-adjointes 

2.3.1 L'espace de Hilbert . . .. .. . 

2.3. 2 Operateurs sur l'espace de Hilbert . 

2.3.3 Operateur auto-adjoint et la transformation de Cayley 

2.3.4 Operateurs symetriques et espaces de deficiences . 

2.3.5 Theoreme de Von Neumann . . . . . . . . . . . . 

2.3.6 Application : P art icule dans un plan oll. l 'origine est supprime 

5 

8 

8 

8 

8 

9 

10 

11 

13 

13 

14 

17 

18 

18 

19 

3 Potentiel de Morse a une dimension perturbe par une interaction ponctuelle 21 

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . 21 

3.2 Le potentiel de Morse a une dimension 22 

3.3 Le potentiel de Morse a une dimension perturbe par une interaction ponctuelle 24 

4 Potentiel de Poschl-Teller en presence de l'effet Aharonov-Bohm: Regulari-

sation physique et extension auto-adjointe 

4.1 Introduction ... . ........ . . . .. . 

28 

28 



TAiBLE DES MATIERES 

4.2 Effet Aharonov-Bohm ......... . ... . ... ... .. . 

4.2.1 Les equations de Maxwell et les transformations de jauge 

4.2.2 Particule chargee dans un champ electromagnetique 

4.2.3 L'effet Aharonov-Bohm magnetique 

4.3 Regularisation physique . . . . . 

4.3.1 Formulation du probleme. 

4.3.2 Modele de Hagen . . . . . 

4.4 L'approche des extensions auto-adjointes 

5 Conclusion generale 

2 

29 

29 

31 

32 

33 

33 

35 

41 

43 



Chapitre 1 

Introduction generale 

L'interaction ponctuelle, nomee aussi interact ion de contact, representee par une fonction 

delt a de Dirac, est une interaction qui se produit a un ensemble de points discrets (sources) fini 

ou infini. Cette interaction a ete introduite avec succes notamment dans le modele de Kronig 

et Penney en physique de l'etat solide [1]. En outre, les potentiels a courte portee representes 

par des interactions ponctuelles ont ete egalement utilises pour modeliser l 'interaction entre 

les nucleons [2]. D'autre part , l'equation de Schrodinger unidimensionnelle qui contient une 

interaction ponctuelle, peut etre resolue exactement lorsque l'equation aux valeurs propres de 

l 'Hamiltonien qui ne contient pas l'interation ponctuelle admet une solution exacte. Cet objectif 

est atteint en particulier au moyen de fonctions de Green, qui est une technique tres efficace et 

largement utilisee dans de nombreux problemes de mecanique quantique pour determiner l'etat 

et le spectre d 'energie associe [3] . 

Cependant, a plusieurs dimensions l'introduction d 'une interaction ponctuelle dans les equa

tions de la mecanique quantique presente des anomalies sous forme des divergences ultravio

lettes, dus principalement au fait que l'Hamiltonien associe n 'est pas auto adjoint. Par cons&

ｱｵｾｮｴＬ＠ Plusieurs techniques de regularisations ont ete utilisees pour lutter contre cette pa

thologie, par exemple, la regularisation par une coupure "cutoff" [4 , 5, 6], la regularisation 

dimensionnelle [7] OU par introduction d'une longueur elementaire [8] et la regularisation par 

extension auto-adjointe. Cette derniere technique est une methode mathematique de regularisa

tion tres efficace qui peut etre appliquee aux divers systemes en mecanique quantique relativiste 

et non relativiste. En effet , Un operateur agissant dans un espace de Hilbert n 'est pas defini 

seulement par son action mais aussi par son domaine. L'action se refere a ce que l'operateur 



1. Introduction generale 6 

fait pour les fonctions sur lesquelles il agit. Le domaine est l'ensemble specifie de fonctions 

sur lesquelles l'operateur agit. La distinction entre un operateur auto-adjoint et un operateur 

hednitien n 'est pas , en general, mentionnee dans la plupart des livres de la mecanique quan

tique pour eviter quelques subtilites mathematique. En fait , la distinction a une relation avec 

le domaine de l'operateur. En outre, il important de noter que le choix des domaines qui assure 

l'auto-adjoint de toutes observables impliquees, tels que la position, l'impulsion, l'Hamiltonien 

et les generateurs de symetrie, est une partie necessaire de la quantification et la description 

d 'un systeme physique en question. Pour une bonne reference sur le sujet voir le livre de D. 11. 

Gittnan et ses collaborateurs [9]. 

!En particulier, les systemes Aharonov-Bohm (AB) [10] avec une interaction sous forme d 'une 

fon <I:tion delta de Dirac, qui represente le confinement du champ magnetique dans une region 

tres reduite de l'espace, est un probleme qui necessite une regularisation. En effet , Hagen [11 , 12] 

a pfopose un modele de regularisation physique pour ce champ sous forme d 'une fonction delta 

de Dirac pour etudier la diffusion des particules de spin 1/ 2. Ila montre qu 'une contribution de 

cette interaction ne peut etre negligee lorsque le spin de la particule est pris en consideration, il a 

moliltre notamment que certaines solutions qui sont singulieres a l'origine deviennent dominantes 

et par consequent physiquement acceptables. 

Dans ce memoire, nous allons utiliser deux methodes de regularisations pour traiter le 

probleme des etats lies du potentiel de Poschl-Teller en presence de l'effet Aharonov-Bohm. La 

premiere est une regularisation physique basee sur une redifinition du terme singulier represente 

par une interaction ponctuelle et la deuxieme est la technique des extensions auto-adjointes de 

BuUa et Gesztesy [13]. Le principal but de ce travail est de chercher une relation entre le pa

rametre arbitraire de l'extension et les parametres du probleme introduits par la regularisation 

physique. Cette idee est deja utilisee dans la litterature en considerant d'autres problemes voir, 

par exemple, la reference [14]. 

Outre la presente introduction, ce memoire contient trois chapitres. Dans le premier chapitre, 

nous exposons les notions mathematiques necessaires concernant la methode de fonctions de 

Green et la technique des extensions auto-adjointes ou nous explicitons le theoreme de Van 

Neumann necessaire pour savoir s 'il existe ou pas de telles extensions. Nous donnons egalement 

quelques exemples simples. Puis, dans deuxieme chapitre. Au deuxieme chapitre, nous allons 

considerer le potentiel de Morse a une dimension perturbe par des interactions ponctuelles. Le 

spectre d 'energie est obtenu sous forme d 'equation transcendante au moyen de fonctions de 
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Green. En fin , le troisieme chapitre portera sur la regularisation physique et !'extension auto

adjointe pour le probleme d 'une particule de spin 1/2 soumise au potentiel de Poschl-Teller en 

presence de l 'effet AB. Nous terminous ce memoire par une conclusion generale. 



Chapitre 2 

Notions mathematiques 

2.1 Introduction 

Dans ce chapitre, nous allons donner dans la premiere section, les notions mathematiques 

necessaires pour traiter les chapitres suivants. On va commencer par un bref apergu sur les 

fonctions de Green, ou nous allons montrer comment on peut resoudre d 'une maniere generale 

une equation differentielle non homogene au moyen de fonctions de Green. Puis, nous donnons 

un exemple illustratif traite dans la reference [15]. Nous considerons egalement la methode des 

extensions auto-adjointes d 'un operateur symetrique, qui necessite la connaissance de certaines 

notions de l'analyse fonctionnelle concernant les operateurs et leurs domaines. Ainsi, on va 

essayer essentiellement d 'expliquer dans la deuxieme section la difference entre un operateur 

hermetique, symetrique et auto-adjoint. Puis, nous donnons le theoreme de Von Neumann qui 

permet de savoir si un operateur symetrique admis ou pas des extensions auto-adjointes. Nous 

donnons egalement une application simple sur ce theoreme trouvee dans les references [16 , 17]. 

2.2 Fonctions de Green en mecanique quantique 

2.2.1 Aperc;u general 

Les fonctions de Green ont ete introduites par George Green dans les annees 1830. C'est 

un outil mathematique important qui a des applications dans de nombreux domaines de la 

physique. Ces fonctions ont ete appliquees avec succes a l'electromagnetisme classique a la fin 

du 19 siecle. Plus recemment, dans le milieu du 20 siecle, ce sont devenues un outil essentiel 
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en theorie quantique des champs grace a !'introduction de la fonction de Green quantique 

notamment par Feynman dans sa formulation en integrale de chemin de l'electrodynamique 

quantique. 

2.2.2 Formalisme 

Soit !'equation differentielle non homogene definie sur un domaine n avec certaines condi

tions aux limites , 

[L(r) - >.] 'lj; (r ) = R(r ), (2.1) 

ou >. est une constante, R(r) le second membre et L est un operateur different iel hermetique, 

ind€pendant du temps et possede un ensemble complet de fonctions propres { 'Pn(r )} , c-a-d , 

L(r)cpn(r ) = An'Pn(r ), (2.2) 

avec 

1 ＼ｰｾＨ ｲＩ ｣ｰｭＨ ｲＩ､ｲ＠ = '5n,m et L <p:
1
(r )<p:

1
(r' )dr = '5 (r - r'). (2.3) 

n 

Notons qu'en generale n represente un ensemble d 'indices qui peuvent prendre soit des 

valeurs discretes (pour la partie discrete du spectre de L , si elle existe) et/ou des valeurs 

continues (pour la partie continue du spectre de L, si elle existe) . Pour simplifier, on se limite 

ici au cas d'un spectre discret. 

On suppose maintenant qu'on peut developper les fonctions 'lj;(r) et R(r) sur la base propre 

{ 'Pn(r)} de l'operateur L, 

'l/J(r) L Cn'Pn(r) , (2.4) 

n 

R(r) = L dn'Pn(r) , (2.5) 

n 

puis rempla<_;ons dans !'equation (2.1), on obtient 

L [cn(An - >.) - dn] 'Pn(r) = 0. (2.6) 
n 

Comme les fonctions propres 'Pn(r) sont lineairement independantes , il en resulte l'egalite 

suivante 

ｾｩ＠ (An - A) - dn = 0, 
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c'est-a-dire 
dn 

(2. 7) Cn = (An - A) . 

Multiplions l'equation (2.5) par <p:n(r) et integrons Sur le domaine n, 

r <p:n(r)R(r )dr = L dn l ＼ｰ ｾＨ ｲ Ｉ ｣ｰｮＨ ｲ Ｉ､ ｸＬ＠
Jn n n 

puisque les fonctions 'Pn (r ) forment un ensemble orthogonal , il vient 

1 ｣ｰｾ Ｈ ｲ Ｉ ｒ Ｈ ｲ Ｉ ､ ｲ＠ = dn, (2.8) 

suite aux equations (2.7) , (2.8) et (2.4) , la solut ion de !'equation non homogene (2.1 ) s'ecrit, 

?./J (r ) = L ｾｩ ｮ ｾｾ＠ 1 ｣ｰｾＨ ｲ Ｇ Ｉ ｒ Ｈ ｲ Ｇ Ｉ ､ ｲ
Ｑ

＠
n 

(2.9) 

La derniere expression peut etre mise sous une forme plus compacte comme 

?./J (r ) = 1 G(r , r' )R(r' )dr' , (2.10) 

ou G(r , r' ) est la fonction de Green definie par 

G(r , r' ) = L Ｇｐｮ Ｈ ｲ Ｉ｣ｰｾＨ ｲ ＧＩ＠
n An . 

(2.11) 

Si on pose maintenant , 

R(r) = 8(r - ro ), (2.12) 

!'equat ion (2.10) donne 

?./J(r) = 1 G(r , r' )8(r' - r 0)dr' , = G(r , r 0 ) , 

par consequent G(r, r') est la solution de l'equation non homogene suivante 

(L - A) G(r , ro) = 8(r - ro) (2.13a) 

2.2.3 L'operateur de parite et operateur pair 

La reflexion de l 'espace par rapport a l'origine d 'un systeme de coordonnees est appelee 

inversion ou une operation de parite. L'operateur de parite P est defini par son action sur les 

etats de l'espace de position comme 

P 'lj.J (r)= ?.fJ (-r) . (2.14) 
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Cet operateur verifie les proprietes suivantes : 

i) p + = P, ii) P 2 =I , iii) p = p-1 
' 

en outre, les fonctions propres d 'un operateur de parite ont une parite bien definie ; elles sont 

soit paires ou impaires. 

Un operateur A est dit pair s' il obeit a la condition 

PAP= A , (2.15) 

et un operateur B est dit impair si 

PEP= -B. (2.16) 

On peut facilement verifier que les operateurs pairs commutent avec l 'operateur de parite P 

et que les operateurs impairs anticommutent avec P. Le fait que les operateurs pairs commutent 

avec l'operateur de parite a des consequences tres utiles. En effet , examinons les deux cas 

importants suivants : 

i) Si A est un operateur, hermetique, pair et aucune de ses valeurs propres n 'est degeneree, 

alors cet operateur a les memes vecteurs propres que ceux de l'operateur de parite. Et comme 

les vecteurs propres de l'operateur de parite sont soit pairs ou impairs , les vecteurs propres de 

A doivent egalement etre soit pairs ou impairs ; on dit qu 'ils ont une parite determinee. Cette 

propriete aura des applications tres utiles lorsque nous resolvons !'equation de Schrodinger , 

pour des Hamiltoniens pairs. 

ii) Si un operateur pair a un spectre degenere, ses vecteurs propres ne doivent pas necessai

rement avoir une parite definie. 

2.2.4 Application simple : le potentiel delta de Dirac a une dimen

sion 

Soit !'equation de Schrodinger pour le potent iel delta de Dirac 

[ ;: - ab(x) ] ｾ ＨＮＷ［Ｉ＠ = ｅ ｾ ＨｸＩＬ＠ (2.17) 

ou E est l 'energie du systeme et a un parametre positif, utilisons la relation bien connue 

ＶＨｸＩ ｾ ＨｸＩ＠ = ＶＨｸＩ ｾ Ｈ ｏ ＩＬ＠ (2.18) 
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!'equation. (2.17) peut s 'ecrire alors sous la forme 

[ ;: - c] 1/J ( X) = a1/J ( 0) J ( X) . 

En comparant avec la section precedente, on peut supposer que 

p2 
L = - , ).. = c et R (x) = a1j;(O)c5 (x) . 

2m 

1es etats propres de l'operateur p2 / 2m sont les ondes planes , cpk (x) ,donnees par 

cpk(x) = _
1 

.,/hli, exp ( ikx ) , 

ou k est le vecteur d 'onde. Les valeurs propres correspondantes sont 

n,2k2 

Ck = 2m . 

12 

(2. 19) 

(2.20) 

(2.21) 

Dans cet exemple L a un spectre cont inu, la somme doit etre remplacer par une integrale 

sur toutes les valeurs continues de k , c'est-a-dire 

ｾ＠ ｾ ｮｪ｟ Ｚ＠ dk , 

dans ce cas, G(x, x') s'ecrit , en tenant compte de (2.11), comme 

G(x , x' ) = nl+oo ｣ｰ ｫＨｸＩ｣ｰｾＨ ｸ Ｇ Ｉ＠ dk . 
-oo Ck - c 

Puis remplagons !'equation (2.20) et (2.21) dans (2.23) , il vient 

G(x, x' ) = m 1+00 exp [ik (x - x' )] 
7rn2 -oo k2 + "'2 dk , 

(2. 22) 

(2.23) 

(2.24) 

ou 11,
2 = - 2mc/n2

. La solution 1/J (x) peut etre obtenue en utilisant la fonction de Green 

comme suit 

1
+00 

1/J (x) = a1/; (0) -oo G(x , x' )b(x' )dx' , (2.25) 

soit 

1/J (x) = m/; (O)G(x, 0). (2 .26) 

Maintenant posons x = 0 dans la derniere equation, nous obtenons la condition de l'etat lie 

du systeme 

ｾ＠ = G(O, 0). 
a 

(2.27) 
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puis , utilisons le resultat suivant 

ainsll. , l'equation (2.27) donne 

c'est-a-dire 

r+co dk 

Jo k2 + "'2 

ma 
K, = fi2 ) 

m a 2 

E = - 2fi2 

13 

1f 
(2.28) 

2K ' 

(2.29) 

(2.30) 

La fonction de Green peut etre calculee par la methode des residus et en utilisant la relation 

(2.2!4), le resultat est 

G(x, x' ) = !i":;11, exp [- (x - x' ) K] (2.31) 

et ensuite on peut calculer la fonction d 'onde normalisee a partir de l'equat ion (2.26), on aboutit 

alors a 
1 

'lj; (x) = K, 2 exp [ - K lxl] . 

2.3 Methode des extensions auto-adjointes 

2.3.1 L'espace de Hilbert 

La mecanique quantique est naturellement formulee dans l'espace de Hilbert H qui est un 

espace vectoriel analogue aux espaces euclidiens habituels En· Cependant, contrairement a En qui 

est de dimension finie , l'espace de Hilbert est oo-dimensionnel. On peut penser a prendre comme 

un modele conceptuel de l'espace de Hilbert une certaine representation comme celle d 'un 

vecteur clans En, soit (a1 , a2 , .... ,an) et de l'ecrire par exemple comme (a1 , a2 , . .. ., an ,,, ... ). Puis , 

laissant n croit sans limite, nous arrivons a la notion de H. Mais, contrairement a tout couple 

ordonne (a1 , a2 , .... ,an) qui necessairement dans En, pas toutes les suites infinies ordonnees 

peuvent etre considerees comme appartenant a H. La raison de cela est que pas toutes ces suites 

ont une 11 longueur" finie et on souhaite inclure dans H seulement des elements de longueur 

finie. Cela revient a dire, dans le langage des fonctions d'onde, qu'on veut une fonction d 'onde 

a carre integrable. Les physiciens utilise un espace de Hilbert bien particulier (note £ 2 par les 

mathematiciens) , ses elements sont des fonctions 'lj; ( x) reelles ou complexes de carre integrable. 

La norme 11 · I I dans £ 2 est definie par 

ll 'l/J ll
2 

= ('!j;, 'l/J) = 1space 'l/J* (x) 'l/J (x) dx. (2.32) 
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2.3.2 Operateurs sur l'espace de Hilbert 

Un operateur sur l'espace de Hilbert est une application qui associe certains elements de H 

dans H. Ainsi, si A est un operateur dont le domaine est V A. CH alors pour 'lj; E V A on a : 

A?j; = <p EH (2.33) 

Exemple: 

soit H est l'espace £ 2 et A est l'operateur multiplication par x2 alors : 

(A?/l ) x = x2?j;(x) (2.34) 

meme si ?j; E £ 2 ce n 'est pas toutes x2?j; (x) est dans £ 2 . En effet, on peut s'assurer de cette 

proposition directement en considerant la fonction : 

?j; (x) = (x2 + a2)-m 

?j;(x) E £ 2 pour Re (m) > 1/4, mais x2?j; (x) = x2(x2 + a2)-m n'est pas dans £ 2 sauf si Re (m) > 

5/ 4. 

Definitions : 

i) Un operateur A est dit lineaire si pour tout ?j; , <p E V A on a : 

A (>.. ?/J + µ<p) = >.A?/J + µA<p. (2.35) 

On va s'interesser plus precisement aux operateurs lineaires, puisque, en mecanique quan

tique, les quantites physiques sont representees par des operateurs lineaires. 

ii) L'image R A. d 'un operateur A est definie comme etant l'ensemble de tous les vecteurs 

obtenus en agissant A Sur les elements de v A. On ecrit symboliquement : 

R A = AD A- (2.36) 

Si A et B sont deux operateurs de domaines DA et DB avec RA. C RB, on peut definir le 

produit d'operateurs BA comme: 

(BA) ?/J = i3 ( A?/J) . (2.37) 

Qui est bien defini puisque par supposition ?j; ED A done A?j; ERA C Rs et par suite A?j; E DB. 

Inversement, si RB c R;1 on peut definir le produit 

(AB) ?/J = A. ( B?/l ) . (2.38) 
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Notons ici que, meme si BA peut exister en tant qu 'operateur AB peut-etre pas, et 

invetsement. 

iii) Soit A un operateur sur 1t et 'ljJ E 'DA et considerons l'expression ( <p, A'lj;) . Alors, si 

pour un vecteur <p E 1t on obtient un vecteur x E 1t de fac;on qu'on a l'egalite : 

( <p , A1f;) = (x, 1f;) (2.39) 

pour tousles vecteurs 'lj; E 'D;.. On definit ainsi l'operateur adjoint A+ of A par : 

x = A+<p (2.40) 

avec le domaine 

'D ;.+ = { l 'ensemble de tous les vecteurs <p pour que l'egalite ( <p, A'lj; ) = (A+ <p, 'lj;) soit verifiee } 

iiv) Un ensemble de 1t est dit dense dans 1t si tout element de 1t peut etre approxime d'une 

fac;on arbitrairement proche par un element de cet ensemble. Ainsi , 'DA est dense si pour tout 

<p E 1t, il existe un 'lj; E 'DA tel que 

VE > 0, 11 1f; - <t?ll < E (2.41) 

v) L'operateur A de domaine 'DA est dit hermetique si pour tout 'ljJ et <p dans 'DA on a: 

( <p, A1f; ) = ( A<p, 1f;) . (2.42) 

vi) L'operateur A de domaine 'DA c 1t est dit symetrique s'il est hermetique et son domaine 

'DA est dense dans 1t. 

A partir de la definition de A+ , alors pour un operateur symetrique A on a : 

'D;. c 'D;.+ (2.43) 

vii) L'operateur A de domaine 'DA est dit auto-adjoint s'il est symetrique et de plus on a : 

'D;. = 'D;.+· (2.44) 

Exemple: 

Pour bien comprendre la difference entre ces definitions abstraites , on considere l'operateur 

impulsion a une dimension p = -iii ､ｾ＠ defini sur l'espace de Hilbert £ 2 ( [O, £]) , pour une particule 

se deplac;ant sur un intervalle fini [O, £]. Prenons comme domaine 'DP l'espace suivant : 

'Dfi = { 'lj; (x), 'lj;' (x) E £2([0, £]), 'lj; (0) = 'lj; (£) = O} (2.45) 
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Le domaine V P est dense clans £ 2 ([O , t']) . Done sip est hermetique alors il est symetrique. 

Ainsi, pour que p soit hermetique il faut que l'egalite suivante soit verifiee : 

( ep) p'lj; ) = (pep' 1/J) ' (2.46) 

explicitement on a : 

( ep , p'lj; ) - (pep , 'lj;) -iii ( ep*(x) d'lj; (x ) dx - i ii re dep*(x ) 'lj;(x)dx 
lo dx lo dx 

- i ii led [ep*(x)'!j;(.x)] =-i ii ｛ｲｰＪＨｸＩＧｬｪ［ＨｸＩ｝ｾ＠
- i ii [ep* ( t')V;( t') - ep* (O)V;(O)] = 0 (2.47) 

ce qui prouve que p est hermetique. Mais p n'est pas auto-adjoint meme si son adjoint p+ a 

la meme expression formelle ( p+ = - iii fx) puisque le domaine 1Jp+ de p+ est plus large. En 

effet : 

1Jp+ = { 'P (x), ep' (x) E £ 2 ([O, t']) , aucune autre restriction sur ep (x )} (2.48) 

autrement dit l'operateur p et p+ n 'ont pas le meme domaine, de plus il est facile de voir que 

V P c 1Jp+ . Malgre ceci, on peut chercher des extensions de l'operateur p de maniere qu'il soit 

auto-adjoint. On va done modifier legerement le domaine (2.45) en introduisant un parametre 

libre note ). clans les conditions aux limites, c'est-a-dire au lieu de prendre 'lj; (0) = 'lj; (t') on 

pose: 

V; (t') = ).'lj;(O) , ). EC 

clans ce cas, la relation (2.47) s'ecrit : 

(ep ,p'lj;) - (pep , '!j;) = - in [ep*(£) ). - ep*(O)] V;(O) 

pout que p soit hermetique on pose : 

1 
ep*(f)). - ep*(O) = 0 ==;. ep(t') = ).*ep(O) 

(2.49) 

on veut que les fonctions ep ont les memes conditions aux limites comme celles des fonctions 'lj;, 

il est necessaire alors que }. = ).. c'est-a-dire le parametre complexe).. est une phase i. e, ).. = eie , 

e E [O, 2n]. Dans ce cas on bien V P = 1Jp+ avec : 

1J'P (e) = { 'lj; (x) , V;' (x) E £ 2 ([O, t']), 'lj; (t') = ei0V; (0)} (2.50) 
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L'operateur p = -ind: defini sur le domaine DP (B), pour un angle(} donne, est l'extension 

auto-adjointe de l'operateur p. 

En outre, le spectre de l'operateur auto-adjoint pest purement discret. En effet, utilisons la 

condition au limite (2.50), les valeurs propres An (B) et les fonctions propres 'I/Jn (x , B) de p sont 

facilement obtenues comme solution de l'equation aux valeurs propres suivante : 

P'l/Jn (x, B) =An (B) 'I/Jn (x , B) , 

ainsi 

{ 

'I/Jn (x , B) = }e exp (*An (B) x) , 
An ( B) = (211:n;O)n . 

n = 0, ± 1, ± 2, ... 
(2.51) 

Conclusion : Un operateur hermetique symetrique donne n 'est pas automatiquement un 

operateur auto-adjoint. Un operateur hermetique symetrique A de domaine DA est <lit auto-

adjoint si DA = D .4.+. Il peut avoir aucune, unique ou une infinite d 'extensions auto-adjointes. 

Le theoreme du mathematicien John von Neumann, qu'on va le donner dans la section (8) , 

explicite bien la derniere proposition. 

2.3.3 Operateur auto-adjoint et la transformation de Cayley 

Rappelons avant d 'enoncer le theoreme de Cayley, que l'operation analogue a une rotation 

dans l'espace Euclidien En et la transformation unitaire dans 7t. La propriete caracteristique 

d 'une rotation dans En est qu'elle preserve la longueur et les angles ou d 'une maniere plus 

compacte, elle preserve le produit scalaire. Ceci est egalement sa caracteristique dans 7t. 

Done une transformation (J est unitaire ssi Do = R o = 7t et 

(u'l/J, U'l/J ) = ('l/J ,'l/J) . (2 .52) 

Ce qui implique que (J+(J = 1. De plus , comme Do = R o = 7t:::::} (J(J+ = 1. 

Theoreme : L'operateur A de domaine DA est auto-adjoint ssi sa transformation de Cayley 

suivante 

(J = (A. - ii) (A.+ ii) -1 

(2.53) 

est unitaire. 
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2.3.4 Operateurs symetriques et espaces de deficiences 

On suppose que A est un operateur symetrique arbitraire (pas necessairement auto-adjoint). 

Dans ce cas, la transformation de Cayley correspondante () n'a pas besoin d'etre unitaire et 

le domaine Do et l'image Ro = UD0 n'a pas besoin egalement de co!ncider avec la totalite de 

l'espace de Hilbert H. 

Considerons les ensembles des vecteurs Dt et Rt orthogonaux a Do et Ro. Ces ensembles 

nous donnent une indication sur les domaines ou () n 'est pas unitaire et A n 'est pas auto

adjoint. En fait , ces ensembles sont en effet des sous espaces appeles espaces de deficiences de 

l'operateur A, les dimensions de ces espaces sont appelees indices de deficienceu. 

2.3.5 Theoreme de Von Neumann 

Soit un operateur symetrique A de domaine DA. et soit son adjoint A+ de domaine DA.+. On 

defimit les deux sous espaces suivants : 

N+ = { 'l/J E'D;t+ , A+?f; = i>.?j; } 

N_ = { 'l/J E 'DA.+, A+?j; = - i>.?j; } 

ou >. est parametre reel positif introduit pour des raisons de dimensions. On appelle indices de 

deficience les nombres n+ et n_ tels que : 

n+ = dimN+ 

n_ = dimN_ 

pour un operateur A d'indices de deficience (n+, n_) on a les trois possibilites suivantes : 

1) Si n+ = n_ = 0, alors A est un operateur auto-adjoint (on dit aussi que l'operateur A 

est essentiellement auto-adjoint). 

2) Si n+ = n_ = n 2:'. 1, alors il existe une famille a n2 parametres reels d'extension auto

adjointes {Au} . Chaque extension auto-adjointe Au est determinee par une transformation 

unitaire () (une isometrie ou une matrice unitaire n x n ) (): N+ -t N_ 

'DA.u= {'l/Ju, 'l/Ju = <p+(?f;+U?f;),\f<p E'DA., \f?f; EN+, 't/U?f;EN_} 

3) Si n+ =I= n_, alors A n'admit pas une extension auto-adjointe. 
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2.3.6 Application: Particule dans un plan ou l'origine est supprime 

Comme application du theoreme de Von Neumann, on va considerer une particule de masse 

m dans un plan ou l'origine des coordonnees est supprime. On s'interesse ici a la partie radiale 

de l'bperateur Hamiltonien (les ondes s , i.e. , R = 0), qui s'ecrit en coordonnees polaires comme 

suit : 

H = - --- r- . (2.54) ｾ＠ lld( d) 
2m r dr dr 

Ainsi fI est defini sur un ensemble n c £ 2 (IR.+/ { 0} , rdr) ou ses fonctions sont infiniment 

derivables et qui s'annulent au voisinage de r = 0. Il est facile de verifier que fI est hermetique. 

En effet : 

( H<p,1/J)- ( <p, H1/J) = limr (d<p* (r )'ljJ(r ) - <p*(r)d'ljJ(r) ) = O. 
r->O dr dr 

(2.55) 

le second membre est nul pour toute valeur de <p*(r ) et d<p*(r)/dr . Le domaine de l'operateur 

adjoint est toute fonction <p(r) absolument continue de £ 2 (JR.+/ {O} , rdr) . Pour voir si cet ope

rateur admis des extensions auto-adjointes , nous devons examiner les solutions de !'equation : 

fI +1f;±(r) = ±i>.1/J±(r), >. > 0 (2 .56) 

c'est-a-dire d2 1 d 
--d 

2
1/J±(r) - --d 1/J±(r) - (±i) >.'ljJ±(r) = O. 

r r r 
(2.57) 

Les solutions normalisees sont : 

1/J±(r) =Ko [e'fi(7r / 4) (2m>.)1;2r]. (2.58) 

ou K 0 est la fonction de Bessel modifiee de deuxieme espece d 'ordre zero. Done n+ = n_ = 1 

et d'apres le theoreme de Von Neumann, il existe une famille d'extension auto-adjointes a un 

parametre a = eie, B E [O, 27r] . 

Les conditions aux limites sont obtenues a partir de l'egalite : 

( fI [ 1jJ + ( r) + a'ljJ _ ( r)] , 1jJ ) = ( 1jJ + ( r) + a'ljJ _ ( r) , fI 1jJ ) , (2 .59) 

qui garantit que 1jJ est dans le domaine auto-adjoint . Ainsi , (2 .59) se reduit a : 

lim r (d (1/J+(r) + eie'ljJ _(r))* 1/J (r) - (1/J+ (r) + eie'ljJ _(r))* d'ljJ (r) ) = 0. 
r->O dr dr 

(2 .60) 
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On remplace 'l/J±(r) en utilisant l'equation (2.58) et en prenant compte du comportement a 

1 'origine des fonctions : 

Ko (z) 

Ki (z) 

z 
- ln2 - 1, 

1 
) 

z 

01l 1 = 0, 5772 est la constante d'Euler, et utilisons egalement la relation [18] 

d 
dz Ko (z) =-Ki (z), 

nous arrivons a : 

lim { 'lj; (r) - r d'lf;d(r) {ln r + ,8}} = 0, (2.61) 
r-+O r 

ou ,6 = - (11/4) tan(8/ 2) + ln (m.A) +I est une constante. 

Comme r ---+ 0, on peut ecrire 

rd'lf;(r) = 'lf;(r) - lim ( 'lf;(r) ) lnr' (2.62) 
dr r' ->O ln r' 

remplac;ons (2.62) dans (2 .61), on obtient : 

lim { 'lj; (r) - 'lf; (r) ln r + lim ( 'lf;(r)) ln r' ln r - ,B'lf;(r) + ,6 lim ( 'lf;(r)) ln r'} = 0, (2.63) 
r-+O r' -+O ln r1 r ' -+O ln r' 

puisque lim (ln r) ---+ - oo, on peut negliger le dernier terme devant le troisieme. La relation 
r-+O 

(2.63) devient : 

lim { 'lj; ( r) - 'lj; ( r) ln r + lim ( 'lj; ( r) ) ln r' ln r - ,B'lf; ( r) } = 0. 
r-+O r' -+O ln r' 

(2 .64) 

RMcrivons la derniere relation sous la forme 

limlnr { (1- ,8) 'lj;l (r) - 'lf; (r) + lim ('l/;
1 

(r) ) ln r '} = 0. 
r-+O n r r 1-+0 n r' 

(2 .65) 

alors il est necessaire qu'on a : 

lim { (1- ,8) 'lj;l (r) - 'lf; (r) + lim ('l/;
1 

(r) ) ln r '} = 0. 
r-+O n r r'-+0 n r' 

(2.66) 

En fin , faisons le changement 'lf;(r) = r-i /2¢(r) , on obtient 

lim µ ¢(r) - lim ( ¢(r) - lim ( ¢(r) ) ln r' ) = 0. 
r-+O ri/2 ln r r-+O ri /2 r'-+O ri /2 ln r' 

(2.67) 

ou µ = 1-,8 est un parametre reel arbitraire. Les condit ions aux limites de la famille d'extension 

auto-adjoints a un parametre sont donnees par : 

lim µ ¢(r) - lim ( ¢(r) - lim ( ¢ (r) ) ln r') = 0. 
r-+O ri /2 ln r r-+O ri /2 r 1-+0 ri /2 ln r' 

(2.68) 

Le lecteur peut consulter aussi la reference [19]. 



rjhapitre 3 

Botentiel de Morse a une dimension 

p1erturbe par une interaction ponctuelle 

3.1 Introduction 

Le potentiel Morse est l 'un des modeles empiriques les plus utiles et les plus pratique::>, 

quj donne une excellente description qualitative de l'interaction entre deux atomes dans une 

mdlecule diatomique [ 20]. C 'est une meilleure approximation pour la structure vi brationnelle de 

la iuolecule que celle de l'oscillateur harmonique car il comprend de maniere explicite les effets 

d 'une rupture de liaison. Recemment, Mahlanen et collaborateurs [21] ont utilise ce modele 

ｰｯｾｲ＠ decrire les potentiels inter-atomiques C-C, C-X, X-X (ou X=F, Cl, Br). Ce potentiel est 

dmp.ne par l' expression 

V (x) =De ( e - 2f3(x- xe) - 2 e-f3(x- xe) ) (3 .1) 

ou D e est l'energie de dissociation, et Xe la distance d 'equilibre inter-atomique et f3 un parametre 

de controle (ajustable) . A une dimension x prend les valeurs - oo :::; .T :::; +oo . Cependant , 

po'1r des molecules reelles x variee entre 0 et oo ( represente la distance radiale r) voir figure 

ci-<Ilessous. 

Dans ce chapitre, nous allons considerer le probleme des etats lies d'une particule soumise 

a un potentiel de Morse perturbe par une interaction ponctuelle en utilisant la methode de 

fonlctions de Green vue au chapitre precedent. Le present travail et motive par le recent papier de 

H. ｾｲｫｯ ｬ ｡＠ et E. Demiralp [22]. Comme a ete mentionne par ces auteurs, !'interaction ponctuelle 
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peut etre utilise pour decrire des potentiels realistes qui ont a approximativement la forme du 

potlentiel de Morse, mais qui presentent certaines deviations locales par rapport au potentiel 

de Morse. Par exemple, le modele peut etre utilise pour decrire !'interaction inter-atomique 

H-H comme le potentiel de Morse, et l'interaction entre H 2 et la cage spherique C60 comme 

int$raction ponctuelle. 

3.Q Le potentiel de Morse a une dimension 

Considerons une particule de masse m soumise a un potentiel de Morse a une dimension 

donne par (3. 1). L'equation de Schrodinger correspondante a la forme suivante : 

ｻＺｾ Ｋ ｄ ･＠ (e-2/3(x-xe) - 2e-/3(x-xe) ) } <p(x) = E<p(x). 

on va prendre, pour simplifier, Xe = 0. Cette equation se reecrit comme 

OU 

[!!!.__ - ,A.2 (e-2/3x - 2e-/3x ) - K,2] <p (x) = 0 
dx2 

2mE 0 
2 - > ' K, = - ri2 

2mDe = ,A.2 

ri2 

Pour resoudre cette equation, on adopte le changement de variable suivant : 

z = 2.A. e-/3x 
(3 

ainsi 

d<p 

dx 
d2<p 

dx2 

et par suite l'equation (3.3) devient 

-(3z d<p 
dz 

(32 z d<p + (32 z2 d2<p 
dz dz2 ' 

2 d
2

<p dtp ( 1 2 .A. 2 ) z - + z - + --z + - z - / <p = 0, 
dz2 dz 4 (3 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

ou 'Y = ｾＮ＠ Pour transformer la derniere equation a une equation differentielle connue, on utilise 

la <decomposition suivante 
1 

tp = z1 e-2z f (z), (3.7) 

en remplac;ant (3 .7) clans !'equation (3.6) , on aboutit a !'equation : 
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d
2 
f ( z ) df ( z) ( ,\ 1 ) 

z + ( 2')' + 1 - z) -- + - - /' - - f ( z) = 0 ) 
dz2 dz f3 2 

(3.8) 

qui est une equation de type hypergeometrique confluente de la forme 

d2 f ( z) + ( c - z) df ( z) - a f ( z) = 0 ' 
z dz2 dz 

(3.9) 

OU 

c = 2')' + 1 , a = ( ｾ＠ + /' - ｾ Ｉ＠ , (3.10) 

la solution generale de (3.8) est la combinaison suivante : 

f (z) = A <P (a, c; z) + B z1- c<P (a - c + 1, 2 - c; z) , (3.11) 

ou A et B sont des constantes. Ainsi , la solut ion complete c.p est : 

c.p = { A z'Y <l> (a , c; z) + B z1-c+'Y <ti (a - c + 1, 2 - c; z) } ･Ｍｾｺ＠ (3.12) 

P our avoir une solut ion finie lorsque x ---t oo, c 'est-a-dire z ---t 0. On doit poser B = 0 

pmsque : 

1 - c + /' = - ')' < 0 (3.13) 

De plus, la serie <I> se comporte comme ez pour des grandes valeurs de z , done nous devons 

mettre: 

a= - n , n = 0, 1, .... 

la solution finie de (3.2) est done 

l 

'Pn (z) = Az'Ye-2 z<P (-n , c; z ) 

qui s'ecrit explicitement en utilisant la relation 

lf. ( ) n ! c- 1 ( ) 
'±' - n , c; z = -( ) Ln z 

C n 

de la fac;on suivante 

c.p (x) =A - e-'Yf3x exp --e-f3x L 2'Y - e- f3x n ! (2,\) 'Y ( ,\ ) (2,\ ) 
n (2')' +l)n (3 (3 n (3 

La constante de normalisation Ase calcule facilement au moyen de la formule [23] 

{+= z2'Y-1e-z ｛ ｌ ｾ Ｇｙ＠ (z)]2 dz = (
2
1' ｾ＠ l)nr (21') 

Jo n. 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 
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ainsi on obtient la solution normalisee suivante 

( ) - J (3 n! ( 2.A) 'Y - -yf3x ( >. -f3x ) L 2-y ( 2.A -f3x ) 
<pn x - 1 n /CL \ f r,_ ' 1 \ 73 e exp - 73e n 73e (3.19) 

Le spectre est deduit de la condition de quantification (3.14) et en utilisant les expressions 

(3.4), on obtient : 

E = - ft2 (32 (n + ｾ＠ - ｾＩ＠ 2 
n 2m 2 (3 

(3.20) 

ou bien 

E = -D + n,2(3>. (n+ ｾＩＭ (32!t2 (n+ ｾＩ Ｒ＠
n e m 2 2m 2 

(3.21) 

Notons que la correction inharmonique a l'energie relative a l'oscillateur harmonique est 

proportionnelle a n 2
. 

3.3 Le potentiel de Morse a une dimension perturbe par 

une interaction ponctuelle 

On considere maintenant une particule de masse m soumise a un potentiel de Morse a une 

dimension en presence d 'une interaction pontuelle representee par une fonction delta de Dirac 

attiractive (i.e , - o: < 0) . Le systeme est decrit par l'equation de Schrodinger suivante 

{ ［ｾ＠ + D (e- 2f3x - 2e- t1x ) - m5(x) } '!j;(x) = E'lj;(x ). (3 .22) 

｡ｶｾ｣＠ Xe = 0. Cette equation peut se transformer a une equation differentielle non homogene 

corhme suit 

｛［ｾ＠ + D (e-
2
tJx - 2e-t1x ) - E] 'lj;(x) = o:'lj;(0)5(x). (3.23) 

La solution pour o: = 0 est donnee clans la section precedente par (3.19). Ainsi, la solution 

de (3.23) est donnee, suite a (2.10) , par 

l
+oo 

'lj; (x) = o:'!j;(O) -oo G(.'.G, x' )5(x' )d.'.G
1

, (3.24) 

ou la fonction de Green est 
00 

G(x, x') = L <pn (.'.G) ＼ｰｾ＠ (.'.G'). 
n=O En - E 

(3 .25) 

L'expression (3.24) se reduit a 

'!j;(x) = o:'lj;(O)G(x , 0), (3.26) 
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posons x = 0 on obtient la condition 

_!_ = G(O, 0) 
a 

(3.27) 

Calculons maintenant G(O, 0). Tenant compte de (3.19) , on a directement : 

I n! (2).) 
1 

( A) 21 (2).) 'Pn (0) = 1 13 ,, I n \I n ' ' \ 73 exp - ""J Ln 73 

et ]lar suite (3.27) s'ecrit 

_!_ = _ 13 (2>.)
21 

( 2>.) 
00 

(n!) ｛ ﾣ ｾＱ＠ ( 2>.)]

2 

a r (21) 13 exp - 73 L /3 
n=O 

On peut ecrire la derniere egalite en remplru;ant l'expression de En a partir de (3.20) comme 

suit 

21 oo (n!) ｛ｌｾ Ｑ＠ Ｈ ｾ Ｉ＠ r 
1 4m1l3 (2>.) (-

2>-)" { 2 } _ ___ - exp L 1 >. _ 2 

-; - n,2 13
2 

13 13 n =O f (21 + 1 +n ) (n + 2 - 73 ) <7 
(3.28) 

ou on a introduit l'abreviation 

2mE 
n,2 132 = -(72 (t < 0) (3.29) 

Dans le but de calculer la serie precedente, on utilise la decomposition suivante 

1 - 1( 1 1 ) 

( n + ｾ＠ _ ｾＩ＠ 2 
_ <72 - - 2<7 n + ｾ＠ - ｾ＠ + <7 - n + ｾ＠ - ｾ＠ - <7 

Ainsi, la serie dans (3.28) peut etre se reecrire de la fagons suivante 

_!_ = 2m1 (2>.) 
2
1 ( 2>.) { oo (n!) ｛ﾣｾ Ｑ ＨＲ ＾Ｎ Ｉｊ

Ｒ＠

a <7fi213 13 exp - 73 L /3 1 
n=O 

-f: Ｈｮ ＧＪｾ Ｇ＠ ('f) ]' I } 

n=O f (21 + 1 + n ) n + l _ ｾ＠ _ ,,. 
2 /3 v 

(3.30) 

puis notons que 

1 11 n + l - >. ± = ｴｮ ＫｾＭ ｾﾱ｡ Ｍ Ｑ＠
2 73 (7 0 8 dt 
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Ainlsi, on peut ecrire 

1 - 2m1 (2>.)
2
' ( 2>.) {11 ｟ｬＭｾＫ｡ ｌ ｏｏ＠ ＨｮＡｈ ｌｾ Ｇ＠ (2t )]

2 

- - - - exp -- t 2 f3 tndt 
a <J n,2{J j3 j3 0 n=O f ( 21 + 1 + n ) 

1
1 ＭｌｾＭ oo (n!) ｛ｌｾ Ｇ＠ (2

;)] 

2 

} 
- t 2 /3 a L I tn dt 

O n=O f ( 21 + 1 + n ) 
(3.31) 

La serie dans la derniere equation se calcule en utilisant la formule de Hille et Hardy [24] 

ｾ＠ ｮＡ･ＭｾＨｸＫｹＩ＠ (xy) ｾｶ＠ ｌ ｾ＠ (x) ｌｾ＠ (y) n ｴＭｾ ｶ＠ ( 1 1 + t) ( VXYl) 
ｾ＠ r ( v + n + 1) t = 1 - t exp - 2 ( x + y) 1 - t I" 2 

1 - t 
(3.32) 

il ｶｾ･ｮｴ＠

ｾ＠ = 2m/ 
a <J j3 fi2 U+ - L ) (3.33) 

OU -11 
Ｈ ｣ｾＭ ｾﾱ｡Ｍｩ＠ ( 2>.1 + t) ( 4>.Jt ) ) I± - exp ---- 12 dt 

O 1 - t j3 1 - t I j3 (1 - t) 
(3.34) 

Pour calculer les integrales (3.34), faisons premierement le changement t = y 2 nous obtenons 

Ｑ
Ｑ ｙ Ｍ ＲＭｹ Ｍ ＲｾﾱＲ｡＠ ( 2>.l +y2 ) ( 4). y ) 

I±= 2 exp ----- 12 ---- dy 
0 1 - y2 j3 1 - y2 I j3 1 - y2 

Puis utilisant la formule [23] 

11 yp-1 ( 1 +y2) ( 2cy) 1 r G(p+v)) 
--2 exp -b--2 I v --2 dy = -- r ( \ lVI(l-p) / 2,v/ 2 (z_) W(l - p) /2,v/2 (z_) 

0 1 - y 1 - y 1 - y 2c v + 1 

avec Z± = b ± Vb2 
- c2 

､｡ｾｳ＠ laquelle M et W sont les fonctions de Whittaker. Ainsi , on obtient 

13 r ( ｾ＠ - ｾ＠ ± (J) ( 2>.) ( 2>. 
I± = - 2>. r (21+1) ｍ ＬＫｾ ＭＺｲＺ｡ ＬＱ＠ 73 ｗＬＫｾＭＺｲＺ｡ ＬＱ＠ 73 

Par consequent !'equation (3.33) s'ecrit explicitement 

1 
m1 {r ( 1 >. ) M (2>.) (2>.) 

>.<Jn2r (21 +1) 2 - {j - <J ｩＫｾ Ｋ｡ＬＱ＠ 73 ｗ ＱＫｾＫ ｡ ＬＱ＠ 73 a 

-r Ｈｾ＠ - ｾ＠ + <J) ｍＬＫｾ Ｍ ｡ Ｌ Ｑ＠ (
2
; ) ｗ Ｑ ＫｾＭ｡Ｌ Ｑ＠ ＨｾＩｽ＠ (3.35) 
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Cas particulier : 

Observons que pour a = 0, le cote droit de !'equation (3.35) diverge. Cette divergence est 

compensee par les poles des fonctions gamma dans le numerateur , c'est-a-dire 

1 >. 
2 - (J ± O" = -n, (3.36) 

I et par suite nous recuperons le spectre d 'energie du potentiel de Morse obtenu dans la 

section precedente : 

n,2 (32 ( 1 >. ) 2 
En = -

2
m n + 2 - {J (3.37) 

L'equation transcendante d'energie (3.35) peut etre resolue graphiquement . 



Chapitre 4 

Potentiel de Poschl-Teller en presence 

､ｾ＠ l'effet Aharonov-Bohm : 

Regularisation physique et extension --
auto-adjointe 

4.1 Introduction 

Le potentiel de Poschl-Teller [25] est un modele largement ut ilise pour decrire certaines 

molecules diatomiques et des systemes quantiques a plusieurs corps [26]. Ce potentiel est ega

lerrient utilise pour etudier le transport des quasiparticules dans le graphene [27]. Le potentiel 

de !Poschl-Teller modifie est defini par : 

V(r) = 
111 

+ 
112 

( 4.1) 
cosh2 (j3r) sinh2 (j3r) 

ou v1 est v2 sont des constantes. Cependant, l'equation de Schrodinger pour ce potentiel ne 

peut etre resolue exactement que pour les ondes s (i.e, £ = 0) [28]. Pour le cas £ =/= 0, plusieurs 

techniques ont ete utilisees pour obtenir des solutions approximatives. Parmi ces methodes , 

cel1e ou le terme centrifuge est approxime comme suit 

1 

r2 

Co 

132 (co+ sinh; (f3r) ) : (3 > 0 

1 

3 ' 

(4.2) 
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comme montre la figure ci-dessous , cette approximation est plus significative lorsque f3 r < < . 

Dans ce chapitre, on va etudier le probleme des etats lies d 'une particule de spin 1/ 2 souminse 

au potentiel ( 4.1) et en presence de l' effet Aharonov-Bohm en adoptant l 'approximation ( 4. 2). 

Cependant, le terme singulier represente par !'interaction ponctuelle spin-chan1p presente une 

anomalie dus principalement au fait que l'Hamiltonien associe n 'est pas auto adjoint. On est 

donb besoin d 'une methode de regularisation pour traiter ce probleme. La on va considerer 

notamment deux approches differentes : la premiere utilise une technique de regularisation 

physique; c'est-a-dire de remplacer le terme singulier par un autre moins singulier en se basant 

sur 1des considerations physique du probleme qu'on va l'appeler regularisation de Hagen [11 , 12]. 

La deuxieme approche est une analyse basee sur la methode des extensions auto-adjointes de 

ｂｵｬ ｾ ｡＠ et Gesztesy [13]. 

!Ainsi, dans le reste de ce chapitre on va commencer par donner un apen;u assez detaille 

sur l'effet Aharonov-Bohm du point de vue theorique. Nous allons rappeler quelques proprietes 

importantes des potentiels electromagnetiques. Puis on va considerer cet effet sous les hypo

the$es de la theorie quantique standard. Puis, on va traiter le potentiel de Poschl-Teller ( 4.1) 

a deux dimensions en presence de l'effet AB en considerant les deux methodes de regularisa

tiorl. cite ci-dessus. Nous explicitement les equations transcendante des energies relatives par 

les deux techniques, puis on va donner egalement une relation entre le parametre arbitraire de 

l'extension et les parametres du probleme introduits par la regularisation physique. 

4.1.2 Effet Aharonov-Bohm 

4.2 .1 Les equations de Maxwell et les transformations de jauge 

Comme nous le savons, l'electrodynamique classique est une t heorie physique basee principa

lement Sur quatre equations, qui decrivent la dynamique du champ electromagnetique, appelees 
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eqrnttions de Maxwell 

V .E =p, 

BE . 
V x B-- = J at ' 

V .B =O, 

BB 
V x E + at = 0. 

30 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

ｾ･ｳ＠ equations expriment les relations entre le champ electrique E et le champ magnetique 

B et leurs sources : la densite de courant j et la densite de charge p. 

La resolution des equations de Maxwell peut etre largement simplifiee en remarquant que 

les ｾ ｱｵ｡ｴｩｯｮｳ＠ ( 4.5) et ( 4.6) sont homogenes selon les champs, i.e. ne dependent pas des termes 

de sburces. En effet, ces deux equations peuvent etre resolues en ecrivant les champs en fonction 

d 'm:i potentiel scalaire ¢ et d 'un potentiel vecteur A de la fac;on suivante 

B = V x A , 

BA 
E = -V¢-Bt , 

(4.7) 

(4.8) 

Les potentiels A et ¢ ne definissent pas univoquement E et B. Cela signifie que si nous 

tra:rlisformons les potentiels A et ¢ de la maniere suivante 

{ 

ａｾａＧ］ａＫｖ ｸ＠
,+., ｾ＠ ,t.,I = ¢ - .!. !!x 
<p <p cat 

(4.9) 

on bbtient les memes champs electrique et magnetique quelque soit la fonction X · Comme on 

peut satisfaire les equations de Maxwell avec des potentiels differents, on dit que ces equations 

sont invariantes de jauge et la transformation (4.9) est generalement appelee transformation de 

Jauge. 

L'invariance de jauge des equations de Maxwell est la principale raison pour laquelle les 

potlentiels etaient generalement consideres comme une construction purement mathematique 

sans aucune signification physique. Cependant, comme nous allons voir, ce point de vue a 

change avec le developpement de la mecanique quantique et plus precisement la decouverte de 

l 'effet Aharonov-Bohm. 



4.2 Effet Aharonov-Bohm 31 

4.2.12 Particule chargee dans un champ electromagnetique 

La theorie quantique repose principalement sur la formulation Hamiltonienne ou Lagran

gienne de la dynamique , ml les champs electromagnetiques disparaissent des equations du mou

vement en faveur des potentiels scalaire et vectoriel. En effet, l'Hamiltonien d 'une particule de 

ｭ｡ｳｾ･＠ M et de charge q clans un champ electromagnetique est donne par 

[P - ｾ ａ Ｈ ｲ Ｌ ｴＩｊＲ＠ + q<f> (r , t). H - --- (4. 10) 

I 

Puisque le potentiel vecteur A est defini seulement a une jauge pres, ce qui veut dire que 

la fonction d 'onde n 'est pas invariante de jauge. Pour bien voir l'effet de cette liberte de jauge, 

nous considerons la transformation ( 4.9) pour laquelle !'equation de Schrodinger 

se transforme comme 

H (A ) 'ljJ = ilia'lj; 
at ' 

H (A') 'l/J' ］ｩｬｩ｡ｾＧＮ＠

Sous cette transformation, la fonction d 'onde acquiert une phase supplementaire 

'l/J' =exp (i ｲｾ｣ｸ＠ (r , t)) 'l/J, 

(4.11) 

( 4.12) 

(4 .13) 

ou x (r , t) est une fonction scalaire. En effet, soit une fonction d'onde, 'ljJ (r , t) , solution de 

!'equation de Schrodinger decrite par l'Hamiltonien (4.10), c'est-a-dire, on a 

{ 
[P - ｾ ａ Ｈ ｲ Ｌ ｴＩｊＲ＠ } 

21\lf + q<f> (r , t) 'ljJ (r , t) = ilia'lj; (r , t) 
at ' 

(4.14) 

et soit 'l/J' (r, t) une solution de !'equation de Schrodinger pour une transformation de jauge ( 4.9) 

{ 
[P - ｾ ａＧ Ｈ ｲ Ｌ ｴＩｊ

Ｒ＠

2M + q<f/ (r, t)} ,P' (r , t) ｾ ｩｩｩ＠ ih/J' _(r, t) (4.15) 

Pour trouver la relation entre les deux fonctions 'ljJ (r , t) et 'l/J' (r , t), on pose 

'l/J' ( r , t) = u ( r , t) 'ljJ ( r , t) , ( 4.16) 

ou u (r , t) est une fonction a determiner. Pour cela, rempla<;ons (4.16) clans (4.15), on obtient 

[ ] 
2 ( ) 

1 ri q q q ax 
- -:-V' - -A--Vx u'l/J + q</m'l/J - - - mjJ 
2M i c c c at 

. au . a'lj; 
iii at 'ljJ + iliu8t. 
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Le fait que 'ljJ est une solution de (4.14), on aboutit a !'equation 

1 ( Ii q ) (Ii q ) 1 (Ii q ) 
2 

( . au q ax ) - -:-V - -A 'lj;. -:-V - - (V x) u + - 'l/; -:-V - - (V x) u = iii-+ -u- 'ljJ 
M i e i e 2M i e at e at 

Pour que 'l/J' (r , t) soit une solution de (4. 15), il faut choisir la fonction u (r , t) telle que 

{ 

i!i8
u + 9-u ({!x) = 0 

8t c 8t ' 

et ｻｾ ｖＭ ｾＨ ｖ ｸＩｽｵ ］ ｏ Ｌ＠

la solution de ces deux equations est la fonction 

u = exp ( i ;ex ( r , t)) , ( 4.17) 

d 'ou le resultat (4.13). La transformation de jauge introduit done une phase supplementaire 

dans la fonction d 'onde. Toutefois, etant donne que la densite de probabilite, l'l/J'l2 
= l'l/Jl 2

, est 

conservee cette dependance de phase semble invisible. 

4.2.3 L'effet Aharonov-Bohm magnetique 

Considerons une particule de charge q se depla<_;ant le long d 'un chemin, C, dans lequel le 

champ magnetique, B , est identiquement nul. Cependant , un champ magnetique nul ne veut 

pas dire que le potentiel vecteur, A , est aussi egale a zero. 

En traversant le chemin, la fonction d'onde de la particule va acquerir une phase, rp, qui 

s'ecrit comme 

_ J_ { A .dr , 
<p - lie Jr (4.18) 

ou fintegrale s'etend le long du chemin. Si nous considerons deux chemins separes (r 1 ) et (r2 ) 

avec les memes points initial et final (voir figure), la phase relative de la fonction d 'onde est 

｡ｬｯ ｾ ｳ＠

t::. r.p qi qi q 
L A.dr--i;- A .dr = -§A.dr 
i u; r1 ne r2 lie 

J_ { B .d2r , 
lie l s 

(4.19) 

ou la derniere relation decoule de !'applicat ion du theoreme de Stokes, et fs s'etend sur la 

surface fermee delimitee par (r1) et (r2). 
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Nfeme si le champ est identiquement nul sur les chemins (f 1) et (f2), la fonction d 'onde va 

acquerir une phase relative non nulle : 

6.r.p .i_ <I> 
lie 

:C x flux magnetique a travers une surface. ( 4.20) 

Ce phenomene, connu comme l'effet Aharonov-Bohm, conduit a des effets physique observables 

se traduit par le decalage de franges d'interference. 

4.3 Regularisation physique 

4 .3.1 Formulation du probleme 

Par souci de comparaison avec les resultats de la section suivante, nous allons donner, 

dans cette section, un resume sur le modele de Hagen pour le champ magnetique et le potentiel 

veciJeur associe qu 'on peut utiliser de point de vue theorique pour etudier d 'une maniere generale 

la diffusion et les etats lies d'un faisceau d'electrons par un champ magnetique a la limite OU 

le rayon de la region (solenoi"de) r0 , ou ce champ est confine, tend vers zero tandis que le flux 

total <I> reste fixe ( voir figure) . 

Le champ magnetique est suppose etre perpendiculaire au plan et confine dans un solenoi"de 

de rayon extrement faible de telle sorte que le flux <I> est fini et non nul 

<I>= 27T 100 

B(r)rdr. 

Le champ magnetique doit etre pris de la forme 

le potent iel vecteur associe est done : 

ou 8(r) est la fonction de Heaviside. 

B (r) = _!_ b(r) 
21T - r e z, 

<I> 
A = - G(r) ee, 

27Tr 

(4.21) 

( 4.22) 

( 4.23) 
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Ecrivons maintenant l'equation de Pauli pour une particule non relativiste de mass Jvl et 

de spin 1/ 2 soumise au potentiel V(r) donne (4.1 ) par en presence du champ AB, decrit par 

les efpressions (4.22) et (4 .23) , sous la forme 

[ Ｒ ｾ＠ ( o- · 7r ) 
2 + V ( r )] 'I/; = c'I/;, ( 4.24) 

ou 7r = p - eA , les <Ji (i = 1, 2, 3) sont les matrice de Pauli matrices et on a pris (Ii = c = 1). 

Le thme peut se simplifier (o- .7r)
2 

au moyen de la formule suivante 

(o- .A) (o-.B) =AB + iso- . (A x B) , 

ou s = ± 1, ( + 1 pour spin haut et -1 pour spin bas). Il vient : 

(o- .7r )2 7r2 + iso- (7r x 7r ) 

2 2 2 2e 
- V + e A - -:-AV - es<J zB. 

'l 

Alors , }'equation (4.24) peut s'ecrire explicitement comme suit: 

{ V
2 

- e2 
A 

2 + 
2
ie Av - 2M [V ( r) - E] + S(J zeB} 'I/; = 0, 

Ainsi , l'equation ( 4.25) peut s'ecrire explicitement en coordonnees polaires comme : 

{ 
fJ2 1 8 1 [ 8 ]

2 

6(r) } - + -- + - - +ia8(r) -2/vf[V(r)-c;J-as<Jz- 'l/; =0. 
8r2 r or r 2 8<.p r 

( 4.25) 

( 4.26) 

ou 'l/J = ( 'l/;1, 'l/;2f et a = - eel> /27r et le parametre de flux. Ecrivons maintenant la composante, 

'l/;1, de la fac;on suivante 

'l/;1 = J(r)eimcp 

il s'ensuit que f(r) verifie l'equation 

hf(r) = cf(r). ( 4.27) 

avec 

h = _1_ (- d
2 

_ ｾｾ＠ + [m + a 8 (r)]
2

) + V (r) + as 6 (r). 
2M dr2 r dr r 2 2M r 

( 4.28) 
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4.3.2 Modele de Hagen 

L1equation (4.27) contient un terme singulier. Pour surmonter ce probleme, Hagen [11 , 12] 

a redefini le champ magnetique ( 4.22) comme la limite d 'un autre plus physique et moins 

singulier. Ce champ a la forme suivante 

avec 

B (r) = ｾ＠ 6(r - r0 ) 

27!' ro ez, 

ｾ＠
A = -8(r - ro) eo. 

27rr 

( 4.29) 

(4.30) 

c'est-a-dire de remplacer dans (4.27) 6 (r) /r---+ 6 (r - r0 ) /r0 et 8 (r)---+ 8 (r - r0 ) avec r0 << . 

ｄ｡ｮ ｾ＠ ce cas la partie radiale f(r ) verifiee !'equation : 

et 

(
!!!.._ + ｾ｟ｅ｟＠ - (m + a8(r - ro))2 - 2MV (r) + 2ME +as 6 (r - ro) ) J (r) = 0 
ｾＲ＠ ｲｾ＠ ｾ＠ ｾ＠

on a deux regions : 

( 
d

2 
1 d ( m + a) 

2 
) 

- + -- - 2MV (r) - + 2Mc fout(r) = 0, 
dr2 r dr r 2 

si r > ro 

( 
d

2 
1 d m2 ) 

- + ---2MV(r)--+2ME f (r)=O 
dr 2 r dr r2 m ) 

si r < ro 

Pour trouver la solution de !'equation ( 4.32) , nous faisons le changement suivant 

u(r) 
f (r) = v'r ' 

Tenir compte de (4.1) on obtient !'equation: 

{ 

d2 .! - (m + a)
2 

( v1 v2 ) } 
-+ 4 -2M + 2 +2ME u(r)=O. 
dr 2 r 2 

· cosh2 (/3r) sinh (/3r) 

(4.31) 

( 4.32) 

( 4.33) 

( 4.34) 

( 4.35) 

Cette equation ne peut etre resolue analytiquement a cause du terme centrifuge. Par conse

quent , nous reecrivons cette equation en utilisant !'approximation donnee par ( 4.2). Ainsi , ( 4.35) 

､･ｶｾ･ｮｴ＠

{ 
d
2 

2 ( 1 ) ( 1 2) 
dr 2 + f3 co+ sinh2 (f3r) 4 - (m +a) 

-2M (-vi cosh; (/3r) + V2 sinh; (/3r)) + 2Mc} u(r) 0 ( 4.36) 
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conbiderons le changement de variable 

p - cosh2 (f3r) 

1 < p <oo 

et qalculons explicitement les derivees 

du du 
- = (3 sinh (2(3r) -
dr dp 

d2u du d2u 
dr 2 = 2(3

2 
cash 2(3r dp + (32 

sinh
2 

(2(3r) dp2 

2 du 2 d2u 
2(3 (2p - 1) - + 4(3 p (p - 1) -

dp dp2 

on peut alors reecrire l'equation ( 4.36) comme 
I 

d
2

u ( 1 ) du ( ｾ＠ 8 2) p (l - p) - + - - p - + -- + - + K, u = 0, 
dp2 2 dp 1 - p p 

ou 

1 (1 2) Mv2 ｾ＠ = - - - (m + a) - -
4 4 2(32 

0 
= Mv1 

2(32 

2 1 (1 2) ]\/fr 
K = -4 co 4 - (m +a) - 2(32 

A ce stade, nous considerons la transformation suivante : 

u = (1- Pt /'g 

ou A et µ sont des constantes arbitraires. Calculons alors les derivees 

du 

dp 

d2u 

dp2 

-1 A A 1 A dg 
-µ (1 - Pt Pg+ A (1 - Pt P - g + (1 - Pt P -

dp 

µ (µ - 1) (1 - Pt-2 lg - Aµ (1 - Pt- 1 PA-lg - µ (l - Pt- 1 PA dg 
dp 

-.Aµ (1 - Pt-
1 p>--1g +A (.A - 1) (1 - Pt p>--2g +.A (1 - Pt p>--1 dg 

dp 

-µ (1 - Pt-1 PA dg +A (1 - Pt PA-1 dg + (1 - Pt PA d2g 
dp dp dp2 

36 

( 4.37) 

( 4.38) 

( 4.39) 

( 4.40) 
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Par yonsequent , ( 4.37) devient : 

d
2

g [ ( 1)] dg p (l - p) - + (-2,\ - 2µ - 1) p + 2>. + - -
dp2 2 dp 

(4.41) 

1( 2 >. 2) +P >. + <5 - '2 - >. p g 

+ ,_ 1 ' (µ2 p - ｾ＠ + ｾＩ＠ g + ( 11:2 - 2>.µ) g = 0 

(Dhoisissons les parametres >. et µ de fa<;on qu 'ils verifient les deux equations suivantes 

L'equation (4.41) se reduit a 

2 >. s: 
>. - - +u 

2 
2 µ c 

µ - - +., 
2 

0 

0, 

d
2

g { ( 1) } dg 2 p(l-p)-2+ 2>. + - - [2 (>. + µ) + l ]p -- [(µ+ >. ) -11:2]g=O 
dp 2 dp 

ou ).. et µ sont explicitement donnees par les expressions 

A± 

µ± 

1 1 
- ± -v1 - 168 
4 4 
1 1 
- ± - y'l - ＱＶｾ＠
4 4 

( 4.42) 

( 4.43) 

(4.44) 

Notons ici qu 'il y a quatre choix possibles concernant les couples (A±, µ±) , conduisant a 

la rheme solut ion de !'equation precedente. On choisit !'ensemble (>-+, µ+). Ainsi !'equation 

pretedente s 'ecrit simplement comme suit : 

d
2 

g { ( 1 ) } dg 2 p(l - p)dp2+ 2>. + 2 - [2(>. + µ) + l ] p dp-[(µ+>.) - n;2Jg=O ( 4.45) 

maintenant considerons le changement de variable 

z = l-p 

on bbtient ainsi une equation de type hepergeometrique de Gauss de la forme 

d
2
g { 1 } dg 2 

z (l - z) dz2 + 2µ + 
2 

- (2>. + 2µ + 1) z dz - [(µ + >. ) - n;
2
J g = O ( 4.46) 

I 

ou la solution generale au voisinage de z = 0 (i.e, r = 0) est donnee par la combinaison : 

g (z) =AF (a, b, c, z) + Bz1
-c F (1 +a - c, 1 + b - c, 2 - c, z) (4.47) 
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ou A et B sont des constantes arbitraires et les abreviations a, b et c sont : 

a = >.+µ+i'i: 

b = >.+µ- /'\, 

c -
1 

2µ+ -
2 

En regroupant les resultats ci-dessus, la partie radiale f (r) pour la region r > r0 est : 

foudr) 
A 
-.jr [sinh (,Br)] 2µ [cosh (,Br)] 2

>. F (a , b, c, - sinh2 (,Br)) (4.48) 

+ ｾ＠ [sinh (,Br)r
2
µ+l (cosh (,Br))2

>. F (1 +a - c, 1 + b - c, 2 - c, - sinh2 (,Br)). 

et pbur la region r < r0 est : 

fin ( r) = 5r [sinh (,Br) ｝ Ｒ ｾｴｯ＠ ( cosh (,Br) )2
>.° F ( a0 , b0 , Co , - sinh2 (,Br)) . ( 4.49) 

ou C est une constante arbitraire et a0 = a(a = 0) , Co - c(a = 0) , µ0 = µ(a - 0) et 

Ao= >. (a= 0) 

A. fin de determiner le rapport B / A , appliquons les conditions de raccordement suivante : 

{ 

fin (ro - c) =!out (ro + c) 

[ ] 

ro+c 
､ｾｾＩ＠ = C:.s f (r) 

ro-c 

la premiere condition donne, pour l'ordre le plus bas en r 0 , le resultat suivant : 

A (,8) 2µ rg + B (,8)112- 2µ r0" = C (,8) 2
µ 0 r"0 

ave¢ O" = 2µ - ｾ＠ et O"o = 2µ 0 - ｾﾭ

La deuxieme condition donne 

( 4.50) 

AO" (,8)2µ rg-1 - BO" (,8)1/2-2µ r()a-1 - C O"o( ,8)2µorgo-l = as C(f3)2µor"o (4 .51) 
ro 

de !'equation ( 4.50) on a : 

(,8)2µ rg + ｾ＠ (/3) 1/2-2µ r() ,, = ｾ＠ (f3)2µ0 ra0 ( 4.52) 

et de l'equation(4 .51) on a : 

(,8)2µ a-1 _ B ＨＬｂＩｬ Ｏ ＲＭＲｾｴ＠ -a-1 _ C ( + ) ＨＬＸＩＲｾｴ Ｐ＠ ao- 1 
O" ro AO" ro - A as O"o r ( 4.53) 
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ｲ･ｭｾｬ｡ｧｯｮｳ＠ (4.52) dans (4.53), il vient 

ｾ＠ (O"+ 0"0 + as)(l3) 112
-

2
µr0a= - (as + 0"0 -0")(l3)

2
µrg 

on ｯｾｴｩ･ｮｴ＠ ainsi le rapport B /A : 

･ｸｰｬｾ｣ｩｴ･ｭ･ｮｴ＠ ce rapport est : 

B 

A 

B 

A 
(as+ O"o - O" ) ＱＳＴﾵＭｾｲＵ｡＠
(O" + O"o +as) 

(as+ 2µ0 - 2µ) ＱＳ ＴﾵＭｾ＠ 4µ- 1 
ro 

(2µ + 2µ0 - 1 + as) 

Le rapport ｾ＠ --+ 0 lorsque r0 --+ 0 sauf si : 

2µ + 2µ0 - 1 + as = 0 

c'estj-a-dire 

2M 
(m + a)2 + 

132 
v2 + 

2M 
m2 + 

132 
v2 +as= 0 

et l'ordre le plus bas en r0 exige aussi que : 

1 
(} < 2 

39 

( 4.54) 

( 4.55) 

( 4.56) 

( 4.57) 

Dans ce cas, c'est-a-dire lorsque les deux conditions ( 4.56) et ( 4.57) sont simultanement 

satisfaites, la partie singuliere de la solution (4.48) domine et par consequent devient physique

ment acceptable. Autrement dit : 

f(r)--+ Jr [sinh (l3r)r
2
µ+i (cosh (13r))

2
>. F (1 +a - c, 1 + b- c, 2 - c, - sinh2 (13r)) . (4.58) 

Cherchons maintenant le rapport B / A lorsque r --+ oo. Pour ce but , utilisons la propriete 

de la fonction hypergeometrique de Gauss suivante [24] 

F (a , b, c; z) = (1 - zra F (a, c - b, c; _ z_) 
z -1 

remplagons la relation ( 4.59) dans !'equation ( 4.48) 

fout (r) = 

( 4.59) 

,......,. - c, tanh2 (fl.-
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On considere que la fonction fout(r) --t 0 lorsque r --t +oo pour les etats lies. Cornme 

tanh2 (/3r) --t 1 lorsque r --t oo, dans ce cas, on utilise la formule [24] 

r (I) r (! - a - /3) 
F (a,/3,1, 1) = r ('Y - a) r (I - /3) 

et notons que ( voir les abreviations ci-dessus) 

2..\ - 2a 

-2 (a - c - >. + 1) 

-2µ - 2K. 

2µ - 1 - 2/-i, 

par suite ( 4.60) donne 

A-r_(c_) r_(_b -_a)+ B r (2 - c) r (b - a) = 
0 

r (c - a) r (b) r(l-a)r(b- c+ l ) 

c'est'-a-dire on obtient le rapport 

ou bien 
B 

A 

B 

A 

r (c) r (1 - a) r (b - c + 1) 

r (c - a) r (b) r (2 - c) 

r (2µ + ｾＩ＠ r (->. - µ - K.) r (>. - /'\, - µ + D 

(>. + µ + K.) r Ｈｾ＠ - 2µ) r (>. - /'\, + µ) r (µ - >. - "· + ｾＩ＠

( 4.61) 

( 4.62) 

( 4.63) 

egalons les deux resultats ( 4.54) et ( 4.63)) on obtient une equation transcendente d 'energie 

suivante: 

(as+ 2µ0 -2µ) /34µ_1 2a (' Ｉ ｲＨＲﾵＫｾＩｲＨＭＮＮ｜ＭﾵＭｮ［ＩｲＨ＾ＮＭｮ［ＭﾵＫｾＩ＠
2 r o = /\ + µ + ,,; ---'--__::_:__ --'------'- ---'---------=-:... 

(2µ+ 2µ 0 -1+as) ｲＨｾＭＲﾵＩ＠ r(>.-K.+J-l) r(µ-K.->.+D 
(4.64) 

cas specials : 

i) Dans le cas limite r0 --t 0 et 2µ+ 2µ 0 - 1 +as =I= 0, l'egalite dans (4.64) est compensee 

par les poles de la fonction gamma au denominateur : 

>. + µ- K. = -n ( 4.65) 

ou bien 

K.2 = (n + ,\ + µ)2 ( 4.66) 
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ainsi on obtient le spectre relatif aux etats reguliers : 

2(3
2 

2 1 (3
2 

( 1 2) 
En,m =- M (n +>. + µ) -2M Co 4- (m+ a) ( 4.67) 

ｩｩ ｾ＠ Si maintenant on a r0 --t 0 et (2µ + 2µ 0 - 1 + as) = 0, le premier membre de (4.64) 

､ｩｶ･ｾｧ･Ｎ＠ Cette divergence est compensee par les poles de la fonctions gamma au numerateur 

->. - µ - "'= - n 

ou ｢ ｾ ･ｮ＠

"'2 = ( n - >. - /l) 2 

et on obtient le spectre d 'energie relatif aux etats singuliers : 

2(3
2 

2 1 (3
2 

( 1 2) 
En ,m = - M (n - A - µ) - 2 M eo 4 - (m + a) (4.68) 

4.4 L'approche des extensions auto-adjointes 

Pour des fonctions d'onde radiale lisses ou infiniment derivables dans £ 2 (JR+/ {O} , rdr) et 

qui s'annulent au voisinage de r = 0. Il est done raisonnable d'interpreter l'Hamiltonien ( 4.28) 

comme une extension auto-adjointe de h0 tels que 

ho= _l_ (-!f.._ _ ｾ＠ d (m + a)
2

) 
2M dr2 r dr + r2 + V ( r) 

( 4.69) 

Il e1'lt bien connu pour V (r) = 0 [29] que l'operateur symetriques h0 est essentiellement auto

adjoint pour lm+al 2 1/ 2 et le spectre correspondant est continu. Alors que pour lm+al < 1/ 2, 

il ac;lmet une famille d 'extensions auto-adjointes a un parametre. Notons ici qu 'il a ete montre 

dans la reference [13], par plus de rigueur mathematique, que les extensions auto-adjointes 

de (4.69) pour un potentiel regulier V(r) amenent toujours a la meme condition au limite a 

l'origine donnee par : 

ｬｩｭ ｲ Ｒ ｾｴＭｬ Ｏ Ｒ ｪＨｲＩ ］＾Ｎｬｩｭ＠ 1 
{f(r) -(limr'(2µ-l /2)f(r')) 

1 
} · 

r-->O r-->O r2µ - l/2 r ' -->O r2µ-l /2 
(4.70) 

ou >. est un parametre mathematique arbitraire dite de l'extension et J(r) est la solution de 

l'equation au valeurs propres suivante : 

hof(r) = Ef (r) , (4.71) 



I 
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Comme on vu, la solution f ( r) de ( 4. 71) est 

jj (r ) = Jr: [sinh(,Br )]
2
µ [cosh (,Br)]

2
" F(a, b,c, -sinh

2
(,Br) ) (4.72) 

+ ｾ＠ [sinh (,Br)r2
µ+l (cosh (,Br ))

2
" F (1 +a - c, 1 + b - c, 2 - c, - sinh

2 (,Br )) 

Cette solution se comporte a l'origine comme suit : 

J (r) rv A (,8)2µ r2µ-1 /2 + B (,8) 1/2-2µ r1 /2-2µ 

remplagons dans ( 4. 70), il vient 

lim r2µ-1/2 (A (,8)2µ r2µ- 1/2 + B (,8)1/2-2µ r 1/2-2µ ) 
r->O 

>. lim 1 {A (,8)2µ r2µ- 1/2 + B (,8)1/2- 2µ r1/2-2µ 
r ->O r2µ-l /2 

_ (lim (r ')2µ - 1/2 (A (,8)2µ (r' )2µ-1/2 + B (,8)1/2-2µ (r' )1;2-2µ)) 1 } 
r'->O r2µ-l /2 

qui se simplifier a 

B (,8)1 /2- 2µ = >. lim 1 (A (,8)2µ r2µ-1 f2) 
r ->O r2µ-l /2 

et on arrive au rapport : 
B 
A = ＾Ｎ ＬＸ ＴﾵＭｾ＠

( 4. 73) 

(4.74) 

(4.75) 

Egalons les deux rapports ( 4. 75) et ( 4.63) on obtient l'equation transcendante de l'energie 

dependant d'un parametre arbitraire >. comme suit : 

1 r (2µ + ｾＩ＠ r (->. - K - µ) r (>. - K - µ + D 
>. f34µ-2 = (>. + µ + K) r Ｈｾ＠ - 2µ) r (>. - K: + µ) r (µ - >. - K: + ｾＩ＠ ( 4. 76) 

Comme >. est un parametre libre, on peut trouver quelques cas particuliers comme dans la 

reghlarisation precedente en considerant les limites >. --t 0 et >. --t oo. 

En fin , notons qu'on peut fixer le parametre >. si on compare le resultat (4.64) de la regu

larisation suivant le modele de Hagen et ( 4. 76) des extensions auto-adjointes, on obtient ainsi 

la relation : 

｣Ｇ･ ｾ ｴＭ｡Ｍ､ｩｲ･＠

(as+ 2µo - 2µ) ｦＳ Ｔﾵ Ｍ ｾｲＵ｡＠ = ＾Ｎ ＨＳ Ｔﾵ Ｍ ｾ＠
(2µ + 2µ0 - 1 +as) 

>. = (as+ 2µo - 2µ) r2a 

(2µ + 2µ0 - 1 +as) 0 



Chapitre 5 

Conclusion generale 

Dans ce memoire, nous on a donne en premier lieu le spectre d'energie du potentiel de Morse 

a une dimension perturbe par des interactions ponctuelles sous forme d 'equation transcendante 

au moyen de fonctions de Green. Puis, on considere le potentiel de Poschl-Teller a deux dimen

sions perturbe par l'effet Aharonov-Bohm qui est un probleme presentant une anomalie. Par 

consequent, on a utilise deux methodes de regularisations ; la premiere est une regularisation 

physique basee sur une redifinition du terme singulier represente par une interaction ponctuelle 

et la deuxieme est la technique des extensions auto-adjointes de Bulla et Gesztesy [13]. On a 

reussi a obtenir une relation entre le parametre arbitraire de l'extension et les parametres du 

probleme introduits par la regularisation physique. 
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