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1. Introduction generale 4 

Comme on le sait, en mecanique quantique relativiste, les equations d'onde de Klein Gordon 

et de Dirac peuvent etre considerees comme une premiere approximation de la theorie quan

tique des champs [1][2][3]. Si les corrections qu'on doit ajouter a cette approximation ne sont 

susceptibles que dans le cas ou le champ d 'interaction est fort, ces equations nous permettent 

une meilleure description de certains phenomenes physiques. Qa explique le plus grand interet 

de ces equations et en particulier !'importance de trouver leurs solutions exactes et analytiques 

[4]. Il est evident que de telles solutions nous fournissent beaucoup d 'informat ions sur le sys

teme physique en question et nous permettent de satisfaire au besoin profond de comprendre 

la nature quantique des particules relativistes. 

Lors de l'avenement de la mecanique quantique relativiste, il a ete constate que les effets 

relativist.es influent sur le comportement quantique des particules et peU:ve:tit modifier consid& 

rablement les resultats de la mecanique quantique nonrelativiste. Le res.ult.at le plus surprenant 

de la mecanique quantique relativiste est le fameux paradoxe de Klein [5]. Brievement ce pa

radoxe s'observe dans la diffusion des particules relativist.es par une barriere du potentiel ou 

le flux de l 'onde refiechie par la barriere peut etre superieur a celui de l'onde incidente [6]. Ce 

rcsultat a trouvc unc justification theoriquc apres !'introduction de la theorie trous de Dirac 

qui a predit !'existence des ant iparticules associees aux particules. Selan cette theorie le vide 

n'est pas vraiment "vide" mais une "mer de Dirac" qui contient des particules virt uelles ayant 

une energie negative. Alors , la diffusion des particules est accompagnee par la transition des 

particules virtuelles de la mer de Dirac en particules teell~ par l 'effet tunriBL Cette~ transition 

produit des paires particule-antiparticule au voisinage de l.a .barriere. Bien stir cette transition 
... · . 

ne peut y avoir lieu que pour une barriere du potentiel sl.ipedeur au tloubl~ ~de la .:niasse qela 

particule (i.e. eV0 > 2mc2
). 

Aujourd'hui , il bien connu que tout champ electrique peut creer des paires des particules 

chargees a partir du vide [7] . L 'effet de la creation des particules a ete etudie pour la pi-emiere 

fois par Schwinger [8]. Au debut des annees 50, Schwinger a mdntre dans le cadre d~ fatheorie 

quant ique des champs que !'amplitude de transit ion vide-vide pour un chainp spinoriel peut 

etre exprimee par l 'intermediaire d 'une action effective 

A (vac - vac) = exp(iScff) =exp (i j d4.r Leff ) , (1.1) 

OU Leff est dit le lagrangien effectif de Schwinger. La probabilite de creation des particules peut 
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etre done extraite de la partie imaginaire de Sef f 

J d4
x P creat. = 1 - IA(vac - vac) l

2
-::::: 2ImSeff· (1.2) 

OU P creat. est la probabilite de creation des part icules a partir du vide par unite de temps par 

unite de volume 

P creat. :::::: 2 Im L eff· (1.3) 

Pour un champ electrique constant L eff a ete exactement calcule [8, 9]. Le resultat est que la 

probabilite de creation des paires des particules par m1 champ electrique constant d 'intensite 

E est donnee par 

e2E2 +oo 1 ( m2) 
P c reat. = - -3-L 2 exp -mr-E . 4K n e· 

n=l 

(1.4) 

Notons que la generalisation au cas de spin quelconque montre la manifestation des effets 

statistiques. Si nous considerons par exemple les P3'.1'ticules de spin 0, ou la probabilite P creat. 

est donnee par [12] 
e2 E2 +oo (-1)"+1 ( m2 ) 

P creat. = 8K3 L n2 exp -nK eE 
n= l 

(1.5) 

nous pouvons voir qu 'un facteur ( - 1 )"+1 est apparu a cause de la statistique de Bose-Einstein et 

un facteur ~ due a la minimisation des degres de liberte pa.r rapport aux particules spinorielles. 

Depuis la publication du papier de Schwinger , le probleme de la creation des paires des 
. . 

particules a attire beaucoup d 'attention. Du point de vue tli.eorique, !'importance d-e .~t e:ffet . 

vient de sa nature nonperturbative et sa relation avec .d'autres problemes comme le_rayonnement 

des trous noirs et l 'effet Casimir . 

En physique experimentale, la creation des partkule pir · un d1ainpintense est dev~rme .a 
l'heure actuelle un effet d 'une grande importance. L'intensite neccssaire pour observer l 'effet est 

de l 'ordre de la valeur critique Ee = ";_
2 = 1016Vcm- 1 (pour les electrons) , qui semble d'~tre loin 

des laboratoires. Cependant, recemment , des techniq~es experimei1tales [13, 14, 15] est prop~see 
pour observer l'effet de Schwinger pour la premiere fois dans le laboratoire~ Le principe de base 

de ces techniques est }'amplification de l'effet par la superposition d'un chan1p laser faible de 

pulsations rapides avec un champ laser intense de pulsq,tions lentes. 11 a ete montre clans (13] que 

le l~er de pulsations rapides donne une contribution qui reduit la barriere a travers laquelle les 

particules vertuelles penetrent et cause une grande amplification de la creation des particules. 

Done, ce phenomene va s'observer dans le plus proche future. 
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Comme clans le cas des champs electromagnetiques, les champs gravitationnels peuvent 

am;si creer de paires particule-antiparticule a partir .du vide [16][17] [18]. Ce phenomene est 

predit clans le cadre de la theorie quantique des champs clans un espace courbe [19]. L'etude 

de ce phenomene necessite une definition de l'etat du vide pour les champs quantiques de la 

matiere. Cependant il est bien connu que clans un espace courbe, il n 'y a pas de definition 

absolue de l'etat du vide et la notion de particules n1est pas completement claire. Du point de 

vue physique, c'est a cause du fait qu'en theorie quantique une particule ne peut etre localisee 

clans une region plus petite que sa longueur d 'onde de de-Broglie. Quand cette longueur d'onde 

devient suffisamment large, la notion de particule perd sa signification. On <lit, alors, que la 

matiere se comporte comme des ondes. Dans un univers en expansion, la creation spontanee 

des particules aura lieu quand le vide devient instable; l'etat du vide defini <lairs l e passe differe 

de l 'etat du vide clans le futur. Dans ce cas l'amplitude de transition vide-vide porte une phase 

complexe, dont la partie imaginaire s'interprete comme la probabilite de creation des particules. 

L 'effet de la creation de particules a de nombreuses applications en physique mbderne des 

noyaux lourds aux trous noirs [7]. En cosmologie contemporaine, la creation de particules a une 

influence sur l'cvolution de notre univcrs ct pcut jouer un role trcs important clans la sortie 

de la phase d 'infiation. Pour les trous noirs, le rayonnement de Hawking peut jouer en theorie 

quantique de la gravitation le meme role que le rayonnement du corps noir joue en mecanique 

quantique. 

L 'ojectif de ce travail est d 'etudier la creation des particules par un cha)Jlp gravitaticmnel 

en considerant un espace-temps courbe mais statique. Nous choisissons un modele simple a une 

dimension dont !'equation d'onde admet des solutio~ analytigues et exaetes afin de pouvoir 

comparer les resultats de different.es methodes. L'espate~temps choisi est cellii de de-Sitter decrit 

par la metrique 
1 

dS2 = g(x)dt2 
- -dx 2 

g(x) 

Meme si ce modele n 'a pas une motivation import.ante, les methodes que. nous allons em

ployer peuvent etre utiles clans les cas des trous noirs. 

P our etudier le phenomene de creation de paires de particules a partir du vide par un 

champ electrique nous pouvons ut iliser plusieurs methodes comme par exemple la technique 

des integrales de chemins [20, 21], la methode semi-classique complexe [22 , 23, .24], la technique 

de la transformation de Bogoliubov reliant les etats "in" avec les etats "out" [11, 25], la rnethode 

de projection basee sur le calcul de la fonction de Green [26, 27, 28]. Dans ce travail nous allons 
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utiliser la methode canonique basee sur la transformation de Bogoliubov et la methode de la 

fonction de Green. 



· .. '. ._-· 
. • .. ·.·.- . . .. 
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2.1 Introduction 

Brievement le paradoxe de Klein s 'observe clans la diffusion des part icules relativistes par 

une barriere du potentiel ou le flux de l'onde reflechie par la barriere peut etre superieur a celui 

de l'onde incidente [6]. 

Dans ce chapitre , nous nous proposons de discuter l'apparition de ce paradoxe en presence 

d 'une barriere de potentiel. Nous considerons des particules de spin 1/2. Le cas des particules 

de spin 0 est etudie clans [34]. 

Afin d'eviter beaucoup de calculs nous supposons que la particule se meut le long de l 'axe 

(OX) et nous considerons !'equation de Dirac a (1+1) dimensions ou les matrices r peuvent 

etre exprimees en fonction des matrices de Pauli . 

2.2 L'equation de Dirac a deux dimensions 

En general, !'equation stationnaire de Dirac clans un espace-temps de Minkowski a deux 

dimensions peut etre ecrite sous la forme 

E\IJ (x) = H\IJ (x) = [aP + f3m + V (x)] \If (x), (2.1) 

ou P = -i ;x et le potent iel V ( x) est donne par 

V ( x) = _Q 1 + tanh - . v; ( x) 
2 2a 

(2.2) . 

lei nous considerons le systeme des unites naturelles ou n = c = 1. Les matrices. a, f3 et"/' sont 

donnees en terme des matrices de Pauli 

f3 f3 . 5 . = a z , a = ia y , / = ia x. (2 .3) 

Il est bien connu que l'equation de Dirac est exactei:hent soluble pour ce potentiei. 

P osant \If = (~~ ) , nous obtenons pour les deux composantes du spineur de Dirac 'lj; 1 et 'lj;2 , 

les deux equations suivantes : 

a 
ax 'i/Ji 
a 

0.7: 1/J2 

i (E + m - Vo (x)) 'i/J2 (2.4) 

i(E -m -Vo (x)) 'ljJ 1 . (2.5) 



2.2 L'equation de Dirac a deux dimensions 

Pour resoudre ce systeme d'equations nous posons 

1/J+ 
'lj; _ 

'l/J1 + 1/J2 

'l/J 1 -v:2. 

Les nouvelles composantes VJ+ et 1/J_ verifient alors le systeme d 'equations suivant : 

[~ - i (E - V (x))] v ox + 
-im.i.J• 

[ :x + i (E - V (x))] w_ im1./J+ · 

10 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

Par iteration nous obtenons pour chaque composante une equation differentielle du second ordre 

[::2 + (E - V (.T))
2 + iV' (x) - m 2] VJ+ 

[::2 + (E - V (x))
2 - iV' (x) - m2] 1/J_ 

ou V' (x) = ix V (x). 

0 

0. 

(2.10) 

(2. 11) 

Chacune des equations (2.10) et (2.11) est exactement soluble (Voir le memoire de Master de 

Benzekka [34]). Afin de trouver des solutions exactes pour !'equation (2.1), faisons le changement 

de variable x ---t ~, avec 

1 ( x) ~ = - 1 + tanh - . 
2 2a-

(2.12) 

Dans ce cas , cmnme d~ = 4~ (1 - tanh2 ~~) dx, nous pouvons ecrire 

a 1 a 
- = -~ (1 - ~)- . ox a- o~ 

(2~13) 

Pour la derivee seconde, nous avons 

0
2 

-2 2 )2 rY - 2 ( ) ( a - = lT ~ (1 - ~ - + lT ~ 1 - ~ 1 - 2~) -. 
fu2 ~2 ~ 

(2.14) 

Nous arrivons, alors, a !'equation suivante 

[ a
2 

( 1 1 ) a 1 ( aa' 'Y'Y' ')] -oe + ~ - 1 - ~ a~ + ~ (1 - ~) T + i - ~ - !3!3 'l/Js = o, (2.15) 

OU 
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a -a'= iak 

I -1' = iak' 

/3 1 - (3' = 1 + isVoa , 

avec s = ±1 et 

k vE2 -m2 

k' J(E - V0 )
2 

- m 2 . 

Les parametres a, a' , /3. (3' , / ' et 1 ' verifient la condition a+ a'+ f3+/3'+ /+1' = 1. 

Dans ce cas , les deux solutions lineairement independantes peuvent etre donnees par 

7/Js, l = ~0 (1 - ~ )"' F (a+ (3 +/,a+ /3' + /; 1 +a - a'; 0 
'lf;s, 2 = C' (1- O' F(a.' + f3 + /, a'+ /3' + /; 1 + r/ - a;~) 

ou bien par 

7/Js, J = ~a (1 - ~)' F (r + /3 +a,/+ /31 +a; 1 + 'Y - / 1
; 1 - 0 

I - c (1 - ~)'' F ( I /3 I /3' ,. 1 I - , . 1 - ~) 1,;_.,4 - I + + a, I + +a, +I / , , 

ou F (a , b, c. z ) est la fonction hypergeometrique de Gauss. · 

11 

(2. 16) 

(2.17) 

(2.18) 

(2. 19) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 
-

(2.24) 

Ayant determinee les solutions exactes de l'equation (2.15), considerons maintenant la dif

fusion de la particule de Dirac par une barriere du p·otentiel. 

2.3 Etude de la diffusion 

Pour etudier la diffusion de la particule de Dirac par la barri~re du potentiel donnee par 

(2.2), il faut tout d'abord etudier le comportement asymptotique des solutions obtenues , quand 

x -----+ +oo et x -----+ - oo, pour avoir la bonne definition de la fonction d 'onde se propageant a 
gauche ainsi que la fonction d 'onde se propageant a droite. C'est ainsi que nous fassions encore 

une fois le changement de variable ~ -----+ y , avec 

1 
(2.25) 

Y = 1 +exp (x/a)' 
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pour reecrire les solutions de l'equation (2.15), pour s= + 1, comme suit 

'lj;+, i _ Yiak1 (l _ Yrak 

F (i <J (k + k') + l + 1, i <J (k - k') - l ; 1 + 2i<Jk; 1 - y), (2.26) 

V'+.
2 

= y;ak1 (l _ y)-ik 

F ( i <J ( k' - k) + 1 + l ; i <J ( k' - k) - l; 1 - 2i<J k; 1 - y) , (2.27) 

'lj;+,3 _ Yiak1 (l _ y fak 

F (i<J (k + k' ) + l + 1, i <J (k' - k) - l , 1+2i<Jk' , y) (2.28) 

et 

1/J+,
4 

Y -iakt (l _ y fak 

F (i<J (k - k' ) + l + 1, i <J (k'- k' ) - l ; 1- 2i<Jk', y). (2.29) 

Comme nous allons le voir , cette ecriture est plus commode pour processus de la diffusion. Elle 

nous permet d 'en deduire rapidement le comportement asymptotique des solutions. En effet , 

nous pouvons voir que 1 - y ~ exp ( x / <J) quand x ~ -oo et y ~· exp (-x / <J) quand x ~ +oo 
et, par consequent, compte tenu de la propriete F (a , b; c; 0) = 1, les fonctiohs 1/J+,i et 1/J+ ,2 se 

comportent a ( - oo) comme 

'lj;+,1 ,..._,exp (ikx) 

't/J+, 2 ,....., exp (- ikx) . 

De l'autre cote quand x ~ +oo, nous obtenons 

'lj;+,3 

'lj;+,4 

exp (-ik'x ) 

exp (ik'x). 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 
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Maintenant , pour voir le comportement asymptotique des solutions w_ 1 et 'll•+.2 lorsque r -+ 

+ oo et W+. 3 et 1/J+,4 a -oo, nous utilisom; la transformation des fonctions hypergeometriques 

f (w) f (w-v-u) 
F (u, 'L'; w ; y) = r (w _ u) f (w _ v) F (u, v; u + v - w + l ; 1 - y) 

( )
w-u-v f (w) f (n+v-w) 

+ l-y f(u) f (v) (2.34) 

F (w - u , w - v; w - v - u + 1: 1 - y). 

Cela nous conduit directement aux approximations suivantes : 1) Pour .r-+ -oo, nous avons 

?jJ + .3 

?jJ + ,4 

2) Pour .?: -+ +oo, nous avons 

?jJ + ,l 

'lf; +,2 

C1 exp ( ikx) + C2 exp ( -ikx) 

C3 exp (ikx) + C4 exp (-ikx). 

c~ exp (ik'x) + c~ exp (-ik'x) 

C~ exp ( ik' X) + C~ exp (-ik 1.T) 

ou Ci et c; , avec i = 1, 4, sont des constantes . 

Nous distinguons, 3 situations differentes. 

2.3.1 Premier cas : E > m+ V0 ; k , k' reels 

Cette situation est bien schematisee par la figure suivante 

(2.35) 

(2.36) 

(2 .37) 

(2.38) 

Dans ce cas, nous pouvons voir que k et k' sont des reels positifs et la solution de l 'equation de 

Dirac a le comportement asymptotique suivant : 

P our x -+ +oo, elle est sous la forme 

/E-Vo+m 
W__, = V 2m (,'.,) exp (ik'x) (2.39) 

ou la constante p 1 est donnee par 

k' 
(2.40) µ 1 = E- Vo+ m 
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Pour x --+ -oo, nous avons 

w___. 

ou 

et 

A 

B 

~ ( 1 ) Aexp(ikx) + v 2:;;:- µ2 

~ ( 1 ) Bexp(-ikx) v 2:;;:- -Jl2 

k 
µ2 = E+m 

r ( 1 - 2i<J k') r (2iO" k) 
r ( -i<J ( k + k') - l) r (-i(J ( k + k') + z + 1) 

r (1 - 2iO"k') r (2iO"k) 
r (iO" (k - k') + z + 1) r (i<J (k - k') - Z) · 

Ce qui nous donne les coefficients de transmission T et de reflexion R 

R 

et 

T 

I

r (Z + 1 - i<Jk - i<Jk') r (-iO"k - i<Jk' - l) 1
2 

r ( i<J ( k - k') - Z) r ( i<J ( k - k') + z + 1) 
cosh (27r<J (k - k')) - cosh(27rO"V0) 

cosh (27rO" (k + k')) - cosh (27rO"V0) 

k' Ir (l + 1 _ i<Jk _ i<Jk')f _(~i<Jk ~ itJk' ':--)) !2 

k r (2wk) r (-' 2i(Jk' + l) . . : 
2 sinh (27rO" k) sinh (27t<Jk') 

cosh (27rO" (k + k')) - cosh (27:wV0 ) 

lei, nous remarquons que 

T + R 
cosh (27rO" (k - k')) - cosh (27rO"V0 ) + 2sinh (27r<Jk) sinh (27rO"k') 

cosh (27rO" (k + k')) - cosh (27r<JV0) 

14 

(2.41) 

(2.42) 

(2.43) 

(2.44) 

(2.45) 

(2.46) 

. {2::47J ... 
·· ·::.-· 

(2.48) 

cosh (27rO" (k - k')) - cosh (27rO"VQ) + cosh (27r<J (k _+ k')) - cosh (27r<J (k - k' )) 
cosh (27rO" (k + k')) - cosh (2m:TV0 ) 

1. (2.49) 
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2.3.2 Deuxieme cas : E < m + V0 et Vo< 2m 

Cette situation est schematisee par la figure suivante : 

Dans ce cas nous pouvons voir que k' est imaginaire (k' = i Jk'I) et la solution de !'equation de 

Dirac au voisinage de +oo est de la forme 

'ljJ (x) ----? N'U exp (- jk'I x)----? 0, 
x__.+= 

(2 .50) 

ou N' est w1e constante de normalisation et U est un spineur. I1 vient done que R = 1 et 

T = 0. Il y a done une reflexion totale. Ce resultat est bien en accord avet les predictions de la 

mecanique quantique nonrelativiste. 

2.3.3 Troisieme cas : V0 > 2m et E < - m + V0 (Paradoxe de Klein) 

Cette situation est schematisee sur la figure suivante : 

Dans ce cas, la solution de l'equation de Dirac a le comportement suivant : 

w ___. ----? J E - Vo + m ( 1) 
x-->+= 2m µ

1 
· 

. ; . 

~:xp (-i~ x), (2 .51) 

_·, 

ou la constante µ 1 est donnee par : 

-k' •,. 
(2.52) - ) 

µ1 - E - V
0 

+m 

et 

W__. ----? J E + m ( 
1 

.) A". exp (ikx) 
X--> - CXJ 2m µ2 

~ ( 1 ) B"exp(-ikx), +y~ -µ2 . 
(2. 53) 

avec 
k 

(2.54) µ2 = E+m 
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et 

A" 

E" 

Ce qui nous donne 

et 

r (1 + 2iak' ) r (2iak ) 

r (- ia (k - k' ) - l ) r (-ia (k - k' ) + l + 1) 
r (1 + 2iak') r (2iak ) 

r ( ia ( k + k' ) + z + 1) r ( ia { k + k' ) - z )" 

R = _co_s_h_(2_7f_a_(_k_+_k_'_))_-_co_s_h_(2_7f_a_Vr_0 ) 

cosh (27fa (k - k' )) - cosh (27raV0 ) 

T = 2 sinh (27rak)sinh(2!fak') 
cosh (27fa (k - k' )) - cosh (27raV0 ) 

lei , nous remarquons que R > 1 et 

cosh (27ra (k + k' )) - cosh (27raVo) - 2 sinh (211ak) sinh (27rak') 
R-T = =1 

cosh (27ra (k - k' )) - cosh (27faV0 ) · 

2.3.4 Discussion 

16 

(2.55) 

(2.56) 

(2.57) 

(2.58) 

(2.59) 

Nous constatons ici que le flux de l 'onde refl.echie par la barriere du potentiel est superieur 

a celui de l'onde incidente. Ce resultat extraordinaire, comm sous le nom '1Paradoxe de Klein", 

peut avoir une justification theorique en faisant intervenir la notion de trous de Dirac qui a 

rnodifie la notion du vide en mecanique quantique. Selon cette theorie le vide rt'est pas vraiment 

"vi de II mais une "mer de Dirac II qui contient des particu1es virtuelles ayant :une ~nerg]e negative. 

Alors, compte tenu du principe de Pauli , la solution '11_, -t exp (~ik'x) rie peut decrire la 
x->+oo · 

particule transmise puisque les etats d 'energies negatives sont occupes: SuivantJ'interpretatioh 

de Feynman, les antiparticules sont des etats des particu1es se· depla.<;ant dall$ le : $~ris inverse 

du temps, ce qui implique que pour l 'antiparticule [29] 

_ dx dx 
p = d (-t) = - d (t) = . -p. (2.60) 

x->+oo 
exp ( -ik' x) decrit done une antiparticule qui se deplace vers la droite La fonction W _, -t 

avec un vecteur d'onde k'. On dit alors que des paires particule-antiparticule sont creees au 

voisinage de la barriere. De plus, si nous considerons qu'il ya une reflexion totale, la probabilite 

de creation d'une paire sera donnee par 

Per. 
T _ 2 sinh (27ra k) sinh {27f(r k') 
R - cosh (27ra (k + k')) - cosh (27faVo) · 

(2.61) 
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Etudions a la fin de ce chapitre deu.,-x cas particuliers, a savoir , la limite a - 0 et la limite a - oo 

avec V0 = 4eEoa. 

A limite a - 0, la barriere devient une rnarche de potentiel 11 Step 11
• C'est facile de montrer 

qu 'a cette limite, on obtient les expressions 

R 

T 

(k + k')2 - Vo2 

(k - k')2 - i1a2 l 

4kk' 

(k - k')2 - Vo2 

(2.62) 

(2.63) 

qui coincident exactement avec le resultat obtenu a partir de l'equation de Dirac [29] ainsi 

que celui obtenu par Bounarnes et Chetouani en utilisant l 'equation de Feshbach-Villars a 

composantes [30]. 

La deuxieme limite reproduit un champ electrique constant et homogene. Dans ce cas, en 

utilisant le developpement 

k 

k' 

nous obtenons 

1 m2 
- + .... 2eEoa + E - 4 eEoa 

1 m2 

- + .... 2eEoa - E - 4 eEoa 

exp (- 7r·: m2 ) 
eEo 

Per = ( ) . . 1 - exp -7r m
2 

. 
cE.o -

(2.64) 

Ce resultat est aussi en accord avec les resultats obtenus clans le cadre de la theorie quant ique 

des champs [11][31]. 

2.4 Particules de Spin 0 

P our les particules de Spin 0 nous avons clans · ljl region · de Klein (i .e .. \.--0 .> 'l,m et E < 

-m + V0 ) [34] 

et 

R = _co_s_h(2_n_a_( k_+_k__,')_) _-_c_os_ (_2_n_l) 
cosh (2na ( k - k' )) - cos (27rl) 

T = 2 sinh (27rak)sinh (2nak') 
cosh (27ra (k - k' )) - cos (211l) · 

{2.65) 

(2.66) 
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avec 
1 1 ; 

z = -2 + 2iV 4Vo2()2 - 1. (2.67) 

ous remarquons que R > 1 et que R - T = 1. Nous pouvons conclure que le paradoxe de 

Klein existe meme pour une particule scalaire (de Klein Gordon). 

A la limite () ___, 0 qui est le cas du potentiel 11 step 11
, nous obtenons 

R 

T 

(~)2 k- k' 

4kk' 

(k - k') 2 

Pour un champ constant ( () ___, oo) nous avons 

Per. 
exp (-i~ ) 

( m2 ) 1 + exp -7f eEo 

(2.68) 

(2.69) 

(2.70) 

Ce resultat est aussi en accord avec les resultats obtenus dans le cadre de la theorie quantique 

des champs [11][31]. 

Remarque 

Certain physiciens definissent , dans le cas ou V0 > 2m et E < -m +Vo, le coefficient T avec 

un signe (-) de sorte que R + T = 1. Cela n 'infiue pas sur l 'existence du paradoxe· de Klein. 

Le signe ( - ) est explique comme suit : Dans le cas 011 Vo > 2m, le potentiel est :;;uffisamment 

fort pour creer une paire particule-antiparticule. Les antiparticules sont attir~es par le potent iel 

et generent un courant negatif se depla<;ant vers la · droi~e , ce qui e:xplique le coefficient de . . 

transmission negatif. 
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3 .1 Introduction 

Le but de ce chapitre est d 'introduire la methode canonique de Bogoliubov et de montrer 

comment obtenir la probabilite de creation d'une paire de particules a partir du vide ainsi 

que la densite des particules creees. Nous considerons le cas d'un champ scalaire complexe en 

presence d'un champ electrique exterieur. Dans ce cas, comme nous allons le voir, la theorie n'a 

pas un vide bien determine et la notion de particule n'est pas toute a fait cla.ire. On dit alors 

que le vide est perturbe par le chan1p exterieur et done instable [32, 33]. Ils existent cependant 

des instants pour lesquels l'interpretation en terme des particules est possible. Generalement 

ces instants sont le passe et le future lointains. Il est bien evident que les etats de pa.rticules 

engendres a partir de ces deux vides sont <lits les etats 11 in 11 et "out 11
• Ces etats ne sont rien 

d 'autres que les solut ions de !'equation de Klein Gordon en presence du -champ electrique qui 

peut s'ecrire sous la forme 

[(p1, - eA1, (x)) 2 
- m2

] 'lj; (t ,.-r) = 0, (3.1) 

ou 't/J ( t, x) est le champ de la ma ti ere de masse 1 n et · de charge e et Aµ est 2- vecteur potentiel 

qui deer.it le champ electrique. 

Nous remarquons que le champ electrique constant peut etre decrit par deux jauges; la 

jauge spatiale Aµ = (-Ex, 0) et la jauge temporelle Aµ= (0 , Et). 

Nous effectuons les calculs clans les deux jauges en montrant ainsi l'invariance _dl:!":]a11ge du 

probleme. Ensuite nous considerons la jauge spatiale mais clans la representatfon des impulsiOns 

qui est tres utile en presence d 'une longueur minimale. 

3.2 La jauge spatiale 

Considerons maintenant la jauge suivante 

Aµ=(-Ex, O) . (3.2) 

Pour ce potentiel vecteur l 'equation de Klein Gordon est exactement soluble. L'identification 

des etats "in" et "out" est cependant ne pas tout a fait claire. Il e:xiste en litterature deux choix 

pour ces etats, a savoir, le choix de Hansen et Ravandal [36] et celui de Nikishov [25]. Dans ce 
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memoire nous prenons le choix de Hansen et Ravandal. Commern;ons d 'abord par la solut ion 

de !'equat ion de Klein Gordon. 

3.2.1 Solutions exactes de !'equation de Klein Gordon 

Pour resoudre !'equation de Klein Gordon, nous ecrivons la solution sous la forme 

'lf' ( t , .T) = exp ( iwt ) <p ( x) . (3.3) 

L'equat ion resultante est 

[( )2 8
2 2] . w + eE x + 

8
x 2 - m <p (x) = 0, (3.4) 

en faisant le changcmcnt de variable 

~ = V2ieE (.r, + e~) ' (3 .5) 

nous obtenons !'equation differentielle 

[ 8
2 1 2 1] 

8e-4~ + i +2 <P(~) =O. (3.6) 

ou ti) ( 0 := <p ( x) et 

1 _1m2 
1 =-2+ 22eE· (3.7) 

L'equation (3 .6) admet deux ensembles de solutions ~xactes qui peuvent etre ecrites el'1ter:rnes 

de fonctions de Weber (PCFs) [35]. Sclon [36] ct [3}.1a classificatib~ de ces ·solutions en ·~ta~s 
"in" et "out " est comme suit 

<p~ (x) = D,. [(1- i) vfeE (:i; + e~ ) J, . (3.8) 

<pt, ( x) = D, [- ( 1 + 'i) VeE ( x + e~ ) ] , (3.9) 

<p;;ut(x) = D, [(l+i)VeE (x+ e~ ) J , (3.10) 

'P;;ut(x) = D,. [-(1-i)U (x+ e~ )J . (3 .11) 
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3.2.2 Creation des particules 

Nous utilisons la transformation de Bogoliubov reliant les etats "in" et "out" pour determi

ner la probabilite de creation de particules et la densite des particules creees. Comme !'ensemble 

{ cp~ut (x), cp-;;_ut (x)} forme une base pour l'espace des solutions de !'equation (3.6) , nous pou

vons ecrire !'ensemble { cpt.,, (x), cp-;_;,_ (x)} comme une conibinaison lineaire des fonctions cp!,t (x) 

et cp-;_;111 (x) . En tenant compte du fait que "(* = -1 -1 et en utilisant la formule sufrante [35] : 

nous obtenons 

.j2n { i7i" ' } D1 (~) =exp { i7f/} D-y (-~) - ( ) exp - ' D_1 _1 (-iO r -"( 2 

cpt, (:r) 

'Pin (x) 

C1<f?!it (x) +c2<p:;ut (x) 

c;<p~ut (x) + c~cp;;-ut (x). 

. . 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

Cette ecriture est dite transformation de Bogoliubov ou les coefficients (de Bogoliubov) c1 et 

c2 , donnes par 

!<C ~(v*+~) v L-71 e 2 

C1 = f(-v*) (3.15) 

et 

C2 = e1:rrv* (3. 16) 

et verifient la condit ion 
2 2 . lc1I - lc2I = 1. (3.17) 

La relation entre les modes "in" et "out" (3. 13) et (3.14) p eut ·etre _convertie selon la theo;rie 

quantique des champs en une relation entre les ope:r:ateurs de creation et d 'annihilati.on 

aw,out * b+ 
C1 aw,in + -C2 i../.in' 

b~,out c2a · + c* b+ w,in 1 w ,in· 

En utilisant ces deux dernieres relations nous arrivons au result.at suivant 

\Oinl at.out iik,out IOin) = \Oinl btmt bk,out IOin) = !c2l
2 

l 

(3 .l:S) 

(3.19) 

(3.20) 

ce qui montre que le vide IOin) contient des particules "out ". L'explication de ce result.at est 

que la presence du champ electrique perturbe le vide IOi-n) et produit des paires de particules . 
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Selon les principes généraux de la théorie quant ique des champs: l 'amplitude de transition de 

l'état IOü1 ) à l'état at,out b~out IOout) est donnée par 

A = (Oout 1 bk.out âk ,out jOin) · (3.21) 

Compte tenu des équations (3.62) et (3.63) , bk.uut peut s 'écrire en fonction de bk ,in et at_out 

1 c; + 
bk out = -* bk.i11 + - * ak.out 

. C1 C1 . 

et l 'amplitude A se réduit à 

A = 1~1
2 

(Ooutl Oin) . 

La probabilité de création d 'une paire dans l'état k est alors donné par 

En utilisant la formule 

nous obtenons 

P- = 1c;12 
k c* 

1 

l
r(-v) e-?fv l2 
~ 

Ir(~+ ix) 12 

rn 2 
e-Jr 2e E 

P- - ~~~~~-

k - 2 cosh 7r ( ;:~) 

7r 

cosh 7rX 

· ( rn
2

) exp -Kœ 
2) . 

1 + exp ( ~n :"E . · 
La densité des particules créées dans l'état k est 

n (k) = ie'wl 2 
= exp(-7r~) 

3.3 La jauge temporelle 

En présence d 'un champ électrique constant et homogène E , décrit par. la jauge 

Az(t) =-Et , 

l 'équation de Klein Gordon se réduit à 

[!', + (k + eEt) 2 + m2
] x(t) = O 

avec 'ljJ (t , x) = eikx x(t). 

(3.22 ) 

(3.23) 

(3.24) 

(3. 25) 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) .· 

(3.29) 

(3,30) 
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3.3.1 Solutions exactes de l'équation de Klein Gordon 

Pour rét;oudre cette équation nous faisons le changement de variable 

z = v1fE (t + e~) 
Dans ce cas nous avons 

d2 d2 
dt2 = eE dz2 

l'équation résultante de ce changement prend la forme 

avec 

[ 
d2 

dZ2 + z2 + >.] :\J t) = o 

m2 
À =

eE" 

24 

(3.31) 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

Suivant [35] l 'équation (3.33) a deux ensembles de solutions. Le premier ensemble est donné 

par 

X1 (t) 

X2(t) 

où Dv ( x) sont les fonctions de Weber et 

Pour le deuxième ensemble nous avons 

X3(t) 

X4(t) 

Dv((l+i)Z) 

Dv(-( l +i) Z) 

l/ =_ l +i À 
2 

Dv* ( ( 1 _;___ i)"Z) 

Dv* (- (1 - i) Z). 

3.3.2 Equation d'Harnilton-Jacobi et états "hi" et 1'out1'·· 

(3.35) 

(3.36) 

. {3.37) 

(3.3$) 

(3.39) 

Pour un champ constant qui ne s'annule pas a l'nfini , la définition des états 11 in 11 et 11 out 11 

n'est pas triviale. Ces états, cependant, peuvent être définies à l'aide de la solution de l'équation 

d 'Hamilton-Jacobi, en admettant que les états d 'énergie négative et positive se comporte a ±oo 

comme les solutions semi-classiques. Ainsi , nous commençons d'abord par résoudre l'équation 

semi-classique d 'Hamilton-Jacobi. Puis , nous comparons ces solutions avec les solutions semi

classiques c.p ( t , x) rv e±iS . Cela nous permet de classer nos solutions en: états "in" et "out 11 • 
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Ensuite nous ut ilisons la transformation de Bogoliubov pour calculer la probabilité de création 

d 'une paire de particules et la densité des particules créée._,. 

L'équation relativiste de Hamilton-Jacobi s'écrit 

(8uS - eAu)((aus - eA11
) + m 2 = O 

En séparant la partie dependante de x , 

S = kx + G(t). 

nous obtenons pour G(t) l'équation suivante 

dont la solution formelle est 

(dG) 2 

= m2 + (k _:__ eAx(t))2
, 

dt 

G(t) = ± J Jm2 + (k - eAx(t ))2dt. 

(3.40) 

(3.41 ) 

(3.42) 

(3.43) 

Pour un champ constant cette dernière équation est intégrable (voir l'annaxe A). Quand ltl -t 

oo, nous pouvons voir que la solution G(t) se comporte comme : 

1 
G(t) = ± 2eEt2

. 

Par conséquent , les états x~, (t) et x;=ut (t) doivent se comporter cqmme su_it 

lim X~ (t) ~ t--> -OO 

e =Fi1 rŒt2 

et 

lim X± (t) ~ e _=i=i4 eEt2 
t--> +oo out 

D 'autre part , en tenant compte du comportement des fonctions D;,,.(Z), [35) 

nous obtenons 

z2 

Dv(Z) ~ z ve-4 
IZl>> lvl 

Àl (t)t--> +oo 

X2(t)t--> -oo 

X3 ( t )t--> +oo 

X4 ( t )t--> -OO 

avec 

. . 1 e -i2eEt2 

e +i~ eEt2 

e +i~eEt2 

e -i~ Œt2 

larg(Z)l < 377' · 
4 

(3.44) 

(3;45) 

(3.46) 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

(3.50) 

(3.51) 
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En faisant une comparaison de (3.45) et (3.46) d 'une part et (3.48)-(3.51 ) de l'aut re part. nous 

déduisons que les état s xtl ( t ) et X~ut ( t ) sont donnés par 

À ;ut (t) 
1 . 

(2eE )i e-'fv Dv((l + i) Z ) (3.52) 

:\~ut (t) 
1 . 

(2eE )t e'fv• Dv•((l - i) Z) {3.53) 

\'.ti (t ) 
1 . 

•11' * e-:rv D ( ( 2eE)~ v• - (1 - i) Z ) (3.54) 

"'(~ (t ) = 
1 . 111' 

(2eE ) ~ e- 4v Dv(- (1 + i ) Z ) (3.55) 

où les const antes de normalisation (2eE)-~ e±!fv et (2e.E7)-~ e±!fv* sont déterminés à partir de 

la condition 

x*x - \\* = 2i . (3.56) 

3.3.3 Création de particules 

Pour obtenir la probabilité de création d 'une paire de particules et la densité des particule" 

créées nous utilisons la transformation [35] 

Dv(z) = e-•~"Dv(-Z) + r~) e-i ~(V+ilD_ v- i(iZ) 

qui nous permet d 'écrire 

xti (t) 
Xin,(t) 

C1 X:ut( t) +Ci. ~~ut(t), _· 

c; x:ut(t) +ci x:~ut(t)., 

où les coefficients de Bogoliubov c1 et c2 , sont cette fois ci · don~~és par 

C1 
./'in { i.7r'J.} 

r ( _, ) exp 2 ' 
C2 exp {in[ } . 

Nous avons alors 

ak,out . b+ 
C1 ak ,in + C2 k ,in ' 

btout * + * b+ C2 ak ,in C1 k,in · 

(3.57) 

.. (3.:58) . : . 

(3.59) 

.(3.ûü). 

(3.61) 

(3.62) 

(3.63) 
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Par conséquent la probabilité pour créer une paire de particules à partir du vide est donnée 

par: 

- 1c;12 Pk - -
c* 1 

En utilisant la formule (3.26) nous obtenons : 

exp ( -7r;:';) . 
Pk = 1 +exp (-7r :~) 

(3.64) 

(3.65) 

La densité des particules créées dans un état k (le nombre moyen de particules créées par état) 

est donnée par 

n (k) = lc2l
2 

=exp (-7f :n . (3.66) 

Les équations (3.65) et (3.66) prouvent en premier lieu l'invariance de ja~ge de la théorie et 

montre que le présent choix des modes "in" et "out" mène aux résultats éxacts de la création 

de particules. 

Remarque: 

A (3 + 1) dimensions la probabilité de création d'une paire dans l 'état k s'obtient à partir 

de (3.65) en faisant le changement m 2 ~ m 2 + k_i_, avec k}_ .= k; + k; , 

pk = ___ .:.....__ 
1 +exp (- 7rm2 +ki) ·· 

. eE · 

exp (- 7r rn2~ki ) 
. eE · 

(3.67) 

3.4 Action effective de Schwinger 

Soit Ck la probabilité pour qu'il n 'y ait pas de création de paires dans l'état k. ta quantité 

Ck ( Pf) n est donc la probabilité de créer seulement n paires ~ans l'état k. ll:s'en ~u_it que -_. 

ce qui nous donne 

où 

L ck (Pkr = i, 
n 

1 
C~ = 1 - pk = 1 + (J k 

CJ = exp (-7r m 2 + ki) 
eE · 

(3.68) 

(3.69) 

(3.70) 
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La probabilité de transition vide-vide est donc 

exp ( - J d"x 2 Im Leff ) II ck 
k 

II exp [- ln {l + a )] 
k 

exp [- ~ln (1 +<r)] . (3.71 ) 

Par conséquent la partie imaginaire de l 'action effective de Schwinger es 

J d4 x 2Im Leff = Lln (l +u). 
k . 

(3)2) 

Utilisons le developpement de Taylor 

ln ( 1 + (} ) = ~ ( - 1r+
1 

L-t a n 
n = l n 

et remplaçons la sommat ion sur k par l'intégrale J ~:~~ .Ici la m~sure ~~~représente le nombre 

d 'état s dans l'intervale [f, k + dk] dans le volume V . L'action effective de Schwinger devient 

J 4 J V d
3 
k ( - 1 )71+1 ( m 

2 + k2 
) . d x 2ImLeff = --3 L exp -rrn . 1- . . 

(27r) n · eE. . . 
n =l . .. · · · 

(3.73) 

Dans (3.73) le facteur V compense l'intégrale J d3 x étant donné que L ef( .ne 4êpend · p~ de · ;,~ 
Nous avons alors 

J dt 2ImLeff = J (~:~3 f,; (-lt exp (-n/ri~e~kl) > (3.74) 

En effectuant l'integration sur kx et ky nous obtenons 

J J 
E (~ lf+i . ·.(- . .. :'.z") · 

dt 2ImLeff = dkz~ L 
2 

·· exp -n·7rmE · .· 
(27r) n = l n e 

(3. 75) 

A ce niveau, nous remarquons dans (3.75) que le t erme à gauche ne depend pas de t eUe t€rme 

à droite ne depend pas de kz et , par conséquent , les deux intégrations dans (3.75) divergent. 

Pour contourner ce problème nous utilisons la propriété [37] 

dkz = cEdt (3.76) 
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qui sigifie que les particules ayant le vecteur d 'onde k 2 sont au moyenne créées à l 'inst ant t = ;Ê 
(38]. De l'équation (3 .75) et (3 .76) nous obtenons la partie imaginaire de L eff qui exprime la 

probabilité de création des particules par unité du temps par unité de voJume 

r,2 E2 (-1t+1 ( . m2 ) 
P creat . = 2 lm L e ff = --3 L 2 exp -nn-E . 

(2n) n= l n e 
(3.77) 

Ce résultat est le même que celui obtenu par l'approche des intégrales de chemins. 



Chapitre 4 

Création de particules dans l'espace 

dS2 par l'approche des intégrales de 

chemins 
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4.1 Introduction 

Nous allons maintenant étudier le phénomène de création de paires de particules dans l 'es

pace de de-Sitter décrit par la métrique : 

ou 

où H est une constante. 

1 
ds 2 = g (x) dt2 

- -. - .-dx2 

·g (x) 

g (x) = 1 - H2x2 

(4.1 ) 

(4.2) 

Dans ce chapitre nous nous proposons d'utiliser la méthode de la fo:z:iction de Green. La 

formulation du calcul sera faite au moyen des intégrales de chemins de Feynman. · 

4.2 Fonctions d'onde 

L'équation de Klein-Gordon dont on se propose de résoudre est 

[ 
1 82 

[) ( [) ) . 
g(x)Ot2 - iJx g(x) iJx +m2

] ,P(t,x) = 0 (4.3) 

En posant, pour résoudre cette équation, 'lj_J (t, x) = e-iw tep (x) et changeant y= l+:x elle 

se ramène à une équation assez familière de type rieliimannienne : : ·. . .. · 

[ 
82 ( 1 1 ) 8 ( w 2 1 m 2 ~/2 1 ).· .. \ . ] . . ::.: .. 
8y2 + -y- 1-y ay + 4H2 y - H 2 + 4ÎI2 1-·y · YU ·-~ y) ;p.(y) ~· o 

où nous avons utilisé la notation (p (y) = rp (:r) . 

En posant 

Œ = '"'( = i 2~ 
/3 = l;ô 

, l+ô /3 = -2 

ô = i .;~4-r;:;-~---1, 

nous obtenons une équation de type Riemannm dont la solution est donnée par : 

(p(y)=Ny<Y(l-y)'Y F(a , b,c;y) 

{ 4.4) . 

(4.5) 

(4.6) 



4.3 Fonction de Green 

avec N une constante de normalisation et les coefficients a , b et c sont donnés par : 

4.3 Fonction de Green 

a=Œ+/3+r. 

b=a+O+r, 

c = 2a + 1. 

32 

(4.7) 

Calculons la fonction de Green relative à cette particule. Elle est solution de l'équation 

[ 
1 A 2 A 2 H 2 2] . 

g(x) Po - g(x) P1 + g(x) - rn G(xb,tb;xa , ta) =-iô(xb-Xa)ô(tb-ta)· (4.8) 

Sa représentation à l 'aide du paramètre de Schwinger 

r+(X) 
G(xb,tb;x •. ta) = Jo dT (xb,tblexp (iôT) lxa,ta) (4.9) 

nous permet d 'avoir l 'élément de matrice \xb, tbl exp ( iÔT) lxa, ta) qui est le propagateur de 

Feynman relatif au système décrit par l 'hamilt onien 

A 1 A 2 A 2 H 2 
2 

0 = -(-) P0 - g (x) P1 + - (-) - m 
g X g X 

A cause des singularité à -;.} et à if il est imposé d 'introduire une transformation de Duru

Kleinert (DK) T ---t S de sorte que la fonction de Green d.evient · [39) 

r+(X) 
G (:rb, tb; .'Ea, ta) = Jo dS P (:rb;ib ; Xa, ta ; S) ( 4.10) . 

où 

P (xb, tb ; Xa, ta; S) = f R (xb) h (xa) \xb, tbl exp { i fL (x ) Ô fR (x) ~} lxa, ta ) ( 4. 11) 

et les fonction h ( x) et f R ( x) sont introduites pour élever les singularités,. 

Le nouveau élément de matrice \xb, tbl exp { ih (x) Ô fR (x ) S }° lxa, ta ). ~eptés:enté pat 

(xb, tb l exp { ifL (x ) Ô fR (x) S} lxa, ta) J DtV x J V poV p, exp { i lr [Poi - fi,± 

[ 
1 A 2 2 

+ h ( x) g ( x) Po - g ( x) 'A 

+ g~~) - m
2

] f R (x)] dr} . (4. 12) 
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se calcule en le discrétisant le temps propre S ( S = ( N + 1) Es) : 

(.r,b, fo l exp {ifL (x) ÔfR (x) S} Jxa, ta)= 

J N J Y J N+l d ( ) J N+l d ( ) ( N+l ) ,!], dxn J], dtn J], ;; n }], ;; n exp i ~?~ (4.13) 

où A~1 est l 'action infinitésimale donneé par : 

A~ [ 
1 2 

(po) 11 b..tn - (P1) n b..xn + Esh (xn) -(--) (Po)n 
g .'tn 

2 1!
2 2] -g (xn) (P1) 11 + g (x) - m . fR (xn-1) · (4.14) 

Intégrons sur les t11 puis sur (Po)n , pour obtenir 

G (xb, tb; Xa: ta) = dS -e-i(wtb-wta) Pw .. (xb, Xa; S) · {4.15) 1+CXJ j +CXJ dw . . . 

0 -CXJ 27r 

où le noyau Pw (:rb , .-ra; S) est donné par 

. . - . . J N f N+l d (P1)n ( . .N+1 é) 
Pw (xb , Xa, S) - f R (xb) h (x.) N~~oo EJ., dx,, • }], 21f exp i; A2 ( 4.16) 

avec 

> .. 

A~ - (P1)n b..xn + Es h (xn) {> ·(·:~ ) ~2 ··~ g (.-rn){Pi)~ .· .. 
g ... n 

+ g~;) -m 2] fR (xn-il . .. . ( 4.17) 

Par integrations sur les impulsions (pi)n nous obtenpp.s · 

f (xb) f (xa) 4 I1 · dxn . '"'Ai l N . _ · ( N+l ) 

[ g (xb) g (xa)] f n = l ,jq (xn) f (xn) n=l 
Pw (xb, Xa; S) = . . exp 'l L.J 3 (4.18) 

où 

LlXn + --W + - - m. . 
( /\ ) 2 [ 1 2 H

2 2] 
A~ = L - t -- \ r t -- \ Esf ( Xn) g ( Xn} g (X) _(4.19) 

Ici les fonction fR (xb) et .h (xa) ont été choisies de façon que fR (x) = h (x) = v1T(zj (choix 

du mid-point). 
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Comme r E J --fi: +-fi [ on doit encore effectuer la transformation x -7 u définie par : 

1 
x = h (u) = H tanh u (4.20) 

où u E ]-oo, +oo[. 

La forme choisie pour la fonction f ( x) est 

1 1 
f ( x ( u)) = H 2 cash 2 u 

de manière à rejeter les singularités à l'oo. 

A cause de cette transformation un potentiel effectif apparait dans l'.action 

1 [ h"' 3 ( h") 
2

] Vef f = - 2 h! - 2 hl = l. 

La nouvelle fonction de Green est alor 

où 

G (xb. tb; Xa, ta) = 1: dw -i(wt0 -wta) Gw (xb, Xa) - e 
27r 

G:.v (xb, :ra) 
r+oo J { rs [ . 2 . 2 

} 
0 

dS Dn exp i } 
0 

d<J : - ~~ + 

l(l+l)]} 
cosh2 u 

est celle de Rosen-Morse avec 

et 

w 
m1 = i H, ~· · · 

1 1~ 
z = -2 + 2 V 1 - 4w. 

Cette expression est intégrable. Le résultat est alors. (40) : 

G (. ) = _1 r (m1 - l ) r (m1 + l + l) 
w Xb,Xa 2H I'(m1+l)I'(m1+1) 

X (1\Hxhf1 c-
2
Hxb f c- ~:lxa ) ~

1 (1 + : Xa ) ';' 

( 
1 + Hxa ) x F m1 - l , m1 +l+1, m1 + l; 2 

( 
1 - Hxb ) 

x F rn. 1 - Z, m 1 + l + l ,m1 + l ; 
2 

avec Xb > xa· 

(4.21) 

(4.22) 

( 4.23) 

( 4.24) 

( 4.25) 

( 4.26) 
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4.4 Probabilité de création d 'une paire de particules 

L'amplitude de probabilité de création d'une paire est donnée par 

A (w2 - w1) = dO" adŒn'l/J (ta. :r:a) an G (.rb, th; :ra, ta) an'l/,' (tbJb ) J -a -b * ( 4.27) 

où les éléments de surface sont 

dO" a.b = g (xa .b ) dta.b· ( 4.28) 

Les comportements asymptotiques de 'ljJ (t0 , x 0 ) et 1/J* ( tb , xb) sont 

1/; (ta, x.) = N e-iw,t. ( 1 +: Xa ) ";' (4.29) 

t 
m1 

1/;* (tb, xb) = N eiw2tb c-: Xb ) --,- (4.30) 

où la constante N est déterminée de la condition : 

J dŒa'lj;* (ta, Xa) 8~'1/; (ta , Xa) = (j (w2 - wi) ( 4.31) 

L'amplitude est donc 

A(w
2
-w

1
) = mif(m1 - l)f(m1+l+l)_ 

r(m1+l)r(rry,1+l) à(w2- _~1). ( 4.32) 

Comme 

P w = J 1 A ( w - w'}j' dhJ' ( 4.:33) 

1 . . . .. . . . . : .. . • . : . . : ~ 

aprés avoir intégré sur w nous obtenons la probabilité de créàtion par unité de temps et ·.par 

unité de volume 

qm s'écrit aussi 

où 

2 sinh2 
( 1T*) 

Pw = ( · ) , 
cash ( 21T -fi) + cash ._ 1T·J 4 ';;~ - 1 · 

'f/ = 

'f/ 
Pw = 1 +7J 

,n,2 1 - ) cosn 1 1T" I ~ - 4 

( 4._34) 

(4.35) 

( 4.36) 
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Pour H < < Lon a : 

Pw = exp [-2~ ( ~ -~) ] 
exp [-~ ( m - w)] · 

Cette dernière expression montre la nature thermique du phénomène avec la température de 

Hawking 

13- 1 = 27r 
H. (4.37) 
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5. 1 Introduction 

Dans ce chapitre nous nous proposons d'appliquer la méthode canonique de la transfor

mation de Bogoliubov pour réobtenir la probabilité de création d'une paire de particule dan~· 

l'espace de de-Sitter. 

Pour définir les états "in" et "out", nous introduisons un champ électrique E et nous étudions 

la limite H ---+ O. 

5.2 Equation de Klein Gordon 

En présence d'un champ électrique l'équation de Klein Gordon s'écrit 

1 . . 
~ (i8,L - eAµ) [gµv A (i8v ~ eAv) ~] - m 2'$ =o. 

y-g 

Pour un potentiel linéaire 

Ao =-Ex 

l'équation d'onde devient 

[g~x) (! - ieEx) 
2 

- :x (g(x) :x ) +m2
] ,P (t.,x) =o. 

Maintenant afin de ré8ouder (5.3) nous posons 

'ljJ (t, x) = e-iw tip (x) ,· 

pour obtenir . . . 
• · • .... •• ·• 1. ·: •. • 

222 2 22 2 ·. 2 .. 

[ 
82 8 . . "] . 

(1 - H x ) Bx2 - 2H (1 - H :r ) .T ax + (w + eEx) - g (.-r) m 1/J (x) = 0 

et nous faisons le changement x ---+ Ç, avec 

L'équation résultante est : 

Ç = 1- Hx 
2 

[ 
8

2 
( 1 1 ) 8 ( ( w eE ) 

2 

i 1 aç2 + Z - 1 - Ç 8Ç - 2H - 2H 2 Z - H4. ( H 2m2 + e2 E2) 

+ (~ + ~)
2 

1 ) 1 ] -2H 2H 2 (1-Ç) Ç(l-Ç) <p(Ç)=O, 

(5.1) 

(5 .2) 

(5.3) 

(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 
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qu'est une équation de type Riemann [35] : 

[ :;2 + ( 1 - a~ - a~ _ 1 - t~ ~ a; ) :Ç + 

( 
ai a~ , a3 a~ ) 1 ] _ 
-Ç- - 0'2G2 + l _ Ç Ç (l _ Ç) <p (~) = Û (5.7) 

où 

,--., __ n/ _ 
2
-wH+eE 

L.Cl - u:1 - 2H2 

t ·wH-eE (5 8) 0'.3 = -0'.3 ='l~ . 

1 / 1 ·-v·m2 e2E2 1 Œ2 = - Œ2 = 2 + 'l H2 + H4 - 4. 

avec la condition a 1 + a~ + a2 + a; + a3 + a~ = 1. 

Suivant [35] un ensemble de solutions linéairements indépendantes de cette équation peu 

être écrit en termes des fonctions hypergéometriques : 

· wH + f"E ·wH - eE 

<p
1 

(x) = zi~ (1 - zf~ 

F - + i- + - - + i- - -· 1 + i · z { 
1 . w 6 1 . w 6 . w H + cE } 
2 H 2 ' 2 H 2' H2 ' 

(5.9) 

·wH+eE ·wH - <'E 
cp

2 
(x) = z- 1~ (1 - zf~ 

F { ~ _ i eE + ~ ~ _ i eE _ ~. 1 "---- i w H + eE . z} 
2 H 2 2 ' 2 H 2 2 ' . . H 2 .. ·· ·' . . 

(.5._10) 

Nous pouvons voir que l 'équation (5.6) est invariante sous le changemerit ·e ~ -e - ~t Ç -7 L-Ç 

, ce qui nous permet d 'écrire un autre ensemble des ·solutions f35] :.-.:: ·· 

·w I-I +eE ·wI-l - eE 

<p3 (x) = z1
'2ÏÏ2 (1 - zr~ 

{ 
1 w 6 1 w 5 wH - eE · } 

F 2 + i H + 2' 2 + i H - 2; 1 + i .H2 . ; l :- z . . (5.11) 

·w ll +eE ·wI-l - e E 

<p4 (x) = z1
'2ïï2 (1 - zri~ 

{ 
1 6 eE 1 6 eE wH - eE } 

F 2 + 2 + i H 2 ' 2 - 2 + i H 2 ; 1 - i 2H2 ; 1 - z (5.12) 
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5.3 Le choix des états "in" et "out" 

Pour trouver le bon choix des états "in" et "out" étudions la limite H ~ 0 qui mène à 

l'espace de Minkowski. En premier lieu nous considérons le cas w = 0 et nous utilisant la 

propriété 

F (u, v; w; Ç) = (1 - Ç)w-u-,, F (w - ·u, w - 11; w; Ç) 

pour écrire cp 
1 

( x) sous la forme suivante 

· wlI+eE i wH-eE 
cp

1 
(x) = z2-mr (1 - z)- 2"}ï'r 

F ( ~ + i eE - i . j ( m 2 + e2 E2) - ~ ~ + i ~E + 'i 
2 H 2 V H 2 H 4 4' 2 H 2 (

m2 e2 E2) - ~-
H2 + H4 41 

.eE_ 1- Hx) 
1 + i H2 ' 2 . 

Ensuite nous utilisons la transformation 

( 
1 1 - z) ( 1 2) F 2a,2b;a+b+ 2;-

2
- =A F a,b_; 2;z 

+ B z F a+ - b + -· -· z ( 
1 1 3 2) 
2 ' 2 ' 2' 

avec 

pour écrire 

A= r(a+b +D r(D 
r(a+Dr(b+~F 

B = r (a + b + D r (- D 
r(a)f(b) · ' · 

cp
1 

(x) = (1 - H2x2tflfi { f (~) 
r ( ~ - i m

2
) 

4 4 eE 

(5 .13) 

(5. 14) 

(5.15) 

. ' (5.16) " .. 

. (5.17) . 

( 

1 . eE i m 2 e2 E 2 1 1 . eE i · m~2 . e2 E~ · · 1 · 1 2 ; ). 
F 4 + i2H 2 - 2 H2 + H 4 - 4 ' 4 + 2 2H2 + 2 H2 + H 4 - 4; 2 ; H x 

r (-D 
+ f (.!. - i. m2 ) 'T) X 

4 4 eE 

( 
3 eE i . / m 2 e2 E 2 1 3 eE i 

F 4+i 2H2 -2VH2 + H4 -4,4+i2H2 +2 
m2 e2 E2 - -l. ~- . H2x2)} 
H 2 + H4 4 ' 2 ' 

(5.18) 
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avec 

f ( ~ + i~ + iJm2 + c2E2 - l) 
4 2H2 2 H2 H 4 4 

(5.19) 

Maintenant en tenant compte des limites 

( 
eE i 

N!!!o i 2H 2 - 2 -+---- --- -m 2 e2E2 1) i m
2 

H2 H 4 4 4eE· 
(5.20) 

et 
lim r (a + ~ + ibx) {b 

.r.->+oo r (a+ ibx) vx = V 2 {1 + i) , (5.21) 

nous obtenons 

<p1 (x) ex exp ( -~ieEx2) 

. { r O) (1 im
2 1 ieE x

2
) 

tJ!!!o r (~ - i m 2 ) F 4 - 4 eE ' a; 2; - a-
4 4 eE 

r(-~ ) r;;E . ( 3 im
2 

1 .3. ieEx
2
)} 

+ r(.!._im2 ) V2 (l +i) x F 4 -4 eE ' 2 + a 1 2' .!.+ <r 
4 4eE · 2 

(5.22) 

avec 
1 eE i 

(} = - + i - - + -
4 2H2 2 

m 2 e2E 2 1 
H 2 + H 4 - 4· (5.23) 

Nous ut ilisons maintenant la limite .· •.' 

lim 2F1 ( u ,v;w; ; ) = . 1F~ (u , w; z ) , {5.,24) 
11->00 

pour avoir 
..... 

<p, (x ) =exp (-~ieEx2) 

{ 
fi ( 1 i m 2 1 · . ·. ·2) · 

r ( ~ - im2 ) F 4 - 4eE ; 2 ;ieEx 
4 4 eE 

V2Ji ID . (3 i m
2 

3 . 2)} 

(
1 im2 ) v eE(l + i) x F -- --E ;-; ieE x . (5.25) r - - - - 4 4 e 2 
4 4 cE 

Finalement à partir de la définit ion des fonction de Weber 

D z =Ûe-4 { fi F(-']_ ~. z2 ) - V27f zF (~ ~. z2 )} , ( ) r(9 ) 2 ' 2 ' 2 r(-~ ) 2 ' 2 ' 2 
(5.26) 
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nous obtenon 

'P1 (X) = D "f [ (1 + i) ~X] = <p-;;ut · 

De la même manière nous montrons que 

Nous avons alors (pour E = 0) 

rp t, = rp 4 ( .I:) l 

'Pin = 'P2 (:r) , 

<p :ut = '{J3 (X) · 

rn. (;r,) = z 2II (1 - z) 2 H F - + - - - - l - 1,- l - z + i~ -i~ ( 1 ô 1 ô. . w . ) 
Y in 2 2 ' 2 2 ' H ' 

rn-:--- (x) = z-i2H (1 - z)i 2 H F - + - - - ~· 1 - i-'--· i ·w ·w (1 Ô 1 Ô W ) 

r m . , 2 2 ' 2 2 ' H ' . 

+ -i..!=!._ i..!=!._ ( 1 ô i J . -W ) 
1n (x) = z 2H (1 - z) 2 H F - - -. - + -· 1+ i -·1 - z 
r out 2 2 2 2 ' H ' 

. w . w ( 1 ô 1 ô w ) ' 
rp-;;ut (X) = zi 2H ( 1 - z ri 2 H F 2 - 2; 2 + 2; 1 + i H ; z . 

5.4 La probabilité de création d'u11e paire 
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(5. 27) 

(5.28) 

(5 .29) 

(5.30) 

(5.31) 

(5.32) 

Pour établir la transformation de Bogoliubov entre les modes "in" et "out" nous utilisons 

la relation entre les fonction hypergeometrique [35] 
r(w)r(w-v-u) .. : :·· . 

F (u , v; w; Ç) = r ( ) r ( ) F ('u, v; u +V ~ w + l; l ·- Ç) w-u w-v .. . . . 

+ (l _ Ç)w- u-v r (w) r (u +V ~ .w) 
r (u~· . .r (v) .· .·· 

F (w - u , w - v; w - v - ·u + i; i-: Ç). (5.33) ·. 

Nous obtenons alors 
+ + . -

'Pout = a 'Pin+ f} 'Pin' .(5.34) 

où les coefficients de Bogoliubov d ·et /3 sdnt · donnés par 

r ( 1 - i*) r ( -i*) 
Cl'. = r ( .! - i wH - §.) r ( 1. - i wH + §.) ' 

2 H 2 2 2 H 2 2 

(5.35) 

r ( i - i*) r ( i*) 
/3 = r 0 + ~) r (~ - ~r (5.36) 
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nous avons dans ce cas 

/3 f (il::!_) f (.! - iw_H - 2.) f (.! - i-wH + Q.) 
__ ' H_ 2 H 2 2 2 H2 2 

a r (-i.}I) r O + %) r (~ - %) 

La probabilité pour créer une paire ~t donc 

Pw 
r (.! - iwH - Q) f (.! - 7wH + Q.) ,2 

2 ' H 2 2 2 H 2 2 

ro +~) r(~-%) 
2 sinh2 

( nîj) 

cosh ( 21f ]l) + cosh ( 1f J 4 ;;: - 1) . 

Pour le nombre des particule créées nous avons la relation 

( )

2 

2 sinh Tri::!_ 2Tr 1 
n(w) = ltJI = ( ( ~) ) ~exp [- H (Jm2 

- 4H 2 -w)]. 
cosh 7f J !.!!.._ - .! H 2 4 

qm est une distribution de Boltzmann. 

5.5 Conclusion 
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(5.37) 

(5.38) 

(5.39) 

( 5.40) 

Dans ce chapitre nous avons calculé la probabilité de .création des ·particules dans l'esp·ace 

de de-Sitter en utilisant la méthode de Bogoliubov. ~ous avoils vu que les .résultats de ·cette 

méthode sont identiques à ceux obtenus par l'approche des int(3grales de chemins.· ·. : . . 



'\·' :-. · .. 



6.1 Introduction 45 

6.1 Introduction 

Plusieurs problèmes en physique quantique n 'ont pas de solutions exactes. Le recours aux 

approximations est alors inévitable. Cependant , pour le processus de création de particules d~" 

champs forts, la théorie des perturbations n'est pas valide. L'approximation la plus utile pour ce 

genre de problème est l 'approximation semi-classique. Dans ce chapitre, nous nous proposons d 

dériver la probabilité de création des particules en utilisant une approximation semi-classique. 

6.2 Approximation semi-classique pour l'effet tunnel 

L'effet tunnel est la possibilité de franchir une barrière de potentiel par une particule même 

si scm énergie est inferieure à la barrière. C'est un effet ·purement quantique et ne peut pas 

s'expliquer que dans le cadre quantique. 

L'étude de l 'effet tunnel consiste à calculer le coefficient de transmission T à· partir de 

l'équation de Schrodinger 

[ 

n,2 82 J 
E 'ljJ (x) = 2m 8x2 +V (x) 1/J (x)' 

qui peut se mettre sous la forme 

[fi 2 :;2 +p2 (X)] !/J (X) = Ü 

où 

p2 (x) =2m[E-V{x)]: ::· 

Si nous écrivons la fonction d'onde sous la forme 

.p (x) =A (x) exp [ ~S (x)] 

nous obtenons, pour li < < 1, les équations suivantes : . 

A (X) S" (X) + 2A' (X) S' (X) + A" (X) 

(p2 (x) - ~2 (S' (x)) 2
) A (x) 

La solution de ce système d 'équation est 

s (x) = r IP (x')I dx' 

0 

O. 

(6.1) 

(6'.2) 

( 6'.3) 

(6.4) 

(6.5) 
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et 
1 

A (x) = J IP (x)I. (6.6) 

La solution semi-classique s'écrit alor 

1 [i lx (x) = 'iP(X)î exp h p (x') dx'] . 

Considérons maintenant une barrière de potentiel ql,lÎ divise l'espace en trois parties dont les 

parties gauche et droite ont des potentiels constants (notés V0 et Vi) et la partie intermédiaire 

constitue la barrière. Dans ces trois parties les solutions sont données par 

1/;1 (x) =A exp Gpox) +B exp ( -*p0x) (6.7) 

7/Jn (x) = c exp [-~ r IP (x')I dx'] + .·D exp [~ . r jp (x1)I dx'] : (6.E) 
1, lx1 1ï l x1 

et 

où Po et P1 sont donnés par 

1/Jm (1;) = F exp GP1X) , 

Po 

P1 

)2m(E-Vo), 

)2m (E -Vi). 

(6.9) 

(6.10) 

(6.11) 

A partir de la condition de continuité de la fonction .· d':onde_-"et de.:sa dérlv.~~, :nous obtenons 

pour le coefficient de transmission 

T = 1 : 1

2 

= exp ( ~·2"f) , (6.q) . 
·' 

où 1 est donné par 

F r ' lp(x')j(l~{ 
}Tl · · ... (?:13) 

Les positions x 1 et x2 sont les points tournants solution~s de l'équatiôn p (x) = 0 

6 .3 Création des particules par un champ électrique constant 

L'équation classique d 'une particule relativiste de masse rri et de charge e s'écrit 

(w - e</J) 2 - p2 = m2 (6.14) 



6.4 Création des particules par un champ gravitationnel 

où p est l 'impulsion de la particule et w est son énergie. Pour un potentiel linéaire 

</> = -eEx 

nous avons 

1 p(x) I= Jm2 
- (w + eEx)2 

Dans ce cas les points tournants sont donnés par 

:r1 
1 

- eE (m+w), 

1 
eE (m -w), X2 

et le facteur / est 

l
e~ (m-w) 

/ = Jm2 
- (w + eEx)2 dx. 

-;~(m+w) 

Pour calculer cette intégrale nous faisons le changement 

Il vient 

Le facteur T est dans ce cas 

m w 
x=-y--. 

eE eE 

m2 
, _ m

2 j' ~dy=7r2eE 1 - eE - 1 

T = exp ( -7r:;) 
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(6.15) 

(6.16) 

(6.17) 

(6.18) 

(6.19) 

{6.20) 

(6 .. 21) 

6.4 Création des particules par uri .champ gravltatiol)nël . _:~ 

Dans l 'espace de de-Sitter statique l'équation classique est donnée par 

1 
--w2 ( ) 2 g (x) - g x p (x) - m2 = 0 (6:22) 

d 'où nous obtenons 
w2 m2 

p2 (:r) = n 0-- --___ - • (6.23) 

A l 'interieur de la barrière, p2 
( x) < 0 et 

IP (x)I = 
m2 w2 

1 - H 2x 2 
(6 .24) 
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Le coefficient r est alors 

"( j ,jm v1-w2
+m' 

- H
1
rn .J-w2 +m,2 

rn2 w2 

(1 - H2x2)2 dx . 1 - J-I2 x2 

En faü:>ant le changement 

nous pouvons écrire 

où I 0 est donné par 

avec 

1 ' 
T = --V-w2 + m 2y 

H m 

1 
r = Hm ( -w2 + m2) Io 

Io= j 1 ~d 
-1 1 - a 2y" y 

a
2

= (1 <:) 
Pour calculer I 0 nous faisons le developpement 

et nous utilisons l 'integrale 

Nous avons alors 

Finalement nous obtenons 

et 

1 
1 - a 2 2 = ~ 0'2n 2n y ~ ' y 

n=O 

1>2n~dy = fiT (n + ~) 
2 I'(n + 2)" 

Io vn L a2nrfn + n 
2 r.(n+2) n . 

7f 

1 + -J1 - a 2 

m 
7f--

m+w 

7f 
r= H (-w+m) 

T =exp[-~(m-w)] 
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(6.25) 

(6. 26) 

(6.27) 

(6.28) 

(6.29) 

(6.30) 

( 6.31) 

(6.32) 

(6.33) 
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6.5 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons calculer la probabilité de créatio"ri des particules en utilisant 

l'approximation semi-classique où nous avons considéré deux cas; le champ électrique constant. 

et l 'espace de de-Sitter. 

Le calcul semi-classique donne un résultat exacte pour champ électrique et une bonne ap

proximation dans le cas de l'espace de de-Sitter. 



.. ···. 

... -.. 

:.-··~. 

.- . . . . . ~~:.:· . 

' .. 
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Dans ce mémoire il a été principalement question de calculer la probabilité de création de 

particules dans un espace dS statique. 

En premier lieu nous avons montré le lien entre la création de partîcules et le paradoxe de 

Klein et nous obtenir la probabilité de création des particules pour un champ constant. 

Ensuite nous avons utilisé la méthode de la fonction de Green pour calculer la probabilité 

de création de particules dans l'espace de de-Sitter. Lè calcul a été faite au moyen des intégrales 

de chemins de Feynman. 

Dans un autre chapitre nous avons calculé en utilisant la méthode de Bogoliubov. l'Wus 

avons vu que les résultats de cette méthode sont identiques à ceux obtenus par l'approche d 

intégrales de chemins. 

Dans le dernier chapitre, nous avons calculé la probabilité de crép,tion de particules e11 

utilümnt l'approximation semi-classique où nous avops _comidéré ~eux cas; le champ électrique 

constant et l'espace de de-Sitter. 
. . 

Le calcul semi-classique donne un résultat exacte pour champ électrique et une bonne ap- · 

pro:x:imation dans le cas de l'espace de de-Sitter. 

._ .. 
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