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Introduction generale 
Historiquement, l'etude quantique des gaz parfait a connu un grand developpement d'un 

point de vue theorique et experimental depuis la decouverte de Planck de la loi de repartition 

spectrale du rayonnement du corps noir en 1900. En effet, Satyendranath Nath Bose a pu 

retrouver en 1924 la formule de repartition spectrale de Planck en considerant le rayonnement 

comme des particules identiques. En 1925, Albert Einstein a generalise le resultat de Bose aux 

particules identiques d 'un gaz parfait de bosons monoatomiques, et a obtenu la distribution 

statistique connue actuellemnt sous le nom de la distribution de Bose-Einstein. Ensuite, Einstein 

a montre aussi que si la longueur d'onde thermique de Broglie>. = ~ est du meme ordre 

que la distance interatomique alors les atomes s'accumule au meme niveau d'energie qui est 

le niveau fondamental du systeme, ce phenomene est connu sous le nom de la condensation 

de Bose-Einstein. Cependant, la temperature critique associee a la condensation predite par la 

theorie etait tres basse et les corps sont a l'etat liquide ou solide a cette temperature alors que 

la condensation predite par Einstein etait pour un gaz parfait [l ]. 
Depuis , les techniques de piegeage magnetique et de refroidissement par laser ont permis 

d'atteindre experimentalement les temperatures de la condensation. Ces developements expe­

rimentaux ont ete couronnes en 1997 par le prix Nobel de physique attribue a Claude Cohen­

Tannoudji , Steve Chu et William Phillips. La realisation experimentale des premiers condensats 

de Bose-Einstein etait en 1995 sur les atomes de rubidium et sur les atomes de sodium en phase 

diluee ou la theorie d 'Einstein s'applique. Comme recompense a cette decouverte majeur, en 

2001 le prix Nobel de physique a ete attribue a Eric Cornell, Carl Wieman et Wolfgang Ketterle. 

Notons qu'il est possible de realiser actuellement des nuages d'atomes diluees , proche des hy­

potheses d 'Einstein, de densite environ 1012 atomes/m3 et qui lui correspond une temperature 

critique de condensation Tc = 0.4 µI< pour des atomes de rubidium. Tandis que pour l'Helieum 

4 (4He) liquide, la densite d 'atomes est elevee p = 1.88 x 1028 atomes/ m3 et qui lui correspond 

une temperature critique theorique de condensation r;heo = 2.8 ]{ alors que la temperature 

mesuree experimentalement vaut r:xp = 5.2 I<. 

Dans ce memoire, on s'interesse a l 'etude d 'un gaz parfait non-relativiste de Bose en utilisant 

la physique statistique quantique q-deformee. Nous allons refaire les calculs deja existants dans 

la litterature [2] pour calculer les grandeurs thermodynamiques et en particulier la condensation 

de Bose-Einstein en fonction du parametre de deformation q. Enfin, nous comparons les resultas 

experimentaux avec les resultats theoriques obtenus pour des valeurs particulieres de q. Nous 

montrons aussi qu'a la limite q ___, 1, nous retrouvons les resultats deja connus en physique 

statistique quantique non-deformee. 

Ce memoire est organise comme suit. Dans le premier chapitre, a titre de rappel nous pre­

sentons la theorie de la physique statistique quantique du gaz parfait non-relativiste de Bose. 
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Nous montrons comment calculer les grandeurs thermodynmiques et on abordera la conden­

sation de Bose-Einstein. Dans le deuxieme chapitre , on introduit les notions . mathematiques 

essentielles de l'algebre q-deformee com.me la derivee de Jackson. Dans le troisieme chapitre, on 

utilise la physique statistique quantique q-deformee pour etudier les proprietes du gaz parfait 

non-relativiste de Bose. Le memoire se termine par une conclusion. 



Chapitre 1 

Statistique quantique du gaz parfait de 

Bose 

1.1 Introduction 

Dans ce chapitre, nous allons presente a t itre de rappel le calcul detaille des grandeurs 

thermodynmiques d'un gaz parfait non relativiste de Bose. Pour la redaction de ce chapitre, 

nous avons utilises les references suivantes [3, 4, 5]. 

1. 2 Fonction de partition 

En representation du nombre d 'occupation, la fonction de partition grand canonique est 

definie par 

Z(T, V, µ) = L 9 {nk} exp {-!3f.)c:k -µ)nk } , 
{nk} k= l 

(1.1) 

ou (3 = k~ est la constante de Boltzmann, c;k sont les energies d 'une particule quantique libre 

dans une boite de volume V et µle potentiel chimique. Pour les bosons g { nk} = 1, alors 

Z(T, V, µ) ~ .,t., exp {-ti'!;?"• -µ)n, } 

00 

= k~l 2= (exp {- (3 (c:k - µ)} rk, (1.2) 
nk=O 

cette somme est une serie geometrique, on ecrit done 

1 00 1 
IT =II )' Z (T, V, µ) = k=ll _ exp(-f3(c:k _ µ) k=l l - z exp(-f3c:k 
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ou z = exp (,Be) est la fugacite. 

Le logarithme de la fonction de partition grand canonique est 

log Z(T, V, µ) = - L log {1 - z exp(- ,Bck)}. (1.3) 
k 

On peut calculer z a partir du nombre de particule N fixe 

N= - 8¢ 
O/l lr,v, (1.4) 

ou ¢ = -kTlog Z(T, V, µ)est le potentiel grand canonique, done 

8logZ(T, V,JL) -..;;-' kT,Bzexp( - ,Bck) 
N =kT = L ' 8µ 1-zexp(- ,Bck)' 

k 

et apres simplification 

N = -..;;-' 1 L: z- 1 exp(,Bck) - 1 · 
(1.5) 

-Pourtouslesetats aunepariculejk), ilfautqueO :S (nk) :S N , c'est-a-direz- 1 exp (,Bck) = 
exp(,B(ck - µ ) > 1, done Ek >µ pour tout k . 

- Le potentiel chimique d 'un gaz de Bose doit-etre plus petit que l'energie du niveau a une 

particule le plus bas (c = 0) , c'est-a-dire µ :S 0 et 0 ::::; z::::; 1, cette restriction de la fugacite est 

tres importante pour la suite [3]. 
Pour un grand volume la somme 2..: est remplacee par l'integrale (2~) 3 J d3k, et on travaillera 

k 
clans l'espace des implutions, alors 

7r 

V J 3 V J 3 V J 2 J . J 4n-V J 2 
(27r )3 d k = (27r )3 d k = (27r )3 k dk sm ede dcp = (27r )3 k dk. 

0 

Pour un gaz parfait de Bose non relativiste Ek 

dk = rndq 
li-./ 2mq · 

On remplace clans (1.6), on trouve 

li2k2 k2 
2m' 

2mq => k 
li2 

1 

_47r_V_ J k2dk = _V_2_7r J 2mEk2mdEk = _V_2_7r2_m_ J (2m.ck)2 dck 

(27r)3 (27r)3 1i3J2mck (27r)3 lt3 

_ V (27r)
3 ( 2m)~ j ~ 

- (27r) 3 27r~ Ek dck , 

apres simplification on obtient 

V J 27rV 3 J i --3 d3 k = -h
3 

(2m)2 c2dc, 
(27r) 

(1.6) 

~et 

(1.7) 



1.2 Fonction de partition 9 

et souvent on utilise la substitution L __, Jg (E) dE ou g (E) est la densite d 'etats a une particule: 
k 

g(E) = 2~r (2m)~d . 
• Pour les energie faibles E --t 0, l'approximation de la somme L par une integrale est tres 

k 

mauvaise [3]. 

Appliquons maintenant la substitution L __, Jg (E) dE aux deux equations (1.3) et (1.5). 
k 

on obtient 

• Pour la fonction grand canonique : 

log Z (T , V, µ) = - L log {1 - z exp(- (3Ek)} 
k=O 

= log (1 - z ) - L log {1 - z exp(- /3Ek} . 
k#O 

Ecrivons la somme sous la forme d 'une integrale 

I 

En integrant I par partie 
00 

I= J E! log (1 - z exp( - (3Ek))dE 

0 

oo 2 /
00 

2 ,Bz exp( - (3Ek) 
= ~E~ log(l - z exp(-(3Ek)) I -3 E

2 1 - z exp(- ,BEk)' 
3 0 0 

le premier terme s'annule, on trouve done 
00 

I - - - E 2 __ __:. _ ____;_ 
2 J 2 ,Bz exp( - (3Ek ) 

- 3 l-zexp(-(3Ek)' 
0 

en rempla~ant dans (1.8), on obtient 

00 3 

211V 2 2 J Eizexp( - (3Ek) 
logZ(T,V,µ ) =-h3 (2m) 2

-
3

(3 ( /3 ,dEk - log(l- z), 
1- zexp - Ek 

0 

et qui peut aussi s'ecrire sous la forme 

00 

211V 2 2 J Ek log Z (T , V, µ ) = -h3 (2m) 2 - /3 __ 1 (/3 ) dEk - log(l - z) , 
3 ;;, exp Ek - 1 

0 

(1.8) 

(1.9) 



1.2 Fonction de partition 

le dernier terme correspond au niveau d'energie fondamental E = 0. 

• Pour le nombre de particule : 

1 1 z 
N(T, V1t) = L _1 ((3E ) -1=Lz-lexp(f3Ek) -l + 1- z' 

Z exp k k-.LO k=O r 

de la meme maniere 

00 ~ z 
27rV )~ J Ek dEk + -- , N(T, V, µ) = ~ (2m. z-1 exp(,BEk) - 1 1 - z 

0 

ou 1 ~z = N0 represente le nombre de particule au niveau E = 0. 

10 

(1.10) 

Les integrales definies dans les equations (1.9) et (1.10) sont des integrales standard de 

physique mathematique. La forme generale de ces integrales est obtenu en posant x = /3E. 

00 

1 J xn- 1 
9n (z) = r (n) z-1 exp(x) - 1 dx, 

0 

00 

avec 0 ~ z ~ 1, et n E JR, 

OU r (n) est la fonction Gamma r (n) = J tn-l exp( - t)dt. 
0 

(1.11) 

Alors l 'eq.(1.9) s'ecrit en fonction de 9n (z) en posant x = (3E::::;. E = ~ et dE = ~, done 

3 00 ;! 

27rV 2 (2m.)2 J x 2 
dx - log( l - z) 

log (T , V,µ) = ~ 3(,8)~ z- lexp(x) -1 
0 

00 3 

27rV 3 21 x2 = - (2mkT)2 - dx - log(l - z). 
h3 3 z- 1 exp(x) - 1 

0 

En utilisant la definition ( 1.11), on remarque que n = ~, done 

27rV 3 2 (5) log Z (T , V, µ) = ~ (2mkT)2 3r 2 g~ (z) - log(l - z) . (1.12) 

En utilisant r (n + 1) = nf (n) et r (~) = ft, on trouve r (~) = ~ ft. Finalement l'ex-

pression finale est 
v 

log Z (T , V, µ) = >. 3 g~ (z) - log(l - z) , (1.13) 

ou >. = ~ est la longueur d'onde thermique moyenne de de Broglie. 

De la meme maniere, on calcule !'expression du nombre de particules 

v 
N(T , V, ft) = >. 3 g~ (z) - No (z) . (1.14) 
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1.3 Proprietes des fonctions gn (z) 

Dans l'eq (1.11), developpons la fonction _, 1
, , • sous forme d'une serie 

1 1 00 

z-~exp(x) -1 = zexp(-x) l _ zexp (- x) = zexp(- x) L {zexp(-:r)}k' 
k = O 

car l-ze~p(-x) = 1 + zexp (-x) + (zexp(-x)) 2 + ... , est une serie geometrique de raison 

z exp(-x) < 1, alors 

1 00 
00 

z- 1 exp(x) - 1 = L { z exp( - x)}k+l = L { z exp(-x)}k, 
k=O k=l 

on remplace dans l'expression de 9n (z) 

00 00 00 00 

9n (z) = r tn) J L Xn-l {zexp( - x)}k dx = r tn) L J zkxn-l exp(-k.r )dx, 
0 k=l k=l 0 

en utilisant le changement de variable suivant x = t =? dx = d~, done 

00 00 

1 oo J n-1 d 1 oo _k J 
9n (z) = r (n) f; 0 zk ~n-1 exp(-y) : = r (n) f; ~n 0 yn-1 exp(-y )dy, 

00 

l'integrale J yn-l exp( - y)dy = r (n), alors l'expression finale de 9n (z) est 
0 

00 k 

9n(z) = L~n ' 
k=l 

pour 0 ::; z ::; 1. 

Pour n ::; 1 et z ___, 1, 9n(z) ___, oo. 

Pour n > 1 et 0::; z::; 1, 9n(z) est finie. 

Pour z = 1, on aµ = 0, 9n(z = 1) est la fonction de Zeta de Riemann 

00 1 
9n ( z = 1) = L k" = ( ( n), n > 1. 

k=l 

La serie ( ( n) converge pour n > 1. 

Quelques valeurs particulieres de ( ( n) 

((1) ---t oo ( (~) ~ 2,612 ( (2) = 7r6
2 
~ 1, 645 

( (~) ~ 1, 341 ( (3) ~ 1, 202 c G) ~ 1, 121 

((4) = ~~ ~ 1, 082 ((6) = ~
6

5 ~ 1, 017 ( (8) = 9~:o ~ 1, 004 

(1.15) 

(1.16) 



1.4 Proprietes physiques du gaz de Bose 

a) Representation graphique 

10 

8 

6 
!!,,(~) 

4 

2 

0 
0 0 .2 0-4 0 .6 0 .8 

[ 
__ 83 __ g1. -- 8 !_ -- g , 

2 2 2 s, - s-] 

Figure 1. 1. Variation des fonctions 

9n (z) en fonction de z. 

b) Analyse graphique 

- On observe que toutes les fonctions de 9n(z) partent de l'origone z = 0. 

- On distingue deux cas sur les courbes : 

Pour n < 1, on remarque que 9n(z) tendent vers l'infini lorsque z ~ 1. 

12 

Pour n > 1, elles ont une valeur finie en z = 1, qui decroit regulierement lorsque n croit. 

- Sin~ oo, 9n(z) ~ z. 
- On remarque aussi que pour n :::; 1, la fontion ((n) diverge (voir la serie (1.16), si 

z = 1),gn(z) ~ 00. 

1.4 Proprietes physiques du gaz de Bose 

A l'aide de l'Eq_ (1.14), on peut detenniner z a partir de N (pour Vet T donnes) 

v 
N = .X3 g~(z) +No= Ne+ No , (1.17) 

ou Ne represente le nombre de particules dans les etats excites et N0 le nombre de particules 

dans l'etat fondamental (c: = 0). 

L'ordre de grandeur de Ne et No 

Pour N >> 1 et pour des temperature pas trop faibles, en general V,\3 >> 1 [3], (puisque 

.A depend de T), 0:::; g~ (z) :::; ( (~). 
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On peut erire N;1ax comme suit 

N max = V (~) Nmax = V (2nmkT) ~ ( (~) 
c >-3 ( 2 =? c h2 2 , 

ou A = ~ et N;ax est le nombre maximun de particules dans les etats exites, c'est-a-dire 

3 Nmax a V T 2 
c ' 

si N0 doit contribuer notablement au nombre de particules, il faut que [3]. 

z 
N ~ No= 1- z 

Limite thermodynamique 

OU N ~ 1. 
z = N +l 

En physique statistique, la limite t hermodynamique est definie par : 11 lorsque le volume V 

du systeme tend vers l 'infini et le nombre de particule N du systeme tend vers l 'infini, cependant 

la densite de particules p = fj du systeme reste constante 11
• 

Pour cela ecrivons l'Eq (1.17) sous la forme 

N NC No N~ No 
N = N + N=?l= N + N' 

OU N0 = ~( ( ~) , et No = l ~ z · 
Done, a la limte thermodynamique, on distingue deux cas 

No No . 
N + N = 1, hm 

N-oo 

z< l=?&.-0=? & -1 N - N -

(Le nombre de particules dans les etats excites NC = N ) 

Z - 1 -->... &. - & - 1 -->... 7\ T - N - N - ___,,. N N - ___,,. lVO - c 

(toutes les particules ne sont pas dans les etats excites) 

CondensationdeBose-Einstein 

a) Le phenomene de condensation de Bose-Einstein 

(1.18) 

Einstein a montre aussi que si la longueur d 'onde thermique de de Broglie A = ~ est 

du meme ordre que la distance interatomique alors les atomes s'accumulent au meme niveau 

d 'energie qui est le niveau fondamental du systeme, ce phenomene est connu sous le nom de la 

condensation de Bose-Einstein [l]. La premiere realisation experimentale de la condensation de 

Bose-Einstein d 'un gaz atomique a eu lieu en 1995 par Eric comell, Carl Wieman et Wolfgang 

Ketterle realisee sur des nuages d 'atomes diluees, proche des hypotheses d'Einstein, de densite 

environ 1012 atomes/ m3 et qui lui correspond une temperature critique de condensation Tc = 0.4 

/LK pour des atomes de rubidium. 

b) Etude du phenomene 

Si l'on a 
JV < Nmax c ) 
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ou N-;1ax est le nombre maximum de particules dans les etats excites, alors 

N:3 < ( (~) . (1.19) 

Alors, toutes les particules peut-etre placees dans des etats excites , dans ce cas N0 peut etre 

neglige dans les equations ( 1.14) et ( 1.1 7). 

Mais si on a 

N > N;'ax ==? N > ~ ( ( ~) , (1.20) 

dans ce cas les particules ne sont pas toutes dans les etats excites. 

Pour z = 1, on a 

N = No+ N;'ax ==? No = N - N;'ax , 

done 

No = N - ~ ( ( ~) , 
ou N0 est le nombre de partiules dans l'etats fondamental E = 0. 

Le passage entre les equations (1.19) et (1.20) se produit juste quand 

N:3 = ( (~) . (1.21) 

Remarques: 

-Pour des temperature elevees et des densites faible, dans ce cas on est dans la situation 

de l'Eq (1.19), c'est-a-dire l'energie thermique est suffisamment elevee pour exciter toutes les 

particules dans des niveaux E > 0 [3]. 
-Pour des temperateurs tres basses et des densites elevees, les bosons ont tendance a se 

rassembler dans l'etat fondamental E = 0. 

Maintenant a partir de l'Eq (1.18), on pose x = N/, alors la fugacite s'ecrit 

z(x) ~ { : ~ g! (z) 
si x 2:: ( rn) 

si x < ( rn) 
(1.22) 
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c) Representation graphique 

:T I 
I 

/ z=x 
I 

I 
I 

1.0 I- I 
I I 

I I 
I I 

I I 
I I I I 0.51- I 

I I 
I I 

/, I 
I 
I 
I 

00 1 2 sc 312J 3 x 4 

Figure 1. 2. La variation de z en fonction de x 

- La cour be z ( x) possede un point anguleux pour x = ( rn) , done la condensation de Bose 

n'apparait pas [3] . 
- Notons que gdz) converge pour les valeurs petites de x = g.:i. (z) , et la serie suivante 

2 2 
00 

9n(z) = ~ ~: s'ecrit comme 
k= l 

z2 z3 

x = z + - -+- - + · · · si x < < 1 
2~ ' 3~ ' ' 

ou z::::::: x = N"~
3

, c'est la limite du gaz parfait classique (si la courbe z = x ) . 

Les expressions de NE et N0 sont donnees par 

N, ~ { N, pour x < ((~) done, N < N;1ax 

NE, pour x ~ ( (~) done, N ~ N;iax 
(1.23) 

No~ { D, pour x < ((j) done, N ~ N;"~ 
N - NE, pour x ~ ((~) 

(1.24) 

1.5 Temperature critique 

Pour un nombre de particules N fixes, !'equat ion (1. 21) donne la valeur de la temperature 

critique Tc [5], on a d 'apres (1.21) 

Nh
3 (3) 

V(2mnkT)~ = ( 2 · 
Done 

2 2 

(N)3 = 2mnkT{( (D}3 
v h2 



1.6 Potentiel grand canonique 

alors, !'expression de la temperature critique est donnee par 

(N) ~ h,
2 

kTc = V 2m7r{((~)}~ , 
et a partir des equations (1.23) et (1.24), on obtient 

R epresentation graphique 

1.0 

0.5 

~= Cu:)! 
{ 

0 3 

No = (T) 2 
N 1- Tc 

No 
N 

l 

T?. Tc 

T < Tc 

T?. Tc 

T < Tc 

T 
Tc 

Nt: 
N 

2 

Figure 1. 3. Variation de N,~T) et !:fJ- en fonction 

def. 

A partir de figure ci-dessus, on remarque que 

16 

(1.25) 

(1.26) 

(1.27) 

- La courbe 1 represente !'equation (1.26), et la deuxieme courbe represente !'equation 

(1.27). 

- Pour T ?. Tc, notons que toutes les part icules sont dans des etats excites, le nombre de 

particules dans l'etat fondamental est negligeable c'est-a-dire Ne: :=:;j N et N0 :=:;j 0. 

- Si T < Tc, on remarque que les particules sont dans l'etat fondamental. 

1.6 Potentiel grand canonique 

Le potentiel grand canonique est defini par 

<P (T , V , µ ) = -kTlog Z (T , V, µ) = U -TS - µN = -PV, 
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done 

kTlogZ(T , V,µ) = PV, 

ou Z (T , V, µ) est la fonction de partition grand canonique. 

D 'apres l'equation (1.13), nous trouvons 

VkT 
PV = ~g~(z) - kTlog(l - z), 

done la pression est 
kT kT 

P = ):39~ (z) - V log(l - z), 

a la limite thermodynamique, on peut negliger le dernier terme dans cet te equation car log(l- z) 

est fini , et ce terme tend vers zero pour V _, oo, done 

kT 
p = -g!?. (z) . >. 3 2 

Pour T < Tc, z = 1, done la pression est une fonction de Zeta de lliemann 

kT (5) p = >:-3( 2 . (1.28) 

On remarque que P est independante du volume V et du nombre de particules N, c'est­

a-dire P est une fonction de la temperature T , par consequent le nombre de particules ne 

contribue pas a la pression. Ceci est observe via les equations (1.26) et (1.27), si la temperature 

du systeme T < Tc. 

Pour les faibles valeurs de z ( z < < 1 :::} x < < 1), nous pouvons ut iliser le developpement 

en series de l'equation suivante 

kT 
P = ~g~ (z), et 

00 k 

9n (z) = L~n ' 
k=l 

done 
kT z2 z3 

P = - 3 (z + - 5 + - 5 + ..... . ), 
>. 22 32 

et pour z ~ x << 1, on obtient 

kT kT 
P= - 3Z = - 3X, 

>. >. 

done 
P= NkT 

V ' 
qui est l'equation d 'etat du gaz parfait classique. 

N>.3 
X= 

V' 

(1.29) 
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Si on tient compte des termes d 'ordre superieure, l'elimination de z dans les relations de p 

et N conduit a un developpement systematique de la pression en fonction du parametre x [3]. 

PV oo 

NkT = 2:.:>1x1-1
, 

1=1 
et les coefficients a1 sont tels que 

a1 = 1 1 ' a2 = - 4V2 = -0, 177, a3 = - 2 gJ3 = -0, 003 , 

1. 7 Energie interne 

L'energie interne est definie par 

8 
U = -

8
/3 log Z (T , V, µ), 

et en utilisant l'expression de log Z(T, V, µ) donnee par l'Eq (1.9), on a 

v 
logZ(T, V,µ) = >, 3 9~ (z) - log(l - z) . 

Pour z < 1, on neglige le dernier terme 

v 
log Z (T, V, µ) = >,3 9~ (z), 

al ors l 'expression de l 'energie interne est 

U= - 8 (v ) 8/3 >,39~ (z) , 

h 
3 3 

et A = =} 1 = (27rm.kT) 2 - (27rm) 2 d 
v27rrnkT );3 h3 - ~, one h3f3'1 

U = - V s(z)}__(~ ) = ~V s(z)(2wm)~ (~) = ~V s(z)( 2wmkT)~ kT 
92 8/3 >,3 2 92 h3 /3~ 2 92 h3 , 

et qui s'ecrit en fonction de >, comme 

u = 3kT 
2V >,39~ (z). 

Pour T < Tc, dans le cas de z = 1 et 9~(z) = ((~), alors 

U = 3kT 5 
2V.>,3 ((2 ). 

(1.30) 
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Pour T > Tc, dans ce cas z n 'est pas independant de T , mais comme N0 :::::;; 0 eliminons le 
v terme :XS 

d 'autre part 

On obtient alors 

U = 3kT 
2V>.39~ (z), 

N>.3 
V = 9~(z) =? V = N>.

3 

g~ (z)' 

U = ~NkT9~(z). 
2 9:J. (z) 

2 

(1.31) 

(1.32) 

A la limite classique z < < 1 pour n > 1, 9n ( z) est fini et 9n ( z) :::::;; z, al ors 1 'energie interne 

du gaz parfait classique est 

U = ~NkT. 

1.8 Capacite calorifique 

La capacite calorifique est definie par 

Cv 1 BU 
Nk = Nk BT IN,v, 

en utilisant l'expression de U donnee l'Eq (1.32) on a 

Cv = _l ~Nk}__ [T9~(z) l 
Nk Nk 2 BT 9:.i(z) 

2 

3 9.§ (z) 3 a [9.§ (z) l 
= 2g; (z) + 2T BT g;(z) . 

[
gs(z)] 

Calculons tr ~ en utilisant la propriete 

}__ ( ) _ OZ 8gn(z) 
8T9n z - BT Bz ' 

00 

et en utilisant 9n ( z) = 2.: ~:, on trouve la relation de recurence 
k = l 

done 

9~ (z) = ~9n-1 (z), 
z 

}__ [g~ (z) l = Bz !.__ [9~ (z)l = oz ~ [l _ g~ (z)g~ (z) l 
BT g ~ ( z) BT 8 z 9 ~ ( z) 8T z [ g ~ ( z) r J 

(1.33) 

(1.34) 
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Pour calculer g;.,, nous utilisons l'expression de N suivante 

V N>.. 3 

N = >.. 3 9~(z)::::? 9~(z) = V ' pour z < 1 

al ors 
a [ ] a N >..

3 

BT 9~(z) = 8T(V ), 

et on a 
B [ J 1 az 

BT 9~ (z) = ~ 8T9~ (z), 

al ors 

_i_ (N>..
3

) = N _i_ (>..3 ) = _ 3N h
3 

8T V V BT 2V (27rmkT ) ~ T ' 

qui s'ecrit sous la forme suivante 

8 (N>..
3

) _ 3N >..
3 

8T V --2V T. 

En remplac;ant les deux Eqs. (1.36) et (1.37) dans l'Eq (1.35), on obtient 

8z 
BT 

3z 9~ (z) 
2 ----

2T 91.(z)" 
2 

A partir de l'Eq (1.34) , on a aussi 

_i_ [ 9~(z ) l = _ 2_ z9~(z) [l -9~(z)9~(z) l = _ 2_ [ 9~(z) _ 9~(z) l 
BT 9dz) 2T z9l(z) [ ( )] 2 2T 91.(z) 9~ (z) ' 

2 2 9~ z 2 2 

al ors 

Cv _ ~9~(z) _ 2_ 3T [ 9~(z) _ 9~(z) l 
Nk - 29~(z) 2T 2 g1(z) 9~(z) 

2 2 2 

3 9§. (z) 9 9~ (z) 99. (z) = __ 2_ - __ 2_ + _ 2_ 

2 9~ (z) 4 91.(z) g~ (z)" 
2 2 2 

Finalement , l'expression de Cv est 

Cv 
Nk 

15 9§. (z) 9 9~ (z) 
2 2 -------

4 g~ (z) 4 91.(z)' 
2 2 

20 

(1.35) 

(1.36) 

(1.37) 

(1.38) 
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2 
Cv 

Nk 3 
2 

1 

T 2 
Tc 

Figure 1. 4. Variation de ~ en 

fonction de :f . 

D'apres la figure (1. 4) et l'Eq (1.38), notons que 

21 

• Pour T < Tc nous avons dans la region de la condensation de Bose (:: ___, 1) dans ce cas 

les particules se condensent dans l'etat fondamental , done a la limite classique g1 (z) tend vers 
2 

l'infini pour n < 1, done l'Eq (1.38) s 'ecrit sous la forme suivante 

Cv 15 ( ( ~ ) 
N k = 4 ( ( ~ ) . 

• Pour T = Tc, il y a un pie c'est-a-dire Cv discontinue, l'application du pie dans C11 est 

typique pour une transition de phase du second ordre [3], a partir de tableau (3.15), on obtient 

Cv 
Nk = 1, 925 . 

• Pour T > Tc, a la limite classique z ___, 0 alors nous avons le cas classique 

Cv 
Nk 

done les particules sont dans les etat excite. 

15 9 
4 4 

3 
2 ' 



Chapitre 2 

Introduction a l'algebre q-deformee 

2.1 Int roduction 

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques notions elementaires sur l'algebre q-deformee 

definie par la relation de commutation [ 6, 7, 8]. 

[a, a+]q = aa+ - qa+a = 1, q > 0, 

ou q est le parametre de deformation. 

Cette algebre est liee aux groupes quantiques et a la limite q --t 1, on retrouve les resultats 

classiques du systeme non deforme. 

Par ailleurs, l'espace q-Fock est defini par l'action de l'operateur de creation a+ sur le vide, 

et par l'action l'opeateur d 'annihilation a sur le vide 

a IO) = 0 et (a+)" IO), 
Jn)= JINJT 

ou N = a+ a l'operateur nombre d 'occupation. 

2.2 Algebre q-deformee 

L'algebre q-deformee est definie par les relations de commutation suivantes 

et on a aussi 

aa+ - qa+a = 1 , q > 0 

[N;a] = - a 

[N,a+] =a+, 

[a, a] = [a+, a+] = 0, 

(2.1) 
(2.2) 
(2.3) 

(2.4) 
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OU a+ l'operateur creation, a l 'operateur d 'annihilation. 

On observe que toutes les equations ci-dessus ont la meme forme que dans le cas d 'un 

systeme non deforme sauf la relation (2.1). 

Les adjoints de a+ et N sont 

a+ = (a+t =a et N+ = (a+at = a+a = N, 

ce qui implique que N est un operateur hermitien. 

et 

Pour demonter les relations (2.2) et (2.3), on demarre de 

[N,a] = [a+a,a] =a+ [a,a] + [a+,a] a, 

ce qui correspond a la relation de commutation 

[N,a] =-a. 

De la meme maniere on mont re que [N, a+] =a+. 

Pour construire l' " Espace de Fock", engendre par les etats propres orthonormes In) 

{ 

N In) = n In) 
(n In') = 5 , n,n 

L:: ln) (nl = 1 
n 

Pour n = 0, on a N IO) = 0, ou IO) est l'etat du vide. 

Maintenant , appliquons les actions a+ et a sur le vecteur In) 

N In) = n In), 

N(a In)) = a(N - 1) In) = a [n - l ] In), 

done 

N(a In)) = [n - l] a In), 

alors a In) est un vecteur propre de N avec la valeur propre [n - l ] . 

Nous avons 

Nln -1) = [n - l ] ln -1), 

comparons (2.5) et (2.6) , on obtient 

a In) = a: In - 1), 

(2.5) 

(2.6) 
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dans l'espace de q-Fock, on a (n I n') = c5n ,n' , a+a. = [NJ et a.a+ = [N + 1], done 

et on a assi 

done 

(nl [NJ In') = (nl a+ a In') 

= (n - l l a*a In' - 1) 

= II a 2 112'. o, 

n = II a In) 11 2'. 0, 

a = M. 

Par remplacement on a 

a ln) = M ln -1) . 

Appliquons maintenant l'operateur de creation a+ sur l'etat (a+ In)) 

d'autre part 

N (a+ In)) = a+(N + 1) In) 

= [n + l J a+ In), 

N In+ 1) = [n + 1J In+ 1) , 

done, a partir de (2. 7) et (2.8), il vient 

Mais 

done 

a+ In) =/In+ 1) . 

(nl [NJ In') = ~ (nl aa+ - 1 In') 
q 

= ~ (nl aa+ In') - ~ (n I n') 
q q 

= ~ (n + l lf*1In'+1) - ~ (n I n') 
q q 

= ~ (12 - 1) , 
q 

1 = J[n+lJ. 

En repla<;ant dans (2.9), on obtient 

a+ In) = J[n + lJ In+ 1). 

24 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 
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Finalement, les actions a et a+ sur l'espace de q-Fock sont donnees par 

On va voir que 

Et ainsi, nous obtenons 

{ 
a+ In) = j[n + l J In+ 1) 

a ln) = JR In+ 1) 

a IO) = 0 

a+ IO) = 11) =? 11) = a+ IO) 
1 

a+ 11) = J[2] 12) =? 12) = Jr2J (a+)2 IO) 

1 
a+ 12) = JI3] 13) =? 13) = JI3J (a+) 3 IO) 

a IO) = 0 et (a+t IO) . In) = JIN1T 

2.3 Nombre q-deformee 

Le nombre q-basique [xJ est defini par 

ou x est un nombre ou un operateur. 

[xJ = qX - 1 
q - l ' 

Le nombre q-basique [x] ales proprietes suivantes : 

25 

(2. 10) 

i) Pour la limite q --t 1, le nombre q-basique se deduit au le nombre normal x (lim [x] = x) . 
q->l 

ii) [1] = 1 et [OJ = 0 
iii) [-xJ = - [xJ 
Remarque 

Le nombre q-basique satisfait la propriete de la non additivite, c'est-a-dire 

[x + yJ = [xJ + [y] + (q - 1) [x] [yJ. 

Lorsque q --t 1, on a [x + yJ = [xJ + [y], alors clans ce cas il tend vers les nombres ordinaires. 

D'ailleur, l'operateur nombre de particule clans le cas deforme est detarmine a partir de 

l'equation (2.10) 
qN - l 

[NJ = , ou [NJ = a+a, 
q-l 
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done 

qN -1 
a+a= --

q -1 

qN = 1 + (q - l )a+ a, 

qui s'ecrit sous la forme du logarithme 

1 
N = -

1 
-log{l + (q - l )a+a} . 

ogq 

Alors , le nombre de particule est une relation fonctionnelle non lineaire N = f (a+a) . 

On definit aussi la q-factorielle de [n] comme 

[n]q! = [n]q [n - l]q ... ... [2]q [l]q. 

ou [n - l]q = q-1 [n] - q-1 

[n - 2]q = q-2 [n] - q-2 - q-1 

[n _ 3]q = q-3 [n] _ q-3 _ q-2 _ q-1 

[ kl -k [ l -k -k+ l -1 n - q=q n -q - q - · · · - q 

Demonstration : 

qn-1 _ 1 
[n -l]q = --­

q-1 
q-l(qn _ q) 

q-1 
q-l(qn - q + 1 - 1) 

q-1 

= q-1 (-qn - 1) -q-1 (-q - 1) 
q-1 q -1 

= q-1 [n] _ q-1 , 

a partir des relations ci-dessus, on obtient 

[2] = q + 1, [3] = q2 + q + 1. 

Les coefficients q-binomiaux ([6]) sont definis par 

[ :1 [m] q! 
[m - n]q! [n]q!' 

a la limite q __, 1, on obtient les coefficients binomiaux ordinaires. 

26 
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2.4 Quelques fonctions elementaires q-deformees 

La fonction q-exponentielle [6] est definie par 

oo n 

expq(ax) = L [~] !xn, 
n=O q 

il s'ensuit que les fonctions q-trigonometrique [6], sont definies comme 

00 x2n+l 
sinq (x) = L (-I t [2n + I Jq · 

n=O 
00 x2n 

cosq(x) = L (- It [2n]/ 
n=O 

2.5 q-derivees 

La transformation des observables de l'espace de q-Fock vers l'espace de configuration (re­

presentation holomorphe de Bargmann), peut-etre obtenue en choisissant [2] 

a+ = x a= fJ(q) 
x ) 

ou fJ~q) est la derivee de Jackson (JK) [2], definie comme 

fJ(q) = j (qx) - j (.T) 
x x(q -I ) 

Par exemple 

done 

f)~q)(axn) = aqnxn - axn 
x(q - 1) 

a(qn -l )xn 

x(q - 1) 

=a [n] x"'- 1
, 

fJ~q)(a.Tn) = a [n] xn-l. 

La derivee q-deformee de la somme de deux fonctions est 

fJ~q)(j(x) + g(x)) = fJ~q) f(x) + fJ~q) g(x). 

(2.11) 

(2. I 2) 

La derivee q-deformee de produit de deux fonctions est donnee par les relations de Leibnit z 

suivantes 

fJ~q) {f(x)g(x)} = { fJ~q) J(x) } g(x) + f(qx) { fJ~q) g (x) } 

fJ~q) {f(x)g(x)} = { fJ~q) g(x)} J (x) + g(qx) { f)~q) f (x) } . 



Chapitre 3 

P hysique statistique quantique 

q-deformee 

3.1 Introduction 

Dans ce chapitre nous etudions les proprietes thermodynamique d 'un gaz parfait de Bose 

en utisisant la physique statistique quantique q-deformee. Nous allons refaire les calculs deja 

existants dans la litterature [2] pour calculer les grandeurs thermodynamiques et deduire le::; 

proprietes physiques du gaz parfait de Bose en particulier la condensation de Bose-Einstein 

en fonction du parametre de deformation q. Nous commern;ons par donner les definitions des 

grandeurs physiques q-deformees puis nous calculons leurs expressions explicites. 

3.2 Distribution statistique des q-bosons et moyennes 

thermiques 

Plusieurs chercheurs ont etudie la mecanique statistique en equilibre d'un gaz parfait de 

bosons dans le cadre de l'algebre q-deformee [2, 7, 8, 9, 10, 11 , 12, 13]. Dans l'ensemble grand 

canonique l'hamiltonien du gaz de bosons s'ecrit sous la forme 

H = L (Ek - µ)Nk, (3 .1) 
k 

ou k est l'indice d'etat, µ est le potentiel chimique et Ek est l'energie cinetique dans l'etat k et 

Nk est le nombre de particules. 

La moyenne thermique d 'un operateur est definit par la formule 

(O) = Tr { 0 exp(- ,BH )} 
n ' 
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ou Z est la fontion de partition grand canonique definie par 

Z = Trexp (- BH ). (3.2) 

Notons que la forme de la fontion de partition est la meme que dans cas non deforme. 

Le nombre d 'occupation moyen nk correspondant a Nk est definit par l'Eq (2.10) du nombre 

q-bassique 
[nk] = qnk - 1 

q - 1 , 

en utilisant les deux relations [10] suivantes 

on obtient 

1 
= T r { exp(- ,BH )} 

z 
qnk = _Tr_{-'--e_xp_( _--,_,,B_H_)_q_Nk~} ' 

Tr{exp(- ,BH )qNk } _ Tr{exp (- ,BH )} 

[nk] = z q - 1 z 

Tr { exp( - ,BH ) ( ~)} 
z 

T r { exp(- f3 H )(qNk - 1)} 
Z(q - 1) 

et l'expression finale de [nk] est 

[nk] == Tr { exp( - ,BH ) [Nk]} 

(3.3) 

D'autre part, comme [Nk] = at ak, alors la valeur moyenne du nombre d'occupation nk 

s'ecrit 
[nk] = Tr { exp(-: H )at ak} , 

en appliquant la propriete cyclique de la trace, on obtient 

[ l 
_ Tr { ak exp( - ,BH)at} 

nk - z , 

(3.4) 

et en utilisant la propriete [9] akexp( - ,BH ) = exp{ - ,B(c:k-µ)}exp(-,B H )ak, l'expression de 

[nk] devient 

[nk] = Tr {exp {- ,B (c:k - ~} exp( - ,BH )akat}' 

sachant que exp {-,8 (c:k - µ)} est une constante, en utilisant l'algebre des q-bosons, on a 

[nk] =exp {-,8 (c:k _ µ)}Tr { exp(-,BH)(qatak + 1)} 
z 

=exp {-.8 (c:k - µ)} {q Tr { exp(-,BH)at ak} } z + 1 . 
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L'expression explicite de l'equation precedante peut-etre obtenue, en utilisant la propriete 

suivante 

[nk + 1] = q [nk] + 1, 

alors , il est facile de montrer que 

[nk] 
nk + 11 = exp{ - /3 (Ek - µ)}. 

Pour calculer l'expression du nombre d'occupation nk, d'apres (3.3) on a 

qnk = q [nk] + 1 - [nk] , 

et on a aussi 

[nk + 1] = q [nk] + 1, 

en remplac;ant l'Eq (3.7) dans l'Eq (3.6) , on obtient 

al ors 

qnk = [nk + 1] - [nk] 

log(qnk) = log([nk + 1] - [nk]). 

1 
nk = -

1 
- log ([nk + 1] - [nk])· 

ogq 

D'autre part l'Eq (3.5) s'ecrit 

al ors 

et 

done 

[nk] 
q fnk1+ 1 = zexp(-/3Ek), 

[nk] = q [nk] z exp(- /3Ek) + z exp(-,Bck), 

[nk] {1 - qzexp(-/3Ek)} = zexp(- /3Ek), 

z exp(- /3Ek) 
[nk] = 1 _ qz exp(-/3Ek) 

1 
[nk] = z- l exp(-(3Ek) - q 

En remplac;ant (3.9) dans (3.8) 

nk = -1 

1 
log ([nk + 1] - 1 ( 

1 
/3 ) ) . og q z- exp - Ek - q 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 
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D'autre part l'equation (3.5) donne 

[nk + 1] = z- 1 exp(- /3Ek) [nk] 
1 

[nk + 1] = z-1 exp(- /3Ek) z-1 exp(- /3Ek) - q, (3.11) 

on remplace [nk + 1] dans l'equation (3.10), on trouve 

nk = -- log z exp(- /3Ek) - , 1 ( -1 1 1 ) 
log q z-1 exp(- /3Ek) - q z- 1 exp( - /3Ek) - q 

qui s'ecrit sous la forme suivante 

_ 1 
1 

{ z- 1 exp(- /3Ek) - 1} nk - -- og . 
log q z-1 exp(- /3Ek) - q 

(3. 12) 

Il est facile de voir que l'equation ci-dessus se reduit a la distribution de Bose-Einstein 

standard lorsque q ----> 1. 

Le nombre total de particules est donne par N = 2)1,k. 
k 

3.3 Derivee de Jackson 

En utilisant l'expression de l'hanultonien (3.1), l'expression de la fonction de partition (3.2) 

peut s 'ecrire sous la forme 

1 
Z (T , V, µ) = k121 1 - z exp(- /3Ek)' 

et le logarithme de la fontion de partition est donne par 

log Z (T , V, p ) = - L log {1 - z exp(- /3Ek)}. (3.13) 
k 

On va voir qu'on a la meme structure comme dans le cas des bosons non deformes, ceci est 

du au fait que l'hamiltonien du systeme une fonction lineaire du nombre d 'occupation. 

La derivee de Jackson 

La derivee de Jackson (JD) a ete introduit au chapitre 2, et dans ce chapitre nous utilisons 

ses proprietes pour deriver les fonctions thermodynamiques. Pour cela la derivee tz doit etre 

remplace par la derivee de Jackson, ou D~q) est definie par 

D (q) = q - 1 aCq) 
z log q z ' 

et l'utilisation de JD en thermodynanuque doivent-etre modifiee selon la prescription suivante : 
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1) D'abord, notons que la JD s'applique aux variables dont la forme est une exponentielle, 

par exemple 

z = exp((3 µ ) ou bien Yk = zexp (- (3 .::k )· 

2) Pour le cas q-deforme, toute derivee d 'une fonction thermodynamique qui depond de z 

ou Yk doit-etre transforme en derivee clans l'une de ces variables . 

3) Puis, en utilisant la regle de chafne ordinaire. 

4) Enfin, on applique JD par rapport a la variable exponentielle. 

N ombre de particules clans le cas q-deforme 

Le nombre de particules clans le cas q-deformee est defini par 

8 
N = kT oµ log Z (T , V, Jt ), 

et la derivee de la fonction de partition grand canonique par rapport aµ ( le potentiel chimique), 

se transforme par une variable de la forme exponentielle 

oz 8 
N = kT-

0 
-
0 

log Z (T , V, µ), 
IL z 

ou z = exp((3µ) est la fugacite. 

Al ors 

N = zDiq ) log Z(T, V, µ). 

En utilisant les proprietes de cette derivee, on obtient 

q - 1 
N = z--8(q) log Z (T, V, µ) 

logq z 

q - 1 k k 

{
- 2: log {l - qz exp(-(3.::k)} + 2: log {l - z exp (- (3.::k)} } 

= Z--
log q z(q - 1) 

"""""' 1 1 {l- zexp (- (3.::k) } 
-~- og 
- k logq 1 - qzexp(-(3.::k) 

= L nk , 
k 

ou nk est le nombre d 'occupation donne par }'equation (3.12). 

Energie interne q-deformee 

L'energie interne est definie par 

8 
U = - [)(3 log Z (T , V, µ) lz , 

pour la derivee de JD , nous rempl3.\:ons la variable de derivation de la maniere suivante 

u = - 0Yk 8 8(3 8yk log Z (T , V, µ) lz, 

(3 .14) 
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done , l'energie interne dans le cas q-deforme peut s'ecrire 

ou Yk = exp(- f3 Ek )· 

U = '<\ .... J)yk D (q) log {1 - zyk} , 
6 8(3 Yk 

k 

Mainenant , calculons l 'expression ( 3 .15) 
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(3.15) 

U = - L EkYk ~0-
1 a~~) log {1 - yk} = LEkYk q - 1 {log {1 - qyk} - log {1 - Yk} } 

k g q k log q Yk ( q - 1) 

= 2::>knk . 
k 

3.4 Entropie du gaz des q-bosons 

L ' entropie S des q-bosons est definie 

S= _ 8¢ aT Iµ, 

ou ¢ = -T log Z est le potentiel thermodynamique, on prend f3 = ~ . 

done a a 
S = BT (T log Z ) = log Z + T BT log Z. 

De la meme maniere, on introduit la derivee de Jackson (JD) dans l'expression de l'entropie 

s 

s 

Bak 8 
log Z - (3-- log Z 

8(3 Bak 

Bak cl log Z - (3-D q log Z 8(3 °'k , 

ou log Z = -I: {1 - z exp(- f3 Ek)} · 
k 

Al ors 

a 
-8 = D (q) 

ak °'k , 

S =log Z + f3L~~k D~~(l - ak), 
k 

ou a1,; = z exp(- f3 Ek) = exp(f3µ) exp( - f3 Ek)· 

Calculons les derivees par rapport a f3 , on obtient 

S = log Z + ti~ ( {µz exp( - ti£,) - £,z exp( - !'1£,)} io~: Bi~ log( 1 - a,)) , (3.16) 
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et on a 8 (q) log (l - a .) = log(l-qak)-log(l-aiJ alors l'expression de S devient 
°'k k °'k(q-1 ) ' 

S =log Z + ,BL ({µ_ck} ak_l_ log(l - qak) - log(l - ak) ) 
k log q ak 

S =log z + ,B L ({µ _ ck} _1_ log (1- qak)) 
k log q 1 - Olk 

S = log z - ,BL ({µ _ ck} _1_ log ( 1 - ak ) ) . 
k log q 1 - qak · 

et en utilisant l'Eq. (3.12) , l'expression de S se reduit a 

S =log Z - ,BL (µ - ck )nk 
k 

S =log Z - ,Bµ L nk + ,BL cknk. (3.17) 
k k 

Finalement, l'entropie S s'ecrit sous la forme suivante 

S = log Z - ,8 µN + ,8 U, (3.18) 

ou U = °I)knk c'est l'energie interne et N = 2-:nk le nombre de particules. 
k k 

En ecrivant (3.17) en fonction du nombre q-basique [nk] et [nk + 1], S s'ecrit 

S = - L log{l - z exp(-,Bck)}- /3 /L L nk + ,BL cknk (3.19) 
k k k 

L { 
z-

1 exp(,Bck - 1} " 
S = - log 1 (,8 ) + (3 L..tnk(ck - µ), z- exp ck 

k k 

(3. 20) 

de l'equation (3.12) on a 

,B(ck - µ ) =log [nk + 1] - log [n k] , (3.21) 

et 

{ 
z-1 exp(,Bck - 1} -1 

log 1 (,8) =-log{ z exp(,Bck)-1}+,B(ck -µ ). 
z- exp ck 

(3.22) 

L'equation (3. 12), donne aussi 

nk log q =log {z- 1 exp(,Bck) - 1} - log { z- 1 exp(,Bck) - q}, (3.23) 

et le q-nombre basique [nk] est 

1 
[nk] = z-1 exp(,Bck) - q' 

log [nk] = - log { z- 1 exp(,Bck) - 1} . (3.24) 
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Remplac;ons l'Eq (3.24) clans l'Eq (3.23) 

nk log q = log { z-1 exp(,Bc:k ) - 1} + log [nk] , 

done 

log { z- 1 exp (,Bc:k) - 1} = nk log q - log [nk] , 

remplac;ons ee resultat clans l'Eq (3.22) 

{ 
z- 1 exp(,Bc:k - 1} 

log __ 1 (,8 ) = nk log q - log [nk] - ,B(c:k - µ) 
,, exp Ek 
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= nk log q - log [nk] - log [nk + 1] +log [n,,.] . (3.25) 

En remplac;ant le dernier resultat clans l'Eq (3.20), on obtient 

S = - 2::::nk logq+ L log [nk]+ L log [nk + 1]-L log [n k] + L nk log [nk + 1]- L nk log [nkJ, 
k k k k k k 

done, !'expression de l'entropie en fonction du nombre q-basique est 

S = L { - nk log [nk] + ( nk + 1) log [nk + 1] - nk log q} . 
k 

(3.26) 

3.5 Fonction de partition grand canonique q-deformee 

La fonetion de part ition grand eanonique des q-bosons a la meme forme eelle des bosons 

standard 

log Z(T, V, µ) = - L log {1 - z exp(-f3c:k)}. 
k=O 

On peut ealculer z a partir du nombre de partieule N fixe 

N- 8</; 
- - 8µ lr,v, 

ou </; = - kTlog Z(T, V, ~l). 

Al ors az a 
N = kT--logZ. 

8µ8z 

Comme z = exp(,Bµ) :::;. g~ = ,Bz, done 

N = kT/3zDiq) log Z(T, V, µ) = zDiq) log Z(T, V, µ) 

q - 1 """' = z-- fJ(q)L.)og{l - zexp(- ,Bc:k)} 
log q z k 

= zq - lL {log{l - qzexp( - ,Bc:k)} -log{l - zexp(-,Bck)}}. 
logq k z(q -1) 
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Finalement on peut monter que 

N _ L 1 1 { z-
1 

exp (.Bc:k) - 1} _ L 
- log q og z-1 exp(/3ck) - q - nk. 

k k 

Pour un tres grand volume V et un grand nombre de particules N , la somme peut-etre 

transformee en integrale comme dans le chapitre 1, sauf que dans le cas deformee, l' integrale 

s'ecrit 
00 

""""' 2 VJ I ~J(x) ===? fo ).3 dx x2 J (x), 
k 0 

(3.27) 

2 

ou Ek = ~m est l'energie cinetique des bosons et x = /3Ek · 

Ecrivons la fonction de partition grand canonique sous la forme d'integrale et isolons le 

terme correspondant a l 'et at fondamental 

log Z (T , V, µ) = - L log {l - z exp(- ,Bck)} - log(l - z) 
k#O 

00 

2 VJ I = - fo ).3 dx x2log {l - z exp(- x)} - log(l _ z), 

0 

I 

ou log(l - z) est le nombre de particule dans l'etat fondamental (c = 0). 

En integrant I par partie et appliquant la description de la JD 
00 

I= - x2 log{l - zexp( - x)} I -- dx x2--log 2 3 
00 2 J 3 1 { 1 - z exp ( - x) } 

3 0 3 logq 1- qzexp(- x ) 
0 

00 2Jd ~ 1 1 { 1-zexp(-x)} = - - X X2 -- og 
3 log q 1 - qz exp(-::r) ' 

0 

done 
00 

4 VJ 3 1 { 1 - z exp(- x) } log Z (T , V, µ) = ,r.;;: 3 dx x2 -
1 

- log ( ) - log(l - z), 
3y11). ogq 1- qzexp - x 

0 

qui s 'ecrire sous la forme 
00 

4 VJ ~ 1 { z-
1 

exp(x) - 1 } log Z(T, V, µ) = ,r.;;: 3 dx x2 -
1 

- log _
1 

( ) - log(l - z). 
3v 11). og q z exp x - q 

(3.28) 

0 

De la meme manier, on calcule le nombre 

N = L nk = L nk +no 
k=O k#O 

""°"' 1 1 { 1- zexp (-x) } 1 1 { 1- z } = ~-- og +-- og 
k#

0
log q 1- qzexp(-x) logq 1- qz ' 
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ou le nombre n0 = -1 
1 log { 

1
1
-z } correspond au niveau de l'etat fondamental. ogq -qz 

Remplac;ons la somme I:: par l'integrale, alors N s'ecrit sous la forme 
kj.0 

00 

N 2 V id ! 1 1 { z-
1 

exp(x) - 1} 1 { 1 - z } = -- x x2 -- og + -- log . fa ).3 logq z-1 exp(x) - q logq 1- qz 
0 
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(3.29) 

A partir des equations (3.28) et (3.29), definit les fonctions 9n(z, q) q-deformees cornme 

1 100 

n- l 1 { z-
1 

exp(x) - 1} 
911 (z, q) = -r( ) dx x -1 -log 1 ( ) n og q z- exp x - q 

(3.30) 

0 

1 { 
00 

( zq) k 
00 

:::k } = logq L k n+l - L kn+l ' 
k=l k= l 

OU r (n) c'est la fonction Gamma. 

A la limite q ~ 1, les fonctions q-deformees 9n(z, q) devient les fonctions g11 (z) standard. 

En comparant (3.28) et (3.30), on remarque que n = ~'done 

4 v (5) log Z (T , V. µ) = ;:;;3"r - gs (z, q) - log(l - z), 
' 3v 7r >. 2 2 

et on utilisant les proprietes de la fonction Gamma, l'expression precedante se simplifie 

v 
log Z (T , V, µ) = A3 g~ (z, q) - log(l - z) . (3.31) 

De meme pour le nombre de particule, on obtient n = ~ et on obtient l'expression de N 

V 1 {1- z} N = 3 9:J ( z' q) + -1 - log -1-- . >. 2 og q - qz 
(3.32) 

3.6 Quelques proprietes des gn(z , q) 

Comme dans le chapit re 1, etudions quelques proprietes des fonctions q-deformees g11 (z, q) 

1 { 
z- 1 exp(x) - 1} 1 { 1 - z exp(- x) } 

og = og 
z- 1 exp ( x) - q 1 - q z exp ( - x) 

=log {1 - z exp(-x)} - log {1 - qz exp( - x)}. (3.33) 

Quand zexp( - x) << 1 

log{l - zexp(-x)} = - zexp(-x) - {zexp;- x)}2 - {zexp(- x)}3 - ... - {zexp(- x)}k 
~ 3 

= - z exp(-x) 1 _ - z exp(- x) 
00 

k 

k 1- zexp(- x) - k L {zexp(- x)} 
k=O 

-1 00 

= k L {zexp( - x)}k, 
k=l 

(3.34) 
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et 
-1~ k 

log{l - qzexp(- x)} = k L {qzexp( - x)} ·. (3.35) 
k=l 

En remplac;ant l 'Eq (3.30) et l'Eq (3.35) dans l'Eq (3.33) 

00 00 

{
z-1 exp(x) - 1} "'l k "'l k 

log __ 1 ( ) = - L -k {zexp( - x)} · + L -k {qzexp (- x)} , 
"' exp x - q k=l k=l 

(3.36) 

et remplac;ons dans l 'expression de 9n(z, q), alors 

00 00 

9n (z, q) = rtn) lo~qj dx xn-l 2=l [{qzexp (- x)}k - {zexp( - x)}k] 
0 k=l 

00 

1 1 J 00 1 = r(n) iogq dx xn-l2=k [(qz)kexp (- kx) - zkexp(- kx)J. 
0 k=l 

(3.37) 

Faisons le changement de varaible suivant : x = t =? dx = *, alors 

00 00 00 00 

( ) 1 1 """ 1 ( )kid n - l ( ) 1 1 """ 1 kl n-1 ( ) 9nZ,q =r(n) logqLkn+1 qz yy exp - y -r(n)logq L kn+1z dyy exp - y 
k=l 0 k= l 0 

Cette derniere integrale est la fonction Gamma, alors 9n(z , q) devient 

1 { 
00 

( q z) k 
00 

zk } 
9n(z, q) = log q 8 kn+l - 8 kn+l ' 0 ::; z ::; 1 et q > 0. (3.38) 

Pour z = Zq, on a 

1 { oo (qzq)k oo (zq)k } 
9n(Zq, q) = log q ~ kn+l - ~ kn+l ' n > 1. 

On definit la fonction Zeta de Riemann q-deformee pour le cas Zq = ~ par relation 

1 1 {""" 1 - q-k } 
( (n, q) = 9n (q_,q) = logq 8 kn+l . 
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Figure 3. 1. Le comportement de 

92 (z , q) en fonction de z. 
2 

Figure 3. 2. Le comportement de 

9dz, q) en fonction de z . 
2 

Dans les figures (3.1) et (3.2) , nous presentons le comportement de 92 (z, q) et 9§. (z, q) en 
2 2 

fonction de z pour differentes valeurs du parametre q : 

1) Pour q = 1, les fontions 92 (z , q) et 9§. (z , q) correspond est aux fonctions standards 92 (z) 
2 2 2 

et 9§. (z ) respectivement. 
2 

2) Pour q > 1, les fontions q-deforrnees 92 (z, q) et 9§. (z , q), augmentent avec la valeur de 
2 2 

parametre de deformation q. 

3) Pour q < 1, les valeurs de la fonction 92 (z, q) sont plus grandes que celles de la fonction 
2 

9§. (z , q), par contre aux comportements des fontions standard 92 (z ) et 9§. (z ). 
2 2 2 

3 . 7 Proprietes physiques des q-bosons 

A Partir de }'equation (3.32) , on peut calculer z pour T et V donnes 

N= N" +No, 

ou N" = ~9~ (z, q) represente le nombre de particules dans l'etat excite. 

c'est le nombre de particules dans l'etat fondamental. 

N. - - 1 lo { ..!.::.£ } 0 - logq g 1-qz 

Comme le cas des bosons standard, la fugacite z correspond au nonmbre d'occupat ions non 

negatif. 

Dans le cas des q-bosons [2] , nous remarqons que 

{ 
z < ~ 
z <l 

pour q > 1 

pour q < 1 
(3.39) 
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Done, pour T et V donnes, l'expression de N;1ax est 

h 
car A = V 2TrrnkT 

Al ors 

max V (3 ) (27rmkT) ~ (3 ) NE = A 3 ( 2, q = v h 2 ( 2, q , 

3 Nmax a V T 2 
E > 

40 

clans ce cas le nombre maximum de part icules N:1ax clans l'etat excite est donne en fond.ion de 

Zet a de Riemann q-deformee. 

Si toutes les part icules sont au niveau fondamental , alors 

1 (1- z) N ~ N0 = -
1 

- log 
1 

q 
ogq - qzq 

qN - 1 ~ ~ 
OU Zq = qN q - 1 q 

Condensation de Bose-Einstein 

A partir de (3.39), nous trouvons la condition correcte pour z < zq, ou zq est definie par 

z, = { t pour q > 1 

pour q < 1 

Nous avons une condensation des q-bosons lorsque la combinaison critique de densite, et de 

temperature se produira de sorte que la fugacite atteindra sa valeur maximale z = zq· 

Pour le nombre de particules , quand q > 1 le dernier terme clans l'equation (3.32) tend vers 

a zero done 

et pour q < 1, on a 

v 
N = -3 g~ (z , q) , >. 2 

v 
N = A3 g~ (zq, q) +no. 

3.8 Temperature crit ique des q-bosons 

(3.40) 

Procedons de la meme maniere que clans le cas de Bose non deformee, calculons la temp& 

rature critique TJq) du gaz q-deformee en fonction du nombre de particules N fixes 

v 
N = -g3 (z q)kT(q) = 

,>.3 2 q , c 

~ h2 

( ~)' 21fm (gl (-zq, q) .) ~ ~, 
ou N = ~g~ (z9 , q). 
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Le rapport de la temperature critique TJq) du gaz q-deformee a Tc standard, donnee par la 

retation (1.25) , est donne par 

2 2 

TJq) { ( rn) }
3 

{ 2, 612 }
3 

Tc = g~ (zq, q) = g~ (zq, q) ' 
(3.41) 

ou ( (~) = 2, 612 est la valeur de la fonction de Zeta delliemann dans le cas non deformee pour 

z = 1. 

Tcq / Tc 

/ 

1.8 

~ L< 

~.2r; 

l.~ 

0.8 D.9 l .1 1 , q 

Figure 3. 3. Le rapport rt> en fonction de q. 

T (q) 
Figure (3.3) represente le rapport de Tc en fonction du parametre de deformation q. 

i) La temperature TJq) critique du q-boson est toujours superieur a Tc, mais cette augmen­

tation est depend de q. 

ii) Pour q > 1, il y a une augmentation rapide de la temperature critique TJq ), pour les 

petit es valeur de q, par exemple pour q = 1, 01, TJq) augmente de 183, et pour q = 1, 1 Tc(q) 

augmente de 753 par rapport a la valeur standard [2]. 
iii) Pour q < 1, il y a aussi une augmentation, mais cette augmentation est lente par rapport 

a situation q > 1. 

3.9 Le potentiel grand canonique 

Le potentiel grand canonique du q-boson est defini par 

-I>(T, V,Jt) = - kTlog(T, V,Jt) = -PV, 

al ors 

PV = kTlog(T, V, µ). (3.42) 

et d'apres (3.31), ona 
v 

PV = kT >.3 g~(z , q) - kTlog(l - z), 
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en deduit l'expression de la pression 

kT kT 
P = ):_39~ (z, q) - V log(l - z). 

Pour q > 1, on peut negliger le derniere terme, et on obtient 

kT 
p = - 3 92(z,q), >. 2 

42 

et pour q < 1, log(l - z) est fini (puisque z = zq = 1), mais a la limite thermodynamique ce 

terme tend vers zero done 
kT k 5 

p = >:3 9 ~ ( Zq, q) = A 3 ( ( 2, q)) 

c'est le cas de T~q) > Tc, on remarque que la pression est une fonction de temperature, qui obeit 

de changer les valeurs de q, nous prevoyons que l'augmentat ion de la pression sera associe a le 

paramet re de deformation qui superieure a 1. 

3.10 Energie interne q-deformee 

L'energie interne est definie par 

a 
U = - o(3 {log Z(T, V, µ)} , 

ou log Z(T, V, ft ) = ~g~ (z, q) et Z (T , V, µ) est la fonction de partition grand canonique. 

U = -Vg~ (z, q) :(3 (;3) 
= ~ V

3 
kTg2(z, q). 

2 >. 2 

En utilisant l'Eq. (3.42), l'expression de Pest donnee par 

p 

kT 

92 (z, q) 
2 

>-3 

En remplac;ant (3.44) dans (3.43), on obtient l'expression de U en fonction de PV 

3 
U =-PV 

2 

(3.43) 

(3.44) 

(3.45) 

La forme de }'expression de l'energie interne en fonction de PV reste la meme que dans le 

cas non deforme. 
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3.11 Entropie en fonction des gn(z, q) 

D'apres !'equation (3.17), on a 

PV 
S= T +f3U - j3µN, 

ou log Z (T , V, µ) = P,f = ~g~ (z, q) - log( l - z) et N = ~9~ (z, q) + lo~q log {i1_:_-q~ }· 
A la limite thermodynamique, nous avons 

PV V V 3 V 
T = ), 3 9~ (z, q) , N = ), 3 9~ (z, q) et U = 2 ),3 kT9~ (z, q) . 

Et en rempla<;ant dans l'Eq. (3.46) 

v 3 v v 
S = >, 3 9 ~ ( z, q) + j3 2, >, 3 kT 9 ~ ( z, q) - j3 µ >, 3 9 ~ ( z, q) . 

D 'autre part , z = exp( j3µ) ::::? µ = ~ log z, alors 

v 3 v v 
S = ),3 9~ (z, q) + 2 ),3 9~ (z, q) - ), 3 9~ (z, q) log z, 

apres simplification, !'expression finale de S est donnee par 

S = ~ ( ~ 9 ~ ( z, q) - 9 ~ ( z, q) log z) . 

Et en dessous du point critique 

s 5 
v I< = 2;,3 9~ (z, q). 
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(3.46) 

(3.47) 

(3.48) 

Notons que l'entropie generalisee des q-bosons obeit a la troisieme loi de la themodynamique 

[2]. En effet , dans !'equation (3.48), 99. (z, q) prend une valeur finie dependante de q et l'entropie 
2 

tend vers zero lorsque T --7 0. 

3.12 Capacite calorifique q-deformee 

La capacite calorifique q- boson, est definie par 

Done 

C,,, = fJU BT lv,N, U = 2= cknk. 
k 

B ( ) B/3 f) ( 1 ) B C,,, = BT ~ cknk = ~ ck fJT B/3 nk =~ ck -T2 B/3 nk. 
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En appliquant la prescription JD 

_ 2"" Bak B _ 2"" Bak (q) C,, - - (3 L Ek B(3 Ba nk - - (3 L Ek B(3 D°'k nk· 
k k k 

(3.49) 

ou n~, = lo~q log { t:q:_kk } , et ak = z exp( - x) cette identite peut-etre reecrite via la recette de 

JD en posant x = (3Ek · 

Alors l'Eq (3.49) s'ecrit 

_ 2"" Bak 1 (q) { 1 - ak } C,,, - - (3 L Ek B(3 -
1 

-D°'k log . (3.50) 
k ogq 1- qak 

Calcul de 8°'k 
8{3 

Bak B (Bz ) B B(3 = B(3 {z exp( - f3Ek)} = B(3 exp( - (3Ek) + z B(3 exp(-f3Ek) 

= ( ~;) exp( - (3Ek) - ZEk exp (- f3Ek) 

(
Bz ) ak = B(3 ---;- - Ekak· 

En rempla<;ant dans (3 .50), on obtient 

(3.51) 

C,,, = - f3 2L Ek (Bz ) ak _l_D(q) log { 1- ak } + f32 L E2ak _l_D(q) log { 1- ak } 
B(3 z log q °'k 1 - qak k log q °'k 1 - qak 

k k 

2"" ( Bz) ak 1 B { 1 - ak } 2"" 2 1 a { 1 - <'ik } = - (3 L Ek - -----log + f3 L E ak----log 
k B(3 z log q Bak 1 - qak k k log q Bak 1 - qak 

1322= ( Bz ) ak 1 Bz B 1 { 1 - ak } 1322= 2 1 Bz a 1 { 1 - a.k } 
= - Ek B(3 -;- log q Bak Bz og 1 - qak + Ekak log q Bak Bz og 1 - qak 

k k 

= - f32 L Ek ( Bz ) ak _l_ Bz Diq) log { 1 - ak } + f32 L E~ak _l_ Bz Diq) log { 1 - ak } . 
k B(3 z log q oak 1 - qak k log q oak 1 - qak 

Calcul de ::k 
On a 

done 

Al ors 

ak = z exp(- (3Ek) =? z = ak exp(f3Ek), 

Bz 0 
Bak = Bak { ak exp(f3Ek)} = exp(f3Ek) = _!___ 

O'.k 

C,,, = - f32L Ek (B z ) ak _l _ _!_ n ;q) log { 1- ak } + f32 L E~ak_l _ _!_Diq) log { 1- ak } 
B(3 z log q ak 1 - qak log q ak 1 - qak 

k k 

= - f32L Ek (oz) _l_D~q) log { 1 - ak } + f32 L E2 _l_zD~q) log { 1 - ak } . 
k B(3 logq l-qak k klogq - l-qak 
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En remplc,;:ant la somme par l'integrale et posons x = /3Ek , on trouve 

2 V ( Bz ) 1 Joo 3 ( ) { 1 - ak } 2 V 1 Joo s ( ) { 1 - ak } Cv = - /3-- - -- x2D/ log dx + ---- x 2zD_q log dx 
ft,\ 3 B/3 logq 1-qak ft,\3 logq ~ 1- qak 

0 0 

2 V ( Bz ) ( )Joo 3 1 { 1 - ak } 2 V ( )Joo s 1 { 1 - ak } = - /3-- - D q x2 log -- dx + --zD5 x2 log-- dx. 
ft ,\3 B/3 z logq 1- qak ft ,\3 - logq 1- qnk 

0 0 

D'apres l'Eq (3.30) , on trouve 

__ _2_ v (Bz ) (~) (q) ~ _2_ v (~) (q) _ Cv - /3 ft ,\3 B/3 r 2 Dz g~ ("' , q) + ft ,\3 z r 2 D= g~ (z, q), 

on a r ( ~) = ~ ft et r G) = i; ft , done 

C = --/3 - - D(q)gs (z q) + --zD(q)g1 (z q). 3 v (Bz ) 15 v 
v 2 ,\3 B/3 z 2 , 4 >.3 z 2 , 

(3.52) 

Pour un nombre de particule constante N = 2..:nk = L~ log { 1
1

- °'k } = constant , alors 
k k og q -qak 

L B 1 { 1- ak} --- log = 0 
B/3 logq 1 - qak 

k 

~Bak B 1 1 { 1 - ak } 0 L B/3 oaklogq og 1- qak = 
k 

~oak D(q)_1_ 10 g { 1- ak } = O. 
L B/3 °' k logq 1- qak 

k 

(3.53) 

Puis remplac,;:ons l'Eq (3.51) dans l'Eq (3.53), on obtient 

L (Bz ) ak D (q )_ l_ log { 1- ak }- L Ek<'tk D(q)_l_ log { 1 - ak } = 0, 
B/3 z °' k log q 1 - qak °'k log q 1 - qak 

k k 

done 

~ ( Bz) ak oz D(q ) 1 l { 1 - ak } _ ~ oz D(q) 1 l { 1 - ak } L - - - -- og - L Ekak - -- og 
k o/3 z Bak 2 logq 1- qak k Bak 2 logq 1 - qak 

~ ( Bz ) ak z D(q ) 1 1 { 1 - ak } _ ~ z D(q) 1 1 { 1 - ak } L - -- -- og - L Ekak - -- og 
. B/3 z ak 2 log q 1 - qak ak 2 log q 1 - qak 

k k 

~ ( Bz) D(q ) 1 1 { 1 - ak } _ ~ D(q) 1 1 { 1 - ak } L - -- og - 6 skz -- og , 
k B/3 z log q 1 - qak k 

2 log q 1 - qak · 

et remplac,;:ons la somme par l'integrale 

00 00 

2 V Bz D(q)J 1 1 1 { 1 - ak } d _ 2 V z D(q)J ~ 1 1 { 1 - ak } d 
)7i,\3 8/3 z x

2

logq og 1-qak x - ft,\ 3 /j 2 X2 logq og 1-qak x, 
0 0 
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qui s'ecrit 

---r - D_q g3(z q) = ---r - D(q) gs(z q). 2 v oz (3) ( ) 2 v z (5) 
ft A 3 8(3 2 k 2 ' ft A 3 (3 2 z 2 ' 

Par simplification on obtient 

oz D(q)g3 (z q) = ~~zD~q) gs (z q) 
0(3 z 2 ' 2 f3 4 2 ' , 

al ors 
1 oz 31 Diq) g~ (z,q) 
-- lvN= -- · 
zo(3 ' 2 f3 D~q)g~(z,q) 

2 

(3.54) 

En remplac;ant dans (3.52), et on obtient 

9 V zD~q) g~ (z, q) 15 V 
C = --- 2 D(q) gs (z q) + --zD(q) g1 (z. q) 

v 4 A 3 D(q) ( ) z 2 ' 4 A 3 z 2 , 
z g~ z, q 

= V { 15 zD(q) 
7 

z _ ~ z [n~q) g~(z , q)r } 
A3 4 z 92 ( ,q) 4 D(q) ( ) . 

z g~ Z, q 
(3.55) 

Pour q > 1, c'est-a-dire pour TJq) > Tc, en effectuant la limite thermodynamique et en 

utilisant l 'equation (3 .40) , on obtient l'expression finale de la capacite calorifique 

Cv 
N 

15 zDiq) gz (z, q) 
2 

4 g~(z,q) 
2 

[ 
(q) ] 2 g z Dz g~ (z, q) 

4 g~ (z , q )D~q) g~ (z, q)' 
2 2 

(3.56) 

et pour q < 1, z = Zq = 1, done TJq) < Tc , dans ce cas le dernier terme tend vers zero car la 

fonction 9n a une valeur finie , done on trouve 

OU 

Cv 
N 

15 zDiq) gz (zq, q) 
2 

15 zD~q) gz (zq, q) 
2 

4 g~ (zq, q) 
2 

4 ~ 
v 

(3.57) 

A
3 

1 ( T ) ~ 
--:;; = g~ (zq, q) TJq) 

(3.58) 
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Remarque : Dans le cas deforme zD~q) 9n(z, q) =!=- 9n-i (z, q), l 'egalite est valable uniquement 

pour les derivees ordinaires. 

C,. / N 

2.5 I 

1. ~ 

/ , ______ ·-
! 

/ 
I 

~. $ 

o.s 1 1.5 2 2s TTcq 

Figure 3. 4. °JJ en fonction de :;:) pour 
Tc 

q = 1.05. 

La figure (3. 4) represente la capacite calorifique °JJ en fonction de Iqi pour la valeur 
Tc 

q = 1.05. On choisit de la valeur de q clans l'intervalle q > 1 car cette region est particulierement 

interessante du fait qu 'il lui correspond une temperature critique plus elevee pour des petites 

valeurs de q [11] . 
• Pour T < TJql et q = 1.05, W augmente en fonction de la temperateur critique TJql [2]. 

• Pour T > TJql, m diminue lorsque la temperature T augmente. 

•La limite classique est obtenu pour z _, 0, les fonctions 9n(z, q) se reduisent a 

q -l 
9n(z, q) _, log q z, 

par consequant la limite classique de la capacite calorifique par nombre de part icules se reduit 

a cl/ 3 q - 1 
N I cl = 2 log q ' 

ce qui signifie que la deformation persiste a la limite classique. 

Enfin, notons que saut de ~ ( c;) a la temperature critique est une fonction du parametre q, 

et ce saut coincide avec la valeur eperimentale pour le cas de condensation de Bose pour 87 Rb 

[2]. 



Conclusion 
Ce memoire traite les proprietes du gaz parfait non-relativiste de Bose en utilisa.nt la phy­

sique statistique qua.ntique. Dans un premier temps , nous avons presente la physique statistique 

qua.ntique pour etudier les proprietes de ce gaz en particulier la condensation de Bose-Einstein. 

Ensuite, nous avons introduit l'essentiel de l'algebre q-deformee. Cette algebre a ete utilisee 

pour calculer les proprietes du gaz parfait de Bose clans le cadre de la physique st atistique 

qua.ntique q-deformee. A la limite q ____, 1, on retrouve les resultats obtenus a l'aide de la 

physique statistique quantique non-deformee. Enfin, nous avons etudie l 'effet de l 'algebre q­

deformee sur la condensation de Bose, et nous avons compare les resultats obtenus avec les 

resultats experimentaux pour differentes valeurs du parametre de deformation de q. 



Bibliographie 

[1] C. Claude-Tannoudji, J. Daliba.rd, F. Laloe, La condensation de Bose-Einstein dans les 

gaz, in Einstein Aujourd'hui, EDP Science/ CNRS Editions (2005). 

[2] A. Lavagno , P. Na.rayana Swamy, Phys. Rev. E 61, 1218 (2000). 

[3] W. Greiner, L. Neise, H. Stocker : Thermodynamique et mecanique statistique, Springer 

(1999) . 

[4] B. Diu, C. Guthmann, D. Lederer, B.Roulet : Elements de physique statistique, Hermann 

(1997). 

[5] S. Vauclair, Elements de physique statistique, InterEditions (1993). 

[6] H. Guennoun, Memoire Magister , Universite, Constantine 1. 

[7] L. Biedenha.rn, J . Phys. A 22 , 1873 (1989). 

[8] A. Macfarlane, J . Phys. A 22 , 4581 (1989). 

[9] Chin Rong Lee. Phys. Lett. A 164. 164 (1992). 

[10] J. A. Tuszynski , J.L. Rubin, J. 11eyer, M. Kibler, Phys. Lett. A 175 , 173 (1993). 

[11] Y. Shu, J. Chen, L. Chen, Phys. Lett A 292, 309 (2002). 

[12] A. Guhaa, P. Kumar Dasa, An Extensive Study of Bose-Einstein Condensation in Liquid 

Helium using Tsallis Statistics, a.rXiv :l 708.06809v2 [cond-mat.stat-mech] 4 Feb 2018. 

[13] A. Lavagno, P. Narayana Swamy, Phys. Rev. E 65 , 036101-1 (2002). 


