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Chapter 1 

Introduction generale 

La cosmologie est le domaine de l'astrophysique qui s'interesse aux proprietes 
globales de l'univers. Elle est decrite par les principes de la relativite generale. 
En relativite generale la goemetrie n 'est plus euclidienne, et la metrique 
conserve la forme canonique caracteristique de l'espace de Riemann. Les 
equations d'Einstein sont des equations dynamiques qui decrivent a grandes 
echelles un univers homogene et isotrope (le principe cosmologie). 

Le modele cosmologique de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) ncces
site la determination de quelques parametres cosmologiques ( par exemple: 
parametre de Hubble et parametre de densite d'energie, et parametre effectif 
de !'equation d 'etat .. . etc ) pour predire !'evolution de l'histoire cosmique de 
l'univers . Les valeurs de cet parametre dependent du facteur d'echelle a(t). 

Le modele du big bang est le modele standard cosmologique utilise par 
les scientifiques pour decrire l'origine et !'evolution de l'univers, et les succes 
de ce modele sont resumes par les observations suivantes: 

•le mouvement de recession des galaxies, observe grace a leur decalage 
spectral, demontre }'expansion continue de l'univers 

•les abondances des elements legers predites par la theorie de nucleosyn
these primordiale sont en accord avec les observations 

•le rayonnement du fond cosmique observe avec une temperature de 
l'ordre de 3 degres Kelvin, refiete le rayonnement emis au moment du decou
plage ma ti ere-rayonnement. 

La relativite generale marque le debut de la cosmologie moderne, ou il 
devient possible de decrire l'univers dans son ensemble comme un systeme 
physique. Deux ans passees apres la decouverte de la relativite generale, 
Einstein publia le premier modele cosmologique issu de cette nouvelle theorie, 
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en introduisant le principe cosmologique: L'univers est homogene et isotrope. 
Dns ce principe, Einstein ajouta implicitement une autre hypothese d 'univers 
statique. 

Le principe cosmologique et la relativite generale (RG) sont les deux bases 
fondamentales dans la theorie de modele standard de la cosmologie du Big 
Bang pour decrire la physique sur les echelles cosmologiques. Le premier 
est la notion d'homogeneite et d'isotropie. Meme si la theorie fondarnentale 
qui arrive apres la RG est tres elegante et simple, les problemes de la con
stante cosmologique et l'energie sombre impliquent que nous pouvons avoir 
besoin de quelques modifications de la RG dans les deux echelles infrarouge 
et ultraviolet. 

Le probleme de la constante cosmologique represente le grand decalage 
entre les observations et les attentes d 'un point de vue de la theorie des 
champs [2], et le probleme de l'energie reste une energie enigme pour expli
quer }'acceleration observee dans le passe recent de l'univers. Pour resoudre 
ce problemc plusieurs tentatives ant ete testees, et dans ce mcmoirc nous 
introduisons le champ du Proca [3] [10] comme source de l'energie sombre. 

Ce modele peut egalement etre compatible avec le systeme Sola.ire pour 
une large portee de l'espace des para.metres [11]. Au niveau de l'espace
temps, il existe un attracteur de de Sitter responsable de l'acceleration cos
mique recente. En outre, il a ete illustre comment le modele d'energie sombre 
dans le cadre des theories generalisees de Proca peut etre distingue observa
tionnellement du modele standard de cosmologie selon a la fois l'histoire de 
l 'expansion et la croissance cosmique. La solution de Sitter provient de la 
composante temporelle du champ de vectcur compatible avec lcs symctrics 
de l'homogeneite et l'isotropie du l'espace de Friedmann-Lemaitre-Robertson
Walker (FLRW). Meme si la composante temporelle ne correspond pas a un 
degre de liberte de propagation par construction, elle a un effet non trivial sur 
la dynamique cosmologique en se comportant comme un champ auxiliaire. 
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Chapter 2 

Introduction a la relativite 
gen er ale 

2.1 Relativite generale et cosmologie 

2.1.1 Introduction 

La relativite generale est une theorie relat iviste de la gravitation, c'est a 
dire qu 'elle decrit l'influence sur le mouvement des ast res en presence de 
matiere et plus generalement d 'energie. La cosmologic est la branchc de 
l'astrophysique qui etudie la propriete de l 'univers (par exemple: la nature, 
!'evolut ion, l'origine .. . etc. ) 

2.1.2 Equations d 'Einstein 

Comme il est bien connu, les equations d'Einstcin sont des equations pcrmc
ttant de determiner la dynamique de la geometrie, qui decrivent comment la 
matiere et l'energie modifient la geometrie de l'espace-temps. 

L'action totale en relativite generale est donnee par: 

s = Sg +SM , (2. 1) 

done 

S = J d4
x}=9(£ M + £ 9) (2.2) 

ou Sm represente l'action de matiere et S9 represente l 'action du champ de 
gravitation. 
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Action de courbure: 

Elle est de la forme: 
-1 J S9 = 
2
µ2 FgR d4x. (2.3) 

OU µ 2 = 81TG' g est le determinant du tenseur metrique g =I 9ab 1. La 
variation de l'action S9 s'ecrit done: 

8S9 = -1 J -
2 

8( FgR)d4x, 
2µ 

- ~ f s(F9Rab9ab)d4x, 
2µ 

-~ j{R8(Fg) + RabH8gab + gab.Fg5Rab}d4x. 
2µ 

Ici on considere des variations 8 9ac au lieu 5 lc : 

9aclc = 5b a> 

bcJ: J: be 9bd9 U9ac = -gbd9acU9 · 

Alors: 
9bd9ac8lc = -8~8gac · 

Done, le premier terme dans l 'equation (2.4) devient : 

R fJ(Fg) = -Rv-:.9 9ab8gab. 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

Pour le t roisieme terme, on utilise le principe de covariance pour ecrire le 
tenseur de Ricci dans un systeme de coordonnees localement plat (euclidien): 

Rab = -Bcf~b + abr~c-

avec r~b n'est pas un tenseur, mais Jr~b est un tenseur, la variation 8Rab 
s'ecrit comme: 

8Rab = - 8(8cr~b) + 8(8br~c), 
-8c(5r~b) + 8b(8f~c) , 

-Dc(5r~b) + Db(5r~c). 
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Pour Dale= 0, il peut etre ecrit comme: 

H9ab0Rabd4x /=9(-Dc(gabor~b ) + Db(gabor~c)), 

/=9Dc(-gabor~b + gacor~b), 

/=9DcAc. 

avec le vecteur contravariant Ac definit comme: 

Ac = _ 9ab0r c + 9ac0r b ab ab· 

(2.9) 

On tenant en compte que la variation de la metrique s'annule a l'infini on a: 

j H9ab0Rabd4x = j /=9DcAcd4x, 

j 8cAr.d4 x 

0 

Maintenant la variation dans l'action S9 s'ecrit done: 

- 1 J ( r---;:, ab 0 H ab r---;:, 0 Rab ) ab 4 
oS9 = 

2
µ 2 RabV -g + g Rab ogab + g y-g ogab og d x . 

Finalement, en rassemblant tous les termes on obtient: 

oS9 
-1 J 1 2µ2 (Rab - 2,R9ab)Fgogabd4x , 

0S9 
-1 J 2µ2 GabN09abd4x . 

ou on reconnait le tenseur symetrique d 'Einstein: Gab= Rab - ~R9ab· 

Action de matiere: 

Elle est de la forme: 

S111 = j LMHd4x . 

(2.10) 

(2.11) 

(2 .12) 

(2.13) 

ou L M est la densite lagrangienne qui decrit la presence du matiere de 
l'espace-temps. On peut fait cette action par rapport au tenseur metrique: 

_ j( r---::. a.cAJ A ) ab 4 oSM = v -g Bgab - -2-gabLAf og d x, 

1 !( 8£Al ) r---;:, ab 4 oSM = 2, 2 Bgab - 9abLAf v - gog d x . 

8 



La variation de l'action du champ de matiere s'ecrit alors: 

8SM = j lrabh8gabd4 x. 

ou le tenseur energie-impulsion est donne par 

f) [,M 
Tµv = (2 ()gab - 9ab[,M ). 

A partir du principe de moindre action: 

8S = 8S9 + 8SM = 0. 

Nous avons done: 

;µ~ j Gabh8gabd4x + j lTab J=98gabd4 x 0. 

!( -1 1 ) /--;, ab 4 

2
µ 2 Gab+ 2Tab y - g8g d X 0. 

L'equation d 'Einstein du champ de la relativite generale est done: 

-1 1 

211
,2 Gab+ 2Tab = 0. 

Done: 
Gab = 8nGTab· 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

ou Tab le tenseur energee-impulsion et G la constante de la gravitation. 

2.2 L'equations fondamentales clans la cos
mologie 

2.2.1 Metrique de Friedmann-Robertson-Walker 

La metrique de Friedmann-Robertson-Walker est permet de decrire un espace
temps de geometrie homogene et isotrope, et cette metrique est utilisee pour 
la description de l'evolution de l'univers aux grandes echelles, et qui decrit 
l 'expansion de l'univers est base sur les lois de la relativite generale d 'Einstein 
prend la forme obtenue par (FRW). 

dS = - dt2 + a2 (t)(dx 2 + dy2 + dz2
). 
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ou t, :r, y, z sont des coordonnees par rapport a l'observateur local, et a2 (t) 
est le facteur d'echelle (a2(t) ) 0). Done la metrique de FRW donnee par: 
9ab = (-1 , a2 (t), a2 (t) , a2 (t)) . 

Les coefficients de Christoffel s'ecrivent a partir du tenseur metrique de 
la forme: 

r a 1 ad( ) 
be = 2 9 9db,c + 9 dc,b - 9bc,d · 

On deduit les symboles non nuls: 

Et 

r ?j = aat5ij ) 

r?j = a2 H oij· 

r~j 
. a 

f j0 = - oij, 
a 

H oij· 

(2.20) 

On calcule facilement le tenseur de Ricci et le scalaire de Ricci associes a la 
metrique de FRW. 

le tenseur de Ricci donnee comme suit: 

Rab = f~c b - f~b c + r~crbd - f~br~d· ' . 

On obtient: 

Rao 
a 

-3-
a ' 

~j - t5ij ( iia + 2a2
). 

Et le scalaire de Ricci est donnee par: 

Done: 

R 

R 

abR g ab , 

goo Rao + gij ~j . 

R=-6(~+(~)\ 
La composante temporelle dans l'equation d'Einstein donne la premiere equa
t ion de Friedmann: 

(
a, )2 1 
; = 3P· (2.21 ) 
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Pour la composante spatiale, on obtient la 2eme equation de Friedmann: 

a 2 
-;;: = -3 (P + 3p). (2.22) 

Les equations fondamentales de la cosmologie sont constituees par les 
deux equations de Friedmann, en plus des equations de conservation du 
tenseur energie-impulsion. 

2.3 Les parametres cosmologiques 

Dans cette section en definit quelques para.metres fondamentaux de la cos
mologie dans !'equation de FRW. 

ParaIIletre de Hubble: TI decrit !'expansion de l'univers , et est donne par 
le rapport: 

H= c::_ 
a 

(2.23) 

Les paraIIletres de densite d'energie: En general, les parametres cos
mologiques qui decrivent le contenu energetique de l'univers sont la densite 
d 'energie de matiere, de rayonnement et de l'energie sombre: ( 87fG = 1): 

nm 

Dr 

fl DE 

1 
3H2Pm 

1 
3H2Pr , 

1 
3H2PDE-

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

Tenseur energie-impulsion: Nous allons maintenant donnee la forme 
generale du tenseur energie-impulsion de la matiere dans l'univers consid
eree comme un fluide parfait. C'est un tenseur symetrique tout comme la 
metrique: 

Tab = (PM+ PM)uaub + 9abP!II· (2.27) 

ou ua est la quadri-vitesse du fiuide , uaua = -1 , p et p sont les fonctions 
uniquement du temps. 
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Dans le ea.s du systeme de eoordonnees eomobiles u,a = (1, 0, 0, 0). les 
eomposantes du tenseur moment-energie de la matiere est donne par les deux 
eomposantes: 

- la eomposante temporelle: 

Too = Pl\J· 

Done: 

Goo= PM· 

- la eomposante spatiale: 

Tii = %PM· 

Done: 
Gij = %PM · 

Equation de conservation: Elle est donnee par: 

"'V aTt = 0. 

qu'on peut explieiter eomme suit: 

Et done: 

"'V aTt 

"'V aTg 

"'V oTg 

8aTt + r~cT~ - r~br:, 

8aTg + r~cTt - r~0T: . 

a 
-8op - 3- (p + p) , 

a 
~ p+ 3H(p+ p) = 0. 

ou H est le parametre de Hubble. 
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Chapter 3 

Theorie de Proca generalisee 

Dans les theories de Proca generalisees, le champ de Proca Aµ est un champ 
relativiste vectoriel massife (c-a-d de spin 1 et de masse m). Il possede deux 
polarisation transversales et une longitudinale . 

L'action qui decrit les theories des Proca generalisees est donnee par: 

S = J d4 x,/=g(L M + L ). (3.1 ) 

ou g est le determinant du tenseur metrique, LM est la densite lagrangienne 
de matiere, et la densite lagrangien de Proca generalisee L est : 

4 

.c = 2=.ci. 
i=2 

avec Li sont des interactions tenseur-vecteur: 

L2 

£ 3 

£,4 

G2(X) , 
G3(X)\7 aAa , 

G4(X)R + G4,x[( 'VaAa) 2 
- 'VbAc'VcAb] . 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 
(3.5) 

OU 'Va est l'operateur de derivation covariante, \7 aAa = aAa +r~CAc , R est le 
scalaire de Ricci et les Gi(X) sont des fonctions de X et telles que G i,X = ~?< 
et X est une quantite definie par: 

X = -~AaAa. 
2 
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3.1 Equations de mouvement 

Pour trouver les equations de mouvement, on applique le principe de moindre 
action: 

65 = 0. 

65 = j d4x 6{ J=9(£ + £M)} = 0. 

et l'action totale donnee par: 

65 = 651 + 652 + 653. 

(3.7) 

ou 651 , 652 et 653 sont les variations de la dcnsitc Lagrangicnnc de Proca 
par rapport a 9ab· 

La varaition de 1 er terme dans l'action 65 est donnee par: 

651 = j d4x 6{ J=9£2} = j d4x6{ F9G2(X)}. (3.8) 

Par consequent, nous obtenons: 

651 = -t J d4xJ=9{9abG2 + AaAbG2,x }6gab_ (3.9) 

La variation de 2eme terme est de la forme: 

652 
= J d4x 6{ J=9£3} = J d4x6{ J=9G3(X)(\7 cAc)}. 

ce qui implique: 

6S2 = t J d4.7:N{AaAc(\7bAc)+AbAc(\7 aAc) - AaAb('VcAc) - Ac Adgab(\7 dAc)}G3,xOgab_ 

(3 .10) 
D'une maniere similaire, le dernier terme est: 

653 = J d4x 6{J=g£4} = J d4x6{J=gG4(X) R+J=gG4,x[(\7cAc) 2-\7pAa'Va AP]}. 

(3. 11) 
Ce qui conduit a: 
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8S3 = ~ J d4xy'=g{G4[2Rab - Rgab] + G4,x[2AaAcRbc + 2AbAcRac 

-2AcAdgab Rcd - (\7aAb)(\7cAc) - (\7bAa)(\7cAc) 

-Ac(V c'VaAb ) - Ab(Vc'VaAC) -Ac(\7c\7bAa) 

-Aa(\7c\7bAc) + Ab(\7c\7cAa) + Aa(\7c\7cAb) 

- (\7bAc)(\7c Aa) + 2(\7bAc)(\7c Aa) - (\7 aAc)(\7c Ab) 

+9an(\7cAc)(\7dAd) + 2gabAc(\7d\7cAd) + 9ab(\7cAd)(\7dAc) 

-AaAbR + 2(\7 aAC)(\7bAc) + 2Ac(\7b \7 aAc) 

-2Acgab(\7 d\7d Ac) - 2gab( \7 dAc)(\7d Ac)] 

+G4.xx[Ac Ad(\7 aAb)(\7 dAc) - AbAc(\7 aAd)(\7 dAc) 

+Ac Ad(\7bAa)(\7 dAc) - AaAC(\7bAd)( \7 dAc) 

+2AbAC(\7 aAc)(\7 dAd) + 2AaAC(\7bAc)(\7 dAd) 

-AaAb(\7 cAC)(\7 dAd) - AbAC(\7 dAc)(\7d Aa) 

-AaAC(\7 dAc)(\7d Ab)+ AaAb(\7 dAc)(\7d Ac) 

- 2Ac Adgab(\7 dAc)(\7 eAe) - 2Ac Ad(\7 aAc)(\7bAd) 

+2Ac Ad9ab(\7 eAd)(\7c Ac)]}8gab. (3.12) 

Done le resultat final est: 

8S = ~ J d4xy'=g{ - gabG2 - AaAbG2,x + [AaAc(\7bAc) + AbAc(\7 aAc) 

-AaAb(\7 cAC) - Ac Ad9ab(\7 dAc )] G3 ,X + G4 [2Rab - Rgab] 

+G4,x[2AaAc Rbc + 2AbAc Rae - 2Ac AdgabRcd - (\7 aAb)(\7 cAc) 

-(\7bAa)(\7cAC) -Ac(V c'VaAb) - Ab(V c'VaAC) - Ac(\7c\7bAa) 

- Aa(\7c\7bAc) + Ab(\7c\7cAa) + Aa(\7c\7cAb) - (\7bAc)(\7cAa) 

+2(\7bAc)(\7c Aa) - (\7 aAc)(\7c Ab)+ 9ab(\7 cAc)(\7 dAd) 

+2gabAC(\7 d\7 cAd) + 9ab(\7 cAd)(\7d Ac) - AaAbR + 2(\7 aAC)(\7bAc) 

+2Ac(\7b \7 aAc) - 2Acgab(\7 d\7d Ac) - 2gab(\7 dAc )(\7d Ac)] 

+G4,XX [Ac Ad(\7 aAb)(\7 dAc) - AbAC(\7 aAd)(\7 dAc) + Ac Ad(\7bAa)(\7 dAc) 

-AaAC(\7bAd)(\7 dAc) + 2AbAC(\7 aAc)(\7 dAd) + 2AaAC(\7bAc)(\7 dAd) 

-AaAb(\7cAc)(\7dAd) - AbAc(\7dAc)(\7dAa) -AaAc(\7dAc)(\7dAb) 

+AaAb(\7 dAc)(\7d Ac) - 2Ac Adgab(\7 dAc)(\7 eAC) 

- 2Ac Ad(\7 aAc) (\7 bAd) + 2Ac Adgab(\7 eAd) (\7e Ac)]}figab. 
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ou on reconnait le tenseur d'Einstein dans la theorie de P roca generalisee 
est donnee par l'expression suivant: 

Gab 

3.2 

~G2 - ~AaAbG2,x + [~AaAc('VaAc) + _?l AbAc('VbAc) 
2 2 2 ~ 

- ~AaAb('VcAC) - ~AcAd9ab(\7dAc)]G3,X + G4[Rab - ~R9ab] 

+G4,x[AaAcRbc + AbAcRac - AcAd9abRcd - ~ ( 'VaAb)('VcAc) 

-~ ( \7bAa)(\7cAc) - ~Ac('Vc'VaAb) - ~Ab('V c 'VaAc) - ~Ac(\7c\7bAa) 

-~Aa('Vc 'VbAc) + ~Ab(\7c\7cAa) + ~Aa( 'Vc 'VcAb) - ~ ( \7bAc)(\7cAa) 

+(\7bAr.)(\7cAa) - ~ ( 'VaAc)(\7cAb) + ~9ab('Vr.Ac)(\7dAd) + 9abAc(\7d'Vr.Ad) 

+~9ab('VcAd)(\7d Ac) - ~AaAbR + (\7 aAC)('VbAc) + Ac('Vb \7 aAc) 

-Ac9ab(\7 d\7d Ac) - 9ab(\7 dAc)( \i'd Ac)] + G4,XX[~Ac Ad(\7 aAb)(\7 dAr.) 

-~AbAC(\7 aAd)(\7 dAc) + ~Ac Ad('VbAa)(\7 dAc) - ~AaAC('VbAd)(\7 dAc) 
2 2 2 

+AbAC(\7 aAc)(\7 dAd) + AaAC('VbAc)(\7 dAd) - ~AaAb ('VcAC)( \7 dAd) 

-~AbAc(\7 dAc)('Vd Aa) - ~AaAc(\7 dAc)( 'Vd Ab)+ ~AaAb( \7 dAc)( 'Vd Ac) 
2 2 2 

-Ac Ad9ab(\7 dAc)(\7 eAe) - Ac Ad(\7 aAc)(\7bAd) +Ac Ad9ab(\7 eAd)(\7e ~~f3) 

Equat ion de mouvement du champ de Proca 

Dans cette equation en applique le meme principe en evaluant la variation 
par rapport a Aa: 

8S = j d4 x 8{ F9(£ + L M ) } = 0. 

D'apres la forme presedente de l'action on trouve: 

8S1 = J d4 .x 8{ Fg£2} = J d4x 8{ v=!JG2(X)}. 

16 



Le resultat de cette variation est: 

851 = - J d4xFgAaG2,x 6Aa· 

De la meme maniere, on aboutit a: 

(3.14) 

552 
= J d4x 5{ Fg£3} = J d4x5{ FgG3 (X )(\7cAc)}. (3.15) 

Done: 

852 = J d4xFg[Ab(\7a Ab) - Aa(\7bAb )] G3,x 5Aa . (3.16) 

Et le dernier terme dans 55 exprime comme suit: 

553 = J d4x 5{Fg£ 4} = J d4x8{FgG4 (X )R+FgG4,x [( \7cAc) 2-\7pAa\7°'AP]}. 

(3.17) 
La resultat de cette variation est: 

553 = j d4x-J=9{ G4,x[-2(\7a\7bAb) + 2(\7b Va Ab) - Ab Rab]+ G4,xx [-2Ab(\7a Ac) ('V r. Ab) 

+2Ab(\7a Ab)(\7 cAC ) - Aa(\7 bAb )(\7 cAC) + Aa(\7 bAc) (\Jc Ab )]}5Aa. (3.18) 

La variation totale est: 

85 = J d4xh{-AaG2,x + [Ab(\7a Ab) - Aa(\7bAb)]G3,x 

+G4,x[-2(\7a\7bAb) + 2(\7b 'Va Ab) - Ab Rab] + G4,xx [- 2Ab( \7a Ac)(\7 c-"h ) 
+2Ab(\7a Ab)('VcAC) - Aa(\7bAb)(\7cAC) + Aa(\7bAc)(\7cAb)]}5Aa. 

Done l'equation du champ est definit comme suit: 

-AaG2,x + [Ab(\7aAb) - Aa(\7bAb)]G3,x + G4,x[-2(\7a\7bAb) + 2(\7b\7aAb) - Ab Rab] 

+G4,xx[-2Ab(\7a Ac)('VcAb) + 2Ab(\7a Ab)('VcAc) - Aa(\7bAb)(\7cAc) + Aa(\7bAc)( \7r. Ab)] 

= 0 

3.3 Application cosmologique 

Pour les applications cosmologiques nous prenons la forme generale de la 
metrique dans un univers homogene et isotrope de F riedmann-Lamaitre
Robertson-Walker (FLRW) decrit par la metrique: 

d52 = -dt2 + a2 (t)(dx2 + dy2 + dz2
). (3.19) 
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ou a2(t) est le facteur d'echelle. 
On considere le vecteur de champ A a avec une composante temporelle: 

Aa = (cl)(t),O,O,O). 

A) a= 0, b = 0: 
Commenc;:ons par le premier terme de Gab: 

1 1 
I = 2G2 - 2AaAbG2,x 

On obtient: 
1 1 

I = - -gooG2 - -AoAoG2 x. 
2 2 ' 

D'ou le resultat final est: 

1 1 2 
I= - G2 - -cl} G2x . 

2 2 ' 
(3.20) 

Pour le 2eme terme dans Gab , on a: 

J = [~AaAC(\7 aAc) + ~AbAC('VbAc) - ~AaAb(\7 cAC) - ~Ac Adgab(\7 dAc)]G3.X 

On trouve: 

J = [~AoAc( \7 oAc)+ ~AoAc(\7 oAc) - ~AoAo(\7 cAc)- ~Ac Adgoo('V dAc)]G3 ,X. 

On somme sur les indices c et d , on a: 

J 
1 o 1 o 1 . l ad 

[2AoA ('VoAo) + 2AoA ('VoAo) - 2AoAo(3Hcl) + cl) ) - 2 A A 9oo('VdAo)]G3,x, 

o 1 ·l oo l o 
[AoA ('VoAo) - 2AoAo(3Hcl) + cl) ) - 2A A 9oo('VoAo) - 2A A'goo('ViAo)]G3,x, 

0 1 . 1 0 0 
[AoA ('VoAo) - 2AoAo(3Hcl) + cl) ) - 2A A 900(\70Ao)] G3,x, 

2 · 3 3 1 2· 1 2· 
[cl) cl) - 2cp H - 2cp cl) - 2 cp cp]G3,X· (3.21) 

Done: 
3 3 J =--cl} HG3x. 
2 ' 

(3.22) 
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Pour 3emc terme, on utilise la formule(3.13), on trouve: 

Q = K1 + K ,x +K,xx. (3.23) 

Avec, le premier terme donne par: 

1 
K1 = G4[Rab - 2R9ab], 

1 
= G4[Roo - 2RgooJ, 

1 
= G4[Roo + 2R]. 

D'apres les calculs on obtient: 

K1 
2 . 1 2 . 

G4 [-3(H + H ) - 2(-12H - 6H)], 

= G4 [- ~(H2 + H ) + l (12H26H)]. 

Done: 
6 2 

K1 = 2H G4. (3.24) 

Et le deuxieme terme a la forme: 

K ,x = G4,x[AaAcRbc + AbAcRac - AcAdgabRcd - ~ ( 'VaAb)( 'VcAc) 

-l(\7bAa)(\7cAc) - lAe('Vc'VaAb) - lAb('Ve'VaAc) 

-~Ae('Ve'VbAa) - -')
1 

Aa('Ve'VbAe) + ~Ab ('Ve'VCAa) 
2 ~ 2 

-l Aa (\7 e 'Ve Ab) - ~ (\7 bAe) ('Ve Aa ) + (\7 eAb) ('Ve Aa) 

-~ (\7 aAe)(\7c Ab)+ ~9ab(\7cAe)( \7 dAd) - Acgab(\7 d'VeAd) 

+~9ab( \7 eAd)('Vd Ac) - -2
1 

AaAbR + (\7 aAC)('VbAc) 
2 

+Ae(\7b\7aAe) - Ac9ab(\7d\7dAc) - Dab(\7dAc)(\7dAe)]. (3.25) 
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On obtient: 

I<,x = G4,x[AoAcRoc + AoAcRoc - AcAdgoo Rcd - t ('VoAo)('VcAc) 

-t ('VoAo)('VcAc) - tAc('Vc'VoAo) - t Ao('Vc'VoAc) 

--
2

1 
Ac('Vc'VoAo) - ~Ao('Vc'VoAc) + ~Ao( 'Vc'VcAo) 

2 2 

-tAo('Vc'VcAo) - t (\7oAc)(\7cAo) + ('VcAo)(\7cAo) 

-t (\7oAc)(\7cAo) + t9oo('VcAc)(\7dAd) + Acgoo('Vd'VcAd) 

+t9oo('VcAd)( \7d Ac) - tAoAoR + (\70Ac)(\70Ac) 

+Ac(\70 'VoAc) - Acgoo(\7 d\7d Ac) - 900(\7 dAc)( 'Vd Ac)]. 

Apres simplification , on trouve: 

K ,x = G4,x[2AoAcRoc - AcAdgooRcd - ('VoAo) - Ac('Vc'VoAo) 

- Ao ('Vc'VoAc) - ('VcAo)('VcAo ) + (\7oAc)(\7cAo) - tAoAoR 

+t9oo('VcAc)(\7 dAd) + Acgoo (\7 d'VcAd) + t9oo (\7 cAd) ('Vd Ac) 

+('VoAc)('VoAc) + Ac('Vo'VoAc) - Acgoo(\7d\7dAc) 

- goo(\7 dAc )('Vd Ac)]. 

Maintenant on somme sur l'indice con obtient : 

K ,x = 
0 . 0 d . d . 

G4,x[2AoA Roo + 2AoA'Roi - A A 9ooRod - A'A 9ooRid - (\7oAo )(3 H<P + <P ) 
- A0('Vo\7oAo ) -Ai(\7i\7oAo ) - Ao('Vo'VoA0) - Ao('Vi'VoA;) - (\7oAo )(\7°Ao) 

. 0 . 1 
- (\7iAo)(\71Ao) + ('VoAo)(\7 Ao)+ (\70Ai)(\72Ao) - 2 AoAoR 

1 . . 0 d . d 
+ 29oo(3H<P + <P)(3H<P + <P) +A 9oo (\7d\7oA) + A' goo (\7d\7;A ) 

+t 9oo('VoAd)(\7dA0) + t 9oo(\7;Ad)(\7dAi) + (\7oA0)(\7oAo) 
. 0 . 0 d 

+(\70A2 )( \70Ai) +A ('Vo'VoAo) + A' ('Vo'VoA) - A 9oo(\7d\7 Ao) 
. d d 0 d . 

- A2goo (\7d\7 A;) - 9oo (\7dAo) (\7 A) - 9oo (\7dAi)(\7 A 2
)] 
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Apres simplification,on a: 

K ,x = 
0 0 d . 

G4,x[2AoA Roa - A A 9ooRod - (\7oAo)(3H ci> +cl>) 
0 . . 1 

- Ao ('Vo'VoA) - Ao(\7i\7oA') - (\7iAo )(\7'Ao) - 2AoAoR 

. 1 . . 
+(\7oAi)(\7'Ao) + 29oo (3Hci> + <1> )(3Hci> +cl>) 

0 d) 1 d 0 1 d i -A 9oo(\7d\7oA + 29oo(\7oAd)(\7 A )+ 29oo(\7iAd)(\7 A ) 
0 . 0 d 

+('VoA )('VoAo) + (\7oA')(\7oAi) - A 9oo(\7d\7 Ao) 

- 900(\7 dAo)(\7d A0) - 900(\7 dA)(\7d Ai)]. 

On somme sur 1 'indice d, on a: 

K ,x = 
0 0 0 . 

G4,x[2AoA Roa - A A 9ooRoo - (\7oAo)(3H <1> + <1> ) 
- Ao(\7o\7oA0) -Ao(\7i\7oAi) - (\7iAo)(\7iAo) + (\7oA)(\7;Ao ) 

1 1 ·2 0 0 0 . 
-2AoAoR+ 29oo(3Hci> + <1> ) -A 9oo(\7o\7oA) - A 9oo(\7i\7oA') 

1 00 1 0 1 0 
+-

2
9oo(\7oAo)(\7 A ) + ?9oo (\7oAi)(\7' A ) + - 900(\i'iAo)(\7 A') 

~ 2 
1 . . 0 . 0 0 

+2900(\7iAj)(\7JA1
) + ('VoA )( 'VoAo) + (\70A1·)(\70A) - A 900(\70\7 Ao ) 

o · oo o o · -A 9oo (\7i\7' Ao) - 9oo(\7oAo)(\7 A ) - 9oo(\7iAo )(\7' A ) - 9oo(\7oA;)(\7 A1
) 

-9oo(\7jAi)(\7j Ai)] . 

Finalement, on trouve !'expression suivante: 

K ,x = 
3 00 2 . 3 2 . 9 2 ? 1 . 2 

G4 x[--9 AoAo (H + H ) - - AoAo(- 3H - H ) - -H cI>- - -<1> 
, 2 2 2 2 

. 1 ( ) ( 0 00) 3 2 0 0 -3Hci>ci> - 2 V'oAo \7 Ao9 + 29ooH AoA - 3Hci>(\7oA ) 

- (\7oAo)(\7oA0) - 9oo (\7oAo)(\7° A0) - 3gooH 2 AaA0 - <t (\7oA0)]. 

L'expression finale apres simplifications est donnee par: 

12 2 2 
K ,x = -2H <1> G4,X · (3.26) 
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Et le dernier terme dans Q est definit comrne : 

K ,x x = G4,xx [ ~Ac Ad(\7 aAb )(\7 dAc ) - ~AbAc(\7 aAd)(\7 dAc) + ~Ac Ad(\7bAa)(\7 dAc) 

-~AaAC(\7bAd)( \7 dAc) + AbAC(\7 aAc)(\7 dAd) + AaAC(\7bAc)(\7 dAd) 

On trouve: 

- ~AaAb(\7 cAc)(\7 dAd) - ~AbAc( \7 dAc)(\7d Aa) - ~AaAc(\7 dAc)(\7d Ab) 

+~AaAb (\7dAc)(\7dAc) - AcAd9ab(\7dAc)( 'VcAe) - AcAd('VaAc)(\7hAd) 

+Ac Adgab(\7 cAc)(\7e Ac)]. 

K ,xx = G4,xx [ ~Ac Ad(\7 oAo)(\7 dAc) - ~ AoAc(\7 oAd )(\7 dAc) + ~Ac Ad(\7 oAo)(\7 dAc) 
~ 2 2 

- ~AoAc(\?oAd ) ( \7 dAc) + AoAc(\7 oAc)(\7 dAd ) + AoAc(\7 oAc)(\7 dAd) 

-~AoAo( \7 cAc)(\7 dAd) - ~AoAc ( \7 dAc) (\7d Ao ) - ~AoAc(\7 dAc )(\7d Ao) 

+~AoAo(\7 dAc )(\7d Ac) - Ac Adgoo(\7 dAc)(\7 eAe) - Ac Ad(\7 oAc)(\7 oAd) 

+Ac Adgoo(\7 eAc) ('Ve Ac)]. 

Apres simplification on obtient: 

K ,x x = G4,xx [Ac Ad(\7 oAo)(\7 dAc) - AoAc(\7 oAd)(\7 dAc) + 2AoAc(\7 oAc)(\7 dAd) 

-~AoAo ( \7 cAc)(\7 dAd) - AoAc(\7 dAc)(\7d Ao) + ~AoAo ( \7 dAc)(\7d Ac) 

- Ac Adgoo (\7 dAc) (\7 eAe) - Ac Ad(\7 oAc) (\7 oAd) + Ac Adgoo (\7 eAc) ('Ve Ac)] . 

Dans cette etape en somrne sur les indices c et d, et on trouve: 

K ,xx = G4,xx[A0A0 (\7oAo)(\7oAo) -AoA0 (\7oA0 )(\7oAo) -AoA0 ('Vok )(\7iAo) 
. 1 . . 

+2A0A0 (\70A0 )(3Hqi + qi) -
2

AoAo(3Hqi + qi)(3Hqi +qi) 

- AoA0 (\7 oAo )(\7° Ao) - AoA0 (\7iAo)(\7; Ao) + ~AoAo (\7 oAo)( \7° A0
) 

1 0 1 0 1 . . 
+2AoAo(\7iAo)(\7' A ) + 2AoAo(\7oAi)(\7 A') + 2AoAo (\7jAi )(\71 A') 

- A0A0goo (\7oAo )(3H qi + <i> ) - A0 A0goo('VeAo)(\7eAo) - A0A0 (\7oAo )(\7oAo )] . 
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Apres les simplifications, on a: 

K ,xx = G4,xx[A0A0(\7oAo)(\7oAo) - A0gooA0(\7oA0)(\7oAo) 
0 0 . 1 . 2 

+2A 9ooA (\7oAo)(3H<I> +<I>) - 2AoAo(3H<I> +<I>) 

-gooA0 A0(\7oAo)(\7° Ao)+ ~AoAo(\7 oAo)(\7° A0) 
2 

3 . . 0 0 . 
+2AoAo(\7iA;)(\7'A') - A A 9oo(\70A0)(3H<I> +<I>) 

-A0 A0goo(\7 oAo)(\7° Ao) - A0 A0(\7 oAo)(\7 oAo)] . 

Done: 

K ,xx 
2·2 2 3· 2·2 9 4 2 G4,xx[<I> <I> - <I> (\70Ao)(\70Ao ) + 6<I> <PH+ 2<I> <I> - 2<I> H 

-~<I>2cP2 -3<I>3cPH - ~<I>2<i>2 + ~<I>2 (a2HAo)(a-2HAo ) - 3AoAo <I>H (\7oAo) 
2 2 2 

-<I>2 (\70Ao)(\70Ao) - 9oo<I> 2 cP(\7°A0) - <I>2(\70Ao)(\70Ao )]. 

La forme la plus simple est donnee par: 

6 4 2 
K ,xx = -2<I> H G4,XX · (3.27) 

La forme finale de Q est: 

Q = ~H2G4 - 2H2<I> 2G4x - <I>4H 2G4XX· 2 , , (3 .28) 

Done, le premier composante de tenseur d'Einstein est comme suit: 

Goo= G2 - <I> 2G2,x - 3<I>3 HG3,x + 6[H 2 G4 - 2H2 <I>2G4,X - <I>4H2 G4,xx]. 
(3.29) 

Et la premiere equation de Friedmann est alors donnee par: 

Goo= PM= Pm+ Pr· (3.30) 

ou PM est la densite effective Pr est la densite de rayonnement et p
111 

est la 
densite de matiere, 

D 'apres la formule (3.29) et (3.30), on obtient: 

PM = G2 -<I>2G2,x-3<I>3 HG3,X +6H2G4 -6(2G4.x + <I> 2 G4,XX )H2<I>2. (3.31) 
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B) a= 1, b = 1 : 
Le P'r terme dans les equations d 'Einstein s'ecrit comme: 

I 
1 1 

-2911G2 - 2A1A1G2,x , 

1 
--911G2 

2 

Done: 
1 2 

I= --a (t )G2 2 . (3.32) 

Le second terme est donne par: 

J = [lA1Ac(\71Ac) + lA1Ac(\71Ac) - lA1A1 (\7cAc) -lAcAd911 (\7dAc) ]G3,x , 

[ l ad ) l id ] -2A A 9n (\7dAo - 2A A 9n (\7dA) G3,x , 

[ loo ) lo i ] -2A A 911 (\i'oAo - 2A A 9n (\7iAo) G3,x , 

1 0 0 l [-2A A 911(\i'oAo ) G3 ,X· 

L'expression finale est: 
1 2 2. 

J = 2a (t)1> 1>G3,X· 

Et la variation du 1 er terme en Q s'ecrit: 

K1 
1 

G4 [Rn - 2R911J, 

2 2. 1 2 ·2 ] G4 [a (t)(-3H - H) - 2(-12H - 6H)a (t). 

La forme generale est donnee par: 

1 2 2 . 
K1 = - 2a (t)G4 [6H + 4H]. 
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Maintenant d 'apres la relation (3.25) , nous avons: 

K ,x = G4,x [A1AcR1c + A1AcR1c - AcAdguRcd - ~('\i'iA1 )( V7cAc) - ~ (V7 1 A i)( V7cAc) 

-~Ac (V7cV7 1A1) - ~A1 (V7cV71Ac ) - ~Ac(V7cV71A1 ) - ~A1 (V7cV71Ac) 

+~A1 ( V7c V7cA 1 ) - ~A1 ( V7c V7cA1 ) - ~ (V71Ac)( V7cAi) + (V7cA1 )( V7 r. A1) - ~ ( V7 1Ac)(V7 r.Ai) 

+~gn (V7cAc)(V7dAd) -Acgn (V7dV7cAd) + ~gn (V7 cAd)(V7dAc) - ~A1A1R 
+ (V71Ac)(V71Ac) + Ac(V71 V71Ac) - Acgll (V7 d \;i'd Ac) - 9ll (V7 dAc) (\;i'd Ac ). 

Apres les simplifications et sommation sur l'indice c on obtient: 

K ,x = G4,x[-A0 A0 a2 (t )Roo - (V71A1 )(3HcI> +ii>) - A0(V70V71A1 ) 

- (V71A1 )(V71A1 ) + ~a2 (t)( 3HcI> + ii>) 2 - A0 a2 (t )(V7dV7oAd) 

1 2 ( ) ( ) d 0) 1 2 ) ) d i 1 +2a t V7oAd (V7 A + 2a (t (V7iAd (V7 A ) + (V71A )( V71A1) 

+A0(V71 V71Ao) - A0a2 (t) (V7 d\;i'd Ao) - a2(t)(V7 dAo)(V7d A0
) - a2(t) (V7 dAi) (V7d Ai)] . 

On somme sur l'indice d, on trouve: 

002 . 0 12 '2 K,x = G4,x[-A A a (t)Roo - (V71A1 )(3HcI> +cl>) - A (V70V71A1) + 2a (t)(3HcI> + cl>) 

-A0 a2 (t)( V7oV7oA0
) -A0a2(t)(V7iV7oAi) + ~a2 (t)(V7oAo)(V7°A0 ) - (V71A1)( V71A1) 

12 . . 1 0 02 0 +2a (t)(V7iA)( V7 2A')+(V71A )(V71A1 )+A (V71V71Ao) -A a (t)(V7oV7 Ao) 

-A0a2 (t)(V7iV7iA0) - a2 (t)( V7oAo)(V7° A0
) - a2(t)(V7iAi)( V7iAi)]. 

2 00 2. 2 . 0 K ,x = G4,x[3a (t)A A (H + H ) - a (t)Ao H (3 HcI> +<I>) - A (V70 V71A1 ) 

+~a2(t)(9H2<I>2 + ii>2 + 6H<I>ii>) -Aoa2 (t)(V70V70Ao) - Aoa2(t)(V7iV70Ai) 
2 

+~a2 (t)(V7oAo)(V7°A0 ) - (V71A1)(V71A1 ) + ~a2 (t)(V71A1)(V7 1A1 ) 
+(V71A1)(V71A1) + A0(V71 V71Ao) - A0a2(t)(V7oV7° Ao) 

-A0a2(t)(V7iV7iAo) - a2(t)(V7oAo)(V7° A0
) - 3a2(t)(V71A1)(V71 A1)]. 
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Alors: 

K.x = 1a2(t)«I:>G4,x [6H2 <I> + 4H<i> + 4H«I:>]. 

Et le troisieme terme est exprime comme: 

K ,xx = G4,xx [1AcAd(\71A1 )(\7dAJ -1A1Ac( \71Ad)( \7dAc) + 1AcAd( \71A1)( \7dAc) 

-1A1Ac(\71Ad)( \7dAc) + A1Ac(\71Ac)( \7dAd) + A1Ac( \71Ac)( \7dAd) 

--2
1 

A1A1 (\7cAC)(\7 dAd) - ~A1Ac(\7 dAc)(\7d A1) - ~A 1Ac( \7 dAc)(\7d Ai) 
2 2 

1 
+2A1A1 (\7dAc)(\7dAc) -AcAdg11 (\7dAc)(\7eAe) - AcAd(\71Ac)( \71Ad) 

+Ac Adgab(\7 eAc) (\7e Ac)] . 

On fait la sommation sur c et d dans K ,xx , on trouve: 

K ,xx = 
loo l oo 

G4,xx [2A A (\71A1 )( \70Ao) + 2A A (\71A1)(\70Ao) 

- A0 A0gu (\7oAo )(3H«I:> + <i> ) - A0 A0(\71Ao)(\71Ao) + A0 A0gu (\7eAo)(\7e Ao )] . 

Apres les simplifications on obtient: 

[l 0 0 1 0 0 
I(xx = G4,xx 2A A (\71A1)(\70Ao) + 2A A (\71A1 )( \70Ao) 

- A0A0a2 (t) (\7oAo )(3H«I:> +cl>)+ A0A0a2 (t)(\7eAo)(\7eAo)J, 
2 . 3 

2a (t) H<I><I> G4,XX· 

Done: 
4 2 . 3 

K,xx = 2a (t) H<I><I> G4,XX· (3.34) 

La forme generale de Q est : 

Q = 1 { -a2 
( t) G 4 [6H2 +4H] +a2 

( t)«l:>G4,x [6H2 '1:> +4H <i>+4H <I>] +4a2 
( t)H <i><I>3G4,xx}. 

Finalement, l'equation d 'Einstein (1,1) s'ecrit: 

2 2 . 2 . 
Gu = a (t){-G2 +«I:> <l>G3,x - G4[6H + 4H] 

+«I:>G4,x[6H2 '1:> + 4H<i> + 4H<I>] + 4H<i><I>3G4,XX H<i>«I:>3}.(3.35) 
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Et: 
G11 = a2(t )PM. (3.36) 

a partir de laquelle on identifie la pression effective: 

- PM = G2- <I> 2<i>G3,x+2G4[3H 2+ 2Hj-2<l>G4,x [3H 2 <I> + 2H <i>+2H <I>]- 4H<i><I>3G4,xx . 
(3.37) 

On passe maintenant a !'equation de mouvement du champ de Proca. 
D'apres le resultat (3.14) , on a: 

Done: 

L = - AaG2,x , 

-A0 G2,X· 

L = -<I>G2,x . 

Pour le 2 eme terme, on ut ilise la forme (3.16): 

Done: 

W = [Ab("<;r Ab) - Aa(\7bAb)]G3,x 

W = [Ab(\7° Ab) - A0 (\7bAb)J G3,x 

[A0 (V0 A0 ) - A0 (3H <I> + <i> )]G3,x 

[<I> (\7° Ao) - <I> (3H <I> + <i> )] G3,x 

W = -3<1> 2 H G3 x 
' 

Nous calculons le dernier terme clans 8 S3 . On a: 

(3.38) 

(3.39) 

N = G4,x [- 2(\7a\7bAb ) + 2(\7b\7a Ab) - Ab Rab]+ G4,xx [- 2Ab(\7a Ac)(V'cAb ) 
+2Ab(\7a Ab) (\7 cAC) - Aa(\7 bAb)(\7 cAC) + Aa(\7 bAc) (\le Ab )]. (3.40) 

On fait la sommation sur a, on obteint: 

N = G4,x [- 2(\7°\7bAb) + 2(\7b\7°Ab ) -AbRob] + G4,xx [-2Ab(\7°Ac)(V' c.Ab ) 
+2Ab(\7° Ab )(V'cAc) - A0 (\7bAb)(V' cAc) + A0 (\7bAc)(V'cAb )] 
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On somme sur l 'indice b, on obt ient: 

N = G4,X [-2(V'0 V' oA0
) - 2(V'0 V'iAi) + 2(\i' o V'0 A0

) + 2(\i'i V'0 Ai) - A0 ~o] 

+ G4,xx [-2A0 (V'0 Ac)(V'cAo) + 2A0 (V'0 Ao)(3H<I> + ii> ) 

- A0 (3H<I> + ci> )(3 H<I> + ci> ) + A0 (V'oAc)(\i'cA0
) + A0 (\i'iAc)(\i'cAi)] 

G4,x [-2(V'0V'oA0
) - 2(V'0 V'iAi) + 2(V'oV'0A0

) + 2(V'iV'0Ai) - A0~0] 

+G4,xx [-2A0 (V'0Ac)(V'cAo)2A0 (V'0Ao )(3H<I> + ci> ) - A0 (3H<I> + ci> )2 

+ Ao (\i' oAc) (V'c Ao) + Ao(\i'iAc) (V'c Ai)] 

Apres simplificat ion on trouve !'expression si dessous: 

N = G4,x [-2(V'0 V'iAi) + 2(V'iV'0Ai) - A0~o] + G4.xx[- 2A0 (V' 0A0 )(\i'oAo) 

-2A0 (V'0 Ai) (\i'iAo ) + 2A0 (V'0 A0 )(3H<I> + ci> ) - A0 (3H<I> + ci> )2 

+Ao(V'oAo)(\i'o Ao)+ Ao(\i'oAi)(\i'iAo) + Ao (\i'iA) (\i'iAi) + Ao (\i'iAo )(\i'o Ai)]. 

Apres les simplifications on obtient le resultat suivant: 

N = -6H2G4.X - 6H2<I>3G4,XX· (3.41 ) 

On utilise les equations (3.38) , (3.39) et (3.41), on obteint l'cquation du 
champ par rapport a Aa. C'est l 'equat ion de mouvement du champ de Proca. 

- <I>G2 x - 3<I>2 HG3 x - 6H2G4 x - 6H 2 <I>3G4 x x = 0. 
} l ' ) 

Alors la forme plus simple est donnee par: 

<I> (G2,x + 3<I>HG3,X + 6H2<I>G4,X + 6H2 <I> 2G4,xx) = 0. (3.42) 

3.3 .1 Exemple de Modele Cosmologique 

On fait le choix suivant: 

<I>P ex H-1 <===:} <I> rv t°'. (3.43) 

ou p est une constante positive. 
On considere <I> positive, et on choisit les fonctions G2,3,4 comme: 

G2 (X ) = bzXP2 + F , 
M2 

G3(X ) = b3X P3
, G4 (X ) = _E!:. + b4XP4

. 
2 

(3.44) 

28 



ou p3 = HP+ P2 - 1 ); p4 = (p + P2), M;1 est la masse de Planck et b2,3.4 

sont des constantes. Dans le cas specifique (p = 1 =? H- 1 ex <I> ) on retrouve 
le modele covariant du Galileen. 

Pour un champ de matiere, rayonnement ou matiere sans pression, on a: 

Et d 'autre part: 

Pr+ 3H(pr +Pr) 

Pm+ 3H(pm +Pm) 

1 
Pr = 3Pr> 

Pm = 0. 

0, 

0. (3.45) 

ou Pr est la pression de rayonnement et Pm represent pression de matiere. 
Nous remplac;ons cette quantite clans (3.45) on trouve les equations de 

continuite ordinaires suivant: 

Pr+ 4Hpr 

Pm+ 3Hpm 

On introduit les variables sans dimensions: 

b2<t>2p2 
y 3M2 H22P2 ' pl 

0, 

0. 

f3 -i -
Pibi (<I> H) i-2 . 

2P;-P2p2b2 

Et les parametres de densites sans dimensions: 

Pr 
Dr = 3M;zH2' 

Pm 
nm = 3.M;zH2 ' 

D'apres l'equation (??), on a: 

nDE = 1 - nm - Dr . 

<I>(G2,x + 3<I> H G3,x + 6H 2<I>G4,X + 6H 2 <I> 2G4.XX) = 0. 

Et pour <I> -=f. O,on obtient la contrainte suivante: 

1 + 3(33 + 6(34( 2p + 2p2 - 1) = 0. 
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a partir de laquelle on obtient: 

1 
/33 = 3[-l - 6/34(2p + 2p2 - 1)] . (3.52) 

Pour trouver la forme de !'expression du parametre d'energie sombre, on 
utilise !'equation (3.31) : 

PM= G2-<P2G2,x-3<P3HG3,x+6H2G -6(2G4,x-<P2G4,xx)H2'P2. (3.53) 

comme: PM= Pr+ Pm, done: 

Pr+ Pm= G2 - <P2G2,x - 3<P3 HG3,x + 6H2G - 6(2G4,X - <P2G4,XX )H2<P2, 

1 
nr+nm = -

3
M2 u2 {-b2-FX-P2 +<P2p2b2X- 1 +3<P3Hp3b3X- 1 -3H2M~1 -6H2b4X, 

pl 

Et: 

1-0r-nm 1 { T 2 2 3 2 2 <t;>2 -- -b2 - FX-P2 + <P P2b2 - + 3<P Hp3b3 - - 6H b4-3M2 s2 <f;>2 <t;>2 2 
pl 

+12H2<P2p4b4 + 6H2<P4p4b4(p4 - 1) ; 2 }. 

Et comrne nDE = 1 - nr - nm, on obtient: 

[lDE = __ /3_y __ 
P2(P + P2) 

(3.54) 

avec /3 = - p2(P + P2) + 6p~/34 (2p + 2p2 - 1). On choisit b2 sous la forme, 
b2= -m2111;p-p2

), avec m un terme de masse et on definit une autre quantite 

sans dimension: >. = ( 11jp1 
r ~· On utilise les equations (3.48),(3.54) et la 

forme de >. pour trouver !'expression de la composante temporelle: 

ip2P2 = b2 
3M2 s22p2Y· 

pl 

Et de la relation donnant nDE on tire y : 

P2(P + P2) ODE· 
y = /3 
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En rempla<;ant (3.56) et b2 clans (3.55), on obtient: 

2 3llf;12P2 H2 P2(P + P2) 
<I> P2 = - - DDE 

M:?-p2) m2 /3 . 

D'autre part , on a: 

( ~) 
2 

= A 2 
( f\;1 

) 

2

P (3.57) 

Done: 

g>2P2 = -3A22p2 pl P2(P+P2),., 
( 

]lf2p+2p2) 
g>2p p HDE· 

Et: 
g>2P2+2p = _ 3A22P2 M2p+2p2P2(P + P2) D 

pl f3 DE· 

Done, l'expression finale de <I> donnee par: 

«I>=M [-3A22p2P2(P+P2)D ]2<P~P2l pl f3 DE · (3.58) 

Pour <I># 0, on considere l'equation de mouvement du champ de Proca et la 
deuxieme equation de Friedmann: 

{ 
!t_{G2,x + 3G3,x H«I> + 6G4,xH2 + 6G4,xxH21>2} = 0, 

G2 - G3 ,x1>2~ + 2G4[3H2 + 2H] - 21>G4,x[3H21> + 2H~ + 2H«I>] - 4G4 ,xxH~1>3 =-PM· 

De ces equations nous pouvons extraire <I> et H, ce qui nous permet d'avoir: 

D'vE 

n' r 

(1 + s)DDE(3 +Or - 30DE) 
1 + sf2DE 

(1 - Or+ (3 + 4s)ODE 

1 + sODE 

(3.59) 

(3.60) 

avec O'vE et n~ ou la derivation est effectuee par rapport a N = ln a, et ou: 

8 = P2 
p 

Le parametre d'etat effectif est defini par: 

p 
Weff = p 
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ou P est la pression totale et p est la densite totale. 
D'apes le premier equation de Friedmann on a: 

On trouve: 

Et qui s'ecrit conllile: 

1 
H 2 = - p 

3 

2H 
Wej f = l - 3H 2 . 

D _ 3(1 + s)DDE 
r . 

Wcff = 3(1 + sDDE ) 

En ecrit les equations (3.31) et (3.37) sous la forme effect ive: 

Done: 

3H2M 2 
pl 

M;1(3H 2 + 2H) 

PM + PDE > 

- PDE - P. 

(3.62) 

(3.63) 

(3.64) 

3H2 M;1 = PM- [G2 -1>2G2,x - 31>3 H G3,x+6H 2
(- f\ ~;1 

+b4XP4 )- 6(2G4,x+1>2G4.XX )H 21>2]. 

(3.65) 

M;1(3H 2 + 2H) 
2 · M;1 2 · 

-P- [G2 - G3,x cl> cl>+ 2(- 2 + b4X P4 )[3H + 2HJ 
2 . . . 3 

- 21>G4,x [3H cl> + 2Hcl> + 2Hcl>] - 4G4,xx H1>1> I3.66) 

En comparant (3.65) et (3.66) avec (3 .64), on obtient : 

PDE = -G2 + 1>2G2,x + 31>3 H G3,x - 6H 2g4 + 6(2G4,X + 1>2G4,xx )H 21>2. 
(3.67) 

Et: 

2 . 2 . 2 . . . 3 
P DE = G2- G3,x cl> 1>+2g4 [3H + 2H]-21>G4,x [3H 1>+2H1>+ 2Hcl>]-4G4,xx H1>1> . 

(3.68) 
avec: g4 = b4 XP4. 
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On definit !'equation d 'etat de l'energie sombre, WDE = PD F:: 
PDE 

G2 - G3 x<l>2 ~ + 2g4 [3H2 + 2H] - 2<l>G4 x [3H2<l> + 2H~ + 2H<I>] - 4G4 xxH~<I>3 

WDE = ' ' ' 
-G2 + <I>2G2,x + 3<1> 3 HG3.x - 6H2g4 + 6(2G4,X + <l>2G4,XX )H 2<l> 2 

On pcut rccrire WDE sous la formc simplifiee. 

3(l+s) + sDr 
WD E = - 3(1 + s SlDE ) 

(3.69) 

(3.70) 

Finalement la dynamique cosmologique du modele etudie est reduite a 
solutionner un systeme d'equations forme par les equations (3.59), (3.60), 
(3.65) et (3.70). En outre la solution dormant Weff permet de deduire le 

parametre de Hubble en utilisant la definition Weff = 1 - HJ2 et a partir de 
laquelle en recouvre le facteur d 'echelle a( t ). 
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Chapter 4 

Conclusion 

Dans ce memoire, nous avons etudie dans un cas particulier la dynamique 
cosmologique d'un univers FLRW plat dans la theorie de Proca generalisee. 
La question si ce modele est viable et peut realiser les phases cosmologiques 
standards, la phase de radiation, la phase de matiere et la phase de de Sitter , 
est restee sans reponse jusqu'a la solution numerique des equations donnees 
par (3.59), (3.60) , (3.63) et (3.70). En outre le comportement de du champ 
de Proca (quintessence, fantome ou quinton) est pour le moment inconnu. 
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