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Dans la diffusion des particules relativiste par une barriére du potentiel, il a été constaté que

lefl

de I’onde réfléchie par la barriere peut étre supérieur a celui de ’onde incidente [1, 2]. Ce

paradoxe de Klein, connu sous le nom "Paradoxe de Klein a trouvé une justification théorique

aprés l'introduction de la théorie de trous de Dirac qui a prédit ’existence d’antiparticules

associées aux particules. D’aprés cette théorie, le vide n’est pas vraiment vide mais une mer de

Dirac qui contient des particules virtuelles ont une énergie négative. La transition des particules

virtuelles de la mer de Dirac en particules réelles par 1’effet tunnel est accompagnée la création

des paires particule-antiparticule au voisinage de la barriere [3].

L

‘effet de la création des particules en électrodynamique a été étudié pour la premiére fois

par Schwinger en utilisant la méthode du lagrangien effectif de Schwinger [4]. Au début des

années 50, Schwinger a montré dans le cadre de la théorie quantique des champs que ’amplitude

de tr

ansition vide-vide pour un champ spinoriel peut étre exprimée par 'intermédiaire d’une

action effective

A(vac — vac) = exp(iSess) = exp (z/d“x Leff> , (1.1)

ou L.¢s est dit le lagrangien effectif de Schwinger.

L

Dans

a probabilité de transition vide-vide est alors

Poac—vac = €xp (—2Im S,¢5) = exp (——/d41: 2Im Leff> : (1.2)

ce cas, la probabilité de création des particules peut étre donc extraite de la partie

imaginaire de Seyf

Ici, 2

Pcreat. = 1 — | A(vac — va,c)|2 ~ /d4x 2Im Ls. (1.3)

Im L.y est la probabilité par unité de temps par unité de volume de créer des particules

4 partir du vide.

P

our un champ électrique constant L.ss a été exactement calculé [4, 5]. Le résultat est que

la probabilité de création des paires des particules par un champ électrique constant d’intensité

E est donnée par

En p

PR 1 m?
QImLeff = —Zﬁ— Z Fexp (—TL?T£> . (14)
n=1

résence d’un champ magnétique H paralléle a E, la probabilité (1.4) devient (6]

2EH (11 H .
2Im Lesy = £ Z — coth (mrf) exp <—n7r—"—1—) : (1.5)

472 n ek
n=1




1. IrL:roduction générale 5

A partir de (1.5) nous pouvons voir que Pcreqa:. = 0 quand E = 0 méme si H # 0, ce qui montre

3

qu

champ magnétique pure ne crée pas des particules.

Par ailleurs les résultats (1.4) et (1.5) sont réobtenus suivant plusieurs approches et pour

d’autres cas comme par exemple le champ électrique variable [5, 7, 8], la création de particules

de spin quelconque [9, 10] et la création des particules dans un espace & dimension quelconque

[11]. Notons que la généralisation au cas de spin quelconque montre la manifestation des effets

statistiques. Si nous considérons par exemple les particules de spin 0, ou la probabilité Pereq:.

est

et

nous pouvons voir qu’un facteur (—1

donnée par [12]
e2E? IX (=1 m?
= g 1'
e2EH X (-1)™! H m?
_ il i 1.7
Pereat. = n§=1 — (mr E) exp ( - E) ) (1.7)

)" est survenu & cause de la statistique de Bose-Einstein et

un facteur % due 4 la minimisation des degrés de liberté par rapport aux particules spinorielles.

Comme dans le cas des champs électromagnétiques, il a été montré dans le cadre de la théorie

quantique des champs dans un espace courbe que les champs gravitationnels peuvent créer des

paires particule-antiparticule & partir de vide [13, 14, 15, 16, 17]. L’étude de ce phénomene

nécessite une définition de 1’état du vide pour les champs quantiques de la matiére. Cependant,

il est bien connu que dans un espace courbe, il n’y a pas de définition absolue de 1’état du vide

et la notion de particules n’est pas complétement claire[18]. Dans un univers en expansion, la

création spontanée des particules aura lieu quand le vide devient instable; I’état du vide défini

dans le passé se différe de I’état du vide dans le futur.

des

Dans la littérateur, nous trouvons plusieurs travaux qui traitent le probléme de la création

particules dans un univers de de-Sitter [19, 20, 21, 22, 23, 24]. Les cas considérés sont la

création des particules de spin 0, les particules de spin 1/2 ainsi que I’effet du champ électrique

sur

la. création de particules 4 une dimension et & 3 dimensions. Dans ce travail, nous nous

proposons d’étudier l'effet du champ magnétique sur la création des particules de spin 1/2 dans

un

univers de de-Sitter.

Pour étudier le phénoméne de création de paires de particules a partir du vide par nous

pouvons utiliser plusieurs méthodes comme par exemple la technique des intégrales de chemins

[25, 26], la méthode semi-classique complexe [27, 28, 29], la technique de la transformation de

Bogpliubov reliant les états "in" avec les états "out" [11, 30], la méthode de projection basée
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sur le calcul de la fonction de Green [31, 32, 33]. Nous utilisons dans ce mémoire le formalise

de la matrice S basé sur la transformation de Bogoliubov.

Ce mémoire se compose de six chapitres.

Dans le deuxiéme chapitre, nous introduisons la méthode canonique de Bogoliubov pour dé-

terminer la probabilité de création d’une paire de particules et le nombre de particules créées.

Nous commencons, d’abord, par la quantification canonique du champ scalaire libre puis nous

considérons le cas d’un champ scalaire dans un univers en expansion. Comme exemple d’illustra-

tion nous considérons ’espace de de-Sitter ou ’équation de Klein Gordon admet des solutions

exactes et analytiques. A partir des coefficients de Bogoliubov nous calculons la probabilité de

création d’une paire de particules et la densité des particules créées.

Dans le troisiéme chapitre, nous étudions 'effet du champ électrique sur la création de

particules scalaires dans un univers de de-Sitter. En premier lieu, nous cherchons la solution

de I’équation de Klein Gordon. Ensuit nous allons classer les solutions exactes en états "in" et

"out", en admettant que les états d’énergie positive et négative se comporte comme les solutions

semi-classique de 1’équation d’Hamilton-Jacobi.

Dans le quatriéme chapitre, nous nous proposons d’étudier 'effet du champ électrique sur la

création de particules de spin 1/2 & partir du vide dans I’espace de-Sitter. En introduisant une

transformation unitaire, nous pouvons obtenir les solutions exactes de 1’équation de Dirac avec

un champ électrique. A I'aide de la transformation de Bogoliubov nous calculons la probabilité

de création de paires particules et la densité de particules créées.

Dans le cinquiéme chapitre, nous étudions I’effet de champ magnétique sur la production de

particules dans un espace-temps de Sitter & quatre dimensions. En premier lieu, nous cherchons

les solutions de ’équation de Dirac. Ensuite, nous étudions le comportement de ces solutions

pour définir les états "in" et "out". En derniére étape, nous calculons la probabilité de création

d’une paire et la densité des fermions créés & partir des coefficients de Bogoliubov.

Le dernier chapitre est réservé pour une conclusion générale.



Chapitre 2

Cliéation de particules en expansion de

l’\lnivers

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous proposons de montrer comment dériver la probabilité de création
d’uné paire de particules scalaires et la densité des particules créées en présence d’un champ
gravi}tationnel dans un univers en expansion par la méthode des transformations de Bogoliubov.
Nous commencons par la quantification canonique du champ scalaire complexe libre puis nous
considérons le cas d’'un champ scalaire complexe dans un univers en expansion. Dans ce cas le
systéme n’a pas un vide bien déterminé et la notion de particules n’est pas claire. Ils existent
cepekdant des instants pour lesquels I'interprétation en particules est possible. Généralement,
ces ihsta.nts sont le passé et le futur lointains. Pour I'univers de de-Sitter, nous cherchons d’abord
les si)lutions de I’équation de Klein Gordon correspondante. Puis, nous comparons ces solutions
avec les solutions semi-classique ¢(n) ~ e**5. Cela nous permet de classer nos solutions en états

||in|| et uoutn.

2.2 Univers en expansion

j‘e modele standard de Friedmann-Robertson-Walker se repose essentiellement sur ’hypo-
these (le principe cosmologique) suivante; & grand échelle, I’univers est homogene, isotrope et

en elxpansion. Une conséquence mathématique du principe cosmologique est ’existence d’un sys-
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téme de coordonnées comobiles dans lequel la métrique & quatre dimensions de I’espace-temps

prend la forme

dr?
2 _ _ 342 2 2 92 2.1
ds dt +a(t)[l_KT2+rdQ] (2.1)
ou
dQ? = d6* + sin? §dy?, (2.2)

t est le temps cosmique et K est la courbure spatiale qui peut prend les valeurs suivantes

K = +1 pour un univers fermé
K = 0 pour un univers plat (2.3)

K = —1 pour un univers ouvert

L’équation de mouvement dans un champ gravitationnel est donnée par

d?r*  _, dz¥ds”
dr? ¥dr dr

(2.4)

ou 7 est le temps propre et I‘fw est la connexion affine, qui s’écrit en termes de la métrique
comme
Ty, = %g”’ [Gouw T Govps = Guv.p) (2.5)
Pour la métrique (2.1), les symboles de Chritoffel non nulles sont
ng = aag;;
éj = %5@' (2-6)
Fﬁj = kgi;z

ou o
- !
gij = 5ij + km (27)
L’expansion de 'univers est gouverné par équation d’Einstein
|
R, — Eg#,,g”‘R,\,C = —81GT,,, (2.8)

ou 7),, est le tenseur énergie-impulsion et R, est tenseur de Ricci défini par
by by by
R#V = Fy.)\,u = Fp,u,)\ + PZ)‘PWC - P:urim (29)

Ce tenseur est symétrique
R. =R, (2.10)
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Les composantes non nulles du tenseur de Ricci sont

R-ij = — (2.1(,' + 2(12 + aa) g‘ij
Ry = 2k (81590 — 6ugn) =7 (2.11)
Rgo = 32

Si nous contractons le tenseur de Ricci, nous obtenons

R =8nGT (2.12)
Le tenseur énergie-impultion s’écrit sous la forme

Ty =pgw + (p+ p) UU, (2.13)

dont |ses composantes sont donnée par

T =p(t), T%"=0, TY = g9a72p(t) (2.14)
Il vien que
R,, = —8nGS,, (2.15)
ou S, est donnée par
1
S[J,U = T[J,U . Egp,uT)?‘ (2.16)
avec ses composntes
1
Sy = 5(p—p)a’e; (2.17)
1
Soo = 3 (p+3p) (2.18)

En substituant, d'une part, les composantes du tenseur de Ricci et d’autre part les composantes

du tenseur de S, dans ’équation d’Einstein, nous obtenons

a —47
i a\? k&
~+2 (E) +25 = 4_7rG' (p—p) (2.20)

En combinant (2.19) et (2.20), nous arrivons & ’équation fondamentale gouvernant I’expansion

de 'univers

(2.21)
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D’aprés la loi de conservation de 1’énergie
7%, =0 (2.22)

Nous avons une équation différentielle du premier ordre

a
Pk 35 (p+p)=0 (2.23)
En introduisant 1’équation d’état w
w=" (2.24)
p
Pour w constante ’équation (1.4) devient
i -3(14w)
= — 2425
P =Py (ao) (2.25)

ou p, la densité du fluide cosmique et ag est le rayon de l'univers observé actuellement avec
I'indice 0 dénote la valeur actuelle.
Selon la valeur de w on distingue trois cas

Un univers dominé par la matiére non-relativiste pour w = 0, (p = 0)

p=pg (5"—)—3 (2.26)

P = po (i) h (2.27)

p=A=c" (2.28)

2.3 Champs quantiques dans un univers en expansion

2.3.1 Champ scalaire libre

D’abord nous commencons par la quantification d’un systéme de champ scalaire libre. La

densité lagrangienne d’'un champ scalaire complexe libre s’écrit

L =18, — m*¢*p (2.29)
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avec la métrique Minkowskienne 7, = diag (1,-1,-1,-1)

ou le

La dynamique de ce systéme est régie par I’équation de Klein-Gordon suivante

(O+m?) g(z,t) =0 (2.30)
d’alembertien est donné par ,
0

i 2.31

O 5% A (2.31)

Les deux solutions linéairement indépendantes sont fi, (7 ,t) et f7 (r,t) avec

i (7,1) = Nei(t=F7) (2.32)

ot kg = V' k2 + m2et N est une constant de normalisation qui peut se déterminer & partir de

la condition

qui e
L

et

ou le
L

D’ap

comu

et

fife—fifi=2 (2.33)

xprime la conservation du courant

a solution générale de 1'équation de Klein Gordon est donc
a3k
P (7)775) @ ) [Akf (7,t) + Bpfy (7 . ,t)] (2.34)
Y a3k
@ (r,1) = o )3[Bka(r 1)+ A fe (7, 1)] (2.35)

_)
s amplitudes A et By sont de fonctions du vecteur d’onde k.

es moment conjugués associés aux champs ¢ (7, t) et ¢* (7 ,t) sont donnés par
= 'L/ 2= koN AKC (kot x r) B;{e—i(kot—?_r’)]

_ (2.36)
- =z/ BN (B i) g o7

Les ¢

rés la procédure de quantification, les opérateurs @ (7, 1), ( 7 ,t) vérifient les relations de
nutation suivantes -
[gb (7, 1) ,ﬁ(?,t)] =6 (r - 7) (2.37)
2(7,8),0(F,1)] = [#(7.8),#(7,8)] =0 (2.38)
hamps ¢ (7,t) et ©* (7,t) s’écrivent alors
— d*k % — 4N px >
p(T,t) = [a(R)f (7, 2) + b7 (k) f (7, 1)) (2.39)

(2m)°
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et

&3k

=] @y (k) fi (7, 1) + a(R) 2 (7, 1)) (2.40)

ot (7,1)

ou les opérateurs a(k), a* (k), b(k) et bt (k) vérifient les relation de commutation

et

[a (ic') ,m?}] - [b (1}‘) ,b*(?)} ) (E - ?) (2.41)
0 ()07 = [a () 2 (7)) = o (242)

Calculons maintenant le Hamiltonien du systéme. Par définition le Hamiltonien de ce systéme

est donnée par

H= / Bz (1o + T e p” = L) (2.43)
Par un calcul explicite nous obtenons
d3k o +
H= (27r)3k0 [a (k) a(k) + b(k)b (k)] (2.44)
De la méme maniére, nous obtenons ’'opérateur de charge
f BB ”
Q=i (27r)3 [a (k)a(k) — b(k)b (k)] (2.45)

Nous remarquons que H et @ sont diagonaux. Donc nous pouvons interpréter a+(l_5) et a(E)

comme des opérateurs de création et d’annihilation de particules et b*(k) et b(k) comme des

opérateurs de création et d’annihilation des antipartipaticules

et

Nous peuvent définir les opérateurs

1

a = Wa*’(k)a(k) (246)
N, = (2; SHCLD (2.47)

qui représentent respectivement le nombre de particules et le nombre d’antiparticules par rap-
port au vide |0) défini par N, [0) =0 et N;|0) =0 .

2.3.2 Champ scalaire complexe dans un espace courbe

Considérons maintenant le cas d'un champ scalaire complexe dans un espace courbe. La

métrique de FRW
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ds? = dt* — a®(t)dz? (2.48)
Nous introduisons le temps conforme 7 avec n = [ ;’% ,Jla métrique de FRW devient
ds* = a*(n)(dn® — dz?) (2.49)

ou a(n) est le facteur d’échelle qui indique la taille de 'univers & chaque instant.

L’action de systéme et donnée par

5= [ dov/=5 (o000 - (m + R (2.50)

ou ¢ est un parameétre numérique qui vaut dans le cas du couplage conforme

e %% (2.51)
Pour un espace-temps de quatre dimension nous avons
¢ = % (2.52)
D’apres le principe de moindre action, és = 0, I’équation de mouvement du champ scalaire est
L<9u(g“"x/—_.c1<9u<p) + (m® + E)so =0 (2:53)
V-9 6
Si nous introduisons le champ 1 (x,7) défini par
1
o(r,n) = am? (z,m) : (2.54)
nous obtenons i .

L - s +eR) - LDy =0 (25
avec A = 5‘% + 53—; + aa_:z eta (n) = ‘%’7(29. La grandeur scalaire R est le scalaire de Ricci défini
par ,

R= GZSEZ; (2.56)
Dans le cas du couplage conforme 1’équation de Klein Gordon devient
d? 2 2
— — A+ a*(n)m*| ¥ (z,n) =0 (2.57)

dn?
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(27)2

14
- Maintenant nous faisons la décomposition
d3k .
¥ (z,n) = 5 2(Z)ur(n) (2.58)
(2m)2
ol 3,(Z) est la fonction propre de 'operateur A avec la valeur propre —\2
(A +X) s (E) =0 (2.59)
Pour un espace plat les fonctions ;(Z) sont des ondes planes et 2 = k?, avec
/d?zk(f)z,:,- (%) = (2.60)
La fonction ux(n) vérifie I’équation différentielle suivante
LA
[%2- +w ] ’U,k(T]) = () (2.61)
avec
w? = k% + a®(n)m?.
Si ¢, (n) et @x (n) sont deux solutions qui vérifient la condition de normalisation
ei () @i (n) — @k () i (m) = 24, (2.62)
la solution générale de (2.61) est
uk(n) = axpy (1) + brpx (n) (2.63)
En insérant I’équation (2.63) dans la décomposition (2.58), nous obtenons
d3k * — * pond *
¥(z,n) = W[Wk(n)ﬂk (Z) a(k) + @x(n) > (£) b" (k) (2.64)
T
D’apreés la procédure de quantification nous avons pour le champ 1?)(9:, n)
- ek, o _ .o it
Y(z,n) = (2—%[% ()sa (2) a(k) + o ()35 (2) b7 (k) (2.65)
T
Dans ce cas son moment conjugué est
A~ d3k <+ * (N At .« — - 7
#(z,m) = 510 (n)24 (Z) &7 (k) + @i (m) e () b() (2.66)
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Par un calcul direct nous pouvons montrer que ’hamiltonien du systéme
H= / 43 () + Ty — L) (2.67)
peut s’écrire sous la forme
_l 3 s+ (TN~ (2N b (BYi+ (1 *L TN (b N (L
H= / &z [Ek (a (k) i (k) +h (k) b (k)) + Frb(F)a(=F) + Fubt (B)a* ( k)] (2.68)

avec
Ex (n) =@ ) +w? () loor (M)
Fx (n) = @} (n) + w? (n) ¢} (n)

On remarque que H n’est pas diagonal, il contient des termes mixtes. Pour une métrique asymp-

(2.69)

totiquement Minkowskienne le 1¢” couple (¢} ;.. (1), ¥, (1)) qui rend H diagonal se comporte
a (—oc) comme
(Pin(M)s Prin()) = (€747, &™) (2.70)

win = 1/ k2 +m?a}(n), a1 = a(n — —o0) (2.71)

avec

Ici nous avons

lim E, = 2w (2.72)
7——00
lim Fy = 0 (2.73)
71— —00
et
1= [, [af o) + bl ()] (2.74)
Le 2¢ couple (¢} (1), ¥, (1)) qui rend H diagonal se comporte & (+00) comme
(0% (), @ (m) = (e7™omen, eioeme) (2.75)

avec

Wout = V k? + mza’%(n)) az = 0(77 = +OO) (276)

Nous avons alors

lim B = 2w (2.77)
N——+00
lim Fk = (278)

n—+00
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et

L

d’un

avec

pour

et

Le H

2.4

H= / d*kw?, [0d,.(1)aou (n) + bout ()b, (m)]

instant 7,. Sachant que la condition d’adiabatique est donnée par [44]

@)
. wi (m)

10

s

les fonction ¢ () sont des solution de I’équation (2.61)
1

o () = ———

eF S wr(n)dn
vV Wk (n)

Ey = 2‘*)12:(770)
F =0

H= / 6k (no) [af (m)ax(n) + bi(n)bi ()]

Création de particules

(2.79)

5, diagonalisation de H est possible si wy () varie d’une maniére adiabatique au voisinage

(2.80)

(2.81)

(2.82)
(2.83)

(2.84)

amiltonien est diagonal & I'instant n = 7,.C’est un état physique dit vide adiabatique

Comme Pensemble {@y ., (1) , ¥ o ()} forme une base. Nous pouvons écrire les éléments

du deuxiéme ensemble {¢y ;. (1) , Py 4, (1)} comme combinaisons linéaires ©f ., (1) €t Vg o, (1)

o (m) = arel, (1) + Brm: (n)
O (N) = arpo: (1) + Brot: ()

ou les coefficients de Bogoliubov vérifient la condition

log|” - Be]" =1

La relation entre les opérateurs de création et d’annihilation est

o L LA _"‘..|.
Ufout = OfGin T+ ﬁkbgﬂn
Ad _ * a4 *7 .
aE,out - aEai7l + '8 Ebk,in

(2.85)
(2.86)

(2.87)

(2.88)
(2.89)
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La densité des particules créées est par définition

(Oin |bF B out 0:) = |8z (2.90)

?»n> <

a’E ,out

Par conséquent, la probabilité de création de paires et la densité des particules créées seront

données en termes de coefficients de Bogoliubov. En effet, & partir de amplitude

A= <0°“'t El-c‘,ml.ta’l-c.,m‘t O‘i‘n> (291)
L’opérateur Bz’wt peut s’écrire en fonction de &Ew et b,; in COMMmE suit
. Bz .. 1.
bko'ut ak I-c' +z‘—§bl-c',in (292)
L’amplitude devient
A= ﬂ"( Oput |0in) (2.93)
&
Pour la probabilité de création d’une paire de particules, nous avons
2
Bl Bx
pp = —_I £l - =|=* (2.94)
L+ 8" |
2.5 Application :Espace de de-Sitter
2.5.1 Solution exacte de I’équation de Klein Gordon
Pour Pespace de de-Sitter, a(t) = H—l I’équation de Klein Gordon devient
d? m? 1
On fait le changement de variable n = £ et on pose
¥ (n,) = p3g(p)e’* ™
On trouve I’équation de Bessel [59]
? 1d 22 '
e i j [ = .
iz T op T )| el =0 (2.96)

oi M =1-12 4212
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2.5.2 Etats "in" et "out" et création de particules

Si nous écrivons la solution de ’équation de Klein Gordon On fait le changement de variable

L’équation de mouvement s’écrit comme

1 2 - B m2 e
[7§MMJ?gmH-]¢ 0 (2.97)

sous la forme ¢ = e%s, nous obtenons pour S ’équation de Hamilton-Jacobi

9"°8,88,S — m? =0 (2.98)

En écrivant S sous la forme
S=Gn)+ k% (2.99)

g, M
am:/ K+ iz (2.100)

Nous faisons maintenant le changement de variable n = % pour obtenir

nous peuvons avoir

k2H?2 + 2
G( )=—T/——du (2.101)
d H u? '
A Paide de l'intégrale suivante [59]
N JE T2
/ ——uj—y—du = —% + In(u + V% + u?) + cst (2.102)

nous obtenons

‘/kQ 2u2 -2 172
Gn)=- |- u+wk : + u?) (2.103)

et, par conséquent,

m2 1 kK2H2 1 =
G(n) = 1/k2n? + —+1n(= =) " 2.104
(n) = [P + gt In( + [+ ) (2:104)
Les états d’énergie positive et négative se comportent, alors, comme
pE = lim eTHOM ik (2.105)
n——00
g, = limeFitM o ¥ (2.106)

n—0
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En utilisant le comportement des fonctions de Bessel

Jx (kn) ~ st (kn)™

HS:?) (kﬂ) a5 /;i_”e:t(kn—-jﬂ—z) (
nous obtenons la bonne définition des états "in" est "out"
ot = NH)(K7) (2.108)
¢m = NiH;(Kn) (2.109)

et

0ty = NoJ_)(Kn)
Oz = N3Jx(Kn)

Maintenant, pour déterminer les coefficients de Bogoliubov nous utilisons les relations entre les

fonctions de Bessel et les fonctions de Hankel [59]

1 J_ —e~ 7 I, (k
H/(\ )(kﬂ) _ J-a(kn) »(kn)

iy ED(EA) (2.110)
HP (k) = =2
Les coeflicients de Bogoliubov sont alors
N. 1

« = SF—— (2.111)

N, sinh(7))

N, e—:\‘:r
= _ : 2.112
¢ N3 sinh(m)) ( )

o X=/—1+ 2 2412
N
La probabilité de création d’une paire de particules dans I’état k est donnée par

B

o

5 i 4
= g 2T, (2.113)

Px =

Pour la densité des particules crées nous avons

1
e21rx R ’

n(k) =6 = (2.114)

Il est & noter que px et n(k) ne dépend pas du k
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un bref rappel sur la théorie quantique des champs
dans un espace courbe et nous avons montré comment obtenir la probabilité de création d’une
paire de particule dans un univers en expansion ainsi que la densité des particules créées. Comme
exemple d’illustration nous avons considéré ’espace de de-Sitter o 1’équation de Klein Gordon
admet des solutions exactes et analytiques. A partir des coefficients de Bogoliubov nous avons
pu calculer la probabilité de création d'une paire de particules dans 1’état % et la densité des
particules créées. Nous avons remarqué que la densité de particules créées se ressemble & la

distribution de Bose-Einstein.



Chapitre 3

Création de particules scalaires dans

un univers de de-Sitter
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’étudier ’effet du champ électrique sur la création,
4 partir du vide, de particules scalaires dans un univers de de-Sitter. En premier lieu, nous
cherchons des solutions & 1’équation de Klein Gordon. Comme les états d’énergie positive et
négative se comportent comme les solutions semi-classique de 1’équation d’Hamilton-Jacobi
nous| pouvons les solutions obtenues en états "in" et "out". A partir de la relation entre ces

états nous calculons la probabilité de création d’une paire et la densité des particules créées.

3.2 Equation de Klein Gordon en présence champ élec-
trique

Considérons maintenant un champ scalaire complexe en présence d’un champ électrique

décrit par la jauge A, = (0,0,0, A3) ou

Aa () = - (3.1)

La dynamique de ce systéme est en général régie par I’équation de Klein-Gordon
1 S v .
—\/ﬁ:g(zc?# — eA,)g"/=g(i8, — eA)p — (m* + (R) =0 (3.2)

ou R scalaire de Ricci et ¢ est un paramétre numérique

En faisons la factorisation

1 3.
Y(n) = i) *To(n) (3.3)
nous obtenons 1’équation
d? Eq M?
—== o B2 ke > o ul G = 3
[ i ks 2, * HW} e(m=0 (34)
avec
2E2
M = q[/m2+ 6H—2° (3.5)

Afin de résoudre cette équation, nous introduisons la nouvelle variable

)
U (3.6)
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L’équation résultante est de type Whittaker [59]

[d_2_1+/\+%—”2

R ]@(p)zo (37)

ou @(p) = @(n) et les constantes u et A sont donnés par

M\ 1

b= 1 <E> —g =ik (3.8)
.k, E ~

A = —26?'},{—2=1‘)\. (39)

L’équation de Whittaker admet comme solutions linéairement indépendantes les fonctions de

Whittaker suivantes [60]

1

Myu(p) = P37 EM(u= A+ 2,20+ 1;p) (3.10)
1

Wau(p) = p*ae 80— A+ 3,20+ 1;p) (3.11)

ot M(a,b,p) et U (a,b, p) sont les fonctions de Kummer. Il est bien connu que les fonctions de

Whittaker ont le comportement suivant

et

Wi (0)p—oo ~ €% (—p)* (3.12)

My, (p)pmo ~ €72 (p)* (3.13)

3.3 Choix des état" in"et "out"

L

es états "in" et "out" sont choisis en fonction du comportement asymptotique de la solution

semi-classique construite par l'utilisation de ’approximation WKB & partir des solutions de

I’équ
H-J

ou S

ation relativiste de Hamilton-Jacobi. Nous donnons la solution analytique de I’équation

9""(8,8 + eA,)(8,S + eAy) —m? =0 (3.14)

est I’action du systéme. Si nous écrivons S sous la forme

S=Gn)+ k7T (3.15)

nous

obtenons

6E0 m?2
G(n) = / dn\/ ki + (k2 + ﬁ)z  Fas (3.16)
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avec ki = \/kZ + k]

A P’aide de l'intégrale suivante
\/—2 )
/ atfrt = a+ Bz + yz? — /aargsinh L PR (3.17)
z /4oy — °
g1 : 2yz +
+=——argsinh | ———
2V Vioy -

ol a. B et v sont des nombres réels, avec )0 et 4ary — 420, il vient que

ek M2
G (T]) = \/k27]2 + 2kzﬁ77 + ‘}F (318)
2
M M+ K.y N M +BK.n e
P
eE, k*n+ 2K, k2n+ B K,
+ﬁkz In e am + s CF g +1
wk — K - A

Nous pouvons voir que

_M - 1
G () ~ & In (—n) + ¢ pour n—0 (3.19)
kny + ctpour n— —oco

Les solutions ¢, et ¢ doivent se comporter comme suit

T ]jn%e:F%G(”) (3.20)
17—)
o = lim eFiC™M (3.21)
7——00
Nous avons alors les états "in"
ot = Nuwosu(—p) (3.22)
Om = Niwxu(p) (3.23)
et les états "out"
Pout = NowMi—, (p) (3.24)

Pout = NowM_xu(—p). (3.25)
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3.4 Création des particules

des

Maintenant, pour déterminer la probabilité de création de paires particules et la densité

particules créées, nous utilisons la transformation de bogoliubov reliant les états «in» et

«out». La relation entre ces états peut étre obtenue par utilisation de la relation entre la

fonction whittaker

T2 + 1)eim(->+3)
T(p+A+3)

r2u—1)e ™
T(p—A+3)

M, (p) = | Wi (p)] (3.26)

W—A,u (—P) +

avec —Z <argp < Let 2u# -1,-2,...

Tenant compte du fait que W, , (p) = Wy —, (p), les fonctions o}, (n) et ¢l (n) peuvent

étre exprimé en termes de ¢, (1) et o ()

o (M) = onphy (n) + Brpos (1) (3.27)
Pin (M) = 0300 (1) + Broms (1) (3.28)

ou les coefficients de Bogoliubov sont donnés par

N T(1 + i2)e™

a = = 3.29
Now T(3 + (3~ 3) S
N, T(1 + 2if)e ™Y
p = ineu Lt IR (3.30)
N TG +i(R+M)
avec la condition
o — 181> =1 (3.31)
La probabilité de création d’une paire de particules dans 1’état ? est alors
2 1 -~ K'Y 2
I's+i(n—A .
Dy = 24 g (f Z(“ V) e~ 2l (3.32)
a L3 +i(z+ )
Compte tenu de la propriété de la fonction gamma
1 2 T
Nous obtenons .
cosh(|l~£| - kfﬁEzQ)e_zﬂm (3.34)
cosh(|fl + &<5)

Pour la densité des particules créées nous avons

n(k) = |6I* (3.35)
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2 2 .
Comme |a,;| + |ﬂ;;| = 1, nous pouvons écrire

i (Iﬁl - %%) —27|g|

cosT (|| +2%2558) — cos (|| — B3 ) e 27 IH

n(k) = (3.36)

On remarque que pi et n(k) dépendent de P'orientation de k

Puisque la création de particules est bien définie seulement dans la limite adiabatique,

M >> H , la densité des particules créées se comporte comme

n(k) = exp [-27T (|“| + %%ﬁ’)] (3.37)

Ce qui n’est rien d’autre que la distribution de Boltzmann. Ceci explique la nature thermique

de l'effet. De plus, il résulte de (3.36) et (3.37)que le champ électrique amplifie de maniére

significative la création de particules.

A la fin de cette section, examinons la limite H — 0 ou l’espace de de-Sitter se réduit a

eEON m

I’espace-temps plat de Minkowski. Tenant compte du fait que o pour le petit H,

H? 2eEg !

on obtient facilement

et

3.5 Action effective de Schwinger

=

e nombre des particules créés est

cosh [ (|| — Lpk=)]

cosh [ (1&l + EEO k)} ~#51pl = eosh [ (2l - éQ‘k")]

n(K) =

(3.38)

A cause de la condition M >> H , la densité des particules créés se comporte comme

L’amplitude de transition vide-vide donnée par

(vid| vid) = %17
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_)
Soit ¢;; la probabilité pour qu'il n’y ait pas de création de paires dans I’état k .

n .. . . -
La quantité C; (p,;) est la probabilité de avoir créé seulement n paires dans I’état k& .

> Cilp)" =1 (3.41)
Ce qui implique que
1
Cp = 1 — Dk = W (342)

La probabilité de transition vide-vide est donc

|(vid] vid)|* = e72 Sess = [ cx = eZnm (3.43)
k

La partie imaginaire de I’action effective de Schwinger est

2Im Sepp=—» Incy =Y In(1+]|8[°) (3.44)
k k
Utilisons le développement de Taylor
( 1)n+1 2n
(1+ IIBk z | Bl (3.45)

n=1

En remplace la somme sur k par I’intégrale suivant

Bk V
Z / P (3.46)

L’action effective de Schwinger devient

+o0 n+1 3
(-1) Pk Vo (- ke
2Im Sef; = EI: : G (t)62 (11— 8 %) (3.47)

Nous faisons d*k = kdk sin 6dfdip et en pose * Ez — cos§. Nous obtenons

+00
- (__1)n+1 /+°° kzdk 1% H? 2mn|i} eEO
2Im Sep = | G R et sinh ( 2mn—— (3.48)

Pour éliminer la divergence , nous définissons le lagrangien effective avec
2Im S5 = / d*zdt 2Im L5 (3.49)

oi Im L.s; est la probabilité de création par unité du temps et par unité de volume

—+00 H? +oo (_1)n+1 eZ?rn|;7.| eE
dt ImLess = k*dk inh . .
| / m Ls; ‘/0 2 oEe ; T sin (27rn 72 ) (3.50)
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Nous cherchons une condition pour la quelle M (a, b; p) ~ 1.La définition du fonction de Kum-

mer [60]

ap ala+1) p° a(a+1)(a+?2) P
Mab o) = 14 0P 3.51
(a.bip) =1+ 35+ 7103 bo+1) | 1x2%3 b0+ 1012 -

Pour une valeur finie de p, M (a, b; p) ~ 1 seulement si |§] <« 1.Nous avons alors
lpl < [2p+ 1] (3.52)
Nous pouvons voir que la notion de particules ne peut avoir un sens que si
k| < Me™m (3.53)

Alors la partie imaginaire de Lagrangien effectif de Schwinger s’écrit sous la forme

M3H3 +oo (_1)n+1

eEq (27r)3 = n?

ImLess = e~ 2l ginh (27rne—EO) (3.54)

H2

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié 'effet du champ électrique sur la création de particules
scalaire dans un univers de de-Sitter. Nous avons considéré la méthode canonique basée sur la
transformation de Bogoliubov reliant les états "in" aux états "out". Les résultats essentiels de
cette étude sont :

1) Les quantités p; et n(k) dépendent seulement de l'orientation de k

2) Le champ électrique amplifie la densité des particules créées.
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4.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’étudier Veffet du champ électrique sur la création de parti-

cules de spin 1/2 & partir du vide dans ’espace de-Sitter. En premier lieu, nous cherchons des

solutions exactes a ’équation de Dirac avec un champ électrique. A ’aide de la transformation

de Bogoliubov nous calculons la probabilité de création de paires particules et la densité de

particules créées.

4.2 Equation de Dirac en présence d’un champ élec-

trique

Considérons un fermion de spin % de mass m et de charge e .L’équation covariante de Dirac

avec|la métrique (2.49) prend la forme

Y (0, +ieA, —T,) —m]y =0 (4.1)

ol les matrices de Dirac ¥ dépendant de la courbure sont données en jauge de tétrade diagonale

par

et

1
~0 0
A=— 4.2
o (4.2)
5=y (4.3)
a(n)
avec 7° et 7' sont les matrices habituelles de Dirac qui peuvent étre écrites dans un espace de
Minkowski
' 1 0
0
v = (4.4)
0 -1 :
. 0 o
v = . (4.5)
-0 0

et T'; sont les connexions de spin définies 4 I’aide des symboles de Christoffel I'?;

Les

1 S0 U
Ii= —ggaﬁrfi %%, 97] (4.6)
seuls symboles de Christoffel non-nuls sont
al
Fgo = ‘ﬂ (4.7)

a(n)
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i _ 1m0 _ al("'/)
0 = Pij . 2(n) dij (4.8)
Par un calcul simple nous obtenons
I'y=0 (4.9)
la :
__Lam o (4.10)
2 a(n)
Nous choisissons la jauge A, = (0;0;0; A3) ou
As = ~Eof (n) (4.11)
En effectuant la factorisation
3
¥ =a"2(n)x(n,z) (4.12)
Nous obtenons 1’équation la plus simple
[v* (10, — eAy) — ma(n)]x(n,z) =0 (4.13)

Afin de résoudre cette équation, nous écrivons, au début, x(n,z) = €*% 43¢ Nous pouvons

écrire I’équation de Dirac sous la forme

ou les opérateurs linéaires D et k sont donnés par

n . d
D = iy*— —(k, — eA,)"" — ma(n)y’¥?

dn
K = (k' + k)Y

Ici, nous pouvons montrer que

et
K =—(k2+k)=-k

En écrivant le vecteur propre de K sous la forme

51 (1) xa
52 (n) o3x1

T
Il

Nous pouvons montrer que & , €t 52 vérifient les deux équations

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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(i3~ ma(n)s = (5 — e,) +iskily (4.19)
(i35 +maln)es = (k= eAs) = isku) (4.20)

On remarque que les coefficient de couplage [(k, — eA,) % isk,] dépend du temps conforme et
la procédure d’interaction habituelle conduit & une équation du second ordre compliquée qui
fait ne pas admettre des solutions bien connues. Pour simplifier le probléme, introduisons la

transformation unitaire

3 | 1 7 Y1

= (4.21)
P Vi+7?\ -7 1 P2
ou
r=—-2(M—m) (4.22)
B €E0 ’
et

f 2 E2 :
=4 /m24+ 2
M m2 + 2 (4.23)

Nous avons alors un systéme de deux équations différentielles de premier ordre couplées
cd _ m? eE'gk E"’_E_(zl — [m ol
L= T,f‘%f(ﬂ)‘*‘aoM z me(n) Yo = [H . T 18 J_] ¥1

. m2 e e2FE2
i+ Fraof(n) — 2k, + 55 f(n)| ¢n

(4.24)

[%kz - iskl] ©sq

Par interaction nous obtenons pour chaque composante une équation différentielle du second

ordre

i - ! 2M2 2 _ E 2 —

o FiaoMf () +agM™[(n) — 2eEoK.f () + k°| 1, =0 (4.25)
qui admet une solution simple et analytique. Il est & noter, que ’équation (4.25) peut s’écrire

sous la forme ¢, (n) +w? (n) v, (n) = 0 on

w? (n) = FiaoM f (n) + a}M*1*(n) — 2e B K. f (n) + K (4.26)

ce qui montre que la création de particules est bien définie seulement dans la limite adiabatique

(2.80).
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Nous obtenons alors les composantes wim et wiwt comme

1 eEoK
i (k- W_ym 4.39
(pZ,m [kz%_zsk-!-]( MH ) A 1( p) ( )
-1 EE()I\
2in = k W 4.40
Pain [kz%-—’isk_x_]( + 7 Wau-1 () (4.40)
—4k X, M
2 = e — | M_ 441
2E2k2
- k (1 — 37iz)
= M, - 4.42
P2,0ut 1 [kz% . z'skL] I- H) A-ut1 (P) (4.42)

Alo&s, les spineurs de Dirac correspondant aux états d’énergie positive et négative sont donnée

par

- ): 1 ([[1WA,;L(-P)+TF,§.LSM]UC LKW st (— P)JX

Virr2
( £2,n03X1 —TW_au (—p) + P ](k KW (-P)} 03X1
(4.43)
( €1inXa ) [IW""(”) = Tz b+ )W (P)] i
" = 4.44
3 Vitr?
§2,in03X1 [‘TWA,M (p) — [kz%—isa (k + ef?gz)wk,u—l (P)] 3X1
et
(( o ) [ e~ g G ) Mo (-0)
Bk = Ve
$2,0u98%1 {—TM—/\# (=p) = k,%4fiskl (% %) M_xp1 (- p)} I3X1
(4.45)
k i B
( oy ) 1My —p(p) + 7 W—F_—ﬁﬁ—ﬂ/&—w M| xa
1,outAl _ 1
i - 147 2 g2 k
(A= —2—92—7)
62,0uta3X1 [_TM)« - (p) + lm (__1 MA ~—pt+1 (p) 03X1
(4.46)
Alors

kM 4k, 2E0 KM=k S22

iyl # 4 .
F X [ mk, isMk, o (=p)+7 mk,-stle a-p(=P) | X1
linAl 1

T =
éz.male kM+k, 52 M-k, S50
' [ ™V mkz+stkJ_W_>‘F"( p)+ mk,—stle—Aal-# (—p)| 031

(4.47)
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kM—k, 250 EM+k. 70
Lin (5,1 X1 ! [V mErieates W (P) = T\ o mtie; Wain-w (P) | X
P = Vier E, eE,
. (s5,m) 03X [ KM~k 20 kM +k <20
$2in (5:1) 052 [-T mko+isMkyL Wiu(p) — mk,—ishMk, Wii—u(p) | 03x
(4.48)

Ces états sont reliés 'une a 'autre par la conjugaison de charge

£— =% (4.49)

De plus, les solutions d’énergie positive et négative satisfont la relation d’orthogonalité suivante

e =¢r=0. (4.50)

4.3 Création des particules

La relation entre ces états peut étre obtenue par utilisation de la relation entre la fonction
whittaker(3.26)

La fonction & :ut (n) et & :ut (1) peut &tre ensuite exprimé en termes de & ; (n) et E; (n) comme

suit
~+ ~+ ~—
gs,E,out (77) = as,Egs,E,in (Tl) + ﬂs,l_cfs,l_c.,in (T]) (451)
r x £ « zt
és,fc',o-ut (77) = as,]}'fs,l_c.,in (77) + ﬂsyﬁfs,l_c.,in (77) (452)

Nous pouvons montrer que les coefficients de Bogoliubov o ¢ et 3, ; sont donnés par

i _ T((3+2%)) [aren
£ _ ; =t 453
Bp  TGH-21%)V birem (453)
Sachant que les coefficients de Bogoliubov o, et B, ¢ vérifient la condition
g )
a gl + ﬂs’,-c' =1 (4.54)

Danc , il est possible de calculer la probabilité de création d’une paire de particules et la
densité des particule créées dans 1’état (s, E)

_.)
La probabilité de création d’une paire de particules dans I'état (s, k ), est donnée par
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Nous obtenons alors
2
s E (Z (% - %%)) kM B kl%’. —on M (4 56)
PE RGO )| e |
Compte tenu la propriété de fonction gamma
I (i @) = — (4.57)
~ zsinh (77) '
Nous avons le résultat suivant
sioh [ (4 + B)] 0
Por= EEATE P (4.58)
sinh [7 (§ — 53 %)]
Par définition.Nous avons que la densité des particules créées est
n(s,k) = |8,z (4.59)
2 2
cJ)mme Qi ﬁs,E = 1,nous pouvons écrire
= inh [x (M + k)] g2
n(s, k) = — o [k (& H )]M ——— (4.60)
sinh [ (3 — $#%)] +sinh [r (3 + 5B 5)] 77
4.J Action effective de Schwinger
ﬂe nombre des particules créés est
. sinh M + eEq kg
n(s,F) = inh [r (5 + 52 )] (4.61)
sinh [7 (¥ — Bk)] 2% L sinh [« (M 4 <Bpke)]
A cause de la condition M )) H ,la densité des particules créés se comporte comme
n(s, k) = e 2m(#-%) (4.62)
IL’a.mplitude de transition vide-vide donnée par
(vid| vid) = €517 (4.63)
éoit ci la probabilité pour qu’il n’y ait pas de création de paires dans 1’état %
La quantité C; (p;)” est la probabilité de avoir créé seulement n paires dans 1'état %.
(4.64)

Y Cilop)" =1
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ce qui implique que

1
Cr = 1- Pr = Hi‘ (465)

La probabilité de transition vide-vide est donc

|(vid| vid)|? = e~21m Sers = H cp = ek (4.66)

La partie imaginaire de I'action effective de Schwinger est

2ImSepy=— Ince=» In(1-|8) (4.67)
k k
Utilisons le développement de Taylor
2 - (_1) 2n
In (1-[6l°) = Z o || (4.68)
n=1

En remplace la somme sur k par l'intégrale suivant

Z / dk asvt) (4'69)

I_ja.ctlon effective de Schwinger devient

=

+o00 3 .
2ImS’eff—~Z 1)/ i e_z’m(ﬁ_%

)
Erey (4.70)

n=1

ous faisons d3k = k2dk sin fdfdy et en pose £ = cosd. Nous obtenons

+oo
-1) [** k*dk V H? ek
21 rp = —27m—- - )
mSess = Z / R () ek, e sinh (27rn 7 > (4.71)

n=1

Pour éliminer la divergence , nous définissons le lagrangien effective avec

2Im Sepf = /d3:cdt 2Im Les¢ (4.72)

Q

U Im Lgg est la probabilité de création par unité du temp et par unité de volume

+00

+00 H? (_1) e—zm% eE.
dt ImL,sp = K2dk inh 0 4.7
/ m Legg /0 (@2n) <Eo ; 2 o) sin (27rn H2> (4.73)
\

rIlt’ous cherchons une condition pour la quelle M (a,b;p) ~ 1.La définition du fonction de
Ku

mer

? 3
M(a,b;p)—1+_£+a(a+l) P a(a+1)(a+2) ?

1b 1x2 b(b+1) 1#2%3 b(b+1)(b+2)+ (4.74)
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Pour une valeur finie de p, M (a,b; p) ~ 1 seulement si |§| < 1.Nous avons alors

lpl < |2p +1] (4.75)
Nous pouvons voir que la notion de particules ne peut avoir un sens que si

k| < MeHn (4.76)

A.hors la partie imaginaire de Lagrangien effectif de Schwinger s’écrit sous la forme

M3H3 X (-1)

eEy (21)° & n?

2™ ¥ ginh (27me—E0> (4.77)

ImLeff = I7E

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié ’effet du champ électrique sur la création de particules
de sﬁ)in % dans un univers de de-Sitter .En premier lieu nous avons cherché la solution de
I’équation de Dirac. Ensuit nous avons pu exprimer la densité de particules créées en fonction
des Jeux rapport 1}1—4 et %‘32“ et cette densité ne dépende pas de cosf . Pour éliminer la divergence
, nous définissons le lagrangien effective qui présente la probabilité de création par unité du
temﬂs et par unité de volume et nous introduisons cut-of pour voir un sens physique de la

notion de particules
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions V'effet de champ magnétique sur la production de paires
pmtic@es dans un espace-temps de Sitter a4 quatre dimensions dss .En premier lieu nous cher-
chons la solution de I’équation de Dirac .Ensuit nous étudions les comportement des états "in"
et "out" a ’aide des solutions semi-classiques de 1’équation de Hamilton-Jacobi et déterminer
les coefficients de Bogoliubov . Puis nous allons calculer la probabilité de création d’une paire

et la hensité des fermions créés & partir des coefficients de Bogoliubov.

5.2 Equation de Dirac en présence d’un champ électro-
magnétique
L*équation de Dirac covariante s’écrit
7" (0y +ieA, ~Ty) —mlyp =0 (5.1)
Considérons maintenant A, =(0,4,,0,4;) ou

A1 =By, Ay =—Eyf(n) (5.2)

Nous faisons la factorisation ¥ = a~? X (1, z). Nous obtenons I’équation
[v* (10, — eAy) — ma(n))x =0 (5.3)

Ici, nous posons
x = %93 (z,y,7) . (5.4)

Dans ce cas,’équation de Dirac peut s’écrire sous la forme

DE (z,y,7) = k& (z,y,7) (5.5)

ol les opérateurs linéaires D et k sont donnés par

. a4
D= 7,73% ~ (k; ~ eA.)7° — ma(n)y’y*

[—1027%7°y® — (i0: + eA,) 'yl'yo'ys] : (5.7)

(5.6)

el
1
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Nous pouvons alors montrer que

E — eikﬂ ~£1X1 (58)
§203x1
est un vecteur propre de k si
d2 2 2
7 (k+eBy) +esB~ 2| x;(y) =0 (5.9)

ol As = /(2n+ 1~ s)eB.

Les composante &, et £, vérifient alors le systéme d’équations

(14~ ma) &) = [ - e + )G () (5.10)

(4 +mam) &) = [ - ed) = A& () (5.11)

En utilisant la transformation(4.21) nous obtenons alors un systéme de deux équations diffé-

rentielles de premier ordre couplées

d m? eE, e2E2 m
e o — —K, — —— = —_—K. 5 12
[:Zd'l’] Maof(n)+aoMk aoMf] P2 [Mk,.'i')\]‘;ol (5.12)
.d m? eE, e’E? m
[Z% + ]\—J-aof(’f]) — mkz + ;O“A_J‘f} @1 = [A_J‘kz == /\s] 2} (513)

Par interaction nous obtenons pour chaque composante une équation différentielle du second
ordre

[dj;; FiagMf (n) + a2 M2f3(n) — 2eEoK, f (n) + (k2 — ,\f)] @12 =0 (5.14)
avec
e \/’—”@ (5.15)
@y
Dans ce cas nous avons f (1) = —z%. et ag = H .Alors

2 2
(& 2L, A g ]

5, 42
dn® ° Hn? Hp? * H2 %y + (k; - /\s):| ¢12=0 (5.16)

Cette équation peut se réduire 4 une équation de type Whittaker

12
[£+(4 lu1,2)+_A__l}(pl=0

o 2 > A (5.17)
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avec ‘
i
= — 18
n= P (5.18)
et
h? = (k2 — )2) (5.19)
Les parameétres A et p sont donnés par
.eEO kz
1 M
— g s 2
T 5 Hig =4 (5.21)
1 M
= i = 2
s 5 Tig =H (5.22)

Les solutions de cette équation sont données par(3.10)
Nous comparons les solution semi-classique avec les solution exactes les fonction de Whit-

taker de sorte qu’on peut choisir les bons états "in" et "out"

Olin = NuimWoru(—p) (5.23)
Prin = NiinWau () (5.24)
ot = NiouwM-xu(—p) (5.25)
Plout = Nf,auth\,—u (p) (5.26)

Pour calculer la deuxiéme composante pour chaque spineur nous utilisons les relations (4.36),

(4.37) et (4.38). Apres un simple calcul nous obtenons alors les résultats suivants

‘Pzin == [kzﬁl—)‘s] (h’ - e]E\:;;I(Z)W—/\,p—l (“P) (527)
Poin = [kz%;—)\s] (h + 4= ) W 1 (0) (5.28)

_ 1 M
W'Zout = I"z_%":ﬁxT (-2- + Zﬁ) M_) -1 (=p) (5.29)
' e2E2K2
(- s7pmz)

— _ h
Porout = Wﬁg—Mk,—pﬂ—l (p) (5.30)
Enfin , les spineurs de Dirac correspondant aux états d’énergie positive et négative sont
- EoK,
€1inX1 1 [W’\’“ (e) = 7-[kz,tﬂ,l-,\,] (h+ S )Wau-1(0)| X1
’ S (5.31)

fz,m03X1

[—TWM ()~ sy o+ W ()| oo
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et
z - 4h 1, .M e
f-ll-,outX1 o [M_A”‘ (=p) = k,—%—)\,] (2 + zH) M—A,u—l( P | x1
t T Vit?
62’°ut03xl l: -TM_ ,,u( p) ik M’_A"’i (% + Z%) M_Ayﬂ—l (—p) 03X1
(5.32)
2 2
£ M- (p) +T‘[_“Im _M—%A—MA— +1 ()| X1
et ) v [ ” — ! (5.33)
&, t93X1 e (- _2_0,._,)
- —TMy - (p) + Ik m_5, ,77) M, —p+1(p) | 03X
Alors
hM+k, 250 hM—k, 520 H
61 z'n.XI 1 { mk:—+M)«s W—A,# (_p) +7 mkz— W—A l—p.( P) X1
— /1+'r§ M ZE_Q P ze_n
v [-T Tt W (=0) + Ve Woru (=0) | o3xa
(5.34)
et

- [hM—k; g0 /hM+k,
E1in (5,1 X2 1 [ ks MAs W (0) — k. —MAs e Wai-u (P) | Xa

P Vitr? hM—k, 58 hM k,
$an (5:7) 0321 [ e W (P) =V Tk = e Wii-u (p) | 03x1

(5.35)
5.3 Création des particules
La transformation de Bogoliubov reliant les états "in" avec les états "out"
8 k out (77) s ksos k,in (77) + lBs k(ps k,in (77) (5'36)
(’03 k,out (n) s ksos k,in (n) + ’Bz,k s,k in (n) (537)

Nous pouvons montrer que les coefficients de Bogoliubov a_; et 3,  sont donnés par

T(i(4+28%)) [kM+k, B0 M
;= RO | s e 2

La probabilité de création d’une pa.ire de particules dans D’état ?
Rl
" (o

a-z
mla

3«":

2l
£

Psp =

’

B,
@,

?r‘l ?7‘1

2
i)

252 kM — k%0 BE

it L e=2mH (5.39)
LBy ks )> kM + k.52

H Jiax

S
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Compte tenu la propriété de fonction gamma

™

: 2
e 5.40
LG@N = oo (5.40)
Nous avons le résultat suivant
sinh I:Tl' <% + %—k’;‘_?)} y
Pig= e " H (5.41)
sinh l:ﬂ' (% = %}——L—k’;_)‘zﬂ
La ciensité des particules créées donnée par
. sinh [Tf ( + —E“\/?h)} e~ H
n(s, k) = |8 = 5.42)
8,k

sinh {71' (1‘—; A %ﬁ)] +sigh [W (M - v)} .
5.4 Action effective de Schwinger

A cause de la condition M >> H , la densité des particules créées se comporte comme

—2n | af— k EQ)
n(k) —e W ( :;k§+c30(21+1—s) " (5'43)

Nous pouvons écrire

N= 3 .
/ did*s— d3 (5.44)

aved

e kz =By
/ i dtd3 s (t Z / s dz/ 2 ! s H) (5.45)

Nous cherchons une condition pour la quelle M (a, b; p) ~ 1.La définition du fonction de Kum-

mer

2 3
M(a,b;p)~1+——+a(a+1) p ala+1)(a+2) o

15 1wz Bp+1) T 1x2+3 Gt (546

Pour une valeur finie de p, M (a,b; p) ~ 1 seulement si |2| < 1. Nous avons alors

ol < |2 +1] (5.47)



5.5 Conclusion 45

nous pouvons voir que la notion de particules ne peut avoir un sens que si

Ar?
Ik’zl <K \/HT’I]Z == €B0(2l +1-— S) (548)
En faisant la substitution y = %2, Par conséquent, I’intégrale donne
dkz eBg
— = 5.49
/ 2w 2T o W ( )

Nous obtenons

dN 2 2meFE, k.
dt b2 / dk. cosh : 5.50
/ Atz o3 (t) (27r Z ( H? \/k2+eBy(2l+1- s)) (5:50)

Si on prend
| M2
kz ~ Hznz — EBO (2l +1-— S)

Le nombre des particules créées par unité du temps et par unité de volume, peut s’écrire donc

sous la forme

dN _ 2 6.BgHM2 e_%rM 1 -~ _ 27T6E0 5 7
dtddz a(t) (271—)2 ; |:\/M2a2 (t) —€B, (2[) ( HzMa(t) \/M (t) eBy (2l)) +
(5.51)

1 2meEy 3
V/M?a? (t) — eBy (21 + 2) COSh( HeMag) Y 0" — eBo WH))}

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié I'effet du champ magnétique sur la création de paires
de particules dans un espace-temps de de-Sitter & 4 dimensions. Premiérement, nous avons
obtenu des solutions exactes a I’équation de Dirac. Puis nous avons établi la transformation de
Bogoliubov et a partir ses coefficients nous avons calculé la probabilité de création d’une paire

et la densité des fermions créés.



Chapitre 6

Conclusion générale

Dans ce nous avons voulu étudier la création des particules & partir du vide dans I'univers
de de-Sitter en présences d’un champ électromagnétique. Nous nous sommes intéressé au calcul
de la probabilité de création d’une paire de particules dans un univers en expansion et la
densité des particules créées en utilisant la méthode canonique basée sur la transformation de
Bogoliubov reliant les états "in" et "out".

En premier lieu, nous avons pu trouver une interprétation physique de la création des
particules dans un univers en expansion i travers une théorie quantique des champs dans
un espace courbe. Nous avons montré que le Hamiltonien du champ scalaire complexe dans un
univers en expansion n’est pas toujours diagonal et ainsi I'interprétation du champ en termes
de particules n’est pas tout & fait claire. Ici, nous avons utilisé la technique de Bogoliubov pour
montrer qu’il y a une création des particules. Nous avons considéré comme application l'un
univers de de-Sitter.

Dans une deuxiéme étape, nous avons voulu étudier ’effet du champ électrique sur la création
des particules. Compte tenu des difficultés rencontrées nous avons d’abord commencé par I’étude
de I'effet du champ électrique sur la création des particules scalaires ol nous avons trouvé des
solutions exactes pour I’équation de Klein Gordon correspondante. Le résultat essentiel de cette
étude est que le champ électrique amplifie la densité des particules créées.

Ayant contourné les difficultés rencontrées, nous avons considéré cette fois ci la création des
particules de Dirac dans I'univers de de-Sitter en présence d'un champ électrique. Ensuite, nous

avons étudié la combinaison d’un champ électrique et un champ magnétique.
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