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1. Introduction generale 4 

Dans la diffusion des particules relativiste par une barriere du potentiel, il a ete constate que 

le fl.u:k de l'onde refiechie par la barriere peut etre superieur a celui de l'onde incidente [1, 2]. Ce 

paradloxe de Klein, connu sous le nom 11 Paradoxe de Klein a trouve une justification theorique 

apres l'introduction de la theorie de trous de Dirac qui a predit l'existence d'antiparticules 

assodiees aux particules. D'apres cette theorie, le vide n 'est pas vraiment vide mais une mer de 

Dirad qui contient des particules virtuelles ont une energie negative. La transition des particules 

virtublles de la mer de Dirac en particules reelles par l'effet tunnel est accompagnee la creation 

des ｾ｡ｩｲ･ｳ＠ particule-antiparticule au voisinage de la barriere [3]. 

Lfeffet de la creation des particules en electrodynamique a ete etudie pour la prerrilere fois 

par Schwinger en utilisant la methode du lagrangien effectif de Schwinger [4]. Au debut des 

anneks 50, Schwinger a montre dans le cadre de la theorie quantique des champs que !'amplitude 

de transition vide-vide pour un champ spinoriel peut etre exprimee par l'intermediaire d'une 

actioh effective 

A (vac - vac) = exp(iSeff) = exp (i j d
4
x L eff) , 

ou LJJJ est dit le lagrangien effectif de Schwinger. 

La probabilite de transit ion vide-vide est alors 

Pvac-vac = exp (-2 Im Seff) = exp ( - J d4
x 2 Im L eff ) . 

(1.1) 

(1.2) 

Dans ce cas, la probabilite de creation des particules peut etre done extraite de la partie 

imaginaire de Seff 

P creat. = l - IA (vac- vac)l
2

::::: j d
4 x 2ImLeff· (1.3) 

lei, 2 Im L eff est la probabilite par unite de temps par unite de volume de creer des particules 

a paiitir du vide. 

Pbur un champ electrique constant L eff a ete exactement calcule [4, 5]. Le resultat est que 

la pnbbabilite de creation des paires des particules par un champ electrique constant d 'intensite 

E est donnee par 

. 2 E2 +oo 1 ( m 2 ) 

2 Im L eff = e41f3 L n2 exp - n1f eE . 
n==l 

(1.4) 

En presence d'un champ magnetique ii parallele a E, la probabilite (1.4) devient [6] 

e2EH +oo 1 ( H) ( rn,2) 
2ImLeff = ｾ＠ ｾ［Ｌ＠ coth n1f E exp - n1f eE . (1.5) 
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A partir de (1.5) nous pouvons voir que Pcreat. = 0 quand E = 0 meme si H =I- 0, ce qui montre 

qu'UllJ. champ magnetique pure ne cree pas des particules. 

Par ailleurs les resultats (1.4) et (1.5) sont reobtenus suivant plusieurs approches et pour 

d'auilres cas comme par exemple le champ electrique variable [5, 7, 8], la creation de particules 

de spin quelconque [9, 10] et la creation des particules dans un espace a dimension quelconque 

[ 11]. N otons que la generalisation au cas de spin quelconque montre la manifestation des effets 

statistiques. Si nous considerons par exemple les particules de spin 0, ou la probabilite Pcreat. 

est donnee par [12] 

e2 E2 +oo (-1f +1 ( m2) 
Pcreat. = 871"3 ｾ＠ n2 exp - n1f eE (1.6) 

et 

e
2EH +oo (-1r+

1 
( H) ( m

2
) 

Pcreat. = 871"2 ｾ＠ n csc n7r E exp - n7r eE ' (1. 7) 

nous pouvons voir qu'un facteur ( - 1) n+l est survenu a cause de la statistique de Bose-Einstein et 

un facteur ｾ＠ due a la minimisation des degres de liberte par rapport aux particules spinorielles. 

Comme dans le cas des champs electromagnetiques, il a ete montre dans le cadre de la theorie 

quant ique des champs dans un espace courbe que les champs gravitationnels peuvent creer des 

ｰ｡ｩｮ ｾ ｳ＠ particule-antiparticule a partir de vide [13, 14, 15, 16, 17]. L'etude de ce phenomene 

necessite une definition de l'etat du vide pour les champs quant iques de la matiere. Cependant, 

il ･ｳｾ＠ bien connu que dans un espace courbe, il n'y a pas de definit ion absolue de l'etat du vide 

et la notion de particules n 'est pas completement claire[l 8]. Dans un univers en expansion, la 

creation spontanee des particules aura lieu quand le vide devient instable; l'etat du vide defini 

dans le passe se differe de l'etat du vide dans le futur. 

Dans la litterateur, nous trouvons plusieurs travaux qui traitent le probleme de la creation 

des particules dans un univers de de-Sitter [19, 20, 21 , 22, 23, 24]. Les cas consideres sont la 

creation des particules de spin 0, les particules de spin 1/ 2 ainsi que l'effet du champ electrique 

sur la creation de particules a une dimension et a 3 dimensions . Dans ce travail, nous nous 

proposons d'etudier l'effet du champ magnetique sur la creation des particules de spin 1/ 2 dans 

un univers de de-Sitter. 

Pour etudier le phenomene de creation de paires de particules a partir du vide par nous 

pouvons utiliser plusieurs methodes comme par exemple la technique des integrales de chemins 

[25, 26], la methode semi-classique complexe [27, 28 , 29], la technique de la transformation de 

Bogoliubov reliant les etats "in 11 avec les etats 11 out 11 [11, 30], la methode de projection basee 
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sur 1¢ calcul de la fonction de Green [31, 32, 33]. Nous utilisons dans ce memoire le formalise 

de la matrice S base sur la transformation de Bogoliubov. 

Ce memoire se compose de six chapitres. 

Dans le deuxieme chapitre, nous introduisons la methode canonique de Bogoliubov pour de-

terminer la probabilite de creation d 'une paire de particules et le nombre de particules creees. 

Nous commern;ons, d 'abord, par la quantification canonique du champ scalaire libre puis nous 

consiklerons le cas d'un champ scalaire dans un univers en expansion. Comme exemple d'illustra-

tion hous considerons l'espace de de-Sitter ou !'equation de Klein Gordon admet des solutions 

exades et analytiques. A partir des coefficients de Bogoliubov nous calculons la probabilite de 

｣ｲ･｡ｴｾｯｮ＠ d'une paire de particules et la densite des particules creees. 

Dans le troisieme chapitre, nous etudions l'effet du champ electrique Sur la creation de 

partibules scalaires dans un univers de de-Sitter. En premier lieu, nous cherchons la solution 

de ｬＧｾｱｵ｡ｴｩｯｮ＠ de Klein Gordon. Ensuit nous allons classer les solutions exactes en etats 11 in 11 et 
I 

11 out 11
, en admettant que les etats d 'energie positive et negative se comporte comme les solutions 

ｳ･ｭｩｾ｣ｬ｡ｳｳｩｱｵ･＠ de !'equation d 'Hamilton-Jacobi. 

Dans le quatrieme chapitre, nous nous proposons d 'etudier l'effet du champ electrique sur la 

｣ｲ･｡ｴｾｯ ｮ＠ de particules de spin 1/ 2 a partir du vide dans l 'espace de-Sitter. En introduisant une 

tranSformation unitaire, nous pouvons obtenir les solutions exactes de !'equation de Dirac avec 

un cl:lamp electrique. A l 'aide de la t ransformat ion de Bogoliubov nous calculons la probabilite 

de creation de paires particules et la densite de particules creees. 

Dans le cinquieme chapitre, nous etudions l'effet de champ magnetique sur la production de 

particules dans un espace-temps de Sitter a quatre dimensions. En premier lieu, nous cherchons 

les sdlutions de !'equation de Dirac. Ensuite, nous etudions le comportement de ces solutions 

pour definir les etats 11 in 11 et 11 out 11
• En derniere etape, nous calculons la probabilite de creation 

d 'une paire et la densite des fermions crees a partir des coefficients de Bogoliubov. 

Le dernier chapitre est reserve pour une conclusion generale. 



Chapitre 2 

Creation de particules en expansion de 

l'univers 

2.1 ' Introduction 

Dans ce chapitre nous nous proposons de montrer comment deriver la probabilite de creation 

d 'une paire de particules scalaires et la densite des particules creees en presence d 'un champ 

gravitationnel dans un univers en expansion par la methode des transformations de Bogoliubov. 

Nous commenc;ons par la. quantification canonique du champ scalaire complexe libre puis nous 

considerons le cas d 'un chan1p scalaire complexe dans un univers en expansion. Dans ce cas le 

systeme n'a pas un vide bien determine et la notion de particules n'est pas claire. Ils existent 

cependant des instants pour lesquels !'interpretation en particules est possible. Generalement , 

ces instants sont le passe et le futur lointains. Pour l'univers de de-Sitter, nous cherchons d 'abord 

les solutions de !'equation de Klein Gordon correspondante. Puis, nous comparons ces solutions 

avec les solutions semi-classique r.p( 'T/) ,...., e±iS. Cela nous pennet de classer nos solutions en etats 

11 in 11 et 11 out 11
• 

2.2 Univers en expansion 

Le modele standard de Friedmann-Robertson-Walker se repose essentiellement sur l'hypo-

these (le principe cosmologique) suivante; a grand echelle, l'univers est homogene, isotrope et 

en expansion. Une consequence mathematique du principe cosmologique est !'existence d'un sys-
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teme de coordonnees comobiles dans lequel la metrique a quatre dimensions de l'espace-temps 

prend la forme 

ds
2 = - dt

2 + a2
(t ) , + r 2dD2 

[ 
dr

2 

] 

1 - 11 r 2 
(2.1) 

ou 

dD2 = d8
2 + sin2 Bd<p2, (2.2) 

t est le temps cosmique et ]{ est la courbure spatiale qui peut prend les valeurs suivantes 

{ 

K = + 1 pour un univers ferrne 

]{ = 0 pour un univers plat 

]{ = -1 pour un univers ouvert 

L'equation de mouvement dans un champ gravitationnel est donnee par 

d2x>.. dxµ dxv 
-- +r>.. --
dT2 µv dT dT 

(2.3) 

(2.4) 

ou T est le temps propre et ｲ ｾｶ＠ est la connexion affine, qui s'ecrit en termes de la metrique 

comme 

r >.. - 1 >..p [ J µv - 2,g 9pµ,v + 9pv,µ - 9µ,v ,p 

Pour la metrique (2 .1 ), les syrnboles de Chritoffel non nulles sont 

ou 

{ 

0 . -r . = aagij 
t) 

· ar r Oj = ;_Uij 

r i = kg- ·· xi. ij t) 

xixj 
gij = 6ij + k 1 - kr2 

L'expansion de l 'univers est gouverne par equation d 'Einstein 

Rµv - ｾＹﾵＬ ｶＹａｋ ｒ＾ＮＮ ＬＬＬ＠ = - 87rGTµv , 

ou Tµv est le tenseur energie-impulsion et R µv est tenseur de Ricci defini par 

Rµv = ｲｾ＾ＮＮ Ｌ ｶ＠ - ｲ ｾｶ Ｌ ＾ＮＮ＠ + ｲ ｾ＾ＮＮ ｲ ｾｋ＠ - ｲ ｾｶ ｲ ｾｋＧ＠

Ce tenseur est symetrique 

Rµv = R vµ 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

(2. 10) 
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Les composantes non nulles du tenseur de Ricci sont 

{ 

Rj = - (2k + 20,2 + aii) 9ij 

Roi = ｾｾ＠ (51j§i1 - 5zi9jz) xJ 

Rao= 3; 

Si nous contractons le tenseur de Ricci , nous obtenons 

R = 87rGT 

Le teinseur energie-impultion s'ecrit sous la forme 

Tµ,v = P9µ,v + (p + p) Uµ,Uv 

dont ses composantes sont donnee par 

r00 = p (t), T 0
i = 0 , T J = gij a-2p(t) 

Il vien que 

Rµ,v = -87fGSµ,v 

ou S µv est donnee par 

1 .A 
Sµ,v = Tµ,v - 2,9µ,vT ,>_ 

avec ses composntes 

sij 
1 
2 (p - p) a2gfj 

Sao 
1 
2 (p + 3p) 

9 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

(2. 17) 

(2 .18) 

En slllbstituant, d 'une part , les composantes du tenseur de Ricci et d 'autre part les composantes 

du tenseur de Sµ,v dans l'equation d'Einstein , nous obtenons 

ii -47f 
- = -G (p+3p) 
a 3 

(2.19) 

ii (Q,) 2 

k - + 2 - + 2- = 47fG (p - p) 
a a a2 

(2.20) 

En cbmbinant (2.19) et (2.20), nous arrivons a l'equation fondamentale gouvernant l'expansion 

de l'univers 

87rGp (t) ｾ＠ 3 [ m 2 

+ :, ] (2.21) 
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D'apres la loi de conservation de l'energie 

rov. = 0 
)V 

Nous avons une equation differentielle du premier ordre 

En introduisant !'equation d 'etat w 

. a 
p + 3- (p + p) = 0 

a 

w = !!. 
p 

Pour w constante !'equation (1.4) devient 

P =Po Ｈｾｦ Ｈ ｬＫｷ Ｉ＠

10 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

ou Pa la densite du fluide cosmique et a0 est le rayon de l'univers observe actuellement avec 

l'indice 0 denote la valeur actuelle. 

Selon la valeur de w on distingue trois cas 

Un univers domine par la matiere non-relativiste pour w = 0, (p = 0) 

p =Po (:o)-3 (2.26) 

Un univers domine par la matiere relativiste pour w = ｾ＠ , (p = ｾＩ＠

p = Po (:o)-4 (2.27) 

Un univers domine par l'energie du vide w = -1 

p =A= Cd (2.28) 

2.31 Champs quantiques clans un univers en expansion 

2.3.1 Champ scalaire libre 

D'abord nous commern;ons par la quantification d'un systeme de champ scalaire libre. La 

densite lagrangienne d'un champ scalaire complexe libre s'ecrit 

£ = T/µvoµ<p*ov<p - m2cp*<p (2 .29) 
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avec la metrique Minkowskienne 'T/µv = diag (l , -1 , -1 , -1 ) 

La dynamique de ce systeme est regie par !'equation de Klein-Gordon suivante 

ou le d'alembertien est donne par 

(D + m 2
) <p (x, t ) = 0 

EJ2 
D=- - 6 

(J2t 

Les deux solutions lineairement independantes sont fk (7 , t) et fk, (r, t) avec 

fk (7 , t) = Nei(kot- kr') 

11 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

ou k0 = ./f2 + m 2et N est une constant de normalisation qui peut se determiner a partir de 

la condition 

1;A - J;Jk = 2i 

qui ex:prime la conservation du courant 

et 

La solution generale de !'equation de Klein Gordon est done 

<p (7 , t) = J d3

\ [Akf (7 , t) + ｂ ｾｊ［＠ (7 , t)] 
(27r) 

cp* (7, t) = J d3

k
3 

[Bxfk (7 , t ) + A'J,;J; (7 , t)] 
(27r) 

-t 

ou les amplitudes Ak et Bk sont de fonctions du vecteur d 'onde k. 

Les moment conjugues associes aux champs <p (7 , t) et <p* (7 , t) sont donnes par 

{ 

7f = ｩ ｪｾ ｫ＠ N [A ei(kot-kr') B* - i(kot- kr')] 
<p (27r)3 0 K - Ke 

7r* = i f d3k k N [B j ei(kot-kr') - A*J* - i(kot-kr') ] 
<p (27r )3 0 K k k k e 

(2.33) 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

-t 

D'ap:res la procedure de quantification, les operateurs <p (7 , t), if( f , t) verifient les relations de 

commutation suivantes 

[<P(7,t) , 7T (f ,t)J = i5 (r - 7 ) (2.37) 

et 

[r:p(7,t),<p(f,t)] = [w(7 ,t) ,w(7 ,t)J =O (2 .38) 

Les champs rp(7 ,t) et cp+ (7,t) s'ecrivent alors 

-t J d3 
k ｾ＠ -t + ｾ＠ -t 

<p ( r , t) = - 3 [a(k)j ( r , t) + b (k)J; ( r , t)] 
(27r) 

(2.39) 
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et 

+ ___., J d3 
k ｾ＠ ___., ｾ＠ ___., 

<p ( r, t) = -
3 
[b(k)fk ( r , t ) + a(k)J; ( r , t)] 

(27r) 
(2.40) 

ou les operateurs a(k), a+(k) , b(k) et b+(k) verifient les relation de commutation 

[a (f) ,a+(J7)] = [b (f) ,b+(J7)] = (2n)
36(k- 17) (2.41) 

et 

[a (f) ,b+(J7 )] =[a (f) ,b (f)] = 0 (2.42) 

Calcilons maintenant le Hamiltonien du systeme. Par definition le Hamiltonien de ce systeme 

est donnee par 

H = J d
3
x (nip<{>+ 1fip·<P* - £ ) 

Par un calcul explicite nous obtenons 

J 
d3k 

H = -
3

ko [a+ (k) a(k) + b(k)b+(k)] 
(27r) 

De la meme maniere, nous obtenons l'operateur de charge 

J 
d3 k 

Q = i -
3 

[a+(k)a(k) - b(k)b+(k)] 
(2n) 

(2.43) 

(2.44) 

(2.45) 

Nous remarquons que H et Q sont diagonaux. Done nous pouvons interpreter a+(k) et a(k) 

comme des operateurs de creation et d 'annihilation de particules et b+ (k) et b(k) comme des 

operateurs de creation et d 'annihilation des antipartipaticules 

et 

Nous peuvent definir les operateurs 

1 
Na = ｾＭ Ｓ ｡ＫＨｫＩ｡ＨｫＩ＠(2n) 

Nb = ｾ｢ＫＨｫ Ｉ ｢ＨｫＩ＠
(2n) 

(2 .46) 

(2.47) 

qui representent respectivement le nombre de particules et le nombre d 'antiparticules par rap-

port au vide JO) defini par Na IO) = 0 et Nb IO) = 0 . 

2.3.2 Champ scalaire complexe dans un espace courbe 

Considerons maintenant le cas d'un champ scalaire complexe dans un espace courbe. La 

metrique de FRVI 
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ds 2 = dt2 
- a2(t)d7 2 

Nous introduisons le temps Conforme 'T/ avec 17 = J a% ,la metrique de FRW devient 

ds 2 = a2 ('TJ)(d'T)2 
- d7 2

) 

ou a''TJ) est le facteur d'echelle qui indique la taille de l'univers a chaque instant . 

L' action de systeme et donnee par 

s = j d4x.j=g [gµ110µ<p*811cp - (m
2 + ｾｒ＼ｰＪ｣ｰ｝＠

ou ｾ＠ est un parametre numerique qui vaut dans le cas du couplage conforme 

1d-2 

ｾ］Ｔ､ＭＱ＠

Pour un espace-temps de quatre dimension nous avons 

1 
ｾ ］ Ｕ＠

13 

(2.48) 

(2.49) 

(2.50) 

(2.51) 

(2.52) 

D'apres le principe de moindre action, Js = 0, l'equat ion de mouvement du champ scalaire est 

1 
..;=g8µ(gµ11 h 811<p) + (m.2 + : )<p = 0 (2.53) 

Si ndus introduisons le champ 1/J (x, 'TJ) defini par 

1 
cp(r, 'TJ) = a('TJ) 1/; (x, 'TJ) (2.54) 

nous obtenons 
d2 a" ('TJ ) 

[d'f/2 - 6 + a2
('TJ)(m

2 + ｾｒＩ＠ - a('TJ) ]1/; (x, 'TJ ) = 0 (2.55) 

avec 6 = ;;2 + ;:2 + ;;2 et a" ( 'T/) = ､ＺｾｾｴＩ＠ . La grandeur scalaire R est le scalaire de Ricci defini 

par 

R = 6a" ('TJ) 
a3('TJ) 

Dans le cas du couplage conforme l'equation de Klein Gordon devient 

[ ､ｾ Ｒ＠ - 6 + a2
('T))m

2
] 1/; (x, 'TJ) = 0 

(2.56) 

(2 .57) 
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Maintenant nous faisons la decomposition 

J 
d3 k 

'l/J (x , 17) = --3 xk(i)uk ('TJ ) 
(27r )2 

ou xk(i) est la fonction propre de l'operateur 6 avec la valeur propre - >.% 

(6 + >-D xk(x) = o 

Pour un espace plat les fonctions xk (i ) sont des ondes planes et>.%= P, avec 

j d7 xk(i)xZ;(x) = 5kk' 

La fonction Uk ( 77) verifie l' equation differentielle suivante 

[ ､ｾ［Ｒ＠ + W
2

] Uk ( 'TJ ) = 0 

avec 

w2 = k2 + a2(77)m2. 

Si r.pAf ('Tl) et 'Pk ('Tl) sont deux solutions qui verifient la condition de normalisation 

＼ｰｾ＠ (77) ＼ｰｾ＠ (77) - ｲＮｰｾＧ＠ (77) <pk ('Tl) = 2i, 

la solution generale de (2.61 ) est 

uk('T/) = ｡ｫｲＮｰｾ＠ (17) + ｢ｾｲＮｰｫ＠ ('Tl ) 

En inserant l'equation (2.63) dans la decomposition (2.58), nous obtenons 

'lj; (x, 'Tl)= j d
3

k3 ｛ｲＮｰｾＨＧｔｬＩｸｫ＠ (i) a(k) + 'Pk(17) xZ (i) b*(k) 
(27r) 2 

D'apres la procedure de quantification nous avons pour le champ {/;(x, 17) 

{/;(x, 17 ) = J d3

\ [r.pt( 'Tl )xk (i) a(k) + r.pJ;( 'Tl )xZ (i) h+ (k) 
(27r) 2 

Dans ce cas son moment conjugue est 

ir(x , 'Tl)= j d
3

\ [<Pit(11)xZ (i) a+(k) + <PJ;(17)xk (x) b(k) 
(27r) 2 

14 

(2.58) 

(2.59) 

(2.60) 

(2.61) 

(2.62) 

(2.63) 

(2.64) 

(2.65) 

(2.66) 
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Par un calcul direct nous pouvons montrer que l'hamiltonien du systeme 

J 3( I '* ) H = dx 1i1f;'l/J + 111/;· 1/; - £ (2.67) 

peut s'ecrire sous la forme 

H = ｾ＠ j d3x [Ek ( a+ (f) a (f) + b (f) h+ (f)) + F; b(k)a( - k) + Fkb+(k)a+(- k)] (2. 68) 

avec 

{ 

Ek (TJ) = l<Pk (TJ)l
2 + w2 

(TJ) i'Pk (TJ)l
2 

Fk (TJ ) = ｣ｰ ｾ＠ (TJ ) + w2 (TJ) ｣ｰ ｾ＠ (TJ ) 
(2.69) 

On remarque que H n'est pas diagonal, il contient des termes mixtes. Pour une metrique asymp-

totiquement Minkowskienne le 1 er couple ( cpt in ( TJ ), cp"k in ( TJ )) qui rend H diagonal se comporte 
' , 

a ( -oo) comme 

avec 

Ici nous avons 

et 

( 'Pt n ('Tl )) 'Pk,in ('Tl )) = ( e- iw;n17) eiWin17 ) 

Win = Vk2 + m2ai (TJ), a1 = a(TJ ---t - oo) 

lim Ek 
17---+-oo 

lim Fk 
17---+-oo 

2 
2win 

0 

H = J d
3
kw;11 [ati(TJ)ain(TJ) + bin(TJ)bti(TJ)] 

Le 2 eme couple ( cptout ( TJ) , 'Pk,out ( TJ)) qui rend H diagonal se comporte a ( +oo) comme 

avec 

Nous avons al ors 

(cpt(TJ), cp"k(TJ)) = (e-iWout17> eiWout17) 

Wout = Vk2 + m 2a§(TJ) , a2 = a(TJ ---t +oo) 

lim Ek 
17---++oo 

lim Fk 
17---++oo 

2 
2win 

0 

(2.70) 

(2. 71) 

(2.72) 

(2. 73) 

(2.74) 

(2.75) 

(2. 76) 

(2. 77) 

(2 .78) 
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et 

H = J d3
kw2=t ｛｡ｾｴＨ ＱＷ Ｉ｡ｯｵｴＨ ＱｬＩ＠ + ｢ ｯｵｴＨＱＷＩ｢ｾｴＨＱＷＩ｝＠ (2.79) 

La diagonalisation de H est possible si wk (17) varie d 'une maniere adiabatique au voisinage 

d 'un instant 770 . Sachant que la condition d'adiabatique est donnee par [44] 

ｬｩｭ ＱｷｾＨＷＷＩＱ＠
7J-+7Jo ｷｾ＠ ( 1] ) < < 1 

avec les fonction <pt (17) sont des solution de !'equation (2.61) 

pour 

et 

1 +fwk(17)d17 ± ) ,....., e 
<pk (17 - Jwk (17 ) 

Ek 

Fk 

2w% (770) 

0 

H = J d
3

kw% (170 ) [at( 17 )ak(17) + bk (17) bt(17 )] 

(2.80) 

(2 .81) 

(2.82) 

(2.83) 

(2.84) 

Le Hamiltonien est diagonal a l 'instant 17 = 770 .C'est un etat physique dit vide adiabatique 

2.4 Creation de particules 

Comme !'ensemble { cptout (17 ), 'Pk.,out (77)} forme une base. Nous pouvons ecrire les elements 

du deuxieme ensemble {'Pt, in ( 17) , 'Pk, in ( 17)} comme combinaisons lineaires 'Pt, out ( 17) et 'Pk,out ( 17) 

<pt (17) 

'Pin (17) 

akcptut (17 ) + /3kcp;;ut (17 ) 

｡ｾ｣ｰ［［ｵｴ＠ (17) + ＯＳｾ｣ｰ［ｵ ｴ＠ (17 ) 

ou les coefficients de Bogoliubov verifient la condition 

la;J - l/3i;l2 = 1 

La relation entre les operateurs de creation et d'annihilation est 

a- = afiiin + /3 kb±: . k,out k,in 
A+ *A+ /3* b a- - afain + k k,in k,out 

(2.85) 

(2.86) 

(2 .87) 

(2.88) 

(2.89) 



2.5 Application :Espace de de-Sitter 17 

La densite des particules creees est par definit ion 

(Oin I bf.out bk,out I Oin) = (Oin I af.out ak,out I Oin) = I f3 ),:12 (2.90) 

Par consequent , la probabilite de creat ion de paires et la densit e des part icules creees seront 

donriees en t ermes de coefficients de Bogoliubov. En effet , a part ir de l'arnplitude 

A = (Oout I bk,ou/ik.out I Qin) 

ｌ Ｇ ｯｰ ｾ ｲ｡ ｴ ･ｵｲ＠ bk- t peut s'ecrire en fonct ion de a±- et bk- . comme suit ' ·,ou k,out ,in 

L'arriplitude devient 

f3 1 ' 
- R '+ + b-b- = - ak- t - * k.in k,out ,.,* . ,ou a - . 

u.k k 

- (3k 
A - - (Oout JOin) 

a '!'. 
k 

Pour la probabilite de creation d 'une paire de particules , nous avons 

l!3;;l
2 

Pf = 1 + lf3"kl 2 

f3;; 

a'!'. 
k 

2 

2.5 Application :Espace de de-Sitter 

2.5.1 Solution exacte de !'equation de Klein Gordon 

Pour l'espace de de-Sitter, a(t) = ｈ ｾ Ｇ＠ l'equation de Klein Gordon devient 

[ 
d 2 (m2 

) 1 ] -- L:. + - + 12( -2 - 'ljJ (ry , x) =O 
dry2 H 2 ry2 

On fait le changement de variable ry = t et on pose 

1 .---+---+ 

'l/J (ry,x) = p2 g(p)eikr 

On tJrouve l'equation de Bessel [59] 

[
d
2 

l d >-2 ] 
dp2 + p dp + (l - p2) g(p) = 0 

OU >-2 = ｾ＠ - ［［ ｾ＠ + 2 - 12(. 

(2.91) 

(2.92) 

(2.93) 

(2.94) 

(2.95) 

(2.96) 
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2.5.2 Eta ts "in" et "out" et creation de particules 

Si nous ecrivons la solution de !'equation de Klein Gordon On fait le changement de variable 

.L'equation de mouvement s 'ecrit comme 

[ }=-gn?8µ( H9µ v8v) + m 2
] c.p = O 

sous la forme <p = ef.s, nous obtenons pour S !'equation de Hamilton-Jacobi 

gµv8µS8vS - m 2 = 0 

En ecrivant S sous la forme 

nous peuvons avoir 

----? 

S = G(TJ) + k i 

G(TJ) = J rn,2 

k2 + --dTJ 
H2TJ2 

Nous faisons maintenant le changement de variable TJ = ｾ＠ pour obtenir 

TJ ) = -- V ｾ＠ + u
2 G( m j / k2H2 

H 2 du u 

A l'aade de l'integrale suivante [59] 

nous obtenons 

et, par consequent, 

J )b2 + u2 du= - )b2 + u2 + ln(u + )b2 + u2) +est 
u2 u 

V k2 + ';;2 u2 m k2 H 2 
G(TJ) = - - u + H ln(u + J ｾ＠ + u2) [ 

I 2 l 

G(TJ) = 
m 2 1 

k2TJ2 + -+ ln(- + 
H 2 T/ 

k 2 H 2 1 m 

--+-tll 
m2 T/2 

Les etats d 'energie positive et negative se comportent, alors, comme 

± lim e'ftG(17) ,...., e±ik17 
1Pin = 

1)-->-oo 

± lim e'ff.G(17) rv 'T/'fi}f c.p out = 
1)-->0 

(2.97) 

(2.98) 

(2.99) 

(2.100) 

(2.101) 

(2. 102) 

(2 .103) 

(2. 104) 

(2.105) 

(2 .106) 
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En utilisant le comportement des fonctions de Bessel 

J± (kTJ) ｾ＠ ｲＨ＾Ｎｾｬ Ｉ＠ (kTJ )±>. 

H (l ,2) (k ) ,...._, #, ±(k11 - "-11- "-) >. TJ ,....., - k e 2 4 
7r 1/ 

(2.107) 

nous obtenons la bonne definition des etats 11 in 11 est 11 out 11 

<fifn = N1Hl(I<TJ ) (2.108) 

'Pin = N;Hf (KTJ ) (2.109) 

et 

<fi;ut = N21->. (KTJ ) 

cp-;;ut = N; J>. (KTJ ) 

Mairitenant, pour determiner les coefficients de Bogoliubov nous utilisons les relations entre les 

fonctions de Bessel et les fonctions de Hankel [59] 

H (l )(kTJ ) = L >.( k11 )-e-i>."J>.( k11 ) 
>. i sin(7r>.) 

H (2)(kTJ ) = eih J>.(k11 )-1_>. (k11 ) 
>. i sin(7r>.) 

(2.110) 

Les coefficients de Bogoliubov sont alors 

a = 
N1 1 

N2 sinh( 7r .:\) 

(2.111) 

N ->.'Jr 
1 e 

N:;_ sinh( 7r .:\) 

{3 (2.112) 

ou ｾ＠ = J- ｾ＠ + Ｗ［Ｎ［ｾ＠ - 2 + 12( 
--7 

La probabilite de creation d 'une paire de particules clans l'etat k est donnee par 

I 

{312 -
Pk = -;; = e -2>.7r (2.113) 

Pour la densite des particules crees nous avons 

1 
n (k) = 1!31

2 

= e21r3: - 1 (2.114) 

I1 estJ a noter que PK et n(k) ne depend pas du k 
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2. 6 Conclusion 

]j)ans ce chapitre, nous avons presente un bref rappel sur la theorie quantique des champs 

dans un espace courbe et nous avons montre comment obtenir la probabilite de creation d 'une 

paine de particule dans un univers en expansion ainsi que la densite des particules creees. Comme 

exemple d'illustration nous avons considere l'espace de de-Sitter ou !'equation de Klein Gordon 

admet des solutions exactes et analytiques. A partir des coefficients de Bogoliubov nous avons 
--7 

pu calculer la probabilite de creation d 'une paire de particules dans l 'etat k et la densite des 

particules creees. Nous avons remarque que la densite de particules creees se ressemble a la 

distribution de Bose-Einstein. 
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3.1 Introduction 

Dans ce chapitre, nous nous proposons d'etudier l'effet du champ electrique sur la creation, 

a pattir du vide, de particules sea.la.ires dans un univers de de-Sitter. En premier lieu, nous 

cherchons des solutions a !'equation de Klein Gordon. Comme les eta.ts d'energie positive et 

negative se comportent comme les solutions semi-classique de !'equation d'Hamilton-Jacobi 

nous pouvons les solutions obtenues en eta.ts 11 in 11 et 11 out 11
• A partir de la relation entre ces 

eta.ts nous calculons la probabilite de creation d'une pa.ire et la densite des particules creees. 

3.2 Equation de Klein Gordon en presence champ elec­

trique 

donsiderons maintenant un champ sea.la.ire complexe en presence d'un champ electrique 

decrit par la jauge Aµ = (0, 0, 0, A3 ) ou 

Eo 
A3 (TJ) = - H 2TJ. 

La dynamique de ce systeme est en general regie par !'equation de Klein-Gordon 

1 
H(i8µ - eAµ)gµvyf-g(i8v - eAv)'l/J - (m2 + (R) 'ljJ = O 

ou R sea.la.ire de Ricci et ( est un para.metre numerique 

En faisons la factorisation 

nous obtenons !'equation 

avec 

1 .--+_, 

'ljJ (TJ) = a(TJ) e'k r (p (TJ) 

[ 
d

2 
E M2 ] 

d'T/2 + k2 - 2ek3 H 2o'T/ + H 2'T/2 (p (TJ) = 0 

M = 
e2E2 

m2+ __ 0 
H 2 

Afin de resoudre cette equation, nous introduisons la nouvelle variable 

'l 

TJ = 2kp 

(3.1) 

(3 .2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 
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L'equation resultante est de type Whittaker [59] 

[ 

d2 1 >, l - µ2] 
- - - + - + 4 (p (p) = 0 
dp2 4 p p2 

(3.7) 

ou (p (p) = (p ( r;) et les constantes µ et .A sont donnes par 

µ ｾ＠ ｩｊＨｾＩＧ Ｍｾｾ ｩﾵ＠ (3.8) 

. kz Ea .-
.A = - iek H 2 = i.A. (3.9) 

L'equation de Whittaker admet comme solutions lineairement independantes les fonctions de 

Whittaker suivantes [60] 

M>.,µ (p) 

W>.,µ (p) 

i e 1 ) pµ+ 2 e- 2 M (µ - >, + - , 2µ + 1; p 
2 

i e 1 ) pµ+2e-2 U(µ - >, + - , 2µ + l ; p 
2 

(3.10) 

(3. 11) 

ou M (a , b, p) et U (a, b, p) sont les fonctions de Kummer. 11 est bien connu que les fonct ions de 

Whittaker ont le comportement suivant 

W>.,µ (p)p-.-oo rv ･Ｍｾ＠ (- p)>. (3. 12) 

et 

.M>. ,µ (p)p-.o rv ･Ｍｾ＠ (Pt+1. (3 .13) 

3.3 Choix des etat" in" et "out" 

Les etats "in'' et "out" sont choisis en fonction du comportement asymptotique de la solution 

semi-classique construite par !'utilisation de !'approximation WKB a partir des solutions de 

l 'eqll!ation relativiste de Hamilton-Jacobi. Nous donnons la solut ion analytique de !'equation 

H-J 

gµv(BµS + eAµ)(BvS + eAv) - m 2 
= 0 (3.14) 

ou S est l'action du systeme. Si nous ecrivons S sous la forme 

--t --t 

S = G(r;) + k x (3.15) 

nous obtenons 

J J 2 
eE0 2 

m2 

G (r;) = dr; kl.+ (kz + H 2r; ) + H 2r;2 (3. 16) 



3.3 Choix des etat" in" et "out" 

avec k = J k2 + k2 
J_ x y 

A l'aide de l'integrale suivante 

j J a + (3x + 1x
2 

= Ja + f3x + 'fX 2 - fo_argsinh ( 
2

a + /3x ) 
xJ4a1 - 132 

+- - arg sinh ----;:::-= ' ===== ,6 1 ( ?."'x + f3 ) 
2 v;y J 4a1 - 132 

ou a l /3 et r sont des nombres reels , avec 1)0 et 4a1 - /32
)0, il vient que 

eEo M 2 

ｇ Ｈ ｲｊ Ｉ ］ｾ Ｏ ｫＲｲｊＲＫＲｫｺ＠ H2 TJ+ H2 

r 

M
2 ｾｋ＠

M H2 + H2 z'TJ + 
-- ln 

H J Af2 k2 - e2 E$ K2 c )

2 j M 2 ｾｋ＠
}j2 + H2 z'T/ + 1 

'TJ H2 H4 z 
NJ2 k2 - e2E6 K2 
H2 H4 z 

eE r k
2

ri + ｾｋ＠
+ 

__ Ok 1 ., H2 z 
? z n + 

H- J M2 k2 - e2 Ea K2 ( ) 

2 j k2ri + ｾ ｋ＠
'I H2 z + 1 

Nous pouvons voir que 

H2 H4 z 
M2 k2 - c2E5 K2 
H2 H4 z 

G(TJ)rv ｻＭ ｾ ｬｮ Ｈ Ｍｔｊ ＩＫ｣ｳｴｰｯｵｲ＠ rJ --+0 

kTJ + C8tpour 'TJ ---+ - ()() 

Les solutions ＼ｰｾｵｴ＠ et ＼ｰｾ＠ doivent se comporter comme suit 

Nous avons alors les etats "in" 

et leS etatS 11 OUt 11 

± 
<pout 

± 
<pin 

+ 
<pin 

<pin 

+ 
<pout 

<pout 

lim ･ｾＪｇＨＮＬＬＩ＠
.,,_,a 

lim ･ｾＪｇＨＮＬＬＩ＠
7)--->-00 

NinW->.. ,;i (- p) 

Ni"nw>.. ,µ (p) 

NoutM>..,-µ (p) 

N;utM- >..,µ (- p). 

24 

(3.17) 

(3.18) 

(3 .19) 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

(3 .23) 

(3.24) 

(3.25) 
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3.4 Creation des particules 

Maintenant, pour determiner la probabilite de creation de paires particules et la densite 

des particules creees, nous utilisons la transformation de bogoliubov reliant les etats «in» et 

«out » . La relation entre ces etats peut etre obtenue par utilisation de la relation ent re la 

fonction whittaker 

r (2µ - l )e- i1T >. r (2µ + ｬ Ｉ･ｩＱｔＨ ﾵＭ ＾ＮＫｾＩ＠
M >. ,µ (p) = [ r(µ _ >. + ｾ Ｉ＠ W- >. ,µ (-p) + r (µ + >. + ｾ Ｉ＠ W >.,µ (p)] (3.26) 

avec Ｍｾ＠ < argp < 3
; et 2/L =I- -1 , -2, ... 

Tenant compte du fait que Vi1\µ (p) = W >.,- µ (p), les fonctions <fltut (TJ) et Ｇｐｾｴ＠ (TJ ) peuvent 

etre exprime en termes de <p'ti ( TJ ) et cpi;, ( TJ ) 

<fl'ti (TJ ) 

'Pin (TJ ) 

｡ ｫ ＼ｦｬｾ ｴ＠ (TJ ) + ｦＳ ｫＧｐｾｴ＠ (TJ ) 

｡ｾ ＼ｰｾｵｴ＠ (TJ) + ＯＳｾ Ｌ ＼ｦｬｴｵｴ＠ (TJ) 

ou les coefficients de Bogoliubov sont donnes par 

a = 

f3 

avec la condition 

N out r (l + i2[1,) e1T>. 

Nin ｲ Ｈ ｾ＠ + i ({L - ｾＩ Ｉ＠

.Nout r(l + 2iµ)e- 1T(µ-5.. ) 
'/,-- -

Ntn ｲＨｾ＠ + i([i, + >.)) 

lal
2 

- l/31
2 

= 1 

--t 

La probabilite de creation d'une paire de particules clans l'etat k est alors 

Pk = ＱｾＱＲ＠ ｲ Ｈｾ＠ + i(µ - ｾＩＩ＠

ｲ Ｈ ｾ＠ + i(µ + ｾＩＩ＠

Compte tenu de la propriete de la fonction gamma 

ｉｲＨｾＫ＠ ix)l2 
7i 

cosh 11x 

Nous obtenons 

2 

e-21T1µ:1 

h(l -1 ｫｺｾＩ＠
COS µ - k H2 -2 1- 1 

Pk = e 1T J.L 

cosh(liLI + k,; ｾＩ＠

Pour la densite des particules creees nous avons 

n(k) = l/312 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

(3 .32) 

(3.33) 

(3 .34) 

(3 .35) 
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Comlme lakl 2 
+ l.Bkl2 

= 1, nous pouvons ecrire 

cos 71 (IP,I - k, ｾＩ＠ e- 271"1µ1 
n(k) = k H -

COS71 (IP,I + ｫｫｺｾＩ＠ - COS71 (IP,I - ｾｾＩ＠ e- 27r lµI 
(3.36) 

On remarque que Pk et n(k) dependent de l'orientation de k 

Ruisque la creation de particules est bien definie seulement dans la limite adiabat ique, 

A1 > > H , la densite des particules creees se comporte conune 

[ ( 
kz eEo)] n(k) =exp - 211 \JL I + k H2 (3.37) 

Ce ｱｾｩ＠ n 'est rien d 'autre que la distribution de Boltzmann. Ceci explique la nature thermique 

de l'effet. De plus, il resulte de (3.36) et (3.37)que le champ electrique amplifie de maniere 

significative la creation de particules . 

.A la fin de cette section, examinons la limite H ---+ 0 ou l'espace de de-Sitter se reduit a 

l'espb,ce-temps plat de Minkowski.Tenant compte du fait que 1;: - ｾ＠ ｾ＠
2
r;';;

0 
, pour le petit H, 

on obtient facilement 

et 

m2+k2 
ＭＷＱＢ ＭＭｾ Ｇ＠e e Eo 

Pk = m 2 +ki 

-7r eEo 1- e 

n( k) = -71" m2+ki e eEo 

3.5 Action effective de Schwinger 

De nombre des particules crees est 

n(K) = cosh [11 (\P,I_- ｾｾＩ＠ J 

cosh [11 (IP, \+ ｾｾ Ｒ Ｉ｝＠ e- 27r lµI - cosh [11 (IP,l ＭＱＯ ｾ＠ ｾＩ｝＠

A ca:use de la condition M > > H , la densite des particules crees se comporte comme 

n(K) = ･ Ｒ ＷｲＨ ｬ ｩｩｬＭｾ＠ \') 

L'amplitude de transition vide-vide donnee par 

( vid\ vid) = eiSef J 

(3.38) 

(3 .39) 

(3.40) 
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--7 

Soit c;;; la probabilite pour qu'il n 'y ait pas de creation de paires clans l'etat k . 
--7 

La quantite C;;; (P;;;r est la probabilite de avoir cree seulernent n paires clans l'etat k . 

Ce qui irnplique que 

I:c;;; (P;;;r = 1 
n 

1 
Ck= 1-pk = -

lal2 

La probabilite de transition vide-vide est done 

l(vidlvid)l2 = e -2ImSeff =II Ck= e L:kin ck 

k 

La partie imaginaire de l'action effective de Schwinger est 

2ImSeff = - Lln ck = Lln (1 + l,Bki2) 
k k 

Utilisons le developpement de Taylor 

+oo ( )n+l 
ln (1 + l,Bki2) = L -1 l,Bkl 2n 

n 
n=l 

En rernplace la somme sur k par l'integrale suivant 

J 
d3 k v 

I: --7 (27r)3 a3(t) 
k 

L'action effective de Schwinger devient 

+oo (-lt+l J d3
k ｾ ･ＲｮｮＨ ｬ ｴｌｉＭｾﾥＩ＠

2 Im Seff = L n (27r)3 a3(t) 
n =l 

Nous faisons d3 k = k2 dk sin e dB dr.p et en pose ｾ＠ = cos e. Nous o btenons 

+oo (-1 r+ 1 1+00 

k
2
dk V H

2 
- ( eE ) 

2 Im Seff = L --2 ｾＨ＠ ) E e
2
nnlµI sinh 27rn----* 

n=I n o ( 27r) a t 7rne o H 

Pour eliminer la divergence , nous definissons le lagrangien effective avec 

2ImSeff = j d3
xdt 2ImLeff 

ou Im Leff est la probabilite de creation par unite du temps et par unite de volume 

J 1
+00 H2 +oo ( -1 r+i e2nnl/:il ( eE ) 

dt Im Leff= k
2
dk 3 L 2 ｾＨＩ＠ sinh 27rn Hi 

o (27r) eE0 n=l n a t 

(3.41) 

(3.42) 

(3.43) 

(3.44) 

(3.45) 

(3 .46) 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

(3.50) 
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Nous cherchons une condition pour la quelle M (a, b; p) '.:::::' 1.La definition du fonction de Kum-

mer [60] 

l\1 (a,b;p) =l+.9'.e+a(a+l) P
2 

a(a+l )(a+2) p3 lb - - .,. _, + - - _, __ , ,. _, + .. .. (3.51) 

Pout une valeur finie de p, M (a, b; p) '.:::::' 1 seulement si ｉ ｾ＠ I « I.Nous avons alors 

IPI « 12µ + 11 (3.52) 

Nous pouvons voir que la notion de particules ne peut avoir un sens que si 

\kl « M eHri (3.53) 

Alors la partie imaginaire de Lagrangien effectif de Schwinger s'ecrit sous la forme 

M3H3 +oo (- 1)n+1 - ( eE) 
Im L ff= L e-21fnlµI sinh 21fn-

0 

e eEo (21f ) 3 n=l n2 H2 
(3.54) 

3. 6 Con cl us ion 

Dans ce chapitre nous avons etudie l'effet du champ electrique sur la creation de particules 

scalaire dans un univers de de-Sitter. Nous avons considere la methode canonique basee sur la 

transformation de Bogoliubov reliant les etats 11 in 11 aux etats ''out". Les resultats essentiels de 

cette etude sont : 

1) Les quantites Pk et n(k) dependent seulement de !'orientation de k 

2) Le champ electrique amplifie la densite des particules creees. 
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4.1 Introduction 

L'objectif de ce chapitre est d'etudier l'effet du champ electrique sur la creation de parti-

cules de spin 1/2 a partir du vide dans l'espace de-Sitter. En premier lieu, nous cherchons des 

solutions exactes a l'equation de Dirac avec un champ electrique. A l'aide de la transformation 

de Bogoliubov nous calculons la probabilite de creation de paires particules et la densite de 

partkules creees. 

4.2 Equation de Dirac en presence d 'un champ elec­

trique 

Considerons un fermion de ｳｰｩｮｾ＠ de mass met de charge e .L'equation covariante de Dirac 

avec la metrique (2.49) prend la forme 

Wrµ ( 8µ + ieAµ - r µ) - m] 'ljJ = 0 (4.1) 

ou les matrices de Dirac ;:,t dependant de la courbure sont donnees en jauge de tetrade diagonale 

par 

et 

1 0 

,:yo = a(ri) r 

1 i 

ii = a(ri) r 

(4.2) 

(4.3) 

avec 1° et 'Yi sont les matrices habituelles de Dirac qui peuvent etre ecrites dans un espace de 

Minkowski 

10 = ( 1 0 ) 
0 -1 

'Yi = ( 0 . <Ji ) 

-(Ji 0 

et r i sont les connexions de spin definies a l'aide des symboles de Christoffel ｲ ｾｩ＠

r 1 r 13 [-°' -vi 
i = -89°'13 vi r , r 

Les seuls symboles de Christoff el non-nuls sont 

ro - a' (ri) 
oo - a(ri) 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

(4. 7) 
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Par un calcul simple nous obtenons 

ｲ ｾ＠ . = ro. = a' ( TJ ) 8 
J iJ a( TJ ) ij 

f 0 = 0 

r i = Ｍｾ ｡Ｇ＠ (TJ ) 'i°'°l 
2 a(TJ ) 

Nous choisissons la jauge Aµ = (O; O; O; A3) ou 

A3 = -Eof (TJ ) 

En eff ectuant la factorisation 
3 

'I/; = a-2 (77 )x(TJ ,x) 

Nous obtenons l'equation la plus simple 

[rµ (iBµ - eAµ ) - ma(TJ )] x (TJ , x) = 0 

31 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

(4. 11) 

(4.12) 

(4.13) 

Afin de resoudre cette equation, nous ecrivons, au debut , x(TJ , :r) = eik? Ｇ ｲﾰＧｙ Ｓ ｾ＠ .Nous pouvons 

ecrire l 'equation de Dirac sous la forme 

,.. ..... " -
ｄｾ］ｋｾ＠

ou les operateurs lineaires fJ et k sont donnes par 

D 
. d 
'l ')'3 d'T] - (kz - eAzho - ma(TJh O'Y3 

K (kx"r1 + ky')'2)'Y0"(3 

lei, nous pouvons montrer que 

[n,k]=o 
et 

k
2 = -(k; + ｫｾＩ＠ = -ki 

En ecrivant le vecteur propre de K sous la forme 

ｾ］＠
( 

ｾＱ＠ (TJ ) Xi ) 

ｾＲ＠ (77) 0-3X1 

Nous pouvons montrer que ｾ Ｑ＠ et ｾ Ｒ＠ verifient les deux equations 

(4.14) 

(4. 15) 

(4.16) 

( 4.17) 

(4. 18) 
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d - -
(i d'T] - ｭ｡ＨｔｊＩＩｾ Ｒ＠ = [( kz - eAz) + isk.L] ｾ Ｑ＠ (4.19) 

d - -
(i d'T] + ｭ｡ＨｔｊＩＩｾ Ｑ＠ = [(kz - eAz) - isk.L] ｾ Ｒ＠ ( 4.20) 

On remarque que les coefficient de couplage [(kz - eAz) ± isk.L] depend du temps conforme et 

la procedure d'interaction habituelle conduit a une equation du second ordre compliquee qui 

fait ne pas admettre des solutions bien connues. Pour simplifier le probleme, introduisons la 

transformation unitaire 

0:) 
OU 

et 

1 ( 1 T ) ( 'P1 ) 

Vl + T 2 
-T 1 'P2 

- Ｍｾ ＨＱＧ ＱＭ m) 
T- eEo 

M= 
e2E2 

m2+ _ _ 0 
a2 

0 

Nous avons alors un systeme de deux equations differentielles de premier ordre couplees 

{ 

[
. d m

2 
j( ) ｾｫ＠ ｾｊＨ＠ )] - [mk · k J i dry - M ao TJ + a

0
M z - aoM TJ 'P2 - M z + is ｾ＠ .L 'P1 

· d m 2 eEo e
2 
E5 _ m · ｾ＠

[id?J + Maof(TJ) - aoMkz + aoMJ(17)] 'P1 - [Mkz - isk.L] 'P2 

( 4.21) 

( 4.22) 

( 4.23) 

(4.24) 

Par interaction nous obtenons pour chaque composante une equation differentielle du second 

ordre 

[ 
d

2 

I ] d'T]2 =F iaoM f (TJ) + a6M
2 
f

2
(TJ) - 2eEoKzf (TJ) + k2 

<p1,2 = 0 ( 4.25) 

qui admet une solution simple et analytique. 11 est a noter, que l'equation (4.25) peut s'ecrire 

sous la forme r.p: (TJ) + w; (TJ) r.p 5 (17) = 0 ou 

w; (TJ) = =t=iaoM / (TJ) + a6M
2 

J2(TJ) - 2eEoKzf (TJ) + k2 
( 4.26) 

ce qui montre que la creation de particules est bien definie seulement dans la limite adiabatique 

(2.80). 
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Nous obtenons alors les composantes <ptn et <ptut comme 
, ' 

+ 
<p2,in = 

1 (k _ eEoKz 
[kz ｾ＠ - isk.i] ]\f H )W- >. ,µ- i( -p) ( 4.39) 

<p2,in = 
-1 EK (k e o -

[kz ｾ＠ - isk.i] fl+ M H,, )W>.,µ-1 (p) ( 4.40) 

+ 
<p2,out = 

- 4k ( 1 l\J) 
[kz ｾ＠ - isk.i] 2 + i H l\L>.,µ-1 (- p) (4.41) 

k ( e2 E2k2 
<p2,out = l - M2hk2) 

4 ｛ｫｺｾ＠ - isk.i] Ｈｾ＠ _ i';j) M>.,-µ+i(p) 
( 4.42) 

Alors, les spineurs de Dirac correspondant aux etats d 'energie positive et negative sont donnee 

par 

( 

;:_:+ X ) ( [1 W- >.,µ (- p) + T [k ｾ ｾ Ｎ＠ k ] (k - efJ:i• )W->. ,µ - 1 (- p)] X1 ) 
'>l ,tn 1 _ 1 z M is .1. 

-+ - Vl+72 1 E K-

ｾＲＬｩｮＨｽＳｘＱ＠ [-TW->. ,µ (- p) + [kzX}-isk.J..] (k - e ａｾ ｈ Ｍ )W->.,µ - i( - p)] (}3X1 

( 4.43) 

Ｈ ＭｾｾｩｮｘＱ＠ ) 

ｾＲ Ｌｩｮ ｡ＭＳｘＱ＠

- _1_ ( [ 1 W>.,µ (p) - T ｛ｫＮｾ ｾ ｩｳｫＮｊＮＮｊ＠ (k + ･ｾｊ Ｚｩ •＠ )W>.,µ-1 (p)] X1 ) 

- vl+T

2 

[ ｾｷ＠ ( ) _ 1 (k + eEoK•)W >. _
1 

(p)] a-
3
x

1 - i >.,µ p ｛ｫＬｾＭｩｳｫＮｊＮＮ｝＠ M H ,µ 

( 4.44) 

et 

( 
-+ ) ( ｾｬ Ｌ ｯｵｴｘ ｬ＠

-+ - 1 

ｾＲＬｯｵｴＨｽＳｘｬ＠ - Vl+T2 

[IM- >.,µ (- p) - T ｛ｫＮｾｾｩｓｫＮｊＮＮｊ＠ G + i';j) M->. ,µ-1 (-p)] X1 ) 

[-TM->.,µ( -p) - [ Ａｊｬｾ＠ k] Ｈｾ＠ +i';j) l\L>.,µ -1 (-p)] a-3X1 kz M is .1. 

( 

ｾｬ Ｌｯｵｴｘｬ＠ ) 

ｾＲ Ｌｯｵｴ ＨｽＳｘＱ＠

1 

- V l+T2 

Al ors 

Ｈ Ｍ Ｎ ｾＷＮｩｮｘＱ＠ ) 

ｾＲ Ｌ ｩｮ Ｈｽ Ｓ｜ Ｑ＠

1 

- Vl+T2 

( 4.45) 

[ 

e2 ｅＲｫｾ＠
k (l - M2J2;2 ) 

ll\lf>.,-1-t (p) + T Ｔ｛ｫＬｾ Ｍ ｩｳｫＮｊＮＮ｝＠ Ｈ ｾＭｩＪＩ＠ M>., - 1-i+l (p) J X1 

[ 

e 2 E2k2 

k (l- M2 J2 :2) 
-TM>.,- µ(p)+ lA fi.. !Jl_;,z,. l 1L ; M\ M>.,-µ+dP) I ()3\1 

( 4.46) 

ｾ＠ ) kM+kz H W->.,µ (-p + T ｫｍ Ｍ ｫＭｾ＠
ｭｫＮＭｩ［ｾＮｊＮＮ＠ -vv·->.,1-µ (- p) I X 1 [ 

[-7 ｫｍＫｫｺｾ＠ W- >.,µ (- p) + ｫｍ Ｍ ｫＬｾ＠ 1iV 
mk,-isMk.J.. ->.,l-1-1 (-p) J (}3X1 

( 4.47) 
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ｫ ｍＭｫＭｾ＠
m k. +i;M1k-1 1!V.x,11 (p) - T kM+k,_y W .x,i-µ (p) I X 1 

1 

( 

ｾｾ ｩ ｮ Ｈ ｳ Ｌ ＷＷ Ｉ ｸＱ＠ ) 

ｾ［Ｌ ｩｮ＠ ( s, 77 ) 0-3X1 

- ../i+-,2 

[ 
[-7 ｾ＠ (p) -kM- k, H W.x ,µ ｫａｊＫｫｺｾ＠ W >.,l-µ (p) I 0"3'\'.1 

( 4.48) 

Ces etats sont relies l'une a l'autre par la conjugaison de charge 

ｾ＠ ---7 ｾ ｣＠ = -lt ( 4.49) 

De plus , les solutions d 'energie positive et negative satisfont la relation d'orthogonalite suivante 

ｾ Ｋ ｣＠ = ｾ Ｍ ｾＫ＠ = o. ( 4.50) 

4.3 Creation des particules 

La relation entre ces etats peut etre obtenue par utilisation de la relation entre la fonction 

whittaker (3 .26) 

-+ -+ -+ -+ 
La fonction ｾｯｵｴ＠ (71) et ｾｯｵｴ＠ (71) peut etre ensuite exprime en termes de ｾ ｩ ｮ＠ (71 ) et ｾｩ ｮ＠ (71 ) comme 

suit 

-+ -+ --
ｾｳ Ｌ ｫＬｯｵｴ＠ (71) = ｡ｳＬｫｾｳ Ｌ ｫ Ｌ ｩｮ＠ (71) + ｦＳ ｳＬｫ ｾ ｳ Ｌ ｫ Ｌｩ ｮ＠ (71) 

-- - - -+ 
C ,k,out (71) = ｡Ｚ Ｌ ［［ｾｳＬｫ Ｌ ｩｮ＠ (71) + /3 :,;;C,;;,in (71) 

Nous pouvons montrer que les coefficients de Bogoliubov as ,k et /3 s,k sont donnes par 

as ,k _ r (i( ＡｦｲＫｾﾥＩＩ＠

f3 s,k - r(i( ＡｦｲＭｾＢＬＺＩＩ＠

ｫｍＫｫＬｾ＠ 7rM 

ｫｍＭｫＬｾ＠ e H 

Sachant que les coefficients de Bogoliubov a k-: et /3 k: verifient la condition 
s, s, 

las,kl
2 

+ l/3sxl
2 

= 1 

(4.51) 

( 4.52) 

( 4.53) 

(4.54) 

Dane , il est possible de calculer la probabilite de creation d 'une paire de particules et la 

densite des part icule creees dans l'etat ( s , f) 
La probabilite de creation d'une paire de particules dans l'etat ( s, k'), est donnee par 

Ps,k = 

.2 

!\;; 

as,k 
( 4.55) 
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Nous obtenons alors 

__ r (i Ｈｾ＠ - ]ff-1f )) kM - ｫ ｺ ｾ＠ e_27r4f 
2 ( ) 

Ps,k - Ir (i ( ｾ＠ +]ff kk)) kM + ｫ ｺ ｾ＠
( 4.56) 

Compte tenu la propriete de fonction gamma 

lf (i (x))l 2 
= _7f ( 4.57) 

Nous avons le resultat suivant 

. h [ ( M + ｾ＠ k, ) ] M sm 7f Ji H2 T - 27r f:l 

P s k = . h [ ( M ｾ＠ k, ) ] e ' sm 7f H - H 2 k 

( 4.58) 

Par definition.Nous avons que la densite des particules creees est 

n(s, k) = j/3s,kl
2 

( 4.59) 

comme jas,kl
2 

+ j/3s,kl
2 

= 1,nous pouvons ecrire 

- sinh [7f ( M + ｾ＠ k, )] e- 27r# 
n(s, k) = H H k M 

sinh [ 7f ( ｾ＠ - ]ff-1f) ] + sinh [ 7f ( ｾ＠ + ]ff ｾ＠ ) ] e- 2
7r 11 

( 4.60) 

4.4 Action effective de Schwinger 

Le nombre des particules crees est 

- sinh [7f (M + ･ ｅｾ＠ k, )] 
n(s , k) = . HM H. k 

smh [ 7f ( ｾ＠ - ｾｾ＠ kk ) ] e2
7r 11 + smh [ 7f ( ｾ＠ + ｾｾ＠ ｾＭ ) ] 

( 4.61) 

A cause de la condition M ) ) H ,la densite des particules crees se comporte comme 

n(s , k) = e-27r( ＡＺｦｴＭＭｾ＠ k:) ( 4.62) 

L'amplitude de transition vide-vide donnee par 

\ vidl vid) = eiSeJ J ( 4.63) 

--t 

Soit Cf la probabilite pour qu'il n'y ait pas de creation de paires dans l'etat k . 
--t 

La quantite Cf (Pk,) n est la probabilite de avoir cree seulement n paires dans l'etat k . 

I: ck (pkr = 1 (4.64) 

n 
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ce qui implique que 
1 

Ck = 1 - Pk = ial2 

La probabilite de transition vide-vide est done 

l(vidl vid)l 2 = e-2ImSeff = IJ Ck= eL klnq 

k 

La partie imaginaire de l'action effective de Schwinger est 

2ImSeff = - :Linck = :L in (1 - l,Bki2) 
k k 

Utilisons le developpement de Taylor 

+oo ( 
ln (1 - l,Bkl2) = L -1) l,Bkl2n 

n=l n 

En remplace la somme sur k par l'integrale suivant 

J 
d3k v 

:L -t (211)3 a3(t) 
k 

L'action effective de Schwinger devient 

2ImS = ｾ＠ (-1) J d3k ｾ･ＭＲｭ ｻＪ Ｍｾ ﾥＩ＠
eff ｾ＠ n (211)3 a3 (t) 

Nous faisons d3k = k2dksin8d8d<p et en ｰｯｳ･ｾ］＠ cose . Nous obtenons 

+oo (-1) l +oo k
2
dk V H 2 

_27rnM . ( eEo) 
2 Im Sef f = L -- --2 ｾ Ｈ＠ ) E e H smh 211n H? 

n=l n o (211) a t 11ne o -

Pour eliminer la divergence , nous definissons le lagrangien effective avec 

2 Im Seff = j d
3
xdt 2 Im L eff 

ou Im L eff est la probabilite de creation par unite du temp et par unite de volume 

J 1
+00 H2 +oo ( -1) e-27rn.t;f ( eE ) 

dt ImLeff = k
2
dk 3 :L-?-

3
() sinh ＲＱＱｮｾ＠

o (211) eE 0 n=l n- a t H-

37 

( 4.65) 

( 4.66) 

( 4.67) 

( 4.68) 

( 4.69) 

( 4. 70) 

( 4. 71) 

(4.72) 

( 4. 73) 

Nous cherchons une condition pour la quelle M (a, b; p) '.::::' 1.La definition du fonction de 

Kummer 

M(a,b;p)=l+_::_e+a(a+l) P
2 

+a(a+l)(a+2) p3 
lb 1 *2 b(b+l) 1*2*3 LIL' 1 \ fL , n \ +.... (4.74) 
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Pour une valeur finie de p, M (a, b; p) ｾ＠ 1 seulement si ｉ ｾ＠ I « 1.Nous avons alors 

IPI « 12µ + 11 (4.75) 

Nous pouvons voir que la notion de particules ne peut avoir un sens que si 

lkl « MeHTJ ( 4. 76) 

Alors la partie imaginaire de Lagrangien effectif de Schwinger s'ecrit sous la forme 

J\11
3 
H

3 ｾ＠ ( -1) _2ron _y_ . ( eEo) 
Im L eff= 3 ｾ＠ -

2
- e H smh 27rn H

2 
eE0 (27r) n = l n 

( 4. 77) 

4 .5 Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons etudie l'effet du champ electrique sur la creation de particules 

de spin ｾ＠ dans un univers de de-Sitter .En premier lieu nous avons cherche la solution de 

!'equation de Dirac. Ensuit nous avons pu exprimer la densite de particules creees en fonction 

des deux rapport 1;; et ｾ＠ et cette densite ne depende pas de case . Pour eliminer la divergence 

, nous definissons le lagrangien effective qui presente la probabilite de creation par unite du 

temps et par unite de volume et nous introduisons cut-of pour voir un sens physique de la 

notion de particules 



｡ｮ｢ＡｬＹｕｾｵｭ＠ dmuq3 un, p 

a3uas9.id ua sa1n3!l.IUd ap UO!lU9.IO 



5.1 Introduction 40 

"5.1 Introduction 

Dans ce chapitre nous etudions l'effet de champ magnetique sur la production de paires 

particules dans un espace-temps de Sitter a quatre dimensions ds4 .En premier lieu nous cher­

chons la solution de !'equation de Dirac .Ensuit nous etudions les comportement des etats "in" 

et "out" a l'aide des solutions semi-classiques de !'equation de Hamilton-Jacobi et determiner 

les coefficients de Bogoliubov . Puis nous allons calculer la probabilite de creation d 'une paire 

et la densite des fermions crees a partir des coefficients de Bogoliubov. 

5.2 Equation de Dirac en presence d'un champ electro-

magnetique 

L'equation de Dirac covariante s'ecrit 

[i;:yµ (8µ + ieAµ - r µ) - m] 1/J = 0 

Considerons maintenant Aµ= (0, Ai , 0, A3) ou 

Ai = By , A3 = -Eof(TJ) 

3 

Nous faisons la factorisation 1/J = a-2x (TJ, x). Nous obtenons !'equation 

[1µ (i Bµ - eAµ) - ma(TJ)]x = 0 

lei , nous posons 

x = ･ｩｫｺｺＯＰＱＳｾ＠ (x, y, TJ) . 

Dans ce cas,l'equation de Dirac peut s'ecrire sous la forme 

ｄｾ ＨｸＬ ｹＬｔｊＩ＠ = ｫｾＨｸ Ｌ ｹＬｔｊＩ＠

ou les operateurs lineaires D et k sont donnes par 

D 
. d 
i1

3 
dTJ - (kz - eAzho - ma(TJ)r

0
1

3 

k [-i82/
2r 0r 3 

- (ioi + eAx) riror 3] . 

(5.1) 

(5.2) 

(5 .3) 

(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 



5.2 Equation de Dirac en presence d 'un champ electromagnetique 

Nous pouvons alors montrer que 

ｾ＠ = eikxx ＨＭｾＱ ｘＱ＠ ) 
ｾＲ｡ＳｘＱ＠

est un vecteur propre de k si 

｛､ｾＺ＠ - (k + eBy)
2 
+ esB - A

2] x1 (y ) = 0 

ou As= j(2n + 1 - s)eB. 

Les composante ｾ Ｑ＠ et ｾ Ｒ＠ verifient alors le systeme d 'equations 

Ｈｩ､ｾ＠ -ma(77)) ｾ Ｒ＠ (17) 

(i ｾ＠ + ma(77)) ｾ Ｑ＠ (17) 

[(kz - eAz) + ａＮｾ ｊ＠ ｾｬ＠ (17) 

[(kz - eAz) - As] ｾＲ＠ (17) 

41 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

(5. 11) 

En utilisant la transformation(4.21) nous obtenons alors un systeme de deux equations diffe­

rentielles de premier ordre couplees 

i - - - aof(77) + - 0 
kz - --0 f 'P2 [ 

d m 
2 

eE e
2 
E

2 
] 

d17 M aoM aoM 

[ 
d m 

2 
eE e

2 
E

2 
] 

i d17 + M aof(77 ) - ｡ｯｾｫｺ＠ + ｡ｯｾｦ＠ 'P1 

[ m k, + As] 'P1 
M-

c::; kz - As] <p2 

(5. 12) 

(5. 13) 

Par interaction nous obtenons pour chaque composante une equation differentielle du second 

ordre 

avec 

[ 
d

2 
. I 2 2 2 ) 2 2 ] 

d
772 

=f iaoM f (17) + aoM f (17) - 2eEoKzf (17 + (kz - As) <p1,2 = 0 

M = 
e2E2 

m2+ __ o 
a2 

0 

Dans ce cas nous avons f ( 77) = - H;ry et a0 = H .Alors 

[ 
d

2 
. M 1 M

2 
eEo 1 2 2 ] 

d 
2 =f '/, H 2 + H 2 2 + 2 H 2 K z- + (k_ - As) 'Pl? = 0 

77 77 77 77 k , -

Cette equation peut se reduire a une equation de type Whittaker 

- + 4 - µ1 ,2 + - - - 'P1 = 0 
[ 

d2 (1 2 ) A 1] 
d2p p2 p 4 

(5. 14) 

(5 .15) 

(5. 16) 

(5.17) 



5.2 Equation de Dirac en presence d ' un champ electromagnetique 

avec 

et 

Les parametres .A et µ sont donnes par 

µ1 

µ2 

'/, 

rJ = -p 
2h 

h2 = (k; - ＮａｾＩ＠

eEo kz 
.A= i H2 h 

1 M 
-+ i - = µ 
2 H 
1 .M * 
- -'!, - = µ 
2 H 

Les solutions de cette equation sont donnees par(3.10) 
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(5 .18) 

(5.19) 

(5.20) 

(5 .21) 

(5 .22) 

Nous comparons les solution semi-classique avec les solution exactes les fonction de Whit­

taker de sorte qu'on peut choisir les bons etats 11 in 11 et 11 out 1
' 

rpi,in = Nl ,inW->. ,µ( -p) (5.23) 

lfJ1,in = N;,in W,x ,µ (p) (5.24) 

+ 
lfJ1 ,out Nl,outM->. ,µ (-p) (5 .25) 

lfJl,out - N;,outM>.,-µ (p) (5.26) 

Pout calculer la deuxieme composante pour chaque spineur nous utilisons les relations ( 4.36), 

(4.37) et (4.38). Apres un simple calcul nous obtenons alors les resultats suivants 

+ lfJ2,in = ｛ｫｺｾＭ＾Ｎｳ＠ J (h - e1;J}: •) W->. ,µ-1 ( -p) (5.27) 

lfJ2 ,in = ｛ｫｺｾｾ＾Ｎｳ｝＠ (h + e1;;J:z )W>.,µ-1 (p) (5.28) 

+ 
lfJ2,out = _ 4h (1 .M) 

[kzX}->-s] 2 + '/, H M->. ,µ-1 (-p) (5.29) 

(1- e22EB2k;2) 

lfJ2,out - h MHh M () (5.30) 4[k .!!!.->. J (1-iM) >.,-µ+1 p z M s 2 H 

Enfin , les spineurs de Dirac correspondant aux etats d 'energie positive et negative sont 

( 
z:-. X ) ( [w>. ,µ (p) - T[k ｾＭ＾Ｎ＠ J (h + ｾＩｗ＾Ｎ Ｌ ﾵＭＱ＠ (p)1 X1 ) '>l ,in 1 _ 1 z M s 

- - - Vl+72 1 E K 

ｾＲ Ｌ ｩｮＰＢＳｘＱ＠ [-TW,x ,µ (p) - [k.X}->-s] (h + \iHz)W>.,µ- 1 (p) 0"3X1 

(5.31) 



5.3 Creation des particules 43 

et 

( 
-+ ) ( ｾ＠ 1,outX1 

-+ - 1 

ｾＲ Ｌｯｵｴ ＰＢＳｘｬ＠ - VHr2 

[ M->.,µ (-p) - T ｛ｫＮｾ Ｑ ｾ ＾ＮＮ｝＠ Ｈｾ＠ + ｩｾＩ＠ M->. ,µ-i( -p)] X1 ) 

[-TM->.,µ(-p) - ｛ｫＮｾｨＭ＾ＮＮｊ＠ Ｈｾ＠ Ｋｩ ｾＩ＠ M->. .µ-1 (-p)l 0"3X1 

(5 .32) 

M>. ,-µ( p) + 7 Ari. ｾＭＧ＠ l ＱＱｾＯｊ､Ｎｚ＠ M>. ,-µ+i(P) I X1 
[ 

(l- ･ ｾｅｦｩ Ｒ ｫ｜Ｉ＠

Ｈ Ｍｾｾｯｵｴｘ ｬ＠ ) 

ｾＲＬｯｵｴＰＢＳｘＱ＠

1 

- Jl+r2 (5.33) 

[ 

(1- e22E62k;2 ) 

-TM>.,-µ (p) + Afi. ｾＭ Ｇ＠ 1 Ｑ Ｑｾ Ｎ Ｇｍｚ＠ M>. ,-{t+l (p) a3X1 

Al ors 

et 

( 

-+ ) ( [ hM+k,'7f W >. (- ) + T ｾＱ Ｌｩｮｘ ｉ＠ _ _ 1_ mk,+M>.s - ,µ p 

-+ - vlf+:T2 hM+k ｾ＠
ｾＲＬｩｮＰＢＳｘＱ＠ [-TJ ｭｫＮＫｾｦ＠ W->. ,µ (-p) + 

ｾ＠ ( )1 ) 
hM-k, H w_>. I-µ -p x1 
mk, - M>.s ' 

hM-k,7f W->. ,I-µ (- p) 0"3X1 

(5.34) 

Ｈ ＭｾｾｩｮＨ Ｕ Ｌ ｔｊＩｘＱ＠ ) = _ l ( [ 

ｾ＠ () T hM-k, H W>. ,µ p -
mkz+M>.s 

hM+k, H W>. 1-µ p X1 
mk,-/11>.s ' ｾ＠ ( )1 ) 

ｾＲ Ｌ ｩｮＨｳＬｔｊＩＰＢＳｘＱ＠ vlf+:T2 [-T ｾ＠ () hM-k, H W>. ,µ p - hM+k.=If W>. ,1-µ (p) 0"3 X1 

(5.35) 

5.3 Creation des particules 

La transformation de Bogoliubov reliant les etats 11 in 11 avec les etats "out'' 

<p;k,out (TJ) = as ,k<p; k,in (TJ) + ｦＳｳＬ ｫ＼ｰ ｾｫＬｩ ｮ＠ (TJ) 

＼ｰｾｫ Ｌ ｯｵｴ＠ (TJ) = ｡Ｚ Ｌ ｫ＼ｰｾｫＬｩｮ＠ (TJ) + /3: ,k<p;k,in (TJ) 

Nous pouvons montrer que les coefficients de Bogoliubov as,k et f3 s,k sont donnes par 

as,k _ ｲＨｩＨＪＫｾﾥＩＩ＠

f3s,k - ｲＨｩＨＪＭｾ ﾥ ＩＩ＠

kM+k ｾ＠ M ___ , _ll.H_ 11"-

kM-k ｾ･＠ H 
z H 

--7 

La probabilite de creation d 'une paire de particules dans l'etat k 

Ps,k=,a;; 
s , 

.2 

f3s ,k )) 

2 

· M ｾ＠ k, 

r (i ( H - H
2 ｾ＠ (kM - ｫ ｺ ｾＩ＠ e-271"* 

r (i (M + ｾ＠ k, ) ) kM + ｫ ｺ ｾ＠
H H2 

ｊｫｾＭ＾ＮＲ＠

(5.36) 

(5.37) 

(5.38) 

(5.39) 
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Compte tenu la propriete de fonction gamma 

7i 

Ir ( i ( x)) I 2 = x sinh ( n x) (5.40) 

Nous avons le resultat suivant 

[ (
M ｾ＠ kz )] 

sinh 7r If + H2 ｾ＠ e-2tr* 
Ps ,k = [ (M ｾ＠ kz )] 

sinh 11 H - H 2 ｾ＠

(5.41 ) 

La densite des part icules creees donnee par 

[ ( )] 

M 
. M ｾ＠ kz e-2trH 

ｾ＠ 2 smh 11 If + H2 ｾ＠

n(s, k) = 1$s,kl = . [ (M eE k )] + . h [ (M + eEo k ) ] e-2tr1Jf 
smh 7r ｈ Ｍ ｾｾ＠ sm 7r H ｈ Ｒ ｾ＠

(5.42) 

5.4 Action effective de Schwinger 

A cause de la condition M > > H , la densite des particules creees se comporte comme 

_2" (u k ｾＩ＠
n(k) = e H Jki+eBo (2l+l-s ) H (5.43) 

Nous pouvons ecrire 

J 3 dN 
N = dtd x dtd3x (5.44) 

avec 

J 
3 dN 1 J dkzdz J dk dx Ｍｾ＠ (M k ｾＩ＠

dtd x dtd3.T. = a3 (t) L 2;- ;7r e J khcBo(21+1 - s ) H (5 .45) 

l ,s 

Nous cherchons une condition pour la quelle M (a, b; p) ".::::'. 1.La definition du fonction de Kum-

mer 

ap a(a+ l ) P
2 

+a(a+ l )(a+2) P
3 + .... (5.46) 

M(a,b;p)=l+lb+ l*2 b(b+ l ) 1 * 2*3 b(b+l)(b+2) 

Pour une valeur finie de p, Jvl (a, b; p) ".::::'. 1 seulement si ｉ ｾ＠ I « 1. Nous avons alors 

IPI « 12µ + ll (5.47) 



5.5 Conclusion 

nous pouvons voir que la notion de particules ne peut avoir un sens que si 

lkzl « 
]\f2 

H 2

77

2 - eBo(2l + 1 _ 8 ) 

En faisant la substitution y = _§,_B . Par consequent, l'integrale donne 
e o 

J dkx = J eBo dy 
27f 27r 

Nous obtenons 

J dN 2 eBo _2r. ML J dk h (27reEo kz ) 
dt dtd3x = a3 (t) (27r)2 e H L,s z cos H2 Jk; + eB

0 
(2l + 1 - s) 

Si on prend 

kz '"" 
Af 2 

-- - eB0 (2l + 1 - s) 
H2772 

45 

(5 .48) 

(5.49) 

(5.50) 

Le nombre des particules creees par unite du temps et par unite de volume, peut s 'ecrire done 

sous la forme 

-- = - e H cosh - M a t - e 2 + dN 2 eB0 H M
2 

_ 2,, M L [ 1 ( 27reEo J 2 2 B l ) 
dtd3x a(t) (27r) 2 

1 
JM2a2(t) - eB

0
(2l) H2Ma(t) () · o() 

(5.51) 

r====7====l==== cosh ( - ｈｾＢ［ｾ Ｈ＠ t) J M2a( t) 2 
- eBo (21 +2))] 

5. 5 Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons etudie l'effet du champ magnetique sur la creation de paires 

de particules dans un espace-temps de de-Sitter a 4 dimensions . Premierement , nous avons 

obtenu des solutions exactes a !'equation de Dirac. Puis nous avons etabli la transformation de 

Bogoliubov et a partir ses coefficients nous avons calcule la probabilite de creation d 'une paire 

et la densite des fermions crees. 



Chapitre 6 

Oonclusion generale 

Dans ce nous avons voulu etudier la creation des particules a partir du vide dans l'univers 

de de-Sitter en presences d'un champ electromagnetique. Nous nous sommes interesse au calcul 

de la probabilite de creation d'une paire de particules dans un univers en expansion et la 

densite des particules creees en utilisant la methode canonique basee sur la transformation de 

Bogoliubov reliant les etats "in" et "out". 

En premier lieu, nous avons pu trouver une interpretation physique de la creation des 

particules dans un univers en expansion a travers une theorie quantique des champs dans 

un espace courbe. Nous avons montre que le Hamiltonien du champ scalaire complexe dans un 

univers en expansion n 'est pas toujours diagonal et ainsi l'interpretation du champ en termes 

de particules n'est pas tout a fait claire. lei, nous avons utilise la technique de Bogoliubov pour 

momtrer qu'il y a une creation des particules. Nous avons considere comme application l 'un 

univers de de-Sitter. 

Dans une deuxieme etape, nous avons voulu etudier l'effet du champ electrique sur la creation 

des particules. Compte tenu des difficultes rencontrees nous avons d 'abord commence par l'etude 

de ]'effet du champ electrique sur la creation des particules scalaires ou nous avons trouve des 

solutions exactes pour l'equation de Klein Gordon correspondante. Le resultat essentiel de cette 

etude est que le champ electrique amplifie la densite des particules creees. 

Ayant contourne les difficultes rencontrees , nous avons considere cette fois ci la creation des 

particules de Dirac dans l'univers de de-Sitter en presence d 'un champ electrique. Ensuite , nous 

avons etudie la combinaison d 'un champ electrique et un champ magnetique. 
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