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1. Introduction 4 

Avant l'avenement de la theorie de la relativite, la loi de Newton sur la gravitation universelle 

de 1686 avait ete considere comme une description valable de la force de gravite pendant plus 

de deux cents ans. Dans ce modele, la gravite etait consideree comme une force d 'attraction 

inhefonte entre deux masses, agissant instantanement a distance. 

En 1905, Albert Einstein a formule la theorie de la relat ivite restreinte clans laquelle toute 

interaction physique devrait Se propager a une vitesse egale OU inferieure a la vitesse de la 

lumiere. Comme la theorie newtonienne ne satisfaisait pas a cette exigence, Einstein cherchait 

une theorie de la relativite plus generale qui pourrait rendre compte de la gravite, sans contredire 

la t~eorie de la relativite restreinte. 

Ua relativite generale formule par Einstein rempla<_;ait done la theorie de la gravitation 

universelle de Newton en prenant en compte de nombreux effets qui ne pouvaient pas etre 

expliques par la derniere. L'idee fondamentale a la base de cette theorie est que le champ 

de gravitation, que nous mesurons par ses effets sur le mouvement des corps massifs, est en 

fait une manifestation de la geometrie courbe de l'espace-temps. Apres sa formulation il y 

a biimtot un siecle, ses predictions a l'echelle astrophysique (deviation de la lumiere par les 

corpk massifs, precession du perihelie des planetes, decalage des raies spectrales vers le rouge) 

ont ete rapidement confirrriees par !'observation. Ainsi la theorie de la relativite generale est 

devenue un outil essentiel de l'astrophysique moderne. La relativite generale est egalement la 

base du modele standard du Big Bang de la cosmologie. Une prediction moins evidente de la 

theorie, qui a mis beaucoup plus longtemps a se degager, est maintenant aussi bien confirmee 

par les observations. C'est celle de !'existence des trous noirs, des regions de l'espace-temps ou 

la cdurbure est si forte que la lumiere - ainsi que tous les objets tombes clans ces regions - est 

piegee et ne peut plus s'en echapper. 

En theorie ne\vtonienne, l'energie non-relativiste d 'un corps d 'epreuve de masse m a la 

dist<j,nce r d 'une masse ponctuelle M est 

E= ~mv2 - GMm 
r 

(1.1) 

Le corps d 'epreuve peut done s'echapper du champ gravitationnel de la masse 111 si sa vitesse 

est superieure a la vitesse de liberation VL = (2 Glvf / r) 112 . Cette vitesse devient egale a la 

vitesse de la lumiere, v L = c, a la distance r = Ro = 2G M / c2 . 11 en resulte que la lumiere ne 

peut pas s 'echapper d 'une etoile de rayon R < R0 , qui est done invisible pour un observateur 

extetieur ( etoile noire) . Cet argument classique a ete confirme clans le cadre de la theorie de la 
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relativite generale qui a fournit les fondements de notre comprehension actuelle des t rous noirs. 

On i:?ense que son immense gravite est responsable du rayonnement intense emis par certains 

types d 'objets astronomiques (tels que les noyaux galactiques actifs ou les microquasars). La 

nature de la geometrie des trous noirs peut etre elucidee par l 'etude de certaines solutions 

exactes des equations d 'Einstein, OU des equations couplees d 'Einstein-Maxwell. 

D'autre part , il est bien connu que la sonorite d 'une corde de la guit are produit un son 

carat teristique de cette corde. Un t el systeme repond a toute excitation en selectionnant un 

ensemble de frequences reelles (les frequences normales) et son reponse est donnee comme une 

superposition de modes stationnaires (les modes normaux). 

Des trous noirs ont aussi un ensemble de frequences (son) caracteristique. Le caractere 

distihctif est que le signal est domine, pendant un cert ain temps, par des oscillations amort ies 

avec une frequence unique. 

La frequence et l'amort issement de ces oscillations dependent uniquement des parametres 

caracterisant le trou noir, ce qui est la masse dans le cas de Schwarzschild . 

Le terme "normal" derive de la similitude evidente entre les oscillations des trous noirs et 

celles des systemes en mode normal. Il existe cependant des differences importantes entre ces 

ded systemes, ce qui justifie le prefixe "quasi" d 'abord. 

Les modes quasi-normaux ne sont pas des modes stationnaires , puisqu'ils sont exponen­

t iellement amort is. Cela refiete simplement le fait que l'espace-temps du t rou noir rayonne de 

l'energie sous la forme d 'ondes gravitationnelles (ou de tout champ sans masse). Ces modes 

sont decrits par une fonction d 'onde de la forme 

1/J (x , t) = e- iwt<p (x) (1.2) 

ou <p ( x) verifie les condit ions init iales 

lim <p (x) =exp (±iwx) 
x -> ±oa 

(1.3) 

lei w est un nombre cornplexe 

w = - iw1 + wR (1 .4) 

don~ la partie reelle est la frequence des oscillations et la partie imaginaire exprime l'amortis­

sement . Nous avons alors 

lim 1/J (x , t ) rv 0. 
t->+oo 

(1.5) 
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L'ojectif de ce travail est de calculer les modes quasi-normaux pour certaines solutions a syme­

trie ~pherique ( espace de de-Sitter et trous noirs charge) en utilisant en premier lieu la solution 

de !'equation d 'onde (de Klein Gordon) et ensuite nous considerons des methodes d 'aproxima­

tion. 



CHAPITRE 

...--------- 2 ---------. 

Relativite generale et solutions a symet rie 

spherique 
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2.1 Introduction 

Dans ce chapitre nous exposons un bref rappel sur la relativite generale. D'abord nous 

comrbenc;ons par la derivation des equations d 'Einstein. Ensuite nous considerons quelques 

solu*ons a symetrie spherique. 

2.2 Relativite generale 

Dans la theorie de la relativite generale la la geometrie de l'espace-temps est une variete 

pseutlo-remannienne sur aquelle le carre de la distance entre deux points infiniment voisins est 

definie par l'intermediaire d 'une metrique 

ds2 = 9µ 11 (x) dxµdx 11 (2.1) 

011µ=0,3. lei le tenseur metrique 9µ 11 (x) est une 11 matrice 11 symetrique (9µ 11 = 911µ) et inversible 

de signature ( + - --). 
La derivee covariante d 'un quadrivecteur de composantes contravarantes Aµ est definie par 

V' Aµ = a Aµ + rµ AP 
II II 11p (2.2) 

OU r~p les connexions affines definissant le transport parallele d 'un vecteur . Compte tenu du 

fait qu 'un scalaire se transforme parallelement nous pouvons ecrire la derive covariante de la 

composante Aµ= 9µ 11 A
11 sous la forme 

V' 11 Aµ = 811A1~ + r~µAP (2.3) 

Ces definit ions peuvent etre facilement generalisees aux cas de t enseurs covariantes , contrava­

riants ou mixtes. Nous avons alors 

V' pT/: = apr :: + r~ar: - r;11r : (2.4) 

La derivee covariante du tenseur metrique s'annulle 

V' >.9µv = 0>.9µ11 - r~>.9pv - r~>.9pµ = 0 (2.5) 

Ce qui definit les connexions metriques en fonction de la metrique 



2.2 Relativite generale 9 

r;11 = ~lp (oµgpv + 8vgpµ - opgµv) (2.6) 

ou gf P est le tenseur metrique contravariant dont les composantes sont les elements inverse de 

la ma.trice 9>.p 

>.p ,-a 
g 9ap = U>, (2.7) 

et 6~ est le symbole de Kronecker ( un tenseur). 

Pour un champ de vecteur Aµ les derivees covariantes successives ne commutent pas, 

\l >. "V vAµ =/= \l 11 \l >.Aµ, (2.8) 

et le commutateur des deux derivees definit le tenseur de courbure ou tenseur dre lliemann 

R~11>. par 

[\J ).. , \J 11] Aµ =:= R~).. 11AP . (2.9) 

En titilisant les definitions des derivees covariantes, nous obtenons les composantes du tenseur 

de Wemann 

R~11>. = avr~>. - a>.r~11 + r~11 r~>.. - r~>..r~11 (2.10) 

Ce tenseur satisfait aux proprietes de symetrie suivantses 

R µ - Rµ 
pv>. - - p>.11 > (2.11) 

R~!IA + R~)..p + R~Pll = 0 (2.12) 

et 

Rµpv>. = R v>.µp (2.13) 

ou Rµpv>. = gµ11R~11>.. Le tenseur de lliemann verifie aussi les identites de Bianchi 

\l aR~!IA + \l >.R~all + "V vR~>.a = 0 (2.14) 

Par contraction des indices du tenseur de lliemann, nous obtenons le tenseur de llicci 
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R -R>. a>.R µv = µ>.v = g aµ>.v (2. 15) 

Il st bien claire que ce tenseur est syrnetrique Rµv = R vµ- La contraction du t enseur de Ricci 

nous donne le scalaire de courbure 

R = gµvRµv · (2.16) 

La contraction des identites de Bianchi conduit a !'equation 

\J v ( R~ -t R5~) = 0 (2.17) 

qui ~st formellement analogue a !'equation de continuite covariante pour le tenseur d 'energie­

impl).lsion Tµv· Dans un espace-temps courbe !'equation de continuite de Tµv s'ecrit 

'lvT; = 0. (2. 18) 

Cette analogie entre (2. 17) et(2.18) a conduit Einstien a prppose les equations qui determinent 

le champ de gravitation engendre par une distribution de matiere 

1 
Gµv = Rµv - 2,Rgµv = KTµv (2. 19) 

ou Gµv est appele tenseur d 'Einstien et la constante d'Einstien K est reliee a la constante de 

New~on G par la relation 

8KG 
K, = - 4-· 

c 
(2.20) 

Les equations d'Einstien (2.19) peuvent etre, egalement, obtenues en minimisant l 'action (M = 0) 

I= l e+ Im 

ou I 'JF; est l'action d 'Einstein-Hilbert associee au champ gravitationnel 

l e = ~ J RJf.9Td4 x 
2K 

(2.21) 

(2.22) 

ou/jgf d4 x (avec g = <let (9µv)) est la densite invariante de 4-volume en coordonnees curvilignes. 

L'acbon de la matiere Im est donnee par 
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Im= J Lmyfgfd4 x (2.23) 

Pour calculer la variation de l'action d 'Einstein-Hilbert lors d 'une variation Ogµv du tenseur 

met~ique, decomposons 

o(Ryfgf) = yfgl [gµ voRµv + R µvogµv + ~R~~ I ] 
A l'aide des proprietes \l >..9µv = 0, et 

\l >..A>..= ~8>..( yfgfA>..) 
vl91 

(2.24) 

(2.25) 

nou~ pouvons montrer que le premier terme dans (2.24) conduit a une divergence qui disparait 

apres integration par parties , car 

yfglgµv oRµv yfglgµv [\l >..or;v - \l vor;>..] 

Co~pte tenu du fait que 

nous obtenons alors 

\l >.. ( v19I gµv or;J - \l v ( v19I gµv or;>..) 
a>.. ( v19I gµv or;J - av ( v19I gµv or;>..). 

s.: µv - µ>.. vps.: olgl - µvs.: 
u g - - g g U g >..p , l.91 - g U g µv , 

019 = 
2
1
1'\, J [ Rµv - ~Rgµv] Ogµvyfgf d4x. 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

La variation de l'action de la matiere Im etant, par definition du tenseur d 'energie-impulsion, 

Olm=-~ J Tµv09µ vyfgf d4x , (2.29) 

la variation de l'action totale (2.21) conduit bien aux equations d'Einstein 

1 
Rµv - 2 Rgµv = K,Tµv . (2.30) 

2. 3 Trous noirs de Schwarzschild 

En 1916 karl Schwarzschild a pu trouver une solution des equations d 'Einstein dans le vide 

Gµv = 0. (2 .31) 
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Cette solution qui s 'ecrit 

( 
2M) ( 2M)-

1 

ds2 = 1 - --;- c2dt2 
- 1 - -;:- dr 2 

- r 2 (dfP + sin2 (8) drp2) (2.32) 

est ujne bonne approximation du champ gravitationnel induit par une source de masse M. 

2.3.1 Theoreme de Birkhoff 

Ge theoreme (1923) enonce que la seule solution a symetrie spherique des equations d 'Ein­

stein dans le vide est necessairement statique, 

ds2 = -g0o(i) dt2 + 9ij(x)dxidxj, (2.33) 

et asymptotiquement plate. C'est la solution de Schwarzschild (1916) a une transformation de 

coor~onnees pres. 

Le potentiel -g00 = 1 - 2G AI/ r correspond bi en au potentiel newtonien si la constante 

d 'intlegration M est la masse de la source. Cette solution est valable par exemple a l'exterieur 

d 'une etoile spherique de masse M , qu'elle soit statique ou en effondrement gravitationnel. 

2.3.2 Solution de Schwarzschild 

Considerons les equations d 'Einstein dans le vide 

G µ11 = 0 et Tµ 11 = 0 (2.34) 

En contractant les indices du tensur d'Einstein, nous obtenons R 0, ce qui nous permet 

d'ecFire 

Rµv = O (2.35) 

Sup<Dsons maintenant que la metrique 9a.f3 ( x) est a symetrie spherique 

9a.f3 (xa.) = 9a.f3 (t, r) (2.36) 

avec 

ds2 = e211(r ,t) dt2 - e2>.(r,t) dr2 - r 2 ( dB2 + sin2 Bd<.p2 ) (2.37) 



2.3 Thous noirs de Schwarzschild 

Les composantes du tenseur de Ricci non nulles sont 

Rao 

Rn 

Rm 

R 22 

R 33 

1 (" "" "2) ( 12 I I 2ZJI) 2( ). ) 
c2 AV - A - A + v" + v - v A + ---:;:- e v-

1 ( "" " 2 " ) 2(). ) '2 I I 2A
1 

- A + A - Av e - v - v" - v + v A + -
c2 r 
2. 
-A 
r 

(-1 - rv' + rA
1

) e-2
>. + 1 

R22 sin2 e 

De !'equation (2.40), nous t irons 
2. 

R01 =-A= 0 
r 

ce qui implique que A ne depend pas du temps 

A = A (r) 

La combinaison des equations (2.38) et (2 .39) nous donne 

e
2(11->.) 

Rao + e Rn = 2v + 2A . 2(11- ).) ( I ' ) 

Suivant les equations d'Einstein Rao =Rn = 0, nous obtenons 

v' + A1 

= 0 

et, par consequent 

v (r, t) + A (r) = rJ (t) 

Comme Rao = 0 et A = 0 nous pouvons ecrire 

II '2 I \ I 2ZJ
1 

v +v -ZJ/\ + - = 0 
r 

Maintenant compte tenu du (2.46) nous obtenons les equations 

2v' 
v" + 2 (v') 2 + -

r 

X' - 2 ( X) 2 + 2X 
r 

0 

0. 

L'integration de la derniere equation nous donne !'expression de >. (r) 

e-2>.(r) = 1 - 2M 
r 

13 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42) 

(2.43) 

(2.44) 

(2.45) 

(2.46) 

(2.47) 

(2.48) 

(2.49) 

(2.50) 
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A palrtir de (2.46) nous pouvons ecrire 

e2v(r,t) = e271(t)e-2>.(r,t) (2.51) 

ce qui donne 

( 21'.f) e2v(r,t) = e271(t) 1 - -:;:- (2.52) 

Ace niveau nous faisons le changement 

di= e 271(t)dt (2.53) 

Pour ecrire la solution sous la forme 

( 
2M) ( 2M)-

1 

. ds2 = 1-----:;:-- dt2 
- 1-----:;:-- dr 2 

- r 2 (d82 + srn2 (8) d1.p2) (2.54) 

qui ~st bien la metrique de Schwarzschild 

2.3.3 Singularites et horizons 

Ua metrique de Schwarzschild est singuliere en r = 0 ou 9tt = oo et 9rr = 0 et aussi 

en r = 2M ou 9tt = 0 et 9rr = oo. Nous pouvons cependant montrer que r = 2M n 'est 

pas l!.me singularite physique mais une singularite apparente (singularite de coordonnees). La 

constante rs = 2M est appellee le rayon de Schwarzschild. Elle represente aussi l'horizon des 

evenements. Si M est la masse du corps massif qui cree le champ gravitationnel (l'etoile), le 

rayon de Schwarzschild rs = 2Jvl se trouve a l'interieur de l'etoile. 

2.4 Solution de Reissner-Nordstron 

rJa solution de Reissner-Nordstron represente le champ de gravitation d'une etoile a symetrie 

spherique de masse M et la charge electrique Q 

2.4n Equations de Maxwell-Einstein 

Considerons les equations d 'Einstein en presence d'un champ de Maxwell decrit par le 

tenseur energie-impulsion 

T v - 1 [F pµa 1 F F°'/3 ] ~' - - µa - -gµv a/3 
47r 4 

(2.55) 



2.4 Solution de Reissner-Nordstron 

Il existe un potentiel electromagnetique Aµ tel que 

Fµ v = OµAv - OvAµ 

La symetrie spherique pour le potentiel se traduit par les conditions 
I 

Ao = ¢(r,t) 

Ai f (r, t) 

A2 - 0 

A3 = 0 

15 

(2.56) 

(2.57) 

Par µne transformation de jauge nous pouvons eliminer la f (r, t) (i.e. f -----t j' = f + 8r'I1=0) . 

Nous avons al ors 

F01 -F10 = -¢' (r, t) 

poi = _plO = e-(v+>.)¢' (r, t) 

Les ~quations de Maxwell et d'Einstien sont 

Nous avons al ors 

ce qui nous donne 

1 
H(FgFµv) =0 

,v 

_!},__ ( r2e- (v+>.)¢' (r, t)) = 0 
dr 

r2e-(v+>.)¢' (r , t) = Q 

OU la Constante d 'integration Q peut etre indentifi.ee a la charge electrique de la source. 

(2.58) 

(2.59) 

(2.60) 

En suivant les meme etapes que dans le cas de la solution de Schwazschild nous obtenons 

la s6lution de Reissner-Nordstrom 

( 
2M Q2) ( 2M Q2 ) -

1 
ds2 = 1 - - + - dt2 

- 1 - - + - dr2 
- r 2 

( dB2 + sin2 
( B) d1.p2

) 
r r 2 r r 2 

(2.61) 

avec 
Q Q 0 1 Q 

Ao=- - , Fo1 = -Fio = -- et T. = ---
r r 2 0 8 r 2 
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2.4.2 Signification physique de Met Q 

domme pour la solution de Schwarzschild, !'approximation newtonienne permet d 'interpre­

ter A)I comme la masse de l'etoile (en unites geometriques). 

Rappelons la loi de Gauss qui lie distribution de charge a la divergence du champ electrique 

1 ..;:::gam (..j=gFOm) = jo (2.63) 

et !'expression de la charge electrique totale qui l'integrale de volume de la distribut ion de 

char$e . On a done 

Or, 

Qe 

Qe = j d3x ..j=gj° 

J d3x8m ( ..;=gpom) 

f d2sm..j=gp0m 

1'/f 1 27f Q2 
d cos e dipr2 

- 2 
o o r 

Q 

(2.64) 

(2 .65) 

de qui indique que la constante d 'integration Q est bien , comme annonce , la charge totale 

de l'etoile 

Noter que ,pour une particule elementaire de masse M et de charge Q le rapport ~ est 

tres betit : il est de l'ordre de 10-18 ,pour le proton et de 10- 22 pour !'electron , par exemple 

.Les particules elementaires ont aussi un spin ; leur champ e.m et gravitationnel ne peut done 

pas etre a symetrie spherique et n 'est done pas donne par la solution de Reissner-Nordsrom. 

pour des corps astronomiques ,par contre ,on s'attend a l'inverse , cad a ce que ~ < < < 1 de 

sorte que ,dans ce cas la charge electrique est quasi negligeable . 

2.413 Singularites,horizons 

Par rapport a schawarzschild, lastructure des singularites et des horizons d 'evenements est 

plus compliquee ,a cause du terme supplementaire dans 

~ (r) = _900 = 1 _ 2M + Q2 
r r2 

(2.66) 
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c~ qui ne change pas ,c'est que en r = 0 il y a une vraie singularite de courbure (dont on 

peut s'assurer en calculant le scalaire Rµ,vpa Rµ,vpa). par contre ,ce qui joue le role de r = 21'! 

dans schwarzschild est la valeur de r pour laquelle 6. s' annule : 

cl d 

r ± = M ± J M2 _ Q2 (2.67) 

Ejn fonction des valeurs relatives de M 2 et Q2 ,il y a deux , une ou zero solut ions qu'il 

convfent de considerer separement. 

Cas :M2 < Q2 

rDans ce cas 6. est toujours positif et la metrique est parfaitement reguliere partout sauf en 

r = 0 qui est une singularite nue. l 'analyse des geodesique revele que cette singularite est 

repljl-lsive : les geodesiques de type -temps n 'atteignent pas r = 0 ,elles s'en approchent puis 

rebroussent chemin . 

cette solution est generalement consideree comme non-physique 

Cas :M 2 > Q2 

Les surfaces r = r + et r = r _sont toutes deux des surfaces nulles; ce sont des horizons 

d 'evenements. Pour l'observateur au repos loin de l'etoile r = r + joue le meme role que r = 2M 

dans Schwarzschild : sa description de la trajectoire d'une particule neutre en chute libre vers 

le trou noir reste la meme , que le tou noir soit charge ou non. 

la metrique de Reissner-Nordstrom est reguliere dans 3 regions,a savoir 

I : r+<r<oo 

II r_<r<r+ (2.68) 

III : O<r<r_ 

Les coordonnees t et r sont respectivement de type temps et de type espace dans les regions 

I et I I I ; par contre ,dans la region I I , t est de type espace et r est de type temps . comme dans 

le cas de schwarzschild , ces regions sont completement disconnectees car les cones de lumiere y 

ont des orientations tres differents . On peut cependant ici aussidefinir des coordonnees mieux 

appropriees du type d'Eddington-Finkelstien ou du type de Kruskal qui definissent l'extension 

analytique maximale . 
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Cas extreme : M 2 = Q2 

Dans ce cas 

Ll (r) = (l - ~)
2 

(2.69) 

et 
r + = r _ = Ji.1 (2.70) 

ils 'agit encore d 'un horizon d 'evenements .La coordonnee r n'est jamais de type-temps :elle 

est de type lumiere en r = M mais elle est de type -espace de part et d'autre de r = M. 

2.~ Solutions en presence d'une constante cosmologique 

En presence d 'une constante cosmologique A, les equations d 'Einstien s'ecrivent 

1 
Rµv - 2,guv R - gµvA = 811GTµv· 

Dans ce cas nous pouvons obtenir les solutions suivantes : 

1) Trou noir de de-Sitter-Sschwarzschild 

2 ( 2M A 2) 2 ( 2M A 2) -
1 

2 2 2 ds = 1 - -:;:-- - 3 r dt - 1 - -:;:-- - 3r dr - r dO 

avec 

d02 = d()2 + sin 2 
() d,.p2 

2) Trou noir de de-Sitter-Reissner-Nordstrom 

ds = 1 - - + - - - r dt - 1 - - + - - -r dr - r dO 2 ( 2M Q2 A 2) 2 ( 2M Q2 A 2) - 1 2 2 2 

r r 2 3 r r 2 3 

3) Pour lvl = Q = 0, nous avons l'espace de de-Sitter 

ds 2 = (1 - H 2r 2
) dt2 

- (1 - H 2r 2r 1 
dr 2 

- r 2 (dB 2 + sin2 (e) d1p2) 

avec H 2 =be. 3. 

(2. 71) 

(2.72) 

(2. 73) 

(2.74) 
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2. 6 Canel usion 

Dans ce chapitre nous avons expose un bref rappel sur la relativite generale. D'abord nous 

avon~ montrer comment deriver les equations d'Einstein. Ensuite nous avons obtenu la solution 

de ces equation dans le vide. Cette soltion n'est rien d'autre que la solution de Schwarzschild. En 

deuxieme etape, nous avons considere les equation d'Einstein-Maxwell, ou nous avons montre 

que ia seule solution a symetrie spherique est la solution de Reissner-Nordstron. A la fin nous 

avons cite quelques solutions en presence d'une constante cosmologique. 
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3.1 Introduction 

Avant de chercher les modes quasi-normaux pour le cas d 'un trou noir charge 011 l'equation 

de K~ein Gordon n 'a pas de solution analytique. Nous nous proposons de ce chapitre d 'etudier 

quel<jlues problemes de mecanique quantique qui peuvent avoir des modes quasi-normaux. 

3.2 Premier exemple 

3.2Jl Equation de Schrodinger et ses solutions 

Gonsideronsl'equation de Schrodinger 

--+ 0 [ 
8

2 
Vr ] 

8x2 cosh2 KX <p (x) =Erp (x). 

pour obtenir les solutions de cette equation nous faisons le changement de variable 

1 
y = 2 ( 1 + tanh KX) 

Dank ce cas , comme dy = ~K [1 - tanh2 (11,x)] dx, nous pouvons ecrire 

a ~ = 211,y (1 - y) 8y. ax 
Pour la derivee seconde, nous avons 

d2 2 2 2 d2 2 d 
- = 411, y ( 1 - y) - + 4K y ( 1 - y) ( 1 - 2y )­
d~ d~ ~ 

Nous obtenons alors l'equation differentielle du second ordre 

[
2 28

2 
8 Vo E ] y (1- y) - +y( l -y)(l - 2y) -- -y(l- y) +- cp(y) =O 8y2 8y 11,2 411,2 

lei, nous ecrivons la solution sous la forme 

avec 

pour obtenir l 'equation 

<p (y) = yq (1- YY F (y) 

w 
P = q = 2 211, 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 
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y (1 - y) - + i - + 1 - 2 i- + 1 y - + - - i- - _Q F (y) = 0 I [ a
2 

( w ( w ) ) a w
2 

w v, J 
ay2 K, K, oy K,2 K, K,2 

(3.8) 

L'equation (3.8) est une equation hypergeometrique 

[ 

[)2 [} ] 
y (1 - y) oy2 + (C - (A+ B + 1) y) oy - AB F (y) = 0 (3.9) 

ou lds ceoffitions A , B et C sont donnes par 

.w 1 llf1Vo .w 1 A = i - + - + - - - - = i - + - + a 
K, 2 2 4 K2 K, 2 ' 

(3.10) 

B = i~ + ~ - ~;~ - Vo= i~ + ~ - a 
K, 2 2 4 K2 K, 2 

(3.11) 

et 
w c = i- + 1 
K, 

(3. 12) 

Suivant [17], les deux solution lineairement independantes de cette equation sont donnees par 

F1 (y) = F(A , B ,C; y) (3.13) 

et 

F 2 (y) = y 1- c F (A - C + 1, B - C + 1, 2 - C; y) (3. 14) 

3.2l2 Modes quasi-normaux 

Maintenant nous cherchons parmi ces deux solut ions celle qui verifie les condition initiales 

lim <p (x) = lim (/; (y) =exp (±iwx) 
x-->±oo y--> 1~1 

(3. 15) 

En etudiant le comportement des deux solutions a (x -t -oo , y -t 0), nous pouvons voir que 

la bonne solution est F2 (y). Nous avons alors 

<P2 (y) rv y-;~ rv exp (-iwx). (3 .16) 

Pour obtenir le comportement de cette solution ax -t +oo, (y -t 1) nous ut ilisons la propriete 
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F(A, B ,C ;y) r (C ) r (C - A - B ) F (A , B ; A + B - c + 1; 1 - y) + (3.17) 
r (C-A) r (C-B) 

C- A-B r (C) r (A+ B - C) F (C - A, c - B , c - A - B + 1; 1 - y). 
(1 - y) r (A) r (B ) 

Il vient que la solution 02 (y ) se comporte a x ----'* + oo , (y----'* 1) comme 

02 (y) ~ a(l- y);~ +b (l- yf~ (3.18) 

a exp (iwx) + b exp (- iwx) (3.19) 

ave~ 

a = 
r (1 - ~) r (- i:) 

(3.20) 
ro +a)r(~-a) 

b = 
r (1 - i:) re:) 

(3.21) r ( ·w 1 ) r ( ·w 1 ) . -i~ + 2 + a -i~ + 2 - a 

Pour avoir 02 (y) ,...., exp (iwx) il faut que b = 0 d 'ou on tire la condition 

w 1 
-n = - i - + - ± a 

/"i, 2 
(3.22) 

Les modes quasi -normaux sont done 

. ( 1) rv;--1 w = -1,/"i, n + 2 ± 11,v-;;;. - 4· (3.23) 

3.3 Potentiel de Rosen-Morse 

Considerons main tenant le potentiel de Rosen-Morse 

Vo 
V (x) = 2 ( ) + V1 tanh (ax). 

cosh ax 
(3.24) 

Pour traiter ce probleme nous posons 

1 
y = 2 (1 + tanh ax) (3 .25) 

Nous obtenons !'equation differentielle du second ordre 
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[ 
2 2 B

2 B Vo Vi w
2 

] y (l - y) - + y (l - y) (1 - 2y) - - -y (1 - y) - - (2y - 1) + - <P (y) = 0 
By2 By a 2 4a2 4a2 

(3.26) 

Si ndus ecrivons la solution sous la forme 

</J (y) =YA (1 - Yt 9 (y) (3.27) 

avec 

µ2 = .A2 = Vi w2 
4a2 - 4a2 (3.28) 

Nous obtenons !'equation hypergeometrique 

[ B
2 

B J y (l - y) By2 + (C - (A+ B + 1) y) By - AB 9 (y) = 0 (3.29) 

ou d~tte fois-ci les coefficients A, B et C sont donnes par 

1 ~ 1 A = 2-A + - + - - - = 2-A + - + fJ 
2 4 a 2 2 

(3.30) 

1 ~ 1 B = 2-A + - - - - - = 2-A + - - fJ 
2 4 a 2 2 

(3.31) 

c = 2-A + 1 (3.32) 

Les deux solution lineairement independantes peuvent etre donnees par 

91 (y) = F(A,B,C;y) (3.33) 

et 

92 (y) = y 1-c F (A - C + 1, B - C + 1, 2 - C; y). (3.34) 

En suivant les meme etapes que dans la section precedente, nous pouvons obtenir pour les 

modes quasi -normaux !'expression suivante 

2-A = -ia (n + ~) ± a)Vo - ~ 
2 a 2 4 

(3.35) 
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3.4 Potentiel de Poschl-Teller modifie 

Le dernier potentiel que nous proposons d 'etudier est le potentiel de Poschl-Teller 

V (x) = V+
2 

+ . V_
2 

(3 .36) 
cash x smh x 

Pour resoudre !'equation de Schrodinger correspondante nous introduisant la nouvelle variable 

Y = tanh2 x. (3.37) 

Nous obtenons nous obtenons alors !'equation differentielle 

2 1 1 4"2 V_ V+ ( ) 
[ 

8
2 ( i ) a ( w

2 

) l -+ ---- -+ ------ <p y =0 
8y2 y 1 - y 8y (1 - y) y 1 - y 4y 4 

(3.38) 

qui est de type Riemann 

[~ + (1 -a - a' _ 1- I - 1') ~ + 1 ( 11' + aa' _ (3(3' )] <p (y) = o (3.39) 
8y2 y 1 - y 8y ( 1 - y) y 1 - y y 

ou 

a 

(3 

1 1 ~ 
4 + 2V 4 + v_ 

~+~J~ - V 4 2 4 + 
I .w 

I = - 1 = -i -
2~ 

a' = ~ - ~v~ + v_ 
' 4 2 4 

'(3' = l- tvl -V+ 

(3.40) 

(3.41) 

(3.42) 

ave¢ la condit ion a+ a'+ (3+(3
1

+ I+1' = 1. 

La solut ion qui a le comportement <p1 (y) = e-iwx quand x -----+ - oo et y -----+ 1 est donnee par 

<p (y) = (1 - y)'Y y°' F (I + (3 +a, I+ (3
1 

+a, 1 +I - 1', 1 - y) (3.43) 

Au voisinage de 0 cette solut ion se comporte comme 

'P1 (y) = ay°' + by°', 

ou les coefficients a et b sont donnes par 

a 

b 

r (1- i:) r (-77) 

r ( ~ - ;: - ~ ( 77 - ~)) r ( ~ - ;: - ~ ( 77 + ~) ) 
r (1 - i:) r (17) 

r ( ~ - ;: + ~ ( 77 - ~)) r ( ~ - ;: + ~ ( 77 + ~) ) 

(3.44) 

(3.45) 
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avec 

~ = J l -V+ et 77 = J l + V_ (3.46) 

La cbndition d'avoir des modes quasi-normaux et alors b = 0. Nous obtenons alors 

w = -i2K ( n + D -iK ( v ~ + v_ ± iv V+ - ~) . (3.47) 



18++!S-8P 

8p 8J'BdS8,1 mod XTl'BUIJOU-!SBnb S8pow 

311.LidVHO 



4.1 Introduction 28 

4.1 Introduction 

Dans ce chapitre nous nous proposons de calculer les modes quasi-normaux pour un espace 

de de-Sitter statique perturbe par un champ scalaire. 

4.2 Equation de Klein Gordon 

L'espace de de-Sitter statique est decrit par la metrique 

ds 2 = f (r) dt2 
- g (r) dr 2 

- r2dB2 
- r 2 sin2 Bdcp2 

avec 
1 

f(r)=l-H2r2 , g(r)= 1-H"r 

Dans ce cas !'equation du champ scalaire s'ecrit 

1 
Raµ (yCggµ"'8,,¢) +m2¢ = o 

OU 

H = vi (r) g (r)r2 sin (B) 

Si nous faisons la factorisation 
eiwt 

¢ = - yj (e , cp) ~ (r) 
r 

NoD;S obtenons !'equation radiale 

[(1 - H 2r 2)
2 82 

- 2H2r (1 - H 2r 2) ~ + 2H2 (1 - H 2r 2) 
8r2 Br 

+w2 - (1 - H2r2) c (l r~ 1) + m2)] ~ (r) = 0 

4.3 Solutions de !'equation radiale 

En premier lieu, nous faisons le changement de variable 

P = H 2r2 

pour obtenir !'equation 

(4. 1) 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 
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p (1 - p) 2 
- + - (1 - p) (1 - 3p) - + - - - p [ a2 1 a ( m 2 1) 
8p2 2 Bp 4H2 2 

l ( l + 1) ~ w
2 

- m 
2 l ( l + 1)] - ( ) _ 0 4p + 2 + 4H2 + 4 ~ P -

Si nQUS ecrivons la solution de cette equation sous la forme 

avec 

et 

~ (p) = /· ( 1 - pt f (p) 

1 
>. = "2 (l + 1) 

iw 

µ= 2H 

Nous obtenons, encore une fois , une equation de type hypergeometrique 

[ a
2 

a J p (1 - p) Bp2 + (C - (A+ B + 1) p) Bp - AB j (p) = 0 

ou l~s ceoffitions : A, B et C sont donnes par 

c 

A 

B 

3 
l + -

2 

iw l 3 1~ 
2H + 2 + 4 + 2 V 4 - Ji2 

iw + l_ + ~ _ ~J~ _ m2 
2H 2 4 2 4 H 2 

Les deux solutions lineairement independantes sont 

Ji (p) 

h (p) 

F(A,B ,C,p) 

p-(1+~) F (A - C + 1, B - C + 1, 2 - C, p) 

4.4 Modes quasi-normaux 

Les deux solutions obtenues ont les comportements asymtotiques suivants 

- l+ l 

~l (p) = p2 
r-+O 

- l 
~2 (p) = p- 2 

r-+O 

29 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

(4.12) 

(4.13) 

(4. 14) 

(4. 15) 

(4.16) 

(4 .17) 

(4.18) 

(4.19) 
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Ainsi , la solution qui peut representer des modes quasi-normaux est ~ 1 (p) 

~tudions maintenant le comportement de ~ 1 (p) quand r --+ if (p --+ 1) en utilisant la 

propriete(5.15). Nous Avons alors 

~ (p) 
r(z+~)r(- iw ) iw 

2 H (l - p)2H (4 .20) 

r ( 4 + ~ - ~ - ~ v,..-~ ---';;-~ ) r ( 4 + ~ - ~ + ~ v ~ - ';;~) 
r (z + ~) r (~) -~ 

-~----------'-~-"-'---~-------- (1 _ p) 2H 

r ( ;1I + 4 + ~ + ~J1 -1;;~) r ( ~ + 4 + ~ - ~v~ -1;;~) 
Finaiement les modes quasi-normaux se calculent a partir de la condition 

r (z + ~) r (-].7) = 
0 

r (l + ~ - iw _ l.v'i -m2) r (l + ~ - ~ + 1J'i - m2 ) 
2 4 2H 2 4 H2 2 4 2H 2 4 H2 

(4.21) 

Nous obtenons alors 

- ;~ + ~ + ~ ± ~ V ~ - ~: = -n ( 4.22) 

et, par consequent, 

w = -iH 2n + l + - ± - - - . 
( 

3 ~m2) 
2 4 H 2 

(4.23) 
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5.1 Introduction 

L'objectif principal de ce chapitre est de calculer les modes quasi-normaux pour un trou noir 

charke perturbe par un champ scalaire charge. En generale !'equation d 'onde de Klein-Gordon 

correspendante n 'a pas de solutions analytiques. C 'est ainsi que nous considerons la limite 

extremale Q /NI ---4 1. Dans ce cas , nous pouvons deriver une formule analytique compacte pour 

le s~ectre des modes quasi-normaux en suivant !'article [26] 

5.2 Equation de Klein Gordon 

Nous considerons un champ scalaire </> de masse µet de charge q en presence d 'un trou noir 

de Reissner-Nordstrom de masse Met de charge Q. 

La dynamique du champ scalaire massif dans l'espace-temps courbe du trou noir est decrit 

par 1 'equation de Klein Gordon 

1 
H8µ ( yl-gg"µ8,, ¢) + rn2¢ = 0 (5.1 ) 

avec 

H = J"g (r) f (r)r 2 sin e. (5 .2) 

L'eq~ation (5.1) peut s'ecrire sous la forme 

[ 02 g 02 (2 j'g - g'j) [) (L2 2) ] 
8r2 - f 8t2 + ;: + 2gf 8r - -:;2 + m 9 </> = O (5.3) 

En ~crivant le champ scalaire sous la forme 

</> (r , t , e, 1.p) = eiwty{'i (B , 1.p) R (r) (5.4) 

Nous obtenons, pour R (r), !'equation differentielle suivante 

[ ( 
2M Q2) 82 2 8 (w - qQ)

2 l 1 - - + - - + - (r - M) - + r 2 - l (l + 1) - m 2 R (r) = 0 
r r 2 8r2 r 8r 1 _ 2M + g_ 

r r 2 

(5.5) 

Nous nous interessons aux modes quasi-normaux qui sont caracterises par les conditions aux 

limites 
1 R (r ---4 oo) rv - e-~T 
r 

(5.6) 



5.2 iEquation de Klein Gordon 33 

et 

R (r --tr+) "' e -i(w-;; )r• (5.7) 

avec dr* / dr = 1/ J (r ). 

]', 'equation (5 .6) que les fonctions propres radiales decroissantes exponentiellement dans le 

regime w2 < µ 2
. 

:r}J ous considerons le cas ou r +- r - < < 1 et nous definissons les parametres sans dimensions 
r+ 

a= r+ - r-
r+ 

OU 

k = 2wr+ - qQ ; 

T 
_ r+ - r­

B H -
411r 2 

+ 

w= 
(w- ~) 

211Ts H 

est 1a temperature de Bekenstein-Hawking du trou noir charge. 

En premier lieu, nous faisons le changement de variable 

pour obtenir !'equation 

r - r+ 
z = --

r+ 

(5.8) 

(5.9) 

EJ2 8 wr + ( z + 1) - qQ ( z + 1) 2 -

[ 
( 2 )2 l 

z (z +a) [} z2 + (2z + a) oz + z (z + a) - l (l + 1) - m
2r! (z + 1) R (y ) = O 

(5.10) 

Pour les trous noirs quasi-extremaux dans le regime a < < 1, !'equation differentielle caracte-­

ristique (5. 10) peut faire l'objet d'un traitement analytique dans les deux regions asymptotiques 

z < < 1 et z > > a . 

5.2.1 Solutions pour z << 1 

Nous allons d 'abord analyser l'equation (5.10) dans la region proche de l'horizon. 

z « 1 (5.11) 

Nous obtenons !'equation defferentielle suivante 

[ 
fJ2 a ( wa ) 2 J z2 (z + a)

2 
oz2 + z (z +a) (2z +a) oz + kz + 2 - (l (l + 1) + m2r!) z (z +a) R (y) = 0 

(5.12) 
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En introduisant la nouvelle variable 

z 
y = --;, 

!'equation (5.12) peut se mettre sous la forme 

[ 

82 f} w 2 ] 
y2 (1 - y)

2 
oy2 + y (l - y) (1 - 2y) ay + ( 2 - ky) + (z (l + 1) + m2r!) y (l - y) R (y) = o 

Si nous faisons la factorisation 

R (y) = yµ (l - y/' J (y) 

ou 

'lW 
µ 

2 

A i (~ - k) 
nous obtenons l'equation differantielle hypergeometrique 

[ 
32 f} ] 

y (l - y) ay2 + (C - (A+ B + 1) y) oy - AB J (y) = 0 

avec les parametres 

ou 

A 

B 

1 
2 + f3 + iw - ik 

1 - - f3 + iw - ik 
2 

c - iw + 1 

{3
2 = (z + ~) 

2 

+ m2r! - k
2 

Les deux solutions lineairement independantes peuvent etre donnees par 

(5.13) 

(5.14) 

(5.15) 

(5. 16) 

(5.17) 

(5.18) 

R ( ) § (1 )i(~+k) F ( 1 f3 ·- .k 1 f3 ·- .k ·- 1 ) (5 19) 1 y = y 2 - y 2 2 + + 'lW - 'l , 2 - + 'lW - 'l · , 'lW + ; y . 

et 

( ) 
;,w ( )i( ~ - k) ( 1 1 {3 ) R2 y = y - 2 1 - y 2 F '2 + f3 - ik , '2 - - ik, 1 - iw; y (5.20) 
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Noub avons alors les comportement asymtotiques suivants 

R1 (y) = Y~ (5.21) 
r-+r + 

R2 (y) = y- ~ 
r-+r+ 

La sblution physiquement acceptable est R2 (y). Pour obtenir le comportement de cette solution 

a y --+ + oo nous utilisons la propriete 

F (A, B ,C,y) r ( C) r ( B - A) y-A F ( A, A + 1 - C, A + 1 - B , ~ 1) (5.22) 

-1) r (C) r (A - B ) -BF (B, B + 1 - C, B + 1- A, -+_ , " , , y y 

N ou~ avons al ors 

F (} + /3 - ik , } - /3 - ik, 1 - iw; y) r (1 - iw) r ( -2/3) 21- /3+1(5.23) 
r ( ~ - f3 - ik) r ( ~ - /3 + ik - iw) Y 

r (1 - iw) r (2/3) 2
1 +/3+ik 

+ r ( ~ + f3 - ik) r ( ~ + /3 + ik - iw) Y 

ce qhi nous permet d 'ecrire 

R(~)= f(l-iw)f(-2/3)a!+/3 (z)-! - !3+ f(l-iw) f(2/3)a!-/3 (z) 21+/3 
r ( ~ - f3 + ik) r ( ~ - f3 + ik - iw) r ( ~ + f3 + ik) r ( ~ + f3 + ik - iw) 

(5.24) 

5.2.2 Solutions pour z >> a 

<Considerons maintenant le cas ou z »a. Dans cette region, !'equation (5.10) peut se reduire 

a l' ~quation suivante 

[ z2 
::2 + 2z ! + (w2 

- m
2

) r!z2 
- 2 ( w ( 2w - ~~) + m2

) r!z - l (l + 1) - m
2r! + 2 (wr + - qQ)

2
] 

(5 .25) 

En ~aisant la factorisation 

R (z) = z>.e-pzc (z) (5.26) 
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OU 

>.. 
1 

-2 ± ,8 (5 .27) 

p = iVw2 - m 2r+ 

Nous obtenons !'equat ion 

[ 
82 

( ) fJ >.. (>.. + 1) - l (l + 1) - m2r! + 2 (wr + - qQ) 2 

z-
0

z-
2 

+ 2,\ + 2 - 2pz -
0

z + ________ z ______ _ 

+ (p2 + (w2 
- m2

) r!) z - 2>..p - 2p + 2w ( 2w - ~~ - m2
) r!] G (z) = 0. (5 .28) 

qui reut s'ecrire sous la forme 

[ 
fJ2 fJ 1 ] -x - + (1+2,8 - x) - - - - ,6 + E G (.x) 

fJx 2 fJx 2 
(5.29) 

ou 
x = 2pz 

et 

E = w (2w - qQ - m2) r! 
r+ p 

(5.30) 

La sblution generale de !'equation (5.29) est 

G (2pz) = N 1 (2pf2
f3 z-

2
f3 F (~ - ,6 - E, 1- 2,8, 2pz) + N2 F (~ + ,6 - E, 1+2,8, 2pz) 

(5.31) 

ou 
<f>(a, b,z) = F(a,b,z) (5.32) 

Nous avons al ors 

R (z) = N1 (2p)-2
f3 z-~-f3e-pz F (1- ,6 - E, 1 - 2,8, 2pz) +N2z-~+f3e-pz F (1 + ,6 - E, 1+2,8, 2pz) 

(5.33) 

Pour z < < 1, nous avons le comportement 

R (z) = N1 (2pf2f3 z-~-f3 + N2z-~+f3 (5.34) 
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Par comparison des solutions (5.24) et (5.34) , qui sont toutes deux valides dans la region 

a<<::: z << 1, nous obtenons les constantes de normalisat ion 

Ni 

N2 

r (1 - iw) r (-2/3) a!+f3 (2p) 2
(3 

r ( ~ - f3 - ik) r ( ~ - f3 + ik - iw) 
r (1 - iw) r (2/3) a!- f3 

r ( ~ + f3 - ik) r ( ~ + f3 + ik - iw) · 

5.3 Modes quasi-normaux 

(5.35) 

Maintenant, nous analysons la deuxieme solution dans la region z » 1. En utilisant la 

propriete 

r (b) . r (b), </>(a, b, z) c::: eitraz-a + - e-za-b 
r (b - a) r (a) 

nous pouvons ecrire 

R (z) = [N r (1 - 2/3) (-1)-!+iHc + N r (1+2/3) (-1)-!-f3+c l (2 )-!-f3 +c z-l+Ee-pz 
1 r(~- /3 + c) 2 r0+ /3 + c) p 

+ [N1 rp- 213) + N2 r p + 213) l (2pf!-f3-c z-l-Eepz (5.36) 
r(2 - /3 - c) r(2+ /3 -c) 

La condition des modes quasi-normaux est alors 

[
N r (1 - 2/3) N r (1 + 2/3) l (2 )-!-f3 -i: = O 

1 (1 ) + 2 (1 ) p r 2 - /3 - 1: r 2+ /3 -1: 
(5 .37) 

Enfin, en substituant les constantes de normalisation (5.35) dans (5.37) , nous obtenons 

[ 
r (2/3) ] 2 r(~- /3 - iK) r(r(~-/3+iK - iw) rG- /3 - 1:)) = (2a )2f3 

r ( - 2/3) r ( ~ + f3 - iK) r ( ~ + f3 + iK - iw) r G + f3 - 1:) P 
(5.38) 
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5 .4 Cas particulier 

Dans le cas ou a < < 1 (le cas de la limite de basse temperature), nous avons 

(2ap) 2
f3 = 8 << 1 

La cwndition des modes quasi-normaux peut se reduire a l'equation 

qui s'ecrit aussi 

1 -- + f3 +ii.,; - iw = -n + rtb 
2 

Wn = K - i ( n + ~ + f3 - rtb) . 

38 

(5 .39) 

La constante adimensionnelle rt dans (5.39) peut se determiner en utilisatant les formules 

1 00 

f (z) =L Ckzk 
k=l 

(5.40) 

et 
1 

r(-n + rt8) ~ (-ltn!rt8. (5.41) 

Nous avons alors 

= 1 [r (-2/3) ]
2 r(~+/3-iK) r(~ +/3 - E) (5.42) 

"'(-1tn! r (2f3) rG- /3 - iK) rG- f3+iK-iw)rG - /3 - E) 
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6. i Introduction 

Comme l'equation de Klein Gordon pour un champ scalaire charge en presence du trou noir 

de Reissner-Nordstrom n 'a pas de solutions analytiques, il est plus commode de developper des 

methodes d 'approximation. Dans ce chapitre, nous nous proposons de calculer les modes quasi­

non1naux par des methodes d 'approximat ion. Il s'agit de l'approche WKB. Nous introduisons 

d'a"ijord la coordonnee d 'Eddington-Finkelstein et ensuite nous abordons un calcul aproximatif. 

6.2 Coordonnee d'Eddington-Finkelstein et potentiel ef­

fectif 

Pour une metrique de la forme 

ds 2 = f (r) dt2 
- g (r) dr 2 

- r2d82 
- r 2 sin2 e dcp2 (6.1) 

nous introduisons la variable tortue d 'Eddington-Finkelstein, definie par 

dr* = lfdr. (6.2) 

Dans ce cas l'equation radiale de Klein Gordon se reduit a une equation de type Schrodinger 

[ 
a2 

8r*2 - V (r*)] ( (r*) = 0, (6.3) 

ou l~ potentiel effective V (r*) est donne par 

V (r*) = f [l (l + 1)2 + ~ (L _ 1__) + m2] + (w - qQ) 2 
r 2 2r gf g2 r 

(6.4) 

l'eqti\.ation radiale peut s'ecrire sous la forme 

[ 
a2 
ar; - v ( r *) + w2] w ( r *) = 0 (6.5) 

OU 

V (r*) = f (r) [l (l + l ) + ~ (£ - i) + m 2
] 

r2 2r gf g2 
(6.6) 
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6 .3 Approximation WKB 

6.3.1 Description de la met hode 

L31 methode WKB fournit une bonne approximation des modes quasi-normaux . . Elle est 

basee sur la similarite entre l'equation de Klein Gordon en presence du trou noir et l'equation de 

Schrodinger clans le cas d 'une barriere potentielle. L'idee de base est de developper le potentiel 

V ( r*) au voisinage de son maxi mun 

V (r* ) ~Vo - V1 (r* - r*0 )
2 (6.7) 

En rempla<;e dans !equation de Schrodinger nous obtenons !'equation radial se reduit 

av~c 

[ 
82 

1 z2] - + P + - - - <p (z) = 0 
8z2 2 4 

z = a (r* - r~) 

p + ~ 
2 

a2 

w2 Vo 
-- -
a2 a2 

2i)V; 

Les solutions de !'equation (6.8) sont 

avec 

<fJ1 (z) 

<fJ2 (z) 

</)3 ( z) 

<p4 (z) 

DP ((1 + i) c:) 

Dp (- (l+i)c:) 

D - p-l ((1 - i) c:) 

D _p_1 (- (1- i)c:) 

1 

c = (Vi.) 4 (r* - r~) 

Les deux solut ions de la derniere equation sont 

D - p-1 [ - (1 - i) c:] 

Dp [ - (1 + i) c] 

(6.8) 

(6.9) 

(6.10) 

(6.11) 

(6.1 2) 

(6 .13) 

(6.14) 

(6 .15) 
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Comme nous avons les comportement 

~ 3n 
Dv (z ) -::::: zve-4 avec larg (z)I < -

lzl>>lvl 4 

Le comportement des solutions a( r* ---? oo) , la solution acseptable est 

DP [- (1 + i) c:] ""' ei2#i(r•-ra)2 (- (1 + i) c:t 

U tilisant main tenant la relation fonctionnelle 

. V2n ( in (p+ l)) . DP (x ) =exp (rnp ) DP (- x) + n / __ \ exp 
2 

D-p- l (- ix) 

avec 

DP ((1 + i) c:) "-' e-i2#i(r*-ri) )2 ((1 + i) c:Y 
D-p-1 (-i (1 + i) c:) ""' ei2#i(r·-ra )2 ((1 + i) c:) - p-1 

Nous extrayons les modes de la condition 

qui implique que 

I Nous obtenons alors 

V2n =0 
r (-p) 

p =n 

w
2 = Vo+ 2iy!Vi (n + ~) 

6.3.2 La metrique de Reissner-Norsdrom 

42 

(6. 16) 

(6.17) 

(6.18) 

(6.19) 

(6.20) 

(6.21) 

(6 .22) 

ICi le champ scalaire est soumis a un potentiel coulombien en plus du champ gravitation­

nel. En suivant l'article [28] nous pouvons montrer que les modes quasi-normaux dues a des 

perturbations scalaires chargees peuvent etre etudiees analytiquement clans le regime. 

l < < qQ < < l ( l + 1) . (6.23) 

Dans ce cas le potentiel effectif peut s 'erire sous la forme 

WT+ 

( )

2 

V( x) = - A x + qQ - 1 +Bx . (6.24) 
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011 la nouvelle variable x est definie par 

x =l-r+ 
r ' 

et les constantes A et B sont donnes par 

A (~;) 2 

B = ( r + ~ r - ) (z ( l + 1) + 2M - 2~2) . 
r+ r+ r+ 

Le potentiel ateint son maximum lorsque x = x0 avec 

2 wr+ r+ 
x0 + - - 1 = --B « 1 

qQ 2q2Q2 

Si nbus introduisons le parametre 
_ wr+ _ 1 

W= qQ 

nous pouvons montrer que 

y(r + - r _) Y2q2Q2 +8(n + 1/ 2)2 

WR= 4r + · Y2q2Q2 + 4(n + 1/ 2)2 

et 
__ ·y (r + - r_) 2qQY(n + 1/ 2) 

WJ- i · ~~~~----'-~ 

4r + Y2q2Q2 + 4(n + 1/ 2)2 

avec 
1 ( 2kf 2Q

2
) y = - l(l + 1) + - - -

q2Q2 r + ri 
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(6.25) 

(6.26) 

(6.27) 

(6.28) 

(6.29) 

(6.30) 

(6.31) 

Pour l << qQ << l (l + 1) les equations (6.30) et (6.31) peuvent etre ecrites sous la forme 

simple 
Y (r+ - r_) 

WR - 4r+ (6 .32) 

et 
WJ = - i (r + - r_) 

2qQr + (n + 1/ 2) . (6.33) 

Finajlement , nous obtenons les modes quasi-normaux pour le trou noir charge de Reissner­

Nordstrom 

OU 

qQ l(l + 1) . 
Wn = - + 7rTBH ,... - i27rTBH · (n + 1/ 2) 

r+ q 

Ti _r+ -r­
BH - 4 2 

1fT+ 

est la temperature de Bekenstein-Hawking du trou noir. 

(6.34) 

(6.35) 
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Conclusion generale 

Dans ce memoire il ete question de calculer les modes quasi-normaux pour certaines solutions 

a syfuetrie spherique ( espace de de-Sitter et trous noirs charge) en utilisant differentes methodes. 

En premier lieu nous avons presente un bref rappel sur la theorie de la relativite generale. 

D'al::lord nous avons montrer comment deriver les equations d'Einstein. Ensuite nous considerons 

quelques solutions a symetrie spherique. 

Il>ans le troisieme chapitre nous avons calcule les modes quasi-normaux pour certains pro­

blemes de mecanique quantique qui sont exactement soluble. 11 s 'agit de la barriere du potentiel 

V0 cdsh- 2 K-x t, le potentiel de Rosen-Morse et le potentiel de Poschl-Teller 

Dans le quatrieme chapitre, nous avons calcule les modes quasi-normaux pour un espace de 

de-Sitter statique perturbe par un champ scalaire. 

L'objectif du cinquieme chapitre etait de calculer les modes quasi-normaux pour un trou 

noir charge perturbe par un champ scalaire charge. En generale l'equation d'onde de Klein­

Gordon correspondante n 'a pas de solutions analytiques. C'est ainsi que nous avons considere 

la limite extremale Q / M --t 1. Nous avons pu deriver une formule analytique compacte pour le 

spectre des modes quasi-normaux. 
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Dans le sixieme chapitre, on s'est interesse au calcul des modes quasi-normaux par une 

methode d 'approximation. Il s'agit de l'approche WKB. 
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Resume 

Dans ce travail ii a ete question de calcule des modes quas1-

norrhaux pour certaines solutions a symetrie spherique. En premier 

lieu nous avons considere un exemple d'illustration avec le potentiel 

dit Poschl-Teller ensuite nous avons calcule les modes quasi-normaux 

pour l'espace de de-Sitter. En derniere etape nous avons considere le 

cas ~·un trou noir charge ou nous avons pu determiner les modes 

quasi -normaux a partir de la solution de I' equation de Klein Gordon. 

Nous avons considere aussi la methode d'approximation WKB. 

~ 
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Abstract 

. ~ ~q ... l(' ~~k...a .u .J..r ~ 

WKB6 ~ .. 4,:ii · L \~\..i ~ ~ • .. ... _;.9-l .. ..F ~ . 

In th is work, the quasi normal modes for some spherically symmetric 
solu~ions are calculated. At the beginning, the potential Posch I-Teller 
is considered as an illustrative example. Then, the quasinormal 
modes for the de-Sitter space are calculated. Finally, the case of a 
charged black hole is considered either by solving the Klein Gordon 
equation directly or by using the WKB approximation. 

Les llilots des 

Les modes quasi-normaux, les trous noirs charges, l'espace de de­

Sitter. 


