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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 2 

L'etude d'un champ quantique soumis a l'action d'une source exterieure spatialement 

homogene et dependante du temps est pertinente dans plusieurs contextes physiques. Le 

premier exemple est dans l'etude d 'un champ scalaire dans un univers spatialement plat 

de Friedman-Robert-Walker (FRW) decrit par un facteur d 'echelle a(t) (1, 2, 3, 4, p). Un 

autre exemple concerne l'etude du champ scalaire quantique complexe en presence d'un 

champ electrique homogene dependant du temps E(t) (6, 7). Dans les deux cas, la source 

dependante du temps (E(t) ou a(t)) peut produire des particules a partir du vide 18). 

Si la creation des particules par une barriere du potentiel qui depend de la position 

peut etre expliquee par l'effet tunnel OU des particules virtuelles de la mer de Dirac peuvent 

subir une transition en particules reelles en produisant ainsi des paires particule-trou ( ou 

particule-antiparticule) au voisinage de la barriere, la creation des particules par un qhamp 

exterieur dependant du temps peut etre expliquee par l'instabilite du vide [9, 10, lf ]. En 

presence d 'une source dependante du temps, la creation spontanee des particules aura 

lieu quand le vide devient instable; l'etat du vide defini dans le passe se differe de l'etat 

du vide dans le futur. Dans ce cas, l'amplitude de transition vide-vide porte une phase 

complexe, dont la partie imaginaire s'interprete comme la probabilite de creatiop. des 

particules. Du point de vue physique, c'est a cause du fait qu'en theorie quantique, une 

particule ne peut etre localisee dans une region plus petite que sa longueur d'onae de 

de-Broglie. Quand cette longueur d 'onde devient suffisamment large, la notion de pa.rficule 

perd sa signification [12). On dit, alors, que la matiere se comporte comme des onde$ (des 

champs). 

Lorsque l'etat quantique du champ correspond a l 'etat fondamental (l'etat du vide) 

a un instant initial t = ti ( defini de fac;on raisonnable)' alors a tout moment ulterieur 

t = t 1 l'etat quantique sera une superposition de l'etat fondamental et des etats ･ｸ｣ｩｴｾｳ＠ du 

systeme. Ceci est generalement interprete comme des particules creees a partir du vide a 

cause de l'action de la source exterieure [8]. L'energie pour la creation de ces particules doit 

provenir du champ exterieur et done la dynamique de ce dernier sera modifiee par l'effet 

inverse de la creation des particules (Back reaction). Un champ scalaire dans l'uqivers 
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FRW et un champ scalaire charge dans un champ electrique constituent des ･ｸｾｭｰｬ･ｳ＠

simples dans lesquels la production de particules et son effet inverse ont ete etudiees de 

maniere approfondie dans la litterature [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 

26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42]. 

Comme le phenomene de la creation des particules avec un champ exterieur ne peut y 

avoir lieu sauf si le champ exterieur est intense, le probleme a une nature nonperturbative. 

C'est ainsi qu'il soit necessaire de suivre une methode d'analyse exacte. lei, nous avons 

a utiliser plusieurs methodes comme, par exemple, la technique de l 'action effective de 

Schwinger [43, 44, 45], la methode des integrales de chemins [46, 47], l'approche adiabatique 

de Parker [48, 49, 50], la methode semi-classique WKB [51, 52, 53, 54, 55], la diagonalisation 

de l'Hamiltonien [56, 57, 58, 59, 60, 61], et la transformation de Bogoliubov reliapt les 

etats 'in' avec les etats 'out' [62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71]. 

D'autre part, plusieurs problemes physiques impliquant la theorie quantique des ell.amps 

en presence d 'un champ exterieur homogene et dependant du temps peuvent etre reduits a 

l'etude des oscillateurs harmoniques dependants du temps [72]. Puisque le champ exterieur 

est homogene, il est commode de decomposer le champ scalaire (libre) ¢(t, x) en ses rµodes 

spatiaux de Fourier ¢k(t). La simplicite de ces problemes provient du fait que les modes de 

Fourier ¢k(t) sont decouples et que la dynamique de chacun d'eux est decrite, en general, 

par le lagrangien d'un oscillateur harmonique dependant du temps. Cela permet une sfmple 

image physique pour les particules creees a partir du vide. Supposons qu'a t =ti tous 

les oscillateurs etaient dans leur etat fon<lamental. A tout moment ulterieur, n existe 

une probabilite Pn(k, t) pour que l'oscillateur marque par k soit dans le ne.me etat excite 

(instantane). On peut alors interpreter Pn(k, t) comme la probabilite de creation a partir 

du vide den (k) particules avec l'impulsion k a l'instant t. 

Il est bien connu que l'oscillateur harmonique dependant du temps possede une quantite 

conservee, habituellement appelee invariant d'Ermakov-Lewis. Si f(t) est une solution de 
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!'equation differentielle nonlineaire [73] 

.. 2 02 

f +w f = m 2J3 (1.1) 

OU n est une Constante. Il est alors facile de verifier que la quantite suivante 

1 [ 2 . . 2 f22q2] 
I= 2 m (qf - qf) + f2 (1.2) 

est conservee, dI /dt = 0 [74]. C'est le plus simple d'une famille d'invariants que l'on puisse 

introduire dans l'etude de l'oscillateur harmonique dependant du temps. 

On peut eliminer la dependance temporelle de la variable d'oscillateur q(t) par une 

transformation appropriee et reduire le systeme a l'etude d'un autre oscillateur, Q(t), avec 

une frequence Constante fl. L'energie de l'oscillateur Q, qui est bien SUr conservee, s'avere 

d 'etre !'invariant d'Ermakov-Lewis. 

Selon [72], il est facile de relier la dynamique quantique de l'oscillateur Q a celle de 

l'oscillateur q d'origine par un calcul elementaire. Par exemple, si </> (t, Q) est une ｳｯｾｵｴｩｯｮ＠

a l'equation de Schrodinger pour l'oscillateur Q, alors la solution 'ljJ(t, q) correspondante a 

!'equation de Schrodinger pour l'oscillateur q est donnee par 

1 ( mf ) 'ljJ(t, q) = VJ </J [T(t), Q = (q/ j)] exp i?:jq
2 (1.3) 

avec dt = m f2 dT. Le facteur ( .J-J) assure la normalisation correcte de la fonction ､ ｾ＠ on de 

tandis que le facteur de phase supplementaire </> [T(t), Q = (q/ !)] provient du ｣ｨ｡ｮｧ･ｭｾｮｴ＠ de 

variable t --t T. Ce resultat resout completement le probleme dans l'image de ｓ｣ｨｲｯ､ｾｮｧ･ｲＮ＠

Dans la representation de Heisenberg, nous nous interessons generalement aux co-

efficients de Bogoliubov reliant les operateurs de creation et d'annihilation (A, An de 

l'oscillateur Q a ceux, notes (a, at), de l'oscillateur q. La transformation Bogoliubov s'ecrit 

A = a(t)a + f3(t)at (1.4) 
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ou les coefficients de Bogoliubov sont donnes par 

a = ｾ＠ (!!.!...) 
112 

f [w + _E_ - ii] 
2 wn mf2 f 

(1.5) 

and 

(1.6) 

Alors, ces coefficients determinent completement !'evolution du systeme. Ainsi, cette 

procedure nous permet de calculer toutes les grandeurs physiques d'une maniere simple. 

Dans ce travail, nous nous proposons d'etudier la creation des particules en presence 

d'une source dependante du temps par la methode des invariants. 11 est bien connu que 

cette de grande importance en mecanique quantique des systemes dependants du trmps. 

Ce memoire se compose essentiellement de 6 chapitres 

Dans le deuxieme chapitre, nous rappelons succinctement, le formalisme de la theorie 

quantique des champs dans l'univers de FRW. Nous quantifions d'abord le champ scalaire 

dans un univers en expansion et nous cherchons ensuite une interpretation en terntes de 

particules. La relation entre les modes permettre une telle interpretation nous condui)t a la 

densite des particules creees. 

Dans le troisieme chapitre, nous nous proposons d'etudier la creation de part,cules 

dans un univers isotrope homogene en utilisant la methode basee sur la diagonalisatipn de 

l 'hamiltonien. En premier lieu, nous effectuons la quantification du champ scalaire ｡ｶ ｾ ｣＠ un 

couplage de type general en supposant !'existence d 'une representation des operateJrs de 

creation et d 'annihilation qui diagonalise l'hamiltonien a un instant donne T/O· Ensuite, nous 

accomplissons la diagonalisation instantanee de l'hamiltonien en introduisant une ｮｯｾｶ･ｬｬ･＠

representation. Si nous exigeons que la nouvelle representation diagonalise l'hamilt<]>nien 

nous pouvons etablir une transformation de Bogoliubov entre les deux representations. 

Comme application, nous considerons la creation de particules dans l'espace de Sitter ou 

l'equat ion de Klein Gordon associee admet des solutions exactes bien connues. 
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L'objectif du quatrieme chapitre est d'etendre la methode des invariants de Lewis 

Riesenfeld a la theorie quantique des champs pour traiter le processus de la c:rreation 

des particules dans un univers en expansion. Pour obtenir !'invariant relatif a un ｾｨ｡ｭｰ＠

scalaire reel, nous suivons en premier lieu une demarche classique. Une fois nous obtenons 

la forme de l'invariant classique, nous cherchons les generateurs qui engendrent l'invariant 

quantique. En derniere etape, nous etablissons la transformation de Bogoliubov q'-V lie la 

representation qui diagonalise !'invariant a celle qui diagonalise l'hamiltonien H. A partir 

des coefficients de Bogoliubov nous obtenons la densite des particules creees. Oomme 

application nous considerons l'espace de de-Sitter. 

Dans le cinquieme chapitre, nous nous proposons d'etablir la methode des invariants 

au cas d'un champ scalaire complexe. C'est une generalisation de la methode elaboree 

dans chapitre precedent, qui nous permet d'etudier la creation de particules par un c;:hamp 

electrique dependant du temps. Comme application nous considerons l'effet de Schwinger 

en presence d'un champ constant et homogene. 

Le sixieme chapitre est une conclusion generale qui recapitule !'ensemble des ｲ･ｾｵｬｴ｡ｴｳ＠

obtenus. 
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2.1 Introduction 

Dans ce chapitre, nous developpons les outils necessaires pour etudier la cl]eation 

des particules a partir du vide via le formalisme de la theorie quantique des champs 

dans un univers en expansion. Pour etre concret, nous quantifions les champs de matiere, 

alors que nous traitons le champ gravitationnel d'une maniere purement classique. Nous 

cornmern;ons d 'abord par une breve description de la quantification canonique du yhamp 

scalaire libre. Ensuite, nous considerons le cas d'un champ scalaire dans un univers en 

expansion. Dans ce cas, comme nous allons le voir, le systeme en question n'a pas uin vide 

bien determine et la notion de particules n'est pas toute a fait claire. Ils existent cep1ndant 

des instants pour lesquels !'interpretation du champs en termes de particules est possible. 

Generalement, ces instants sont le passe et le futur lointains. Cependant l'etat dµ vide 

defini au passe est en general different de l'etat du vide defini a +oo. On dit alors flUe le 

vide devient instable a cause du champ gravitationnel (75], ce qui induit la creation des 

paires particule-antiparticule. 

2.2 Champ scalaire libre 

Avant d 'aborder le formalisme de la theorie des champs dans un univers en expansion 

rappelons d 'abord la procedure de quantification du champ scalaire libre cp(x), dqmt la 

den.site lagrangienne s'ecrit 

(2.1) 
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OU T/µv est la metrique minkowskienne 

1 0 0 0 

0 -1 0 0 
T/µv = (2.2) 

0 0 -1 0 

0 0 0 -1 

La dynamique du champ est decrite par !'equation de Klein-Gordon qui s'ecrit sous la 

forme 

(0 + m 2 )cp(x) = 0 (2.3) 

ou 0 est l'operateur d' Alembertien defini par 

32 32 32 32 
0=-------

&t2 8x2 8y2 8z2 
(2.4) 

Nous pouvons verifier que les fonctions lineairement independantes (k (t , :i) et (k (t, :i) 

avec 

(2.5) 

ou C est une constante de normalisation et k0 = Vk2 + m 2 , sont deux solutions a l'equation 

de Klein Gordon. lei, la Constante c sera fixee a partir de la condition 

Le champ cp (t, :t') admet alors la decomposition de Fourier suivante 

et 

cp (t, :i) = d
3

\ [a (f) (k (t, :i) + b* (f) (k (t, :i)] 
(27r) 

cp* (t, :i) = d
3

\ [b (f) (k (t, :t') +a* (f) (k (t, :i)] · 
(27r) 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 
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Pour les moments conjugues 7r (t, 7) et 7r* (t, 7) associes, respectivement, aux champs 

cp (t, 7) et cp* (t, 7), nous avons 

(2.9) 

(2.10) 

La procedure de quantification canonique consiste a remplacer les champs cp ( t, 7) et 

cp* (t , 7) et leurs moments conjugues 7r (t, 7) et 7r* (t, 7) par des operateurs qui verifient 

les relations de commutation a temps egaux 

[<P (t, 7) l ft (t, 1)] 
[<P (t, 7) l cp (t , 1)] 

io (7 -1) 
[ft (t, 7) l ft (t , 1)] = o. 

Nous avons alors les operateurs du champ scalaire complexe 

cp(t,7) 

ft (t, 7) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

Compte tenu de la condition de normalisation (2.6) et des relations de commutation (2.11) 

et (2.12), nous pouvons montrer que les operateurs a (f), a+ (f), [)+ (f) et b (f) ｳ｡ｾ ｩｳｦｯｮｴ＠

aux relations de commutation suivantes 

[a (f) ,a+ (k')] 

[a (f) , [)+ (k')] 

[b (f) l [)+ (k')] = (27r)
3 

0 (f - k') 

[a(f),b(k')] =O 

\2.15) 

(2.16) 

Suivant le cours standard de la theorie des champs, l'Hamiltonien du champ scalaire est, 

par definition, 

(;2.17) 



CHAPITRE 2. CHAMP QUANTIQUE DANS UN UNIVERS EN EXPANSION 11 

En utilisant la propriete d'orthogonalite des ondes planes et le relations de commlftation 

(2.15) et (2.16), nous pouvons exprimer l'operateur hamiltonien (2.17) en fonctibn des 

operateurs a (f), a+ (f), b+ (f) et b (f) s, nous obtenons 

(2.18) 

Nous pouvons egalement obtenir une expression similaire pour l'operateur de <r:harge 

electrique 

Q = e d
3

\ [a+ (f) a (f) - b (f) b+ (f)] 
(27r) 

(2.19) 

lei, il est a noter que les operateurs H et Q ont une forme diagonale. 

Si nous definissons les operateurs nombre de particules Na et nombre d'antiparticules 

(
2
:)3 a+ (f) a (f) 

(2:)3z;+ (f) b (f)' 

(2.2D) 

(2.21) 

et nous introduisons la forme normale qui ordonne les operateurs a (f), a+ (f), b (f) 

et z;+ (f)' nous pouvons voir qu'il existe un etat du vide ID) qui verifie les conqtions 

Na ID) = Nb ID) = D et 

(DI HID) = (DI Q ID) = D. ｾ ＲＮＲＲＩ＠

2.3 Champ scalaire dans un espace courbe 

Ayant montre comment quantifier le champ scalaire libre, considerons maintenaµt un 

champ scalaire complexe cp(x) , de masse m, dans un univers en expansion. L'action de ce 

systeme est donnee par (75] 

(2.23) 
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ou x = (t, :i), g = det(gµ11), ｾ＠ est un parametre numerique et R est le scalaire de 

courbure de Ricci. Il est a noter, ici, que la valeur ｾ＠ = ｾ｣＠ = i assure !'invariance par une 

transformation conforme. 

Selon le principe de moindre action, JS = 0, !'equation du mouvement Ｈ､ｾ＠ Klein 

Gordon) correspondante s'ecrit 

(2.24) 

Sans specifier ｾＧ＠ nous considerons, par la suite, un espace-temps isotrope et ｨｯｾｯｧ･ｮ･＠

decrit par la metrique de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) 

ds 2 
= dt2 

- a,2(t)(dx2 + dy2 + dz 2
). (2.25) 

2.3.1 Transformation conforme 

Pour transformer la metrique (2.25) en une forme conformement minkowskienne, nous 

utilisons le temps conforme T/ defini par 

dt 
dry= a(t) ｾ ＲＮＲＶＩ＠

ou le facteur d 'echelle a(t) exprime par la nouvelle variable T/ est note a(ry). Nous avons 

al ors 

(2.27) 

Maintenant, nous introduisons un nouveau champ cp(x) en effectuant la factorisation 

cp(x) = a-1 (ry)cp(x) . Comme R = ＶｾｾＬ＠ l'action du systeme par rapport au champ cp(x) en 

coordonnees (TJ, :i) devient 

(f.28) 
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lei, le prime (1) indique la derivee par rapport au temps conforme TJ. 

Apres avoir eliminer la 4-divergence 8µ1µ OU Jµ est donne par [61] 

I 

Jµ = Ｈｾ＼ｐＪ＼ｐＬ＠ 0, 0, 0) 
a 

(2.29) 

nous obtenons l'action finale 

De (2.30) on obtient l'equation du mouvement pour le champ cp(x) 

- - L\ - -(1 - ＶｾＩ＠ + a2m 2 <P = 0 
[ 

{}

2 

a" l 
aT/2 a2 

(2.31) 

OU L\ est l'operateur de Laplace-Beltrami dans l'espace plat a 3 dimensions. 

Maintenant, nous ecrivons le developpement de Fourier du champ cp(x) 

(2.32) 

OU <I>k(°"t) est une fonction propre a l'operateur L\ 

ｾ ＲＮＳＳＩ＠

Dans un espace plat, les fonctions <I>k(°"t) sont des ondes planes qui verifient la relation 

d 'orthogonalite 

(2.34) 

Dans ce cas, l'equation (2.31) peut se reduire a l'equation suivante 

(f2.35) 



CHAPITRE 2. CHAMP QUANTIQUE DANS UN UNIVERS EN EXPANSION 14 

OU n(TJ) est donne par 

(2.36) 

2.3.2 Quantification 

Maintenant, pour quantifier le champ <P(x) nous considerons la decomposons s\!livante 

(2.37) 

OU 

(+)( 7) - 9k(TJ)'l>ic(af) 
cpk TJ, - V2 (2.38) 

cpk-)(TJ, 7) = (cpi+)(TJ, 7))* (2.39) 

En faisant le changement k---* -k, nous pouvons ecrire le champ sous la forme 

(2.40) 

En utilisant la densite lagrangienne l(x) , nous obtenons les moments conjugues canmpques 

Nous avons alors 

7r(TJ, 7) = ｾ＠ j d
3
k Ｇｬ＾ｾＨ｡ｦＩ＠ ｛ ｧｾＨｔｊＩ｡ｴ＠ + ｧｾｫＨｔｊＩ｢Ｍｫ｝＠

7r*(TJ , af) = ｾ＠ j d
3
k 'Pk(?) ｛ ｧｾＪＨｔｊＩ｡ｫ＠ + ｧＧ｟ｫＨｔｊＩ｢ｾｫ｝＠

(2.41) 

(2.42) 
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En quantifiant le champ 0( x), nous ecrivons les relations de commutation suivantes 

[0(77, --t),n(17, 1)] 

[0(77, --t), 0(77, 1)] 

[ n( 77, --t), n( 77, 1) J 

[0*(77, --t),n*(17, 1)] = i6 (--t - 1) 
[0*(77, --t), 0*(77, 1)] = 0 

[n*(77, --t),n*(77, 1)] = 0 

Dans ce cas, les operateurs ak, at, bk et bt verifient les commutateurs 

(2.44) 

(2.45) 

Nous pouvons montrer que les relations de commutation (2.44) et (2.45) sont compatibles 

si les fonctions 9k ( 77) sont normalisees par la condition 

(2.46) 

Construisons l 'Hamiltonien canonique H ( 77), en effectuant I 'integration de la d¢nsite 

hamiltonienne H(x) = 0'n + 0'*n* - £ sur l'hypersurfaceE definie par 77 =Const. Nous 

obtenons, alors, !'expression suivante 

L'Hamiltonien (2.47) peut etre ecrit en termes d 'operateurs ak, at, bk et bt 
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OU 

(2.49) 

(2.50) 

Nous remarquons que l'Hamiltonien n 'est pas diagonal car il contient des termes mixtes en 

operateurs ak, at , bk et bt. De plus, comme H(ry) depend explicitement du temps, il n'y 

a pas d'etat propre independant du temps qui pourrait servir l'etat du vide. Aloq; nous 

ne pouvons pas interpreter les operateurs ak et at comme des operateurs de creation et 

d'annihilation de particules et les operateurs bk et bt comme des operateurs de creation 

et d'annihilation des antiparticules. Cette interpretation est possible seulement si les 

coefficients des termes mixtes sont nuls ( F; ( rJ) = Fk ( rJ) = 0). 

11 est bien evident que pour un espace-temps asymptotiquement plat , le systeme du 

champ complexe se comporte a 'fJ---+ ±oo comme libre et done l'etat du vide, a ±oo, est 

bien determine. Dans ce cas, !'interpretation des operateurs ak, at, bk et bt en ｴ･ｲｾ･ｳ＠ de 

particules est possible. 

2.4 Vide adiabatique 

Pour une metrique qui n'est pas asymptotiquement Minkowskienne, la ､ｩ｡ｧｯｮ｡ｬｩｾ｡ｴｩｯｮ＠

de H est possible si nk (TJ) varie d'une maniere adiabatique au voisinage d'un instalnt 'f/o· 

Sa-eh.ant que la condition d'adiabaticite est donnee par 

· Ｑ ﾰｾ＠ (ry) I ＱＱＱＡＫｾ＠ ｮｾ＠ (TJ) << 
1 (2.51) 

nous pouvons montrer que les fonctions 

(!2.52) 
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sont des solution a l'equation (2.35) pour lesquelles 

(2.53) 

et 

(2.54) 

Nous obtenons dans ce cas 

(2.55) 

A l'instant TJo, le Hamiltonien est diagonal et l'etat du vide a (f) 10110 ) = 0 ･ｳｾ＠ bien 

determine. C'est un etat physique dit vide adiabatique. Pour l'espace de de-Sitter, avec 

T/o ---+ -oo, l'etat du vide defini ainsi est le vide de Bunch-Davies [76, 77, 78]. 

2.5 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons expose un bref rappel sur la theorie quantique des champs 

dans l'univers de FRW ou nous avons prouve que l'Hamiltonien d'un champ ｳ｣｡ｬ｡ｩｲｾ＠ dans 

un univers en expansion n 'est pas toujours diagonal et l'interpretation du champ en t rrmes 

de particules n'est pas possible. Dans le cas d 'une expansion adiabatique, nous b.vons 

montre qu'ils existent des modes pour lesquels l'Hamiltonien est diagonal. L'etat du vide 

defini par ces modes est appele vide adiabatique. 
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3.1 Introduction 

Dans ce chapitre, nous nous proposons d'etablir une etude dynamique de la creation 

de particules dans un univers isotrope homogene. En premier lieu, nous ･ｦｦ･｣ｴｵｾｭｳ＠ la 

quantification du champ scalaire avec un couplage de type general en supposant !'existence 

d'une representation des operateurs de creation et d'annihilation qui diagonalise l'hamilto-

nien a un instant donne 770 . Ensuite, nous accomplissons la diagonalisation instantanee 

de l'hamiltonien en introduisant une nouvelle representation. Si nous exigeons q.ue la 

nouvelle representation diagonalise l'hamiltonien nous pouvons etablir une transformation 

de Bogoliubov entre les deux representations. Comme application, nous considernns la 

creation de particules dans l'espace de Sitter OU !'equation de Klein Gordon associee ｾ ､ｭ･ｴ＠

des solutions exactes bien connues. Nous allons suivre la reference [61]. 

3.2 Diagonalisation de l'hamiltonien 

Nous supposons que l 'Hamiltonien (2.48) est diagonal a l'instant 770 par rapport aux 

operateurs ak , at, bk et bt , qui sont dans ce cas les operateurs de creation et ､ Ｇ ｡ｮｮｩｨｾ｡ｴｩｯｮ＠

des particules et des antiparticules. Ceci est possible seulement si la fonction Fk(TJ(i) est 

nulle. 

(3.1) 

A !'instant 770 , les fonctions 9k(1J) doivent obeir, alors, a la condition initiale suivante 

(3.2) 

lei, nous pouvons verifier que la condition (3.2) est compatible avec la normalisation (2.46) 

seulement si !12 (770) > 0. 
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Dans ce cas, l'etat du vide 10110 ) correspondant a (3.2) est defini de la maniere standard 

(3.3) 

La diagonalisation de l'Hamiltonien a un instant arbitraire TJ peut etre effectuee en fonction 

des operateurs ck(TJ), ct(TJ) et dk(TJ), dt(TJ) liees avec ak, at et bk, bt par la transformation 

de Bogoliubov dependante du temps 

ou, inversement, 

o:k(TJ)ak + ＡＳ Ｍ ｫＨｔｊＩ｢ｾｫ＠

o:'k(TJ)bt + 13:_k(TJ)a-k 

ak = o:'k(TJ)ck(TJ) - ＯＳＭｫＨｔｊＩ､ｾｫＨｔｊＩ＠

bt = o:k(TJ)dt(TJ) - 13:_k(TJ)c-k(TJ) 

Les fonctions o:k(TJ) = o:_k(TJ) et f3k(TJ) = /3-k(TJ) verifient les conditions initiales 

et l'identite 

1 

0 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

En substituant (3.6) et (3.7) dans !'expression de l'hamiltonien, nous obtenons la meme 

expression mais en termes d 'operateurs ck, ct, dk et dt 
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avec 

(3.12) 

(3.13) 

Pour que l'Hamiltonien soit diagonal par rapport aux operateurs ck, ct, dk et dt a l'instant 

'f}, il faut que 

(3.14) 

Ce qui implique 

(3.15) 

Compte tenu de !'equation (2.46) nous pouvons montrer que 

(3.16) 

ce qui nous permet d 'ecrire 

(3.17) 

En utilisant l'identite (3.10) et la normalisation (2.46) nous obtenons ｦｩｮ｡ｬ･ｭ･ｾｴ＠ les 

coefficients complexes de Bogoliubov 

ou Xk est une phase arbitraire dependante du temps. 

ｾ ＳＮＱＸＩ＠

(3.19) 

En outre, dans la condition Fk = 0, d 'apres les resultats precedents, nous potlvons 

verifier que Ek est egale a. la frequence n('fJ), ce qui nous conduit a. !'expression suiyante 

pour l 'Hamiltonien 
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lei, les operateurs ck, ct, dk et dt verifient les memes relations de commutation que ak, at 

[ck, ct] 

[ck, Ck'] 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

Il est a noter que les equations du mouvement d'Heisenberg pour les operateurs de ｣ｲｾ｡ｴｩｯｮ＠

et d' annihilation de particules s 'ecrivent 

(3.24) 

(3.25) 

En utilisant les equations (3.4), (3.5) , (3.18) et (3.19) nous pouvons montrer que 

dck 0' 
(3.26) -

2
0, dt - if2(TJ)Ck 

d'T] 

d(d:j;) D,' 
(3.27) 

d'T] 20
ck - i0(TJ)dt. 

Maintenant, nous definissons les operateurs nombres de particules et d 'antiparticules 

Nkc) = ct(TJ)ck('TJ) 

.Nkd) = dt(TJ)dk(TJ) 

Ainsi, qu'a !'instant 'TJ l'etat du vide est defini par 

ＨｾＮＲＸＩ＠

ＨｾＮＲＹＩ＠

(?.30) 
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Considerons le probleme de la creation de particules. D'abord nous supposons que le ｾｨ｡ｭｰ＠

scalaire quantifie est dans l'etat du vide a !'instant 770 , annihile par les operateurs ak et 

bt, c'est-a-dire dans l'etat 10110 ), ensuite nous calculons la densite du nombre de particules 

dans cet etat, nous obtenons 

(01/ol Nkc) 101/0) = (01/0I ct(TJ)ck(TJ) IOT/0 ) = l,Bkl
2 

(01/01flkd)101/0) = (01/01dt(TJ)dk(TJ)101/0) = l,Bkl
2 

(3.31) 

(3.32) 

Nous pouvons dire alors que l'etat 101/0) contient l,Bkl 2 
paires particule-antiparticule corres-

pondant aux operateurs ck, ct et dk, dt ou 

(3.33) 

3.3 Solution exacte pour l'univers de de-Sitter 

Comme nous le savons, notre univers endure une expansion acceleree qui peut etre 

decrite par un espace-temps de-Sitter en expansion exponentielle. De plus, l'espace-temps 

de de-Sitter permet une meilleure description de la periode d 'inflation. Par conseqm1nt, la 

metrique de de-Sitter est interessante a la fois pour la cosmologie de l'univers primordial 

et de l'univers actuel. Cette importance vient aussi du fait que l'espace de-SittEpr est 

l'unique espace courbe maximalement symetrique. 11 jouit des memes degres de synh.etrie 

que l 'espace-temps de Minkowski. Ceci explique l'interet accru pour etudier les ｾ ｦｦ･ｴｳ＠

quantiques physiques dans un tel espace-temps. Dans ce paragraphe, nous considerdns la 

creation des particules dans l'univers de de-Sitter, qui est une solution de l'equati9n de 

Friedmann en presence d'une constante cosmologique, avec le facteur d'echelle 

a(t) =exp (Ht) (p.34) 
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En terme du temps Conforme TJ, l'espace-temps de de-Sitter est decrit par la ｭ･ｴｲｾｱｵ･＠

OU 

1 -1 
TJ=-Ha(t) = HTJ avec -OO<TJ<O 

lei, le scalaire de courbure Rest constant 

R = 12H2 

Dans ce cas, !'equation du champ scalaire se reduit a 

OU 

avec 

O(TJ) = 
Af 2 

k2 + H2T/2 

M 2 
= Ｈｾ＠ - ｾ Ｉ ＱＲｈ Ｒ＠ + m 2 

6 

Pour resoudre !'equation (3.38) nous utilisons la nouvelle variable 

p =CT/ 

ou c est une constante. Nous obtenons !'equation differentielle suivante 

(3.35) 

(3.36) 

(3.37) 

(3.38) 

(3.39) 

(3.40) 

(3.41) 

(;3.42) 
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A ce niveau, nous effectuons la factorisation 

qui nous mene a !'equation differentielle 

{ 
82 2s fJ 1 [ M2 l k2 } -+--+- -+s(s-1) +- f(p)=O. 

fJp2 P fJp P2 H2 c2 

Dans le cas OU s = ｾ＠ et c = -k l !'equation (3.44) se reduit a celle de Bessel [79] 

{ 
0

2 1 fJ [ >. 2 l } - + - - + 1 - - f (p) = 0 
fJp2 p fJp p2 

ou le parametre >. est donne par 

1 M 2 

).2 = - - -
4 H 2 . 

(3.43) 

(3.44) 

(3.45) 

(3.46) 

La solution generale a !'equation (3.45) s'ecrit comme une combinaison de deux solutions 

lineairement independantes exprimees par les fonctions de Hankel 

(3.47) 

ou A et B sont des constantes arbitraires. 

Nous obtenons alors 

(B.48) 

Pour 7Jo----+ -oo, le comportement asymptotique des fonctions de Hankel est ､ｯｮｮｾ＠ par 
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[79) 

H (l)( k ) ｾ＠ i(-krJo _ 1r>. _ 2!:) 
A - T/o '.::::'. - --e 2 4 

7rkTJo 
, -27f < arg(-kTJo) < 7f (3.49) 

H (2)( k ) ｾ＠ -i(-krJo_1r>._2!:) - T/o '.::::'. - --e 2 4 

A 1fkTJo 
, -27f < arg(-kTJo) < 7f (3.50) 

Nous savons bien que l'etat du vide a l'instant T/o, est defini sous la condition ｩｮｩｴｩ｡ｬｾ＠ (3.2), 

alors, de (3.48) nous avons 

(3.51) 

Quand T/o ｾ＠ -oo, la frequence f2(TJo) devient constante 

f2(TJo) = k (3.52) 

et par consequent, 

(3.53) 

A partir de !'equation (3.48) nous obtenons 

,3.54) 

Si nous faisons une comparaison entre les deux equations (3.53) et (3.54), nous po\llvons 

deduire que 

(3.55) 

Pour determiner la constante B , nous utilisons la condition 

(;3.56) 
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qui, lorsque T}o --t -oo, se reduit a 

(3.57) 

Alors, ceci nous permet de trouver 

(3.58) 

Finalement, la fonction gk(TJ) prend !'expression suivante 

(3.59) 

avec 

(3.60) 

Nous obtenons ainsi une expression analytique pour le coefficient l.81 2 
qui represente le 

nombre de particules creees. 
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Figure 3.1 - Variation de l.81 2 
en fonction du temps conforme 77, pour differentes valeurs du vecteur d'onde 

m2 
k . Le parametre IP = 100. 
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La figure 3.1 montre un resultat tres important ; Les particules ayant le plus petit 

vecteur d'onde sont les premieres a etre creees. La deuxieme remarque est que la limite 

T/ ---+ 0 (i.e. t ---+ 00) ne depend pas de k, ce qui mene a une divergence dans le ｣｡ｬｾｵｬ＠ du 

nombre total des particules en faisant la somme sur toutes les impulsions. Cependant, 

comme l'espace-temps de de-Sitter, avec une expansion en exponentielle, decrit l'univers 

dans la periode d'inflation qui est un periode limitee, nous pouvons en conclure qu'il existe 

un Cut-off naturel Surles impulsions des particules creees dans l'espace de de-Sitter. 

D'autre part, comme il est montre dans la figure (3.2), pour les petites valel!lrs du 

rapport ｾＬ＠ la limite lim l,81 2 
n'existe pas. Cela peut etre explique par le fait que les wetites 

71-tO 

valeurs de ｾ＠ brisent la condition adiabatique, qui peut se reduire dans l'espace de de-Sitter 

, M 1 a H >> . 

1-- ｾ］Ｒ ＭＭ ｾ］ＱＱ＠
ＰＮＱＲｾＭＭＭＭＭＭＭＭＭＭＭＭＭＭｾ＠

0.10 
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1131
2 
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0.04 

0.02 

ｯＭＱＮ］ＢＢＢＢＢ］］ｲ］］ｾ］［］］］ｩｯ］］［］］ ］］ｾｾ ＺＺＺＺＺ｟ ＮＮＮＮＮＭＭ｟｟Ｌｊ＠
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 

Tl 

Figure 3.2 - Variation de 1/312 
en fonction du temps conforme ry , pour differentes valeurs du ｰ｡ｲ｡ｭ･ｾｲ･＠ }b. 

Le vecteur d'onde k = 1. 

Dans la figure (3.3) , nous montrons la variation de l,81 2 
en fonction du temps conforme 

dans l'intervalle ]-0.1, 0(. Cette figure eclaircit le fait que la limite 'T/---+ 0 n'existe pas et 

que l,812 
n 'est bien defini. 
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1-- ｾ］Ｒ＠ -- ｾ］ＱＱ＠
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Figure 3.3 - Variation de l.81 2 
en fonction du temps conforme ry , pour differentes valeurs du parametre lb· 

Le vecteur d'onde k = l. 

Les figures (3.4) et (3.5) montrent les memes variations que celles representees di1nS la 

figure precedente mais dans des intervalle plus petites. Nous remarquons qu'a chaqtle fois 

nous approchons la bore 0, nous obtenons la meme forme, ce qui montre encore une fois 

l'inexistence de la limite 'T/ --t 0. 
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Figure 3.4 - Variation de 1.81 2 
en fonction du temps conforme ry , pour differentes valeurs du ｰ｡ｲ｡ｭ･ｴｾ･＠ lb· 

Le vecteur d 'onde k = l. 
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Figure 3.5 - Variation de 1.81 2 
en fonction du temps conforme 'f/ , pour differentes valeurs du parametre ｾﾭ

Le vecteur d 'onde k = 1. 

3.4 Conclusion 

Dans ce chapit re, nous avons etabli une etude dynamique de la creation de pariJicules 

clans un univers isotrope homogene en utilisant la methode de la diagonalisation instantanee 

de l'hamiltonien. Cette methode nous permet d'obtenir !'expression de la ､･ｮｳｩｾ･＠ des 

particules creees en fonction du temps conforme. Comme application, nous avons con8idere 

la creation de particules clans l'espace de Sitter ou nous avons pu obtenir des solqtions 

exactes pour !'equation de Klein Gordon associee. Les resultats essentiels de cette etude 

sont les suivants : 

1. Le nombre de particules est bien defini seulement clans la limite adiabatique ｾ＠ > > 1. 

2. Les particules ayant le plus petit vecteur d'onde sont les premieres a etre creees. 

3. Si la limite 1J ｾ＠ 0 existe, elle ne depend pas du vecteur d 'onde k. 

4. II existe une limite naturelle sur les impulsions des particules creees. 
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4 .1 Introduction 

L'objectif de ce chapitre, est de traiter le probleme de la creation de particules par la 

methode des invariants de Lewis Riesenfeld, etablie pour la premiere fois pour l 'oscillateur 

harmonique dependant du temps. D'abord nous abordons la theorie des invariants en 

mecanique quantique et nous cherchons la relation entre les solutions de !'equation de 

Schrodinger et les etats propres de !'invariant. Nous considerons un oscillateur ｨ｡ｲｭｾｭｩｱｵ･＠

avec une frequence dependante du temps comme un exemple d'illustration. Ensuite nous 

nous proposons d'etendre cette methode a la theorie quantique des champs. Pour obtenir 

l'invariant relatif a un champ scalaire reel, nous suivons en premier lieu une demarche 

classique [82, 83]. Une fois nous obtenons la forme de !'invariant classique, nous cherchons 

les generateurs qui engendrent !'invariant quantique. En derniere etape, nous etabijssons 

la transformation de Bogoliubov qui lie la representation qui diagonalise !'invariant ;ii. celle 

qui diagonalise l'hamiltonien H. A partir des coefficients de Bogoliubov nous obtenons la 

densite des particules creees [82, 83, 84, 85]. Comme application nous considerons ｬＧｾｳｰ｡｣･＠

de de-Sitter. 

4.2 La t heorie des invariants en mecanique quantique 

Considerons un systeme physique dont l'Hamiltonien H(t) depend explicitement du 

temps. La theorie de Lewis-Riesenfeld [86] consiste a trouver un operateur hermitien <lit I 

invariant I ( t) • 

I(t) = J+(t) (4.1) 

ce qui implique que les valeurs propres de I (t) sont reelles. Ainsi I(t) verifie la relation 

Von Neumann suivante 

(4.2) 
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En mecanique quantique, !'evolution de l'etat du systeme est gouvernee par !'equation de 

Schrodinger dependante du temps 

in:t 11/J (t)) = H(t) 11/J (t)). (4.3) 

En appliquant la relation (4.2) sur le ket 11/J (t)) et en utilisant (4.3), nous obtenons 

!'equation 

in! (I 11/J (t))) = H (I 11/J (t))), (4.4) 

ce qui implique que !'operation de !'invariant I sur une solution de l'equation de Schrodinger 

est aussi une autre solution de cette equation. 

Nous supposons que l'invariant est un operateur d'un ensemble complet d'observables 

qui commutent, de ce fait nous pouvons dire que I admet un ensemble complet d'etats 

propres IX.>. ,K (t)) correspondants aux valeurs propres A, ou l'indice ""represente tqus les 

autres nombres quantiques necessaire pour specifier ces etats propres. Done, les kets 

IX.>. ,K (t)) satisfont !'equation suivante 

avec, comme I est invariant, 

et 

I lx.x,K (t)) =A lx.x,K (t)), 

BA= O 
at 

En derivant l'equation (4.5) par rapport at, nous obtenons 

a a1 
(A - I) at lx.x,K (t)) = at lx.x,K (t)), 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 
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Le produit de la derniere equation par le bra (XN ·"'' ( t) j, donne 

(4.9) 

Maintenant, en operant la relation (4.2) sur le ket IX>.,"' (t)) et en utilisant !'equation 

(4.5), nous pouvons ecrire 

(4.10) 

La projection de la derniere equation sur l'etat IX>.',"-' (t)) nous donne 

En tenant compte de !'equation (4.9), nous obtenons 

Done, pour >. -=/= >..' , nous en deduisons la relation suivante 

(4.13) 

Pour>.=>..' , !'equation (4.12) n 'implique pas !'equation (4.13) et, par consequent, 'e ket 

IX>.,"- (t)) n 'est pas une solution pour !'equation de Schrodinger. Alors, pour obtenm, des 

solutions de !'equation de Schrodinger nous considerons la transformation de jauge 

(lt.14) 

OU €>.,K. (t) sont des fonctions arbitraires reelles dependante du temps. Notons que IX>.,K. (t))s 

sont des eta ts propres orthonormes de I ( t) associes a la valeur propre >.. 
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Si nous exigeons que IX>.,11: (t)) s soit une solution de !'equation de ｓ｣ｨｲｯ､ｩｮｧ･ｾＬ＠ nous 

obtenons le resultat suivant 

(4.15) 

ce qui montre que les phases E >.,11: ( t) satisfont l 'equation simple suivante 

(4.16) 

La solution generale de l'equation de Schrodinger est alors 

(4.17) 

ou C>.,11: sont des coefficients de normalisation independants du temps. 

4.2.1 L'oscillateur harmonique avec frequence variable 

Dans cette partie, nous allons etudier un oscillateur harmonique dependant du ｾ･ｭｰｳ＠

via la methode de Lewis et Riesenfeld pour obtenir des solutions exactes de ｬＧ･ｱｾ｡ｴｩｯｮ＠

de Schrodinger correspondante. Pour un oscillateur harmonique dependant du ｾ･ｭｰｳ＠

l'operateur hamiltonien s'ecrit [?) 

ｾ ＴＮＱＸＩ＠

ou les grandeurs canoniquement conjuguees p et q verifient la relation de commutp.tion 

suivante 

[q,p] =in ＨｾＮＱＹＩ＠

et M et O(t) sont, respectivement , la masse et la frequence associees a cet oscillateur. 

Pour appliquer la methode de Lewis et Riesenfeld nous devons construire, d'abord, 
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l'operateur invariant I. Pour un oscillateur harmonique nous pouvons chercher un invariant 

de la forme 

1 
I= 2 [a (t) T1 + (3(t)T2 +I (t) T3], ( 4.20) 

ou a (t), (3(t) et 1 (t) sont des fonctions dependantes du temps a determiner et les operateurs 

T1 , T2 et T3 sont donnes par 

(4.21) 

Dans ce cas, nous pouvons facilement verifier les relations de commutations suivanrtes 

[T1,T2] 

[T2, T3] 

[T1, T3] 

Rempla<;ons l'equation (4.20) dans (4.2), nous obtenons 

( . 2,) ( . 2 ) (. (3 2 ) a+ M T1 + (3 - 2MO I T2 + 1 + M - MO a T3 = 0, 

d'ou, nous tirons un systeme d'equations lineaires de premier ordre 

. 2, 
a=-

M' 

/3 = 2M0
2
1, 

1 = Mn2a- .!}_ M. 

Pour resoudre ce systeme d 'equations, posons 

a=a2 
' 

( 4.22) 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 

ｾＴＮ ＲＶＩ＠

ｾ ＴＮＲＷＩ＠

(ri.28) 

(4.29) 
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ou a= a (t) est une fonction dependant du temps. 11 vient alors 

( 4.30) 

et 

/=-Mail. (4.31) 

En remplac;ant !'expression de /3 dans (4.27), nous pouvons montrer que a verifie !'equation 

(4.32) 

En multipliant la derniere equation par a 2 et en faisant !'integration, nous en dedµisons 

que la quantite a 3 (0- + 0 2a) est une constante, ce qui nous donne 

( 4.33) 

ou c est la constante d'integration. Prenons a= d: p, nous trouvons l'equation auxiliaire 

suivante 

.. 2 1 
p+n p= 3 · 

p 
ｾ ＴＮＳＴＩ＠

En tenant compte des equations (4.29) , (4.31) , (4.30) et (4.34) , l'invariant (4.20) peut 

s ecrire comme 

ｾ ＴＮＳＵＩ＠

Ayant obtenu !'expression de l'invariant, cherchons, maintenant , ses fonctions propres pour 

obtenir les solutions exactes de l'equation de Schrodinger pour l'oscillateur harmo:¢que 

dependant du temps (4.18). 

D'abord, nous considerons l'equation aux valeurs propres 

Ix (q, t) =.Ax (q , t) . (4.36) 
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et nous introduisons la transformation unitaire suivante 

x (q, t) = Sx' (q, t) (4.37) 

avec 

(
iMp 2) 

S = exp 
2

/ip q . ( 4.38) 

L'operateur I se transforme, alors, en I' avec 

I' = s+ IS = ｾ＠ (P2P2 + q2) . 
2 p2 

(4.39) 

L'equation ( 4.36) devient 

I'x' (q, t) = AX1 (q, t). (4.40) 

En faisant le changement de variable Q = !l, !'equation ( 4.40) peut se reduire a ｣ｾｬｬ･＠ de 
p 

l'oscillateur harmonique independant du temps de masse M = ｾ＠ et de frequence n = 2M 

( 
li

2 
8

2 
1 2 2 ) ' -

2
M aQ2 + 2Mn Q - A X (q, t) = 0, ( 4.41) 

dont la solution peut etre ecrite en fonction de polyn6me d'Hermite 

ｾＴＮＴＲＩ＠

et les valeurs propres A sont donnees par 

(fi.43) 

Compte tenus de (4.37), les etats propres de !'invariant (4.35) sont done donnes par 

[
M (ipp ) q

2

] ( {Mn q) 
Xn (q,t) = Aexp 2/i 2M -1 P2 Hn Vn-P . ( 11.44) 
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Pour determiner la constante A , nous utilisons la condition de normalisation 

! ,., /* XnXn dQ = XnXn dq = 1 (4.45) 

et la formule [79] 

(4.46) 

d'ou 

A= (4.47) 

et, ainsi, nous obtenons 

Xn (q, t) = (4.48) 

Maintenant nous voulons trouver !'expression de la phase E: (t). A l'aide de la transformation 

unitaire (4.38), !'equation (4.16) devient 

hi (t) = Ｈｸｾｉ＠ ins+! s ｉｸｾＩ＠ - Ｈｸｾｉ＠ s+ HS ｉｸｾＩＮ＠ (4.49) 

Le premier terme du second membre peut se simplifier a 

( ' I . ns+ a s I , ) - ( , I M ( P P2 ) 2 . n a I ' ) 
Xn '/, at Xn - Xn - 2 p - p2 q + '/, at Xn ' ｾ ＴＮＵＰＩ＠

et le deuxieme terme s 'ecrit 

Ｈｸｾｉ＠ s+ HS ｉｸｾＩ＠ ( ' I - inp - !i2 a2 ｾ＠ Mn2 2 
Xn 2p 2M 8q2 + 2 q 

(4.51) 

M p2 
2 in/J a 

1 

, ) 
+--q --q- x . 

2p2 p 8q n 
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L'equation ( 4.49) se reduit alors a !'equation suivante 

Iii (t) 
M 2 

( / I [ ·· n2 J 2 P x --p+Hpq--
n 2p 2M 

(4.52) 

ifip P 0 / 
+- - -qp+i!i-lx) . 

2p p ot n 

lei, nous utilisons la formule [79] 

(4.53) 

pour ecrire 

et 

Ｚｱｸｾ＠ (q, t) ＨｍｾｾＩ＠ t ＲＢｾＡｰ＠ exp (- ｾｾ＠ ＨｾＩＧＩ＠ {- ｾｾｱ＠ H. ( ＯﾥｾＩ＠
+ 

2
; f¥H._1 ( ＯﾥｾＩｽＮ＠ (4.55) 

Nous obtenons alors 

(4.56) 

ce qui nous permet d'ecrire 

( 
, 

1 

ili/J /J . a 
1 

, ) 
x - - -qp+ili- x = 0. 

n 2p p Ot n 
(4.57) 
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En utilisant les equations (4.34), (4.57) et (4.39), nous obtenons !'equation 

hi (t) = Ｈｸｾｉ＠ (- Ｒ ｾ＠ P') ｉｸｾ Ｉ Ｌ＠ (4.58) 

et, par consequent, 

( 1) ft dt 
E (t) = - n + 2 p2 . (4.59) 

Finalement, nous obtenons !'expression de la solution de l'equation de Schrodinger associee 

a l'Hamiltonien (4.18) 

'l/J(q,t) = (_n ) ｾ＠ _1 exp (-i (n ＫｾＩｦｴ＠ dt) 
Mfhr 2nn!p 2 p2 

( 4.60) 

[
M q2] (!¥°'q) X exp -(iMpp -1)- Hn -- . 
2;;, p2 ;;, P 

4.3 La methode des invariant en TQC 

Dans cette section nous nous proposons de suivre la meme demarche pour trouvter un 

invariant I pour la theorie quantique des champs dans univers en expansion. 11 ･ｳｾ＠ plus 

commode de chercher d 'abord }'invariant classique [82]. 

4.3.1 Champ scalaire et invariant classique 

Nous considerons un champ scalaire reel cp(x) de masse m dans un espace courbe, 

decrit par l'action, 

(4.61) 

lei, nous prenons le couplage conforme ｾ＠ = ｾ ｣＠ = i et nous considerons la transformation 

de Fourier suivante 

( 4.62) 
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nous obtenons !'action totale 

( 4.63) 

avec 

(4.64) 

De !'equation (4.63), nous pouvons tirer !'expression du Lagrangien L,p associe au yhamp 

( 4.65) 

Par transformation de Legendre nous obtenons l'Hamiltonien H¢ 

(4.66) 

ou 7r¢(1J) est le moment conjugue du champ <f>k(TJ) 

(4.67) 

Main.tenant, nous introduisons une transformation sur le temps conforme 1J 

(4.68) 

et une autre sur le champ <!>k(TJ) 

( 4.69) 

ou p est une fonction qui depend explicitement du temps. Nous pouvons facilement voir 

que l'action ( 4.63) devient 

1 dk . p 2 4 2 3 [( . )2 l S = 2 j dT ( 
2

7r) 3 Xk + p Xk - 0 p Xk (fl. 70) 
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d'ou nous pouvons tirer le Lagrangien Lx associe au champ Xk(T) 

(4.71) 

Notons que le moment conjugue associe au champ Xk(T) est donne par 

(4.72) 

Pour un simple calcul nous obtenons !'expression de l'Hamiltonien du systeme Hx 

1 dk p 42 p 2 3 [ ( . ) 2 ( . 2) l 
Hx = 2 J (27r)3 1rx - PX + p n - p2 x . (4.73) 

lei, nous introduisons une transformation canonique de !'ensemble {Xk, 7rx} a !'ensemble 

{Xk, 7f x} definie par 

{4.74) 

Xk = Xk, (4.75) 

Cette transformation est associee a la fonction generatrice 

(4.76) 

qui verifie les relations suivantes 

(4.77) 

(4.78) 



L'hamiltonien Hx_ associe au nouveau champ Xk est par definition 

H:x_ (Xk, ifx) = Hx (Xk, 1rx) +I d3k aF (xk, ifx) 
(27r)3 8T ' 

(4.79) 

ce qui nous conduit au resultat suivant 

H- ］ｾｉ＠ d3k [:;r2 + ( 40,2 - 2/ + e) x2] . 
x 2 (27r)3 x p p2 p k 

(4.80) 

Retabllssons, maintenant, le temps conforme 'f/, pour obtenir l'expression 

1 I d
3
k 

H:x_ = 2 (27r)3 ｛ｮｾ＠ + (p4n2 + p3 p") ｸｾ｝＠ (4.81) 

d'ou n9us tirons immediatement l'equation d'Ermakov en posant p40 2 + p3 p" = k2
. Nous 

avons a.Iors 

P
" + 2 k

2 

pO =-3. 
p 

( 4.82) 

11 est a noter que, si pour pest une solution de l'equation d'Ermakov, l'Hamiltonien H:x_ 

est exMtement l'invariant associe au systeme en consideration 

1 I d3k 
I= 2 (27r)3 ｛Ｚ［ｲｾ＠ + ｫＲｸｾ｝＠ . (4.83) 

En retablissant les champs initiaux ¢k(TJ) et 7rq,(TJ), nous obtenons 

I = ｾ＠ I d3 k [( - I 2 k2 2] 
2 (27r)3 P1f<P P¢k) + p2 ¢k . ( 4.84) 



4.3.2 Invariant quantique 

Ayant construit !'invariant classique, considerons main.tenant une approche quantique. 

Nous cherchons un invariant de la forme 

1 J d3
k 

I= 2 (
2

7r)3 [a (17) T1 (k) + /3 (17) T2 (k) +I (17) T3 (k)], 

ou les operateurs T1 (k),T2 (k) et T3 (k) sont donnes par 

Ti(k) = ＷｲｾＨＱＷＩＬ＠

T2 (k) = ﾢｾＨＱＷＩＬ＠

T3 (k) = { ¢k(17), 7r<1>(17)} + · 

(4.85) 

(4.86) 

(4.87) 

(4.88) 

L'hamiltonien H<f>, defini par !'equation (4.66), s'ecrit en fonction de ces operateurs com.me 

suit 

1 d3k 
H<t> = 2 j (

2
7r)3 [r1 (k) + n2 

(17) T2 (k)] . (4.89) 

Comme !'invariant verifie !'equation de Von Neumann et les operateurs T1 (k),T2 (k) et 

T3 ( k) satisfont les relations de commutation suivantes 

[T1 (k), T2 (k')] = -2i (7r<1>(17)¢k'(17) + ¢k1(17)7r<1>(17)) b (Jt - 11) (4.90) 

[T2 (k), T3 (k')] = 2i (¢k(17)¢k1(17) + ¢k1(17)¢k(17)) b (Jt - 11) (4.91) 

[T1 (k), T3 (k')] = -2i ( 1f<1>k(17)7r<1>k'(17) + 1r<f>k,(17)7r<1>k(17)) b (Jt - 11) (4.92) 

Nous obtenons, pour les coefficients a (17), /3 (17) et/ (17), le systeme d'equations suivant 

a' ( 17) = - 2, ( 17) 

/3' (17) = 2n
2
1 (17 ) 

')'
1 

( 17) = f22 
a ( T) - j3 ( 17) 

(4.93) 

(4.94) 

( 4.95) 



Notoris que ce systeme d'equations est le meme que celui obtenu pour l'oscillateur harmer 

nique dependant du temps. La solution est done 

O'. (TJ) 

/3 (TJ) 

'(TJ) 

p2 

n2p2 + p"p + p'2 

I 
-pp 

ou p e$t une solution de !'equation d'Ermakov (4.82). Nous avons alors 

｝ＭｾＡ＠ d
3

k [( _ f )2 k
2 

2] 
- 2 (27r)3 P1fq, P¢k +p2</Jk 

En ｦ｡ｩｅｾ｡ｮｴ＠ la transformation 

nous obtenons 

<Pk 

7rq, 

<Pk 
p 

p7rq, - p' <Pk, 

ｉ］ｾ＠ J d3k -2 -
2 (27r)3 [7rq, + ｫ

Ｒ

ﾢｾ｝＠ . 

( 4.96) 

( 4.97) 

(4.98) 

(4.99) 

(4.100) 

(4.101) 

(4.102) 

4.3.3 Transformation de Bogoliubov et creation de particules 

Dans cette partie, nous nous proposons d'etudier le probleme de la creation de particules 

dans un univers en expansion a partir de la representation qui diagonalise !'invariant. Dans 

cette representation le champ ef;k(TJ) et le moment conjugue irq,(TJ) s'ecrivent comme suit 

;pk (TJ) 
1 

V2f [ak + ｡ｾｫ｝＠ (4.103) 

irq, (TJ) -iff [a• - a!,] . (4.104) 



lei, nous pouvons voir que !'invariant I est diagonal clans la representation (4.103) et 

( 4.104) qui definit, ainsi, un etat du vide invariant IOinv) qui reste stable au cours du temps. 

Nous avons alors 

ak IOinv) = 0. (4.105) 

D'autre part, nous avons la representation qui diagonalise l'Hamiltonien a !'instant T/ 

1 
</>k (TJ) = vm [ck+ c:k] (4.106) 

1f<t> (TJ) = Ｍｩｾ＠ [ck - c:k] . (4.107) 

Nous alvons, ainsi, un etat du vide instantane 

Ck 1011) = 0. (4.108) 

Mainte:b.ant, nous utilisons la transformation definie par ( 4.100) et ( 4.101) pour trouver la 

liaison centre les operateurs ak et at d'une part et ck et ct de l'autre part. Il vient alors que 

ak = akck + f3kc:k 

+ {3* + * + ak = kc- k akck ' 

ou les coefficients de Bogoliubov ak et f3k sont donnes par 

avec la condition 

1( rn 1fk .p') 
f3k = 2 -py I+ -PY n - i VITk 

1( rn 1fk .p') 
ak = 2 PY k + p y n - '/, VITk ' 

lakl
2 

- lf3kl
2 

= 1. 

( 4.109) 

(4.110) 

(4.111) 

(4.112) 

(4.113) 



Nous avons aussi la transformation inverse 

* /3 + ck = akak - ka-k 

+ - + /3* ck - akak - ka-k . 

Maintfnant nous definissons le nombre de particules 

Nk =ct ck 

(4.114) 

(4.115) 

(4.116) 

A l'aide de la transformation de Bogoliubov (4.114) et (4.115) nous pouvons montrer que 

(Oinvl Nk IOinv) = (Oinvl ct Ck IOinv) = l/3kl
2 

(4.117) 

Ce dernier resultat montre que le vide invariant contient des particules c avec la densite 

2 (p2 n 1 k 1) p'2 

l/3kl = 4k + 4p2 0 -2 + 40k (4.118) 

Cependant, meme si la l'equation (4.105) est verifiee, nous ne pouvons pas dire que IOinv) 

decrit up vide physique. Alors, pour qu'on puisse interpreter IOinv) comme un vide physique, 

la condition suivante doit etre verifiee 

p ---* 1. (4.119) 

Dans cette condition, nous pouvons voir que 

<f>k(1J) ---* ¢k(1J) (4.120) 

7r<1>(TJ) ---* ir-<1>(1J), (4.121) 



ce qui implique que 

ak Ck (4.122) 

at ct (4.123) 

Dans ce cas, nous pouvons dire que l.8kl 2 
signifie la densite du nombre de particules 

physiques. 

4.4 Creation des particules dans l'univers de de-Sitter 

4.4.1 Solution de !'equation d'Ermakov 

Bien avant l'avenement de la mecanique quantique, Ermakov a etudie l'integrabilite d'un 

ｳｹｳｴ･ｭｾ＠ non lineaire avec une force harmonique temporelle avec un terme cubique inverse, 

qui est maintenant connu comme !'invariant d'Ermakov. Ensuite, Pinney a trouve une 

solution generale a !'equation d'Ermakov en termes de deux solutions independantes pour 

l'oscillateur harmonique dependant du temps. Dans ce paragraphe, nous nous proposons 

de trouver une solution plus generale a !'equation d'Ermakov. Pour cela, nous considerons 

deux solutions lineairement independantes a !'equation homogene 

p" + n2 
('TJ) P = o. ( 4.124) 

Nous ndtons ces deux solutions p1 et p2 et nous posons 

p
2 

= ａ
Ｒ ｰｾ＠ + ｂ Ｒ ｰｾ＠ + 2ABCp1p2 (4.125) 



ou A, B et C sont des constantes. Un simple calcul nous montre que (4.125) est une 

soluti@n de !'equation d'Ermakov 

k2 
II +w2p = J p p 

si les oonstantes A, B et C verifient la condition 

k2 
= A 2 B

2 
( 1 - c 2

) w2 

ou W est le Wronskian, donne par la relation suivante 

I I 

W = P1P2 - P2P1 

(4.126) 

(4.127) 

(4.128) 

Pour avoir une solution reelle, supposons que les deux solutions sont les conjuguees 

complexes l'une de l'autre p;' = p2 . L'equation ( 4.125) peut s'ecrire alors comme 

p
2 

= a
2 

(Pi+ ーｾ＠ + 2Cp1P2) (4.129) 

ou a est une constante reelle. 

Nous posons maintenant C = cosh (2a). Dans ce cas, nous pouvons montrer que 

2 I k I 1 
a = W sinh2a 

(4.130) 

et, par c;onsequent, la solution p2 s'ecrit alors 

P
2 =I! I ＼ＺＺｩｮｾ＠ ?ni (Pi+ ｐｾ＠ + 2p1p2 cosh (2a)). (4.131) 

Nous obtenons finalement 

k I 1 P = '11- e-°' °' W <::in h ?ni I P1 + e P2 / . (4.132) 



4.4.2 Solutions exacte pour l'univers de de-Sitter 

Polir l'espace de de-Sitter, !'equation (4.124) devient la meme equation de Bessel qui 

peut etre resolue par deux solutions lineairement independantes, donnees par 

PI 
iil /k;J eiil ( kTJ) ａＫｾ＠

e v-2J>.(-kTJ) ｾ＠ r (.\ + 1) -2 

P2 
. fk;j e-iil ( ｫｔｊＩＭ＾ＮＫｾ＠

e-iiJ v-21->.(-kTJ) ｾ＠ r (-.\ + 1) -2 

Davs ce cas, W prend cette expression 

W= 1 
r (1 + ;:\) r ( 1 _ ;:\) ik:\ = ik ｳｩｾ＠ "" 

OU A= iA 

Ce qui fait 

2 kT] n 
p = -2 sinh n), sinh 2a lec:r+iil J>.(-kTJ) + e-(a+iil) J_>.(-kTJ) 12 

Main.tenant en utilisant les relations 

et les proprietes 

H(l) (z) = i . 
1 

(e-v7Ti lv (z) - J_v (z)) 
v sm nv 

H(2
) (z) = i . 

1 
(l-v (z) - ev1Ti lv (z)) 

v sin nv 

ｈｾｬ＠ (z) = ･ｶＷｔｩ ｈｾ Ｑ Ｉ＠ (z), 

ｈ ｾｬ＠ (z) = ･ＭｶＱｔｩ ｈｾ Ｒ Ｉ＠ (z) 

ｈｾ Ｑ Ｉ＠ (z) = eA1T ｈｾ Ｒ Ｉ＠ (-kTJ) 

(4.133) 

(4.134) 

(4.135) 

(4.136) 

(4.137) 

(4.138) 

( 4.139) 

( 4.140) 

(4.141) 



nous trouvons 

ｈ ｾｾＩ＠ (z) (2) 
Ji>. (z) = i>. +Hi>. (z) 

2 
(4.142) 

e-1T 5.H(i) ( -
J_ i5. (z) = i5. z) + ･＿ｔ＾Ｎ ｈ ｾｾＩ＠ (z) 

2 
(4.143) 

Alors, la solution ( 4.136) devient 

2 k'T] 1f I · ｈ ＨｾＩ＠ (z) + ｈ ＨｾＩ＠ (z) . ･ＭＱｔＵＮ ｈ ＨｾＩ＠ (z) + ･ＱｔＵＮ ｈ ＨｾＩ＠ (z) 
12 

p = -- - ea+i1? i>. i>. + e-(a+i1?) i>. i>. 

2 sinh 1f >. sinh 2a 2 2 

(4.144) 

OU bielil 

2 k'T] 1f I.,..>. ( 1f- ) (1) .,..>. ( 1f- ) (2) 

1

2 

p = - - . - . e-2 cosh a+->.+ iiJ H .5. (z) + e2 cosh a - ->. + iiJ H .5. (z) 
2 smh 1f >. smh 2a 2 i 2 ' 

(4.145) 

En utilisant le comportement asymptotique ( 'fJ -+ -oo) 

ｈｾ Ｑ ＩＨＭｫＧｦｊＩ＠ /2 e - i ( k1J+i "l' +i) 
ｹＭｾ＠ ' - 21f < arg(-k'fJ) < 1f. (4.146) 

ｈｾ Ｒ Ｉ＠ ( -k'fJ) 
/2ei (k1J+i"f+i ) 
ｹＭｾ＠ ' - 21f < arg(-k'fJ) < 1f. (4.147) 

nous obtenons 

2 1 I ( 1f-) .k ( 1f-) .k ·7r l
2 

p = . - . cos {) - ia - i->. e-i 1J +cos {) - ia + i->. ei 1Jei2 
smh 1f >. smh 2a 2 2 

(4.148) 

Pour av©ir une solution p, constante a 'fJ -+ -oo , nous devons choisir 

( 

1f _) { .!!:). - a= 0 
cos fi - ia + i"2.X = 0 => 

2 

fi = ｾ＠ (4.149) 



Dans ce cas avons 

p2 (TJ --t -oo) = . 12 - lcos Ｈｾ＠ - i7f5.) 12 
smh 7f >. 2 

et par consequent, 

H ＥｾＱ＠ ｈ Ｈ ｾＩＨＭｫｔｊＩ Ｑ Ｎ＠P _ e i>. - (4.150) 

Dans les figues jointes nous representons la densite des particules calculee par la methode 

des invariants comparee a celle derivee a partir de la diagonalisation de l'hamiltonien 
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Figure 4 .1 - La densite de particules calculee par la methode de la diagonalisation de l'hamiltonien comparee 

a celle calculee par la methode des invariants, pour ｾ＠ = 100 et k = l. 
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Figure 4.2 - La densite de particules calculee par la methode de la diagonalisation de l'hamiltonien comparee 

a celle dlculee par la methode des invariants, pour 1;i = 10 et k = 1. 
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Figure 4.3 - La densite de particules calculee par la methode de la diagonalisation de l'hamiltonien comparee 

a celle caltulee par la methode des invariants, pour 1;i = 2 et k = 1. 
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Figure 4.4 - La densite de particules calculee par la methode de la diagonalisation de l'hamiltonien comparee 

a celle dtculee par la methode des invariants, pour ｾ＠ = 2 et k = 1. 

4.5 Approximation adiabatique 

On peut se demander si la methode presentee dans ce chapitre peut etre appliquee 

ｱｵ･ｬｱｵｾ＠ soit la frequence dependant du temps n (rt). Le probleme est equivalent a la 

resolution explicite de !'equation d'Ermakov qui au-dela de la theorie des equations 

differentielles lineaires. Nous proposons maintenant une methode d'approximation inspiree 

de !'approximation WKB et la theorie de perturbations sous l'hypothese d'une expansion 

lente de l'univers. La solution approchee peut etre ecrite sous la forme d'une serie 

k 2 3 
p = PkE = Po + P1 c + P2c + p3E 

k 

ou c est le parametre adiabatique qui represente l'echelle de variation caracteristique de la 

fonction n (rt). La prescription de introduire le parametre c dans l'equation d'Ermakov 

k2 
c p" + n2 

(rt) P = p3 



de developper en serie de perturbations. A la fin nous mettrons E = 1. 

A l'ordre zero, nous avons 

k2 

P6 = 02 (TJ) 

Les corrections d'ordres superieurs sont alors 

PI 
ｰｾ＠

402 (TJ) 

P2 
ｰｾ＠ Ｓｰｾ＠
-----

402 (TJ) 2 Po 

5 3 II 

__ PI + 3 PIP2 _ ---1!.1 
2 pfi Po 402 (TJ) 

p3 

Nous ob tenons al ors les resultats suivants 

ｐｯｾｾ＠
= ｾ＠ [ {k ( o" _ ｾ＠ 0 12)] 

PI s Y n o3 2 o4 

_ _ 2_ {k ( O"" 
1 

o"' o' 29 0
112 

201 o" 0 12 
621 0'

4 
) 

P2 
- 32 Y 0 os + O 0 6 + 4 0 6 + 4 0 7 + 16 0 8 

La solution approchee est alors 

p {k + ｾ＠ {k ( o" _ ｾ＠ 0
12

) E 

Vn sVn 0 3 2 0 4 

1 {k ( O"" O"'O' 29 0
112 

201 0
11
0

12 621 0'4 ) 2 

-32Vn os ＫｲｮｾＫＴｯ Ｖ＠ ＫＴｾＫ＠ 16 os E: + ... 

(4.151) 

(4.152) 

(4.153) 

(4.154) 

Comme application illustrative considerons la solution a l'ordre 1. Dans ce cas nous 

pouvons voir que 

2 _ 1 ( O"'O' 13 0
11
0'

2 
210'

4 
0

12
) 

l/Jkl - 32 Ｍｾ＠ + 2----rrr - 4 ns + 2 !14 . (4.155) 

Dans les figures 4.5, 4.6, 4.7 et 4.8 nous representons la variation de la densite l/3kl 2 (4.155) 

｣ｯｭｰ｡ｲ･ｾ＠ a la densite exacte calculee par la theorie des invariants pour certaines valeurs 



des parametres M, H et k. 
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Figure 4.5 - Variation de la densite l.8kl 2 
( 4.155) comparee a la densite exacte pour certaines valeurs des 

parametre ｾ＠ = 100 et k = l. 
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parametre 1ji = 75 et k = l. 



0.0012 

0.0010 

0.0008 

ＱｾＱ
Ｒ＠

0.0006 

0.0004 

0.0002 

OT 
-50 

1-- Exacte - - Adiab I 

'/-----

-10 -5 

fj 

f 

-1 -0.5 

11 

-0.05 
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Figure 4.8 - Variation de la densite l.Bkl 2 
(4.155) comparee a la densite exacte pour certaines valeurs des 

parametre ｾ＠ = 25 et k = l. 

4.6 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons considere, dans la derniere partie, un champ scalaire 

complexe en presence d'un champ electrique dependant du temps. Dans ce cas nous avons 



pu obtenir !'expression de !'invariant correspondant, ce qui nous a permis de calculer la 

densite des particules creees. Nous avons considere ensuite une methode d'approximation 

inspiree de !'approximation WKB et la theorie de perturbations en supposant que l'univers 

subit une expansion lente. 

Ld resultats obtenus sont les suivants : 

1. L.ia methode des invariants donne les memes resultats que la methode basee sur la 

diagonalisation de l'hamiltonien. 

2. L'approximation WKB est une bonne approximation dans la limite ｾ＠ > > 1. 
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5.1 Introduction 

Dains ce chapitre, nous nous proposons d'etudier la creation de particules scalaires 

a part!ir du vide par un champ electrique en utilisant la theorie des invariants. II s'agit 

alors d'un champ scalaire complexe soumis a l'action d'un champ electrique E(t). Nous 

obtenons en premier lieu l'operateur invariant correspondant et nous considerons ensuite 

le cas <Jl'un champ electrique homogene et constant. II est a noter que l'etude de la creat ion 

de part icules par un champ electrique est de grand interet en electrodynamique quantique 

(91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 100, 101, 102]. 

5.2 Champ scalaire complexe 

Considerons maintenant un champ scalaire complexe </>(t, :i) en presence d'un champ 

electrique decrit par le potentiel vecteur A(t) avec E(t) = - %tA(t). La densite lagrangienne 

de ce systeme peut s'ecrire sous la forme 

£ = J d4 x [ (p * (p - (v </> + ie 1 </>) * (v </> + ie 1 </>) - m 
2 </> * </>] (5.1) 

d'ou nous derivons !'equation du mouvement pour le champ</> 

[
fJ2 (- 2 l iJt2 - \7 + ie A) + m2 </> = 0, (5.2) 

qui n'est rien d'autre que l'equation de Klein Gordon en presence d'un potentiel vecteur 

A(t). Dlabord nous introduisons la transformation de Fourier 

I 
d3k ｾ＠

</>(t, :i) = --
3 

eik?Jk(t) 
(27r) 

(5.3) 



Comnie 

nous obtenons 

::! J d3 k -+ .-L4 -
V </J* = -i -(k)e-ikx<P (t) 

(27r)3 k 

V ¢ = i j d
3

\ (It) eilt:t ;/Jk(t) 
(27r) 

s = j dt j ＨｾＺｾ Ｓ＠ [¢kq)k - ( (f-A(t))
2 

+ m
2

) <Pk<Pk] 

d'ou nqus extrayons le lagrangien 

J d
3
k [. . 2 ] 

L<I> = (
2

7r)3 ¢k¢k - n (t)<Pk<Pk 

avec 

n2(t) = (f - A(t) )
2 

+ m 2. 

Dans ce cas, nous pouvons montrer que l'hamiltonien correspondant, H<f> , s'ecrit 

H<I> = j d
3

\ [7r<1>7r; + 0 2 (t)¢k¢k] . 
(27r) 

5.3 Invariant classique 

(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 

(5.8) 

(5.9) 

En theorie quantique des champs, il est bien connu qu'un champ scalaire complexe est 

equivalent a un systeme de deux: champs scalaire reels. Nous pouvons toujours ecrire le 

champ scalaire complexe <Pk (t) et son moment conjugue 'lf<t> (t) sous la forme algebrique 

<Pk ( t) 
1 

y'2 ( ¢1 + i¢2) (5.10) 

1f¢> (t) 
1 

y'2 (7r1 - i7r2) (5.11) 



ou ¢1 et ¢2 sont deux champs scalaires reels. 71"1 et 71"2 sont les moments conjugues a ¢ 1 et 

¢2 respectivement. 

Dains ce cas, l'hamiltonien (5.9) peut se decomposer en deux parties 

H <P = H1 + H2 (5 .12) 

avec 

1 J d3

k [ 2 2 2] 
H i = 2 (

2
7r)3 (7ri) +n (t) (</Ji ) . (5.13) 

Commf [H1 , H2) = 0, nous pouvons montrer que l'invarian.t du systeme est de la forme 

I= 11 +h (5.14) 

ou Ji est !'invariant associe au champ reel <Pi 

1 J d3

k [ k2 l 
Ii = 2 (27r)3 (fJ7fi - P¢i)

2 

+ p2 <PI . (5.15) 

Pour avoir la representation diagonale de !'invariant I, nous introduisons des nouveaux 

champs <Pk et if <P avec 

11 vient alors que 

<Pi 

ifi 

<Pi 

p 

fJ7fi - /J<Pi-

1 J d3
k 

I= 2 (27r)3 [(if1)2 + (if2)2 + k2 Ｈﾢｾ＠ + ¢0]. 

Nous introduisons encore le champ complexe <Pk definie par 

- -
<Pk ¢1 + i</>2 

7f <P if 1 - iif2 

(5.16) 

(5.17) 

(5.18) 

(5.19) 

(5.20) 



L'invariant du systeme devient alors 

1 J d3
k 

I= 2 (27r)3 (ir<t> if;+ k2<);k¢'k] . 

Compie tenu de la transformation definie clans (5.16) et (5.17), nous avons 

</> 

1f <t> 

</> 
p 

P1f <t> - p</> 

ce qui hous permet d'ecrire !'invariant sous la forme finale 

J 
d3k [ . . k2 l 

I= (
2

7r)3 (P1f<t> - P<f>'k) (pn; - P<f>k) + p2 <f>k</>k · 

5.4 Invariant quantique 

(5.21) 

(5.22) 

(5.23) 

(5.24) 

Darts ce paragraphe nous montrons que !'invariant quantique a la meme forme que 

(5.24) et peut etre obtenu a partir de l'equation de Von Neumann. En effet, nous cherchons 

un invariant de la forme 

d3k 
I= /-3 (a (t) T1 (k) + (3 (t) T2 (k) + 'Y (t) T3 (k)J 

(27r) 

ou les generateurs T1 ( k), T2 ( k) et T3 ( k) sont donnes par 

T1 (k) = 7rq,1f¢ 

T2 (k) = </>k</>k 

T3 (k) = n<t></>k + </>'k1f¢. 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 

(5.28) 



Ces o]!>erateurs satisfont les relations de commutation suivantes 

[T1 (k), T2 (k')] = -i (7rk</>k' + ＼ｦ＾ｚＬＷｲｾＩ＠ 8 (1 - 11) 

[T2 (k), T3 (k')] = i (<f>k<f>k' + <f>k'<f>k) 8 (1 -11) 

[T1 (k), T3 (k')] = -i (7rk7rz, + 7rk17rZ) 8 (1 -11) 

(5.29) 

(5.30) 

(5.31) 

En foUFtion des generateurs T1 (k) , T2 (k) et T3 (k), les operateurs H</> et [I, H</>] s'ecrivent 

H </> = j d3 k (Ti( k) + 0 2 
( 1J) T2 ( k)] (5.32) 

et 

[I, H<t>] = j d3k { 2ih1T1 - 2ih1fl
2
T2 - ih ( a02 

- /3) T3} (5.33) 

Nous obtenons, pour les coefficients a (t), f3 (t) et 'Y (t), le systeme d'equations suivant 

Q (t) = -21 (t) 

/3 (t) = 2n2
, (t) 

i' (t) = 0
2
a (t) - /3 (t)' 

(5.34) 

(5.35) 

(5.36) 

qui le meme que celui obtenu pour l'oscillateur harmonique dependant du temps. La 

solution! est done 

a (t) 

'(t) 

/3 ( t) 

p2 

-pp 

k2 .2 

p2 +p 

(5.37) 

(5.38) 

(5.39) 



OU la fonction p verifie l'equation d'Ermakov 

Nous ｾｶｯｮｳ＠ alors 

p + 0.2p = k2 
3. 

p 

I J d
3 
k [ 2 ( k

2 

. 2) . l 
= (

2
7r)3 P T1 + p2 + p T2 - ppT3 

J d
3
k [ . . k2 l 

= (
2

7r)3 (P7f<1> - P¢k) (pn; - P¢k) + p2 ¢k¢k · 

A ce niveau nous introduisons Jk, '¢'k, if 4> et if; defini par 

pour oBtenir finalement 

if"'= P1f<1> - i><Pk 

if; = P1f; - i><Pk 

- <Pk 
<Pk= -

p 

I.* - <P'k 
'f'k - -

p 

I= j d3
x [if;if4> + k2'Jk'Jk] . 

5.5 Creation de particules 

(5.40) 

(5.41) 

(5.42) 

(5.43) 

(5.44) 

(5.45) 

(5.46) 

(5.47) 

Cord.me clans le cas du champ scalaire reel, nous avons, ici, deux representations. La 

premiere representation est celle qui diagonalise l'hamiltonien H 



'lrtf> = Ｍｩｾ＠ [-ct+ d-k] 

7r; = Ｍｩ ｾ＠ [ck - ､ ｾｫ｝＠
1 

</>k = Vill [ck+ ｾｫ｝＠

<Pk = -
1
- [c+ + d ] Vill k -k . 

Pour ｬｾ＠ deuxieme representation qui diagonalise l'invariant nous avons 

if<P = -i'2 [-at+ b-k] 

-· . {k [ ] 7r<P = -iy 2 ak - ｢ｾｫ＠

- 1 
</>k = - [ak + b+ ] 
ｾ＠ -k 

i>* - 1 [ + ] k - V2f ak + b_k . 

(5.48) 

(5.49) 

(5.50) 

(5 .51) 

(5.52) 

(5.53) 

(5.54) 

(5.55) 

ｃｯｭｰｴｾ＠ tenu des equations (5.43) , (5.44), (5.45) et (5.46), nous obtenons la transformation 

de ｂｯｧｾｬｩｵ｢ｯｶ＠ qui relie les deux representations 

-· /3- b+ ck = akak + k -k 

d+ -•b+ /3-* k = ak k + ka-k 

et sa transformation inverse 

ak = iikck - ｓｫ､ｾｫ＠

b+ - -•d+ a* k - ak k - fJkC-k. 

(5.56) 

(5.57) 

(5.58) 

(5.59) 



lei ,le8 coefficient de Bogoliubov qui verifient la condition 

2 ,- 12 lakl - f3k = 1 

sont dpnnes par 

1[{0 1/k . Pl 
ak = 2 PY k +-PY n - '/, v'kfl 

_ 1[ (0 1/k -P] 
f3k = 2 Pyk - -PYn +i v'kfl 

Nous definissons maintenant l'etat IOi) tel que 

ak IOi) = 0 

bk IOi) = 0 

Cet etait est l'etat du vide physique si et seulement si 

k 
Pt-+-oo ｾ＠ n· 

(5.60) 

(5.61) 

(5 .62) 

(5.63) 

(5.64) 

(5.65) 

A tout instant donne t, nous definissons les operateurs de nombre de particules a partir de 

la representation qui diagonalise H 

fl Cc) 
k 

A (d) 
Nk 

ct (t)ck(t) 

dt(t)dk(t) 

Nous avbns alors la densite des particules clans l'etat du vide IOi) 

(Oil ct(t)ck(t) IOi) = (Oil dt(t)dk(t) IOi) = iffikl
2 

(5.66) 

(5.67) 

(5.68) 



Nous en deduisons alors que l'etat !Di) contient j.Bkj
2 

paires de particules ou 

. 2 

- 12 p
2 

D, 1 k p 1 
j,ek = 4k + 4p2 D, + 40,k - 2 (5.69) 

5.6 Champ electrique constant et homogene 

Cobsiderons maintenant un champ electrique constant et homogene et choisissons la 

jauge 

Aµ= (0 , 0, 0, Et) 

Dans ce cas !'equation (5.2) devient 

[ 
8
2 

( 2 2 2] at2 + kz + eEt) + kj_ + m </>k (t) = O. 

Posons pour resoudre cette equation 

7 = V2ieE ( t + ＺｾＩ＠ · 

Compte tenu du fait que 

d2 d2 
-

2 
= 2ieEd 

2
, 

dt T 

nous obtenons !'equation differentielle 

OU 

[ 
d2 T

2 

l l 
dT2 - 4 + 2 + p </Jd T) = 0 

1 .ki + m 2 

P = -2- i 2eE 

(5.70) 

(5.71) 

(5.72) 

(5.73) 

(5.74) 



5.6.1 Solution de !'equation d'Ermakov 

Suivant (79] !'equation (5.73) admet comme solutions linearrement independantes 

PI = eit9 DP ((1 + i) z) 

P2 = e-it9 D-p-1 ((1 - i) z) 

(5.75) 

(5.76) 

ou DP (z ) est la fonction du cylindre parabolique de Weber (Weber parabolic cylinder 

functi0in) et la variable ｾ＠ est donne par 

t+- . ( kz) ｺ］ｾ＠ eE (5.77) 

lei, ei
19 est une phase constante supposee arbitraire. La solution de !'equation d'Ermakov 

est done 

p ｉｾ＠ I ｳｩｮｾ＠ 2a I e- a PI + ea P2 j . 
(5.78) 

ｉｾ＠ I ｱＱｮｾ＠ ?r11 e- a jDP ((1 + i) z) + e2(a- it9) D- p- I ((1 - i) z)j. (5.79) 

Pour qu'on puisse avoir la limite (5.65), on doit pose 

e2(a-it9) = V27f (. p - 1) 
r (-p) exp rn-2- . (5.80) 

Nous a"Vons al ors 

p = k I 1 W sinh2a e-a !exp (i7rp)I (5.81) 

exp (-i7rp) DP ((1 + i) z) + ｲｾＩ＠ exp (-i1fp; 1) D-p-I ((1 - i) z) 



Compte term de la relation fonctionnelle entre les fonctions du cylindre parabolique 

. $ ( . p+l) . 
DP (x) =exp (-rnp) DP (-x) + r (-p) exp -i7r-

2
- D-p-I (ix) 

avec, dans notre cas, 

x = - (1 + i) z 

nous pouvons voir que 

P = ｾＱ＠ ｬＡｉＭｾＭｾ＠ ,.,_ e- a Jexp (i7rp)J JDP (- (1 + i) z)J. 

En utilisant la propriete 

2 7r 

ｊｲＨｾＫ＠ ix)J = cosn 7rX 

nous pouvons montrer que 

( 
k2 + m 2

) 
e2a = .11 + exp -7r .L eE 

En:fin nbus obtenons 

p 

ou le palrametre >. est donne par 

ｾ＠ ｬｾｬ＠ IDv (-(1+ i) z)I 

lvl2lkl ｾａ＠
ｾ＠ ｾ･Ｍｳ＠ JDP (- (1 + i) z)i 

>. = m2 + ki 
eE 

(5.82) 

(5.83) 

(5.84) 

(5.85) 

(5.86) 

(5.87) 

(5.88) 

(5.89) 



5.6.2 Result a ts 

Cqmrne resultats nous avons les figures (5.1), (5.2) et (5.3) qui montrent la variantion 

de la densite des particules creees en fonction du temps. 
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Figure 5.1 - Variation de la densite des particules creees en fonction de la variable z = veE (t + ｾＩＮ＠ La 

ligne droite represente la limite de Schwinger exp (-7r >.). La constante >. est prise 0.1 
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Figure 5.2 - Variation de la densite des particules creees en fonction de la variable z = veE (t + ｾＩＭ La 

ligne droite represente la Ii mite de Schwinger exp ( -7f >.). La constante >. est prise 0.5. 
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Figure 5.3 - Variation de la densite des particules creees en fonction de la variable z = veE (t + ｾ ＩＮ＠ La 

ligne droite represente la Ii mite de Schwinger exp (- 7r .A). La constante .A est prise 1. 

5.7 Conclusion 

Nous avons considere, dans ce chapitre, un champ scalaire complexe en presence d'un 

champ electrique dependant du temps. Dans ce cas nous avons pu obtenir !'expression de 

!'invariant correspondant, ce qui nous a permis de calculer la densite des particules creees. 

Cornme application nous avons considere un champ electrique constant. 

Les resultats montre dans les figures peuvent etre interprete de la maniere suivante : 

La creation de particules implique !'evolution d'un systeme quantique d'une configuration 

d'equilil!>re initiale (libre) a une nouvelle configuration d'equilibre finale (libre) a travers 

une ･ｶｯｾｵｴｩｯｮ＠ intermediaire, hors equilibre, etablie par le champ electrique. Aux moments 

intermediaires, lorsque le systeme est hors equilibre, la distinction exacte des etats d'energie 

positive et negative n'est pas claire. 



vL 

() 
:Ji-



Dans ce memoire nous pouvons voir qu'il a ete principalement question de calcul de la 

densite des particules creees par un champ exterieur dependant du temps en considerons 

la theorie des invariants de Lewis-Riesenfeld. Deux modeles ont ete consideres. Le premier 

modele concerne la creation de particules dans un univers en expansion decrit par la 

metrique de Friedman-Robert-Walker (FRW) avec un facteur d'echelle a(t). Dans le 

deuxieme modele nous avons considere a creation de particules chargee a partir du vide en 

presence d'un champ electrique homogene dependant du temps E(t). 

En premier lieu, nous avons developpe les outils necessaires pour etudier la creation 

des pai;ticules a partir du vide en utilisant formalisme de la theorie quantique des champs 

dans un univers en expansion ou nous avons considere un champ scalaire reel de matiere 

quanti:fie en interaction avec un champ gravitationnel purement classique. D'abord nous 

avons presente une breve description de la quantification canonique du champ scalaire libre. 

Ensuite, nous avons considere le cas d'un champ scalaire dans un univers en expansion. 

Nous avons montre que l'Hamiltonien d'un champ scalaire dans un univers en expansion 

n'est pas toujours diagonal et !'interpretation du champ en termes de particules n'est pas 

possible. Dans le cas d'une expansion adiabatique, nous avons montre qu'ils existent des 

modes pour lesquels l'Hamiltonien est diagonal. L'etat du vide defini par ces modes est 

appele vide adiabatique. 

Dans une deuxieme etape, nous avons realise une etude dynamique de la creation 

de particules dans un univers isotrope homogene en utilisant la methode basee sur la 

diagonalisation de l'hamiltonien. Cette methode nous a permis d'obtenir !'expression de la 

densite des particules creees en fonction du temps Conforme. Cornme application, nous 

avons considere la creation de particules dans l'espace de Sitter ou nous avons pu obtenir 

des solutions exactes pour !'equation de Klein Gordon associee. Les resultats essentiels de 

cette etlll.de sont les suivants : 

1. Le nombre de particules est bien defini seulement dans la limite adiabatique 1;j > > 1. 

2. Les particules ayant le plus petit vecteur d'onde sont les premieres a etre creees. 



3. Si la limite TJ -t 0 existe, elle ne depend pas du vecteur d'onde k. 

4. b existe une limite naturelle sur les impulsions des particules creees. 

Ensuite, nous avons adopte la methode de Lewis lliesenfeld a la theorie des champs 

pour etudier la creation de particules dans univers en expansion. D'abord nous avons 

montre l'utilite de la theorie des invariants en mecanique quantique et nous cherchons 

la relation entre les solutions de !'equation de Schrodinger en considerons l'exemple de 

l'oscillateur harmonique dependant du temps. Ensuite nous avons utilise cette pour etudier 

le probleme du champ scalaire dans un univers en expansion. Nous avons obtenu !'invariant 

relatif a un champ scalaire reel en premier lieu par une demarche classique et ensuite 

nous ayons considere un traitement purement quantique. En derniere etape, nous avons 

etabli 1a transformation de Bogoliubov qui lie la representation qui diagonalise !'invariant 

a celle qui diagonalise l'hamiltonien H. A partir des coefficients de Bogoliubov nous avons 

obtenu la densite des particules creees. Com.me application nous avons considere l'espace 

de de-Sitter. 

Ayalnt contourne les difficultes rencontrees, nous avons considere, dans la derniere 

partie, tm champ scalaire complexe en presence d'un champ electrique dependant du temps. 

Dans ce cas nous avons pu obtenir !'expression de !'invariant correspondant, ce qui nous a 

permis de calculer la densite des particules creees. 

En conclusion, a travers ce memoire nous avons pu montrer que la methode des 

invariants, elaboree pour la premiere fois pour etudier l'oscillateur harmonique dependant 

du temps, est un outil important pour l'etude de la creation de particules en presence d'un 

champ ｾｸｴ･ｲｩ･ｵｲ＠ dependant du temps. Cette methode conduit aux memes resultats que 

ceux obtenus par la diagonalisation de l'hamiltonien. 



Q) 

x 
<I) 

c: 
c: 

·c:t: 

Equations de Friedmann 

Le8 equations d'Einstein liant la courbure de l'univers a la presence de la matiere 

s'ecriv¢nt 

R 
1 AKR 

µv - 2,9µv9 AK = -87rGTµv 

ou Rµll' est le tenseur de Ricci defini par 

Rµv = r;>.,v - r;v,>. + ｲＺ＾Ｎｲｾｋ＠ - ｲＺｶｲｾｋﾷ＠

et Tµv est le tenseur energie-impulsion du fluide cosmologique. 

Les diff erentes composantes de Rµv sont 

Comme 

R-oo = Ｓｾ＠
a 

ｾｩ＠ = -(2a2 + aii + 2k)gii 

a . 
ｾ＠ = -K (<51i9ii - <51i9j1) x1 

a 

il vient alors qu'au voisinage de l'origine gij ,....., <5ij, on a 

R-oi = 0 

En prenant la trace des equations d'Einstein nous arrivons a 

R = 87rGT 
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(A.1) 

(A.2) 

(A.3) 

(A.4) 

(A.5) 



Ce qui donne 

Rµv = -87rG ( Tµv - ｾＹﾵｶｔＩ＠ . (A.6) 

Le fluilde cosmique peut etre etudie par analogie avec un gaz parfait de pression P et de 

densite p. Dans ce cas on a 

Tµv = P9µv + (p + p) UµUv 

ou uµ est la quadri-vitesse. Les composantes du tenseur d 'energi{}-impulsion sont alors 

､ｯｮｮ･ｾｳ＠ par 

Too= P (t) ' T°i = 0 ' ri = giia-2p (t) (A.7) 

et 

T=gµ,_,Tµv = -p+3p (A.8) 

En remplac;ant les equations (A.3), (A.7) et (A.8) dans l'equation d'Einstein (A.6) nous 

obtenons les equations fondamentales de la cosmologie 

et 

a - - 47r G (p + 3p) -- 3 
a 

a a2 K 
- + 2- + 2- = 47rG (p- p). 
a a2 a2 

En comlpinant ces deux dernieres equations, nous arrivons a 

87rGp(t) = 3 [a2 Kl 2 +-a a2 

(A.9) 

(A.10) 

(A.11) 

Cette equation est l'equation fondamentale de Friedmann qui gouverne l'expansion de 

l'univers. Elle permet de determiner la structure de l'univers selon son contenu. 

A pattir de la loi de conservation de l'energie V µTµo = 0, nous obtenons l'equation 



differentielle du premier ordre 

a 
p + 3- (p + p) = 0, 

a 
(A.12) 

qui ｰｾｵｴ＠ etre facilement resolue pour une equation d'etat de la forme 

p=wp, (A.13) 

ou w ｾ Ｇ･ｳｴ＠ le parametre d'etat independant du temps, dans ce cas nous obtenons 

P =Po (:o)-3(l+w) (A.14) 

ou p0 = p(t0 ) et a0 =a (to) sont respectivement la densite du fluide cosrnique et le rayon 

de l'umvers observe actuellement (l'indice 0 indique !'instant present). 

Suivant la valeur de w on distingue differentes situations : 

a) Un univers domine par la matiere (matiere non-relativiste) pour w = 0 

(
a )-3 

p=po ao (A.15) 

En cosnl10logie, la matiere est souvent appelee 'poussiere• et sa pression peut etre consideree 

comme hegligeable. Elle se compose de la matiere baryonique et probablement de la matiere 

non baryonique de nature encore inconnue. 

Dans un univers plat et d'apres !'equation de Friedmann 

le facteur d' expansion devient 

0,2 

a2 

3 87rGpo ao 

3 a3 

a(t) r-.J d. 

(A.16) 

(A.17) 



b) Un univers domine par le rayonnement ( matiere relativiste) pour w = i 

(
a )-4 

p=po ao (A.18) 

Le rayonnement est constitue de rayonnement electromagnetique (photons), neutrinos {si 

knT >i mc2
) et ondes gravitationnelles. Pour K = 0, nous avons 

a2 87rGpo a6 
a 2 = 3 a4 

(A.19) 

ce qui hous donne 

a(t) "'Vt. (A.20) 

c) Un univers domine par l'energie du vide (modele de de Sitter) w = -1 

p =A= cste (A.21) 

A est la constante cosmologique. Dans un univers plat, !'equat ion de Friedmann etant 

a2 87rGA 

a 2 3 
(A.22) 

le factew d'echelle devient alors a(t) = eHt avec H = ｾＭ



x 
Q) 

c:: 
c:: 

·<( 

Equation relativiste de 

Hamilton-Jacobi 

Cmhme il a ete mentionne auparavant, pour avoir le hon choix des etats 'in' et 'out', 

nous cdnsiderons les etats semi-classiques solutions de !'equation de Hamilton-Jacobi donne 

par: 

go.fl (Ba.S) (BpS) - m 2 = 0 (B.1) 

En ecrivant S sous la forme 

S=g(17)+kx, (B.2) 

ou les deux fonctions g (11) et h (a) satisfont !'equation 

ＨｾＩＧ＠ = k2 + m2a
2 

(11), (B.3) 

Pour un univers de de Sitter, nous avons 

(B.4) 

En utilisant l'integrale 
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J .../b2 + u2 = - .jb2 + u2 + ln (u + Jb2 + u2) + est, 
du 2 ?/ 

?I 

avec U = .! et b = Hk , nous arrivons a 
T/ m 

m2 (1 
g (TJ) = ±\/ H2 + k2'f/2 + ln ry + 

Done, les etats 'in' se comportent comme 

A 

H2 ｬＩｾｎ＠
ＭｾＫＭ Ｋｾ＠
ｾ＠ ｾ＠

1/J! (TJ) lim eig(11) rv e±ik11. 
TJ---'t-oo 

(B.5) 

(B.6) 

(B.7) 
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Resume 

Dans ce travail, ii a ete question de calcul de la densite des particules creees par 

source dependante du temps en utilisant la methode des in_yariants. Nous avon<.> 

pu obtenir !'expression exacte de !'invariant associe au champ scalaire reel dans 

l'univers de de-Sitter et au champ scalaire complexe dans un champ electrique. 

11 a ete demontre que la densite des particules creees peut s' ecrire en fonction de 

la solution de !'equation d'Ermakov. A travers les resultats obtenus, nous avons 

conclu que l'approche des invariants est equivalente a la methode basee sur la 

diagonalisation de l'Hamiltonien. 
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Abstract 

In this work, it was question of calculating the density of the particles created by 

the expansion of the universe by using the method of the invariants. We were 

able to obtain the exact expression of the invariant associated with the real scalar 

field in the de-Sitter universe and a complex scalar field in an electric field. It 

has been shown that the density of the created particles is written according to 

the solution of the Ermakov equation. Through the results obtained, we 

concluded that the invariant approach is equivalent to the Hamiltonian's 

diagonalization method. 


