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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 2

L’étude d’un champ quantique soumis a 'action d’une source extérieure spatialement
homogene et dépendante du temps est pertinente dans plusieurs contextes physiques. Le
premier exemple est dans 'étude d’un champ scalaire dans un univers spatia.lemel}t plat
de Friedman-Robert-Walker (FRW) décrit par un facteur d’échelle a(t) [1, 2, 3, 4, F] Un
autre exemple concerne I’étude du champ scalaire quantique complexe en présenc? d’un
champ électrique homogéne dépendant du temps E(t) [6, 7]. Dans les deux cas, la source
dépendante du temps (E(t) ou a(t)) peut produire des particules & partir du vide [8].

Si la création des particules par une barriére du potentiel qui dépend de la position
peut étre expliquée par I'effet tunnel ou des particules virtuelles de la mer de Dirac peuvent
subir une transition en particules réelles en produisant ainsi des paires particule-trou (ou
particule-antiparticule) au voisinage de la barriére, la création des particules par un champ
extérieur dépendant du temps peut &tre expliquée par linstabilité du vide [9, 10, 11]. En
présence d’une source dépendante du temps, la création spontanée des particules aura
lieu quand le vide devient instable ; I’état du vide défini dans le passé se differe de 1’état
du vide dans le futur. Dans ce cas, ’amplitude de transition vide-vide porte une f)hase
complexe, dont la partie imaginaire s’interprete comme la probabilité de création des
particules. Du point de vue physique, c’est a cause du fait qu’en théorie quantique, une
particule ne peut étre localisée dans une région plus petite que sa longueur d’onde de
de-Broglie. Quand cette longueur d’onde devient suffisamment large, la notion de particule
perd sa signification [12]. On dit, alors, que la matiére se comporte comme des ondes (des

Lorsque I’état quantique du champ correspond a 1’état fondamental (1’état du vide)
4 un instant initial ¢ = ¢; (défini de fagon raisonnable), alors & tout moment ultérieur
t = t5 I'état quantique sera une superposition de I’état fondamental et des états excités du
systeme. Ceci est généralement interprété comme des particules créées a partir du vide a
cause de ’action de la source extérieure [8]. L’énergie pour la création de ces pa.rticule% doit

provenir du champ extérieur et donc la dynamique de ce dernier sera modifiée par I'effet

inverse de la création des particules (Back reaction). Un champ scalaire dans I'univers



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 3

FRW et un champ scalaire chargé dans un champ électrique constituent des exemples
simples dans lesquels la production de particules et son effet inverse ont été étudiées de
manicre approfondie dans la littérature [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25,
26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42].

Comme le phénomeéne de la création des particules avec un champ extérieur ne peut y
avoir lieu sauf si le champ extérieur est intense, le probléme a une nature nonperturFa.tive.
C’est ainsi qu'’il soit nécessaire de suivre une méthode d’analyse exacte. Ici, nous avons
a utiliser plusieurs méthodes comme, par exemple, la technique de I'action effective de
Schwinger [43, 44, 45, la méthode des intégrales de chemins [46, 47}, ’approche adiabatique
de Parker [48, 49, 50], la méthode semi-classique WKB [51, 52, 53, 54, 55], la diagonalisation
de ’'Hamiltonien [56, 57, 58, 59, 60, 61], et la transformation de Bogoliubov reliant les
états "in" avec les états "out’ [62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71].

D’autre part, plusieurs problémes physiques impliquant la théorie quantique des champs
en présence d’'un champ extérieur homogene et dépendant du temps peuvent étre rédrlits a
’étude des oscillateurs harmoniques dépendants du temps [72]. Puisque le champ extérieur
est homogene, il est commode de décomposer le champ scalaire (libre) ¢(t, z) en ses modes
spatiaux de Fourier ¢(t). La simplicité de ces problémes provient du fait que les modes de
Fourier ¢x(t) sont découplés et que la dynamique de chacun d’eux est décrite, en général,
par le lagrangien d’un oscillateur harmonique dépendant du temps. Cela permet une simple
image physique pour les particules créées a partir du vide. Supposons qu’a t = t; tous
les oscillateurs étaient dans leur état fondamental. A tout moment ultérieur, il existe
une probabilité P,(k,t) pour que l'oscillateur marqué par k soit dans le n®™ état excité
(instantané). On peut alors interpréter P,(k,t) comme la probabilité de création a partir
du vide de n (k) particules avec I'impulsion k & I'instant ¢.

11 est bien connu que 'oscillateur harmonique dépendant du temps posséde une quantité

conservée, habituellement appelée invariant d’Ermakov-Lewis. Si f(t) est une solution de
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’équation différentielle nonlinéaire [73]

92

f+uf= —re (1.1)

ou {2 est une constante. Il est alors facile de vérifier que la quantité suivante

) 2 2
=g ok (1.2)

I= 72

1
2
est conservée, dI /dt = 0 [74]. C’est le plus simple d’une famille d’invariants que I’on puisse
introduire dans I’étude de I'oscillateur harmonique dépendant du temps.

On peut éliminer la dépendance temporelle de la variable d’oscillateur ¢(t) par une

transformation appropriée et réduire le systéme a ’étude d’un autre oscillateur, Q(t), avec
une fréquence constante ). L’énergie de l'oscillateur (), qui est bien siir conservée, s’avere
d’étre I'invariant d’Ermakov-Lewis.

Selon [72], il est facile de relier la dynamique quantique de 'oscillateur @ a celle de
Voscillateur ¢ d’origine par un calcul élémentaire. Par exemple, si ¢ (t, Q) est une solution
a I’équation de Schrodinger pour 'oscillateur @, alors la solution (¢, q) correspondante a

I’équation de Schrodinger pour ’oscillateur ¢ est donnée par

¥(t,0) = 75 b(9,Q = (/1)) exp (z'-’f'i ) (1.3)

2f

avec dt = mf2dr. Le facteur (-—\}—}) assure la normalisation correcte de la fonction d’onde
tandis que le facteur de phase supplémentaire ¢ [7(t), @ = (g/f)] provient du changement de
variable t — 7. Ce résultat résout complétement le probléme dans 'image de Schrodinger.

Dans la représentation de Heisenberg, nous nous intéressons généralement aux co-
efficients de Bogoliubov reliant les opérateurs de création et d’annihilation (A, A') de
écrit

Ioscillateur Q & ceux, notés (a,a'), de l'oscillateur g. La transformation Bogoliubov s

A = a(t)a+ B(t)a’ (1.4)
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ot les coefficients de Bogoliubov sont donnés par

1. mx 12 Q f
a= 5 (m) f I:(d + Ef_z. = ’L?] (1.5)

1/2 ;

ﬂz—% (%) g f[w—;n%;—i—iﬂ (1.6)

Alors, ces coefficients déterminent complétement I’évolution du systéme. Ainsi, cette
procédure nous permet de calculer toutes les grandeurs physiques d’une maniere simple.
Dans ce travail, nous nous proposons d’étudier la création des particules en présence
d’une source dépendante du temps par la méthode des invariants. Il est bien connu que
cette de grande importance en mécanique quantique des systémes dépendants du temps.
Ce mémoire se compose essentiellement de 6 chapitres
Dans le deuxieéme chapitre, nous rappelons succinctement, le formalisme de la théorie
quantique des champs dans I'univers de FRW. Nous quantifions d’abord le champ scalaire
dans un univers en expansion et nous cherchons ensuite une interprétation en termes de
particules. La relation entre les modes permettre une telle interprétation nous conduT ala
densité des particules créées.
Dans le troisieme chapitre, nous nous proposons d’étudier la création de particules
dans un univers isotrope homogene en utilisant la méthode basée sur la diagonalisation de
I’hamiltonien. En premier lieu, nous effectuons la quantification du champ scalaire avec un
couplage de type général en supposant 1’existence d’'une représentation des opérateurs de
création et d’annihilation qui diagonalise I’hamiltonien & un instant donné 7. Ensuite, nous
accomplissons la diagonalisation instantanée de I’hamiltonien en introduisant une nouvelle
représentation. Si nous exigeons que la nouvelle représentation diagonalise I'’hamiltonien
nous pouvons établir une transformation de Bogoliubov entre les deux représentations.
Comme application, nous considérons la création de particules dans I’espace de Sitter ou

I’équation de Klein Gordon associée admet des solutions exactes bien connues.
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L’objectif du quatriéme chapitre est d’étendre la méthode des invariants de Lewis

Riesenfeld & la théorie quantique des champs pour traiter le processus de la création
des particules dans un univers en expansion. Pour obtenir I'invariant relatif 4 un champ
scalaire réel, nous suivons en premier lieu une démarche classique. Une fois nous obtenons
la forme de I'invariant classique, nous cherchons les générateurs qui engendrent I'invariant
quantique. En derniére étape, nous établissons la transformation de Bogoliubov qui lie la
représentation qui diagonalise I'invariant a celle qui diagonalise I’hamiltonien H. A partir
des coefficients de Bogoliubov nous obtenons la densité des particules créées.
application nous considérons 1’espace de de-Sitter.

Dans le cinquiéme chapitre, nous nous proposons d’établir la méthode des invariants
au cas d’un champ scalaire complexe. C’est une généralisation de la méthode élaborée
dans chapitre précédent, qui nous permet d’étudier la création de particules par un champ
électrique dépendant du temps. Comme application nous considérons V'effet de Schwinger
en présence d’un champ constant et homogene.

Le sixiéme chapitre est une conclusion générale qui récapitule I’ensemble des r

obtenus.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous développons les outils nécessaires pour étudier la création

des particules a partir du vide via le formalisme de la théorie quantique des champs
dans un univers en expansion. Pour étre concret, nous quantifions les champs de matiere,
alors que nous traitons le champ gravitationnel d’'une maniére purement classique. Nous
commencons d’abord par une bréve description de la quantification canonique du champ
scalaire libre. Ensuite, nous considérons le cas d'un champ scalaire dans un univers en
expansion. Dans ce cas, comme nous allons le voir, le systéme en question n’a pas un vide
bien déterminé et la notion de particules n’est pas toute a fait claire. Ils existent cependant
des instants pour lesquels l'interprétation du champs en termes de particules est p
Généralement, ces instants sont le passé et le futur lointains. Cependant I’état du vide
défini au passé est en général différent de I'état du vide défini & +oo. On dit alors que le
vide devient instable & cause du champ gravitationnel [75], ce qui induit la création des

paires particule-antiparticule.

2.2 Champ scalaire libre

Avant d’aborder le formalisme de la théorie des champs dans un univers en expansion
rappelons d’abord la procédure de quantification du champ scalaire libre ¢(z), dont la
densité lagrangienne s’écrit

L(z) = 1" 0,p*Bp — M@’y (2.1)
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ou 7, est la métrique minkowskienne

(1 0o 0 O \
0 -1 0 O
N = : (2:2)
0 0 -1 0
kO 0 0 -1 )

La dynamique du champ est décrite par ’équation de Klein-Gordon qui s’écrit sous la
forme

(O+m?)p(z)=0 (2.3)
ou [] est I'opérateur d’Alembertien défini par

?# & 9 &

O=— — - -
otz 9z2 Oy 022

(2.4)

Nous pouvons vérifier que les fonctions linéairement indépendantes (i (£, @) et ¢k (t, )
avec

G (t, ) = C &(kot=%7) (2.5)

ou C est une constante de normalisation et kg = 4/ K2 + m?, sont deux solutions a 1'équation

de Klein Gordon. Ici, la constante C sera fixée a partir de la condition
Gide— GG =2 (2.6)

Le champ ¢ (2, ?.’\) admet alors la. décomposition de Fourier suivante

O (Z:r’;s [ (B) G (6, 2) +5* (R) & (&, 2)] 2.7)
et
(6 7) = () 6, D)+ (B G D). 28)

(2m)°
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Pour les moments conjugués 7 (¢, ) et ©* (¢, ) associés, respectivement, aux champs

o (t,T) et * (¢, Z), nous avons

A g;’; b (F) & (t, 2) — o () & (1, )] (2.9)
™, 7) = (23’; [0 (k) G (2, 2) - b (K) i (¢, )] (2.10)

La procédure de quantification canonique consiste & remplacer les champs ¢ (t, ?) et
¢* (t, 7) et leurs moments conjugués  (t, _a?\) et 7 (¢, ?) par des opérateurs qui vérifient

les relations de commutation a temps égaux

[(ﬁ t,2),# (t, ?)] = il (? = ?) (2.11)
[(,5 7)o (t, ?)] = [7r ¢, 2), 7 (t, ?)] ~0. (2.12)

Nous avons alors les opérateurs du champ scalaire complexe

o) = (f; [ (F) (6 2) +8° (F) G (. 7)) (213)
D) = o bEEED - (66D 214

Compte tenu de la condition de normalisation (2.6) et des relations de commutation (2.11)
et (2.12), nous pouvons montrer que les opérateurs a ( ) at (E) bt (k ( ) et b (I;) satisfont

aux relations de commutation suivantes

a(k).a* (F)] = [b(k),b* (F)] = 2n)*5 (k- F) (2.15)
8,5 @) = [0 (%) =0 (210
Suivant le cours standard de la théorie des champs, ’'Hamiltonien du champ scalaire est,

par définition,

H = d*z H(z) = d*z (mp + n*¢* — L(x)) (2.17)
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En utilisant la propriété d’orthogonalité des ondes planes et le relations de commutation
(2.15) et (2.16), nous pouvons exprimer 'opérateur hamiltonien (2.17) en fonction des

opérateurs & (l-c.), a* (75), b+ (I-c.) et b (E) s, nous obtenons

= (;ig ko [a* (R) a () + 5 (R) &+ (F)] (218)
Nous pouvons également obtenir une expression similaire pour l'opérateur de charge

électrique

Q=e-2E [+ (F)a () - b () b+ (F)] (219)

= g—z
(2m)°
Ici, il est a noter que les opérateurs H et () ont une forme diagonale.

Si nous définissons les opérateurs nombre de particules N, et nombre d’antiparticules

Ny, avec

| RSN

Ny = (27r)3a (E)a(k) 2.20)
| PR

No = G (k) (%), 2.21)

et nous introduisons la forme normale qui ordonne les opérateurs a (E), at (E), 5(1_5)
et b+ (E), nous pouvons voir qu’il existe un état du vide |0) qui vérifie les conditions
Ny |0) = Ny [0) =0 et

(0| H|0) = (0] Q[0) = 0. 2.22)

2.3 Champ scalaire dans un espace courbe

Ayant montré comment quantifier le champ scalaire libre, considérons maintenant un
champ scalaire complexe ¢(z), de masse m, dans un univers en expansion. L’action de ce

gystéme est donnée par [75]

s = [d'z\/igl [¢0up" 00 - (m* + €R)p") (2.23)
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oz = (,7), g = det(gy,), £ est un paramétre numérique et R est le scalaire de
courbure de Ricci. Il est & noter, ici, que la valeur £ = £, = % assure l’invariance par une
transformation conforme.

Selon le principe de moindre action, S = 0, ’équation du mouvement (de Klein

Gordon) correspondante s’écrit

1 2 —
ma,, [\/lglg“"a,,go] +(m*+ER)p =0 (2.24)

Sans spécifier £, nous considérons, par la suite, un espace-temps isotrope et homogene

décrit par la métrique de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)

ds® = dt* — a%(t)(dz? + dy?® + d2°). (2.25)

2.3.1 Transformation conforme

Pour transformer la métrique (2.25) en une forme conformément minkowskienne, nous

utilisons le temps conforme 7 défini par

dt

df]‘—-‘m

alors

ds* = a*(n)(dn® — dI°)

Maintenant, nous introduisons un nouveau champ @(z) en effectuant la factori
o(z) = a~(n)@(z). Comme R = 6::—';, Paction du systéme par rapport au champ (

coordonnées (n, Z) devient

al2

S = / dnd®z [(;5'*41'5' = (?zp*) (?«,‘a’) + (?ﬁ - %a,, = 653,—2’ = a2m2) @*@]
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Ici, le prime (/) indique la dérivée par rapport au temps conforme 7.
Apres avoir éliminer la 4-divergence d,J* ou J* est donné par [61]
a/
Jt = (;‘;5*(;57 0,0, 0) (229)
nous obtenons ’action finale
~t% ~% ~ a” ok~

S = /d“z [(p’ 7 - (7(,0 ) (?tp) + [:ﬁ(l —6€) — a2m2] 7 cp} (2.30)

De (2.30) on obtient I’équation du mouvement pour le champ @(z)

o2 a’ e
5;7-5—13—;5(1—66)4‘0771 ¢p==0 (231)

ou A est 'opérateur de Laplace-Beltrami dans I’espace plat 4 3 dimensions.

Maintenant, nous écrivons le développement de Fourier du champ &(x)
#(2) = [ &k ou(F)oum) (2:32)
ou ®x(7Z) est une fonction propre & Popérateur A
A® () = 220 () (2.33)

Dans un espace plat, les fonctions ®(7’) sont des ondes planes qui vérifient la relation
d’orthogonalité
/ Bk B(T) 0 (T) = biw (2.34)

Dans ce cas, ’équation (2.31) peut se réduire a 1'équation suivante

9k (m) + X*(n)gk(n) =0 (2.35)
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ou (n) est donné par

Q(n) = \/k:2 - —(1 — 6€) + a’m?. (2.36)

2.3.2 Quantification

Maintenant, pour quantifier le champ @(x) nous considérons la décomposons suivante

é(z) = / &k (o8 + o0 ] (2.37)
o) g(n)2;(7)
() = === (2.38)
o0, 2) = (P (0, D))’ (2.39)

En faisant le changement k— ——E, nous pouvons écrire le champ sous la forme

#(e) = 75 [ &% 0u(@) [gi(mlox+ 9-n)6*,] (2.40)

En utilisant la densité lagrangienne [',(x), nous obtenons les moments conjugués canoniques

oL , , oL
1r_—..-a—:-=(p,7r =6¢?’*=(P (2.41)
Nous avons alors
1
(0, Z) = —= / &k 03(2) [ghm)ai + g7k(m)b-i| (2.42)

w(01.2) = 75 [ % (D) ot (ox+ &4 ln)t"] (2.43)



CHAPITRE 2. CHAMP QUANTIQUE DANS UN UNIVERS EN EXPANSION 15

En quantifiant le champ @(z), nous écrivons les relations de commutation suivantes

e, )20, D)] = [Fo ) rmd]=6(2-7) @
(60, 2,60, 7)] = [¢(0,2).5°0,7)] =0
[r0 270, )] = [rn, 2w )] =0

Dans ce cas, les opérateurs ay, ajf, by et b} vérifient les commutateurs

ar,at] = [bk,b}] =8 (k—K) (2.45)
[ak,ak:] = [a,t,a,f,] =0

bk, br] = [bf,blt]zo

Nous pouvons montrer que les relations de commutation (2.44) et (2.45) sont compatibles

si les fonctions gx(7) sont normalisées par la condition

9Ie — 9kGk = —2i. (2.46)

Construisons I’Hamiltonien canonique H(7n), en effectuant l'intégration de la densité
hamiltonienne H(z) = F7 + @*1* — L sur Phypersurfacey définie par = Const. Nous

obtenons, alors, I’expression suivante
= . o a” ) et
Ho) = [€2)57+ (97) (99) - [Ga-s0-en| 59| a1
L’Hamiltonien (2.47) peut &tre écrit en termes d’opérateurs ax, aj, bi et b}

H(n) = / &k [Ex(n) (o ak + b_xbT,) + Fe(m)at bt + F} (n)b_xax| (2.48)
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gl + Q2 |l
Ek(n):lkl : |gx|
g + Vg
2

(2.49)

Fi(n) = (2.50)

Nous remarquons que ’Hamiltonien n’est pas diagonal car il contient des termes mi

opérateurs ay, aj, b et bf. De plus, comme H(n) dépend explicitement du temps, il n’y
a pas d’état propre indépendant du temps qui pourrait servir ’état du vide. Alors nous
ne pouvons pas interpréter les opérateurs a; et af comme des opérateurs de création et
d’annihilation de particules et les opérateurs by et b} comme des opérateurs de création
et d’annihilation des antiparticules. Cette interprétation est possible seulement si les
coefficients des termes mixtes sont nuls (Fy (1) = Fi (n) = 0).

Il est bien évident que pour un espace-temps asymptotiquement plat, le systéme du
champ complexe se comporte a 7 — 00 comme libre et donc I’état du vide, a +o00, est

bien déterminé. Dans ce cas, I'interprétation des opérateurs ax, a; , b et b} en termes de

particules est possible.

2.4 Vide adiabatique

Pour une métrique qui n’est pas asymptotiquement Minkowskienne, la diagonali
de H est possible si § (7) varie d’une maniére adiabatique au voisinage d’un instant 7).

Sachant que la condition d’adiabaticité est donnée par

2 ()
i <<1 2.51
= [0 (1) G-21)
nous pouvons montrer que les fonctions
1 :
F () = ———eT [ Wlm)in (2.52)

V% ()
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sont des solution & I’équation (2.35) pour lesquelles

Fe () ~ Fi(n) ~0, (2.53)
et
Ey (n) ~ 20 (o) , (2.54)
Nous obtenons dans ce cas
F= / &k u (m0) [a* (F) & (F) + b+ (F) 5 (F)). (2.55)

A Yinstant 79, le Hamiltonien est diagonal et I’état du vide & (E) |0n,) = O est bien
déterminé. C’est un état physique dit vide adiabatique. Pour I'espace de de-Sitter, avec

7o — —00, I’état du vide défini ainsi est le vide de Bunch-Davies (76, 77, 78].

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé un bref rappel sur la théorie quantique des champs
dans I’'univers de FRW ot nous avons prouvé que I’Hamiltonien d’un champ scalaire dans
un univers en expansion n’est pas toujours diagonal et l'interprétation du champ en termes
de particules n’est pas possible. Dans le cas d’une expansion adiabatique, nous avons
montré qu’ils existent des modes pour lesquels I’'Hamiltonien est diagonal. L’état du vide

défini par ces modes est appelé vide adiabatique.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’établir une étude dynamique de la création
de particules dans un univers isotrope homogene. En premier lieu, nous effectuons la
quantification du champ scalaire avec un couplage de type général en supposant 1’existence
d’une représentation des opérateurs de création et d’annihilation qui diagonalise I’hamilto-
nien a un instant donné 79. Ensuite, nous accomplissons la diagonalisation instantanée
de 'hamiltonien en introduisant une nouvelle représentation. Si nous exigeons que la
nouvelle représentation diagonalise ’hamiltonien nous pouvons établir une transformation
de Bogoliubov entre les deux représentations. Comme application, nous considérons la,
création de particules dans ’espace de Sitter ou I’équation de Klein Gordon associée admet

des solutions exactes bien connues. Nous allons suivre la référence [61].

3.2 Diagonalisation de I’hamiltonien

Nous supposons que I’Hamiltonien (2.48) est diagonal a I'instant 7y par rapport aux
opérateurs ax, ayf , by et b, qui sont dans ce cas les opérateurs de création et d’annihilation
des particules et des antiparticules. Ceci est possible seulement si la fonction Fj(n9) est
nulle.

Fi(m0) =0 (3.1)

A D’instant 1y, les fonctions gx(n) doivent obéir, alors, a la condition initiale suivant

[9°]

9x(10) = (o) gx(m0) (3.2)

Ici, nous pouvons vérifier que la condition (3.2) est compatible avec la normalisation (2.46)

seulement si Q2(np) > 0.
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Dans ce cas, I’état du vide |0,,) correspondant & (3.2) est défini de la maniére standard

ax |0pe) = b7 [0,0) =0 (3.3)

La diagonalisation de I’Hamiltonien a un instant arbitraire 7 peut étre effectuée en fonction
des opérateurs cx(n), cf () et di(n), df (n) liées avec ax,a; et by,bf par la transformation

de Bogoliubov dépendante du temps

ck(n) = ox(nax + B-r(n)bi, (3.4)

di(n) = oap(mbi + BZr(n)a—s (3.5)
ou, inversement,

ax = ax(n)ex(n) — B-x(m)dii(n) (3.6)

b = ax(mdi (n) — BZr(m)c-k(n) 3.7)

Les fonctions ax(n) = a_(n) et Bi(n) = B_x(n) vérifient les conditions initiales

lak(m)] = 1 (3.8)
Bi(m) = 0 (3.9)

et I'identité
loe(m)I* — 1Be(m)|* =1 (3.10)

En substituant (3.6) et (3.7) dans ’expression de ’hamiltonien, nous obtenons la méme

expression mais en termes d’opérateurs cg, ¢f , di et df

H(’I]) = /d3k [Ek (C{Ck + dkd:) + chch_tk + ﬁ’,:d_kck] (3.11)
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avec

Ek = Ek (lak|2 + Iﬂklz) —2Re (Fkakﬁ;) (3.12)

Fi = 2046k Ex + o} Fy, + BiFy (3.13)

Pour que ’'Hamiltonien soit diagonal par rapport aux opérateurs cx, ¢, di et df a l'instant
7, il faut que

F.=0 (3.14)

Ce qui implique

2
22+ kR + Fr =0 (3.15)
B £

Compte tenu de ’équation (2.46) nous pouvons montrer que

B} - |R|* = (3.16)
ce qui nous permet d’écrire
Ey+Q
= ( ka )ﬂk (317)

En utilisant P'identité (3.10) et la normalisation (2.46) nous obtenons finalement les

coefficients complexes de Bogoliubov

g — 8k

=i g 3.18

Br = iXx Wil (3.18)
. gr —18g;

_ "Ik 3.19

A = Xk Wie) ( )

ou xx est une phase arbitraire dépendante du temps.
En outre, dans la condition Fy = 0, d’aprés les résultats précédents, nous pouvons
vérifier que Ey est égale 3 la fréquence 2(n), ce qui nous conduit & 'expression suivante

pour I’Hamiltonien
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H(n) = [ &% Q) (ciow + dedf). (3:20)

Ici, les opérateurs cx, cf , di et d;f vérifient les mémes relations de commutation que ax, a;

et bk, b;:

leecl] = [ddb] =d(k—FK) (3.21)
[ck,cr] = :c;c",c,:',] =0 (3.22)
i, d] = [df,d] =0 (3.23)

Il est & noter que les équations du mouvement d’Heisenberg pour les opérateurs de création

et d’annihilation de particules s’écrivent

% = %ﬂc—li+i[H(17),Ck] (3.24)
d(df)  odf ”
& = o tilH®.E] (3.25)

En utilisant les équations (3.4), (3.5) , (3.18) et (3.19) nous pouvons montrer que

dey .74

d(d 94 .
—‘d—;;—) = Ston— a0} (3:27)

Maintenant, nous définissons les opérateurs nombres de particules et d’antiparticules

N = ¢t (n)ex(n) (3.28)
N = df (n)di(n) (3.29)

Ainsi, qu’a Pinstant 7 I’état du vide est défini par

¢k [0y) = d[0y) =0 (3-30)
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Considérons le probleme de la création de particules. D’abord nous supposons que le champ
scalaire quantifié est dans 1'état du vide a U'instant 79, annihilé par les opérateurs ay et
by, c’est-a-dire dans I'état |0,,), ensuite nous calculons la densité du nombre de p

dans cet état, nous obtenons

(Ol N 04) = (O ¢ ()i (1) [One) = [Bel?

(Ol NP 1045) = (Ono| & ()i (1) 104,) = |8l

pondant aux opérateurs cx, cf et di,d; ot

1

0 1
20 __ ne 2 el P2 L

3.3 Solution exacte pour I'univers de de-Sitter

Comme nous le savons, notre univers endure une expansion accélérée qui peut étre
décrite par un espace-temps de-Sitter en expansion exponentielle. De plus, I’espace-temps
de de-Sitter permet une meilleure description de la période d’inflation. Par conséquent, la
métrique de de-Sitter est intéressante a la fois pour la cosmologie de I'univers primordial
et de l'univers actuel. Cette importance vient aussi du fait que I’espace de-Sitter est
I'unique espace courbe maximalement symétrique. Il jouit des mémes degrés de s
que l'espace-temps de Minkowski. Ceci explique 'intérét accru pour étudier les effets
quantiques physiques dans un tel espace-temps. Dans ce paragraphe, nous considérons la
création des particules dans 1'univers de de-Sitter, qui est une solution de I’équation de

Friedmann en présence d’une constante cosmologique, avec le facteur d’échelle

a(t) = exp (Ht) (3.34)
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En terme du temps conforme 7, I’espace-temps de de-Sitter est décrit par la métrique

ds?

= s (dn? — d2?) (3.35)

ol

1 -1
RS ol A S B — 0 3.36
n Ha® ~ Hn avec — 00 <1 < (3.36)

Ici, le scalaire de courbure R est constant
R=12H? (3.37)

Dans ce cas, I’équation du champ scalaire se réduit a

g (n) + Q*(n)ge(n) =0 (3.38)
ou
M2
n) = /k* + o (3.39)
avec
M?= (£~ -(1;)12112 + m? (3.40)

Pour résoudre I'équation (3.38) nous utilisons la nouvelle variable

p=an (3.41)

ol c est une constante. Nous obtenons ’équation différentielle suivante

2 2
(% + %;% + %) g(m) =0 (3.42)
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A ce niveau, nous effectuons la factorisation

g(m) = P’ (p) (3.43)
qui nous mene a I’équation différentielle

2 2 2
{gp—z+-2;s%+£2-[—%+S(S~1)}+%}f(p)=0- (3.44)

Dans le cas ol s = } et ¢ = —k , Péquation (3.44) se réduit  celle de Bessel [79]

2 2
A RN

ou le parameétre A est donné par

1 M?
XZ ES I —— 4

La solution générale a I’équation (3.45) s’écrit comme une combinaison de deux solutions

linéairement indépendantes exprimées par les fonctions de Hankel
f(p) = AH’(p) + BH (p) (3.47)

ol A et B sont des constantes arbitraires.

Nous obtenons alors

g(n) = v/~ [kl n [AH{ (—kn) -+ BHS) (—kn)] (3.48)

Pour 79 — —00, le comportement asymptotique des fonctions de Hankel est donné par
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[79]

2 A_x
Hgl)(—k’r)o) ~ ”—ﬂ’kﬂo ei(—Fm—-2-1) ,—2m < arg(—kmo) < (3.49)

2

kae—i('km"%_%) ,—2m < arg(—kmp) <7 (3.50)

HP (—kno) ~ /-

Nous savons bien que I’état du vide a V'instant 7, est défini sous la condition initiale (3.2),

alors, de (3.48) nous avons

gk (10) = imo)y/—kn [AH (—kn) + BH? (—kn)] (3.51)

Quand 79 —> —o0, la fréquence (7)) devient constante

Qo) = k (3.52)
et par conséquent,
g1 (mo) = iky/—Fmo [AHD (—kn) + BHY (—kn)) (3.53)

A partir de I’équation (3.48) nous obtenons
gk(mo) = iky/—kno [~ AR (—kno) + BHP (— ko) | (3.54)

Si nous faisons une comparaison entre les deux équations (3.53) et (3.54), nous pouvons
déduire que
gk(n) = By/—knHY (—kn) (3.55)

Pour déterminer la constante B , nous utilisons la condition

|9k (m0)| = 272 (10) (3.56)
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qui, lorsque 79 — —00, se réduit i

|9k (o) = k% (3.57)

Alors, ceci nous permet de trouver

B= \/;Eexp (—7;—)‘) . (3.58)

Finalement, la fonction gx(n) prend I’expression suivante

() = | e (5 ) 1P (- (359)

avec

A==

1
i 3.60
H? 4 2 )

Nous obtenons ainsi une expression analytique pour le coefficient | ,312 qui représente le

nombre de particules créées.

[—— k=0.1 k=1 k=10]

0.0006
0.0005 -
0.0004 1
1B 0.0003

0.0002 1

N -“.

0.0001 T !

(i} SR . 2 :
-12 -100 -10° -10"' -102 -103 -10-*
n

Figure 3.1 — Variation de || en fonction du temps conforme 7 , pour differentes valeurs du vecteur d’onde
k. Le parametre %; = 100.
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La figure 3.1 montre un résultat trés important ; Les particules ayant le plus petit

vecteur d’onde sont les premiéres a étre créées. La deuxiéme remarque est que la limite
n — 0 (i.e. t = 00) ne dépend pas de k, ce qui meéne a une divergence dans le calcul du

nombre total des particules en faisant la somme sur toutes les impulsions. Cependant,

s M
a—ﬁ>>1.

0.121
0.104
0.08
IB? 0.06
0.041

0.02-

Le vecteur d'onde k = 1.

Dans la figure (3.3), nous montrons la variation de |8|* en fonction du temps co
dans intervalle ]—0.1,0[. Cette figure éclaircit le fait que la limite  — 0 n’existe pas et

que |B|® n’est bien défini.
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0.12

0.111
0.101
0.091

0.081

I8

0.071

0.061

0.051

0.041

0.034

MZ

M2

H

=2

=]

H

-0.10 -0.08

-0.06

-0.04 -0.02 0
n

Figure 3.3 — Variation de [,B|2 en fonction du temps conforme 7 , pour différentes valeurs du paramétre 7";—;

Le vecteur d'onde k = 1.

Les figures (3.4) et (3.5) montrent les mémes variations que celles représentées dans la

figure précédente mais dans des intervalle plus petites. Nous remarquons qu’a chaque fois

nous approchons la bore 0, nous obtenons la méme forme, ce qui montre encore une fois

I'inexistence de la limite 7 — 0.

0.124
0.1
0.104
0.09]
0.081
0.074
0.061
0.054

0.041

0.03

-0.

0010  -0.0008

-0.0006

-0.0004  -0.0002 0

n

Figure 3.4 — Variation de |ﬂ]2 en fonction du temps conforme 7 , pour différentes valeurs du paramétre 7";—;

Le vecteur d’onde k = 1.
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0.12

0.11 /
0.10
0.09 |
0.08
0.07-
0.06

0.05

0.04

0‘03 T T NS i D S
-1.%x10°7 -8.x10"% -6.x10"% -4.x10°% -2.x10°8 0
n

Figure 3.5 — Variation de lﬂl2 en fonction du temps conforme 7 , pour différentes valeurs du paramétre -’F';;
Le vecteur d’onde k = 1.

3.4 Conclusion

sont les suivants :

1. Le nombre de particules est bien défini seulement dans la limite adiabatique %
2. Les particules ayant le plus petit vecteur d’onde sont les premieéres a étre créé

3. Si la limite n — 0 existe, elle ne dépend pas du vecteur d’onde k.

4. Il existe une limite naturelle sur les impulsions des particules créées.
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4.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre, est de traiter le probléme de la création de particules par la
méthode des invariants de Lewis Riesenfeld, établie pour la premiere fois pour l’osciplateur
harmonique dépendant du temps. D’abord nous abordons la théorie des invariants en
mécanique quantique et nous cherchons la relation entre les solutions de l’équat*on de
Schrodinger et les états propres de 'invariant. Nous considérons un oscillateur harmonique
avec une fréquence dépendante du temps comme un exemple d’illustration. Ensuite nous
nous proposons d’étendre cette méthode a la théorie quantique des champs. Pour OF)tenir
Pinvariant relatif & un champ scalaire réel, nous suivons en premier lieu une dém(a.rche
classique (82, 83]. Une fois nous obtenons la forme de I'invariant classique, nous cherchons
les générateurs qui engendrent l'invariant quantique. En derniere étape, nous établﬁssons
la transformation de Bogoliubov qui lie la représentation qui diagonalise 'invariant :? celle
qui diagonalise 'hamiltonien H. A partir des coeflicients de Bogoliubov nous obtenons la
densité des particules créées [82, 83, 84, 85]. Comme application nous considérons I’espace

de de-Sitter.

4.2 La théorie des invariants en mécanique quantique

Considérons un systéme physique dont ’'Hamiltonien H(t) dépend explicitement du
temps. La théorie de Lewis-Riesenfeld [86] consiste a trouver un opérateur hermitien dit *
invariant I(t) *

I(t) = I*(¢) (4.1)

ce qui implique que les valeurs propres de I (t) sont réelles. Ainsi I(t) vérifie la relation

Von Neumann suivante

dl oI 1
E_§+7_1[H’I]—O' (4.2)
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En mécanique quantique, I'évolution de I’état du systéme est gouvernée par I’équation de

Schrodinger dépendante du temps

., 0
iho (1) = HE) [¥ (t)) - (4.3)

En appliquant la relation (4.2) sur le ket |9 (t)) et en utilisant (4.3), nous obtenons
I’équation

i (I (1)) = H I ), (4.4)

ce qui implique que ’opération de I'invariant I sur une solution de ’équation de Schrodinger
est aussi une autre solution de cette équation.

Nous supposons que 'invariant est un opérateur d’un ensemble complet d’observables
qui commutent, de ce fait nous pouvons dire que / admet un ensemble complet d’états
propres |xx« (t)) correspondants aux valeurs propres A, ou l'indice k représente tous les
autres nombres quantiques nécessaire pour spécifier ces états propres. Donc, les kets

[xxx () satisfont I’équation suivante

I IXz\,n (t)) =A IXz\,n (t)) ’ (45)
avec, comme [ est invariant,
oA
3 0 (4.6)
et
O (8) Dos (1)) = Oa - (4.7)

En dérivant I’équation (4.5) par rapport & ¢, nous obtenons

(=) o DX (0 = S ae (81 (4.9
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Le produit de la derniére équation par le bra (xy . (t)|, donne

(= X) (e O] 52 Dern (9) = G ()] 55 D () (49)

Maintenant, en opérant la relation (4.2) sur le ket |x» . (t)) et en utilisant ’équation

(4.5), nous pouvons écrire

o (o () + TH [ (1) — AH [xax (6) = 0. (4.10)

La projection de la derniére équation sur I'état |x, . (¢)) nous donne

8 o (0] S Doom () + (X = X) Qe (O H Pxae @) =0, (411)

En tenant compte de 1’équation (4.9), nous obtenons

B = X) (o () 35 b (0) = 0= X) Qo O B Do (8), (412)

Donc, pour A # X, nous en déduisons la relation suivante

(e (1) ihgt- X () = O ()] H X2 (2)) - (4.13)

Pour X\ = X, ’équation (4.12) n’implique pas I’équation (4.13) et, par conséquent, le ket
[xxx (t)) D’est pas une solution pour ’équation de Schréodinger. Alors, pour obtenir, des

solutions de 'équation de Schrodinger nous considérons la transformation de jauge

Do (1)), = €20 [xan (8)) (4.14)

ol €) « (t) sont des fonctions arbitraires réelles dépendante du temps. Notons que |xa« (t)),

sont des états propres orthonormés de I (t) associés a la valeur propre .



CHAPITRE 4. METHODE DES INVARIANTS 35

Si nous exigeons que [x» . (), soit une solution de I’équation de Schrédinger, nous

obtenons le résultat suivant

de A% (t)
dt

.. 0
h‘sn,n’ = (Xz\,n’ (t)l zhb_t -H IX/\,K. (t)) ) (415)

ce qui montre que les phases ¢, . (t) satisfont 1’équation simple suivante

de A K (t)

h
dt

= G ()b — H oo (8). (4.16)

La solution générale de 1’équation de Schrodinger est alors

|¢ (t)) v c)‘,neis(t) IXA,IS (t)) . (417)

ol ¢, , sont des coefficients de normalisation indépendants du temps.

4.2.1 L’oscillateur harmonique avec fréquence variable

Dans cette partie, nous allons étudier un oscillateur harmonique dépendant du temps
via la méthode de Lewis et Riesenfeld pour obtenir des solutions exactes de 1’équation
de Schrodinger correspondante. Pour un oscillateur harmonique dépendant du temps
Popérateur hamiltonien s’écrit {?]

p?

H() =5+ %Mﬂz(t)qz, (4.18)

ou les grandeurs canoniquement conjuguées p et q vérifient la relation de commutation

suivante

lg,p) = iR (4.19)

et M et Q(t) sont, respectivement, la masse et la fréquence associées a cet oscillateur.

Pour appliquer la méthode de Lewis et Riesenfeld nous devons construire, d’abord,
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I'opérateur invariant . Pour un oscillateur harmonique nous pouvons chercher un invariant

de la forme

I=[a()T: + BT+ ()T, (4.20)

ou a (t), f(t) et -y (t) sont des fonctions dépendantes du temps a déterminer et les opérateurs

Ti, T; et T3 sont donnés par

Tl == p27 T2 == q27 T3 = {q7p}+ : (421)

Dans ce cas, nous pouvons facilement vérifier les relations de commutations suivantes

[Ty, Ts] = —2ihTs (4.22)
[T, T3] = —4ikT, (4.24)

Remplagons 1’équation (4.20) dans (4.2), nous obtenons

(a + %%) T, + (B - 2MQ27) T, + (;, 1% - MQ2a) T3 =0, (4.25)

d’o1, nous tirons un systéme d’équations linéaires de premier ordre

Q= —1‘3, (4.26)
B = 2MQ?y, (4.27)
4= MQPa - % (4.28)

Pour résoudre ce systéme d’équations, posons

a=o?, (4.29)
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ol ¢ = o (t) est une fonction dépendant du temps. Il vient alors
B = M* (5% + 06 + 0%0?) (4.30)

et

v=-Moo. (4.31)

En remplagant I’expression de 8 dans (4.27), nous pouvons montrer que o vérifie I’équation

dr. 2 . 2
o [0+Q a] + 30 [0+Q a] = 0. (4.32)
En multipliant la derniére équation par o2 et en faisant I’intégration, nous en déduisons
que la quantité o2 (6 + Q20) est une constante, ce qui nous donne
e c
o
ou c est la constante d’intégration. Prenons ¢ = ci p, nous trouvons I'équation auxiliaire

suivante
1
p+Qp=—. (4.34)
P
En tenant compte des équations (4.29), (4.31), (4.30) et (4.34), invariant (4.20) peut
s’écrire comme
1

I= % [p2p2 + (M ' + ;) q — Mpp {q,p}+] : (4.35)

Ayant obtenu ’expression de l'invariant, cherchons, maintenant, ses fonctions propres pour
obtenir les solutions exactes de I’équation de Schrodinger pour 'oscillateur harmonique
dépendant du temps (4.18).

D’abord, nous considérons 1’équation aux valeurs propres

Ix (q,t) = Ax(g,1) - (4.36)
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et nous introduisons la transformation unitaire suivante

x(g,t) = Sx' (g,t) (4.37)
avece
S = exp (%qz) . (4.38)

L’opérateur I se transforme, alors, en I' avec

I'=S81S = > 2p2 + T\ (4.39)
2 PP

L’équation (4.36) devient

I'x' (g,t) = Ax' (g, ). (4.40)

En faisant le changement de variable Q = %, Péquation (4.40) peut se réduire a celle de

loscillateur harmonique indépendant du temps de masse M = % et de fréquence ) = 2M

m2 02 1 ’
(~5hragz + 349793 X @v =0 il

dont la solution peut étre écrite en fonction de polynéme d’Hermite
MQ MQ
2h h
et les valeurs propres A sont données par
A==y, e (n + -) R, (4.43)

Compte tenus de (4.37), les états propres de 'invariant (4.35) sont donc donnés par

Xn (q,1) = Aexp [gl—h (—;%Z— — 1) —Z;] H, (\/@%) . (4.44)
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Pour déterminer la constante A , nous utilisons la condition de normalisation

/xﬁ)(ndQ=/x;xndq=1

et la formule {79]

+00
/ e " H, (2) Hy (2) dz = V72 n!.

1
h 2 1
L \J (MQ?T) 27nlp

d’ou

et, ainsi, nous obtenons

_ B\ o1 M (ipp q* [MSQ q
Xn (0,8) = \l (MQ#) 2nnlp o {:‘Z_ﬁ (5—1\7 B 1) _p—z] Hn ( T;) ’

39

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

Maintenant nous voulons trouver expression de la phase € (t). A l’aide de la transformation

unitaire (4.38), ’équation (4.16) devient

R (1) = (Xl RS+ 5 i) — (ol STHS [X3).

Le premier terme du second membre peut se simplifier a

0lins* S = 06l - (2= &) @+ ing i,

et le deuxiéme terme s’écrit

CHSI) = |- _® P Lo

(4.49)

(4.50)

(4.51)



CHAPITRE 4. METHODE DES INVARIANTS 40

L’équation (4.49) se réduit alors a I’équation suivante

: M 212 P
N o= (- M _r 452
RE(t) = (Xl p[p+9 ol + oo (4.52)
ihp p B
+5, ~ W tihg X
Ici, nous utilisons la formule [79]

d

d—mHﬂ (#) = 2, _4(z) (4.53)

pour écrire

ny: (R ) M (\\ [ b, ( [MOq
mb?’d‘(q’t) N zh\j (MQW) 2"'n,!pe}cp (— 2h (p)){ 2pH"( h p

MQpg? MQq M jq MQq
VL) oy =B E, L (4L 454
+2hp3H"(hp "Whm 2 VTR o) 45

et

0 h MSQq MSQq
EI)(" @8 = \J(MQW 2"n'p ( 2k ) {—_h?H" ( T;)
Hy (\/ 2) } (4.55)
p

Nous obtenons alors

ihp p 0
(2p + ih—q 6 — +ih— )){ (¢,t) = (4.56)

ce qui nous permet d’écrire

(el 52— Sap-+ iz 1) =0 (4.57)
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En utilisant les équations (4.34), (4.57) et (4.39), nous obtenons I’équation

e ) = 0l (3353 ) b (4.58)
et, par conséquent,
c@)=—(n+ %) ) % (4.59)

Finalement, nous obtenons ’expression de la solution de ’équation de Schrédinger associée

a 'Hamiltonien (4.18)

Yigt)= \J (M};hr)% 2":1!p R ("i (" + %) / t %) (4.60)
X exp [2—]‘2 (iMpp— 1) g] H, (\/@%) .

4.3 La méthode des invariant en TQC

Dans cette section nous nous proposons de suivre la méme démarche pour trouver un
invariant I pour la théorie quantique des champs dans univers en expansion. Il est plus

commode de chercher d’abord l'invariant classique [82].

4.3.1 Champ scalaire et invariant classique

Nous considérons un champ scalaire réel p(z) de masse m dans un espace courbe,

décrit par I’action,

= [d [a"qsam (a m -2 65)) ¢2] (4.61)

Ici, nous prenons le couplage conforme £ = £, = % et nous considérons la transformation

de Fourier suivante

d*k

s ¢ ) (462)

¢, T) =
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nous obtenons ’action totale

1. d% s
S=3 [t (60"~ o) 6} (4:63)
avece
02 (n) = a®>m? + k2. (4.64)

De I’équation (4.63), nous pouvons tirer expression du Lagrangien L, associé au champ
¢x(n)
d3k
/ S [CARIOYAR (4.65)

Par transformation de Legendre nous obtenons ’'Hamiltonien Hy

d*k

s= 2 s 3 [m5+ 9 (n) ] (4.66)

ou 4(n) est le moment conjugué du champ ¢x(n)

ms(m) = ¢(n) (4.67)

Maintenant, nous introduisons une transformation sur le temps conforme 7
dn = p*dr (4.68)

et une autre sur le champ ¢ (1)

éx(n) = pxa(7) (4.69)

ou p est une fonction qui dépend explicitement du temps. Nous pouvons facilement voir

que Paction (4.63) devient

1 3k
=2 ayoms

. 2
(X): W %Xk) = Q2P4X§} (4.70)
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d’ou nous pouvons tirer le Lagrangien L, associé au champ x(7)

1 &k

. 2
(Xk + /;;Xk) ~- o' (4.71)
Notons que le moment conjugué associé au champ xx(7) est donné par

oL . ;
T = —2 =x¢ + BXI:- (4.72)
an p

Pour un simple calcul nous obtenons I'expression de ’'Hamiltonien du systéme H,,

__l A3k W—B ’ 42_p_2 2
Hy =3 (Qw)a[(x px)+(pﬂ pz)x]- (4.73)

Ici, nous introduisons une transformation canonique de 'ensemble {xx, 7, } & 'ensemble

{Xk, 7y} définie par

77’x =Ty — —Xks (474)

Xk = Xk» (4.75)

Cette transformation est associée a la fonction génératrice

1;

F (R, 7ry) = s + igﬁ (4.76)
qui vérifie les relations suivantes
oF
= 4.77
an 7rX7 ( )
oF  _
o Kk (4.78)



L’hamiltonien H; associé au nouveau champ X est par définition

d3k OF (X, T
H (Xk) 7l'x) = H (Xk;wx) +/ (Xk X)7 (4‘79)
(2m or
ce qui nous conduit au résultat suivant
2 .
1 r &%k p P
H-= - 72+ [ p*Q2—25 + 2 | K2 . 4.80
X 2 (271_)3 [ﬂx (p p2 p Xk ( )
Rétablissons, maintenant, le temps conforme 7, pour obtenir ’expression
&k, 492 | 30
H;z—?: (2) [ ( Q+pp)x] (4.81)

d’oll nous tirons immédiatement 1’équation d’Ermakov en posant p*Q? + p3p” = k2. Nous
avons alors

2

P+ pP = (4.82)

Il est & noter que, si pour p est une solution de I’équation d’Ermakov, ’Hamiltonien Hy;

est exactement I'invariant associé au systeme en considération

1k
-~ 2J (2n)°

[#2 + k%3] . (4.83)

En rétablissant les champs initiaux ¢(n) et m4(n), nous obtenons

1 dk

=5/ s [lome— s + 4t an



4.3. Invariant quantique

Ayant construit 'invariant classique, considérons maintenant une approche quantique.

Nous cherchons un invariant de la forme

d*k

=2J g le@T @+ T (k) + ()T k), (4.85)

ou les opérateurs T (k),T3 (k) et T3 (k) sont donnés par

Ty (k) = my(n), (4.86)
T; (k) = ¢z(n), (4.87)
T (k) = {ox(n), ms(m)} . - (4.88)

L’hamiltonien Hy, défini par '’équation (4.66), s’écrit en fonction de ces opérateurs comme
suit
- a3’k
¢ 2 (271’)3

[T () + 2 () T2 (B)] (4.89)

Comme V'invariant vérifie I’équation de Von Neumann et les opérateurs T; (k),T> (k) et

T3 (k) satisfont les relations de commutation suivantes

(T3 (6), T (¥)] = 2 (molm) e () + due(mma(m) 5 (% — %) (490)
(T2 (6), Ts (K)] = 24 (9ewe () + due(mon(m) 5 (% — ) (491)
(T3 (), T (F)] = 2 (mou () () + 7, (D) 6 (R =F)  (492)

Nous obtenons, pour les coefficients (1), 8(n) et v (n), le systéme d’équations suivant

o (n) =—2y(n) (4.93)
B’ (n) = 2%y () (4.94)

Y (1) = La(r) - B(n) (4.95)



Notons que ce systéme d’équations est le méme que celui obtenu pour l'oscillateur harmo-

nique dépendant du temps. La solution est donc

a(n) = p (4.96)
Bm) = L+ "p+p? (4.97)
() = —pp (4.98)

ou p est une solution de 'équation d’Ermakov (4.82). Nous avons alors

= L ER e g2 (499)
9 (271')3 Pig — P Pk p2 k ‘
En faisant la transformation
g = T (4.100)
p
~ /
g = Plg— P ¢, (4.101)
nous obtenons
1 Pk 1, 272
- / a2y 72+ k263] . (4.102)

4.3.3 Transformation de Bogoliubov et création de particules

Dans cette partie, nous nous proposons d’étudier le probléme de la création de particules
dans un univers en expansion & partir de la représentation qui diagonalise 'invariant. Dans

cette représentation le champ ¢x(n) et le moment conjugué Tt4(1) s’écrivent comme suit

() = = ak+a_k] (4.103)

li

MI:O

ﬁ'd, (77) a — a (4.104)



Ici, nous pouvons voir que l'invariant I est diagonal dans la représentation (4.103) et
(4.104) qui définit, ainsi, un état du vide invariant |0;n,) qui reste stable au cours du temps.
Nous avons alors

ax |0iny) = 0. (4.105)

D’autre part, nous avons la représentation qui diagonalise ’'Hamiltonien a 'instant 7

¢ () = \/;—Q lee + ] (4.106)
Ty () = “‘i\/g [Ck - ka] . (4.107)

Nous avons, ainsi, un état du vide instantané
cx |0,) = 0. (4.108)

Maintenant, nous utilisons la transformation définie par (4.100) et (4.101) pour trouver la

liaison entre les opérateurs ay et af d’une part et ¢ et ¢f de 'autre part. Il vient alors que

ax = axck + Pty (4.109)

af = Bre_r + ajet, (4.110)

ou les coefficients de Bogoliubov oy et i sont donnés par

Y N OIS L
Br = (—p Z“Lp q zm) (4.111)
1 [a 1 [k .
ak=§(p Z+; —d——z

|

o
\/m) , (4.112)

avec la condition

Iak]2 = Iﬁk|2 =T (4113)



Nous avons aussi la transformation inverse

C = a;ak = ﬁka‘:k (4.114)

et = araf — Bra_y. (4.115)

Maintenant nous définissons le nombre de particules
Ny =cter (4.116)
A Taide de la transformation de Bogoliubov (4.114) et (4.115) nous pouvons montrer que

(Oinvl Nk |0inv) = <0im}| C:Ck |Oiﬂv) == Iﬂk'2 (4117)

Ce dernier résultat montre que le vide invariant contient des particules ¢ avec la densité

(P 1k 1\ p?
1B = (ZE + 720" 5) + 10k (4.118)

Cependant, méme si la 1’équation (4.105) est vérifiée, nous ne pouvons pas dire que |0;,,,)
décrit un vide physique. Alors, pour qu’on puisse interpréter |0;,,) comme un vide physique,

la condition suivante doit étre vérifiée
p— 1. (4.119)

Dans cette condition, nous pouvons voir que

oe(n) = k(n) (4.120)

me(n) — Ty(m), (4.121)



ce qui implique que

ar = Ck (4122)
af = ¢ (4.123)

Dans ce cas, nous pouvons dire que |5k|2 signifie la densité du nombre de particules

physiques.

4.4 Création des particules dans I’univers de de-Sitter

4.4.1 Solution de I’équation d’Ermakov

Bien avant ’avénement de la mécanique quantique, Ermakov a étudié I'intégrabilité d’un
systeme non linéaire avec une force harmonique temporelle avec un terme cubique inverse,
qui est maintenant connu comme invariant d’Ermakov. Ensuite, Pinney a trouvé une
solution générale a ’équation d’Ermakov en termes de deux solutions indépendantes pour
Poscillateur harmonique dépendant du temps. Dans ce paragraphe, nous nous proposons
de trouver une solution plus générale a ’équation d’Ermakov. Pour cela, nous considérons

deux solutions linéairement indépendantes a I’équation homogene
P+ (n)p=0. (4.124)
Nous notons ces deux solutions p; et p2 et nous posons

p? = A%p + B%p2 + 2ABCp,p, (4.125)



ou A, B et C sont des constantes. Un simple calcul nous montre que (4.125) est une

solution de I’équation d’Ermakov

7 2 k2
p twp=— 4126
= (4.126)
si les constantes A, B et C vérifient la condition
K =AB*(1-Cc))W? (4.127)
ou W est le Wronskian, donné par la relation suivante
W = pip2 — pop (4.128)

Pour avoir une solution réelle, supposons que les deux solutions sont les conjuguées

complexes 'une de Vautre p} = p,. L’équation (4.125) peut s’écrire alors comme
p* = a® (p} + p} + 2Cpp2) (4.129)

ol a est une constante réelle.

Nous posons maintenant C = cosh (2a). Dans ce cas, nous pouvons montrer que

1

k
2
= |— 4.1
it |W sinh 2a V-180)
et, par conséquent, la solution p? s’écrit alors
pt = L P (p2 + p2 + 2p,ps cosh (2a)) (4.131)
W |sinh2a \"* 72 ek ' '
Nous obtenons finalement
_ ||k =gy +e° 4
P=A\|W|smhza!® P He P ()




4.4.2 Solutions exacte pour ’'univers de de-Sitter

Pour ’espace de de-Sitter, ’équation (4.124) devient la méme équation de Bessel qui

peut étre résolue par deux solutions linéairement indépendantes, données par

. iy (o = (- o (4.133)
A= e 2 AT ETFoF) 2 '
. k’!] e—id k,,] “’H’%
— w, [ v ;o ~ e ofimar Al
o= B = s () (4.131)

Dans ce cas, W prend cette expression

W = . TR L (4.135)
T(1+iA)T(1-4d)
otl A =i\
Ce qui fait
kn m ) e 2
2= - a+id 5 (—kn) + e @YD g\ (—k 4.136
PP =~ e [ (k) +e A(=kn)| (4.136)
Maintenant en utilisant les relations
(1) = 4 —vmi _
HYY (2) s (e Jo(z) —J_, (z)) (4.137)
1 )
(2) o __ VT
HY (2) = i— (V= (2) — ™0, (2)) (4.138)
et les propriétés
HY (2) = e™H{ (2), (4.139)
H? (2) = e™HP (2) (4.140)

HY (2) = & HP (—kn) (4.141)



nous trouvons

H} (2) +HY
Iz (2) = 2 (=) 5 i () (4.142)
Ja(2) = Z—3 (z)2 eH; ) (4.143)

Alors, la solution (4.136) devient

2

2 by m wrso B (&) +HD () | iy ™HY () + P HY (2)
2 sinh 7\ sinh 2a 2 2
(4.144)
ou bien
kn ™ x3 T~ 3 %3 T~ i 2
- i | b -2 * (m Zi _ % H®
S ey 'e z* cosh (a + 2)\ +u9) H}’ (2) +e2” cosh (a 2/\ +u9) 5 (2)

(4.145)

En utilisant le comportement asymptotique (7 — —o0)

2 - iZh
H{(~kn) ~ Ve (ereigfet) —om < arg(—kn) <7.  (4.146)

2 A
H(Az)(‘kﬂ) 2 gf———€ ( . 4), — 27 < arg(—kn) < 7. (4.147)

nous obtenons

2 1

2
(4.148)

cos (19 —ia— z-72£)~\) e " 4 cos (19 —ia+ z%:\) eMeis

" sinh w\sinh 2a

Pour avoir une solution p, constante 4 7 — —oo , nous devons choisir

cos (19 iy zg)\) 0= (4.149)



Dans ce cas avons

sl (G-m) [
sinh27r5\c 2 -

Tkn =5
p=\/———2——e2'\ HY (—kn)|. (4.150)

Dans les figues jointes nous représentons la densité des particules calculée par la méthode

p*(n— —o0) =

et par conséquent,

des invariants comparée a celle dérivée a partir de la diagonalisation de I’hamiltonien

[_° HD—Inv]

0.00061
0.0005
0.0004

1B 0.0003-
0.0002]

().()()()1J

-50 -10 -5 -1-05 " -0.05
n

Figure 4.1 — La densité de particules calculée par la méthode de la diagonalisation de I'hamiltonien comparée
a celle calculée par la méthode des invariants, pour % =100et k=1.
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Figure 4.2 — La densité de particules calculée par la méthode de la diagonalisation de I'hamiltonien comparée

a celle calculée par la méthode des invariants, pour % =10etk=1.
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Figure 4.3 — La densité de particules calculée par Ia méthode de la diagonalisation de I'hamiltonien comparée

3 celle calculée par la méthode des invariants, pour % =2etk=1.
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Figure 4.4 — La densité de particules calculée par la méthode de la diagonalisation de I'hamiltonien comparée
a celle calculée par la méthode des invariants, pour % =2etk=1.

4.5 Approximation adiabatique

On peut se demander si la méthode présentée dans ce chapitre peut étre appliquée
quelque soit la fréquence dépendant du temps €2(n). Le probléme est équivalent a la
résolution explicite de ’équation d’Ermakov qui au-dela de la théorie des équations
différentielles linéaires. Nous proposons maintenant une méthode d’approximation inspirée
de Papproximation WKB et la théorie de perturbations sous I'hypothese d’une expansion

lente de 'univers. La solution approchée peut étre écrite sous la forme d’une série
s k __ 2 3
P = PkE = pot+ e+ pe” + p3e

ol ¢ est le parameétre adiabatique qui représente 1’échelle de variation caractéristique de la

fonction € (n). La prescription de introduire le paramétre ¢ dans I’équation d’Ermakov

1t 2 k2
ep” +Q (77)P=‘p§



de développer en série de perturbations. A la fin nous mettrons € = 1.

A Vordre zéro, nous avons

4= & (4151)
= 151
P
Les corrections d’ordres supérieurs sont alors
Po
— 4.1
¥ 402 (n) (4.152)
A 34
= | 1
7 TIem  2m S
5pF  .mp2 P
= +3 4.154
BT TR T e a2 (y) )

Nous obtenons alors les résultats suivants

L
n=\g
1| [k (2 307
n=% \/5(55‘5‘9—4)

. \/E QoY 2907 20720”6210
="pVal\wx QF a8 T 4 16 Of

La solution approchée est alors

- Vi bl (525
Q0 204
(Q/m Q’”Q’ 29 erz 207 QIIQIZ 621 914) .
32 Q

10 s gk
d TV e TTw T o T

Comme application illustrative considérons la solution a l’ordre 1. Dans ce cas nous

pouvons voir que

1Bl* = o 42

1 gy 13907 ot O°
T T o amTim (4.155)

Dans les figures 4.5, 4.6, 4.7 et 4.8 nous représentons la variation de la densité |8¢|* (4.155)

comparée a la densité exacte calculée par la théorie des invariants pour certaines valeurs



des parameétres M, H et k.

Exacte © Adialll

0.0006]
0.0005
0.00041
1B 0.0003-
0.0002]

0.0001

Figure 4.5 — Variation de la densité |Bx|* (4.155) comparée 3 la densité exacte pour certaines valeurs des
paramétre % =100et k=1.
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Figure 4.6 — Variation de la densité Iﬂk|2 (4.155) comparée 3 la densité exacte pour certaines valeurs des
parametre —1‘1’11 =Thetk=1.
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Figure 4.7 — Variation de la densité |g|® (4.155) comparée 3 la densité exacte pour certaines valeurs des
paramétre % =50etk=1.
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Figure 4.8 — Variation de la densité (8x|* (4.155) comparée 3 la densité exacte pour certaines valeurs des
paramétre %— =25etk=1.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré, dans la derniére partie, un champ scalaire

complexe en présence d’un champ électrique dépendant du temps. Dans ce cas nous avons



pu obtenir Pexpression de V'invariant correspondant, ce qui nous a permis de calculer la
densité des particules créées. Nous avons considéré ensuite une méthode d’approximation
inspirée de I'approximation WKB et la théorie de perturbations en supposant que 'univers
subit une expansion lente.

Les résultats obtenus sont les suivants :

1. La méthode des invariants donne les mémes résultats que la méthode basée sur la

diagonalisation de 'hamiltonien.

2. L’approximation WKB est une bonne approximation dans la limite % >> 1.
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5.1 Introduction

ce chapitre, nous nous proposons d’étudier la création de particules scalaires
a partir du vide par un champ électrique en utilisant la théorie des invariants. Il s’agit
alors d’un champ scalaire complexe soumis a ’action d’un champ électrique E(t) Nous
obtenons en premier lieu 'opérateur invariant correspondant et nous considérons ensuite
le cas d’un champ électrique homogeéne et constant. Il est & noter que I’étude de la création
de p

icules par un champ électrique est de grand intérét en électrodynamique quantique

[91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 100, 101, 102).

5.2 Champ scalaire complexe

idérons maintenant un champ scalaire complexe ¢(t, ?) en présence d'un champ
électrique décrit par le potentiel vecteur A(t) avec E(t) = —gt—fi'(t). La densité lagrangienne

de ce systeme peut s’écrire sous la forme
e / &'z [q's*q's — (Vp+icdy) (Vo +iedg) - m2¢*¢] (5.1)

d’ou nous dérivons I’équation du mouvement pour le champ ¢

2 = 2

qui n’Jt rien d’autre que I’équation de Klein Gordon en présence d’un potentiel vecteur

fi.(t) D’abord nous introduisons la transformation de Fourier

_ Bk o~
o(t, ) = oy e E T hi(t) (5.3)




Comme

Vgt =i (‘2“; @) e *25,0) (5.4)
V=i (2 ) ®) €F25:(1) (5.5)
nous obtenons

s=[a (2 Gy 5 o= ((F- A0) +m?) i) (5.6)

d’olt nous extrayons le lagrangien
Lo= [ X G1e - 20)017) (5.7)

(2n)°

() = (F - Ar))" + m?. (5.8)

Dans ce cas, nous pouvons montrer que I’hamiltonien correspondant, Hy, s’écrit

Hy = /(%r% [1r¢7r;‘, + Qz(t)(f)’,:qbk] . (5.9)

5.3 Invariant classique

En théorie quantique des champs, il est bien connu qu’un champ scalaire complexe est
équivalent & un systéme de deux champs scalaire réels. Nous pouvons toujours écrire le

champ scalaire complexe ¢ (t) et son moment conjugué my (t) sous la forme algébrique

d (t) = % (¢1 + i) (5.10)
Ty (t) = —% (71'1 - i7f2) (511)



ou ¢; et ¢, sont deux champs scalaires réels. m; et m2 sont les moments conjugués a ¢, et
¢2 respectivement.

Dans ce cas, ’hamiltonien (5.9) peut se décomposer en deux parties

H¢ e H] + H2 (512)
&k )
i = 2 s 5 [(m)” + Q%) (4)7] (5.13)

Comme [H;, Hy] = 0, nous pouvons montrer que l'invariant du systéme est de la forme

I=L+1, (5.14)

ou I; est V'invariant associé au champ réel ¢;

1 [ &k o2 K,
I; = 5/(2703 [(Mi‘p¢i) +“p3¢i . (5.15)

Pour avoir la représentation diagonale de 'invariant I, nous introduisons des nouveaux

champs ¢y, et 7, avec

¢ = %‘ (5.16)
T, = pmi— pg. (5.17)
Il vient alors que
&k
2 @ 5 (@) + () + K2 (62 + 62)] - (5.18)

Nous introduisons encore le champ complexe q§k définie par

b = ¢1+ids (5.19)

Fy = T —ifty (5.20)



L’invariant du systéme devient alors

1 5 &k .
=3/ P |76 75+ K*ud] - (5.21)

Compte tenu de la transformation définie dans (5.16) et (5.17), nous avons

= ¢
= — 5.22
p = (5.22)
Ty = pmy—po (5.23)
ce qui nous permet d’écrire 'invariant sous la forme finale
d’k WA S £y o
=] @y [(m — pot) (oms — poe) + ;mm] . (5.24)

5.4 Invariant quantique

Dans ce paragraphe nous montrons que l'invariant quantique a la méme forme que

(5.24) et peut étre obtenu a partir de ’équation de Von Neumann. En effet, nous cherchons

un invariant de la forme

I= [ s e OT 0+ AOTa () +7()Ts () (529

ou les générateurs T; (k), T> (k) et T3 (k) sont donnés par

T1 (k) = 7'('4,71';; (5.26)
Tz (k) = ¢udi (5.27)
(5.28)

T3 (k) = ’ﬂ'¢¢k + ¢;7F;



Ces opérateurs satisfont les relations de commutation suivantes

[Ty (k) , T5 (K)] = —i (medhis + do}) 6 (z’ - 17) (5.29)
T3 (6), T (K)] = i (bt + 908 (R — ¥ (5.30)
Ty (K), T (F)] = —i (maxl, + ) 6 (? 3 ?) (5.31)

En fonction des générateurs T (k), T, (k) et T3 (k), les opérateurs Hy et (I, Hy) s’écrivent
il = / &k [Ty (k) + 9 (n) T2 (k)] (5.32)

et

) = / 0k {2iMyT; — 2T, — ik (o — ) T3} (5.33)

Nous obtenons, pour les coefficients a (t), B (t) et v (), le systéme d’équations suivant

a(t) = —2y(t) (5.34)
B(t) =20y (2) (5.35)
¥(t) = Q% (t) - B(), (5.36)

qui le méme que celui obtenu pour l'oscillateur harmonique dépendant du temps. La

solution est donc

alt) = p? (5.37)
7(t) = —pp (5.38)
Bt) = -k—2+b2 (5.39)



ou la fonction p vérifie 'équation d’Ermakov

. : k?
4+ Q% = —. 5.40
B (5.40)
Nous avons alors
Bk k2 .2 .
= /(——§ [P2T1 + (; +p ) - PPTs] (5.41)
e = [ pro = 05) (om — o) + S0t (5.42)
A ce niveau nous introduisons q~5k, ¢7;, iy et Ty défini par
g = pms — b (5.43)
Ty = Py — pdi (5.44)
=
Jgdh 5.45
k= (5.45)
e ¢}*c
= Ik 5.46
bk p (5.46)
pour obtenir finalement
I= [ & [757 + o). (5.47)

5.5 Création de particules

Comme dans le cas du champ scalaire réel, nous avons, ici, deux représentations. La

premiére représentation est celle qui diagonalise ’hamiltonien H



Ty = -—i@ |-t +d_4] (5.48)
T = —z"/g o — dt] (5.49)
i = \/125 [ee + %] (5.50)

P= \/;—ﬁ et +di] - (5.51)

Ty = —i\/g |—af +b_4] (5.52)
Ty = —i‘/g |ax — %] (5.53)

o = —15,; |a + 67| (5.54)
b= —122 [af +b.4]. (5.55)

Compte tenu des équations (5.43), (5.44), (5.45) et (5.46), nous obtenons la transformation

de Bogoliubov qui relie les deux représentations

Cr == &,’:ak + Bkbtk (5.56)

df = &b + Bra_x (5.57)
et sa transformation inverse

A = &kck = Bkdtk (558)

by = Gidf — Brcox. (5.59)



Ici les coeflicient de Bogoliubov qui vérifient la condition

~ 2
el — [Be] =1 (5.60)
sont donnés par
[ % ]
_ 1 Q 1 [k _ p
%= _”\/%““ ;\/; ~ U] (5.61)
s i
~ 1 Q 1/k . p
_1yp S 1k 5.62
i _”\/; p\/;“\/m_ R

Nous définissons maintenant I’état |0;) tel que

ax|0;) =0 (5.63)

b [0;) = 0 (5.64)

Cet état est ’état du vide physique si et seulement si

(5.65)

ol

Pt——o0

A tout instant donné £, nous définissons les opérateurs de nombre de particules a partir de

la représentation qui diagonalise H

N9 = ctt)e(t) (5.66)
N® = dtt)du(t) (5.67)

Nous avons alors la densité des particules dans 1’état du vide |0;)

(0d] ¢ (£)cx(2) [0:) = (0:] dif (£)di(2) |0:) = lﬁkr (5.68)



= (2
Nous en déduisons alors que Pétat |0;) contient I,Bkl paires de particules ou

~ (2 9) 1 k c
8, R 0

1
T4k 402Q 40k 2

5.6 Champ électrique constant et homogene

(5.69)

Considérons maintenant un champ électrique constant et homogeéne et choisissons la

jauge

A, =(0,0,0, Et)
Dans ce cas I’équation (5.2) devient

2

0
o+ (ks eBt)? + +m2] b (t) = .

Posons pour résoudre cette équation

T = V2ieE (t+ E) )
el

Compte tenu du fait que

ou

(5.70)

(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)



5.6.1 Solution de ’équation d’Ermakov

Suivant [79] I'équation (5.73) admet comme solutions linéairement, indépendantes

p=€e*D, ((1 +1)2) (5.75)

pr=e®D_, ,((1—1)z) (5.76)

ou D, (z) est la fonction du cylindre parabolique de Weber ( Weber parabolic cylinder

function) et la variable £ est donné par

z=VeE (t + :—E) : (5.77)

Ici, e? est une phase constante supposée arbitraire. La solution de I’équation d’Ermakov

est donc

k| 1 . .

i \’W el R B (5.78)
= . 1 —a . 2(a—id) .

= \lW = Dy (1 +0)2) + D, (1-1)2)].  (5.79)

Pour qu’on puisse avoir la limite (5.65), on doit pose

. V2 .p—1
o) o e (mr—————) ; 5.80
Fp 2 > (5.80)
Nous avons alors
k 1 s .
ah= (W Lo fexp (inp) (5.81)

exp (—imp) D, (1 +1) 2) +

F‘{f—’;) exp (—~in222) Dyt ((1- ) )




Compte tenu de la relation fonctionnelle entre les fonctions du cylindre parabolique

. Vo . p+1 .
D, (z) = exp (—inp) Dy (—z) + T (p) exp (—m%——) D_, , (ix) (5.82)
avec, dans notre cas,
z=—(1+1)z2 (5.83)
nous pouvons voir que
k 1 o . 3
o=\ ol srgme ™ e ) 1Dy (= (144) 2)] (584)
En utilisant la propriété
lr(l hig)] = (5.85)
2 " coshmz ’
nous pouvons montrer que
k3 +m?
2c s 1 . L !
e J +exp( L ) (5.86)
Enfin nlous obtenons
2k .
P =\ |-u—, 1Dy (= (1+4) ) (587)
V20| _x )
Ll 10, +i)2) (5.88)
2 k2
Ry B8 T EG (5.89)




5.6.2 Reésultats

Comme résultats nous avons les figures (5.1), (5.2) et (5.3) qui montrent la variantion

de la densité des particules créées en fonction du temps.
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Figure 5.1 — Variation de la densité des particules créées en fonction de la variable z = veE (t + ;’%) La
ligne droite représente la limite de Schwinger exp (—mA). La constante A est prise 0.1
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Figure 5.2 — Variation de la densité des particules créées en fonction de la variable z = \/eE (t+ ;"ﬁ) La
ligne droite représente la limite de Schwinger exp (—m ). La constante )\ est prise 0.5.
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Figure 5.3 — Variation de la densité des particules créées en fonction de la variable z = vVeFE (t + -é%) La
ligne droite représente la limite de Schwinger exp (—nA). La constante A est prise 1.

5.7 Conclusion

Nous avons considéré, dans ce chapitre, un champ scalaire complexe en présence d’un
champ électrique dépendant du temps. Dans ce cas nous avons pu obtenir ’expression de
I'invariant correspondant, ce qui nous a permis de calculer la densité des particules créées.
Comme application nous avons considéré un champ électrique constant.

Les résultats montré dans les figures peuvent &tre interprété de la maniere suivante :
La création de particules implique ’évolution d’un systéme quantique d’une configuration
d’équilibre initiale (libre) 4 une nouvelle configuration d’équilibre finale (libre) & travers
une évolution intermédiaire, hors équilibre, établie par le champ électrique. Aux moments

intermédiaires, lorsque le systéme est hors équilibre, la distinction exacte des états d’énergie

positive et négative n’est pas claire.
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Dans ce mémoire nous pouvons voir qu’il a été principalement question de calcul de la
densité des particules créées par un champ extérieur dépendant du temps en considérons
la théorie des invariants de Lewis-Riesenfeld. Deux modeles ont été considérés. Le premier
modele concerne la création de particules dans un univers en expansion décrit par la
métrique de Friedman-Robert-Walker (FRW) avec un facteur d’échelle a(t). Dans le
deuxiéme modeéle nous avons considéré a création de particules chargée a partir du vide en
présence d’un champ électrique homogéne dépendant du temps E(t).

En premier lieu, nous avons développé les outils nécessaires pour étudier la création
des particules a partir du vide en utilisant formalisme de la théorie quantique des champs
dans un univers en expansion ou nous avons considéré un champ scalaire réel de matiére
quantifié en interaction avec un champ gravitationnel purement classique. D’abord nous
avons présenté une bréve description de la quantification canonique du champ scalaire libre.
Ensuite, nous avons considéré le cas d'un champ scalaire dans un univers en expansion.
Nous avons montré que ’Hamiltonien d’un champ scalaire dans un univers en expansion
n’est pas toujours diagonal et 'interprétation du champ en termes de particules n’est pas
possible. Dans le cas d'une expansion adiabatique, nous avons montré qu’ils existent des
modes pour lesquels I’'Hamiltonien est diagonal. L’état du vide défini par ces modes est
appelé vide adiabatique.

D une deuxiéme étape, nous avons réalisé une étude dynamique de la création

de particules dans un univers isotrope homogéne en utilisant la méthode basée sur la
diagonalisation de ’hamiltonien. Cette méthode nous a permis d’obtenir ’expression de la
densité des particules créées en fonction du temps conforme. Comme application, nous
avons considéré la création de particules dans I'espace de Sitter ol nous avons pu obtenir
des solutions exactes pour I’équation de Klein Gordon associée. Les résultats essentiels de

cette étude sont les suivants :

1. Le nombre de particules est bien défini seulement dans la limite adiabatique % >> 1.

2. Les particules ayant le plus petit vecteur d’onde sont les premiéres a étre créées.



3. Si la limite 7 — 0 existe, elle ne dépend pas du vecteur d’onde k.
4. 11 existe une limite naturelle sur les impulsions des particules créées.

Ensuite, nous avons adopté la méthode de Lewis Riesenfeld a la théorie des champs
pour étudier la création de particules dans unjveré en expansion. D’abord nous avons
montré 'utilité de la théorie des invariants en mécanique quantique et nous cherchons
la relation entre les solutions de I’équation de Schrédinger en considérons ’exemple de
P’oscillateur harmonique dépendant du temps. Ensuite nous avons utilisé cette pour étudier
le probléme du champ scalaire dans un univers en expansion. Nous avons obtenu I'invariant
relatif & un champ scalaire réel en premier lieu par une démarche classique et ensuite
nous avons considéré un traitement purement quantique. En derniére étape, nous avons
établi la transformation de Bogoliubov qui lie la représentation qui diagonalise 'invariant
a celle qui diagonalise ’hamiltonien H. A partir des coefficients de Bogoliubov nous avons
obtenu la densité des particules créées. Comme application nous avons considéré 'espace
de de-Sitter.

Ayant contourné les difficultés rencontrées, nous avons considéré, dans la derniére
partie, un champ scalaire complexe en présence d’un champ électrique dépendant du temps.
Dans ce cas nous avons pu obtenir I’expression de l'invariant correspondant, ce qui nous a
permis de calculer la densité des particules créées.

En conclusion, a travers ce mémoire nous avons pu montrer que la méthode des
ts, élaborée pour la premiére fois pour étudier 'oscillateur harmonique dépendant
du temps, est un outil important pour ’étude de la création de particules en présence d’un

champ extérieur dépendant du temps. Cette méthode conduit aux mémes résultats que

ceux obtenus par la diagonalisation de I’hamiltonien.



Equations de Friedmann

Les équations d’Einstein liant la courbure de 'univers a la présence de la matiére
s’écrivent

1
R, — ngg’\‘R,\,; = —871GT,, (A.1)

ou R, est le tenseur de Ricci défini par
R, =T 2.\,:/ = F;:u,,\ + [T ) BT - (A.2)

et T}, est le tenseur énergie-impulsion du fluide cosmologique.

Les différentes composantes de R, sont

Ry = 3% . Ry =—(2+ aé + 2k)3; (A.3)

Comme

& . .
Ry; = EK (0181 — 01igj1) ©°

il vient alors qu’au voisinage de l'origine g;; ~ d;;, on a
Ry; =0 (A.4)
En prenant la trace des équations d’Einstein nous arrivons a

R = 8rGT (A.5)

TE



Ce qui donne

R, = —81G (T,,,, = %g,w:r) . (A.6)

Le fluide cosmique peut étre étudié par analogie avec un gaz parfait de pression P et de

densité p. Dans ce cas on a

Tuv = PO + (P + P) Uu Uy

t la quadri-vitesse. Les composantes du tenseur d’énergie-impulsion sont alors

T® — o) , T%=0, TY=gla2p(t) (A7)

et

T=g,T"=-p+3p (A.8)

En remplagant les équations (A.3),(A.7) et (A.8) dans I’équation d’Einstein (A.6) nous

obtenons les équations fondamentales de la cosmologie

ISI =

= -TG(p+3) (A9)

et

a a2 K
" + 2:13 + 2;5 =47G (p —p). (A.10)

En combinant ces deux derniéres équations, nous arrivons a
a? K
8nGp(t) =3 o +— (A.11)

Cette équation est I’équation fondamentale de Friedmann qui gouverne ’expansion de
I'univers. Elle permet de déterminer la structure de 'univers selon son contenu.

A partir de la loi de conservation de I’énergie V,T"° = 0, nous obtenons 1’équation



différentielle du premier ordre

p+3=(p+p) =0, (A.12)

qui peut étre facilement résolue pour une équation d’état de la forme
p=uwp, (A.13)

ou w c’est le parameétre d’état indépendant du temps, dans ce cas nous obtenons

a \ —30+w)
P =po (——) (A.14)

p(to) et ap = a(tp) sont respectivement la densité du fluide cosmique et le rayon
ivers observé actuellement (I'indice 0 indique I'instant présent).
t la valeur de w on distingue différentes situations :

n univers dominé par la matiére (matiére non-relativiste) pour w =0

p=m(Z)” (A.15)

ologie, la matiére est souvent appelée "poussiére” et sa pression peut étre considérée
égligeable. Elle se compose de la matiére baryonique et probablement de la matiére
onique de nature encore inconnue.

un univers plat et d’apres 1’équation de Friedmann

_87erga;°;
a2 3 ad

(A.16)

le facteur d’expansion devient

a(t) ~ 3. (A.17)



b) Un univers dominé par le rayonnement (matiére relativiste) pour w = 3
a4
p=r (=) (A18)

Le rayonnement est constitué de rayonnement électromagnétique (photons), neutrinos (si

kgT > mc?) et ondes gravitationnelles. Pour K = 0, nous avons

a’>  8rGpoay
- = = 1
a? 3 at (A
ce qui nous donne
a(t) ~ V1. (A.20)
¢) Un univers dominé par ’énergie du vide (modéle de de Sitter) w = —1
p=A=cste (A.21)

A est la constante cosmologique. Dans un univers plat, I’équation de Friedmann étant

a? _ 8nGA

a? 3

(A.22)

le facteur d’échelle devient alors a(t) = et avec H = 9’%



Equation relativiste de

Hamilton-Jacobi

Comme il a été mentionné auparavant, pour avoir le bon choix des états "in" et "out',

nous considérons les états semi-classiques solutions de I’équation de Hamilton-Jacobi donné

par :
g*f (0aS) (38S) — m? =0 (B.1)
En écrivant S sous la forme
S =g(n) + kZ, (B.2)

ou les deux fonctions g (n) et h (o) satisfont I’équation

(%Z—) = k*+m?a®(n), (B.3)

Pour un univers de de Sitter, nous avons

(B.4)

En utilisant l'intégrale




A/ 2 v/ 2
/du b2u-:u = - bz:" +In (u+ VB +u2) + cst,

Hk
m 2

A
m?2 1 i3 i
g(n)=i\/ﬁ3+k2n2+ln(5+ ﬁkz-i—gg) +cst

Donc, les états "in" se comportent comme

avec 1 = % et b= nous arrivons i

()= nl_i’r_nw e9M ~ ik

(B.5)

(B-6)

(B.7)
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Résumé

Dans ce travail, il a été question de calcul de la densité des particules créées par
source dépendante du temps en utilisant la méthode des invariants. Nous avons
pu obtenir I'expression exacte de l'invariant associé au champ scalaire réel dans
I'univers de de-Sitter et au champ scalaire complexe dans un champ électrique.
11 a été démontré que la densité des particules créées peut s’écrire en fonction de
la solution de I'équation d'Ermakov. A travers les résultats obtenus, nous avons
conclu que I'approche des invariants est équivalente a la méthode basée sur la
diagonalisation de I'Hamiltonien.
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Abstract

In this work, it was question of calculating the density of the particles created by
the expansion of the universe by using the method of the invariants. We were
able to obtain the exact expression of the invariant associated with the real scalar
field in the de-Sitter universe and a complex scalar field in an electric field. It
has been shown that the density of the created particles is written according to
the solution of the Ermakov equation. Through the results obtained, we
concluded that the invariant approach is equivalent to the Hamiltonian's
diagonalization method. :




