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Introduction générale

Introduction générale

Les robots manipulateurs sont destinés a effectuer des taches bien déterminées et de
manicre répétitive. Ils sont actuellement d’une trés large utilisation dans les
applications industrielles et spatiales, surtout dans les travaux dangereux, fastidieux et
monotones.

En 1979 Dinstitut américain de robotique a donné une définition pour un robot
manipulateur: “’Un manipulateur multi-fonctionnel reprogrammable concu pour
déplacer des matériaux, des pieces, des outils ou des appareils spécialisés et ceci a
travers des mouvements programmables et variés pour la performance d’une variété
de taches .

De nos jours la commande des robots manipulateurs constitue un des axes
prépondérants de la recherche en robotique. Cela est di aux difficultés posées par

ce genre de systémes, notamment :

= Les dynamiques hautement non linaires du robot et éventuellement des
actionneurs, incluant les effets inertiels, gravitationnels, centrifuges et de
Coriolis, ainsi que les fortement, jeux et flexibilités.
= L’existence de couplages entre les entrées et les sorties du system.
= Les parametres variant dans le temps, par exemple du fait du
changement de charge, de configuration, et de vitesse de mouvement .
En effet, la commande de ce type de systémes pose beaucoup de problémes aussi bien
en théorie qu’en pratique. Parce que ces systémes ne disposent pas d’outils et de
techniques généraux permettant de synthétiser leurs commandes. La commande des
robots manipulateurs a fait I'objet de nombreux travaux est devenue un domaine de
recherche trés important et tres vaste. Au cours de ces dernieres décennies, plusieurs
approches de commandes ont été établies. Parmi ces commandes, on trouve celles qui
ne sont pas basées sur le modele, a savoir, commande de type PD et PID. Pour ces
commandes le robot manipulateur est considéré comme un systeme linéaire et
chacune de ses liaisons est asservie de maniére classique indépendamment des autres.
D’autres commandes prennent en compte le modele dynamique du robot
manipulateur, a savoir, commande PD avec compensation de gravité, commande a

couple calcule et commande de slotine et li.

1



Introduction générale

La commande adaptative a étée étudiee afin de faire face aux incertitudes
paramétriques du modele physique du robot en ajustant en ligne les parametres de la
loi de commande. La propriété fondamentale exploitée dans 1’objectif d’adaptation
est la possibilité de reformuler le modele dynamique linéairement vis-a-vis de ses

parametres, pouvant ainsi étre estimés en ligne.

Les commandes citées précédemment nécessitent la connaissance des vitesses
articulaires. Malheureusement beaucoup de robots manipulateurs disponibles au
marché ne sont pas équipés par les capteurs de vitesses (tachymeétres), car les mesures
fournies par les tachymetres sont souvent contamineés par des bruits, ce qui peut
réduire les performances dynamiques du manipulateur. D’ou la nécessité d’utiliser un

observateur de vitesse qui estime les vitesses a partir de ses positions mesurées.

Dans ce travail, nous présentons un panorama des méthodes de commande pour les
robots manipulateur afin de les simulé sur un modele dynamique du robot pelican.
Ce mémoire articule autour de quatre chapitres :

e Dans premier chapitre on donnera quelques définitions et concepts de base,
une présentation des différents modeles utilisés pour décrire le mouvement des
articulations d’un bras manipulateur, ensuite on présentera la modélisation du
robot pelican.

e Dans le deuxiéme chapitre des lois de commande qui ne sont pas basées sur le
modele et celles a base du modele seront présentées.

e Le troisieme chapitre dédié a la commande adaptative de Slotine et Li.

e Danse le quatrieme chapitre concerne la commande a base d’observateur de

vitesse sera synthétisée et appliquée au robot Pelican.

Et enfin on terminera avec une conclusion générale.
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Chapitre 1

Définitions et modeélisation des robots manipulateurs

1. Introduction

La robotique est un domaine relativement jeune de la technologie moderne transcende les
frontiéres de I’ingénierie traditionnelle. Comprendre la complexité des robots et leurs
applications nécessite des connaissances en génie électrique, génie mécanique, systemes et
génie industriel, informatique, économie, et en mathématiques. De nouvelle disciplines de
I’ingénierie, tels que 1’ingénierie de fabrication, I’ingénierie d’applications et d’ingénierie des
connaissances ont vu le jour pour faire face a la complexité du domaine de la robotique et

I’automatisation industrielle.

En effet L’utilisation des robots est aujourd’hui couramment envisagée pour 1’automatisation
de nombreuses taches. Celles-ci sont particulierement diversifiees : le nettoyage, le transport
dans les ateliers automatisés, D’agriculture, 1’exploitation des mines, l’assistance aux

personnes handicapées et 1’exploration de milieux hostiles en sont quelques exemples.

Nous donnons dans ce chapitre, un certain nombre de définitions nécessaires pour décrire les
mécanismes et leurs caractéristiques. Nous discutons en suite les modeles de transformations
entre 1’espace cartésien et I’espaces articulaire, a savoir, le modele géométrique direct, le
modele géométrique inverse, le modele cinématique direct, le modéle cinématique inverse et

le modele dynamique. .

2. Caractéristiques d'un robot

Un robot doit étre choisi en fonction de I'application qu'on lui réserve. Voici quelques
paramétres a prendre en compte [1] :
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La charge maximale transportable (de quelques kilos a quelques tonnes), a déterminer
dans les conditions les plus défavorables.

L’architecture du systéme mécanique articulé, le choix est guidé par la tache a reéaliser.
Le volume de travail, définit comme I'ensemble des points atteignables par 1’organe
terminal (OT), tous les mouvements ne sont pas possibles en tout point du volume de
travail.

Le type du robot et la mission a effectuer.

La vitesse de déplacement.

La masse du robot.

Le codt du robot.

3. Classification des robots

Il y a différentes facons de classifier les robots. On peut, par exemple, différencier les robots

sur leur source d’énergie. On parlera des robots hydrauliques versus électriqueS ou encore

pneumatiques. D’autre fois, on distinguera des robots fixes versus des robots mobiles.

Mais souvent, on classe structurellement les robots en fonction des systemes de

cordonneées dans lesquels ils travaillent :

DS

» Cartésien : trois axes de translation.

R/
L X4

Cylindrique : deux axes de translation, un axe de rotation.

o

» Sphérique : un axe de translation, deux axes de rotation.

DS

» Articulé : trois axes de rotation.

Le systeme de coordonnées dans lequel il faut travailler dépend souvent de 1’application

a mettre en ceuvre. C’est ainsi qu’un robot cylindrique convient bien a une piece

d’estampage, tandis qu’un robot articulé pourra effectuer des soudures a divers endroits

invisible depuis la base du robot.

On rencontre dans la littérature anglo-saxonne une notation abrégée pour décrire le type

et le nombre d’articulation d’un robot, en désignant une translation (sliding) par la lettre S et

une rotation par la lettre R, un robot articulé se désignerait sous le signe « RRR », tandis

qu’un cylindre pourrait répondre a 1’appellation « SSR » [2][3]
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4. Robots Manipulateurs

Les robots manipulateurs sont composés de liaisons rigides interconnectées par le moyen
d’articulations, et un organe effecteur se trouvant a ’extrémité de la dernicre liaison. Le
mouvement de ces liaisons est assuré par des actionneurs et 1’état du manipulateur est donné
par des mesures issues des capteurs.

Le mouvement désiré du manipulateur est acheve en utilisant un systeme de contréle qui
fournit des commandes aux actionneurs des articulations dépendant sur la méthodologie de
commande implémentée.

La figure suivante illustre les différents éléments qui constituent un robot manipulateur :

Actionneur (moteur) Axe (articulation)

Corps (segment) Organe terminal
(outil)

Base (socle)

Figure 1.1 : Constitution d’un robot manipulateur

Sous le terme organe terminal, on regroupe tout dispositif destiné a manipuler des objets
(dispositifs de serrage, dispositifs magnétiques, a dépression, etc.), ou a les transformer
(outils, torche de soudage, pistolet de peinture, etc.). En d'autres termes, il s'agit d'une
interface permettant au robot d'interagir avec son environnement.

Le systeme mécanique articulé (SMA) est un mécanisme ayant une structure plus ou moins
proche de celle du bras humain. Il permet de remplacer, ou de prolonger, son action. Son role
est d'amener OT dans une situation (position et orientation) donnée, selon des caractéristiques
de vitesse et d'accélération données..

Ces différents éléments du robot manipulateur (RM) peuvent étre regroupés en quatre parties
principales comme indiqué sur la (Figure 1.2).
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informations proprioceptives

systéme mécanique

articulé (S.M.A.)

+ un organe terminal
(voire plusieurs)

actionneurs capteurs

< environnement
systéme de commande

et de traitement
de l'information - informations
extéroceptives

Figure 1.2 : Parties constituant un RM

5. Définitions Générales
5.1. Articulations

Une articulation lie deux corps successifs en limitant le nombre de degrés de I’un par rapport
a lautre. Soit m le nombre de degrés de liberté résultant ; encore appelé mobilité de
I’articulation. (0 <m <6 ). Lorsque m=1, le cas le plus fréquent en robotique, I’articulation

est soit rotative, soit prismatique.
5.2. Degré de liberté

Le degré de liberté d’un robot manipulateur est la somme des degrés de liberté de ses
articulations. Avec le degré de liberté d’une articulation est le nombre de mouvement du corps

qui est en aval par rapport au corps qui est en amont.
5.3. Espace articulaire

L’espace articulateur d’un robot est celui dans lequel est représentée la situation de tous ses
corps. La situation la plus simple consiste a utiliser les variables aux coordonnées articulaires.
Sa dimension N est égal au nombre des variables articulaires indépendantes et correspond au

nombre de degrés de liberté de la structure mécanique.
5.4. Espace opérationnel

L’espace opérationnel est celui dans lequel est représentée la situation de 1’organe terminal.

Sa dimension est égal au nombre des paramétres indépendants nécessaire pour décrire la

6
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dimension de 1’organe terminal dans I’espace. Dans I’espace tridimensionnel ce nombre est de
six (trois point pour placer un point du corps en un point quelconque de cet espace et trois

pour orienter ce corps de fagon quelconque) [3][4].
5.5. Redondance

Un robot est redondant lorsque le nombre de degrés de liberté de 1’organe terminal est

inférieur au nombre de degrés de liberté de I’espace articulaire.
5.6. Configuration singuliére

Pour tous les robots; qu’ils soient redondants ou non; il se peut que dans certaines
configurations dites singuliéres ; le nombre de degrés de liberté de I’organe terminal soit

inférieur a la dimension de I’espace opérationnel.

6. Modélisation des robots manipulateurs

6.1. Introduction

La conception et la commande des robots nécessitent le calcul de certains modeles
mathématiques, tels que, les modéles de transformation entre I'espace opérationnel (dans
lequel est definie la situation de l'organe terminal) et I'espace articulaire (dans lequel est
définie la configuration du robot). On distingue :

- les modéles géométriques direct et inverse qui expriment la situation de l'organe terminal en
fonction des variables articulaires du mécanisme et inversement.

- les modéles cinématiques direct et inverse qui expriment la vitesse de I'organe terminal en
fonction des vitesses articulaires et inversement.

— les modeles dynamiques, qui permettent d'établir les relations entre les couples ou forces
exercés par les actionneurs et les positions, vitesses et accélérations des articulations. Ce

modele définit les égquations du mouvement du robot.

6.2. Modélisation géométrique

Dans la modélisation géométrique on s’intéresse au mouvement sans tenir compte des forces
qui le provoque.

6.2.1. Modéle géometrique direct

Le modéle géométrique direct (MGD) est I'ensemble des relations qui permettent d'exprimer
la situation de l'organe terminal, c'est-a-dire les coordonnées opérationnelles du robot, en

fonction de ses coordonnées articulaires.
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Le modele geométrique direct du robot peut étre représenté par la relation

X =f(q) (1.1)
q : étant le vecteur des variables articulaires tel que
9= (9192 - qul"
Les coordonnées opérationnelles sont définies par :
X=[x1%5 o xpy]”
6.2.2. Modeéle géométrique inverse
Le modele géométrique inverse permet de déterminer le vecteur des variables articulaires a

partir du vecteur de coordonnées opérationnelles.
q=9X) (1.2)

6.3. Modélisation cinématique

Le modéle cinématique exprime les relations entre les vitesses articulaires de chaque joint et
les vitesses cartésiennes d’un point de la chaine cinématique ; généralement 1’organe
terminal ; on distingue :

6.3.1. Modeéle cinématique direct

Le modéle cinématique direct décrit les vitesses des coordonnées opérationnelles en fonction

des vitesses articulaires, Il est noté :
X=J(@q (1.3)

Ou J(q) désigne la matrice jacobienne de dimension (mxn) du bras manipulateur.

6.3.2. Modéle cinématique inverse

L'objectif du modele cinématique inverse est de calculer, a partir d'une configuration g
donnée, les vitesses articulaires ¢ qui assurent au repére terminal une vitesse opérationnelle X
imposée, il s’écrit donc :

q=J""(@X (1.4)

Le modele cinématique inverse (MCI) donne les vitesses articulaires (q) correspondants a
une vitesse désiré X de I’organe terminal. le modéle cinématique inverse s’obtient par la
solution d’un systeme d’équations linéaires soit analytiquement, soit numériquement, les

solutions analytiques diminuent le nombre d’opérations de fagcon remarquable par rapport au
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solutions numeériques, mais il faut traiter les cas singuliers seéparément. Les solutions

numeériques sont plus genérales, et traitent tous les cas de la méme fagon.

6.4. Modélisation dynamique

Le modéle dynamique joue un rdle important dans la conception et le fonctionnement des
robots. Pour la conception, le modéle dynamique inverse peut étre utilisé pour choisir les
actionneurs, alors que le modele dynamique direct est utilisé pour efféctuer des simulations,
afin de tester les performances du robot.

Plusieurs approches sont proposées pour obtenir le modéle dynamique des robots, les plus
utilisées sont la formulation de Newton-Euler et la formulation de Lagrange. L’approche de
Newton-Euler est basée sur 1’équilibre les forces et les moments qui agissent entre les
articulations. La formulation de Lagrange est une approche basée sur I"énergie. Pour le méme
manipulateur, les deux approches donnent les mémes équations du mouvement.

6.4.1 Modele dynamique inverse

Le modele dynamique inverse est utilisé pour calculer les couples actionneurs, qui sont
nécessaires pour réaliser un mouvement souhaité. En absence des frottements et d’autres

perturbations, le modéle dynamique général d’un robot manipulateur est donné par :

r=M(q)q +C(q,9)q +G(q) (1.5)

. Vecteur des variables articulaires de dimension (nx1).

=

q : Vecteur des vitesses articulaires de dimension (nx1).

Vecteur des accélérations de dimension (nx1).

Q.

7. Vecteur des couples appliquées aux articulations de dimension (nx1).
M (q) : Matrice d’inertie du robot de dimension (n xn) symétrique définie positive

C(q,q)q: Vecteur des forces de Coriolis et centrifuges de dimension (nx1).

G(q): Vecteur des forces de gravité de dimension (nx1).
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6.4.2 .Modele dynamique direct
Exprime la position, la vitesse et 1’accélération des articulations en fonction des couples
appliqués, il est obtenu par inversion du modeéle précédent.

7. Modélisation du robot pelican [5]

Ce prototype est un bras plan avec deux liaisons reliées par des articulations rotatives, c’est-
a-dire qu’il posséde deux segments. Les liaisons sont entrainées par deux moteurs électriques.
C’est un mécanisme a entrainement direct, c¢’est-a-dire les axes et les moteurs sont connectés
directement aux liaisons sans engrenages ni courroies, (robot experimental du laboratoire de
robotique. et de la recherche CICESE Mexique).
7.1. Description géométrique et dynamique du robot pelican [5]
Le bras manipulateur est constitué de deux segments rigides de longueurs I1 et 12, de masses
m1 et m2 respectivement. Le robot se déplace sur le plan x —y comme illustré dans la figure
(1.3). Les distances entres les axes de rotation et les centres de masse sont désignées par Icl
et Ic2 pour les segments 1 et 2, respectivement. Enfin, 11 et 12 sont les moments d’inertie
réelle du centre de masse de segment 1 et 2, respectivement. Le vecteur des positions
articulaires g est défini comme

q=1[0 ] (1.6)

Figure 1.3 : Schéma du robot Pelican a 2 segments
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Chapitre 1 Définitions et modélisation des robots manipulateurs

7.2. Parametres mesurés de robot pelican [7]

Les valeurs des parametres mesurés du robot pelican utilisés sont données dans le tableau
suivant :

Parametre Valeur
Masse de la liaison 1 ( m; ) 6.5225 kg
Masse de la liaison 2 ( m2) 2.0458 kg

Longueur de la liaison 1 (1) 0.26 m

Longueur de la liaison 2 (1) 0.26 m

La gravité (g)| 9.81 ms™

Distance vers le centre de 0.0983 m

masse de la lfaison 1{1:1)

Distance vers le centre de 0.0229 m

masse de la liaison 2(1.>)

Moment d'inertie du centre de | 0.1213 kg m~

masse mj (17)

Moment d‘inertie du centre de | 0.0116 kg m”

masse m2 (12)

Tableau 1.1 : paramétres du robot pelican

7.3. Formulation de Lagrange

Considérons le robot décrit dans la figure (1.3)

L’¢énergie cinétique k du bras est décrit par la somme :

k(a.q)=k1(q,9) + k2(q,4) (1.7)
Avec k4(q, q) et k,(q, ¢) sont les énergies cinétiques associées au centres de masses m et m,

respectivement.

Les cordonnées du centre de masse de la liaison 1 selon le plant (x — y):

x; = l¢ sin(qy) (1.8)
y1 = —l¢1 cos(qq) (1.9)
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Chapitre 1 Définitions et modélisation des robots manipulateurs

Le vecteur de vitesse v, de la méme liaison (1) est :

_ xl] _ [lcl COS(ql)‘h]
v=1|."|= . . 1.10
1 [3’1 le1 sin(qy) 44 ( )
Sachant que :
il = viv, = 1Z47 (1.11)

Donc 1’énergie cinétique correspondante a la ler liaison est obtenue par :
. 1 1, .
ki(q,q) = 5m1U1TU1 + Ellfﬁ

1 ) 1, .
= 5m1lg1CI% + 51161% (1.12)

Les cordonnées du centre de masse de la liaison 2 selon le plant (x — y):
x; = ly sin(qy) + lezsin(qy + q2) (1.13)

y2 = —l; cos(qy) — lpc0s(q; + q2) (1.14)

Le vecteur de vitesse v,de la méme liaison (2) est :

v = [xz] _ [l1 cos(q1)q; + lzc0s(qr + q2)[q: + q2] (1.15)
27 |y, l;sin(q1)q; + l2sin(qy + q2)[q1 + 2]

En utilisant les deux formules trigonométriques cos(8)? +sin(8)? = 1 et

sin(q,) sin(q; + q2) + cos(q,) cos(q; + q2) = cos(q,) on trouve :
V2117 = vy v, = 54F + 1&,[47 + 24142 + G3] + 21112[GF + 241G2]cos(q2) (1.16)
Ce qui implique

) 1 T 1 . .12
k,(q,q) = Emzvz Uy + 512[% + q,]

LGy + T2 5[07 + 2414, + ¢3)

+myly e [47 + 241G2]cos(qy)
1. .. )
1 [q1 + 4217 (1.17)
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Chapitre 1 Définitions et modélisation des robots manipulateurs

L’énergie potentielle U est donnée par :
U(q) = U1(q) + U2(q) (1.18)

Avec U;(q) et U,(q) sont les énergies potentielles associées aux masses m,et m,
respectivement.

Si I’énergie potentielle est égale a zéro lorsque y = 0 alors :
U,(q) = —mylcy g cos(qy) (1.19)
Uy(q) = —myly g cos(qy) — myle; g cos(qy + qz). (1.20)

Le lagrangien est donné par :
£0.9) = k(0.9 - U(@)
= k1(q,9) + k2(q,9) — U1(q) — U2(q)
= ~[my 12+ myl2162 + 2myler* (62 + 2614, + 3]
+malilep[df + 41d2]cos(qz)
+[myl.; + —myli]gcos(qq)
+maygle; cos(qy + q2)
+2 1,63 + 1[G + g2]% (1.21)

Donc le modele dynamique du bras est obtenu en appliquant I’équation de Lagrange suivante

d [of Of .
E[a_qi] i 7; avec =12 (1.22)

D’ou le modéle dynamique est donné par :

= [m1lg1 + mzl% + mzlgz + 2mylyle; cos(qy) + 1 + 1,]Gy
+[mylZ, + mylyle, cos(qy) + 14,
-2mylyle; sin(qy) G1G2-maly L, sin(q,) q%

+[myl.y + myli]g sin(qy)+m,gl.; sin(q; + q2) (1.23)
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7, = [myle, + mylyle, cos(qy) + ]G+ [mylZ;, + 1,14,
+my,lyle, sin(qy) 45

+mygle, sin(qy + q3) (1.24)

La dynamique sous forme compacte est donnée par

LA o P e L e 029
M(q) C(q,9) G(q)
Avec
My11(q) =mylZ; + mylf + myle, + 2mylilp cos(qy) + I + 1
Mi12(q) = Mp1(q)=mylg; + mylilep cos(qy) + 1
M2 (@)= myle, + I
C11(q; 4 )= —=malilc; sin(qz) 4,
C12(q;q) = —myliley sin(qz) [41 42]
C21(q; 9 ) = Malylea sin(qz) 4
C22(q:q) =0
91(@)= [myley +mali]g sin(q) + magles sin(qy + q2)
92(q) = mygle, sin(qy + qz).
Les équations de la dynamique sous forme d’état :
i &
ala| = az (1.26)

i, M)~ [«(t) = C(q,9)q — G(q)]

8. Propriété structurelles du modele dynamique [5]

Dans ce paragraphe, nous présentons les propriétés des différents termes constituant
I’équation du modele dynamique (1.5) d’un robot manipulateur. Ces propriétés peuvent étre

exploitées pour I’analyse du comportement du systeéme et la synthése de commande.
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Propriété 1
M (q) est une matrice symétrique, définie positive, et bornée comme suit :

0 <My < IM(@Il < My (1.27)

Avec M,, et M,,, sont des constantes positives.

Propriété 2

La matrice M(q) — 2C(q, §) est une matrice anti-symétrique, c'est-a-dire :

L1 - RE )
q" [;M(q) —C(q, q)] q=0 V qgq€eR" (1.28)
Propriété 3
C(q,x)y=C(q,y)x V x,y €ER" (1.29)
C(q,z+x x)y = C(q,2)y+x C(q,x)y (1.30)
Propriété 4

La norme de la matrice spécifiant 1’effet de centrifuge et de Coriolis C(q, ¢) est bornée

comme suit

IC(q, DIl < Crllgll (1.31)
C,, est une constante positive.

Propriété 5
La norme du vecteur des forces de la gravité est bornée comme suit

G < gm (1.32)

Ou g,, est constante.
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Chapitre 1 Définitions et modélisation des robots manipulateurs

9. Conclusion

Nous avons donné dans ce chapitre quelques définitions de concernant la robotique et plus
particulierement le domaine de la modéelisation des robots manipulateurs. Nous avons
présenté, également, les notations et les outils mathématiques mis en ceuvre pour cette
modélisation.

A la fin de ce chapitre, nous nous avons modélisé le robot pelican et nous avons présenté les
propriétés structurelle du modele dynamique. « le robot pelican sera utilisé pour tester les

commandes des chapitres suivants ».

16



Chapitre 2 Commandes des robots manipulateurs

Chapitre 2

Commandes des robots manipulateurs

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous discutons brievement des différentes techniques de commande des
bras manipulateurs dans 1’espace libre rapportées dans la littérature, ensuite nous présentons
la commande décentralisée PD et PID, la commande PD avec compensation de gravité,
commande a couple calcule et commande de Slotine et li. Pour tester I’efficacité de ces
commandes, nous les appliquons sur le robot pelican.

2. Commande des bras manipulateurs
Différentes techniques sont utilisées pour la commande des bras manipulateurs [6][7].
2.1. Commande par articulation

Cette technique est utilisée par des robots manipulateurs qui utilisent des servomoteurs avec
de forts rapports de réduction. Lorsque le systeme présente un comportement linéaire,
I’asservissement du mouvement peut é&tre réalisé par des techniques classiques de

commande[14].
2.2. Commande jacobienne

Cette technique est utilisée depuis les travaux de Whitney et elle est appelée et elle est
appelée ainsi car elle utilise la matrice jacobienne inverse du bras manipulateur pour calculer
les vitesses de consigne nécessaires aux articulations. Elle est aussi connue sous le nom de
commande a mouvement résolu. Les approches les plus courantes sont de type : mouvement a
vitesse résolu, mouvement a accélération résolu et mouvement a force résolu.
Son principal inconvénient est 1’utilisation de I’inverse de la matrice jacobienne, qui peut

devenir singuliére dans certaines conditions [15].
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Chapitre 2 Commandes des robots manipulateurs

2.3. Commande par découplage non linéaire

Cette technique est aussi connue sous les noms de commande dynamique ou commande par
couple calculé. Lorsque I’application exige des évolutions rapides avec des contraintes
dynamiques, la commande doit prendre en compte les forces d’interaction. Ce type de
technique considére 1’ensemble des articulations et, pour les découpler, utilise la théorie du
découplage non linéaire. Cette théorie utilise le modele dynamique du robot pour le calcul de
la loi de commande, ce qui conduit a des lois de commande centralisées non linéaires. Des
signaux d’anticipation peuvent étre utilisés pour minimiser des effets non linéaires ..

2.4. Commande adaptative

Ce type de techniques vise a corriger les déficiences de la commande par découplage non
linéaire, comme la connaissance approximative des parametres du modele du robot ou pour
s’adapter aux différentes conditions opératoires. Ce type de schémas cherche a estimer ou

ajuster en ligne les valeurs des parametres utilisées dans le calcul de la loi de commande. Un
des travaux les plus intéressants sur ce sujet est la commande proposée par Slotine et li
appelée commande de Slotine-Li [10].

2.5. Commande fondée sur une fonction de Lyapunov [16]

Des méthodes basées sur une fonction de Lyapunov ont été utilisées pour la commande des
bras manipulateurs de facon satisfaisante pour des taches de suivi. Particuliérement lorsqu’on
cherche a garantir la convergence asymptotique et non a linéariser le systeme ou a obtenir le
découplage.

2.6. Commande passive [17]

Cette technique considere le robot comme un systéme passif, c’est a dire un systéme qui

dissipe de I’énergie. De telles lois de commande permettent de modifier 1’énergie naturelle du
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robot pour qu’il réalise la tache. En utilisant le formalisme de Hamilton, la commande
cherche a minimiser 1’énergie du systéme en utilisant un bloc non linéaire passif dans la
boucle de retour. La commande passive tend a étre plus robuste que le découplage non

linéaire, lorsque la technique ne recherche pas a annuler les non linéarités .
2.7. Commande prédictive [18]

Ce type de commande, en utilisant le modéle du systéme et les consignes, est capable de
prédire son évolution, de telle mani¢re qu’il est capable d’agir en fonction de I’erreur de
prédiction. Un grand avantage de ce type d’approche est 1ié au fait que I’erreur de prédiction

n’est pas contaminé par les bruits de mesure mais la dépendance au modele reste forte.

2.8. Commande robuste [19]

Dans le cas de parameétres fixes, il est connu que la technique de découplage non linéaire peut
devenir instable en présence d’incertitudes. Si les paramétres du modéle ne sont pas connus de
fagon précise et si I’incertitude sur les paramétres admet des bornes connus, alors les
techniques de commande robuste peuvent étre utilisées.

2.9. Commande optimale

Pour réaliser une tache, il peut exister un grand nombre de solutions. Dans ce cas, il peut étre
souhaitable de choisir une solution qui satisfasse un certain critere. La littérature présente

différents types de criteres pour la commande optimale : la commande en temps minimal, du
domaine des neurosciences la minimisation du jerk pour maximiser la souplesse du
mouvement, entre autres.

3. Lois de commande qui ne sont pas basées sur le modeéle

On s’intéresse dans cette partie a la régulation [5] [8] [9].

3. 1. Loi de commande de type PD

La commande de type PD est une extension de la commande proportionnelle avec boucle de
vitesse.

L’objectif de la régulation est de maintenir la position de la variable articulaire g du robot
constante autour d’une position désirée, constante, notée q,.

La loi de commande proportionnelle dérivée (PD) s’écrit :
t=ky(qa — q) + ka(4a — @) (2.1)
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Soient: §=q — qq l’erreur de position, G=¢g — g, l'erreur de vitesse et § = § — iy
I’erreur d’accélération, nous avons §=q et § = § puisque gz = 0 , k, , kq € R™™ sont des
matrices de gains de retour symétriques définies positives. Une telle commande est réalisée
selon le schéma de la figure (2.1), I'application de cette loi de commande sur la dynamique

du robot (équation 1.5) nous permet d'obtenir la dynamique du systéme en boucle fermée

suivante:

M(q)q + C(q,q)q + kpd + ke + G(q) =0 (2.2)

D’ou I’expression de I'erreur d’accélération articulaire :

q=-M@™(C(q DT +kpd + kad + G(@)) (2.3)
“Tm o & oM o Robor ‘
N NP .
_ ry _‘l q
5 e

Figure 2.1 : Schéma Bloc de la commande type PD.

Les points d’équilibres du systeme en boucle fermée sont définis par I’ensemble :

$={(4,q):kp@ + G(@ + qa) = 0, = 0} (2.4)

La stabilité du systéme bouclé est démontrée au sens de Lyaponov. En prenant pour cela la

fonction candidate suivante :
~ A 1. 2 1. ~
V(G,4) =53"M(@§ +53 kG + U(q) + Up (2.5)

ou U(q) et U, représentent respectivement 1’énergie potentielle et une constante positive
choisie pour que la fonction V soit définie positive.

La dérivée par rapport au temps de la relation (2.5) est :
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V(G.§) = §"M@F +5"M@F +§ kG + U(q)  (26)

Par le remplacement de M (q)g obtenue de la relation (2.2) dans (2.6) et en exploitant la

propriété (2) nous trouvons :
V(3,d) =—-q"kad @.7)

qui est une fonction semi-définie négative, alors le point d’équilibre (§,§) = (0,0) est stable
au sens de Layaponov. Mais la négativité de la relation (2.7) assure uniquement la
convergence de 1’état § & 0 (zéro). Pour compléter 1’analyse de la stabilité on peut appliquer le
théoréme de LaSalle et montrer que les états du systéme convergeront vers I’ensemble S
(équation (2.4)) dans un temps fini.

Nous avons V (g, §) = 0 seulement pour § = 0 (¢ = 0), alors par le remplacement de cette

derniere dans la dynamique de la boucle fermée (2.2), nous avons :

ky,g+G(q) =0 (2.8)
D’ou
qd=Ky,'G(q) (2.9)
Alors :
gl < ||k NG @I < gml| K| (2.10)

ol g, est une borne supérieur du vecteur de gravité donnée dans la propriété 5 (chapitre 1).
Donc nous concluons que le systéme converge localement vers I’ensemble S et que la

précision du systeme dépend de la matrice du gain k,,.
En outre, si k,, et k; sont des matrices définies positives alors toutes les solutions
(c“j, c“j) convergent asymptotiquement globalement (sik,, est grand) ou localement (sik,, est

petit) a I’ensemble des points d’équilibre S.

3.2. Loi de commande de type PID
Pour reésoudre le probléme des hauts gains de la commande PD, la commande PID peut étre

utilisée, Pour cela, I’action intégrale peut donc étre soit ajoutée a la commande PD pour agir
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sur les forces de gravité qui peuvent étre considérées, dans certaines mesures, comme des
perturbations constantes. Cela méne & une commande d’une structure Proportionnelle,
Intégrale et Dérivée (PID).

La loi de commande PID a la forme suivante (figure 2.2) :

t=kp(qa— @) + ka(qa — ¢) + k; fot(Qd —q)dt (2.11)

+ v
+ * q

Figure 2.2 : Schéma Bloc de la commande type PID.

Nous décrivons la dynamique du robot (1.5) sous la forme d'espace d'état,

Avec x; =q, x, = ¢xT = (xf,xI) comme:

xX; = X
) _ ) 2.12
U 2 M CCn st — Gr) + 4 (2.12)
et les erreurs du vecteur d'état sont définies comme :
{fl = xl - xdl (2 13)
iz = XZ '

ou, x4, dénote le vecteur des positions désirées g,.nous introduisons l'intégrale de I'erreur de

position plus la composante —G (x4;), comme un troisiéme état :

%3 = [} %dr— G(xa1) (2.14)
Le remplacement de la commande (3.10) dans (3.11) donne :
77.1 =X
X, = M(xl)_l[—C(xl,x'z)xz —G(x1) — kp% — ka¥y — k(X5 + Gxdl)] (2.15)
X3 = X1

Pour étudier la stabilité locale de I'équation d'erreur précitée du systéme, nous considérons

une approximation de sa tangente linéaire autour de I’origine,

=A%+ 0(%) (2.16)
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avec:

0 I 0 %
I 0 0 X3

ou O (X) décrit les termes d'ordre supérieur du développement de Taylor.

pour la dynamique du robot, 0 (%) satisfait : [|0(®)|| < Cy|lx]1? [9].

Les matrices A, et B, sont données par :

oM~ 1G _
Ay = |xy =x41, Bo = M(x41) ! (2.18)

axl

Si les gains k,, kget k;sont choisis pour rendre le systéeme autonome linéaire
asymptotiquement stable, les états du systéme en boucle fermée (2.15) tendent vers zéro.
Donc x; — 0, I'erreur d'état stable peut étre nulle en I'absence des perturbations.

Si A est une matrice stable, nous pouvons alors définir I'équation de Lyapunov V comme :

V = %TPx (2.19)

ol P est une matrice symétrique définie positive satisfaisant la condition: PA + ATP = —(Q,

pour Q@ > 0. Alors nous obtenons :

V=—xTQx% + 2xTP, (%) (2.20)
< —AminQUE|* + 2Co Py |1 %I (2.21)
< —lIZ11? (AminQ@ — 2CoPolIXII) (3.22)

avec C, est une constante positive et P, est une borne supérieure pour la norme de P. Au
voisinage de 1’origine, le terme carré négatif domine le terme cubique positif. Le point
d’équilibre est donc localement stable au sens de Lyaponov. Il est maintenant simple a
prouver en se basant sur le théoréme des ensembles invariants que le vecteur de I’erreur
converge Vvers z&ro.

3.3. Résultats de simulation

Les simulations qu’on a fait pour les deux loi de commande sur le modele dynamique du
400 O

robot pelican ont été faites avec les parametres suivants : K, = [ 0 20/

Ka= [0.%09 0.(?03]Et Ki

période d’échantillonnageAt = 0.01 sec, le temps de simulation = 3sec.

1010 0
- [ 0 800]"11d(t) = g,4(t) = 1.57 rad
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Figure 2.3 : trajectoire de position pour la loi de commande PD

qld-ql { i i { q2d-gq2 {-
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g(rad)
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Figure 2.4 : erreurs de position pour la loi de commande PD

Interprétation des resultats

La figure (2.3) montre les tajectoires réelles et désirées des deux articulations du robot
Pelican. D’aprés les figures, On constate qu’il y une poursuite acceptable de trajectoire pour

les deux articulations.

La figure (2.4) montre les erreurs de poursuite de trajectoire pour les deux articulations, il est

claire que ces erreurs reste dans un intervalle acceptable.
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Figure 2.5 : trajectoires de position pour la loi de commande PID
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Figure 2.6 : Les erreurs de position pour la loi de commande PID

Interprétation des resultats
Les trajectoires réelles et désirées des deux articulations sont données par la figure (2.5).
On constate qu’il y une bonne poursuite de trajectoire pour les deux articulations.

La figure (2.6) montre les erreurs de poursuite de trajectoire pour les deux articulations, il est

claire que ces erreurs reste dans un intervalle acceptable.
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Si on fait une comparaison entre les résultats de PD et PID, On constate que les résultats de

PID sont meilleurs que PD.

Mais pour les deux approches, les erreurs ne sont pas nulles parce que, nous avons négligé le
couplage entre les articulations, donc nous avons enlevé une partie importante de la

dynamique du robot.

4. Lois de commande a base du modele

4. 1. Loi de commande de type PD avec compensation de I’effet de gravite [5][10][11]

La dynamique du systéme n'est pas utilisée dans I’application de loi de commande de type
PD, donc les non linéarités du systéme du robot ne sont pas compensées. Alors, l'insertion
de quelques termes dynamiques non linéaires dans la commande PD va probablement donner
de bons résultats. En effet, la compensation de la gravité agit comme un correcteur qui
compense seulement I’ensemble des forces qui crée le dépassement et le comportement
transitoire asymétrique du systeme.

Pour profiter de ces avantages, la commande PD est remplacée par une commande PD plus le
terme des forces de gravité.

L’objectif de cette loi de commande est de maintenir les positions articulaires du robot
manipulateur autour d’une valeur désirée constanteq,, pour cette méthode de commande, le

couple 7 appliqué aux actionneurs est donné par:

r=G(q) + kpG + kq{ (2.23)

La loi de commande est composée par un terme de compensation de la gravite.
En insérant la loi de commande dans le modéle du robot, nous obtenons la dynamique du
systeme en boucle fermee (figure 2.7) :

M(q)4 +C(q,q)q + G(q) = G(@Q)—kpq — kqq (2.24)
ou encore ;
M(q)g+C(q,q)q+kaq +k,g =0 (2.25)

D’ou I’expression de I’accélération articulaire :

d=-M(@'(C(q,9q +kpq + kaq) (2.26)
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G(@

Robot

Figure 2.7 : Schéma de la commande PD avec compensation de 1’effet de gravité.
Pour montrer la stabilité du systeme en boucle fermée, on utilise une fonction de

Lyapunov définie positive suivante :

V(@ d) =4"M(@)q + 7 kyq (2.27)
En dérivant V' par rapport au temps
S o~ . . 1.7, . . ~
V(4@ =q"M@d+54"M(@)q + 4 kg (2.28)

En substituant la relation de I’accélération articulaire (2.26) dans (2.28), nous obtenons :
e~ . .1, . . .
V(4,9 = —4"kaq*59"(M(q) — 2C(q,4))q (2.29)

Suivant la propriété 2, (2.28) devient :
V(G4 =-q"kag <0 (2.30)

L>étatx = [g7, ¢T]" du systéme en boucle fermée est borné.

On considere alors une trajectoire(q(t), q(t)) contenu dans I’ensemble :

Z={q,9|V(g g = 0} (2.31)
d’apres 1’équation (2.26), nous avons forcément § = 0 d’ou q = qg.

la seule trajectoire contenue dans Z est le point d’équilibre du robot manipulateur.et d’apres

le théoréme de Lassalle, le point d’équilibre (g, q) = (g4, 0)est asymptotiquement stable.
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4.1.1 Résultats de simulation

Dans ce cas, nous avons choisi : K, = [480 200], K, = [0-%04

0.(?04]

Avec la période d’échantillonnageAt = 0.01 sec , et le temps de simulation = 3sec

ql
1.4 qld A

q(rad)
o
[00)
T
q(rad)

o) r e E 02" e e E
(0] 1 2 3 o 1 2 3

temps(s) temps(s)

Figure 2.8 : trajectoires de position pour la loi de commande PD avec compensation de gravité

qzl_d—ql ’— q2d-g2 (

temps(s) temps(s)
Figure 2.9: erreurs de position pour la loi de commande PD avec compensation de gravité

Interprétations des résultats

La figure (2.8) montre les tajectoires réelles et désirées des deux articulations du robot
Pelican. D’apres les figures, On constate qu’il y une bonne poursuite acceptable de trajectoire
pour les deux articulations. La figure (2.9) montre les erreurs de poursuite de trajectoire pour

les deux articulations, il est claire que ces erreurs reste dans un intervalle acceptable.
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Si on fait une comparaison entre les résultats de PD, PID et PD avec compensation de 1’effet
de gravité On constate que les résultats de PD avec compensation de ’effet de gravité sont
meilleurs que les résultats de PD et PID, et cela revient a I’insertion d’une partie de la

dynamique du robot.

4.2. Commande a Couple Calculé [5][9]

La commande a couple calculé ou computed torque a été développée au debut des années 70,
dite aussi linéarisante puisqu’elle est considérée comme une application spéciale de la
linéarisation en boucle fermée des systémes non linéaires. Elle repose sur I’idée de
I’annulation des termes non-linéaires de chaque axe .Son utilisation pour les robots
manipulateurs dépond de I’inversion de quelques termes du modele dynamique du robot.

4.2.1. Loi de commande

Pour linéairiser et découpler chaque segment du robot, la commande est donnée comme suit :
r=M(q)%+tC(q, 9)q +G(q)
(2.32)
En appliquant cette loi de commande au modéle dynamique du robot donné par 1’équation
(1.5), nous aurons I’équation en boucle fermée suivante :
M(q)(G— %) =0
(2.33)
Puisque la matrice M(q) est réguliére (inversible), nous obtenons "n" systémes linéaires
découplés :
qd=1 (2.34)
ouryest un terme auxiliaire de la commande & designer. Le choix typique de zyest une
commande Proportionnelle Dérivée (figure 2.10) est exprimée ainsi :
70 =kp(qa —q) + ka(qa — q) + Gq
(2.35)
Par le remplacement de (2.35) dans (2.34), nous obtenons I’équation d’erreur suivante :

q) + kaG(t) + k,g(©) = 0 (2.36)

Ou (2.36) est une équation d’erreur dynamique du second ordre, et puisque kqet ky,sont des
matrices diagonales définies positives appartenant aR™ ™, le systeme est parfaitement

découplé.
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—— (st -~

- (T - =T j a
b3 Mg P2 ROBOT :
qa ' __x\\ Miq) | ) -0 =

Lr S

T

Ha iy

Figure 2.10 : Schéma synoptique de la commande a couple calculé.

L'équation d'erreur (2.36) est asymptotiquement stable par un choix convenable des matrices

des gainsk,etk,.Pour le prouver, nous pouvons écrire I’équation d’erreur sous la forme

d’espace d’état, avec x = (§7; ¢7)T :
. 0 1
X = [_ _kd] x = Ax (2.37)

A est une matrice stable puisque les matrices kyet kgsont définies positives. Donc nous
pouvons trouver, pour une matriceQ > 0 une matrice P symétrique définie positive
satisfaisant :
P=PT >0

PATP + PA = —Q (2.38)

pour démontrer que le point d’équilibre x = 0 est stable, nous choisissons la fonction

candidate de Lyapunov comme suit :
V(x) = xTPx (2.39)
qui est définie positive. La dérivée par rapport au temps de V (x) est :
V(x) = xTPx + xTPx (2.40)

le remplacement de x par Ax, nous obtenons :

V(x)=xTATPx + xTPAx (3.41)
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ce qui implique :

V(x) =xT(ATP + PA)x (3.42)
La substitution (2. 38) dans (2.42), donne :
V(x) = —xTQx (2.43)

Qui est une fonction définie négative, ce qui implique que le point d’equilibre

(4,4) = (0,0) est asymptotiquement stable.

4.2.2 Résultats de simulation

Dans ce cas, nous avons choisi : K, = [130 120] etKy = [200 200]

Avec la période d’échantillonnageAt = 0.01 sec, et le temps de simulation = 3sec .

poursuites de position

3.5 e 1.6 ¢
X ql qz2
) 1d L N
sl a 1.4 a2d
|
1.2+ -
2.5 -
\ 1) i
2| - \
k=) ‘ 8 o.sH i
= 1.5 \ = |
’ ‘ 0.6 ﬂ -
| \
1k - |
k 0.4 .
‘\1 K\
0.5 - \\ 7 0.2 \ 7
o - - L ok- - - L
o 1 2 3 o 1 2 3

temps(s) temps(s)

Figure 2.11 : Les poursuites de trajectoire de position pour la loi de commande Couple
Calculé

erreurs de poursuite de position
0.5 ¢ 3 £ 0.2 ¢
qld-gql ( (

q2d-g2 ( I

e(rad)
g(rad)

r e E E e e E
1 2 3 (o] 1 2 3
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Figure 2.12 : Les erreurs de poursuite de position pour la loi de commande Couple Calculé
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Vvitesses(premiére et deuxiéme articulation)
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Figure 2.13 : Les poursuites de trajectoire de vitesse pour la loi de commande a Couple Calculé
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Figure 2.14 : Les erreurs de poursuite de vitesse pour la loi de commande a Couple Calculé

couple 1 et 2
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couple2
o
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Figure 2.15 : Les couples appliqué aux articulations pour la loi de commande Couple Calculé
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Interprétation des résultats

La figure (2.11) montre les trajectoires réelles et désirées des deux articulations du robot
Pelican. D’apres les figures, on constate qu’il y une bonne poursuite de trajectoire pour les

deux articulations.

La figure (2.12) montre les erreurs de poursuite de trajectoire pour les deux articulations, il est

claire que ces erreurs sont bonne

Les figure (2.13) montre les vitesses réelles et desirées des deux articulations du robot, on

remarque qu’il y une bonne poursuite de trajectoire de vitesse pour les deux articulations.

Les valeurs des couples appliqués aux deux articulations présentés sur la figure (2.15) sont

acceptables.

Les résultats présentés sur les figues (2.11) jusqu’a (2.15) montrent I’efficacité de la

commande a Couple Calculé sur le robot manipulateur pelican.

4. 3 .Commande PD avec compensation (Slotine et Li)[5]

C’est une technique tres connu dans le milieu scientifique depuis 1987, portant le nom de ses
créateurs, le contr6leur de Slotine et Li peut s’exprimer au moyen de la loi de commande
suivante :

r=M(q)(§a + AG)+C(q, @) (qa + AG)*+G(q) + ka§ + kp (2.44)
avec .

A=ky 'k,

Q‘ d

rli d

qa

Figure 2.16 : Schéma bloc de la commande PD avec compensation

33



Chapitre 2 Commandes des robots manipulateurs

de (1.5) et (2.44), On obtient

M(Q)(d + AD+C(q, ) (§ + AG) = —ka§ — kp
(2.45)

il est claire que

q =M@ (—C(q.0)G + 49) — kg — kpq) — AG (2.46)

(2.46) peut étre s’écrire sous forme matricielle comme :

afd]_ K . .
at [6"1'] [M(q)‘l(—C(q, QG+ Aq) — kqaq — kp,qG) — AG

Cette équation différentielle est non autonome et le point d’origine [qT, ﬁT]T = 0 estun

(2.47)

point d’équilibre.

Preuve de stabilité soit la fonction de Lyapunov suivante

. ~ T T T
~ &y 1 q ka+/1 M(qd )A A M(qd Q) q
V(t.q,q) = H l M, - ) Mg, - [ ] (2.48)
d’ou,
V(t,,8) =[G+ A7) M@[G+ 7] + 3 kyq (2.49)
ou encore

R [

BTAB
BT AB est définie positif [A8]
il est claire que
V(t,3,4) 25 ZmnBTABY|[1G]]" + 111?] (251)
et
V(6,8,8) < 2 dmarMH + A2 + Ao} (252)

par conséquent V (¢, §, §) est décroissante.

En dérivant V , on trouve

V(t,q,§) = [§ + 45] M(Q[§ + 4§] + % 6 + 4d] 11(@)[§ + 4] + 27k, (2.53)
de (2.45), (2.53) et la priorité 2, on obtient
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y ~ A~ A ~ T A ~ ~ A
V(t,q,§) = -G + A3] Ku|G + 13] + 24"k, q (2.54)
avec: ky, = 4K,
ce qui nous donne :
V(t.4,9) = -G"kad — G A"KyAG (2.55)
d’ou:
~_T ~
o A q [ATk,4 07[4
V(e q, =—L][ d ]L] 2.56
ead) =[] |7 " Kl (256)

c¢’est une fonction définie négative, donc le systéme est asymptotiqguement globalement stable.
4.3.1 Résultat de simulation

Dans ce cas, nous avons choisi : K, = [705 705] et Kgq = [3(')5 305]

Avec la période d’échantillonnage At = 0.01 sec, et le temps de simulation t = 3sec .

poursuites de position

3.5 = T r 1.6 =
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Figure 2.17 : Les poursuites de trajectoire de position pour la loi de commande de Slotine et Li
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erreurs de poursuite de position
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Figure 2.18 : Les erreurs de poursuite de position pour la loi de commande de Slotine et Li
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Figure 2.19 : Les poursuites de trajectoire de vitesse pour la loi de commande Slotine et Li
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erreurs de vitesse

Commandes des robots manipulateurs
————————————————————————————————————————————————
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Figure 2.20 : Les erreurs de poursuite de vitesse pour la loi de commande Slotine et Li
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Figure 2.21 : Les couples appliqué aux articulations pour la loi de commande Slotine et Li

Interpreétation des résultats

Les résultats de simulation obtenus montrent clairement les performances de la commande.
Nous voyons que les positions articulaires suivent les positions désirées, et que les erreurs de

poursuite de trajectoires tendent vers z€éros.

Nous remarguons aussi que les commandes sont acceptables.

37



Chapitre 2 Commandes des robots manipulateurs

5. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté les lois de commandes qui ne sont pas basées sur le
modele et celles qui sont basées sur le modele du robot. Pour les approches qui ne sont pas
basées sur le modeéle, nous avons présenté la commande PD et PID.

Pour les commandes a base du modele, nous avons synthétisé la commande PD avec
compensation de gravité, la commande a couple calculé et la commande de Stoline et li ; nous
avons fait des tests de simulations de ces lois de commandes sur le modéle dynamique du
robot manipulateur rigide pelican. Les commandes étudiées dans ce chapitre ne sont efficaces
que dans le cas ou, les parametres du systeme a commander (robot) sont bien définis.

Dans le prochain chapitre nous allons présenter une loi de commande adaptative qui prend en
considération les variations des paramétres, cette loi de Commande est congue a partir de la

loi de commande de Slotine et Li.
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Chapitre 3

Commande Adaptative Des Robots Manipulateurs

Rigides

1. Introduction

Le modéle des robots manipulateur contient des parameétres dépendants de leurs
caractéristiques mécaniques, cependant ces parametres peuvent étre incertains, ¢’est - a —dire,
que leur valeurs numériques ne sont connues qu’avec une trés grandes incertitude, ces
paramétres incertains sont habituellement associes a des caractéristiques du robot comme
I’inertie et les distances aux centres des masse. A cause de la grande variété d’applications
pour les robots manipulateurs, ceux-ci représentent un terrain fertile pour la formulation de

divers problémes de commande.

2. Paramétrage du modele dynamique

Le modéle dynamique (1.5) peut s’écrire comme suit :

r=M(q,0)j + C(q,w,0)q+g(q,0) (3.1)

avec @€ R™ est le vecteur des parametres inconnus du robot.
siu=¢§¢,v=w=gqget u,v,w € R" le modéle dynamique d’un robot de n degrés de liberté

s’écrit :

M(q, Ou+ C(q,w, v+ g(q, 0) = dq,u,v,w)0+ x(q,u,v,w) (3.2)
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avec:
x(q,u,v,w) : vecteur de dimension (n x 1)
@(q,u, v,w) : matrice de dimension (n X m)

Donc la paramétrisation pourra s’exprimer comme suit :

M(q! H)u + C(q! w, H)U + g(q’ H) = @(CI» uv, W)H-I_ MO(q)u + CO(CI’W)U + gO(q) (33)

Ou on peut identifier :

K(q' uv, W) = MO(q)u + Co(q; W)'U + gO(q) (34)

Les matrices,M,,C, et le vecteur g, présentent les parties des matrices, et du vecteur de

gravité, qui ne dépendent pas du vecteur de parameétres dynamiques respectivement
3. Linéarité par rapport aux paramétres dynamiques

Une des caractéristiques des robots manipulateurs, qui s’avére vitale, pour la synthése des
controleurs adaptatifs, est que : leurs modeles dynamiques peuvent s’exprimer en termes
linéaires d’un ensemble de parameétres correctement choisis appelés parametres dynamiques.
Les parametres dynamiques dépendent des masses, inerties et positions des centres de masse

de chaque membre de la chaine cinématique et de 1’objet manipulé par le robot.

Il sera toujours possible de choisir un vecteur de parametres dynamiques & pour satisfaire
(3.2) avec «(q,u,v,w) =0 € R"

L’équation (3.1) peut réécrire a la forme simplifiée :

Y(q,q,4)0=M(q,0) + C(qw, v + g(q, ) (3.5)
Ou:

Y(q,4,§) = @(q,4,q,q) est une matrice de dimension( n X m )et @ est un vecteur de
dimension( m x 1 )qui contient m constantes qui dépendent des paramétres dynamiques. La
constante n est le nombre de degreés de liberté du robot et m dépend du choix des parametres

dynamiques du robot.
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4. Commande adaptative
Ce type de technique vise a corriger les déficiences de la commande par découplage
non linéaire comme la connaissance approximative des parametres du modéle du robot ou
pour s’adapter aux différentes conditions opératoires. Ce type de schéma cherche a estimer ou
a ajuster en ligne les valeurs des parametres utilisés dans le calcul de la loi de commande. A
partir de I’équation dynamique (3.3) le contrdleur adaptatif est formé de deux parties [5] [12]:
- Laloi de commande du contrdleur,
- Laloi d’adaptation.

Loi de control sous forme générique

t=1(9,4, 94, 4a, Ga) + M(q,0)u + C(q,w,0)v + g(q,0) (3.6)

Ou: & vecteur de paramétres adaptative, la loi d’adaptation permet de déterminerf(t), et en

général, elle peut s’exprimer comme une équation différentielle en & € R™ :

0(t) = I'f, w(s, 4,44, qa, da, a)ds + 8(0) 3.7)

Ce qui nous donne:

0(6) = I'v(q,4,4, 94, 4ar Ga) (3.8)

avec :I'= IT € R™™ gain d’adaptation diagonale et définie positive et 0(0) € R™ il est

choisi comme la meilleur approximation a porter du vecteur de parametres dynamiques .
w est une fonction vectorielle & déterminer pour que le systéme soit plus stable.

La figure (3.1) montre un schéma bloc de la commande adaptative d’un robot.

Qa - Iy
1 E r — T(t.q.q.qa.d4.0) i——LROBOTJ_—'——‘_)___gd
o
i i
L

i
[0 Goa i g o) ds
S0

Figure 3.1 : commande adaptative du robot
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5. Commande PD avec compensation adaptative [5] [12]

Le controleur PD avec compensation est donné par 1’équation (2.44). A partir de (3.3) et si on

fait le changement de variable suivant :

u =g+ A4
v=q,+ AG
w=q

On obtient

M(q,0)[da + Ag) + C(q,4,0)[qa + Aq] + g(q,0) = &(q, §a + AG, qq + A, §)0 +

Mo(@lda + AG] + Co(q, W)[dq + AG] + go(q)

On utilise I'abréviation suivante :

&= @(q; éid + AC?: éId + /1(7, q)
L’équation (3.9) devient :

M(q,0)[da + A3] + C(q,4,0)[da + AG] + g(a.0) =
@B + Mo(q)[Ga + AG] + Colq, W)[gq + AG] + go(q)

Donc, lacommande PD avec compensation adaptative devient
v=M(q,0)[da + AG] + C(q,4,8)[4a + A7) + 9(q,0) + kyG + koG =

Mo(@da + AG] + Colq, W) + AG] + go(q) + kpd + ke + O
avec

0(t) = I'f, &[4y + AG) ds +8(0)

Le vecteur d'erreur paramétrique est défini par:
0=0-0.

& est inconnu puisqu'il est fonction deé.

Ona

D=0+
de (3.3) on trouve @@, ce qui nous donne :

MO(Q)[qd + /151] — Co(q, PIqq + AG] — go(q)

de (3.12) et (3.14) on déduit que :
r=M(q, O)[da + AG] + C(q.4, Olda + 1G] + g(q, ) + PO+ kG + kag

Le modéle de robot peut étre exprime par :
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M(q, &[G + Aq] + C(q.4, D[G + AG| = —PO— kG — kag (3.16)
et

0=TId'§+ Aq] (3.17)

Enfin, I’équation en boucle fermée peut s’écrire :

q q
= 4| = M@ O [~C(a, 4, O] + 1G] - PO~ kpG — kad| — A (3.18)
0 I [§ + Ag]

(3.18) est une équation différentielle non autonome et dont l'origine

= 0 € R*™*™est un point d'équilibre

QU Qe

Etude de la stabilité

Soit la fonction de lyaponov suivante [5]:

~

2k, + A"M(q, )4 A"M(q,6) 0

M(q, O)A M(q, 6) 0
0 0 It

o1
V(t 4,4, 6’)=§

Qe A
P QA A

=[G+ Ag] M(q, O[G + Aq) + §"k,G +50 71D (3.19)
En derivant V, On trouve
V(6,4.6,2) = [4-+ A7) M(q, 0] + 4d] +3[d + 1] M(q, O] + Aa] +
24Tk, + 0 710 (3.20)
de (3.18) et suivant la propriété (2), (3.20) devient
V(t,d,4,8) = —[§ + Aq] kald + Aq] + 23"k, G (3.21)

Avec : k, =kqA
Ce qui nous donne

V(t,4,4,0) = —§"kaG — " A kqAG (3.22)
d’ou:
~T ~
_ o af 1A"kga 0 01|49
V(t,4,4,0)=—|§ 0 kg 0] g (3.23)
0 0 0 ol]o
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(3.23) C’est une fonction semi-définie négative, donc d’apres le théoréme A.1 I’origine de la
boucle fermée de (3.19) est uniformément stable et les trajectoires du systéme sont bornées.
Donc nous avons

4.4 € L% (3.24)
Oe L
En remarque que (3.18) n’est pas autonome, on utilise le lemme de Barbalat(A.8 )pour

prouver que tlimc"i(t) = 0.

a partir de (3.24), il ne reste qu’a prouver queg € L% c.-a-d qu’il existe une constante k > 0

tel que :
k= [ laiede
0
Puisque

G"kqG = 0§ € R"

de (3.22) on résulte que

v (630,50, %0) < —4(OT A kg AG(0) (3.25)

d’ou
v (64®,80,00) < A Aka UGN (3.26)

ona
q"[A"kaAG = Amin{A" ke AHGI (3.27)

avec

AminfATkgA} >0

on intégrant (3.26), On trouve

Jy> AV < —nin{A"ea A} 71O d (3.28)
davec
Ve = lim,_o V (t, G, q(t), ’é(t)) (3.29)
de (3.28) et (3.29) on obtient
Voo = Vo < —Ammin{ A kaA} [ NGO dt (3.30)

d’ou
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—Vo < —Anin{ A" kg A} [ N1G(O11? dit — Voo (3.31)

de (3.31) nous concluons que

1%

0 O~ 2
e 2 o @ de (332)

Et donc, nous avous démontré que I’erreur de position § appartient a ’espaceL?, et on conclu

que I’erreur de position tend asymptotiquement a zéro, c.-a-d, lim,_,, G(t) = 0.

5.1.Résultats de simulation

La loi de command adaptative présentée dans ce chapitre, est appliquée au modele dynamique
du robot manipulateur Pelican présenté dans le premier chapitre.

Avec I'utilisation de cette loi de commande, nous avons supposé que les paramétres inconnus
sont la masses du segment2 (m,), la distance vers le centre de masse du segment 2 [, et le

moment d’inertie du centre de masse m,(I,). le vecteur des parameétres peut s’écrire :

0=[my, myl, mylZ, + 1,17 (3.33)

a partir de t=2s, nous avons ajouté a la masse m, une masse de 0.4m,kg

2 0 0
Nous avons choisi : K, = [200 0 ] K; = [16 O] et/’'=[(0 2x1073 0
0 150 0 2 s
0 0 2% 10

Avec la période d’échantillonnageAt = 0.01 sec, et le temps de simulation = 3sec .

1.6 o F 1.6F
ail az
2d
1.4 qid - 1.4 a -
1.2 - 1.2+ -
1t - 1+ -
& ost 4 8 osf E
= =
0.6 - - 0.6 - -
0.4 - 0.4 ~ -
0.2 - -1 0.2 -
i
\\_/
o - - E o= - - E
o 1 2 3 o 1 2 3
temps(s) temps(s)

Figure 3.2 : Les poursuites de trajectoire de position pour la loi de commande de Slotine et Li
adaptative
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OF 0.01 ¢ E
[ q2d-g2 [
-0.02
0 =
-0.04
-0.01 -
-0.06
__ -o.08 __ 0.0z -
B8 8
k) =
-0.1 -0.03 7
-0.12
-0.04 -
-0.14
-0.05 - -
-0.16
-0.18 % = = -0.06 ~ = = =
o 1 2 3 (o] 1 2 3
temps(s) temps(s)

Figure 3.3 : Les erreurs de poursuites de position pour la loi de commande de Slotine et Li
adaptative

10 & T 13 E 3.5 ¢
qlp qzp
qlpd 3~ qz2pd |
8«. -
2.5 -
6~ - 2k -
—_ e 1.5 7
B ar 4 B
= =

o 1 2 3 o 1 2 3
temps(s) temps(s)

Figure 3.4: Les poursuites de trajectoire de vitesse pour la loi de commande de Slotine et Li
adaptative
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Figure 3.5 : Les erreurs de poursuite de vitesse pour la loi de commande de Slotine et Li
adaptative
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Interprétation des résultats

La figure (3.2) montre les allures des trajectoires désirées et réelles du robot Pelican. D’apres

les figures, on constate que le suivie de la trajectoire est réalisé pour les deux articulations.

La figure (3.3) montre que les erreurs de poursuite de trajectoire pour les deux articulations
tendent vers zéros. Les figure (3.3) montre les vitesses réelles et désirées des deux
articulations du robot, on remarque qu’il y une bonne poursuite de trajectoire de vitesse pour

les deux articulations.

La figure (3.6) montre les valeurs des couples appliqués aux deux articulations ces valeurs

sont acceptables.

La figure (3.7) montre que I’évolution dans le temps des parameétres estimes. il est claire que

ces parametres tendent ver les parameétres réel du robot.

6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué la loi de commande Slotine et Li adaptative sur le
robot pelican dont la masses du deuxieme segment, la distance vers le centre de masse du
deuxiéme segment, et le moment d’inertic du centre de masse ne sont pas connues et les
résultats de simulation a cet égard sont acceptables.

L’applicationde cette loi sur le robot pelican donne des bons résultats.
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Chapitre 4

Commande a base d’observateur de vitesse

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une commande non linéaire a base d’observateur de vitesse
pour les manipulateurs rigides qui ne possédent pas des tachymétres pour mesurer les vitesses
articulaires, tout en garantissant la stabilité du robot en boucle fermée.

2. Loi de commande

La loi de commande a base d’observateur de vitesse est donnée par [13] :

r=M(q)§a +C(q,§)qa + G(q) + Ky, (qa — §) + KpE (4.1)

L’observateur de vitesse est donné par [13] :
q=z+1Lg (4.2)
Zz=1{g—L3+MK,E (4.3)
L = lI,, : Matrice définie positive, avec [ > 0 et I,, € R™*™ est une matrice d’identité.

Hypothese 1: Nous supposons que la vitesse du robot est bornée par une constante connue

Vi tel que

gl < Vi

Etant donné le robot manipulateur (1.5), en appliquant la loi de commande (4.1) avec

I’observateur de vitesse (4.2) et (4.3).
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‘ N . 9I(CmV, _ N ) .
Théoréme : Si L,, > (% + KUM) M;;} alors le systéme en boucle fermée est semi

vm

global asymptotiquement stable, et I’erreur initiale y(0) appartient & la boule B , définie par

CIm \/ZKvm(L M KdM)

M Cn

B =1{y € R*"lly(0)ll < —2Vn)

avec:

g est la vitesse estimée, L € R™ est une matrice diagonale, z € R™ I’état interne de
IPobservateur § = ¢ — 4, y" = [ET ET §"], Q = diag{M(q),K,, M(q)}

Q =diag {M (@),.K,,M (q)}, L,,, la plus petite valeur propre de L,

dm = ﬂmin(Q) = min{Mm: Kpm}

v = Amax(Q) = max{MMJ KpM}

K,m et K, sont la petite valeur propre de Ky,et K, respectivement.

Kpw = [[Kp || et Kow = 1K1l

Preuve de stabilité

Pour I’analyse de la stabilité, on définit
E:qd_qu:C.Id_q1€i:q_él\!é_l:C.Id_éI\:éi+E'

A partir des équations (4.1), (4.2) et (4.3) on élimine 1’état z et on obtient :

q=M"r~C(q.9)4a— G(@) — K, — K,E] + Lg (4.4)
De I’équation dynamique du robot (1.5), on trouve :
4 =M"r—Clqqq—G(q] (4.5)
en utilisant la propriété (3) et avec la soustraction (4.4) de (4.5) on obtient :
MG =-C(q,9)q - C(q,9)E +C(q, DE + K, (E +§) — MLG (4.6)
en utilisant la propriété (3), et en soustrayant (1.5) de (4.1), nous trouvons
ME + C(q,9E — €(q,42)§ + K, + K,E + K,E =0 4.7)

Nous considérons la fonction de Lyapunov suivante

H(E,E §) = —ETME +- ETK E+-G"M§ (4.8)

N | =
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D’ou

H(EE,§) = 3y gy (£) (4.9)
il suit que :

~amlly®I? < Hy(®) < 2 qully®)I? (4.10)

Avec les propriétés 2 et 3 on trouve

H=—-E"K,E+§"K,g +ETC(q,G0)§ — "ML§
+47C(q,)E —§"C(q, §)E (4.11)

En utilisant les propriétés 1, 4 et I’hypothése 1 nous obtenons :

H < ~Kym|E|* = ML — Ko ||| + ETC(q, )
+E7C(q,90)q — ETC(q.§)q (4.12)
On note que :
ET(C(q,4) + C(q.94) — C(q.§))§ < 2||E||

2CmVim+Cmll @l 11 2
x (i) gl

. 1
1 (2C Vi + G ||| 2 2
<2l (=)

1

Pt g @19

- ”E”z (2CmVim + C|G]D? [ 2 ]
- 4 MmLm - KvM

| [ene]

Donc nous avons :

~11N2
< _<Kvm_(ZCme+CmIIqII) >||E||

=2 (ML — Konn) ]| (4.14)
Avec :

(2CmVim+Cm|ld|D?
KUM > 2(MmLm—Kym) (415)
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Sous I’hypothése 1 nous obtenons :

Ko > 3% (4.16)

Donc :
Ly > (% + KUM) Mt (4.17)

D’ou:
H < =2 My Lo — Ko [18]|” (4.18)

SiL,, > K,;yM,,” " alors, H est une fonction semi définie négative, ceci n’est pas suffisante
pour démontrer la stabilité asymptotique du systeme. Nous pouvons conclure uniquement que
le systéme est stable.

En effet, on doit s’assurer que

Si =0 alors E=0et E=0 (4.19)
Pour montrer cela, nous utilisant le principe d’invariance de La Salle (lemmel). Pour que

H=0, il faut nécessairement que g=0, et donc 1’équation (4.7) sera

ME + (C(q,q4) + K,)E + K,E = 0 (4.20)

Soit la fonction candidate de Lyapunov suivante
W(E,E,) = ~ETME +~ETK,E (4.21)
T 2 2 p '
En dérivant par rapport au temps, et en utilisant la propriété 2, nous trouvons

W = -ETK,E (4.22)
Et donc

. 12
W < Ko ||E|| (4.23)
Puisque W n’est pas fonction de E , nous ne pouvons pas conclure que E tend vers zéro.
Pour compléter la preuve de stabilité asymptotique, nous utilisons le lemme de Barbalat

(lemme2), Pour montrer que W est uniformément continue, il suffit de montrer queW est

bornée.Dans notre cas

W = —2E"K,E (4.24)
Nous avons démontré (a partir de (4.17) et (4.18)), que le systéme est stable, c.a.d. Eet E
sont bornées. Et de (4.20), nous pouvons conclure que E est bornée. Alors W et W sont

bornées, ce qui implique que W est uniformément continue, donc le lemme de Barbalat nous
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permet de conclure que W = 0, ce qui nous donne E=0, et E=0 , et & partie de (4.20),

nous trouvons que E =0.
Et donc, nous avons demontré que (4.19) est vérifiée, et d’aprés le principe d’invariance de La
Salle, 1’équilibre (E =0,E = O,a = 0) est I’ensemble invariant le plus grand inclus dans H , et

on en déduit que la stabilité est asymptotique au point d’équilibre. Ce qui est demandé.

Puisque ||y > H(j” (4.15) est vérifiée si

2Kym (LmMm—K
0 < [ly|| Fonlbntintar) oy, (4.25)

De (4.10), (4.14) et (4.25), si ce qui suit est Vvérifié

Iyl < [t (Henlatolan) _ay, ) (4.26)

Cm

Alors, le systeme en boucle fermée est semi global asymptotiquement stable.

3. Résultats de simulation

Nous avons prispour la simulation de cette loi de commande appliquée au modeéle

dynamique du robot manipulateur pelican les paramétres de synthése suivants :

K,=diag{5500,5500}, K,=diag{2,2}, L=diag{500,500}, et les trajectoires désirées sont
donnée par :

q14(t) = 2 cos (%) + sin(%)

q,q(t) =1—2cos (%) — sin(%)

pour 0<t<5
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lére articulation

position(rad)

----Position désirée
___Position réelle

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

----Position désirée
___Position réelle

position(rad)

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
temps(s)

Figure 4.1.Position désirée et réelle des deux articulations

lére articulation

2
@ 0
8 W
T
()]
(%3]
Q-2
> - Vitesse éstimée

____ Vitesse
_4 L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
temps(s
2éme arﬁc&lgltion
6
/\\ - Vitesse éstimée

—~ 4 / \ —Vitesse
0
8 2
7.
® 0 T
BERRY

-4

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
temps(s)

Figure 4.2. Vitesse réelle et estimée des deux articulations
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4. Conclusion

Dans le but d’améliorer les performances des manipulateurs, nous avons présenté dans ce
chapitre une loi de commande non linéaire a base d’observateur pour résoudre le probléme de
poursuite de ces robots qui ne sont pas équipés par des capteurs de vitesse, d’ou le besoin
d’introduire un observateur de vitesse pour estimer la vitesse articulaire qui se trouve dans la
loi de commande non linéaire. Nous avons démontré que le systtme en boucle fermee est
semi global asymptotiquement stable, et nous avons constaté, en simulation, que 1’application
de cette loi a base d’observateur au robot manipulateur pelican nous donne une bonne

poursuite de la trajectoire désiree.
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Conclusion générale

Ce travail porte sur la commande non linéaire des robots manipulateurs. Tout d’abord, nous
avons présenté deux lois de commande qui ne sont pas basées sur le modele du robot, a
savoir, la commande PD et PID. Apres, nous avons étudié quelques techniques de commande
non linéaires, dans sa version non adaptative et adaptative, avec et sans observateur de vitesse.
Pour chaque commande, un ensemble de testes par simulation numérique a éte effectué afin
de vérifier leur efficacité. Ce mémoire s’articule principalement autour de quatre chapitres :
Dans le premier chapitre, nous avons donné des notions générales et quelques définitions
nécessaires sur la robotique. Nous avons présenté, également, les différentes transformations
entre les deux espaces, cartésien et articulaire. La modélisation du robot Pelican (robot a 2
ddl) a été donnée a la fin de ce chapitre.
Dans le deuxiéme chapitre, nous avons présenté deux différents types de commande des
robots manipulateurs. Le premier type concerne les approches qui ne sont pas basees sur le
modele du robot, a savoir, la commande PD, PID. Le deuxiéme type présente les approches
qui sont a base du modele, a savoir, la commande PD avec compensation de la gravite,
commande a couple calculé et commande PD avec compensation (commande de Slotine et
Li). Afin d’étudier leurs performances, nous avons fait des simulations sur le robot Pelican.
Apres, nous avons supposé que notre robot posséde des paramétres qui varient dans le temps
ou bien inconnus. Pour faire face aux ces incertitudes paramétriques du modele dynamique du
robot, dans le troisiéme chapitre, nous avons ajouté une loi d’adaptation dans le schéma de
commande de Slotine et Li, et donc nous avons obtenu la commande de Slotine et Li
adaptative.
Pour résoudre le probléeme de poursuite de trajectoire des robots manipulateurs qui ne
possédent pas des tachymeétres (capteurs de vitesses), une loi de commande a base
d’observateur de vitesse est présentée dans le dernier chapitre de ce travail. La stabilité du
systéeme en boucle fermee est démontrée, pour toutes les commandes, en utilisant la théorie de
Lyapunov.
A Tissue de ce travail, ce mémoire ouvre de nouvelles perspectives de recherche, parmi
lesquelles nous citons :

- L’utilisation des approximations universelles (comme les systémes floue et les réseaux

de neurones artificiels) pour approcher les non linéarités incertaines.

- Le test de ces commandes sur des robots réels.
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A-1.La théorie de stabilité de Lyapunov

La théorie de stabilité de Lyapunov traite du comportement des systemes non linéaires
libres décrits par les équations différentielles suivantes :

x(t) = f(t,x(1))(A.1)

t=>0,x€R"etf(.,.)):R; XR™— Rest continue. L’idée de base de cette théorie
est que si nous considérons un systeme isolé dans le sens qu’il n’y a aucune forces
externes agissant sure ce systéme, comme 1’équation (A.1), ou sans perte de
généralité, I’origine est un point d’équilibre. Alors, nous supposons qu’il soit possible
de définir une fonction, telle qu’elle soit nulle a 1’origine et positive ailleurs, et décrit,
en quelque sorte, 1’énergie totale du systéme. Si le systéme originalement a
1’équilibre, est perturbé a un nouvel état initial non nul, alors il y a plusieurs
possibilités. Si les dynamiques du systéme sont telle que 1’énergie du systéme est non
croissante avec le temps, alors suivant la fonction de I’énergie, ¢a peut étre suffisant
pour conclure que I’origine est stable. Si les dynamiques sont telle que 1’énergie
devient nulle avec le temps, alors il peut étre suffisant de décider que le point
d’équilibre est asymptotiquement stable. Finalement si les dynamiques sont telles que
I’énergie croit au-dela de sa valeur initiale, alors il est possible de conclure que le
systéme est instable.

Lyapunov était capable d’extraire a partir de ce raisonnement une théorie générale qui
est applicable a n’importe quelle équation différentielle. Cette théorie demande de
cherche une fonction une fonction qui satisfait quelques propriétés. Cette fonction set
une généralisation de 1’énergie des systémes mécanique et elle est maintenant appelée
la fonction de lyapunov.

La théorie de Lyapunov nous permettra de déterminer la stabilité d’un point
d’équilibre particulier sans la résolution actuelle de I’équation différentielle (A.1). En
plus, elle nous fournira des résultats qualitatifs de la stabilité discutée, qui peut étre
utilisée dans la conception des régulateurs stabilisants les systemes dynamique non
linéaires.

Dans cette section, nous devons donner le théoréme de base de Lyapunov qui est

utilisée dans la stabilité, stabilité asymptotique et stabilité exponentielle.
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Théoreme A.2

L’origine du systéme (A.1) est stable, s’il existe une fonction de classe C? et

localement définie positive V: R, X R™ — R et une constante r > 0 telle que :

V(x,t) <0,Vt = tyet,Vx € B,

Ou V est évaluée le long des trajectoires de (A.1).

Théoréme A.3

L’origine du systéme (A.1) est uniformément stable, s’il existe une fonction de C*

définie positive localement IV: R, X R™ — R et une constante >0 telle que :
V(x,t) <0,Vt = 0et,Vx € B,

Théoreme A.4

L’origine du systéme (A.1) est asymptotiquement stable, s’il existe une fonction

scalaire V: R, X R™ — Rtelle que :

1.V (x, t) définie positive,

2. V(x, t) est définie négative.

En plus, si V(x, t) est décroissante, alors 1’origine est uniformément
asymptotiquement stable.

Théoréme A.5

L’origine du systéeme (A.1) est asymptotiquement uniformément globalement stable,
s’il existe une fonction scalaire de C*définie positive localement V: R, X R™ — Ret
une constante r>0 telle que :

1. V(x, t)définie positive,
2. V(x, t)est décroissante et radialement non bornée,

3. V(x, t)est définie négative.
A.6. Théoréme de LaSalle

Considérons un systeme non linéaire décrit par x = f (x)Supposons qu’il existe une
fonctionV de Lyapunov définie positive verifiant lim e V (x) = cox € R

Définissons un voisinage D={ x € R™/V =0}et supposons que la seule trajectoire
contenue dans D soit la trajectoire triviale, alors le point d’équilibre x=0 est
globalement asymptotiquement stable.



Annexe A

A.7. Lemme de Barbalat
Soit f(t) une fonction dérivable, si f(t) = 0 et f(t)est bornée,
alors  limy e f(t) =0

A.8.Lemma 2.1.
La matrice A symétrique définie positive, B non singuliére le produit BT AB est une

matrice définie positive.

A.9. Normes

La matrice symétriqued = AT € R™™ et

Al = v ﬂmax{ATA}

La norme d’un vecteur X est donnée par

IXIl = vXTX



