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Introduction g6n6rale

La physique quantique a mis en dvidence des phdnomdnes dans le comportement des

particules 6l6mentaires, qui sont d6sormais considdrds sous I'angle de leur exploitation pour

reprdsenter, traiter et communiquer I'information [1]. La rencontre entre cette discipline et les

sciences de f information ddbute dans les anndes 80. Les spdcialistes de ce domaine ont confirmds

qu'au monde microscopique, les lois de la physique de notre propre dchelle ne peuvent plus

s'appliquer mais celles de la physique quantique qui s'imposeront. Ils ont propos6 d'intdgrer la

physique quantique dans la thdorie de f information et I'informatique et de l'utiliser corrme support

mat6riel du calcul. Cette int6gration permettrait de tirer profit des phdnomdnes dffanges et

surprenants de la physique quantique telle que les superpositions d'6tats, I'intrication et

f interference. Ces mdcanismes semblent ddfier la logique et le bon sens, mais offrent des

opportunitds de calcul infiniment plus rapide que celui d'un calculateur classique. L'idde de base

consiste d rdaliser un ordinateur quantique analogue d l'ordinateur classique :

o L'unitd d'inforrration classique 
o'bit oo 

remplacd par le o'bit quantique"

o Les circuits et les portes logiques par des portes quantiques.

o L'aspect du calcul bas6 sur les fonctions booldennes est remplacd par un calcul

sp€cifique basd sur les op6rations alg6briques lin6aires.

pens ce mode de calcul, les erreurs sont principalement dues i l'interaction du systdme

quantique avec son environnement. Plut6t que de tenter d'aftonter de face cet obstacle indvitable, il

est possible d'utiliser des techniques de correction. G6ndralement, les chercheurs ont proposd des

solutions basees sur la redondance. C'est une adaptation des correcteurs classiques en tirant profit

de I'intication afin de ddlocaliser sur plusieurs systdmes physiques f information encodde.

L'objectif de ce travail est d'dtudier la correction d'erreur quantique bas6e sur les codes

stabilisateurs. D'une fagon plus gindrale, le processus de correction d'erreur est bas6 sur la mesure

d'un ensemble de symdrome utilisd pour discriminer I'erreur rdelle de toutes les erreurs possibles.

Ce manuscrit est constitud de quate chapites :

o Chapite 1 : Coest une introduction au calcul quantique avec un rappel sur les notions

mathdmatiques ndcessaires. I1 pr6sente les portes et circuits quantiques en donnant les

matrices de transformation correspondantes.

_t
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Introduction g6n6rale

o Chapitre 2: Ce chapitre est dddid aux algorithmes quantiques. Plus prdcisdment, nous

ddtaillons la tdldportation quantique, la factorisation des entiers ainsi que la correction

d'erreurs bas6e sur la redondance.

o Chapitre 3 : Dans ce chapitre, nous introduisons la correction d'erreurs bas6e sur les

codes stabilisateurs. Un intdr€t particulier sera port6 sur 1'6tape d'encodage et le calcul

des syndromes.

o Chapitre 4 : Dans ce chapite, nous prdsentons une impl6mentation de cette technique.

Afin de valider notre travail, des exemples d'applications seront pr6sent6s.

En{in, nous terminons par une conclusion gdn6rale qui rdsume I'apport de notre travail et prdsente

quelques perspectives.

il
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Calcul quantique
I 

chapitre I

I.l.Introduction :

La physique quantique est une th6orie qui d6crit le monde microscopique des atomes et des

particules. Cette discipline a 6td ddveloppde au ddbut du )O(e sidcle, Des physiciens et des

mathdmaticiens ont montrd que les phdnomdnes quantiques, tels qu'ils sont formulds par la

m€canique quantique, peuvent Ote exploitds pour repr6senter, traiter et communiquer f information

t1t.

En calcul classique, f information 6l6mentaire manipulde est le bit. n ne peut prendre que

I'un des deux 6tats : haut et bas. Cette formulation est suffisante pour la rdsolution de la plupart des

probldmes. Mais dans quelques domaines particuliers tels que l'optimisation combinatoire, elle est

lmgement limit6e. Les solutions proposdes ndcessitent des temps de calcul consid6rables. Pour

remddier d ce probldme, le calcul quantique constitue un trds bon candidat. La superposition des

6tats quantiques ainsi que les m6canismes offerts par ce calcul permettent un paralldlisme parfait

tzt.

Ce chapitre est d6di6 aux concepts de base de f infornatique quantique. Comme nous

sommes confrontds d un domaine compldtement nouveau, nous commengons d'abord par une

courte prdsentation des notions physiques et math6matiques n6cessaires. Ensuite, nous introduisons

les diff6rentes op6rations quantiques. Enfin, nous donnons un apergu sur les circuits quantiques.

I.2. Notions de base:

1.2.1. Bit quantique (Qbit) :

L'6l6ment de base de I'informatique quantique est le bit quantique dit Qbit. Il reprdsente un

systdme bas€ sur deux 6tats fondamentaux 0 et 1. A la diff6rence du bit classique qui peut 6tre

seulement 0 ou l, le bit quantique peut Ofe dans plusieurs dtats en m€me temps, ou plus

pr€cisdment dans rme superposition de ces deux 6tats fondamentaux.

Tels que a et p sont deux nombres complexes appel6s amplitudes et vdrifiant la contrainte :

I al'+ | Flz=t

(fr)Il est repr6sentd par le vecteur :



Chapitre I

L'observation de cet 6tat donne :

r la valeur 0 avec une probabilitl lalz ,

o la valeur 1 avec une probabilitl lplz .

I.2.2.Etatquantique s

Un 6tat quantique est un registre d n Qbits. Il s'agit d'une superposition donn6e par :

(1.1)

Les arnplitudes Cr gouvernant les probabilitds des diffdrents 6tats doivent satisfaire la propri6t6
suivante :

(1.2)

Dans un systdme classiqueo un 6tat de n bit repr6sente une seule configuration parmi les Zn

possibles. Par conte, un dtat quantique d n Qbit reprdsente une superposition de toutes les 2n

configurations en m6me temps [2].

f.23. Espace de Hilbert :

L'espace de Hilbert H est un espace vectoriel complexe muni d'un produit scalaire. C'est

un cadre math6matique approprid pour ddcrire les concepts, principes, processus et les lois de la

m6canique quantique. Les 6tats purs des systdmes quantiques sont consid6r6s comme des vecteurs.

Pour faire des calculs, les specialistes utilisent plusieurs notations. La plus effrcace est celle

proposee par Dirac [3, 4].

I.2.4. Notation de Dirac :

En mecanique quantique, la notation de Dirac est utilisde afin de faciliter l,dcriture des

6quations. Elle est encore appelde notation .,Bra-Ket,' 
tel que :

o Bra : un vecteur ligne.

r Ket : un vecteur colonne.

i,

4i
l,)
ii'

zn-!
\:-r

IX)= Lt.lX)
r=0

zn-L

I
x=0

lc*12 = 7
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Vec{eur de Ket:

Dans la notation de Dirac, un 6tat r/ est ddcrit par une mafiice colonne appelde Ket notde lrl )

tel que :

lU)=|.T=, a; li)= e)
(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(r.7)

Avec aie C'.

Vecteur Bra:

La matrice ligne obtenue par la conjugaison complexe des 6l6ments de I rp ) est appelde Bra. Elle

est not6e ( { I et calculde comme suit :

( U l=XiL, ai (il = (ai,a5, ...ai,)

I.2.5. Produit scalaire Bra-ket :

Etant donnd un vecteur Bra (ql et un vecteur Ket I r/ ) :

(<p l=xil, bi (il

I u )= XiL, ai li)

Le produit de ces deux vecteurs dans cet ordre notd ( q | { ) est appeld produit scalaire Bra-ket.

C'est un nombre complexe donnd par l'dquation suivante :

(qlv,)=XiLraibi(ili)

L2.6.Produit tensoriel :

En mdcanique quantique, le produit tensoriel est un opdrateur trds intdressant. Il est utilisd

pour combiner deux espaces de vecteurs afin d'obtenir un nouveau espace plus large. Etant

donn6 deux vecteurs Ket l rl, I et | $ ) tel que :

5i
,l
Ii:
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l{ ):xilr ai li)

I 0 ):Xiil bi li)

(1.8)

(1.e)

Le produit tensoriel de ces deux vecteurs dans cet ordre notd | ,/ )Sl $ ) est calculd comme suit :

,,p)8'o):(3.

arbr
arbz

or-b*
az.bt

dn-t'bm
dn. br

a'b*

(1.10)

f3. postulats:

I.3.1. Superposition :

A tout moment l'6tat d'un registre quantique d n Qbits est un vecteur dans un espace

vectoriel complexe de dimension 2n, c'est-d-dire un vecteur avec au plus 2n composantes

complexes. La base de cet espace vectoriel comprend les 2n vecteurs li), pour i dans [0,1]n. Cette

caractdristique permet principalement un fiaitement paralldle de toute cette combinaison en m€me

temps [5]. D'oit lapuissance du calcul quantique en terme de complexit6 algorittrmique.

I32. Mesure:

Etant donn6 un 6tat lry' ) tel que :

trll=algl+PtLl (1. l 1)

La mesure de cet 6tat est une projection dans une base {10), 11) }.

o L'amplitude de probabilitd d'obtenir I'dtat l0) aprds mesure est la suivante :

l

.o1

i _t:



I a l'=l( 0t'r)12

r L'amplitude de probabilit6 d'obtenir l'6tat 1L) aprds mesure est la suivante :

I F 12=l(il,tllz

(r.r2)

(r.13)

Dans une mesure, le point le plus important d retenir est que cette op6ration est irrdversible. Apres

la mesure, les coefficients cr et p seront perdus. C'est une projection dans la base {10}, l1)} .

I.3.3. Evolution :

L'dvolution d'un systdme quantique est d6crite par une hansformation unitaire. Cette

6volution de l'6tat provient de I'application d'un opdrateur lindaire, nomm6 opdrateur d'dvolution

t6t.

It|'l=ul$l (1.14)

I.4. Portes quantiques :

Dans le monde quantique, il existe aussi les analogues des portes classiques: les portes

logiques quantiques. On dispose d'une bibliothdque de transformation trds riche mais les traitements

sont plus complexes. Dans le cas g6ndral, une portre qui aglt sur n Qbits est reprdsent€e par une

matrice de taille 2" x 2" 17,81.

1.4.1. Portes unaires :

Ce sont les portes les plus simples. Elles sont repr6sent6es par des matrices carrdes d'ordre

deux.

Cette porte correspond d la porte NOT, sa matrice est donnde par :

(1.15)

;t 
i

i,f

*=0 
o')
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Sa table devdrj.t6 est donn6e comme suit :

Tab 1.1 : Table de vdritd de la porte quantique <X r.

Porte Y:

La porte Y est repr6sentde par la matrice carr6e qui suit :

'= 
(? ;')

Le tableau suivant reprdsente la table de vdritd de cette porte :

Tab1.2 : Table de viritd de Ia porte quantique (Yr.

Porte Z:

Cette porte laisse inchang6e le premier coefficient de I'enfde mais change

second, sa matice peut s'6crit comme suit :

le signe du

(1.16)

(1.17),=(t _or)

iei
i11

slO) + Fl1) Fl0) + al1)

al0) + Fl1) -pil0) + aill)



al0) + Bl1) nl0) - Bl1)

Tub 1.3 : Table de vdritd de la porte quantique <Z>'

Ces trois portes forment un groupe dit groupe de Pauli. Elles constituent une base permettant de

g6n6rer tous les transformations possibles agissant sur un seul Qbit. Parmi les plus int6ressantes,

l'operateur de Hadamard notd H :

(r.18)

La table de vdritd de Hadamard est donnde par :

Tab 1.4 : Table de vdriti de la porte quantique de < Hadamard >.

L4.2. Portes multi-Qbits :

Cette porte permet la permutation des positions de deux Qbits. Elle est donnde par la matrice

suivante :

1L 0 0 01

t3 I 3 3)
\soo1/

;l

'=#(t -t)

l0) + ll))

L<to> - tt>l

a*B a-B+lo)++11)alo) + Fl1)

SWAP =
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crl00) + yl01) + Pl10) + 6111)al00) + Fl01) + yl10) + 6111)

Tab 1.5 z Table de vdritd de la porte quantique < Swap >'

Sa reprdsentation graphique est la suivante :

Fig.I.l : Porte Swap.

Portes contrdl6es :

Ces portes agissent gdn6ralement sur plusieurs Qbits. Un Qbit de confi61e et des Qbits

cibles.

r Si la valeur du Qbit de contr6le satisfait une certaine condition, on applique une

tansformation sur les Qbits cibles.

o Sinon, rien i faire.

Il est i noter que le Qbit de contdle reste invariant. La reprdsentation graphique doune porte

contr6lee est la suivante:

Qbit contrdleur 1

2

3

I
I
a

n

Qbits cibles

Fig.1.2 : Porte contrdlde.

r10
:

I

/



Pour n= 2, la matice de transformation corespondante d une porte contr6l6e est donnde

par larelation suivante :

Cu = I@U

Rema.rque: (E est l'opdrateur sofirme directe.

Le Not contr6l6 (CNot) :

Le CNot est un cas particulier des portes contr616es. C'est l'analogue quantique de la porte

XOR classique. 11 s'agit doune transformation X contrdlde :

/1000\
cNot='*=lf 

s I ;l

Tab 1.6 : Table de vdritd de porte < CNot >'

Sa repr6sentation graphique est la suivante :

(1.re)

Fig.1,3 : Porte quantique ( CNOT )).

o La porte Toffoli :

C'est une porte X contrdlee par deux Qbits de contr6le.

i11 i

,17

al00) + pl01) + 6110) + Yl11)al00) + pl01) + yl10) + 6111)



Chapitre I

TOFFOLI =

Tab 1.7 : Table de vdritd de < Toffili tt.

I.5. Circuit quantique :

Un circuit quantique manipule un ensemble de Qbits. I1 possdde autant d'entr6es que de

sorties. Il est constitud d'un ensemble de portes qui agissent comme des tansformations unitaires.

Ces dernidres peuvent €te combindes en s6rie ou en paratldle selon le fiaitement souhait6.

000000
100000
010000
001000
000100
0000t0
000000
00000r

-l

72 1ri
, t1'

1011)

1101)1101)

l11r)

Ir lo)
1111)

a11000) + a21001) + a31010) +
aal011) + a51100) + a61101) +

a.1110) * azlLtL

a11000) + a21001) + a31010) +
aal011) + a51100) + a61101) +

a"1110) * aol111



I.5.1. Composition en s6rie :

Dans ce circuit :

lA'l: X lA) :

lB): H lA'l =

Fig.1.4 : Circuit avec composition en sdrie.

t La matrice totale est calcul6e par le produit cartdsien des matrices corespondantes aux

portes mais dans l'ordre inverse [9].

Esple:

(l

L

{2

l) ft) 
: (P,)

(i lr) rn : #$:1)

La matrice de tansfert globale T est donnde par:

r: H,:#(l lr) (l l) = ht, i)
Tel que : lB): T lA)

pr #(_1r ix;) -L(ip:r,)



L5,2. Composition parallCle :

Fig.1.5 : Circuit avec cotnposition parallble.

o Dans ce cgs, la matrice globale est obtenue par un produit tensoriel des matrices

correspondantes aux portes utilisdes [9].

Exemple:

"{Fo'

lA'l: X lA) =

lB'): H lB):

(? l) ft) 
: (t")

#G l,) tp -L(i:!')

On a:

Le traitement separd de ces deux Qbits donne comme rdsultat :

Passant maintenant au calcul de lamatrice globale T, on a:

tA,B,,,= $ s#(t:3) :+

-
114
1-)

= ASBBC

lA'B'l= TIABI



Tel que :

/001 1\
1\_t1001-11
-L) 

=A\L L o o /
\t -10 0/

aY\ 
zFv + F6\

:ul: f ev-oo'1
Fvl \*r+"01
F6/ \ay - a6/

r= xoH= (l l) * #G

tA' B't:rtA ny: L/ 3 3 t -t"#(i 
!,1; i)

tABt= ft) e c): (fi)

Donc:

I.6. Conclusion :

Ce chapitre 6tait d6di6 d la prdsentation des principes du calcul quantique. Nous avons

donn6 un apergu sur le formalisme mathdmatique ainsi que les postulats confi61ant cette th6orie. On

a constat6 que c'est un domaine spdcifique caract6ris6 par quelques ph6nomdnes fds dtranges par

rapport au calcul classique tels que la superposition et la mesure.

o Lasuperposition: Un dtat quantique est une combinaison lindaire d'un ensemble 6tats

fondamentaux.

o La mesure : La mesure d'un €tat superposd d'un ensemble 6tats fondamentaux est une

projection sur I'un de ces 6tats. c'est une op6ration irrdversible.

En termes de calcul, on a prdsentd les diffdrentes portes quantiques en donnant les mafiices de

tansformation correspondantes. Aussi, on a donn6 un aperqu sur les circuits quantiques.

Le chapitre suivant sera consacr€ d la prdsentation de quelques algorithmes quantiques.

lrsl
il
I ra7:- ... j.
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II.L. Introduction :

Un algorithme quantique est une succession de transformations quantiques appliqudes sur un

ensemble de Qbits. I1 est constitud d'un ensemble de portes simples et contrdldes spdcifides dans un

ordre bien ddfini. Compards aux algorithmes classiques, les algorithmes quantiques offrent une

complexitd nettement meilleure. Cela est d0 principalement au parall6lisme offert par le mdcanisme

superposition d'6tats. Cette puissance a attrd latension de beaucoup de chercheurs.

Dans ce chapitre nous ddtaillons trois algorithmes quantiques trds cdldbres.

II.2. Tdl6portation quantique 3

Imaginons deux amis, nomm6s Alice et Bobo dloignds gdographiquement

transmetffe de l'information classique [10]. Alice dispose du Qbit suivant :

l{>= dlo> +Plt>

La t6ldportation quantique consiste d transf6rer l'6tat de ce Qbit d'Alice i Bob.

deux personnages doivent partager la paire de Qbits suivante :

ma$ autoris6s d

(2.1)

Pour ce faire, ces

(2.2)

(2.3)

Donc, Alice possdde deux Qbits inddpendants. A ce niveau, le registre quantique contenant les tois

Qbits est dans I'dtat :

llt>=#rr>lo> +11 >11 >)

l{) >o le )at=(al0 >o* BIL >)#(10 >" l0 >a* 11 >o 11 >a)

o les indices a et b identifient les Qbits possdd6s respectivement par Alice et Bob.

i 
-lirsl

il
it/
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La figure suivante pr6sente le circuit quantique permettant de rdaliser cette op6ration.

nrice f
L

Bob

llt)>

r
100) + 111)l
:I ,,lZ 

L

h/o) hil) bl>

Fig2.1 : Circuit quantique de tdldportation d'6tat.

En appliquant les premidres op6rations dans loordre spdcifi6, les 6tats quantiques interm6diaires

obtenus sont:

l,/,)o =fr t"tol 000)+ 111)) + Bl1) (00)+ 111D.

lrli, : L*t"lo>600) + |11)) + p| 1) q 10) + |01)).

lrt,r)=j t"(o> + l1)x100) + l1lD + p00) - l1)x110) + 101)).

l0r)=i rcloo> + l1)x1001+ lr1)) + 800) - l1xl10) + 101)).

l{*)=irtool(alo)+pl1))+101)(al1)+pl0))+l10xal0)-pl1))+111)(al1)-pl0))l

Ensuite, Alice effectue une mesure sur ses deux Qbits. Cette opdration se rdpercute immddiatement

sur le Qbit de Bob.
fT4 ffLz

(o 0 - 193)=alg)+Pll)
rn 1*l{s)=all}+Plo)Mesure d'Alice {'
l1 o -lpe)=al0)-Plr>
l.t 1'los)=alr)-Plo)

Alice communique d Bob, viaun canal de tansmission classique, les valeurs de ml et m2.

Bob refiouve alors lrl ) sur son Qbit (alO) + pl1)) en appliquant les portes X = l0) (U + 11) (01 et

Z = l0) (01 - 11) (11 si n6cessaire d l{s) :

alO)+ 9ll)=Z^tx*tl{t)
(2.4)

i.-

Itt
il
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fI3. Algorithme de factorisation de Shor:

Dans les transactions importantes, les donndes sont souvent sdcuris6es via des protocoles

cryptographiques puissants. Ils sont fond6s principalement sur la diffrcultd de factoriser des

nombres entiers de grandes tailles. Cette opdration est trds couteuse en termes de complexit6

algorithmiques [11].

En 1994, Peter Shor [12, 13] a publid un article qui a suscit6 beaucoup de r6actions. Il a

propos6 un algorithme trds intdressant permettant de factoriser les grands nombres entiers en un

temps polynomial. I1 est basd sur une procddure quantique dite transformde de Fourier quantique.

Dans cet algorithme, la partie quantique calculant la pdriode est rdalisde par le circuit suivant:

i'- -lirai
i ,-)
ii/

SrVrrlluv

a) Choisir a au hasard,ll a 1P.

b) Si PGCD (a, P): 1, continuer.

Sinon, le probldme est rdsolu !

c) Utiliser un circuit quantique pour trouver r, la p6riode de la fonction

suivante :

fo(k)= akmodP.

On a alors :

ar:l modP.

d) Si r est pair, alors :

(or/2 + l) (arlz - 1) = 0 modP.

Si r est aussi tel qr" oi *+1 mod P, alors :

PGCD (d/2+1, P)

Et

PGCD (arlz - 1, P) sont des facteurs de P : stop !

Sinon retounrer au pas a.

Fig.2.2 : Le circuit quantique calculant la pdriode.



Exemple:

N=21,a=2

- Le premier comprend m Qbits tel que : N2 S 2^ <2t
m=9

- Le deuxidme registre comprend n Qbits of : n = Log (N)

n=5

Les deux registres sont initialisds dans les 6tats de base:

1000000000 >

100000 >

o Par abrdviation, on al'6tat initial : l{o > '= l0 > l0 >

o On applique mpofie Hadamard sur les Qbits du premier registre, On aura :

572

Itlt">= :y li > lo >' ,1ffi,f=6" -

lltz>= +[flo>+15>...+ls10>)11 
>+fl1 > +17>+113>+..+ls1 >)

v

12> +Q2> +18 > +f14 > +...+ ls06 >)14 > +(3 > +le > +l1s > +...+

1507 >)18 > +fl4 > +110 > +116 > +...+ 1508 >)116 > +0s > +111 > +

lL7 > +...+ l50e >)111 >l

Le premier regrsfie est d pr6sent form6 d'une superposition d'6tats, dont les num6ros d'ordre

forment une suite pdriodique de piriode prdcis6ment 6gale d r

l{s >= fttclr > +17 > +113 > +..+1s11 >)12 >) = ftElIo16r+ 1 > 12 >.

d'ordre forment une suite pdriodique de pdriode dgale d r

Le rdsultat est le suivant :

|Q+> = (0.11185 > +0.111171 > +0.171256 > +0.111341 > +0.1t1427 >)

o r = | I vs= 512/ 85 : 6.023 Q56=2^ =2e')

l19 l

ir
r7
i/



o le calcul de r se fait sur base du ddveloppement en fractions continues

de la valeur trouvde pour la fr6quence

Yc:427

427kLvr=fr:7=;q
5 I --1-

42+i

Soit la suite des approximations, 1/1, 5/1,2111253,4271512.

dont le d6nominateur n'excdde toutefois pas N (en effet, r <21).

r=6.

Les facteurs de N sont : PGCD(ai t f, D.

o Facteur 0l : PGCD(7,2!1 = 7 .

o Facteur 02 PGCD(9,2L1 = 3.

21=7 * 3

II.4. Correction d'erreurs quantiques :

II.4.1. Particularit6s du cas quantique :

Dans le cas classique, les techniques de correction d'erreurs sont bas6es sur l'ajout

d,informations redondantes (codage). Cela permet de tester si le message codd a 6t6 perturbd et de

corriger les erreurs. parmi ces codes, le plus simple est le codage d tois bits. Il consiste i tripler

chaque bit d'information :

g --+ 000.

1 --+ 111.

On suppose que la probabilite d'erreur est suffisamment faible pour que la probabilitd que deux

erregrs surviennent simultandment soit n6gligeable. Donc aprds avoir traversd un canal susceptible

de cr€er une erreur, le triplet de bits peut se retouver avec au plus un bit invers6. La ddtection de

I'ereur se fait en testant si tous les bits sont 6gaux ou non. En cas d'indgalit6s, on utilise la rdgle de

o

o

1',oi
:t/
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la majorit6 pour rdtablir la bonne valeur logique associ6e au triplet. C'est ce qu'on appelle le

ddcodage.

Mais I'information quantique se heurte d des difficultds non triviales qui n'ont pas d'analogues dans

le traitement classique de I'information:

la forme du Qbit est diffdrente de celle du bit classique. Dans le cas classique, un bit

est soit un 0 ou un 1, alors que dans le cas quantique, coest un 6tat de la forme :

l{ >:clO>+ pl1>

C'est-d-dire deux nombres complexes.

Les erreurs quantiques possibles sont plus nombreuses que celles classiques. Tandis

que classiquement une ereur sur un bit est une simple interversion, une ereur sur un

Qbit peut 6tre n'importe quelle fransformation unitaire,

Pas de clonage: il est impossible de dupliquer des 6tats quantiques pour obtenir le

code de r6p6tition.

Les erreurs sont permanentes: un continuum d'erreurs diff6rentes peut se produire sur

un seul Qbit, ddterminer quelle erreur s'est produite afin de la corriger n6cessiterait

une prdcision infinie.

La mesure ddtruit les informations quantiques: les informations classiques peuvent

6he observdes sans 8fre ddtruites puis ddcoddes, mais les informations quantiques

sont ddtruites par la mesure et ne peuvent pas €te r6cup6rdes.

Malgrd toutes ces difficultds, la correction d'erreurs quantiques est possible. En plus, dans le

cadre quantique, les recherches affinnent que si nous pouvons corriger d la fois les erreurs X, Y et

Z, alors nous pouvons corriger du m€me coup une fids large classe d'erreurs d un Qbit. C'est une

consequence dirccte des propridtds du groupe de Pauli.

it

',zLi
1)
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Le circuit qui permet de corriger une eneur de type X est le suivant [14] :

olF+ Bl1>

l0>

l0>

Encodage

ltP>

l0>

l0>

a1000>+ Bl1ll>

11.4.2. Codes de correction ir r6p6tition :

11.4,2.1. Correction d'erreur de type X ou Bit-flip :

Fig.2.3 : Circuit de correction d'erreurs de type ( X D.

Encodage : Soit le Qbit l{, > d6fini par : I {t ) :ol0>+ pll>.

L'€tape d'encodage est bas6e sur une redondance sp6cifique. Elle consiste d l'ajout de deux

Qbits intriquds au Qbit initial. Elle est r6alis6e en appliquant deux portes CNot.

L'encodage d'un Qbit : lrlt >: ol0>r Bll> donne un 6tat quantique l{, > de trois Qbits tel que:

lrl, ):ct1000)+p|l11)

D6tection dterreurs : La ddtection d'erreurs X est basde sur l'utilisation de deux Qbits

suppldmentaires initialis6s d l0) comme syndrome. Ce dernier est calculd par quatre portes CNot.

Dans la suite, nous prdsentons les quatre cas possibles.

t!. Cas 0L : sans erreur :

'22
\t 

'r)l:.



Algorithmes quantiques I chapitre II

L'ajout des deux Qbits du syndrome donne l'6Iat:

l{5) : al0000D+ Bl1 1 100>

L'application des portes CNot donne les dtats suivants :

C1r,+l + h, ) = 4100000)+ P111110)

CLr,r)a FIrl: o100000)+ P|11100)

CJz,sJ + lr/r ) = o100000)+ P|l1101)

C1a,sl - l{n ) = o100000)+ P|11100)

Dans ce cas : l{, ) = (u1000)+ 81111)) 100)

t?. Cas 02 : Erreur X sur le ler Qbit :

l0s): ol1000F + P101100>

C1r,+l + lrltrl: o110010) + P101100)

Cp,+1- l$rl: c110010) + Bl0l110)

C1z,s1 + l{r): o110010)+B101111)

C1a,sl + l{, )= ol100l0) + Pl0ll10)

Dans ce cas : lth"l: (o1100) + pl0ll)) 110)

.!. Cas 03 : Erreur X sur le 2eme Qbit :

l{r): alolooF + plloloo>

C1r,+1 - l{tl: cl0l000) + P110110)

Cp,+t+ lpzl: c101010) + P110110)

C1z,sl - l{s ): o101011) + P110110)

C1a,sl + l{s ): al0l01l)+ Pll0lll)

Dans ce cas : lpsl: (c1010) + P1101)) ll l)

'r";
t/



* Cas 04 : Erreur X sur le 3eme Qbit :

llt s) = clo010F + Pll 1000>

C1r,et + l{o ) = o100100)+ B111010)

Cp,+1+ ltbtl= o,100100) + Pll1000)

C1z,sl + l{a )= ol00l00) + PIl1001)

C1a,sl + l{s )= o100101)+ P[l1001)

Dans ce cas : ltltsl: (cl1001) + P|l10)) l0l)

sont suffrsantes pour la correction.

6tat initial. Comme I'op,6rateur X est unitaire alors : Xf 1 = Xi

Cette correction est rdsumie dans le tableau suivant :

Tab2.1 z Correction d'erreur de type ( X )).

Ce qui permet de revenir dans tous les cas d l'6tat : lue ) = o1000) + pll11)

D6codage : Ir d€codage sert i isoler le Qbit initial des deux Qbits d'infication. Il est rdalisd

par application de I'inverse des portes utilisdes dans l'6tape l'encodage.

L'eatinitial : l{s) = 41000> + pll 1l>

L'application du CNot (1,2) donne l'6tat :

l{ro >=ol0oo>+Pllol>

I._i zq i

t),J/



Chapitre II

l{r"> = 01000> + Bl100>: 14r >100>

ll.4,2,2.Correction d'erreur de type Z ou Phase-flip :

Commewdanslechapitrepr6c6dent,lesportesx'ZetHsontd6finiesparlesmatricesunitaires

suivantes [14] :

": [o tl"-11- 0t

- _lL 0lz=Lo -rl

t rt 1".]H=,t-zl; -it

Calculantlamatricecorrespondantedlatransformation:IIZH.

HzH =lo, otl = "

ce r6surtat affirue que la correction d,une erreur de type Z se ramdne d celle d'une elreur de type

X. Il suffrt d,ajouter une tansformation H d ra fin de l'encodage et son inverse (H) avant la

ddtectiond,erreur.Donc,lecircuitdecorrectionestlesuivant:

Fig.2.4:Circuitdetransformationducodephase-flipdttotsQbit,

Remarques:

oUneelTerrrdetypeZsurunQbitesttransformdeenuneeffeurdetypeXsurlememeQbit.

oLesdtapessuivantessontlesmOmeswesdansletraitementdeserreursX.



IL4.2.3, Correction doerreur de type Y:

De mOme, Calculant:

fl.x =lo. ]l = Y/1r E 
L1 0J

Donc, une effeur y peut 6te conig.e par apprication doun correcteur d'erreurs Z suivi d'un

correcteur d'erreurs X [14].

II.5. Algorithme de Shor :

un systdme quantique pourrait avoir des effeurs de type X, Y et Z' Shor a d6velopp6 un

code de correction universel capabre de corriger ces trois types d'erreurs a la fois [14]' L'id6e

principale est de o'concat6ner" les deux codes de repdtition prdsentds dans le paragraphe

pr6c6dent:

supPldmentaires.

I'architecture globale de cette solution :

,iil
\l
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Encodage i+
ltb>

l0>

l0>

l0>

l0>

l0>

l0>

l0>

l0>

i

ito'
I

il0t

Fig.2.5 : Circuit de correction de Shor'

II.6. Conclusion :

En algorithmique quantique, les progrds r6alis6s sont relativement lents' il existe peu

d,algorithmes quantiques. Dans ce chapitre, nous avons pr6sent6 les plus c6ldbres. Le premier est

utitise pour la teleportation d,un dtat quantique entre deux localitds distantes dans l'espace' Le

second est celui de la factorisation des grands nombres entiers. Enfin, le dernier corrige les erreurs

quantiques. Il est bas6 sur un codage d 9 Qbits'

:27
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Les recherches affirment qu'un systdme quantique est trds sensible aux effeurs du d

l,interaction avec l,environnement. De ce fait, la correction d'ereurs quantiques est indvitable et

joue un r6le trds important. Dans le chapitre suivant, nous nous int6ressons i une solution plus

optimale n6cessitant uniquement 5 Qbits pour I'encodage'

I

,28 I
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Chapitre III

III.I.Introduction :

Ces denridres ann6es, des dvolutions importantes ont eu lieu et qui semblent prometteuses au

niveau du codage de I'information quantique notamment dans le domaine de la correction d'etteurs'

un grand travail thdorique a donn6 naissance d des nouvelles familles de codes. Gdndralement, les

solutions propos6es utilisent la redondance d'informations comme outil de d6tection' c'est une

adaptation des correcteurs classiques en tirant profit de I'intrication afin de delocaliser sur plusieurs

systdmes physiques I'information encod6e'

Dans ce chapitre nous nous intdressons aux codes stabilisateurs [15,16]. Ils sont bas6s

principalement sur les algdbres des op6rateurs de Pauli. Dans la suite, nous presentons trois

variantes:uncodeigebitsequivalentdceluideshor,unautredTQbitsetenfinundernierd5

Qbits.

rfr.2.Id6e de base :

Afin d,infioduire les codes stabilisateurs, prenons un cas trds simple. Soit le Qbit V defini

par:

l{>=ol0>+pll>
(3.1)

Potr proteger ce Qbit des erreurs, on commence d'abord par une 6tape d'encodage bas6e sur la

redondance. Elle consisb e rajout de deux ebits suppl6mentaires intiqu6s au Qbit initial. Elle est

r€alisde en appliquant deux por0es CNot'

crl000> + P1110>

lr/r> = c;000> + P1111>

Supposons maintenant que !e seul type d'erreur qui endommage le Qbit : lt") soit un bit-flip

(rfulis€e par I'action de I'operateur X); il y a trois possibilitds :



Chapiffe III

x1[c1000>+81111 >] = 41100>+Bl0t1 >

x2[c1000 > + P1111 >] = 41010 > + 81101 >

xslcrl0OO>+P1111 >l = 41001 >+F1110>

La technique basde sur les codes stabilisateurs procdde de la manidre suivante :

o On ddfinit des op6rateurs de syndrome qui ont la particularit6 doavoir cofirme 6tats propres

les 6tats erronds ainsi que l'6tat non perturbe.

o On mesure ces operateurs; les 6tats, erron6s ou non, ne sont pas modifids puisqu'ils sont

€tats propres et le r6sultat de la mesure (les valeurs propres) signent la position de I'erreur. I1

suffrt alors d'apporter la correction.

Dans notre cas, ces op6rateurs de syndrome sont : Sr : ZrZz et Sz : ZzZt. lL est facile de vdrifier

que:

. Les 6tats erron6s ainsi que 1'6tatnonperturbe sont 6tats propres de ces deux op6rateurs.

r De plus, le couple de valeurs propres signe sans ambigurt6 la position de l'erreur. Le tableau

ci-dessous indique les valeurs propres du couple (Sr, Sz) pour chacun des 6tats.

hlo > - l$>= 41000 > +F1111 >'+ (+1,+1)

l{r>=X:ltlt)= 41100>+F1011 > + (-1,+1)

lrltr>=Xzltlt) = cr1010>+F1101 > + (-1,-1)

f{, > = Xzltl) = 41001 > +F1110 > + (+1,-1)

Donc, la mesure du syndrome permet de d6tecter le type d'erreur. La mesure quantique de chacune

des valeurs propres est mise en @uwe par le circuit suivant :

ltt >

i -'- -'l

l30l
, !1.'

Fig.3.1 : Circuit quantique pour la mesure des syndrornes.
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. On utilise un Qbit auxiliaire l0 > que l'on fait passer une porte Hadamard, l'6tat est alors de

lo > ll1. > gl,r, >
{2

I On effectue une porte U contr6l6e par le Qbit atxiliaire conduisant :

T

4 
(lo > l'l > +11 > Ul..t'>)

r On effectue de nouveau une porte Hadamard sur le Qbit auxiliaire ce qui donne :

L llo>+11 >1, lo>-lr>--l , -\ ,^- l,/>+Ullb> ltt>-UhP>

Atffp' * Tulv')= lo ) 

-+ 

11 > T
. On mesure ensuite le Qbit auxiliaire.

/ Si on obtient 0 lavaleurpropre est 1.

{ Par contre, si on obtient I lavaleurpropre est -1.

Remarques:

o Les trois 6tats erron6s ainsi que 1'6tat sans erreur'sont des vecteurs propres de deux

opdrateurs ZrZz et ZzZz.

o Seul le mot de code valide est un vecteur propre des deux opdrateurs ZrZz et ZaZ3 avec une

valeur propre +1.

Les deux op6rateurs ZrZz etZzZz formentun groupe S, appel6 stabilisateur du code.

ZtZz et Z2Z3 sont appel6s g6n6rateurs de ce groupe.

ZtZz etZ2Zs conrntent entre eux.

Le couple de valeurs propres calculees pour chaque cas est appelde syndrome.

Par lindaritd des opdrations quantique, I'encodage d'un 6tat :

lv>: ol0> + Pll>

Donne:

lS" >: clO)"+ Pl1)"

Cette notation sera utilis€e dans le reste de ce mdmoire.

Les opdrations quantiques ndcessaires dans I'dtape de ddcodage sont les m6mes utilisdes

dans le processus d'encodage, mais elles doivent Ote appliqu6es dans loordre inverse.

o

o

o

o

o

,;tl
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III.3. Code i neuf Qbits :

Encodase:

l0).=ft ttoool + r1r1)xr000) + r111)xr000) + r111))

= + (t000000000) + t000000111) + t000111000) + ... )2\t2'

l1). = fr {roool - t111))(1000) - t111)xt000) - 1111))

= +(1000000000) - 1000000111) - 1000111000) + 1000111111) + ...)
'.!2 

-

o Le circuit d'encodage correspondant est donn6 dans le chapitre pr6cddent.

G6n6rateurs du groupe stabilisateur :

Tab 3.1 : Le stabilisateur pour le code de Shor d 9 Qbits.

Svndromes:

Le syndrome associd d chaque type d'errew est donnd par le circuit suivant :

I Chapitre III

Z z I I I I I I I
Z I Z I I I I I I
I I I Z z I I I I
I I I z I z I I I
I I I I I I z Z I
I I I I I I Z I z
x x X X x x I I I
x x X I I I x x x

i,ii,
,''. J,



Chapitre III

l0)

10)

t0)

t0)

t0)

t0)

t0)

t0)

L

2

3

4

5

6

7

8

9

Fig.3.2 : Circuit pour la mesure du syndrome d'erreur du eode corcecteur d 9 Qbits de Shor.

D6codaee:

o De m6me, le circuit ddcodage correspondant est donn6 dans le chapitre pr6cddent.

i-- l
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III.4. Code dr sept Qbits :
Encodage:

1.

l0), = /6( 
t + Mi$+ M1X1 + Mz)10000000)

1
l1)" - .VE 

( t + Mi(L + M)(1 + M)tL1t13"It',)

(3.2)

(3.3)

Tel que :

. Mo= XsXaXs X6

. Mr: XLXsXs X6

. Mz: XvX3X4 X6

Le circuit d'encodage correspondant est le suivant [10]:

Fig.3.3 z Circuit quantique pour I'encodage d'un Qbit en 7 Qbits.

G6n6rateurs du groune stabilisateur :

Ms:XsXaX5 X6 Ns: ZsZaZsZ6

M; X1X3X1 X5 N1:Z1ZyZ7Z5

M2:X2X1XaX5 N2:Z2ZyZaZ6

34i
ir/-,

al0) + pl1)

6 r0)

s ro)

4 r0)
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1 r0)

0 ro)
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Codes stabilisateurs Chapitre III

x X x I I I X
X x I X I X I
X I X X X I I
Z Z Z I I I Z
Z z I I Z I Z
Z I Z Z Z I I

Tab 3,2 : Le stabilisqteur pour le code d 7 Qbits.

Svndromes:

Les syndromes d'erreurs polr le code d sept Qbits sont rdsumds dans le tableau qui suit :

Tab 3.3 : Syndromes d'erreur pour le code d 7 ebits.

ces valeurs peuvent 6tre calculdes en utilisant le circuit suivant [10]:

--+ +++ +++ +++ --+ --+ --+ +
+++ --+ +++ --+ +++ --+ --+ +
+ ++ +++ --+ --+ --+ +++ --+ +
+-- +++ +++ +++ +-- +-- +-- +
+++ +-- +++ +-- +++ +-- +-- +
+++ +++ +-- +-- +-- +++ +-- +

Fig.3.4 : Circuit quantique d 7 Qbits pour la ddtection des syndromes d,eryeur.

35i
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Codes stabilisateurs I chapitre III

D6codase:

Le circuit de ddcodage est le suivant :

[r.5. Code ir Cinq Qbits :

Encodage:

Fig.3.5 z Circuit quantique pour le ddcodage de 7 Qbits.

loy" = f C t * Mo)e + MI)(L + Mz)(l + M3)t00000)

l1)c = |t t * MoX 1 + Mr)(L + M)(t + M)ltLLLLl

(3.4)

(3.s)

Tel que :

. Mo= Z1X2X3Za

. Mr= Z2X3XaZs

. Mz= Z3XaXsZl

. Ms = ZaXsXlZ2

i36 I
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Codes stabilisateurs I chapitre III

Le circuit corespondant est le suivant [10]:

Fig.3.6 : Circuit pour coder un Qbit sur 5 Qbits.

G6n6rateurs du sroupe stabilisateur :

Le stabilisateur de code d cinq Qbits est donnd dans le tableau 3.4 [10].

Tab 3,4 : Le stabilisateur pour le code d 5 Qbits.

Svndromes:

Les valeurs propres associ6es i chaque cas sont les suivantes :

Tab 3.5 : Syndromes d'erreur pour le code d 5 Qbits.

clO) + fl1)
t0)

t0)

r0)

t0)

al}l,^

+ ptLrc
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t0)

t0)

t0)

t0)

tqt{

Le circuit quantique permettant de r6aliser ces calculs est le suivant [10]:

Fig,3.7 : Circuit quantique pour la ddtection des syndromes d'eteur.

D6codage:

Le circuit de ddcodage est le suivant :

Fig.3.8 t Circuit quantique pour le ddcodage de 5 Qbits.

Remarques :

o Le code d cinq Qbits est le code quantique permettant la correction d'erreurs le plus optimal.

C'est le code le plus court et donc il est d'un intdrCt immense [17,18].

. Il n'y apas de Ma= Z6X1X2ZI car Ma= MsMlMzMs

. M? = I pourtous car i Xi = Z?. = t.

1 MlMi = MjMrdonc tout couple Mi, Ml commute.

. lO)c et l1)" sont des vecteurs propres de tous les Mi de valeur propre +l; ceci est dff au fait

que tous les Mi commutent etMr(L + M) = ( 1 + M,).

l;
:-,-=t/

pll')

at0l + FtLl

l0\

t0)

l0)

l0)
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o Il est possible de vdrifier qu'en appliquant une eneur xr(yrrouzl),les xplry'), ylrlrpl, et

z*lrltl sont 6galement des vecteurs propres de tous les M;, mais avec des ensembles

diffErents d'6tats propres .

III.6. Conclusion :

Dans ce chapitre, on a prdsent6 quelques algorithmes de correction d'erreurs basds sur les

codes stabilisateurs. Le plus int6ressant est celui d 5 Qbits. I1 ne n6cessite que 4 ebits

suppl6mentaires et permet la ddtection et la correction des erreurs de type X, Y et Z. L'id6e de base

est de trouver un encodage tel que :

o On peut ddfinir des opdrateurs de syndrome qui ont la particularitd d'avoir comme vecteurs

propres les 6tats erronds ainsi que l'dtat sans ereur.

o La mesure de ces opdrateurs ne modifie pas l'6tat trait6.

o Le rdsultat de la mesure (les valeurs propres) signe sans ambiguitd la position de I'erreur.

Une fois I'erreur ddtect6e, il suffit d'apporter la correction.

39
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Impl6mentation et application I chapitre Iv

IV.l. Introduction :

Ce chapihe constitue la demidre partie de ce m6moire. Coest une ddmonstration de la

correction d'erreurs basde sur les codes stabilisateurs. Dans un premier temps, nous introduisons les

diffdrentes fonctions impldmentdes pour simuler un calculateur quantique. Ensuite, nous prdsentons

quelques dtudes de cas. Pour plus de clart6, tous les 6tats interm6diaires des registres quantiques

manipul6s seront affichds.

1Y.2. Environnement de d6veloppement :

La machine utilis6e dans notre impldmentation est caractdrisde pax :

Environnement logiciel :

Java: le langage java possdde de nombreux points forts qui expliquent pourquoi c'est loun des

principaux langages de programmation utilis6s en entreprise aujourd'hui :

/ Langage statique et d6tai116 - Grdce d la nature statique et robuste de Java" il est facile d

maintenir et d lire. Java permet de renvoyer plusieurs types de donndes et on peut facilement

les utiliser dans diverses applications de m6me domaine.

r' Grande compatibilitd avec les outils open source, des applications, des serveurs, etc.

(Apache)

r' Portabilitd, Facile d exdcuter, facile d dcrire - une fois un code est 6crit en jav4 il est

possible de I'exdcuter presque n'importe oi et d tout moment. on peut l'6crire sous Windows

et I'ex6cuter sous Linux, sur des servelrs / t6l6phones mobiles, etc. avec le m€me

comportement. C'est la force de la pierre angulaire de Java.

JDK: ndcessaire pour le d6veloppement et l'impldmentation de nofte application. Java

Development Kit, est le kit de ddveloppement qui offre un ensemble d'outils permettant de

d6velopper des logiciels et applications java et qui est proposd gratuitement par Oracle.

Netbeans: Un environnement de d6veloppement intdgrd avec un ensemble d'outils, venant aider les

programmeurs, spdcialis6 dans le domaine Java [19].

JavaFX: Une API dedide i la crdation dointerfaces graphique. JavaFX est qualifi6 comme le

remplagant de Swing, ddveloppde par Sun Microsystems et rachetd par Oracle.

i;l
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Chapitre IV

1V.3. Simulation quantique 3

pour simuler le fonctionnement des codes stabilisateurs, une version simplifide d'un

simulateur quantique est d6velopp6e, avec les principales fonctionnalitds requises. Les classes

principales sont les suivantes :

Chaque objet de cette classe se caract6rise par les attributs suivants :

Les mdthodes de cette classe sont :

Constructeur ( Param, Vect ).

AfFrcher ( ).

Etat_Quantique : Cette classe sert ir la manipulation des 6tats quantique. Il s'agit d'un

vecteur contenant la combinaison lindaire des dtats de la base dldmentaires. Pour des fins

d'optimisation, les 6l6ments avec des coeffrcients nuls sont ignords. Cette classe n'a pas

d'athibuts mais elle est munie des mdthodes suivantes :

o Constructeur ( alpha , Beta ).

o ProduitTensoriel (Etat-Quant-01, Etat-Quant-02).

r X(PositionQbitCible).

r Y(PositionQbitCible).

. Z(PositionQbitCible).

o H ( PositionQbitCible ).

o CNot ( PositionQbitContole, PositionQbitcible ).

o CZ ( PositionQbitContole , PositionQbitCible ).

o Mesure( PositionQbitCible ).

o Afficher ( ).

Ces m6thodes sont impl€ment6es en se basant sur les pseudo-codes qui suivent :

a

a

r --- i

i 4L ltl
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Impl6mentation et application

Pour(i:O; i< Taille(EtatQl )) faire:

Retum ( EtatQ_Resultat) ;

OpdrateurX (EtatO : EtaiOuantique. PositionObitCible :entier \ : EtatOuantiErc

Pos_QbitCible = Pos_QbitCible - I ;

( i= 0 ; i< Taille (EtatO)) faire :

vectCourant = Etat_Quant lil , vect ;

QbitCible 
: veet_couraot [Pos_QbitCible] ;

t! 
(Qbiaible ='0') alors :

I

I nouv_vect=vect_courant [0, Pos-QbitCiblel;

I noor vect= nouv vect+'l' lt-
I nouv_vect: nouv-vect + vect-courant I Pos-Qbitcible + I , Taille (vect-courant) ];
I

@:

nouv_vect : vect_courant [0, Pos_QbitCibte];

nouv_vect = nouv_vect * '0' ;

I nouv_vect: nouv-vect * vect-courant I Pos-QbitCible + I , Taille (vect-courant) ];
I

tr'in Si.

Nouv_EtatBase= Etat_Base(Etat_Quant I i ] .param, nouv-vect) ;

EtatQ_Rezultat. Ajouter (Nouv_EtatBase);
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Pos_QbitCible : Pos_QbitCible - I ;

B9CI ( i= 0 ; i< Taille (Etato))faire :

VecteurCourant = Etat_Quant [i] . vect;

NouveauxVecteur : VecteuCourant ;

QbitCible = VecteurCourant[PositionQbitCible] ;

Si (QbitCible = '0') alors :
I
I

I Nouveauxfaramaitre = EtatQ [i]. paxam ;

I

Sinon:

I

I NouveauxParamaitre : - EtatQ Ii]. param ;
I

I

Fin Si.

NouveauxEtatBase = Etat_Base (Nouveaux Paramaitre , NouveauxVecteur ) ;

EtatQ_Resultat. Ajouter (NouveauxEtatBase);

OodrateurCNoT (EtatO : EtatOuantioue. PositionCible : entier. PositionControl : entier) : EtatOuantioue

D6but:
PositionCible = PositionCible - I ;

PositionContol - PositionConhol - I ;

( i= 0 ; i < Taille (EtatO)) faire :

Nouveauxlraram : EtatQ I i I . param ;

VecteuCourant = EtatQ [i] . vect;

QbitContnol = VecteuCourant lPos{iqleottrall ;

$!(QbitConrol :'0')alors :

I

I NouveauxVecteur = VecteurCourant ;

I

@:

Qbit_cible vect_courant lPos_QbitCible] ;

(Qbit ciblr'0') alors :

nouv_vect = vect_courant [0, Pos_QbitCible];

nouv_vect = nouv_vegt *'l' ;

nouv vect = nouv vect + vect_aourant I Pos-QbitCible + I , Taille (vect-courant) ]

|.- l
t+s
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Sinon

nouv_v€ct: vect courant [0, Pos_QbitCible];

nouv_vect = nouv_vect *'1' ;

nouv_vect= nouv_vect+vect_courantIPos_QbitCible+ l,Taille(veclcourant)];

Fin Si.

Fin Si.

Nouv_EtatBase : Etat_Base (nouvjar, nouv_vect) ;

EtatQ_Resultat A,iouter (Nouv_EtatBase);

Fin Pour.

Return ( EtatQ_Resultat) ;

Fin.

Pos_QbitCible : Pos_QbitCible - I ;

Pour ( i= 0 ; i< Taille (PtatO)) faire :

VecteurCourant : Etat_Quant [i] . vect;

NouveauxVecteur = VecteuCourant ;

QbitCible = Vect€uCoumnt[PositionCible] ;

QbitContol = VecteuCourantfPssrdsnes$rsll ;

Si (QbitCible : 'l') et (QbitCible : 'l') alors :
I
I

I NouveauxParamaifre : - EtatQ I i ] . param ;

I

Sinon :

I

I NouveauxParamaitre : EtatQIi].param;
I

Fin Si.

NouveauxEtatBase = Etat_Base (Nouveaux Paramaitre , NouveauxVecteur ) ;

EtatQ_Resultaf- Ajouter (NouveauxE'tatBase);

144iir
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F6iitionCible = PositionCible - t ;

PagI ( i:0 ; i < Taille (BtatO)) faire :

vect courant =Etat-Quant I i ]' vect ;

nouv-vect : vect-courant [0, Pos-QbitCible];

nouv-vect-O : a6uY-Ys6f *'0' i

nouv-vect-l - nouv-vect *'1' ;

nouv-vect-O: nouv-vect + vect-courant I Pos-QbitCible * 1 
' 
Taille (vect-courant) ];

nouv-vect-l: nouv-vect+vect-corrantIPos-QbitCible+ 1 
'Taille(vect-courant)];

Qbit-cible = vect courant lPos-QbitCible] ;

E! 
(Qbitcible = '0') alors :

I 
Nouv-etatnase-0: Etat-Base (Bcat-Quant I i ] 'pm / sqrt(2)' nouv-vect-O) ;

I Nouv-EtatBase-l = Etat-Base (Etat-Quant I i ] ' par / sqrt(2)' nouv-vect-l) ;

I

$iss:
I

I Nouv-EtatSase-0 : Etat-Base (Etat-Quant I i ] 'par / sqrt(2)' nouv-vect-O) ;

I uouv_etatease-l = Etat-Base ( - Etat-Quant I i ] . par/ sqrt(2), nouv-vect-l) ;

I

Fin Si.

Etat-Qt-Resultat. Aj outer ( Nouv-EtatBase-0 );

EtatQ-Resultat. Ajouter ( Nouv-EtatBase-l );

Fin Pour.

Retum (EtatQ-Resultat) ;

;l
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o Interface graphique:

Afin d'illustrer notre impl6mentation, on apropos6 f interface graphique suivante :

Fig.4.1 zlnterface graphique de l' application.

1) Champs utilis6s potr r6cup6rer les paramdtres alpha et beta du Qbit manipuld.

2) Radio Boutons permettant de choisir le type d'ereur trait6e : X, Z ou Y.

3) Champs utilis6 pour saisir 1e numdro du Qbit affecte par I'erreur.

4) Bouton pour initialiser tous les paramdtres de champs de saisie.

5) Bouton pour r6initialiser les paramdtres des chamPs de saisie.

6) Boutons pour selectionner la variante 6tudi6e.

7) Circuit quantique.

8) Zone d'affichage des r6sultats.

9) Boutons pour effacer le contenu de la zone d'affichage.

l0) Bouton pour quitter l'application.

11)Bouton pour ar6ter le processus de circuit quantique.

,fl
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1V.4. Exemples illustratifs : Soit le Qbit Psi avec un 6tat initial comme suit :

psi=alphal0>+betall>

Tel que : alPha = 0.35 ; beta= 0.93675 ;

Application du Code stabilisateur i cinq Qbits :

r' Cr6ation du Qbit il' fltatinitial:

l{r) : 0.3510> + 0.9367511>

./ Ajout des quatre Qbits d'intrication:

lUr) = 0,35100000> + 0'93675110000>

/ Etape d'encodage:

. Application de la porte Z sur [e premier Qbit

f Uz) = 0,3510000F - 0'93675110000>

' Application de laporte H sur le premier Qbit

l$z) = - 0.415100000> + 0'909110000>

. Application de la porte Z sur le premier Qbit

l{z) : - o.41sloo000> - 0.9o9l1oo0o>

. Application de la Porte CNot (1,2):

l$z) = - 0.415100000> - 0'90911 1000>

. Application de la porte H sur le premier Qbit

f vz) = - 0.293100000> - 0.2931 I 0000> - 0.642101 000> + 0. 642111 000>

. Application de laporte H sur le deuxidme Qbit :

lsz) : - 0.663100000> + 0.249101000> + 0.249110000> - 0.66311 1000>

. Application de la porte CNot (1' 3):

luz) : - 0.663 100000> + 0.24910100 0> + 0.2491 1010F - 0.663 I 
I I 100>

' Application de laporte CNot (2,3):

luz ) = - 0.663 100000> + 0.2491011 00> + 0.2491r0rc0> - 0'663 
1 
1 1 000>

. Application de la porte H sur le foisidme Qbit :

luz): - 0.46810000F + 0.46S10010F + 0.176101000> - 0.176101100> + 0.17611000F -

0.176110100> - 0.46811 1000> - 0.46811 1 100>

i .. -r
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Application de la Porte CNot (1,4):

Itr)=-0.468100000>+0.46810010F+0.17610100F-0.176101100>+0.17611001F-

0.1761101l0> - 0.46811 1010> - 0.468111110>

' Application de laporte CNot (3'4)z

luz) = -0.468 100000> +0.46s100110> + 0.176101000> -0. 1761011l0> +0.176110010> -

0. 176110100> - 0.46811 1010>' 0.46811 1 100>

' Application de la porte H str le premier Qbit :

lsz) : - 0.3310000F - 0.33110000> + 0. 33100110> + 0. 33110110> + 0.124101000> +

0.124111000> - 0.124101110> - 0.l24lr1l10> + 0.124100010> - 0.124110010>

0.12410010 0> + 0.r2411010F - 0.3310101F + 0.3311101F - 0.33101100> + 0.33111100>

Applioation de la porte H sur le quatridme Qbit :

l{z) = - 0.146100000> - 0.32 100010> - 0. 32110000> - 0. 146110010> + 0.14610010F -

0.32100110>+0.3211010g>-0.146110110>-0.146101000>+0.32101010>+0.32111000>

- 0.14611101F - 0.32101 100> + 0.087101110> + 0.146111100> + 0.32111110>

. Application de la Porte CNot (1, 5):

lvz) = - 0.14610000F - 0.3210001F - 0.32110001> - 0.146110011> + 0.14610010F

0.32100110> +0.32110101>-0.146110111>-0.146101000>+0.32101010>+0.32111001>

- 0.146111011> - 0.32101100> + 0.0s7101110> + 0.146111101> + 0.32111111>

. Application de laporte CNot (2,5):

lsz) = - 0.146100000> - 0.32100010> - 0.32110001> - 0.146110011> + 0.146100100>

0.32100110> +0.32110101>-0.146ll0llt>-0.146101001>+0.32101011>+0.32111000>

- 0.14611101F - 0.32101 101> + 0.087101111> + 0.146111100> + 0.32111110>

' Application de laporte CNot (3' 5):

lvz)=-0.146100000>-0.3210001F-0.32110001>-0.146110011>+0.146100101>-0.

32100111> + 0.32110100> - 0.146110110> - 0.146101001> + 0. 32101011> + 0.32111000> -

0.14611 1010> - 0.32101 100> + 0.037101 1 10> + 0. 14611 1 101> + 0.3211 1 1 1 1>

. Application de la porte H sur le premier Qbit :

fsz) = - 0.1010000F - 0.1011000F - 0.22100010> - 0.22IA010> - 0. 22100001> +

0.22110001> - 0.10100011> + 0.10110011> + 0.10100101> + 0.10110101> - 0.221100111> -

0.21lt01t> + 0. 2210010F - 0. 2211010F - 0.10 1001l0> + 0.10110110> - 0.10101001> -

0.10111001> + 0.22101011> + 0.2210100F - A.22''11000> - 0.10101010> + 0.10111010> -

0.2210110F - 0.2211110F + 0.06110111F + 0.061111110> + 0.10 101101>

0.10111101> + A.22101111> - 0.22111111>

r;l
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. Application de laporte H sur le deuxidme Qbit, on obtient le psi codd comme suit:

lsr) = - 0.0s5100000> - 0.23101000> - 0.23110000> + 0.085111000> - 0.2310001F -

0.08s101010> - 0.085110010> - 0.23111010> + 0.08s101100> - 0.085101001> +

0.08s110001> - 0.085 100011> - 0.23101011> + 0.23 110011> - 0.085111011>

0.0ss100101> - 0.23101101> - 0.23110101> - 0.08s111101> - 0.23100111> - 0.085101111> -

0.08s110111> + 0.23111111> - 0.23100100> - 0.0s511010F + 0.085100110> +

0.2310119> - 0.23110110> - 0.0851111l0> - 0.23100001> + 0.23111001> + 0.23101110>

Correction d'une erreurs de type X ( Bit-flip )

{ Injecter une Erreur X sur le deuxidme Qubit :

l$s) = - 0.0ss101000> - 0.2310000F - 0.2311100F+0.085110000> - 0.2310101F -

0.085100010> - 0.085111010> - 0.23110010> + 0.085100100> - 0.085100001> +

0.085111001>-0.085101011>-0.23100011>+0.23111011>-0.085110011>-0.085101101>

- 0.23100101> - 0.23111101> - 0.085 110101> - 0.23101111> - 0.08s100111> - 0.085111111>

+ 0.23110111> - 0.23101100> - 0.085111100> + 0.0851011l0> + 0.231001l0>

0.23111 I l0> - 0.0s51101 l0> - 0.23101001> + 0.23110001> + 0.231001 10>

/ Ajout des quate Qbits du sYndrome:

fus): - 0.08s1010000000>,0.231000000000> -0.2311,1000000F+0.08s1100000000> -

0.23101010000F - 0.0851000100000

0.0s5100100000F - 0.085100001000F + 0.085111001000F - 0.08s1010110000>

0.23100011000F + 0.231110110000> - 0.0s51100110000> - 0.08s1011010000>

0.231001010000> - 0.23111101 0000> - 0.085110101000F - 0.231011110000>

0.08s1001110000> - 0.0s51111110000> + 0.231101110000> - 0.231011000000>

g.gsslllt00000g> + 0.0851011100000 > + 0.23100110 0000> - 0.23lllli00000> -

0.0851101 10000F - 0.23101001000F + 0.23 
| 
100010000> + 0.23 1001 100000>

{ Aprds application du circuit, on obtient :

lus) : 0.075100100101F + 0.23100110101F + 0.075101000101F + 0.075101011101F +

0.075101110101F + 0.231011111010> + 0.075110000101F + 0.23110001101F +

0.23 | 
10100101F + 0.231 101 1 1 101F + 0.0751 1 1001 101F + 0.23 I 

1 I 01 1 1010>

R6sultat de mesure = 1010 , donc erreur de type X2.
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Impl6mentation et aPPlication

La correction : appliquer la porte X sur le deuxidme Qbit :

ls*) = 0.075100100101F + 0.231001101010> + 0.075101000101F + 0.0751010111010> +

0.0751011101010> + 0.231011111010> + 0.075110000101F + 0.231100011010> +

0.23110100101F + 0.231101 1 1 1010> + 0.07511 1001 1010>

+ 0.231110111010>

Suppression des quatre Qbits du syndrome:

lV+):0.075100100> + 0.231001lo> + 0.07510100F + 0.075101011> + 0.075101110> +

0.23101111>+0.075110000> +0.23110001>+0.23110100>+0.23110111>+0.075111001>

+ 0.23111011>

Etape de d6codage :

. Application de circuit de ddcodage :

lus) = 0.34999910000F + 0.9367 491 1 0000>

. Suppression des Qbits auxiliaires :

I V ) = 0.3499991F + 0.93674911>

Correcfion d'erreuns de type Z ( Phase-flip )

{ Injecter une Erreur Z sur le premier Qubit :

lvs): - 0.0ss10100F - 0.2310000F + 0.2311100F - 0.08s110000> - 0.2310101F -

0.085100010> + 0.0s5ll10l0> + 0.23110010> + 0.085100100> - 0.085100001>

0.085111001>-0.085101011>-0.23100011> -0.23]111011>-0.085110011>-0.085101101>

- 0.23100101> + 0.23111101> + 0.085110101>- 0.23101111> - 0.085100111> +

0.0s5ll1l11>.0.23|101l1>-0.23|01100>+0.085|11100>

0.23100110>+ 0.23j1110>+0.0851101l0>-0.23101001>-0.23110001>+0.23100110>

{ Ajout des quate Qbits du sYndrome:

lss): - 0.08s1010000000> - 0.23100000000F + 0.23111000000F - 0.08s110000000F -

0.23101010000F - 0.085100010000F + 0.0s5111010000F + 0.23110010000F +

0.0851001000000> - 0.085100001000F - 0.08s1110010000> - 0.08s1010110000>

0.231000110000> - 0.231110110000> - 0.0851100110000> - 0.08s1011010000>

0.231001010000> + 0.231111010000> + 0.0s51101010000> - 0.231011110000>

0.0851001110000> + 0.0s51111110000> - 0.23110111000F - 0.23101100000D +

0.085111100000F + 0.085101110000F + 0.23100110000F + 0.231111100000> +

0.085110110000F - 0.23101001000F - 0.23110001000F + 0.23100110 0000 >

/ Aprds application du circuit, on obtient :

l'; I
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Impl6mentation et aPPlication Chapitre IV

ls*)=0.0741000000011>-0.231000010011>-0.231000100011>+0.0741000110011>

- 0.231001000011> - 0.0741001010011> + 0.0741001100011> + 0.231001110011>

- 0.231010000011> - 0.0741010010011> - 0.0741010100011> - 0.231010110011>

+ 0.0741011000011> - 0.231011010011> + 0.231011100011> - 0.0741011110011>

+ 0.23|100000011> - 0.0741100010011> + 0.0741100100011> - o.n$aul0011>

+ 0.0741101000011> + 0.231101010011> + 0.231101100011> + 0.0741101110011>

- 0.0741110000011> - 0.231110010011> + 0.231110100011> + 0.0741110110011>

- 0.231111000011> + 0.0741111010011> + 0.0741111100011> - 0.231111110011>

R6sultat de mesure = 0011, donc erreur detypeZl

/ La correction : appliquer la porte Z swle premier Qbit :

l$s) : 0.0741000000011> - 0.231000010011> - 0.231000100011> + 0.0741000110011> -

0.231001000011> - 0.0741001010011> + 0.0741001100011> + 0.231001110011>

0.231010000011> - 0.0741010010011> - 0.0741010100011> -0.231010110011> +

0.0741011000011> - 0.231011010011> + 0.231011100011> -0.0741011110011>

0.231100000011> + 0.0741100010011> - 0.0741100100011> + 0.231100110011>

0.0741101000011> - 0.231101010011> - 0.231101100011>'0.0741101110011> +

0.0741110000011> + 0.231110010011> - 0.231110100011> -0.0741110110011> +

0.23111 100001 1> - 0.0741 1 1 101001 1> -0.07411 1 1 10001 1> + 0.2311 1 1 1 1001 l>

r' Suppression des quate Qbits du syndrome:

fus):0.074100000> - 0.23100001> - 0.23100010> + 0.074100011> - 0.23100100> -

0.074100101> + 0.074100110> + 0.23100111> - 0.23101000> - 0.074101001>

0.074101010>-0.23101011>+0.074101100>-0.23101101>+0.23l0lll0>-0.074101111>

- 0.2311000F + 0.074110001> - 0.074110010> + 0.23110011> -0.074110100> - 0.23110101>

- 0.23110110> - 0.074110111> + 0.07411100F + 0.23111001> - 0'23111010>

0.07411 101 1> + 0.2311 1 100> - 0.07 4ll1 101> -0.07411 1 I l0> + 0.231 1 1 1 1 l>

{ Etapeded6codage:

. Application de circuit de ddcodage :

lPsi) 
: 0.34999910000F + 0.9367 4911 0000>

' Suppression des Qbits auxiliaires :

lPsi) = 0.3499991F + 0.9367 4911>
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Chapitre IV

. Correction doerreurs de tYPe Y :

,/ Injecter une Eneur Y sur le cinquidme Qubit :

|ss):0.0s5|00001>+0.23|01001>+0.23|10001>.0.085111001>+0.23[00011>+

0.085101011> + 0.085110011> + 0,23|11011> - 0.085101101> - 0'08s101000> +

0.0gs1000p-0.085100010>-0.23101010>+0.2311001F-0.0s5111010>-0.08s100100

0.085l10110>+0.23l11110>+0.23|00101>+0.085l10101>.0.085|00111>

23101111> + 0.23110111> + 0.085111111> - 0.23100000> + 0. 23111000> + 0.2310111l>

{ Ajout des quatre Qbits du syndrome:

lss) = 0.0851000010000> + 0.23101001000F + 0.23110001000F - 0.085111001000F +

0.23|000110000>+0.0851010110000>+0.0851100110000>+0.23||10110000>

0.085101101000F - 0.08s101000000F + 0.085110000000F - 0.08s1000100000>

0.231010100000>+0.231100100000>.0.085|110100000>-0.085|001000000>

0.231011000000> - 0.231101000000> - 0.0s51111000000> - 0.23100110000F

0.0851011100000> - 0.0s5110110000o> + 0.23111110000F + 0.231001010000> +

0.0s5110101000F - 0.0851001110000> - 0.231011110000> + 0.231101110000> +

0.08s1 I I I I 1 0000> - 0.23 1000000000> + 0.23 | 
1 1 000000F + 0.23101 1 1 I 0000>

t Aprds application du circuit, on obtient :

It+) = -0.23741000001111> - 0.07491000011111> + 0.07491000101111> +

0.23741000111111> - 0.07491001001111> + 0.23741001011111> + 0.23741001101111> -

0.07491001111111> - 0.07491010001111> + 0.23741010011111> -0.23741010101111> +

0.07491010111111> - 0.23741011001111> - 0.07491011011111> - 0.07491011101111> -

0.237410t1111111> + 0.07491100001111> + 0.23741100011111> + 0.23741100101111> +

0.07491100111111> - 0.23741101001111> + 0.07491101011111> - 0.07491101101111> +

0.2374110111111> + 0.23741110001111> - 0.07491110011111> - 0.07491110101111> +

0.23741110111111> - 0.07491111001111> - 0.2374],111011111> + 0.23741111101111> +

0.074911111 11111>

R6sultat de mesure = 1111 , donc elreur de type Y5

{ La correction :

' appliquer laporte Y sur le cinquidme Qbit :

fqs) : - A.n741000011111> + 0.07491000001111> + 0.07491000111111>

0.23741000101111> - 0.07491001011111> - 0.23741001001111> + 0.23741001111111> +

0.07491001101111> - 0.07491010011111> - 0.23741010001111> - 0.237410101lllltt -,._
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Impldmentation et aPPlication

0.0749101010111 l> - 0.23741011011111> +

0.237410t1101 1 1 t> + 0.0749110001 1 1 1 1> -

0.0749110010111 > - a.23741101011111> -

0.23741101101 1 1 l> + 0.237411 1001 1 1 1 1> +

0.23741110101 1 1 1> - 0.0749l|11 1011 1 I 1> +

0.07491111101111>

/ Suppression des quatre Qbits du syndrome:

l$s) = - 0.2374100001> + 0'074910000F +

0.0749100101> - 0.2374100100> + 0.23741001,11>

0.237410r00F - 0.237410101 1> - 0.0749101010>

0.0749101111> + 0.2374101110> + 0.0749110001>

0.0749110010> - 0.2374110101> - 0.0749110100>

0.2374111001> + 0.0749111000> - 0.0749111011>

0.237 4lL1 1 00> + 0.237 4lll 1 1 1 > - 0.07 49111 I I 0>

{ Application de circuit de d6codage :

lPsi) = 0.349999|00000> + 0.9367 49110000>

{ Suppression des Qbits auxiliaires :

lPsi) 
: 0.3499991F + 0.9367 49ll>

{ Etapededdcodage:

. Application de circuit de ddcodage :

lPsi) 
: 0.349999100000> + A.%67 491 I 0000>

I Suppression des Qbits auxiliaires :

lPsi) 
: 0.3499991F + 0.9367491 l>

0.07491011001 1 I 1> - 0.07491011 1 1 I 1 1 1> +

0.23741100001 1 1 t> + 0.237411001 1 1 1 1 1> -

0.0749110100111t> - 0.07491101111111> -

0.07 491110001 1 I l> - 0.074911101 1 1 1 1 1> -

0.2374111 1001 I I 1> + 0.2374111 I 1 I 1 1 I 1> -

0.0749100011> - 0.237410001F

+ 0.07491001l0> - 0.0749101001> -

- 0.2374101101> + 0.0749101100> -

- 0.2374110000> + 0.2374110011> -

- 0.0749110111> - 0.2314110110> +

- 0.2374'11010> -0.0749111101> +
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Conclusion g6n6rale

Les 6normes difficult6s qu'i1 y a d prdserver les Qbits des influences du milieu environnant

repr6sentent l,entrave majeure d la rdalisation d'un prototype d'ordinateur quantique. Le probldme

est si aigu que la solution noest nullement dcartde de I'adoption d'un protocole massif de corrections

d'erreurs.

La correction automatique d'erreurs quantiques se fait sur le m6me principe qu'en th6orie

classique de l,information en recourant d des Qbits suppldmentaires qui cr6ent la redondance

n6cessaire. Mais plusieurs particularitds du cas quantique rendent impossible l'adaptation directe

des strategies classiques. Le probldme se complique du fait que :

o Lastructure du Qbit est diffdrente de celle du bit classique.

o Certaines op6rations classiques sont impossibles d r6aliser de manidre quantique, par

exemple le clonage pur et simple est impossible'

o Lamesure d6truit 1'6tat quantique. En plus, c'est une opdration irr6versible.

r Les erreurs quantiques possibles sont plus nombreuses que celles classiques.

Dans ce travail, nous nous sommes intdress6s d la solution bas6e sur les codes stabilisateurs'

Les stabilisateurs sont les analogues des lignes de la matrice de parit6. Chaque 6quation aux valeurs

propres satisfaite par un 6tat du code est l'analogue d'une contrainte de parit6. Les valeurs propres

des stabilisateurs sont loanalogue du syndrome. Dans un premier temps, nous avons prdsente une

6tude de cetk solution. Ensuite, on a propos6 une impldmentation avec des exemples d'application'

Cet algorithme permet la correction des erreurs de types X, Y et Z. Comme ces trois opdrateurs, dits

groupe de pauli, constituent une base de l'espace des matrices unitaires, n'importe quelle anomalie

est donc conigeable. Cet algorithme est trds efEcace dans la correction. En termes de performance,

n'utilise que quafie Qbits suppl6mentaires dans la phase d'encodage'

Ce tavail peut 6te 6tendu selon plusieurs directions. Une des plus prometteuses, la

recherche des codes stabilisateurs pour un ensemble de Qbits. Le ffaitement collectif peut diminuer

les Qbits suppl6mentaires ndcessaires.
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