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Chapitre 1

Introduction générale

Comme il est bien connu en mécanique quantique relativiste, les équations de Klein-Gordon
(KG) et de Dirac ont été introduites pour décrire d’une maniére covariante la dynamique d’une
seule particule douée respectivement de spin-0 et 3 [1][2]. L’équation de Klein-Gordon a été
rejetée a cause des solutions & normes négatives qui ne peuvent definir des densités de probabilité
de la particule. Cette difficulté a été en fait surmontée par Pauli et Weisskopf qui ont pu I'utiliser
comme équation de base de la théorie des champs des bosons & spin-0. L’équation de continuité
est alors interprétée comme loi de conservation de densité quadridimensionnelle charge-courant.
La deuxiéme candidate qui est I’équation de Dirac, a été au contraire appliquée avec succés et les
solutions & énergies négatives ont été interprétées comme étant des antiparticules associées aux
particules. Cependant, comme il est connu, cette interprétation n’est valable qu’en présence
des champs faibles et lentement variables. Sinon, I’équation de Dirac est considerée comme
une équation de base de la théorie des champs des fermions de spin—%. De cette maniére, on
conclut que les deux équations sont ainsi confrontées aux mémes problémes de la physique a
plusieurs corps. Néaumoins, le role que joue I’équation de Dirac comme étant une théorie & une
particule a été omise pour ’équation de Klein-Gordon. De ce fait, I’équation de Feshbach-Villars
[3] vient remédier a la situation en tentant de restituer ce role a I’équation de Klein-Gordon.
La derivée seconde, qui était le grand défaut présent dans ’équation, est évitée au moyen
d’une fonction d’onde & deux composantes dans laquelle les deux signes de la charge sont mis
d’une maniére explicite dans la théorie (symétrie de charge). Par conséquent, 'interprétation

probabiliste est reconstruite et les solutions négatives représentent encore des antiparticules.



En plus des équations citées, il existe une autre équation relativiste dite équation de Duffin-
Kemmer-Petiau (DKP) décrivant la dynamique des particules scalaires et vectorielles de spin
respectivement 0 et 1 [4][5][6]. Cette équation de DKP est covariante, du premier ordre par
rapport au temps et similaire & celle de Dirac. En plus, bien qu’elle contient toute information
sur le systéme des particules scalaires de spin 0 mais elle n’est pas complétement équivalente
a celle de KG sauf dans le cas ou l'interaction est absente. Autrement, sa forme quadratique
contient un terme supplémentaire non physique peut étre di aux mélanges des secteurs de spin
0 et 1 contrairement a celle de Dirac.

Durant les derniéres années, au niveau d’un échelle microscopique de haute énergie, beau-
coup de théories ont été consacrées & ’étude des problémes de théorie quantique des champs
caractérisée par la non localité des processus physiques, pour absorber les infinis entachant les
théories de champs standards. Notamment, la théorie de la géométrie non commutative qui
a été suggérée que n'importe quel schémas d’unification des interactions fondamentales de la
physique devrait en principe contenir des effets de la non commutativité de I'espace décrivant
la non localité des phénomeénes quantiques. Ceci est I'un des arguments récemment proposé par
la théorie des cordes dans le but d’unifier la physique. En plus, selon le mathématicien Alain
Connes, cette non commutativité de I’espace est considérée comme étant une généralisation
de la dualité entre éspace géométrique et algébre au cas plus général ou ’algébre n’est plus
commutative. Cela nous conduit & modifier deux concepts fondamentaux des mathématiques,
ceux d’éspace et de symétrie et a adapter 'ensemble des outils mathématiques, dont le calcul
infinitésimal et la cohomologie & ces nouveaux paradigmes. A cet égard, plusieurs travaux ont
vu le jour dans l'espoir de donner & cette non commutativité de I’espace un aspect concret.
Leur domaine d’application s’étend de la théorie des champs a la mécanique quantique. Parmi
ces tarvaux citons, la théorie en ®* non commutative [7] ou les aspects perturbatifs des théories
de champ non commutative ont été largement étudiés par le calcul des actions effectives et des
fonctions de Green a deux points, l'extraction de la mécanique quantique noncommutative a
partir de la théorie du champs quantique noncommutative dans le cas non relativiste [8], et
la théorie électrodynamique quantique(QED) non commutative [9] dans laquelle Calmet a fait
le calcul des anomalies des moments magnétiques de spin. En plus ce domaine d’application

peut s’étendre également au cas de la mécanique quantique relativiste, par exemple, ’équa-



tion de Dirac pour une particule de spin % en interaction avec un champ électromagnétique
constant qui a été étudié explicitement dans la géométrie non commutative [10], ot le taux de
production de paires de particules a été bien déterminé par la méthode usuelle de Bogolubov,
et le probléme de l'oscillateur de KG et de Dirac qui a été étudié et discuté par Mirza dans
lespace non commutatif [11], ou il a montré que le probléme des deux oscillateurs déformés a
un comportement similaire au probléme de Landau dans un espace commutatif.

En d’autre part, on sait bien qu’au sein de la relativité générale, I’espace temps courbé
décrivant la gravité comme une propriété géométrique de l’espace-temps, a connu un grand
progrés au cours de ces derniéres années grace a, notamment, la compréhension de I’expansion
de espace et & la forme du 'univers. D’une maniére plus précise, la notion de cette courbure
de l'espace qui a été produite par la distribution de la matiére peut s’étendre également au
monde microscopique (mécanique quantique), ot il est possible de déterminer le comportement
d’un objet quantique en présence de gravité, prédire le mouvement d’une particule dans un
champ gravitationnel. A cet effet, ’extension de la théorie quantique des champs ordinaire
dans l'espace-temps courbe a suscité un intérét considérable en raison d’une forte motivation
pour la théorie unifiée de la gravitation et la mécanique quantique (gravité quantique). De
ce fait, plusieurs problémes ont été étudiés dans le cadre de cette version gravitationnelle de
la mécanique quantique : ’équation non relativiste d’une particule de Schrodinger se mouvant
dans un champ gravitationnel constant qui a été résolue exactement par le formalisme quantique
d’hamiltonien [12], par le formalisme classique de Faynman [13], et les équations relativistes de
KG et de Dirac qui ont été étudiées intensivement dans un champ gravitationnel constant par
Khorami [14], dans deux modeles différents de 1'espace-temps de Robertson-Walker(RW) [15]
dans laquelle Moradi a élucidé le comportement de spin dans I’univers en expansion, par le calcul
de la densité de création de particules scalaires et de Dirac via la technique des transformations
de Bogolubov.

Vu a l'intérét courant d’absorber les divergences apparaissant dans I'unification des quatre
interactions fondamentales de la physique, qui rendent la théorie des champs quantiques non
renormalisable, plusieurs scénarios ont été proposés pour résoudre ce genre de problémes, no-
tamment le formalisme de la mécanique quantique en présence d’une longueur minimale qui

a été développé par Kempf et ses collaborateurs [16][17]. Ce formalisme peut étre vu comme



étant un régulateur de divergence, en particulier, il permet I’absorption des divergences ultra-
violettes connues en théorie des champs quantiques [18], ou la notion de la longueur minimale
est décrite comme une échelle microscopique (ou résolution) indépassable, inatteignable et in-
variante [19][20] a partir de laquelle la gravité commencerait & présenter des effets quantiques.
En plus, cette longueur est supposée étre proche de la longueur de Planck, elle est considérée
comme une limite naturelle exprimant la nature non ponctuelle des particules élémentaires
en monde microparticule [21], telle que la dimension des particules dans la théorie des cordes
[22]]23], qui est considérée comme une longueur de corde, au-dessous de laquelle la résolution de
I’espace devient impossible. Récemment, plusieurs problémes ont été étudiés dans le cadre de
cette version déformée de la mécanique quantique : le probléme de I’atome d’hydrogéne qui a été
étudié perturbativement par Brau [24] et par Benczik [25] dans la quasi-représentation de con-
figuration, le probléme du potentiel singulier qui a été étudié en détail dans le formalisme de la
mécanique quantique non relativiste avec un principe d’incertitude généralisé [26], et I’équation
de Pauli pour une particule chargée de spin % sous ’action d’un champ magnétique constant
qui a été traité également dans ce formalisme, ou les propriétés thermodynamiques du systéme
a haute température ont été examinées [27]...ect. En plus, 'extension relativiste de ce probléme
est limitée malgré certains tentatives, parmi eux nous citons : ’équation de Dirac en présence
d’une longueur minimale dans la référence [28], ou l'oscillateur de Dirac & une dimension a
été résolu exactement ; & trois dimensions, ce probléme a été résolu en utilisant la mécanique
quantique supersymétrique [29], et I’équation de KG a (141) dimension en intéraction avec des
potentiels linéaires (scalaires et vectoriels) qui a été traité aussi dans ce formalisme [30].

Le but de cette thése est de traiter principalement quelques problémes de la mécanique
quantique relativiste pour les Bosons scalaires et vectoriels, gouvernés par 1’équation de DKP
et ceci via trois formalismes différents. En premier lieu, on considére I’étude du probléme de
Poscillateur harmonique de DKP dans le cadre de la géométrie noncommutative a I'intérét de
comprendre et d’examiner 'effet de la géométrie noncommutative sur les systémes relativistes
avec spin. En second lieu, nous suggérons de traiter ’équation relativiste de la particule du
DKP évoluant dans un espace courbé, doté d’'une métrique de RW, ensuite nous essayons de
déterminer le taux de création de particules scalaires et vectorielles en présence de la gravité

par la méthode des transformations de Bogolubov. Finalement, a I’ordre d’examiner 'effet de la



longueur minimale sur les systémes relativistes avec spin, on suggeére le traitement du probléme
de Doscillateur de DKP dans le cadre de la nouvelle algebre de Heisenberg modifiée. Dans le
méme contexte du troisiéme formalisme, nous proposons d’étudier la dynamique d’un systéme
non relativiste dependant du temps de masse variable se mouvant dans un potentiel linéaire
en présence de la longueur minimale suivant deux approches simples, & savoir 1’équation de
Schrodinger et les integrales de chemin.

Ce mémoire est organisé comme suit : le prochain chapitre est considéré comme un bref
rappel au formalisme de la théorie de Duffin-Kemmer-Petiau dans 1’espace commutatif, en met-
tant l'accent sur I’étude de l'oscillateur harmonique du DKP habituel. Le troisiéme chapitre
est consacré au traitement du probléme de 'oscillateur du DKP donné par la substitution non
minimale dans ’espace non commutatif. Dans le but d’élucider I'effet de la géométrie noncom-
mutative sur la mécanique quantique de DKP, nous illustrerons la résolution du probléme en
question pour les deux cas de spin et nous les comparerons avec le cas d’'une particule de DKP
soumise a ’action d’un champ magnétique constant dans I’espace ordinaire. Dans le quatriéme
chapitre, nous examenerons les effets gravitationnels sur les systémes relativistes avec spin, en
résolvant 1’équation du DKP pour une particule de spin 1 et spin 0 évoluant dans un espace
courbe, doté d’une métrique de Robertson-Walker & (141) et & (14-3) dimensions. Comme une
application physique, nous calculerons le taux de création de particules du DKP avec la présence
de la gravité par la méthode usuelle des transformations de Bogolubov. Le cinquiéme chapitre
est consacré a I’étude du probléme de ’oscillateur bosonique de DKP & une dimension et & trois
dimensions dans le cadre de la mécanique quantique déformé par le formalisme de Kempf et
ses collaborateurs [16], en se basant essentiellement sur le principe d’incertitude de Heisenberg
généralisé (GUP) qui implique 'existence d’une incertitude minimale non nulle sur la position.
Dans le sixiéme chapitre, nous suggérerons d’étudier la dynamique d’un systéme non relativiste
de masse variable m (t) se mouvant dans un potentiel linéaire dependant du temps dans le
cadre de la méme version déformée de la mécanique quantique que chapitre précédent, via deux
approches différentes, & savoir ’équation de Schrodinger et les integrales de chemin.

Le dernier chapitre sera consacré & un récapitulatif des principaux résultats et & nos con-

clusions générales.



Chapitre 2

Formalisme de
Duffin-Kemmer-Petiau dans I’espace

Commutatif

2.1 Introduction

L’équation de Duffin-Kemmer-Petiau décrit la dynamique des particules scalaires et vec-
torielles de spin respectivement 0 et 1. Elle est covariante, du premier ordre par rapport au
temps et similaire & celle de Dirac. Elle obeit & une algébre plus compliquée possédant trois
représentations irreductibles respectivement, une représentation triviale a une dimension, cinqg
dimensions associées au spin 0 et & 10 dimensions associées au spin 1. En plus, cette équation de
DKP contient toute information sur le systéme des particules scalaires de spin 0 mais elle n’est
pas complétement équivalente a celle de Klein-Gordon (KG) sauf dans le cas ou l'interaction
est absente. Autrement, sa forme quadratique contient un terme supplémentaire non physique
peut étre di aux mélanges des secteurs de spin 0 et 1 contrairement & celle de Dirac. Peut étre
a cause de ce défaut majeur cette équation est restée pendant des années sans aucune impor-
tance. Maintenant 1’équivalence est établie en montrant que cette contradiction est seulement
apparente et peut étre élucidée par une interprétation correcte de la théorie DKP. Récemment,

il y a eu un intérét spécial pour cette théorie, qui est devenue une tache primordiale de la mé-



canique quantique relativiste et a connue un développement énorme. A cet égard, beaucoup de
problémes ont été solutionnés, par exemple le champ central avec ou sans spin ; ’éspace temps
courbé; champ gravitationel éxterieur ; potentiel step. etc...

Dans ce chapitre, nous nous proposons de donner des éléments et des représentations essen-
tiels relatifs au boson scalaire et vectoriel de DKP qui nous seront utiles par la suite, en partant

de I’équation de DKP :
i Dy — m](r) =0, (2.1)

avec D), = 0, +ieA,, et les " sont des matrices singuliéres vérifiant les relations de commutation

suivantes
BHBYBN + BABUBH = g'v B + g B (2.2)

Ou l'équation adjointe de (2.1) est donnée par
[0(0 — ieAu)] (x, t)B" + mip(w,t) = 0, (2.3)

avec 1 = T (2682 — 1).

De (2.1) et (2.3), il est facile d’obtenir I’équation de continuité suivante
o J" =0, (2.4)

ou JH = ).
1) Pour le cas du spin 0, la représentation associée est & 5 dimensions, dont les matrices
sont données explicitement par
0 6 0 . 0 p )
=1 _ , et B =3 = ‘ , 1=1,2,3 (2.5)
or O —pp 0
avec, 0, 0 sont respectivement des matrices nulles de dimensions 2 x 2,2 x 3

et

01 -1 0 0 0 -1 0 00 -1
p
10 0 00 0 0 O 0 0 O



2) Dans le deuxiéme cas d’une particule de spin 1, la représentation associée est & 10 dimensions

et les matrices $*, sont données par

0 000 0 0 ¢ O

, |00 010 Z, 00 0 0 —is |

=1 _, ,et B=6"= ,1=1,2,3 (2.7)
00 100 - 0 0 0
00 00 0 00 —isi 0 0

ou les matrices s; sont les matrices usuelles (3 x 3) du spin 1, qui sont définies comme suit :

00 0 0 0 i 0 —i 0
si=| 00 —i |,s2=] 0 0 0 |,s3=| 4 0 0 (2.8)
0 i 0 —i 0 0 0 0 0

et 0 et 1, sont respectivement la matrice nulle et la matrice unité de dimensions (3 x 3) et les

matrices 0 et e; sont définies comme suit :
0 = (000),e1 = (100), e2 = (010), e3 = (001). (2.9)

Dans le prochain chapitre, nous étudierons le systéme de 'oscillateur harmonique de DKP
dans 'espace non-commutatif en utilisant le formalisme de la mécanique quantique déformée,
développé au troisiéme chapitre. Pour ceci, nous aurons besoin de connaitre la forme de ’équa-
tion de l'oscillateur de DKP ordinaire ainsi que ses valeurs propres de ’énergie dans 1’espace

commutatif pour ce systéme.

2.2 L’oscillateur harmonique de DKP

En raison de I'intérét courant pour les systémes relativistes et des travaux récents sur ’oscil-
lateur de Dirac [31], nous présentons pour un scalaire ou un boson de masse m, 1’équation de
DKP d’une particule libre dans un éspace commutatif obtenue en employant un potentiel ex-

0

terne et linéaire avec une substitution non minimale, p — p — imwn"r, ol w est la fréquence

10



et n? = 2ﬁ02 — 1 comme suit
[c,@- (p — imwn r) + me ] U = ihp TR (2.10)

ol (p —p-— imwnor) est le potentiel externe que nous présentons avec la substitution non
minimale

Ce dernier, ne conserve que le moment angulaire total J =L 4 S.

[Bn°-x,J] = 0. (2.11)

Dans la représentation spin-0, la fonction d’onde ¥ de systéme prend la forme suivante

o o U1

U(r) = , avec = et = v, |, (2.12)
i 02} y
3

dont les états stationnaires de I’équation de DKP (2.10) peuvent étre reécrites comme suit

mc?®; = E®y +ic(p + imwr) - 1, (2.13)
mctp = ic(p — imwr) @y, (2.14)
mcl®, = FE®, (2.15)

éliminant par substitution ®9 et @ en faveur de ®;, nous aurons une équation équavalante a

celle de Klein-Gordon a 3-dim
(E2 - m2c4) b = [02 (p2 + m2w2r2) — 3hwmc2] Dy, (2.16)
d’ou les valeurs propres de I’énergie sont données par
E? = 2mc?hw (nm +ny +n; + §> + m2ct — 3mcw. (2.17)

NgNyNz 9

En utilisant la relation £ = ¢ + mc? avec la limite non-relativiste € < mc? dans 1’équation

11



(2.16), on obtiendra
2

1 3
edy = 2p_m + Emw2r2 — Ehw Py, (2.18)

par conséquence, on peut définir 'expression de ®; (r) a 2 — dim comme suit
(E* - m204) ®y = [¢® ((p2 +p§) + mPw? (22 4+ y?)) — 2hwmc?] &4 (2.19)
d’ou les valeurs propres de I’énergie sont définies par

E? = 2mchw (ng +ny + 1) + m*c? — 2mcPhw (2.20)

NNy
ou la limite non-relativiste de ’équation (2.19) est donnée par

(p3 +p})

fw) &1 =
(€+ )1 o

1
+ §mw2 (x2 + yz) dy;, e=F—mc. (2.21)

De la méme maniére que spin 0, nous présentons ’état dynamique de systéme ¥, pour le cas

d’une particule de spin 1, comme un spineur de dimension 10 qui s’écrit

ip
Ay By Gy
A (r)
U(r) = ,avec A= A, |, B=| B, |, C=]| ¢, |, (2.22)
B (r)
As Bs Cs
C(r)

ou l’état stationnaire de I’équation du mouvement (2.10) peut étre décomposée sous la forme

suivante

c(p —imwr) ;B 4+ imc?p = 0, (2.23)
c¢(p + imwr) (—is;) C+mc*A = EB, (2.24)
ic (p + imwr) (—€) @ + mc?B = EA, (2.25)
c(p — imwr) (—is;) A +mc*C = 0, (2.26)

12



ce systéme d’équations peut étre convertis a

mclp = icp - B, (2.27)
mc?A = EB-—cpt xC, (2.28)
mc®B = EA +icp e, (2.29)
mc?C = —cp™ x A, (2.30)

d’ot, x indique le produit vectoriel

pt = (p+imwr), et p~ = (p — imwr) (2.31)

Eliminant par substitution respective ¢ et C dans 1’équation ((2.27), (2.29)), ((2.28), (2.30))

ensuite eliminant B en faveur de A, on aboutira a

(B~ m*c') A = —@px (p~ x A)+&p* (p7 - A)=—p" [p7 - [0 x (b~ x A)]], (232)

I'évaluation des deux premiers termes de I’équation (2.32), pour lequel, (Sy),; = —i€kim, (Ekim

symbole de Levi-Civita), seront définis comme suit

1
p" x (p” xA)=p(p-A) - p’A+m*w? (r(r-A) —1’A) +mw <2h+ £L : S) A, (2.33)

et
p" (Pf : A) =p(p-A)+mil’r(r-A) —mw <h + %L . S> A. (2.34)

Injectons les deux expressions (2.33), (2.34) dans 1’équation (2.32), nous aboutissons

(E2 — m2c4) A= | (p2 + m2w2r2) — 3hmwce® — %wmc2L . S] A—%er [p* . [p+ X (pf X A)H ,
(2.35)
ou L, S sont respectivement les moments angulaires d’orbite et de spin.
Nous remarquons dans la limite non relativiste que le troisiéme terme de I’équation (2.35)

1
est négligeable, puisqu'il est de 'ordre —, de sorte que l'expression de A peut étre reécrite
m

13



comme suit

2
1
eA = |2 4 Smu? - 5

1

On note que ce dernier résultat est exactement similaire a celui de 'oscillateur harmonique de
Dirac [32].

Nous notons également que la solution exacte pour le probléeme de 'osillateur harmonique
de DKP dans l'espace commutatif a été obtenue par la technique des vecteurs harmoniques

sphériques [33].
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Chapitre 3

Formalisme de
Duffin-Kemmer-Petiau dans I’espace

non commutatif

3.1 Introduction

Il est bien connu que la théorie quantique des champs est fondamentalement non locale.
La manifestation de cette non localité des phénoménes devient trés apparente dans les hautes
énergies. Par conséquent, n’importe quel schémas d’unification des interactions de la physique
devrait en principe contenir des effets de la non commutativité de ’espace décrivant la non
localité des processus physiques. Ceci est 'un des arguments récemment suggérés par la théorie
des cordes dans le but d’unifier la physique. En plus, cette non commutativité de ’espace
pourrait en principe absorber les infinis entachant les théories de champs standards. C’est a
dire qu’on serait ainsi ramené & une renormalisation & la Planck dans laquelle a la place des
échanges rayonnement-matiére quantifiées, on aurait des corrélations spatiales quantifiées.

Jusqu’a la découverte en 1925 de la mécanique quantique par Heisenberg, I’espace géométrique
des états d’'un systéme microscopique, un atome par exemple, s’est enrichi de nouvelles pro-
priétés de ses coordonnées, comme le moment et la position, qui ne commutent plus. On fait

appel a une autre topologie connue récemment par la géométrie non commutative. Le but de

15



cette géométrie non-commutative est de généraliser la dualité entre éspace géométrique et al-
gébre au cas plus général ou l'algébre n’est plus commutative. Cela conduit & modifier deux
concepts fondamentaux des mathématiques, ceux d’éspace et de symétrie et & adapter ’ensem-
ble des outils mathématiques adéquats. Par exemple, si nous examinons 'effet de la géométrie
non commutative sur les orbites classiques de la particule, la relation de commutation sera mise
en oeuvre par la modification suivante [Z;, ;] = i6;;, qui caractérise les éspaces non commutat-
ifs et qui exprime la comparaison entre les observateurs de position qui générent des contraintes
séveres sur la valeur du paramétre non commutatif. A cette effet, beaucoup de recherches ont
été consacrées a I’étude de la mécanique quantique déformée par la géomeétrie non commutative
de l'espace, par exemple : 'extraction de la mécanique quantique non commutative a partir
de la théorie du champs quantique non commutative dans le cas nonrelativiste [8], I’effet de la
non commutativité de I’espace sur la mécanique quantique [34], ou le spectre énergétique d’un
systéme général de la mécanique quantique non commutative dans un potentiel central a été
corrigé par la présence du paramétre de la non commutativité, I’équation de Dirac pour une
particule de spin % sous 'action d’un champ électromagnétique constant qui a été étudié dans
I’espace non commutatif [10], ou le taux de production de paires de particules a été déterminé
par la méthode usuelle de Bogolubov, et le probléme de I'oscillateur de KG et de Dirac qui a été
étudié et discuté par Mirza dans un espace non commutatif [11], ou il a montré que le probléme
pour les deux oscillateurs a un comportement similaire au probléme de Landau dans un espace
commutatif.

A partir de la théorie quantique habituelle qui a été formulée sur des espaces commutatifs

satisfaisants aux relations de commutation suivantes

il est facile de redéfinir cette théorie dans un autre espace non commutatif, en changeant les

relations de commutation sous cette forme
(&5, 2] = 105, [Di,Ps] =0, [%4, ;] = ihdyj, (3.2)
ou 0, est un tenseur antisymétrique.
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Afin d’éviter les problémes d’unitarité et de causalité surgissants dans la théorie non com-
mutative & un temps pareil (6p; = 0, 6;; # 0), nous suggérons que toutes les composantes de
temps 0g; doivent étre égales & zéro.

Dans le méme cadre de la théorie quantique non commutative, nous notons que les modeéles
noncommutatifs indiqués par les relations de commutation aux dessus (3.2) peuvent étre réal-
isées en termes de produit étoile, c’est-a-dire de remplacer directement 1'algébre commutative

avec le produit habituel de fonctions par l'algébre de Moyal avec le produit étoile

(729) (2) = o | 300040 | £ 03 0) oy

avec f (x), g (x) sont deux fonctions arbitraires infiniment differentiables.
Maintenant, dans le contexte de la mécanique quantique non commutative, nous suggérons
de développer larticle [35], ou 'on résout explicitement 1’équation de 1'oscillateur du DKP dans

I’espace non commutatif, ci-dessous

(B (p— iuwnor) + MC2] * U = ih3° <%—\f> (3.3)

En d’autres part, il est bien connu que dans le cas ou [p;, p;] = 0, la mécanique quantique non
commutative peut étre réduite & la mécanique quantique habituelle lorsque les opérateurs de
coordonnées non-commutatives sont exprimés en termes des opérateurs de coordonnées com-

mutatives et leurs opérateurs du moments sous la forme suivante [11]

1 _
2_h9ijpj et pi—pi, i=13 (3.4)

Ty — Tj —
avec les parameétres du tenseur antisymétrique 6 sont choisis comme
Gl-j = Eijkek et O3 =90, (3.5)

et les autres composantes égales & zéro
Sur la base de ce fait, on peut réécrire la transformation (3.4) sous la forme condensée
suivante

p, avec 912 = —921 = 93 = 0, (3.6)

n X
r—r
2h
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avec X est le produit vectoriel.
Maintenant, si en tenant compte de la transformation (3.6) représentant le passage d'un
éspace non commutatif vers un autre éspace commutatif dans I’équation (3.3), la solution sta-

tionnaire de ’équation de 'oscillateur du DKP dans I’espace non commutatif s’écrira comme

suit
[cg . (p — ipwn’ <r + 92><—hp>> + MCQ} U = EBYY, (3.7)

avec
U (7 t) = e B0 (7). (3.8)

3.2 Applications :

3.2.1 L’oscillateur de DKP pour spin-0

Dans le cas d’une particule scalaire de spin 0, on note que la fonction d’onde W (r) de
léquation (3.7) a toujours la méme forme (2.12) que le cas de l'oscillateur de DKP (spin-0)
ordinaire au chapitre précédant.

Injectant cette forme de W (2.12) dans 'équation (3.7), nous obtenons le systéme d’équations

couplées suivant

0
plEd, = Edyic [p—i—iuw <r+ ;hpﬂ 4, (3.9)
ptdy = Ed, (3.10)
9
utp = e [p i (r + %)] 3y, (3.11)

par substitution des expressions ¢,, ¥, dans ¢; (r), nous aurons une équation du second ordre

2 292 2 26
02[<1+M;L2 >(p§+p§)+u2w2(w2+y2)—ﬂz L.| ®

= [(E2 - ,u204) + 3pwhc® — pPw?c?2? — chg] D;. (3.12)

Maintenant, il est suitable d’exprimer les coordonnées cartésiennes (x,y, z) en fonction de co-
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ordonnées cylindriques (r, , z) dans la prédite équation (3.12), pour obtenir

2, 292 2 2
() Y (10 1
[h <1+ 4h2 ><8T2+r8r+r28<,02

0? W20 h o
2 2.2 | 32 2 2.2
e A e N i L F
r“+ R 5.2 27+ PR ] 1(ry @, 2)
E? — 2t
= —7( 2 ) — 3uwh] D1 (1, ¢, 2). (3.13)

On sépare les variables radiales, ongulaires et axiales de la fonction d’onde ®; en posant

Oy(r,p,2) = ceiw%wc (2). (3.14)

En remplagant ®4(r, ¢, z) par son expression dans 1’équation (3.13), on trouve

ﬁ ;_;_ (mi; i) _ HJ\ZL(;QTQ—FN R(r)
_ \pl e [—A}Z—zg—; + “;;;2 22] Wose (z) = b, (3.15)
avec
M2 — B2 <1 + Mz:}ffz) , (3.16)
N = % (M + 3pwh + p2w? |m)| /\> . (3.17)

Le terme radial est égal au terme axial si chaque équation est égale a la méme constante de

séparation b, les deux équations s’écrivent

o2 m2_1 2,2
(W _ ( - 4) _ NM2 r2+a> R(r) = 0, (3.18)
82 2w2 ose
avec
M2
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Pour I’équation (3.19) on pose, 22 = %ipr
2% 1 1
<3_p2 - 1,02 +n, + 5) W€ (p) =0, (3.21)
avec
2n, + 1) pw Hwh
B = —%, b= e (2n,+1), (3.22)

dont n, = 1,2, 3, .est le nombre quantique principal.
Nous aurons une équation de type parabolique, possédant la méme fonction que celle de

Weber D,, (p) ,
1
Du(9) = Nocap (=5 ) . (2740) (3.23)

par déduction, nous obtenons

D) 2 [
\I/Zic (z) = Dnz (1 / %z) = Noexp <—M;}; ) an < %z> ) (3'24)

avec Ny,est la constante de normalisation, H,, (, /’%z) est le polynome d’hermite.

Pour 'équation (3.18), la fonction d’onde R (r) se transforme a

82 m2 _ 1
(aX X - % + 8) R (X) = 0, (325)
avec
M
a=4/—
Hw
y="_ (3.26)
M
£E=—u«
Hw

Maintenant, lorsque nous introduisons une nouvelle variable £ = x? et une nouvelle fonction
W (§) par la relation
£k
R(x)=e2"W(¢), (3.27)

nous arrivons a

{5;; + <2/<a+ = —5) % —i—n} W (&) =0, (3.28)
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avec

4k (kK —3) = (m? -1
n=45—K-— ;11
d’ou
1 1
L’équation (3.28) est une équation de la fonction confluente hyper-géométrique
W (&) = MormF (—n; |m| + 1,¢) . (3.31)
Ou la forme finale de la fonction d’onde R (r), s’écrit
)\ 2 | | 7"2
Rym (r) = 22 _e 220 E [ —n; 1,— ). 3.32
)= s (il 41,55 (332
avec .
7 120202\ ?
2
=—1 . 3.33
¢ pw < T (3:33)

Alors la forme générale de I’équation (3.14), est réécrite comme
Cellmle -2 uwz? 2 pw
Pinm.m(r: p,2) = ) P <W - W) rmF <—n; Im[ +1, ;) Hy, ( 72> :

avec C = C' Ng\porm est la constante de normalisation.
Injectant les expressions (3.30), (3.29), (3.26), (3.22), (3.17), (3.16) dans ’équation (3.20),

les valeurs propres de I’énergie seront données par

1
B2 . = 2uc’hwi (2n+ |m| 4+ 1) + 2uc’hw (nz + —)

Mz, 2
2.2 20
- (%) Im| ki + p2ct — 3pchw. (3.35)
B - N2w292 %
avec wi = w e .

Puis utilisons la relation E = ,uc2 + E,, avec la limite non-relativiste FE,, < ;LCQ dans
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I’équation (3.35), on obtiendra

M2w292

4h?

)5(2n+|m]+1)+hw(nz—1)—( . (3.36)

2,2
Em:m<1+ pecw ¢9>h|m|

h 2uc

Dans cette limite, nous notons que les valeurs propres de 1’énergie sont les mémes que ceux du
systéme sous l'action d’'un champ magnétique dans un espace commutatif (I'effet de Zeeman
normal).

Par un calcul direct, il est aisé de déduire les autres composantes de la fonction d’onde ¥,

comme suit

\Ijn,nz,m(ra ®, z) =

1
E
" fac? )
A &(5&@—76 z«p) F<—n,|m]+17 r2>an< %z)
a
E(ﬁeilp—"}/@ z‘P)
C
: 29w
—
C
0
0
ih nr 14wl gip 1 w0 —ie) o
~ uca W« +2h>e +< _2h>€ ) nz< hz)
K .
mnr w0\ O\ .
i (1) - (1) ) ()

2
x F (1 —n;|m| + 2, —2> } (3.37)

a
avec
N eilmle -2 pwz?
I T BEwE ) ml
S (e <2a2 2h )T’ 5%
_ (e L O
f = <h a2 (H 2h>> 2’ (3.59)
pw 1 pwd \ '\ r pwd' |m|
= (E o (1-E2)) (-2 2 3.40
= ()i (505 B0



d’oul les propriétés suivantes ont été utilisées

aH#z(z) = 2zH, (z) — Hpq (Z) . (3'41)
O"F(@%2)  _ (Dmp iy tms
pam T (), @ FmrEm) o

a lintérét de comprendre leffet de la géométrie noncommutative dans la mécanique quantique
relativiste, nous voyons qu’il est trés utile de comparer ce résultat avec celui de la particule
scalaire de DKP soumettant & ’action d’un champ magnétique constant dans ’espace commu-
tatif.

Dans ce cas I’équation de DKP d’une particule scalaire de masse p se déplacant sous ’action

d’un champ magnétique est écrite comme suit
e ) Y
(cﬁ : (p - EA) + u02> v =ihd 2, (3.43)

pour la simplicité, nous choisissons la direction de champ magnétique suivant 'axe-z , ou la
jauge est fixée comme suit

A=H(-y,z,0) (3.44)

avec H est la tensité du champ
Dans ce cas, nous utilisons la représentation spin-0, & 2-dim, o on injecte la forme ¥ (r)

dans (3.43), nous arrivons au systéme d’équations couplées suivant

pt®d; = E®y +icP -, (3.45)
pct®y, = Edq, (3.46)
pctp = icP®y, (3.47)

e
avec, P=p— -A
c
Eliminons par substitution ®, et ¢ en faveur de ®1, on aboutira & ’expression suivante de

Py

c? [(pi +py) + <e402 ) (22 +%) = =L | &1 = (B> = p’c") @, (3.48)

avec, L, = xp, — Ypa.
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Nous remarquons que cette équation (3.48) est exactement similaire a celle de KG en inter-
action avec un champ magnétique constant de Mirza [11]. Et qui est aussi semblable & ’équation

(3.12) & 2-dim, ou on peut tirer par une simple comparaison les relations suivantes

2,2
pEw
¢ <1+ 7 02) — (3.49)
29,2
Autw? — i (3.50)
2,,2,,20
< th — ceH (3.51)

3.2.2 L’oscillateur de DKP pour spin-1

Procédons de la méme maniére que le cas commutatif de spin 1, en décomposant I’équation

(3.7) du mouvement sous la forme suivante

pucte = —cp - B, (3.52)
pctA = EB-—cpt xC, (3.53)
pc’B = EA+cpho, (3.54)
pctC = —cp~ X A, (3.55)
avec
p" = <P+i,uw <r+02><_hp>> et p = <p—iuw <r+02><hp>>‘ (3.56)

Eliminant par substitution respective ¢,C et B en faveur de A, on obtiendra

(E2 — u204) A=—?ptx (P~ x A) +c2pt (p~-A)— %pJ“ P [p+ x (p” x A)]], (3.57)

I'évaluation des deux premiérs termes de 'équation (3.57) donne

2,2

p"x(p”xA) = [p"x(p” x A)}ez0 — ’liﬂ;; [px(0(6-(pxA))) + 62 (p?ﬂ —i—pz) Al
—“;2’2 (<20 (L. + h2S.) A —1(0-(p x A)) +p x (0 (r- A))]
~ 53 [(Sxp)- (0 x p)] A, (3.58)
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et

2(,02
PT(pTA) = [P0 A~ T X (00 (px A))
- (0 (X A) +px (B(r- A))
+151(8xp)- (0 x P A. (3.59)

En injectant ces derniers résultats dans (3.57), nous obtenons

2,,2
(B2 —p*c) A = Z[-p"x (p” xA)+p" (7 A)]_,+ [lei; 0 (pz +py) A}

2 [%9(@ +SZ)A] + 2 [% (Sxp)- (6 xp) A]
1

0" o [ x (b x A)]]. (3.0

Ou la forme explicite de 1'expression (3.60) sera

2 9 2 92
2
(E2 - ;L2c4) A = & [p2 + p2w?r? + %92 (pi —|—p§) - M;Lu 0(L,+S,)— %L .S — 3uhw
wc? 1 _ _
+“7(S><p)'(9><p) A—Frﬁ P~ [p"x (p” xA)]], (3.61)

avec L, S sont respectivement les moments angulaires d’orbite et de spin.

On notera, que le résultat final, montre que 'oscillateur de DKP dans un éspace non com-
mutatif est tout a fait semblable & une équation de DKP dans un espace commutatif, décrivant
un mouvement d’un boson vectoriel sous ’action d’un champ magnétique constant suivant ’axe
z.

On notera également 1’éxistence d’un terme supplémentaire [(S x p) - (8 x p)] dans la dite
expression, ce dernier, possédant une interprétation, pour le cas ot une particule chargée dans un
éspace non commutatif faisant apparaitre un moment de dipole électrique, qui est proportionnel
acelui ci, p, oc @xp. Il est aussi similaire au phénoméne d’une particule en mouvement avec un

dipole électrique, ce phénoméne crée un champ magnétique, possédant un moment magnétique
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Ky = (i) S, qui, agit réciproquement avec le dipole électrique du particule.
(Sxp)-(@xp) x p.-(Sxp)

o< py (e X D).

Finalement, & cause de la présence de ce terme supplémentaire, nous notons que la résolution
exacte de ’équation (3.61) reste presque impossible par la méthode directe que nous avons
utilisé précédemment.

Maintenant, si nous nous limitons au cas de deux dimensions, on remarque dans la limite
non relativiste que le troisieme terme de 1’équation (3.61) est négligeable, puisqu’il est de I’ordre

1
—, de sorte que 'expression de A (r) peut étre reécrite comme suit
I

2 2 2 4 2 2 2
oA pr? o\ PEpy) e, _ hw (¥
E"A = <1+ 4h29> o + 5 (* +9°) 2h9(LZ+SZ) (hLzSZ+hw>
550 (7 +9}) 52| A. (3.62)

Sachant que les valeurs propres d’énergie peuvent étre calculées, en introduisant les valeurs

propres de S, et L, dans l'expression (3.62), comme suit

2
w0
BTy = et (ng +my +1) — H 5 (my £ 1) F homy — o, (3.63)
2
Hwb
= 1+—) .
avec wi = w < o >
- _ __ 9 .
Dans cette limite, nous observons que Eﬁ:nyml — 0 pour les valeurs de 6 = “s qui peuvent

étre interprétées comme un point de résonance.
En conclusion, de ce chapitre, on notera ’existance d’une similitude entre 1'oscillateur har-
monique de DKP dans un éspace non commutatif et une particule de DKP en interaction avec

un champ magnétique constant dans un éspace commutatif.
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Chapitre 4

Formalisme de
Duffin-Kemmer-Petiau dans I’espace

courbé

4.1 Introduction

Depuis longtemps, il est bien connu que 'espace temps courbé a une implication importante
astrophysique et cosmologique en relativité générale, ou la gravité est décrite comme une pro-
priété géométrique de I'espace-temps, cette implication a été un grand progrés, notamment, a la
compréhension de ’expansion de I'espace et la forme du 'univers. D’une maniére plus générale,
leffet de cette courbure de 'espace s’étend également aux échelles microscopiques, ou il est
possible de déterminer le comportement d’un objet quantique en présence de gravité. Prédire
le mouvement d’une particule dans un champ gravitationnel, pour cette raison l’extension de
la théorie quantique des champs dans ’espace-temps courbe, qui peut étre considéré comme
une premiére approximation de la gravité quantique, a suscité un intérét considérable en rai-
son d’une forte motivation pour la théorie unifiée de la gravitation et la mécanique quantique
(gravité quantique).

Historiquement, au niveau de la mécanique quantique non relativiste, certains problémes ont

été résolus dans ce contexte, par exemple : I’équation d’une particule de Schrodinger se mouvant
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dans un champ gravitationnel constant qui a été résolue exactement dans ce formalisme [12],
les intégrales de chemin pour une particule libre évoluant dans un espace courbe qui ont été
considérées par Leonard dans [13], et le probléeme d’une particule non relativiste dans un espace
courbe qui a été également étudié dans le cadre des systémes contraints sur une hypersurface
[36].

De plus, il est connu que 'extension de la théorie quantique relativiste dans ’espace-temps
courbe joue un role important dans 1’étude des effets gravitationnels, en décrivant un nou-
veau type d’interactions entre le spin et la gravitation dans le monde de microparticule. Par
conséquence, le phénomeéne de la production de paire [37], qui a été discuté initialement par
Schrodinger en 1939 [38] a été examiné soigneusement par Parker [39]. Dans ce contexte, on
note également que la solution exacte de ce genre du probléme est trés exigée, car elle nous per-
met d’explorer la nature relativiste et spineur en méme temps. Par conséquent, il est important
d’élucider le comportement de spin dans 'univers en expansion. Pour ceci plusieurs problémes
relativistes ont été étudiés dans le cadre de cette version gravitationnelle de la mécanique quan-
tique : la quantification d’un hamiltonien de la mécanique quantique dans un espace courbe [40],
I’équation de Dirac, notamment le cas des neutrinos m = 0, qui a été étudié pour trois modeéles
différents de I'univers en expansion [41], les équations relativistes de KG et de Dirac qui ont été
éxaminées dans un champ gravitationnel constant [14], I'équation de Dirac & (1+1) dimensions
qui a été étudiée expicitement dans I’espace-temps courbé par la métrique de RW et ainsi par
la métrique du cigare de Witten via le formalisme de tétrade [42], le cas des équations du KG et
Dirac pour deux modéles de ’espace-temps de RW qui a été discuté par Moradi, en employant
les solutions exactes obtenues pour calculer la densité de création de particules scalaire et de
Dirac via la technique des transformations de Bogolubov [15], traitement de I’équation d’onde
de KG généralisée dans I’espace-temps de Robertson-Walker via la méthode de 'opérateur in-
variant de Casimir qui a été récemment considérée dans [43], probléme de ’équation du Dirac
pour une particule de spin % évoluant dans un espace courbé, doté d’une métrique de de-Sitter
a (1+1) dimensions qui a été résolue également dans cette version gravitationnelle, ou le taux
de création de particules a été calculé par la méthode des transformations de Bogolubov [44]
et ’équation de Dirac a (2+1) dimensions qui a été traitée dans le contexte de la mécanique

quantique en présence de 'effet gravitationnel par la technique de séparation des variables [45].
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Dans ce chapitre, nous nous essayons de développer les articles [46][47], en examinant les
effets gravitationnels sur les systémes relativistes avec spin, en d’autre terme d’étudier la mé-
canique quantique relativiste du DKP a (1 + 1) dimensions et a (1 + 3) dimensions dans le
cadre de la mécanique quantique déformé par 'effet gravitationnel, en utilisant le formalisme
de tetrade [48], qui est basé essentiellement sur le principe d’équivalence dans 1’équation de DKP
décrivant la dynamique d’un boson scalaire ou vectoriel libre de masse m dans 1’espace-temps

plat et qui est semblable a celle de Dirac [49], ci-dessous
[i" 0, —m] ¥ = 0, (4.1)

ou S* sont les matrices singulieres de DKP dans 'espace de Minkowski et toutes leurs propriétés
sont énumérées dans le premier chapitre.

Pour obtenir I’équation suivante du DKP généralisée dans un espace-temps courbé [50]

[z’B“ <8u + %wuabS“b> — m] U =0, avec 5% = [ﬁ“,ﬁb] , (4.2)

oll BM sont les matrices de Kemmer dans I’espace courbe et qui sont liées & ’espace plat de

Minkowski comme Bu = e’(‘a) 5%, avec les relations de tétrade suivantes

e’(‘a)el(’b)n“b =g, e’(‘a)e(b)# = Nyp 5 e?a)eg’) = o, (4.3)
et la connexion de spin w,,q; qui obéit aux relations

Whah = e(a)leZb)Fé'u — egb)aue(a)j , Wyab = —Wybas (4.4)
oul é u est la connexion affine, qui est écrite en fonction du tenseur métrique g, comme suit

1
r, = 59“ (05 gux + 0ugrj — OrGuj) - (4.5)
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4.2 L’équation de DKP a (141) dimensions

Dans cette partie, nous allons présenter un calcul explicite de I’équation du DKP a (1 + 1)
dimensions pour une particule bosonique de spin 1 et spin 0 évoluant dans un espace courbé,
doté d’une métrique de Robertson-Walker, et comme une simple application nous allons calculer
et discuter le taux de création de paires de particules en présence d’un champ gravitationnel
via la méthode de transformation de Bogolubov.

Avant de commencer cette partie, il est utile de considérer que ’espace-temps de RW a deux

dimensions est décrit par la métrique suivante
ds? = dt* — N2 (t) da?. (4.6)

ou A est le facteur d’échelle de 'expansion et de la contraction de I'univers.
A T'image de cette métrique (4.6), on peut simplifier les calculs en introduisant un nouveau

parameétre de temps 1 qui s’appel "le temps conforme", donné par
n=J 0} (4.7)
Puis, la nouvelle forme de I’expression (4.6) sera réécrite comme
ds* = X\ () (—dn* + dz?) . (4.8)
Puisque I’élément de ligne est diagonal, on choisit de travailler dans la tétrade diagonale
efa) = \/m (4.9)

De (4.8), (4.9), les tétrades sont données par

1

€la) = )\diag (1,1), ewyu = Adiag (1,-1). (4.10)

Maintenant, en inserant les expressions des tétrades (4.10) et la forme du tenseur métrique

guv (4.3) dans I'équation (4.2) & (1+1) dimensions (1 = 0,1), on obtient 'équation de DKP
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généralisée dans I'espace-temps de Robertson-Walker
0 1.0l A 1\2 50 , I
B0y + ik _X(ﬁ) B +idm| ¥ =0, (4.11)

oll nous avons pris

W (n,z) = 0 (). (4.12)

4.2.1 Cas du spin-1

Afin de résoudre cette équation bidimensionnelle du DKP dans ’espace-temps de Robertson-
Walker pour le cas de spin 1, nous consédérons que la fonction d’onde ¥ (n)Ta dix composantes
(p, A, B, C) avec A, B, et C sont des vecteurs de dimension (3 x 1) qui peuvent étre décomposés
comme suit : ¢! = (Ag, A3, By), ®7 = (By, B3, A1), OF = (C3,—Ca, ) et Cy.

ou A;,B;, et C;, i =1,2,3 sont respectivement les composantes des vecteurs A, B, et C,

et en utilisant la représentation des matrices de DKP (3 L BO) pour le cas de spin 1 qui ont été
mentionnées au deuxiéme chapitre, dans I’équation (4.11), pour obtenir le systéme d’équations

couplées suivant

ixmep = — |8, + % & + kO, (4.13)
iXm® = —0, ¢, (4.14)
iAMO = —ikg. (4.15)

et la composante Cha disparu automatiquement (Cy = 0).
Avec ce systéme, il est facile de vérifier que seulement les composantes de ¢ (1) qui sont
independantes et satisfont & I’équation de type KG suivante

82

e K2+ N*m?| ¢ (1) = 0. (4.16)
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Les autres composantes sont déterminées par les équations de contraintes suivantes

i R P (117)
® A\ g,
Maintenant, afin de poursuivre I’étude de cette équation du DKP généralisée (4.11) dans le cadre

d’un cas exactement soluble en mécanique quantique relativiste ordinaire, nous choisissons la

forme du facteur d’échelle de 'expansion et de la contraction de I'univers A comme suit

[MIE

A (n) = (A + Btanh pn) A> B, (4.18)

ou A, B et p sont des constantes, cela correspond a l’espace de Minkowski pour n — 400 et
respectivement a la contraction et 'expansion de I’espace pour B < 0 et B > 0.
Alors, au moyen de cette substitution (4.18), I’équation différentielle pour ¢ (n) (4.16), sera

réduite a
82

o T (K* + Am?) + Bm? tanh pn| ¢ (n) = 0. (4.19)

Pour réduire cette équation & une classe d’équations différentielles connues, nous utilisons la

transformation suivante

(1 + tanh pn), (4.20)

N

b)) =y 1-ylfly) ou n—y=

qui méne I'équation.(4.19) au type d’équations hypergéométriques

% f of
V(=) G5+ @+ ) = Qu+ 4 D0 5~ [t kv Dl =0, (42
oﬁu:2—in+ety:2—in,
avec
Q=+ [ +m?(A+B)]?, O_ =+ [k +m?(A-B)*. (4.22)

La solution de cette équation différentielle & y = 0 est donnée en termes de fonctions hyper-

géométriques comme suit

fy)=C2Fi (o, 8,7,9), (4.23)
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ou
7

?
=14+— (22 Q_

(Qr +9Q2) ety=1+ MT_ (4.24)

Par conséquent, Iexpression de ¢ (y) peut étre écrite comme

o (y)=Cy” (1 —y)"2F1(a, 8,7,9)V, (4.25)

avec C_ est une constante de normalisation.

Ou bien avec I’ancienne variable 1 comme

7
2552+

ikx 1 #Qi 1
¢ (nx) = C_e™ |5 (1+tanhpn) 5 (1 —tanhpn)
1
x oF} <a,6,% S (L tanhpn)) v, (4.26)
ol 'V est un vecteur constant de dimension (3 x 1).

Maintenant, pour déduire les autres composantes, nous devons tenir en compte la propriété

hypergéométrique suivante [51]

d F b ) )
2 l(fl‘yﬁ'Yy):%ﬁzFl(aH,BHmH,y), (4.27)

et par un calcul direct, il est aisé d’obtenir la solution finale suivante

¢ .
ik 1 2p° 7T

® | =C_e"™ <§ 1+ tanhpn))

©

i

1 250 1
X <§ (1- tanhpn)) [M (n) 2F1 (a,ﬁ,% 5 +tanhpn)>

1
+N (n) oF1 <a+1,B+1,7+1,§(1—|—tanhpn)>] , (4.28)
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avec M (n) et N(n) sont des vecteurs de (9 x 1) composantes définies comme

1
[(©4 — Q) 4+ (24 + Q) tanh pn]
M (n) = 2m (A + B tanh pn)% ®V, (4.29)
—k

=

m (A + Btanh pn)

0
1pQ
N(n) = i T (1 —tanh’®pn) | @V, (4.30)
2my (A + Btanh pn)?2

0

En d’autre part, d’'une maniére similaire, la solution de I’équation (4.21) qui est analytique a

y = 1 est donnée par

o (1 5% /1 et
¢ n,z) = Cpe™ <§ (14 tanh pn)) (5 (1 — tanh pn))
1
x oF] (a,,@,1+a+ﬂ—7,§(1 —tanhpn)) V. (4.31)

A ce stade, si nous utilisons la limite n — 400 dans la derniére forme de la fonction d’onde (4.28),
nous arrivons au méme résultat que ’équation bidimensionnelle de DKP pour une particule de

spin 1 dans ’espace ordinaire de Minkowski.

1
¢ , _ 0.
P — O eikaten) m (At B)% Q@ V. (4.32)
_ Tk
S m(A+ B)?

Maintenant, afin de déterminer le nombre de densité des particules créées dans ’espace-temps
de Robertson-Walker, nous devons étudier le comportement asymptotique de la fonction d’onde
¢ (n) an — Foo et en utilisant la technique de transformation de Bogolioubov [52] qui rapporte
entre la limite de la solution de fréquence négative ¢, & n — —oo (ou y — 0) (in — region) et

la limite de la solution de fréquence positive @7 et [¢] ] "an— +oo (ouy — 1) (out — region)
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comme suit

d)a,k = Cl¢i’:k + C2 [¢i*k‘} >

(4.33)

ol ¢y, co sont les coefficients de Bogolioubov qui contiennent les informations sur la création

de paire, obéissant & la relation

le1]? = Jeof® = 1,

(4.34)

Alors, I’étude du comportement asymptotique de la fonction d’onde & 7 — 400, sera comme

suit :

Pour  — —oo (y — 0), le comportement asymptotique de ¢, s’écrit
¢a _ Clei(k:rfﬂ_n)y
ol nous avons utilisé les limites

limy” =e 2P, lim (1 —y)* =1 et lim 2F (a,f,7,y) = 1.
y—0 y—0 y—0

Pour n — 400 (y — 1) ,le comportement asymptotique de (/51+ est écrit comme

o = Oy ikt Q)
ol nous avons utilisé les limites
limy” =1, lim (1—y)" = ¥ et lim 2P (0, 8,7,1 =) = L.
En utilisant la propriété hypergéométrique suivante

QFl(Oé,ﬁ,'y,y):CLQFl(OZ,B,l‘FOZ‘FB—’Y,l—y)

_|_b(1_y)’7—06—ﬂ 2F1(7_aa7_571_Oé_/g_‘_’%l_y)’

sty —a-p . THlla+b-9)

F'(y—a)T(y-5) (B
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nous aurons la solution de fréquence négative ¢, qui peut étre écrite en termes de q’)f et [q’)ﬂ *

comme suit

D(14+ %= (-2 (142 (L2 .
¢&kF(NQ<Sh);F%15i6;399)¢Ik+]10%£Q4Qig11%£2199>[¢f4 :

2p 2p 2p
(4.41)
En suite, a partir de (4.33) et (4.41), on obtient les coefficients Bogolioubov comme
, , : 2
() () o g
ol _ d 2 2 (4.42)

P Fcﬂ%)ro*jm;?”>rcm;f”>

Finalement, on obtient le nombre de densité de création de particules IV en utilisant la condition

de normalisation (4.34) et la derniére expression (4.42) comme suit

12 (940,
51nh T (2—p>

N =~ e = o PRTIRY (4.43)
sinh? 7 (2524 — sinh? 7 (L2 )
ol nous avons utilisé les relations
) T . Y
T (iy)]? = ——— (1 2 - . 4.44
D)= —T—. T+’ = 5 (4.44)

Il est remarquable de noter que, selon les expressions (4.22), le résultat final du nombre de
densité de création de particules N peut prendre deux types de discussions :

- Dans le cas de(Q2_(0 ou ©4(0), ou il est vraiment clair qu’il n’y a pas de création de
particules a la limite au cas sans masse, mais pour les particules de masse élevée, on peut

facilement montrer que la densité de la particule créée devient thermique

N~ 5VA-D g, (4.45)

Dans cette expression (4.45), nous notons que le taux de création des particules dépend des
parameétres du facteur d’expansion de l'univers A (n), ou il croit rapidement avec B)0 — A
(expansion de l'univers) et approche de zéro brusquement avec B(0 (contraction de 'univers)

et s’annule complétement pour p — 0. Ce fait n’etonne pas puisque la présence du champ
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de gravitation affecte les résultats physique. En d’autre terme, ce phénomeéne de création de
particules est due au couplage du champ gravitationnel et du champ quantique via la masse.
- Dans les autres cas, nous aurons aucun processus de création de paire car ce sont pas des

cas physique.

4.2.2 Cas du spin-0

Dans ce cas, nous procédons de la méme maniére que dans le cas de spin 1, en mettant

] (n)T = (1,99, V3, Y4, P5). L’équation de systéme (4.11) est réduite au systéme des équations

suivant
, A ,
Z)\mwl = — 877 + X '(,Z)Q + Zk’lpg’ (446)
Xy = —Oy, (4.47)

et les composantes ¢, = 15 = 0.
Selon cette correspondance 1, — ¢, ¥y — @, 3 — O et (YPy,195) — C1, la solution du
systeme (4.46), (4.47) et (4.48), sera écrite comme

i 15)
S A S PRV (4.49)
bs Amo\ Gk

avec

7
2552+

ZLPQ,
Uy () = Ce** (% (1 +tanhm7)> (% (1- tanhpn))

1
X o Fy <oz, 8,7, 3 (1 + tanh pn)) ) (4.50)
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Suivant les mémes étapes que dans le cas précédent, on parvient au résultat final suivant

(G , Lo Lo,
ikx
Py | =Ce <§ (14 tanh pn)) (5 (1-— tanhpn))
V3
1
X |:K (77) 2F1 (O[,ﬁ,’}/, 5 (1 + tanhpn)) + L (7])
1
X oIy <a+1,,B+1,’y+1,§(1+tanhpn)>] , (4.51)
avec
1
(4 — Q) + (24 + Q) tanh pr]
K (n) = 2m (A + Btanh pn)% ’ (4.52)
—k
m (A + Btanh pn)%
0
ipaf
L(n) = . T (1 —tanh®pn) | (4.53)
2my (A + Btanh pn)?2
0

et on déduit le résultat de I’équation bidimensionnelle de DKP dans I’espace-temps de Minkowski

pour une particule sans spin.

1
V1 | 0.
Uy = Ciez(k;c:tQin) m (A 4+ B)% (4.54)
—k
vy ) ———
koo m (A =+ B)?

L’expression du nombre de densité de création de particules sans spin N dans ’espace-temps

de Robertson-Walker est donné par

12 (940,
51nh T (2—p>

sinh? (_Q,Q—pQ+) — sinh? <—Q* +Q+>

N ~|cof® = (4.55)

2p
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4.3 L’équation scalaire de DKP a (143) dimensions

Dans cette derniére partie de ce chapitre, nous allons généralisé I'application précédente, en
résolvant I’équation scalaire du DKP & (1+43) dimensions dans I'espace-temps de Robertson-
Walker ainsi de calculer le taux de création de particules via la méme méthode de Bogolubov.

Comme il a été déja mentionné, I’équation généralisée du DKP a (1+3) dimensions pour
une particule scalaire évoluant dans un espace courbé, doté d’'une métrique de RW est donnée
par [50].

[i@“ <8u + %wuabSab> — m} U =0, avec S% = {6“,,36} ) (4.56)

Et la métrique de 'espace-temps de RW a (1+3) dimensions par
ds® = dt> — a® (t) 3 (da')?, (4.57)
i=1

ou a (t) est le facteur de ’échelle d’expansion de 1'univers.
qui peut étre simplifiée au cas de ’espace de Minkowski, au moyen de chengement du variable

suivant

dt
n= th) (4.58)

sous cette nouvelle forme

ds? = a? () (—dn2 + 233 (dazi)2> . (4.59)

=1

Puisque I’élément de ligne est diagonal, on choisit de travailler dans la tétrade diagonale
ezl) = |g" | dav - (4.60)
De (4.59), (4.60), les tétrades sont données par
M 1. .
€la) = Edmg (1,1,1,1), ewu = adiag (1,-1,-1,-1). (4.61)

Inserant les expressions des tétrades (4.61) et la forme du tenseur métrique g, (4.3) dans

l’équation (4.56), on obtient I’équation scalaire généralisée du DKP a (143) dimensions dans
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I’espace-temps de RW
i1, — z% (812 8° — am| W = 0. (4.62)

Notons que, les composantes de la fonction d’onde ¥ dans 1’équation (4.62) sont simultanément
des fonctions propres de J? et J, respectivement avec les valeurs propres J (J+1), M, oule
moment angulaire total J=L+85 qui commute avec ([3’)2 B et avec 80 est une constante du
mouvement.

Maintenant pour résoudre cette équation (4.62), nous utilisons la représentation de spin 0,

ol les cinq composantes de spineur du DKP sont données par

¥y

U (n,r) = ’(I) , avec ® = ¢ cetp = o, |- (4.63)
i @ "
3

Substituant ’expression (4.63) dans 1’équation (4.62), on obtient le systéme des équations cou-

plées suivant

ame = i <3n+37j> 0+ V-1, (4.64)
amep = 0y, (4.65)
amyp = V. (4.66)

A Tintérét de découpler ce systéme et éviter la complication de calcul, nous introduisons les
coordonnées sphériques dans 'espace-temps de Minkowski [53], ou la forme séparée pour les

cinq composantes de la fonction d’onde (4.63) est donnée par [33]

FnJ (777 T) YJM (Q)
Uns (1) = % Gy (0,7) Yoar () | (4.67)
lZL: Hpyr (n,m) Y31, (Q)

avec Fpj (n,7), Gng(n,7) et Hyyr (n,7) sont des fonctions d’ondes radiales, et Yjas (€2) sont
des harmoniques sphériques d’ordre J et Y%l (Q) sont des vecteurs harmoniques sphériques

normalisés.
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Insérant la forme séparée (4.67) dans (4.64), (4.65) et (4.66), en utilisant les propriétés des

vecteurs harmoniques sphériques (voir I’annex) [53], nous obtenons le systéme couplé suivant

Hy =0, (4.68)
amG = id,F, (4.69)
o J
amH_1 = CJ <E + ?> F, (470)
amH 1 = —oy (% - J: 1> F, (4.71)
. 3a o J o J+1
amF—z(@n—%;)G:C(} <E—?> Hfl—O[J <E+T> H+1, (472)

ou

ajy=+/(J+1)/(2J+1), (;=VJ/(@2J+1) et

Fog(m,r)=Fn,r), Guy(mr)=Gn,r), Hyyy(m,r)=Ho(n,r), Hygj+1 (n,7) = Hey (n,7).
(4.73)

En substituant (4.69), (4.70) et (4.71) dans (4.72), on obtient une équation de type KG avec

un couplage minimale

9?2  JJ+1) 9% 260 @ 4 o
S S e/ i F =0. 4.74
[arg 7t a7 +- an +a‘m (n,7) (4.74)
Pour résoudre cette équation, nous remplagons la forme séparée suivante F (n,7) = f(r) g (n)

dans I’équation (4.74), nous aurons

2 J(J+1
<W _ % + k) f(r)=0, (4.75)
2 .
<j_772 + %d%] +a’m? — k> g(n) =0, (4.76)

avec k est la constante de séparation.

Appliquant les changements suivants, p = k2 et f(p) = pW (p) dans la premiére équation
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(4.75), nous aurons la forme de I’équation de Bessel.

2 2d J(J+1)
i I S A =0. 4.
(dp2 pdp * p? ) Wip)=0 4.77)

ol nous pouvons réécrire la solution de I’équation (4.77) a la singularité réguliere p = 0 en

terme de la fonction sphérique de Bessel d’ordre J comme

f(p)=Npjs(p), (4.78)

avec N est une constante de normalisation.

La deuxiéme équation (4.76) peut étre réécrite comme suit

? bd 9
-t w = 4.

SIS

ola=b"%etw= (mTQ - k) et les conditions initiales g (1y) = g0, 9(19) = go-

Avec la solution formelle de cette équation est donnée par [54]

g (n) = x(n) exp (iv(n)) (4.80)

ou y(n) est une fonction du temps qui peut étre déterminée par la substitution de la fonction

précédente dans (4.79)
7 b ,
v(n) = C’/ —2d7)' +C, (4.81)

o

avec

C' =) = ane alng) et € = ML IO ) ) a2

Selon les conditions initiales g(n,) et g(ny), un calcul direct donne

x(10) = |90m0)| cos [arg (o) — axg g(mp)| (4.89)
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Injectant cette derniére forme (4.83) dans 'expression de C, on trouve

¢ = L 9800l — st os [z ) — anzan)] | (1.8)

qui donne

~ ‘ RN
g(n) = C.x(n) expiC / —dn, (4.85)
o X
avec C = expiC’ et la fonction X(n) est la solution de I’équation auxiliaire

" 21,2
() — pxn) = S5+ wx(n) = 0. (4.56)

Revenons a I'ancienne variable 7, la fonction d’onde F'(n, ) est donnée par

T 1
F(n,7) = N'.x(n) exp [iC ﬂdn/] iy (k%r> , (4.87)
"o azx
ou N' = k3C.
Maintenant, de I’équation (4.87) et (4.69), (4.70), (4.71) et les propriétés de la fonction de

Bessel, il est facile d’obtenir les autres composantes de la fonction d’onde radiale (4.67) comme

suit
. 1
F x(m)rjs (k27“>
T ; . 1
G o [+ 2| ris (k1)
mo1
mo X k3¢ 1
H_y —=x(m)rjr-1 (k5T>
1
Hy Bty (mrjsm (kér>

Nous remarquons que si 'on fixe le parameétre a (1) — constante, la solution (4.88) est réduite
au cas standard de I'espace de Minkowski.

Avant de terminer cette section, nous proposons d’étudier 'approximation adiabatique de
notre solution. Sachant que dans le mode adiabatique, les parameétres sont écrits par B(en), par
conséquent leurs dévloppements seront ensuite écrits en série de puissance de €.

En conservant les quantités dominantes d’ordre 0 et 1 en &, nous déduisons de I’équation
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auxiliaire (4.86) que

X=-1/—- (4.89)

Finalement, en substituant ce résultat dans I’expression de la fonction d’onde, nous aurons alors

F %\/%TjJ <k%7“>

o 5B, ()
U
Hy | adiabat N'.exp [z/ w(n')dn'] 0 . (4.90)
o k%g C . 1
Ho az—w;]\/;T]J—l (k27’>
1
Hiq s JCrjsm (l{:%)

Maintenant, pour achever I’étude de notre probléme dans le cadre d’un cas exactement soluble
en mécanique quantique relativiste ordinaire, nous choisissons la forme du facteur de 1’échelle

d’expansion de 'univers a comme suit

=

a(n) = (A+ Btanh A\n) A> B, (4.91)

ou A, B et A sont des constantes, cela correspond & ’espace de Minkowski pour n — +oo et
respectivement & la contraction et ’expansion de I’espace pour B < 0 et B > 0.
Alors que I'équation (4.76), sera réduite a
d?>  BA(1—tanh®Xp) d

— — + (A+ BtanhAp) m? — k =0. 4.92
dn2+ (A + Btanh An) dn+( + B tanh An)m 9(n) =0 (4.92)

Afin de réduire cette équation & une classe d’équations différentielles connues, nous introduisons

le changement de variable suivant
1
Y= 5(1 + tanh An), (4.93)

ou la nouvelle forme de I’équation (4.92) sera écrite comme

y;(l :y)2 @Jr [2Bm?(y —a) — k] g =0, (4.94)

d?g
AN —y) 2 =2 +4X? |y(y — 1)(2y — 1) +
(1-) =Dy - 1)+ G|

dy?
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aveca:%(l—%).

Cette derniére équation peut étre modifiée a la forme suivante

d’g [1 1 1 dg 1 5 o av? (a—1)u?
— +t |-+ — + Ve — s — + g=0,
dy* ly y—1 2w-ao)jdy yly—1)(y—a) Y y—1
(4.95)
avec les abréviations suivantes
1 2 1 1 2 3
,uz:lzﬁ[k—m(A—FB)]z et V:iﬁ[k—m(A—B)}2. (4.96)

Nous notons que cette équation admet des singularités pour y = 0, 1, a, 0.
Au moyen de la substitution g = y”(1 — y)"g cette équation est réduite & une équation de

type de Heun [55]

d’g [2v+1 2u+1 1 dg
T e 5y

TE e 2] (AR LA R

dy? y y—1 2@y—a)ldy y
(4.97)
avec b= —a(p+v)(p+v+1)—%.
O la solution réguliere & I'origine y = 0 de cette équation différentielle est
9(y) =y’ (1 —y)H(a, b; 8,7,6, € ), (4.98)
dont les parameétres (3,7, 0, €) sont donnés par
B=pu+v
=p+v+3
TR 2 (4.99)
0=2v+1
1
4 €=3
avec H (o, b; 8,7,90,¢€;y) est la fonction de Heun, qui est définie par la série suivante
b X
H(a, b; d,e;y) =<1 —— s 4.100
(o, 8,7, 6, € y) { 5ay+2;%y}, (4.100)
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ou les coefficients de la série ¢ sont déterminés par
(s +2)(s + 1 + )acss =

{5+ 1D a+ 1)+ (s+ ) [5+e—1+(B+7—0)a] = b} copr — (s + B)(s +7)es,  (4.101)

avec les conditions initiales cg = 1, ¢; = —% et cs=0si s<0.

Revenant aux anciennes variables (1, 7), la fonction d’onde F' (7, r) est donnée par

Finr) = N <%(1+tanh)\n)>y<%(1—tanh)\77)>u

1
x H(a, b; 8,7,9, € 3 (1 + tanh An))rjs <k%r> (4.102)

ot N' = k2N,
Maintenant, pour déduire les autres composantes de la fonction d’onde radiale (4.67), en

utilisant les propriétés de la fonction de Bessel et la propriété suivante de Heun

(v=0—eH(a,b+1—a+(a—1)y+af—aef,y—1,0,e+ Ly) =
d H(a,b;8,7,0,¢6y)
dy
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par un calcul simple, il est facile d’obtenir les solutions finales suivantes

4 1
r rjg <k§r>
2\ . kl
G 1 v/ " m(A+B tanh )\77)% 77 T
Hy | =N <§ (14 tanh )\77)> <§ (1 —tanh )\77)> 0
1
H — Ry (7@%7“>
m(AJrBltanh An)2
Hiq _ k¥ay (kl )
\ m(A+B tanh )\n)% T3+ T
0
2i\(v—p) . (k_% >
1 m(A+B tanh )\n)% " "
><H(a,b;ﬁ,7,6,6;§(1—|—tanh/\77))+ 0
0
0

xH(a,b—i—l—a—i—(a—1)'y+046—046;ﬁ,’y—1,5,e+1;%(1+tanh)\n))}.

(4.104)

D’autre part, d’'une maniére similaire, la solution de I’équation (4.97) qui est analytique & y = 1

est donnée par la combinaison linéaire de fonctions de Heun comme suit

g(y):yy(]-_y)“[H(l_aa_b_577557a1+B+7_5_676,1_y)
+(1—y) T PVH (1—a,—b— By — (6 +¢— B —7) (6§ + ¢ — ad)

0+e—0,0+e—v,1+d+e—F—7,61—y)]. (4.105)

Maintenant, afin de déterminer le nombre de densité des particules créées dans ’espace-temps
de Robertson-Walker, nous devons étudier le comportement asymptotique de la fonction d’onde
g (n) an — £oo et en utilisant la technique de transformation de Bogolioubov [52] qui rapporte
entre la limite de la solution de fréquence négative g— a n — —oo (ou y — 0) (in — region)
et les deux limites de la solution de fréquence positive gioo et négative g, a n — +oo

(ou y — 1) (out — region) comme suit

900 = €101 00 + €205 00 (4.106)
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avec c1, co sont les coefficients de Bogolubov qui contiennent les informations sur la création

de paire, obéissant a la relation

lc1)” —|e)* = 1, (4.107)

ol g_,, qui correspond au mode de fréquence négative pour y = 0 peut étre écrite comme
9o =y (1 —y)"H(a,b; 8,70, € 9), (4.108)

et gfoo qui correspond aux modes de fréquence négative et positive pour y = 1 prennent les

formes

I oo =y (L =y"H(1 —a,=b—B7; 5,7, 1+ B+7 -0 — 6,61 —y), (4.109)
Troo =y (=) (A=) T TH(1—0,=b—By— (§+e—B—7) (5 +€—ad)

0te—B0+e—y,1+d+e—B—76l-y), (4.110)

Alors que, I'étude du comportement asymptotique de la fonction d’onde & n — +00, sera comme
suit :

Pour n — —oo (y — 0), la fonction d’onde aura le comportement suivant

9 oo =€ M, (4.111)
ol nous avons utilisé les limites
limy” =e 21 lim (1—y)* =1 et lim H(o,b;6,7,0,6y) = 1. (4.112)
y—0 y—0 y—0

Pour n — 400 (y — 1), les comportements asymptotiques de gi[oo sont écrites comme
gioo = 2 Iioo = e 2 (4.113)
ol nous avons utilisé également les limites suivantes

lirri y’ =1, lirr%l (1 —y)* =M et lirri H(a,b;8,7,0,61—y) = 1. (4.114)
y— y— y—

48



A cet égard, si nous utilisons la limite 7 — +o0o dans la derniére forme de la fonction d’onde

(4.104), nous arrivons au méme résultat que 1’équation scalaire de DKP a (1 + 3) dans ’espace-

temps de Minkowski.comme suit :

pour 17 — —o0, nous obtenons le comportement suivant

) 1
r ri7 <k27’>
2i\v . 1
G mA-p) 77 <k2r>
H, = N'e 22 0 . (4.115)
1
k3¢, ( 1 )
H_4 m(AiB)%TJJ—l ka2r
& e ()
+ 7——00 m(A—B)% ]J+1 kQT

pour 7 — 00, la fonction d’onde (4.104) a le comportement suivant

P (62)‘”’7 + 672)“”7) rjy (k%r>
iy

G m(AfB)% I

H, =N 0 . (4.116)
1

Hfl k2¢; (e2>\w7+el—2>\/ﬂl) er_l (k% T)
. m(A—B)2

. dhoimae ) )

—— i (R

Maintenant, & partir de la propriété suivante de la fonction de Heun qui relie les arguments y
et 1 —vy,

H(a7b;/87’77576;y) = DIH(l_aa_b_/gf)/;/b)v’}lvl+5+7_5_676;1_y)+D2<1_y)6+67ﬁi’y

xH(l—a,=b—pFy—(0+e—F—7)(0+€—ad)

0+e—f0+e—y,1+d+e—F—61-y), (4.117)

ol les constantes Dy et Dy sont données par
Dl = H(avb;ﬁaf%&?al): D2 = H(a>b_a5[5+€_ﬁ_’7] ;5+€_675+6_7>576; 1)7 (4118)

nous déduisons que la solution de la fréquence négative g__ peut étre écrite en termes de gioo
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et g, comme suit

g:oo = H(O[7b;ﬁa’y)576; 1)gioo+H(a7b_a5[6+6_B_fY] ;5+6_575+6_77576; 1)9100
(4.119)
Ensuite, a partir de (4.106) et (4.119), on obtient la relation entre les coefficients de Bogolubov

comme
o> |H(a,b—ad[04+e—B—7];0+e—B,0+e—7,0,61)]
|C1|2 H(O‘?b;ﬁa% 57 € 1) '

(4.120)

Finalement, on obtient le nombre de densité de création de particules IV en utilisant la condition

de normalisation (4.107) et la derniére expression (4.120) comme suit

’H(OZ?b_aé[é—’_G_B_7]’5—’_6_/675—’_6_7’67671)’2

|H(Oé,b,5,’}/,5,€71)|2—|H(Oé,b—016[6+6—5—’7],5+€—6,5+6—’y,5,g71)|2)
4.121

N =~ o) =

A cette étape, il est intéressant d’étudier le nombre de densité de création de particules dans
le cas standard de l’espace-temps de Minkowski (B = 0 ou ae — 00). Pour cela, nous utilisons
la limite suivante [56], qui donne 'un des cas ou la fonction de Heun dégénéré en une fonction

hypergéométrique

O}LII;OH(Q, al; B,7,8' €5 2) —o FL(E+\/E24+1,E —\/E2+1;6;2), (4.122)

avec
/ )
g brr-e (4.123)
2
pour la fonction de Heun contenue dans ’expression (4.121), on trouve
Fi(v—p+1lv—p2v+1,1)7
lim N ~ e =pt byt 1) (4.124)

=00 Py (p+v+1p4+v, 204+ L)) — o FL (v —p+ 1,0 — p, 20+ 1, 1)

Finalement, il est facile d’obtenir le taux de création des particules en absence de gravité comme

suit

lim N o~ rew(v—pwlyv—up+1) 2
a—oo  |T(=2u)P(v + )T+ p+1) =TI (v — (v — p+1)]

(4.125)
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Ou les propriétés suivantes de la fonction hypergéométrique sont utilisées [51]

SFi(a, By 1) = gg)f(;);(: = g; et 2T(2) = T(1 + 2). (4.126)

A cette limite, il est remarquable de noter que, selon tous les cas de (= +v), Il n’y a au-
cune création de particules au cas limite de ’espace-temps de Minkowski, c’est une conséquence
naturelle parce que le phénoméne de création des particules dépend de ’accouplement de ’ex-
pansion de ’espace-temps avec le champ quantique via la masse,i,e., la production des particules
a besoin beaucoup plus de changement de champ gravitationnel (B # 0).

Pour conclure :

- Nous avons étudié explicitement : 1’équation du DKP dans le formalisme de la mé-
canique quantique déformé par la présence du champ gravitationnel en considerant ’espace
de Robertson-Walker ainsi que le phénoméne de création de paires des particules via la méth-
ode des transformations de Bogolubov, ot les résultats que nous avons obtenus dans ce chapitre
sont afféctés par les effets gravitationnels.

- Les cas limites de l’espace-temps de Minkowski a (1+1) et (1+3) dimensions ont été
également considérés.

- Le résultat essentiel que nous avons obtenu par l'expression du taux de création des
particules en présence de la gravité est le suivant :

> Le phénomeéne de création des particules de DKP est dii essentiellement au couplage du

champ gravitationnel et du champ quantique via la masse.
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Chapitre 5

Formalisme de
Duffin-Kemmer-Petiau en présence

de la longueur minimale

5.1 Introduction

A Tlintérét actuel d’absorber les divergences apparaissant dans l'unification des quatre in-
teractions fondamentales de la physique, qui rendent la théorie des champs quantiques non
renormalisable. Plusieurs scénarios ont été proposés pour résoudre ce probléme, notamment
Pexistence de la longueur minimale qui a été décrite comme une échelle microscopique (ou réso-
lution) indépassable, inatteignable et invariante [18] a partir de laquelle la gravité commencerait
a présenter des effets quantiques. Cette longueur est supposée étre proche de la longueur de
Planck, elle est considérée comme une limite naturelle exprimant la nature non ponctuelle des
particules élémentaires en monde microparticule [19]]20], telle que la dimension des particules
dans la théorie des cordes [22][23], qui est considérée comme une longueur de corde, au-dessous
de laquelle la résolution de I’espace devient impossible. En outre, I'introduction de la longueur
minimale fondamentale dans la mécanique quantique et dans la théorie des champs quantiques
est équivalente a une incertitude supplémentaire sur la mesure de la position, de sorte que 'in-

certitude minimale ne peut jamais étre nulle. En fait, la présence de cette incertitude minimale
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est basé essentiellement sur la modification de ’algébre de Heisenberg standard en ajoutant des
petites corrections aux relations de commutation canoniques de la mécanique quantique ordi-
naire. Cette correction a était motivée par la théorie des cordes [57], la gravitation quantique
[58], la géométrie non commutative [59], et la physique des trous noirs [60], en impliquant une
incertitude minimale finie dans les mesures de position, par exemple, & 1’échelle de Planck. A
cet égard, plusieurs travaux de recherche ont été consacrés a I’étude de cette version déformée
de la mécanique quantique : Dans le cas non relativiste, certains problémes ont été résolus dans
ce cadre, par exemple, I’équation de Schrodinger qui a été résolue exactement avec l’oscillateur
harmonique [61], le potentiel Coulombien qui a été étudié perturbativement par Brau [24] et
par Benczik [25] dans la quasi-représentation de configuration, ainsi que son traitement dans
lespace des moments dans la référence [62], le probléeme du potentiel singulier qui a été étudié
en détail dans le formalisme de la mécanique quantique avec un principe d’incertitude général-
isé [26], et ’équation de Pauli pour une particule chargée de spin % sous ’action d’un champ
magnétique constant qui a été traité pareillement dans ce formalisme, ol les propriétés thermo-
dynamiques du systéme a haute température ont été examinées [27]...ect. En plus, 'extension
relativiste de ce probléme est limitée malgré certains tentatives, parmi eux nous citons : ’équa-
tion de Dirac en présence d’une longueur minimale dans la référence [28], ou l'oscillateur de
Dirac & une dimension a été résolu exactement ; & trois dimensions, ce probléme a été résolu en
utilisant la mécanique quantique supersymétrique [29], ainsi que I’équation de Dirac généralisée,
qui a été consédérée récemment dans la référence [63], et 'équation de Klein—-Gordon a (1+1)
dimensions en intéraction avec des potentiels linéaires (scalaires et vectoriels) qui a été traité
également dans ce formalisme [30].

Dans ce chapitre, nous essayons de traiter et d’examiner l'effet de la longueur minimale
sur les systémes relativistes avec spin dans le cadre de la mécanique quantique déformée via le
formalisme développé par Kempf et ses collaborateurs [16], en se basant essentiellement sur le
principe d’incertitude de Heisenberg généralisé (GUP) qui définit une incertitude minimale non
nulle (AX;)min sur la position correspondant & la longueur minimale, ce principe est généré par

les operateurs de position et de moment satisfaisant au relations de commutation tensorielles
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suivantes :

N
X, Pj] = ih[(1+aP?) 6 +a' PP, od P2=Y" P2,
=1
[Xi, X;] = —ih[(2a—a') + (2a+ ') aP?] €k Ly,

[P, Pl = 0, (5.1)

ol «,a' sont des paramétres positifs et trés petits, Ly est I'opérateur de moment angulaire
modifié qui s’écrit comme :

Lk Eijk:Xin> (52)

- 1
1+ aP?

et satisfaisant a l’algébre usuelle
[Pl, LJ] = ’Lhéwkpk [Xl, LJ] = ’Lhézijk [LZ, L]] = Zhﬁkak (53)

Selon I'algeébre de Heisenberg modifiée (5.1), qui implique 'existence d’une longueur minimale,
et 'inégalité de Cauchy-Schwartz-Bunyakovski, nous aurons la relation d’incertitude déformée
suivante

(AX;) (AFy) >

o | S

[((1+aP?) 6ij + 'P,Py)] . (5.4)

En supposant que AP; ne dépend pas de j, en utilisant la définition de 'écart quadratique
moyen : (AP)? = (P?) — (P)? dans la prédite expression (5.4), on peut déduire facilement la

relation d’incertitude correspondant au relations de commutation (5.1)

(AX;) (AP,) > gaij [1 + (Na+a') (AP)® + 7} i=1,2,3..N (5.5)

avec 7y est un parameétre positif qui dépend de la valeur moyenne du moment par la formule
N

y=a) (P)?+a (P)?
k=1
La minimisation de cette derniére relation par rapport a AP; (la plus petite valeur de (AXj))

qui correspond & une incertitude isotropique AP; = AP, donne une incertitude minimale dans

une position donnée comme

(AXi)pin = B/ (7 + 1) (Na + ). (5.6)
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Dans I'espace des moments, la représentation la plus simple des operateurs X; et P; qui peuvent
étre considérés comme des fonctions des anciens opérateurs z; et p; satisfaisant les relations de
commutation canoniques de la mécanique quantique ordinaire : [x;, p;] = ih, a la forme suivante
0 0
X; =ik [ (1 + ap®) =— + a'pipj=— + Vpi
i ( p°) op PRI, i
P =pi. (5.7)

A cet égard, il est important de noter, qu’en mécanique quantique, la représentation (5.7) doit
étre préserver la symétrie des opérateurs X; et P;, pour que leurs valeurs propres soient réelles,

a travers les conditions de symétrie suivantes

(@[ P)[o) = (¥[(Plo)) et ({¢]X)]p) = (¥ (X]e)). (5-8)

avec ¥ et ¢ sont des fonctions d’ondes.
Du moment ot 'opérateur P n’est pas modifié, sa symétrie serait évidente, par contre, on
doit modifier le produit scalaire sous la forme générale suivante pour que 'opérateur de position

X’soit symétrique

— e de * _ )= a' (T)
W= [ e Pee, o= 69

On note aussi que, la modification du produit scalaire implique une nouvelle relation de ferme-

ture; celle-ci devient :

dVp
/ Tt @raypy e W=t (5.10)
(pjlpj—1) = (1 + /J’p§> 6 (pj —pj-1)-

Dans ce qui suit, nous allons nous limiter seulement au cas o' = 0, qui représente un intérét

particulier dans la réalité physique telle que la nature non ponctuelle des particules [16].
Maintenant & 'intérét d’examiner 'effet de la longueur minimale sur le systéme relativiste
de loscillateur DKP, nous suggérons dans les applications ci-dessous de développer les articles
[64][65], et d’étudier en détail le probléme de l'oscillateur DKP a une dimension et a trois dimen-

sions dans le cadre de la mécanique quantique relativiste découlant de principe d’incertitude de
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Heisenberg généralisé (GUP), qui a été développé précédemment.

5.2 L’oscillateur de DKP unidimensionnel en présence de la

longueur minimale

Comme il a été déja mentionné, ’équation de l'oscillateur de DKP (2.10) & une dimension
qui est analogue & celle de l'oscillateur de Dirac, en employant la substitution non-minimale

(p — p — imwn’z) [33], s'¢écrit
[e8" (p — imwn’z) +mc?| ¥ = ihB°0p V. (5.11)

Avant de commencer ’étude de cette déformation quantique sur le probléme de 'oscillateur
du DKP, nous voyons qu’il est trés utile de calculer I’équation de continuité de cet oscillateur
déformé par la présence de la longueur minimale. Pour ceci nous écrivons I’équation (5.11) dans
la représentation unidimensionnelle (5.7) des operateurs X et P dans l'espace des moments

lorsque le paramétre de déformation o' est nul comme
cf? [p + mwhn® ((1 + ap2) Op + ’yp)] U (p,t)+ me? W (p,t) — ihB°0, T (p,t) =0, (5.12)
de cette équation, il est facile de définir le spineur adjoint ¥ par
T =00 (5.13)
qui vérifie I’équation adjointe suivante

U (p,t) cftp (1 — mwhno'y) — mwh (1 + osz) 8p\fl (p,t) B + mc*w (p,t) +ihdpV (p,t) 8% =o0.
(5.14)

En conséquence, a partir des équations (5.12) et (5.14), on peut obtenir I'expression suivante
9o (¥ (p,t) B°°W (p, 1)) + 0 [icmuw (¥ (p, 1) B11"¥ (p,1))]

+ (29p + ap?0y) [iemw (T (p, ) 8'n°¥ (p,1))] = 0. (5.15)
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Dans cette expression, nous notons que les deux premiers termes représentent 1’équation de
continuité habituelle de l'oscillateur DKP dans l’espace des moments (en absence de la longueur
minimale) et le troisiéme terme représente la correction qui est die a la présence de la longueur
minimale. Ceci est une conséquence naturelle, exactement comme dans le cas de la théorie non
commutative [66], ou les résultats physiques dépendent du parameétre de déformation de ’espace
[11][35].

Dans le but d’extraire ’équation de continuité avec la présence de la longueur minimale, la

derniére équation (5.15) peut étre écrite comme

_ _a 2o, —
o0 [(F (.0) 000 (1. )] + (14 0?)' 7 ) [iemes 1+ a) (8 p.0) 8" (1) | =0,
(5.16)
et par la transformation suivante
t—t=s
P dp . (5.17)
p—k=g(p) = / ——
() (1+ osz)I_%
Il est facile d’obtenir
0J%(k,s) 0J(k,s)
95 + T 0, (5.18)
ou
Tk, ) = [(T (k, 5) 8000 (K, 5))] (5.19)
et
J(k, s) = icmw (1 +a(g? (k))2> (T (k, 5) B0 (K, 5)) (5.20)

avec g~ ' (k) est la fonction inverse de g (k).

Il est remarquable de noter que la composante de temps J° n’est pas définie positive et peut
étre interprétée comme une densité de charge, qui est positive pour des états d’énergie positifs
et négative pour des états d’énergie négatifs [67]. Par conséquent, nous pouvons conclure que
le paradoxe de Klein persiste également dans le cas de la présence de la longueur minimale et
il n’y a aucune nécessité d’introduire la mer de Dirac.

Maintenant, si en tenant compte de la représentation unidimensionnelle (5.7) des operateurs
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X et P dans l'espace des moments avec (o' = 0), I'équation stationnaire de 1'oscillateur du DKP
4 une dimension avec la présence de la longueur minimale s’écrira comme suit

[cﬁl <p + mwhin® <(1 + ap?) (% + 'yp>> + mcz} U (p) = EB°V (p), (5.21)

iEt
h

ol W (pt)=e 7 U(p).

5.2.1 Cas de l'oscillateur de DKP pour spin-1

Afin de résoudre ’équation de l'oscillateur DKP unidimensionel déformée (5.21) dans le cas
de spin 1, nous consédérons que la fonction d’onde ¥ (p)Ta dix composantes (¢, A, B, C) avec
A B, et C sont des vecteurs de dimension (3 x 1) qui peuvent étre décomposés comme suit :
" = (As, A3, B1), ®T = (By, B3, A1), O = (C3,—Ca, ) et Cy.

ou A;,B;, et C;, i =1,2,3 sont respectivement les composantes des vecteurs A, B, et C.

Et en utilisant la représentation des matrices de DKP (5!, 50) pour le cas de spin 1 qui ont
été mentionnées au premier chapitre, dans I’équation (5.21), on obtient le systéme des équations

couplées suivant

¢ |p —imwh <(1 + ap?) 83 + 'yp> ¢ +mc*O =0, (5.22)
L % i
mc*® = Eo, (5.23)
—c |p + imwh <(1 + ap2) 82 + 'yp) O +mc¢p = E®, (5.24)
L % i

et la composante Cja disparu automatiquement (C = 0).
Avec ce systéme, il est facile de vérifier que seulement les composantes de ¢ (p) qui sont

independantes et satisfont & une équation de type KG

2 232 2232 2 232 2\ 0
[—mwh (1+ ap?) 8—p2—2mw h (oz—l—'y)p(l—l—ozp)a—p

b (L= I (o +0) = maha) 2 — i) 6 )
E? —m?2&

— (C—2 + mwh) ¢ (), (5.25)
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et les autres composantes sont déterminées par les équations des contraintes suivantes

(1] 1 FE

o) T me2 —c (p + mwh ((1 + ap?) 8% + ’Vp)) e (520

Maintenant, pour résoudre I’équation (5.25), nous utilisons la transformation suivante

1
pop=— arctan (pv/a) , (5.27)

ol k = mwhy/a et la valeur de p change dans l’intervalle] —9- Toe [ selon les valeurs de p dans
I'intervalle |—oo, +00l.

Alors, la nouvelle forme de I'équation (5.25) sera réécrite comme

8—22+2ﬂtan(/s:p)§+ <m2’}’(0¢+’y) _2O‘<1_’“/5)>tan2(/1p)+ <5+%>} é(p) =0,

ap o D e}
(5.28)
avec
E2 2,4

€= % + mwh. (5.29)

Pour simplifier I’équation (5.28), nous utilisons ’ansatz suivant

1 )\+l

o) =1 s (g, (5.30)

ol \ est une constante & déterminer et ¢ = sin (kp) .
Au moyen de cette substitution (5.30), 'équation différentielle pour f(q) (5.28) réduira au
type de Gegenbauer

2

(1- q2) e (22 +1) q(% +n(n+ 2)\)} f(qg) =0, (5.31)

ou A et n (un entier non négatif) vérifient

(5.32)



De la premiére relation de (5.32), on peut déduire alors la valeur acceptée de A par

1
= .
mwha

(5.33)

Finalement, la solution exacte de I’équation (5.31) peut étre exprimée par le polynome de

Gegenbauer comme

f(a) =AC) (q), (5.34)

avec A est une constante de normalisation.

Par conséquent, I’expression de ¢ (p) devient
2 3(AL) ~a
¢, (p) =A (1 —q )2 “/Cr(q)V, (5.35)

ou avec ’ancienne variable p comme
_l(ny2a
d)n (p) — A (1 + ap2) 2(/\"‘34) C’é\ (ﬂ) v, (536)

ot V est un vecteur constant de dimension (3 x 1).
Lorsque, on substitue les expressions (5.29) et (5.33) dans la deuxiéme relation de (5.32),
il est facile de montrer que le spectre énergétique F,, de loscillateur du DKP modifié par la

présence de la longueur minimale est donné par

h w?h2n?
+ «

En:imc2\/1+2n d L n=0,1,2,.. (5.37)

mc? c?

qui peut étre écrit sous la forme suivante

/ hQ hiw
E, =+mc*y/1+ 2nm—cg, avec Qp, =w (1 + ;nn) . (5.38)

Il est remarquable de noter que, dans I’expression de spectre énergétique du systéme considéré,

la fréquence de l'oscillateur du DKP contient une correction supplémentaire qui dépend du
parameétre de déformation « et sa déviation augmente rapidement avec le nombre quantique

n. Cet effet est dii essentiellement & la modification de ’algébre de Heisenberg standard. Nous
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notons également que, ce résultat explique le confinement au secteur de haute énergie. En
d’autre terme, cette expression est connue en théorie noncommutative, ou la déformation de
I’espace affecte les résultats physiques [11][35]. Cependant, la forme de spectre énergétique peut
étre testée, en utilisant la limite &« — 0, nous obtenons le résultat de l'oscillateur de DKP
ordinaire.

Maintenant, pour déduire les autres composantes de la fonction d’onde ¥ (p), tenant en

compte la propriété de polynome Gegenbauer suivante [51]

d
2O (@ =211 (), (5.39)

et par un calcul direct, il est facile d’obtenir la solution finale suivante

¢
1
o | =A(+ap?) 20 ey (L2 ) s vt L2 )]
(14 ap?) (14 ap?)
O]
(5.40)
avec M et N(p) sont des vecteurs de (9 x 1) composantes définies comme
1 0
E
M=| — [®V and N(p)= 0 ®V. (5.41)
me -2

0 mey/a (1 + ap?)

Avant de terminer cette partie, il est utile de déterminer la constante de normalisation A, en

appliquant la condition de normalisation suivante

d _
S — (5.42)
(1+ap?)' =

qui peut aussi étre écrite selon les composantes du spineur ¥ comme suit

d;
ap a
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En substituant (5.40) dans (5.43) et utilisant I'identité suivante [51]

11 1—2v
do(1— @) Fior (= 2L @vin) 5.44
/1 (1) O = 2 (5.44)
nous obtenons o )
2 ai [ E T(2\+n) 2
A= V3T [mc2 n! (n+ A) [L (V)2 (5.45)

5.2.2 Cas de l'oscillateur de DKP pour spin-0

Dans ce cas, nous procédons de la méme maniére que dans le cas de spin 1, en mettant
U (p) = (11,09, 13, 14, 15)- L'équation du systéme (5.21) est réduite au systéme des équations

couplées suivant

] 5 _
c|p—imwh <(1 + ap?) % + w) n, +mc®ns =0, (5.46)
mc*ny = By, (5.47)

] 5 _
—c |p + imwh <(1 + ap?) % + 7p> N5 +mc*n, = E 1, (5.48)

et les composantes 1, = 75 = 0.
Selon cette correspondance n; — @, 1y — @, 13 — O et (ny,n5) — Ci, la solution du

systeme (5.46), (5.47) et (5.48), sera écrite comme

o v ®n (5.49)
3 me? \ ¢ (p+mwh<(1 +ap?) & +7p)) ; ‘
302 Vo

Suivant les mémes étapes que dans le cas précédant, on parvient au résultat final suivant

m
ny | = A(1+ap?) T3 [Kcé (%) +L(p) )t} (%)] . (5.51)
n3
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avec

1 0
K=| 2 | e Lop)- 0 . (5.52)
me )
0

mey/a (1 + ap?)

Pour ce cas de spin 0, la constante de normalisation A est

Plai [ B T(2A ~3
A [ . (2A+n) | (5.53)
VT menl (n+ \) [0 (M)
ou nous avons utilisé la condition de normalisation suivante
dp .
/—11 2R [mno] =1, (5.54)
(1+ap?) =

et I'identite (5.44).

5.3 L’oscillateur de DKP a trois dimensions en présence de la

longueur minimale

Dans cette partie, nous allons généraliser I'application précédente, en résolvant I’équation
de l'oscillateur du DKP & trois dimensions dans le formalisme de la mécanique quantique avec
un principe d’incertitude généralisé.

D’aprés I’équation de oscillateur du DKP (2.10) a trois dimensions qui est analogue a celle
de Voscillateur de Dirac, en employant la substitution non-minimale (p —p- imwnor) [33]

dans 'espace commutatif, qui est donnée par

ov

e 0 N w — 50 0Y
(B (p — imwn’r) +mc”| U = ihp 5

(5.55)

et la représentation (5.7) des operateurs X; et P; dans l'espace des moments lorsque les deux
parameétres de déformations a'et -y sont nuls, ol en exprimant les operateurs X; et P; en termes

des opérateurs de coordonnées commutatives et leurs opérateurs du moments sous la forme
r — (1 + osz) r et p—p, (5.56)
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I’équation stationnaire de l'oscillateur du DKP modifiée s’écrit

(B (p —imwn® (1 + ap?®) r) + mc?] ¥ (p) = EB°V (p). (5.57)

iEt
h

N — T . 0 e} o)
ounV¥(pt)=e VU (p) et. r =ik (m,%,a—p) )
On note ici que, les composantes de la fonction d’onde ¥ (p) dans I’équation.(5.57) sont
simultanément des fonctions propres de J? et J, et respectivement avec les valeurs propres
J(J+1), M, ou le moment angulaire total J = L + S qui commute avec le potentiel externe

de I'équation (5.57) et avec 5° est une constante du mouvement.

5.3.1 Cas du spin-0

Dans le cas d’'une particule scalaire de spin 0, on note que la fonction d’onde ¥ (p) de
I'équation (5.57) a toujours la méme forme (2.12) que le cas de l'oscillateur de DKP (spin-0)

ordinaire au premier chapitre

o (p) o V1

U (p) = P , avec ¢ = ' et = | q, (5.58)
it (p) @y s
3

En substituant cette forme (5.58) dans I’équation (5.57), nous obtenons le systéme des équations

couplées suivant

mc?®, = Edqy + ic (p + imw (1 + ap2) r) -, (5.59)
mep = ic (p — imw (1 + osz) r) D4, (5.60)
mc?®y = Edy. (5.61)

Lorsque ce systéme est découplé en faveur de @4
c? [(1 — 3mwha) p? + m2w? (1+ ap2)2 r? + 2im2w?ha (1+ ap2) (p-r)—3mwh| ® =

(E* —m?ct) @y, (5.62)
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le probléme peut étre converti directement au cas de 'oscillateur de Klein-Gordon, ot la limite

non relativiste est donnée par

1 3
E"® = |-— + —mw? (1 + osz)2 r’ + imw?ha (1+ap?) (p-r) — Swh (1 + apQ)} P,
m 2
(5.63)
avec E"" = FE — mc?.
Afin d’obtenir la solution exacte de 1'équation (5.57), nous introduisons les coordonnées

sphériques dans l'espace des moments [53], oul la forme séparée pour les cing composantes de

la fonction d’onde (5.58) est donnée par [33]

Fog (p) Yo ()
UM (P) = Gy (p) Yym (2) : (5.64)
lzL: HnJL (p) Y%l (Q)

avec F,, 7 (p), Gny(p) et Hpyr (p) sont des fonctions d’ondes radiales, Yy (©2) sont des har-
moniques sphériques d’ordre J, et Y%l () sont des vecteurs harmoniques sphériques normal-
isés,ou L=J=+1,J.

On note ici, qu’il est trés important d’achever la définition de la parité de la fonction d’onde,
par l'opérateur paritaire qui est donné par II = 7P ou PO est Popérateur de la ”parité

orbitale” (P(O) f(p) = f(—p)), et la forme éxplicite de n° = 2502 — 1, pour arriver a

W 5 (r) = n° PO (p) = Ph% @) = (=1)" @um (p). (5.65)
~POq (p)
Donc, a partir de cette définition paritaire (5.65), on conclut que la fonction d’onde ¥ jys (p) a
une parité bien définie de (—1).
Maintenant, lorsque on insére la forme de ¥ 75/ (p) dans (5.59), (5.60), (5.61) et en utilisant
les propriétés des vecteurs harmoniques sphériques dans la représentation-p de ’espace des

moments (voir I’annex ).
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Nous obtenons le systéme des équations couplées suivant

H =0, (5.66)
mc’G = EF, (5.67)
1
mc*H_| =icC; [hmw (1 + osz) (di; + J%) +p] F, (5.68)
2 . n(d J
mc*Hyy = —icky |hmw (1 + ap?) i +p| F, (5.69)
mc*F — EG = ic [fj (hmw (1 + oapz) <d%l9 + %) — p) Hy
d J-1
—C o [ hmw (1 + ap? <———)—>H}, 5.70
s < (14 ap?) i p)H (5.70)

et

E,=V(J+1)/2T+1), ¢;=+J/(2J+1) et

Foyp)=F Gui(p)=G Hpys(p)=H Hpjs+1(p) = Hia, (5.71)

a partir des susdites équations, si nous insérons les équations (5.67), (5.68) et (5.69) dans

I'équation (5.70), on obtient I’équation radiale différentielle suivante

2
<(1+ozp2) d%) +(1+ap2)2(2i_J(J;r1)>+hiw (1+o¢p2)—i+e F(p) =0,

pdp p (hmw)?
(5.72)
avec
E2 2,4
e=— "2 (5.73)
(hmwc)
Maintenant, pour simplifier les calculs, on introduit le changement de variable suivant
1
—= arctan (pv/a) . (5.74)

P=Va

pour que la nouvelle forme de I’équation (5.72) sera réécrite comme
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[d2+ 2V& () 4 an? (vap)) L - LD e ()

tan (vap) dp  tan? (yap)
+<n——)tan (Vap) + (e +n)| F(p) =0, (5.75)

avec

= Vima, 7= (5.76)
et au moyen de la substitution suivante
N5 J
Flg=(01-¢*)%q¢"f(a), (5.77)

ol \ est une constante a déterminer et ¢ = sin (/ap) .

L’équation différentielle pour f(q) peut étre écrite comme

[(1—q) i (M—(Q(A+J)+1)q>i+ <6ZH—J(2J+1)—)\(2J+3)>]f:()

dq? q dgq

(5.78)
avec A vérifie
1

)\(/\—3)—J(J+1)+——F—O. (5.79)

ol les solutions de cette équation sont données par

3 9 n 1

)\_ﬁi\/Z+J(J+1)_E+F' (5.80)

De lexpression (5.77), il est remarquable de noter que la fonction F(q) doit étre non singuliére

a ¢ = £1, ce qui implique alors la valeur acceptée de \ est

3 9 n 1
)\_2+\/4+J(J+1)_04+/-@4' (5.81)

De plus, nous notons que I’équation (5.78) posseéde trois points singuliers ¢ = 0,1, —1.
Pour réduire cette équation (5.78) & une classe d’équations différentielles connues avec une

solution polynomiale, nous utilisons un nouveau changement de variable z = 2¢%—1 et imposons
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la condition suivante

i<5‘;‘77_J(2J+1)_)\(2J+3)>:n(n—l—a—i—b—i—l), (5.82)

ol n est un entier non négatif et a,b sont définis par

3 1
a—)\—§ b—J—i—§, (5.83)
dans I’équation (5.78), pour obtenir la forme suivante
d? d,
(1-2%) d—zg—i-[(b—a)—(a+b+2)z]d—‘£+n(n+a+b+ 1)f=0. (5.84)

ot la solution exacte est donnée par le polynéme de Jacobi
f(z) =P (2). (5.85)

En retournant a l’ancienne variable p, la fonction d’onde radiale F, s (p) est réécrite comme

_3 1
P ey, (5.86)

F(p)=C(1+ap?) 7 (ap?)

ou C' est une constante de normalisation qui sera déterminée ultérieurement.
En substituant les équations (5.73), (5.76) et (5.83) dans la condition (5.82), on obtient le
spectre énergitique de l'oscillateur DKP a 3-dimensions en présence de la longueur minimale

par

EELJ = m?c* + hmwe? [2 <2n +J+ g) \/1 — 3hmwa + <§ +J(J+ 1)) (hmwa)?

9

+hmwa<<2n+J+g>2+Z+J(J+1)>—3], (5.87)

ol n est le nombre quantique principal.
A cette expression, il est remarquable de noter que le spectre énergitique contient une

correction supplémentaire qui dépend du paramétre de déformation « et sa déviation grandit
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rapidement avec n?. Cet effet est di a la modification de 1’algébre standard de Heisenberg qui
affecte les résultats physiques comme dans le cas de la théorie non commutative [11][35].

En outre, cette forme de spectre énergitique qui explique le confinement au secteur de haute
énergie, peut étre testée; en utilisant la limite @« — 0, nous obtenons le résultat exact de
Poscillateur ordinaire de DKP [33]. Ainsi, si nous nous limitons au cas unidimensionnel, nous
aurons le méme résultat que le cas de loscillateur DKP & une dimension en présence de la
longueur minimale dans l’application précédente [65].

Maintenant, il est facile d’utiliser la propriété suivante du polynoéme de Jacobi [51] pour

déterminer les autres composantes de la fonction d’onde ¥,, ;7 (p) .

ap{™? 1 .
T(y) =S (n+a+b+1) R (). (5.88)
Ou le résultat finale est donné par
E _(2xd Z _3 g4l
G = OW (1 + osz) ( 2 ) (Osz) 2 Pn(,)\ 27J+2)7 (5.89)
H=0, (5.90)

H_, :z'cgj% (1 +ap2)_( =) (ep?)

_3 1 it 3
X |:<(J+1—)\)ap+i+2j+1>Prg)\ 2,J+2)+<2(n+)\+J)ap> P(f 2,”2)]’

hmw P (1+ ap?) n-t
(5.91)
H = iC’ﬁJ% (1+ apz)_(¥) (apQ)%
x [((J +\)ap - ) pRTe) (2 ("(fi;rp;])) ap) p,gi;%’”@] . (5.92)

Avant de terminer cette application, nous déterminons la constante de normalisation C par la

condition de normalisation suivante

Bp
/ﬁ\pﬁ“\p =1 (5.93)
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qui peut aussi étre écrite selon les composantes du spineur ¥

p*dp |
/(1+ap2)§R[F Gl =3 (5.94)

Insérant (5.86) et (5.89) dans (5.94) et en utilisant I'identité suivante

+1
20T (g +n+ 1) T (b+n + 1)

e b [ plad) (,)]° =
/dy(l D) (1+9)" [P () T atbtritTlatbrntl) (5.95)

-1

nous obtenons

[

mn! (2n+A+5)T(n+r+5) ]|’

Ol
“NTE F(n—l—/\—%)l“(n—i-j—i-%)

(5.96)

5.3.2 Cas du spin-1

Passons de la méme maniére que dans le cas de spin 0, sauf que la fonction d’onde dans ce cas
de spin 1 est écrite comme un vecteur de dix composantes notées par ¥ (p)? = (ig,A (p),B (p),C (p)),
ou A;, Bj et C; i = 1,2,3 sont respectivement les composantes des vecteurs A (p), B (p) et
C(p).

En substituant cette forme de la fonction d’onde ¥ (p) dans I’équation (5.57), nous obtenons

le systéme des équations couplées suivant

mctp = —cp™ - B, (5.97)
mc?A = EB — ept x C, (5.98)
mc®B = EA 4 cpTo, (5.99)
mc*C = —cp~ x A, (5.100)
avec
ph = (p + 1w (1 + ap2) r) et p” = (p — imw (1 + OapZ) r) . (5.101)
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Afin de découpler le susdit systéme, nous éliminons ¢, B et C en terme de A, et nous obtenons

(B2 m*ch) A = ~p* x (b~ x A) +p* (b7 A) ——p" [p - [p" x (b x A)]].

(5.102)

Par un calcul direct, I’évaluation des deux premiers termes de 1’équation (5.102) donne

p"x (p” xA)=p(p-A) - p’A+mi? (1+ ap2)2 [r(r-A) —1°A]
+ 2im?*w?ha (1+ ap2) r(p-A)—(ih+p-r)A]
+mw (14 ap?) [2h + %L : S] A, (5.103)

p"(p”-A) =p(p-A) +mi? (1+ap2)2r(r-A)

+ 2im*w?ha (1 + ap?) p (r- A) — mw (1 + ap?) [h + %L : S] A, (5.104)

En substituant les derniers termes de 1'équation (5.102), on obtient

(B? —m?ct) A =¢? [p2 +mPw? (1+ ap2)2 r’ + 2m*wa (14 ap?®) [ik(p- 1) + L - 8]
2 1
—mw (1 + ap2) [3?1—1— ﬁL : S” A — WPJF [pf . [p+ X (pf X A)H , (5.105)
ou L et S sont respectivement les moments angulaire d’orbite et de spin.
Dans la limite non relativiste, le dernier terme de (5.105) est négligeable, puisqu’il est de

1
l'ordre —, de sorte que l'expression de A devient
m

2
Enr p 1 2 2)2 .2 2 i
A_[%+§m“’ (1+ap”)"p* +mwha (1 +ap’) ik(p-r) + L- 8]

—w (1+ ap?) Eh + %L . SH A. (5.106)

Nous remarquons ici que I'expression (5.106) caractérise 'oscillateur harmonique habituel plus
un accouplement spin-orbite et une correction supplémentaire d’interaction (spin-orbite), qui
dépend du paramétre de déformation «. Par conséquent, cette correction est die a l'influence
de la déformation spatiale sur le systéme physique avec spin comme le cas de l'oscillateur de

Dirac avec l'incertitude minimale non nulle [29][28]. Nous notons aussi que cette correction
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est absente dans le premier cas de 'oscillateur de DKP du spin 0 en présence de la longueur
minimale (5.63) comme le cas de KG.

Maintenant, pour obtenir une solution exacte de I’équation (5.57), dans le cas de spin 1, nous
utilisons la forme spatiale dans I’espace des moments pour les dix composantes de la fonction

d’onde VU (p) qui sont séparées comme suit

iy (p) Yonr ()

ZL: Foyr (p) Yi1, (Q)

Yo (p) = > Gun )V @) | (5107

ZL: Hnyr (p) Y71, (Q)

Avec opérateur de parité est définie par II = nOP(O), étant donné que la parité de Yjps et
Y%’l, est (—1)‘] et pour ceux de Y%H,l’ et Y%fl,l, est (—1)‘]+1, la forme paritaire s’écrit

alors comme suit

—iPOyp
(0) _1\/
W s (p) = 1 PO 1 (p) = poAD =5 li IIIJM ) : (5.108)
PO)B (p) (=17 W (p)
—POC (p)

La substitution de la forme ¥ ;5 (p) (5.107) dans 'équation.(5.97), (5.98), (5.99) et (5.100)
meéne & dix équations radiales différentielles couplées qui peuvent étre réduites aux deux classes
découplées et associ¢es aux parités (—1)” (naturelle) et (=1)” (non naturelle), comme ils
sont exposées dans [33][68].

Pour les états de parité naturelle (—1)‘], les équations radiales différentielles appropriées
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sont

mc’Gy = EFy, (5.109)
d J+1
mc2H_| = —ict, < 1 + ap? (— + i ) p> Fo, (5.110)
dp p
mc?Hyq = —icC; | hmw 1 + i — i F (5.111)
+1 = J P dp p 05 .
2 . d J-1
mc“Fy — EGg =ic |&; hmw(l—i—ap) —p—— —p | H_
p
d J+2
dp p
avec la notation suivante
Ruyy(p)=Ro Rnjse1(p) =R R=FGH. (5.113)

A ce stade, nous éliminons Go, H41, H_1, en faveur de Fp, pour obtenir I’équation différentielle

du second ordre suivante

d\’ 2d  J(J+1 1 2
<(1+ap2)d—p> +(1+ozp2)2<——— ( 5 )>+h (1+ozp2)—(mi—w)2+a Fy=0.

(5.114)

Par un calcul simple, il est facile de résoudre cette équation et d’obtenir les solutions exactes
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de la fonction d’onde (5.114) associée & la parité (—1)”7

Fy=C (1 I ozp2)7<>\ ;J) (apz)% PéAL%JJr%)(giiJ—FD’ (5.115)
Go = C"% (1 + ozp2)7(A 2 (osz)% P,gxi%’l]+%), (5.116)
+

H_ | = —z’(]‘gj% (1+ ap2)7< ) (ap®)

\_3 g.1 2 AN+ J \_1 7.3
((J+1—)\‘)ap+L+2J+1>Pyg/\ 2’J+2)+< (n+ X+ )ozp)P(/\l 27J+2)]7

hmw D (1+ ap?) n—
(5.117)
AN—3 gyl 2(n+ XN +J)ap Nl ggd
((7+ ) ap— =) PN ( ( ¢ +ap2)) )P£_1 2 *2)] . (5.118)

En utilisant les transformations (5.74) et (5.77) de la méme maniére que (5.72) dans I’équation

(5.114) avec X' vérifie

1 1
—— =0. 5.119
hmwa k4 ( )

AN\ =3)—J(J+1)+

Suivant le méme raisonnement que dans le cas de spin 0, la racine acceptée de I’équation (5.119)

est donnée par

W3 \/2 __r 1
N =Sy T HT () =t (5.120)

et le spectre énergitique correspondant est

E?L,J =m2c* + hmwe? [2 <2n +J+ g) \/1 — hmwa + (% +J(J+ 1)) (hmwa)?

3\ 9
+hmwa ((Qn—i-J-i- 5) +Z+J(J+1)> —11. (5.121)
A cette parité, la constante de normalisation C" peut étre donnée par
\ \ 3
20l (2n+ X +45) T (n+ X +7) | ?
O = od | Mt (2n \ 13) (n , 3*7) , (5.122)
E Tn+N-3H)T(n+j+3)
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ou nous avons utilisé la condition de normalisation suivante

pidp . 1
| @63

Pour les états de parité non-naturelle (—1)‘”1, le systéme approprié est

mc®Fyy — BG4y =icCy <hmw (1 + ap2) (i - i) — p) Hy,
p

dpp
mc*F_1 — EG_; = ic ; (hmw (1 + ap2) (aZD + %) —p> Hy,
d J+2
imcHy = (; (hmw (1 +ap2) (_ + L) —i—p) Fiq
dp p
d J-1
1 H{—-"—o F_
+£J<hmw( +ozp)<dp 5 )+p> 1;
mc®Gyy — EFy 1 =ict, (hmw (1 + apQ)

mc*G_y — EF_{ = —ic(y <hmw (1 + ap
d J+2
imeg =& (hmw (1 + ap2) <_p + %) +p) G

—(y (ﬁmw (1 +ap2) (dip — %) —i—p) G_1.

(5.123)

(5.124)

(5.125)

(5.126)

(5.127)

(5.128)

(5.129)

Pour atteindre les solutions exactes des équations radiales différentielles associées a la parité

(—=1)”*!, nous écrivons les équations (5.124), (5.125), (5.126), (5.127), (5.128), (5.129) sous la

forme condensé suivante

F . ; 2
+1 = % (hmw (l + ap2) (i _ i) _p> §r ¢ ymce
G (E? —m2ch) dp p £m? O
ol » . 2
) - s (e () (L L) ) 8 e
o e dp P —(yme? &E
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d\? 2d J(J+1
2(1+ap®) /J(J+1)WEH, = <(1 + ap?) —) + (1 +ap?)? <—— A ;L )>
dp pdp p
3(1+ 2 2 E2 2,4
30+ar]) _p S+ —" e, (5.132)
fimw (hmw) (hmwc)
d\? 2d J(J+1
2(1+ap®) /J(J+1)WE$ = <(1 + ap?) —) +(1+ap?)? (2= — ( ;L )>
dp pdp p
14+« 2 2 E2 2,4
_(tor) _p S+ — | H, (5.133)
himw (hmw) (hmwc)
avec
wh
W=— (14 hnmwa) . 5.134
(o) ( ) (5.134)
Maintenant, selon la procédure de diagonalisation
Ho V27 (v +1) ko —(y+1) R )’
ou
E
y=V1+kZ et szVJ(J—Fl)w (1 + hmwa) (5.136)

les deux équations radiales différentielles (5.132), (5.133), peuvent étre découplées comme suit

d\? 2(2d JT+1)\ Q47 (1+ap?)  p?
1+a2—>+1+a2 <——— >— — Ry =
<( 7) dp (1+ar’) pdp P> himw (hmw)2 |~
m2ct — 2
’ 5.137
(hmwe)? - ( )
d\? 2(2d JUT+1)\ -7 (1+ap?)  p?
1+a2—>+1+a2 <——— >— - R =
<( 7) dp ( 7) pdp p? himw (hmw)?
2.4 _ 2
ne - (5.138)
(hmwe)

A cette parité, on résout les équations (5.137), (5.138) exactement de la méme maniére que

I'équation (5.72) dans le cas de spin 0 en tenant compte les mémes transformations (5.74),
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(5.77). Ou les fonctions d’ondes relativistes des spineurs R4, R_ sont données par le polynoéme

de Jacobi comme

ApL+J 5
Ry () =y (1+ap?) 0T ) (ap?) F P340 (e, (5.139)
A_+J
R_(p)=C-(1+ osz)_( ) (osz)% P27 (ggi;}), (5.140)
avec
MOe -3 sy EED Ly (5.141)

hmwa (hmwa)

Passant de la méme maniére que dans le cas de spin 0, les valeurs acceptées de A+ pour I’équation

(5.141) sont

(2:|:’y)+ 1

5.142
himwa  (hmwa) ( )

3 9
Ai:§+\/Z+J(J+1)+ 5.

et C, C_ sont les constantes de normalisation.

Par un calcul direct, la détermination des autres composantes est simple et la solution finale
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des équations associées a la parité (—1)‘7+1 sont données par

¢ (ap’)

V(v + D)

.

N

Cy(1+ ozp2)7(

Ve

0

0
[E4E (v +1) + ¢ ymePk] oy
[€ymc? (v +1) + (G Ek] 0y
[~CGE (v +1) +&mctk] oy
[—Cyme (y+1) +&,Bk] o

B

+1

—

Q o

(

§JEk CJmCQ Y + ]. F_

AptJ
2

[ (v+1)]
[£ymcPk — (GE (v +1)] T
[C Bk +&ymc? (v+ 1) Ao
[ijc kE+&,E(y+ 1)] A_
0
0
(€5 Ek — ¢ yme?
[£mcPk =,
[
[

[\

&
—~ o~ o~

2

+

=
N N N~

CJEk?‘i‘fJ?’TLC

o

[€E (v + 1) + ¢ ymcPk
[&yme* (v + 1) + Bk
[CE(y+1) meCQk
[ — &0k

J T+
JT+
J Ay
J A+

¢yme? (

+C_(1+ ap2)7<

Pé/\:é J+3)
P(/\Ifé,JJr%)
o

78

>\,+J>
2 X

(5.143)



avec

thmwce
- T A
€ (B2 — m2ct)’ +(p) =+ i)ap+h o
2n+ 22+ J) 2J +1
et o1 (p) = ( (1-|-i04p2)) P Ay (p) = (J—i—l—)\i)ap—%—&- P (5.144)

A ce stade, nous notons que les constantes de normalisation C,, C_ peuvent étre obtenues
facilement en employant les relations d’orthogonalités de polyndéme de Jacobi et la condition de

normalisation suivante

de \ ; 1

Finalement, selon la condition de quantification (5.82) et ’équation (5.142), on obtient I’équa-
tion de I’énergie relativiste en fonction de E; et E_ par rapport aux fonctions d’ondes R et

R_ pour toutes les valeurs de o comme suit

E2 m2ct — hmwc? [2 <2n+J+;>

2

(1 + hmwa)? J (J + 1)) hmwa + <% +J(J+ 1)) (hmwa)?

2 2
AE
—l—hmwa( 2n+J+ +9+J(J+1)>+ 2+\/1+m2:4(1+hmwa)2J(J+1))

4
— 0, (5.146)
E% —m?c* — hmwc? x [2 <2n +J+ g)
2 9 9
X (1 + hmwa)? J (J +1) | hmwa + 1t J(J+1) ) (hmwa)

2 9 4E2
+hmwa 2n+J+ +Z+J(J+1) + 12— 1+ (l—i-hmwa) J(J+1)

= 0. (5.147)

En notant ici que la forme finale des équations de Iénergie (5.146), (5.147) dépend du parameétre

de déformation «, cette forme est die & l'introduction de ’algébre modifiée de Heisenberg
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qui affecte les résultats physiques comme dans le cas de la théorie non-commutative [11][35].
Maintenant, nous proposons d’étudier comment les effets des fluctuations quantiques du champ
gravitationnel affectent le systéme au premier ordre en «a, par conséquent, 1’évolution sera écrite
en série de puissance, en conservant les quantités dominantes d’ordre 0 et 1 en «, on déduit la

forme simplifiée suivante

Ei = E% = m?c* + hmwc?

2
(4n +2J +5) + hmwa <<2n+J+g> +§+J(J+1))

1
hew
42 <@> J(J+1)[1 + hmwa (4n +2J +5)] + A} : (5.148)
ou
2
A=(2J+1) | (1 + mwa (4n + 27 + 5)) (1+ﬂ%+@ <ﬂ2> )
ag mc ag \ ' me

1
hw w2 2)\|?
+hmwa<<g+@+(4n+2J+5)£—i>—+(4n+2J+5)%(W> ——)]

agp 4ag  4dag ) mc? ag ag
(5.149)
avec
ap= 2T+ 1), ay =4J (J+1)(4n+2J +5) et ag=4J>(J +1)2. (5.150)

Cependant, la forme du spectre énergétique de 1'oscillateur de DKP a 3-dimensions en présence
de la longueur minimale peut étre testée. En utilisant la limite  — 0, on obtient les spectres
énergétiques de loscillateur ordinaire de DKP & 3-D, qui coincident exactement avec ceux
obtenus par [33] dans le cas ou la longueur minimale est absente.

La conclusion que nous pouvons tirer de ce chapitre est que 'effet de la longueur minimale
affecte tous les résultats physiques comme dans le cas de la théorie non-commutative. Bien
que, les expressions de spectre énergétique de 'oscillateur harmonique du DKP déformé via le
formalisme de Kempf pour les deux cas de spin 0 et 1 dans ’espace des moments, contiennent
une correction quantique supplémentaire qui dépend du paramétre de déformation «, et sa

déviation croit rapidement avec le nombre quantique n.
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Chapitre 6

Formalisme de Schrodinger en

présence de la longueur minimale

6.1 Introduction

Comme il a été mentionné dans l'introduction du chapitre précédant, plusieurs problémes
non relativistes ont été abordés dans le cadre de la mécanique quantique déformée via le for-
malisme de Kempf et ses collaborateurs [16]. Le traitement de ces systémes, dépendants du
temps dans la mécanique quantique habituelle, a suscité également un intérét considérable en
raison de leur fortes applications dans de différents domaines de physique tels que la phase
géométrique de Berry [69], l'effet de Aharonov-Bohm en physique moléculaire [70], 'optique
quantique [71] et linformation quantique [72]. A cet effet, plusieurs méthodes de résolution
analytique et approximative ont été consacrées a I’étude de ce genre de systémes, incluant la
méthode de Lewis-Riesenfield (L-R) qui est basée sur 'opérateur invariant dans la mécanique
quantique non relativiste [73], la méthode standard de séparation des variables [74], le formal-
isme des intégrales de chemin [75] et la méthode supersymétrique [76]. A cet égard, il est utile de
noter que le traitement des systémes dépendants du temps en présence de la longueur minimale
reste presque inexploré dans tous les domaines de recherche. Par conséquent, dans cette partie,
nous proposons d’étudier la dynamique d’un systéme de masse variable m (t) se mouvant dans

un potentiel linéaire dependant du temps en présence de la longueur minimale.
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6.2 Equation de Schrodinger en interaction avec un potentiel
linéaire dependant du temps en présence de la longueur

minimale

Dans ce chapitre, nous avons I'intention de développer I'article [77], pour étudier en détail
la dynamique d’un systéme non relativiste dependant du temps en présence de la longueur
minimale, et de montrer comment incorporer le principe d’incertitude de Heisenberg général-
is¢é (GUP), impliquant l’existence d’une incertitude minimale non nulle sur la position, dans
l’équation de Schrodinger en interaction avec un potentiel linéaire a (1+1) dimensions et ceci
via deux approches différentes, a savoir I’équation de Schrodinger et les integrales de chemin.

D’aprés ’expression de I’hamiltonien d’une particule de masse variable dependante du temps

m(t), soumettante a 'action d’un potentiel linéaire dependant du temps, qui est donné par

2

p
H =5 +af) (6.1)

d’ou f(t) est une force extérieure dépendante de temps, et la représentation unidimension-
nelle (5.7) des operateurs X et P dans 'espace des moments lorsque les deux parameétres de

déformations a'et v sont nuls, I'équation de Schrodinger modifiée s’écrit

2
L+ i) (1+ ) 5| 0 ) = 222D

o 0 . (6.2)

Pour absorber le terme d’interaction dans la prédite équation, nous utilisons les transformations

suivantes
t—s=t
t : (6.3)
p—k= ﬁ arctan (y/ap) + [ f (1) dr
0
qui peuvent étre écrites sous cette forme
9 _ 0 0
5 =5 1 (5) 5
N 5 (6.4)
(1 + ap 8_p = ok

Puis on substitue les formes finales des transformations (6.3) et (6.4) dans I’équation (6.2), on
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trouve

O (ks) 1 /
i~ = = tan®/a | k — O/f (r)dr | ¥ (k,s). (6.5)

2m (s)

Il est remarquable de noter que notre systéme peut étre converti au cas d’une particule de

Schrodinger libre avec une masse effective, dont la solution est

A
s 1
W (k, 5) = by (k) exp 4 —i /0 T Gl G / F(7)dr | dr (6.6)
0
En outre, l'expression (6.6) avec l’ancienne variable peut étre réécrit comme,

Y (p,t) =

b %arctan (vap) +/tf(7) dr | exp H_Z /Otm
0

t A
tan? | arctan (Vap) + \/a/ f(r)dr — \/a/f (T)dr | dA (6.7)
0 0

a l'image de cette expression, nous notons que la forme finale de la fonction d’onde (6.7) dépend
du parameétre de déformation «, ce fait n’étonne pas puisque l'introduction de ’algébre de
Heisenberg modifiée affecte les résultats physiques comme dans le cas de la théorie noncommu-
tative [78].

Maintenant, pour étudier comment les effets des fluctuations quantiques dia au champ gravi-
tationnel influent sur le systéme au premier ordre en «, nous écrivons I’évolution de I’expression
(6.7) en série de puissance de «, en conservant les quantités dominantes d’ordre 0 et 1, on obtient

la forme simplifiée suivante

t
Y (p,t) =1y p—§p3+0/f(7)d7 X
o ¢ A 2 ¢ A 4
exp |—1 fo TIeN p+0ff(7')d7'—hff(7)d7 +3m02/\) p+bff(7')d7'—hff(7)d7
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t A
—3ma()\)p3 p—i—o/f(T)dT—O/f(T)dT b (6.8)

Cependant, il est utile de tester cette expression (6.8) de la fonction d’onde dépendante du

temps, en utilisant la limite & — 0, pour obtenir le résultat suivant

2

W (p,1) = 1, p+/f ydr | exp _i/ot#(k) p—i—/tf(r)dr—/)\f(r)dr
0 0

qui est exactement le méme résultat que le cas ordinaire (I’absence de la longueur minimale et

(6.9)

m est une constante) [79].

Ici, on note que v est une fonction arbitraire d’une seule variable, qui joue le role du
paquet d’onde initial avec une valeur de coordonnée déplacée. En général, elle prend "'amplitude
Gaussienne habituelle dans I’espace des moments [79]. Par exemple dans la diffraction matiere-
onde, ot ’état initial d’un cas de barriére d’absorbtion totale est donné par un cut-off d’onde
plane [80]

Yoz, t =0) = 0(—x) exp(ipz). (6.10)

Il est remarquable que la forme de la fonction d’onde (6.7) vérifie

2

K% (p,7f)|2 = |y % arctan (\/Ep) +/f (r)dr (6.11)
0

et donne la relation suivante, correspondante & un mouvement classique soumis & ’action d’une

force dependante du temps

1 1 /
<ﬁ arctan (\/ap)>t = (ﬁ arctan \/_p O/f (6.12)

Ou (.)¢ et (.)o sont respectivement les valeurs moyennes a l'instant ¢ et ¢ = 0.
Avant de terminer cette partie ot nous avons utilisé¢ la formulation de Schrodinger de la

mécanique quantique non relativiste pour trouver ’expression générale de la fonction d’onde du
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probléme précédent, nous sommes intéressés a la résolution de ce méme probléme par la formu-
lation de Feynman appelée formalisme des intégrales de chemin, en se basant essentiellement
sur le concept de propagateur quantique qui représente ’amplitude de probabilité de transition
d’un point de I'espace temps & un autre point.

A ce stade, pour construire le propagateur quantique correspondant a I’Hamiltonian (6.1) via
la représentation des integrales de chemin dans I’espace des moments, nous suivons la méthode
standard ot I'on subdivise l'intervalle de temps T en N + 1 intervalles infinitésimaux égaux,

€= NLH, puis on applique la formule du Trotter, pour obtenir
A~ . . N
U= lim [e®]", (6.13)

ensuite nous insérons les relations de fermeture (5.10) relatives aux variables p entre chaque
paire d’opérateur d’évolution infinitesimal ﬁ(s) Il vient alors ’expression du propagateur de

systéme précédant comme suit

K (pvs pa, T, 0) = (pp|U(T)|pa)

ou bien sous cette forme

d
K(pb>pa7T0 = lim /H .

N—oo 1 —|—Oépj

N+1 p? bl
H exp (—25 (G )> (pj| exp (Ef(t]) (1 + apj) 8p]> Ipj—1) (6.15)

ou nous avons utilisé (5.7), avec pg = p, et pN+1 = P
A ce niveau, pour évaluer cette expression (6.15), il est facile de démontrer que ’évolution

de dernier terme & 'ordre 1 en e s’écrit

(v exp <6f(tj) (1+ap?) %) Ip—1) = (o (1 T 2f(ty) (1 -+ ap?) %) P}, (6.16)
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En introduisant la représentation intégrale de (p;|p;—1) donnée par

d\; )
il i) = [ 52 (1+ apd) exp (i,0p) (617)

dans I'équation (6.15), 'expression du propagateur devient

N+1

dp; d\;
K 0, T,0) =1 / e
(Pb: Pas T, 0) sli%/H T+ op? (1+ap}) 5
2
. p; .
exp {z NjAp; — €2m2tj) —i2eap; f(t;) +eXj f(t5) (1 + apjz)] } (6.18)
qui peut étre réécrite sous cette forme
N+1 d\s
. 2
K(pb;pa,T, O) = ;I_I)% (1 +04pb) /Hdp] 1 2_7:
J:
2
. p
exp {—zs2mé ™ + 2eap; f(t)) }exp {ix; [Ap; +ef(t;) (1+ ozp?)] }. (6.19)

Par une intégration directe sur {);}, nous obtenons ce nouveau résultat

K (py,pa, T,0) = lim (1 + ap}) /Hdp]

N+1 p?
H exp { J(t 3 + 2eap; f(t )} 6 (Apj +ef(ty) (1+ ozpjz)) ) (6.20)

Notons que l'intégration sur {\;} donne une fonction de delta §. Cette fonction limite les valeurs
possibles de p; pour les valeurs possibles de l'intégration et reflete I’équation du mouvement

suivante dans la forme continue

dp

— =11+ ap?) (6.21)

ce qui explique I’évolution classique de 'impulsion d’une particule soumise & une force variable,
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dont la solution est

p(t) = % tan |arctan (v/apo) — \/a/ot f(r) dT:| . (6.22)

Ce résultat concorde exactement avec I’équation classique que 'on a trouvé dans (6.12), ceci est

une conséquence naturelle de la formulation de Feynman, ot son chemin intuitif est de décrire

la dynamique quantique via les trajectoires et en méme temps de déduire la limite classique.
Pour examiner la possibilité de la construction d’un opérateur invariant, nous pouvons

déterminer les opérateurs décrivant les équations du mouvement par

% % (b, 7] = £ (1) (1+a?). (6.23)
et A

ou la premiére équation est ’analogue de 1’équation du mouvement (6.21) en terme d’opérateur.
En résolvant les deux équations ci-dessus, I'espace et les opérateurs de moment peuvent étre

obtenus en termes de conditions initiales, données par

pt) = %tan {arctan (Vapo) — va /0 fin) dT] . (6.25)

) 5 () = 4o + /0 t m [1 4 tan? <arctan (Vapy) — va /0 ") drﬂ
A
« tan (arctan (Vapo) — va /O f (7)> A, (6.26)

Maintenant, pour effectuer les intégrations sur p dans (6.20), nous voyons que 1’expression dans

delta n’est pas linéaire. En conséquence, nous utilisons cette formule [81]

5 (9(p)) = % (6.27)

ol p, sont les racines de g(p) = 0 (et la prime indique la dérivation), donc la fonction delta est
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réduite a
d (p; — F(po, tj, je))
14 2eaf(t;)p)

(6.28)

ot F(po,tj,je) est la solution de I’équation du mouvement au temps je donnée en moment
initial pg.
Substituant I’équation (6.28) dans (6.20), on obtient
K (pbapaa Ta 0) =

N+1

2
. P
]\;E)n 1 + ap? /Hdpj H d (pj — F(po,tj,je)) exp {—zeQm (tj)} (6.29)

ot le terme 2eap; f(t;) qui se trouve dans I'exponentiel de I'expression (6.20) est absorbé to-

talement par le terme du dénominateur de (6.28) .
Finalement, grace a la présence de N + 1 deltas qui simplifient le calcul des intégrales en
p, expression finale de I’'amplitude de transition via la représentation des intégrales de chemin

en présence de la longueur minimale se réduit &

K (pbspa, T,0) = (1+ap;)d <pb - %tan [arctan (Vapa) — \/a/OTf () dtD X

N 2 /
exp —Z/O Wtan arctan (\/Epa) — \/a/f(T) dr| dt §6.30)
0

Maintenant, si nous considérons que la valeur de « est trés petite, la forme du propagateur

(6.30) sera simplifiee comme

K (pb>pa> T7 0) =

o) ot [ r0an (0]
exp[—z‘{f{[m< ff df)2+sm<t( ff )

t
o’ M_Jj@mf 'l (6.31)

oll nous avons effectué un développement de Taylor au premier ordre en « dans I'expression

(1+ozpb)5<pb Pa + /f )dt + «
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(6.30).
A D'image de ce dernier résultat, si on suppose que a — 0, la forme limite de (6.31) s’écrit
facilement comme

K (pb7pa7 Tu 0) =

6(Pb—pa+/0Tf(t)dt> exp —i/OT le(t) pa—/tf(f)df th (6.32)
0

et pour f(t) égale a une constante, on obtient directement le résultat ordinaire des intégrales de

chemin dans I'espace des moments et 1’évolution de moment devient une translation uniforme

Py =pa — f1 (6.33)

Comme nous 'avons déja désigné, le choix arbitraire de la condition initiale de 1’équation
différentielle (6.21) donne en général un résultat incommode pour 1’équation de propagation et
la solution donnée dans I’équation (6.22) permet cette condition pour pg = p(0). En effet, si ce

résultat est appliqué dans

dpa
V) = [ K () ¥ (i), (6:39)

nous obtenons exactement la méme fonction d’onde que la forme donnée par (6.7).
Bien que les deux méthodes donnent les mémes résultats, 'avantage de la formulation de
Feynman est sa facon intuitive pour décrire la dynamique quantique via les trajectoires et en

méme temps d’en déduire la limite classique.
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Chapitre 7

Conclusion générale

Dans cette thése, nous avons étudié principalement la mécanique quantique relativiste du
Duffin-Kemmer-Petiau suivant trois formalismes de déformations différents.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons présenté les outils fondamentaux de la théorie de
DKP dans I'espace commutatif en mettant I’accent sur ’étude de l'oscillateur harmonique du
DKP habituel.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons généralisé cette méme théorie de DKP dans ’espace
non commutatif, en traitant le probléme de 'oscillateur du DKP donné par la substitution
non minimale dans ’espace non commutatif. Le calcul a été effectué pour le cas de spin 0 et
a été comparé avec le cas d’une particule scalaire de DKP soumetante a I'action d’un champ
magnétique constant dans ’espace ordinaire. Pour le cas de spin 1, nous avons constaté que le
probléme est équivalent au cas d’un boson vectoriel de DKP se mouvant dans un champ magné-
tique constant avec un terme supplémentaire qui dépend du parameétre de la noncommutativité.

Dans le quatriéme chapitre, nous avons presenté explicitement le cacul de I’équation du DKP
pour une particule de spin 1 et spin 0 évoluant dans un espace courbe, doté d’une métrique
de RW a (1+41) dimensions. Dans les deux cas de spin, la solution exacte est obtenu et le
taux de création de particules en présence de la gravité a été déterminé par la méthode des
transformations de Bogolubov. Dans le méme contexte, 1’équation scalaire du DKP a (1+3)
dimensions a été également résolu en utilisant la technique des vecteurs harmoniques sphériques,
ou la solution analytique est une fonction de Heun qui se réduit & une fonction hypergéométrique

dans certains cas particuliers. Le résultat principale que nous avons aboutis dans ce chapitre
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est que le phénomeéne de création de particules de DKP a été due essentiellement au couplage
du champ gravitationnel et de champ quantique via la masse.

Dans le cinquiéme chapitre, les problémes de l'oscillateur bosonique de DKP & une di-
mension et a trois dimensions ont été étudiés dans ’espace des moments, en appliquant le
formalisme de la mécanique quantique en présence d’une longueur minimale, introduite comme
une incertitude supplémentaire sur la position, pour examiner 'effet de la longueur minimale
sur les systémes relativistes avec spin. Dans le cas unidimensionnel, nous avons exposé une
solution exacte de 'oscillateur de DKP déformé via le formalisme de Kempf, ou les fonctions
d’ondes et le spectre énergitique sont bien déterminés en contenant une correction quantique
supplémentaire dépendant du parameétre de déformation pour les deux cas de spin. Dans le cas
tridimensionnel, nous avons généralisé ’étude du probléme précédent, en résolvant 1’équation
de Poscillateur du DKP & trois dimensions en présence de la longueur minimale via la tech-
nique des vecteurs harmoniques sphériques. Finalement, nous avons conclu que I'introduction
de l'algébre de Heisenberg modifiée dans la théorie quantique de DKP affecte tous les résultats
physiques comme dans le cas de la théorie non commutative.

Le sixiéme chapitre est consacré a 1’étude d’un systéme non relativiste de masse variable
m (t) se mouvant dans un potentiel linéaire dependant du temps dans le cadre de la méme version
déformée de la mécanique quantique que chapitre précédent, via deux approches différentes, a
savoir ’équation de Schrodinger et les integrales de chemin. Dans les deux méthodes, nous avons
trouvé la méme expression de la fonction d’onde qui est dépendante également du parameétre
de déformation.

En conclusion, tout les résultats obtenus concordent exactement a celles de la littérature

dans le cas ou les parameétres de déformation sont nuls.
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Annexe

propriétés du vecteur harmonique sphérique

Afin de découpler les systémes précédents, concérnant les problémes du DKP a trois di-
mensions et éviter la complication des calculs, il est utile d’introduire la notion des vecteurs

harmoniques sphériques [53] définit par

YJ]\IJA (9’ 19) = ZYLm (97 19) €1q <JM | Lm1Q> (71)

mq

qui sont vecteurs propres de J? et Jy :

YL = T +0)Y

JZY = MYM,
vérifient la relation d’orthogonalité suivante
2r  pm N .
/ / (Y71 (0,9)] - Y0 (0,9)sin0d0dd = 65 » 6 prdnian, (7.2)
0o Jo

ot Y, (0,9) et (JM | Lmlqg) sont respectivement les harmoniques sphériques usuelles et les
coéfficients de Clebsh-Gordon, associés aux nombres quantiques ( ¢ = £1,0, et m = M — q),

et e1q sont des vecteurs unitaires liés aux vecteurs (eiz, €1y, et e1,) par la combinaison linéaire

92



suivante

€1+1
€10

€1-1

sataisfaisant les propriétes suivantes

1 .
_ﬁ (e1z + lely)
€1z (7.3)
% (e1z —ie1y)
(—D%e1—q, q==1,0
(=D)e1g - e1-g = dgq (7.4)

Avant de citer les propriétés du vecteur harmonique sphérique, il est important de noter que

ces propriétés qui sont données dans la representation-r de I'espace des configurations[53], sont

aussi valables dans la representation-p de I’espace des moments :

V (f(r)Yim)

d J
—&; (5 - ;) F) Y,

+ (g ) Y (7.5
—€5f () Y30+ Cf (0 Y75 (76)
& (34 52) 100 v (17)
0 (7.8)
s (4= ) £ You (1.9
—&5f (r)Yom (7.10)
0 (7.11)
Caf (1) Yim (7.12)
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et

Avec

ics (G2 £
ity (g~ ) 1) YR
ics (5= 2) £S5
vies (5 + T ) 10V
iCf (1) Yy

i€ (1) Y75,

i[¢rf (r) Y%HJ +&,f(r) Y%—l,l] .

=V +1D)/(2J+1), ¢G=J/2J+1)
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