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Chapitre O

Introduction Générale

La modélisation mathématique de nombreux phénomenes physiques peut conduire a
1 étude des systemes dynamiques a second membre discontinu, par exemple pour des
systemes modélisant des contacts avec interactions, des circuits électroniques (avec des
diodes) ...etc, 1 étude de tels systemes discontinus se fait en utilisant la théorie de Filippov
([21]) qui donne l'existence de la solution absolument continue du probleme de Cauchy

de la forme
u(t) = f(u(t)),u(0) = uo.
Les inclusions différentielles sont une généralisation des équations différentielles ordinaires

et se présentent sous la forme

du

) € Flt,u(t),

ot F:[ty,T] = R? est une multi-application. Par exemple, on supposant que
(t,u) — F(t,u) est semi-continue supérieurement par apport a u et mesurable par apport
atet F(t,u) est fermé, convexe pour tout ¢ et u, on a l'existence de solutions pour le

probleme de Cauchy de la forme

W) € Fltult), pp 1€ [T,
u(to) = up.



0. Introduction Générale

Les inclusions différentielles découlent des frottements de Coulomb dans les systemes
mécaniques et interrupteurs idéales en électronique de puissance. Une contribution impor-
tante a été faite par Filippov, qui a étudié les régularisations des équations discontinues.
En outre la technique de régularisation a été utilisée par Krasovskii dans la théorie des
jeux différentiels.

La théorie des inclusions différentielles a fait de grands axes de recherches, ces dernieres
années, notamment ses applications a la théorie du controle optimal, a des problemes de
I’économie ainsi qu’a ’existence d’équilibres et a I'optimisations.

L’ensemble des travaux formant ce mémoire, présente une contribution a I’étude de I’exis-

tence (et unicité) pour les inclusions différentielles de la forme

(P i(t) +~yu(t) € dp(u(t)) + F(t,u(t)), pp tel0,T]
u(0) = —u(T),u(0) = —u(T).
Concernant le second ordre,
ou F : [0,T] x H = H une multi-application mesurable semi-continue supérieurement
a valeurs convexes compactes et non vides et ¢ : H —] — 00, +00| une fonction paire,

convexe et semi-continue inférieurement (s.c.i) et v € R.

et

(Py) —a(t) € dp(u(t)) + F(t,u)), pp tel0,T]
u(0) = uo.

Concernant le premier ordre,

ot p : R — R une fonction convexe, A\-Lipschitzienne (A > 0) et F': [0,7] x RY = R?
une multi-application £([0,1]) ® B(R?)-mesurable & valeurs non vides compactes et semi
continue mixte.

Aizicovici et Pavel (voir [1]) on fait une étude originale pour le probleme (P;) avec
f(t,u(t)) = f(t) (f est indépendante de ’état), en supposant ¢ : H — R une

fonction convexe semi-continue inférieurement  (s.c.i), y € R et f € L%([0,T]).



0. Introduction Générale

L’inclusion différentielle (P,) a été étudiée par plusieurs auteurs (voir [5], [16], [18], [19], [22], [23]).
Ce mémoire est composé de trois chapitres.

Le premier est consacré a des notions de base que nous avons utilisé tout au long de ce
travail.

Dans le chapitre 2, on rappelle le résultat d’existence et d’unicité de Aizicovici-Pavel [1].
Ensuite on étudie I'existence et I'unicité des solutions pour (P;) avec F une multi-
application semi-continue supérieurement en dimension finie.

Nous terminons ce chapitre par un résultat d’ existence des solutions pour (P;) avec
une hypothese supplémentaire sur ¢ en dimension infinie.

Dans le dernier chapitre, un résultat d’existence est donné pour I'inclusion différentielle du
premier ordre (P») avec F' une multi-application semi-continue mixte, pour des problemes
perturbés avec des opérateurs maximaux monotones. On peut voir dans la littérature les
travaux de [5], [16], [18], [19] et [23]. La technique employée dans la démonstration du
résultat de ce chapitre consiste a utiliser ’existence d’'une multi-sélection pour les multi-
application semi-continues mixtes et une méthode standard du théoreme du point fixe de

Kakutani-Ky Fan.



Chapitre 1

Notations et préliminaires

Dans ce chapitre, nous résumons les notations et les concepts de base liés a I’étude des
multi-applications (multi-fonctions), ainsi que les résultats que nous avons utilisé dans ce

mémoire.

1.1 Notations

Soient E un espace de Banach, E’ son dual topologique, (.,.) leur produit de dualité,
et ||.|| la norme de E.
On note par
o(E, E') la topologie faible sur E.
E, T'espace de Banach E muni de la topologie faible.
Bp la boule unité fermée de E.
A la fermeture de A ( pour tout sous ensemble A de E).
co(A) I'enveloppe convexe de A.

(., A) la fonction indicatrice de A, définie par

0, si. xz€A
o(x,A) =

+oo, si  x ¢ A



1.1. Notations

0*(., A) la fonction polaire de (., A), appelée aussi fonction support de A, définie sur £’
par

6% (x', A) = sup(x’, z), V2’ € E.

T€EA

14 la fonction caractéristique d’une partie A d’'un ensemble donné, définie par

1, si 1z € A;
1A(SL’) =
0, si z¢A.

£(I) la tribu de Lebesgue sur [ ( I un ensemble compact de R).

1 ou dt la mesure de Lebesgue.

Cu([0,1]) I'espace de Banach de toutes les applications w : [0, 1] — H muni de la norme
sup.

Cy l'espace de toutes les suites convergentes vers 0.

CL([0,1]) I'espace de Banach des fonctions continues u : [0,1] — H ayant une dérivée
premiere continue, muni de la norme ||ullc1 (o,r7) = max{tem[(fi%Hu(t)H,tem{&ac}”u’(t)”}.

L% ([0,1]) ={f:[0,1] — H, f mesurable et (fol ]f(t)\pdt)% < +oo} ou p € [0, +o0],
'espace des classes d’équivalence des fonctions mesurables sur [0, 1]. telles que

x +— | f(x)? intégrable sur [0, 1]

epi(f) épigraphe de f définie par

epi(f) = {(z,r) € ExR; f(x) <r}.

P(X) l'ensemble des parties fermées d'un ensemble X.

Pr(X) l'ensemble des parties compactes de X.

nh_}r{)lo sup A,, lensemble des points d’accumulation des suites (x,,) telles que z,, € A,.
L1(I) l'espace des applications Lebesgue Bochner-intégrables définies sur I & valeurs dans

I’espace de Banach F.

Soit H un espace de Hilbert et soit A un sous ensemble fermé convexe de H.



1.2. Quelques notations de mesurabilité

On note par

Proja(z), la projection de x € H sur A, définie par

y € Proja(z) <=ye Aet (x—y,y—a)>0,Yaec A<= d(z,A) = ||z —vyl.

N4(y) le cone normal a A au point y (il s’agit du cone des normales sortantes), défini
par

SENAly) =y €A et (cy)=05(sA4)

et nous avons

Yy € Proja(r) <= = —y € Nu(y).

1.2 Quelques notations de mesurabilité

Définition 1.2.1 Soient X un ensemble non vide, ¥ une famille de sous ensembles de

X. Alors X est dite une tribu sur X si
1. Dex,
2. Ac = X\Aek,
3. A, eXVneN=[JA, € X

Le couple (X, X)) est appelé espace mesurable, et les éléments de ¥ sont appelés ensembles
mesurables.

Si la troisieme relation est vraie pour les unions finies seulement, on dit que > est une
algebre sur X.

Si X est un espace topologique, la tribu Borélienne sur X notée B(X), est la plus petite

tribu contenant la topologie de X .

Définition 1.2.2 Soient (X1,%1), (X2, X2) deux espaces mesurables et g une fonction
définie sur Xy a valeurs dans Xs, on dit que g est (X1, Xo)-mesurable si

pour tout A € ¥, g7 (A) € X

Si Xy est un espace topologique, une fonction (X1, B(X))-mesurable est dite fonction

Borélienne.

Définition 1.2.3 Soit (X,Y) un espace mesurable et M un espace métrique.
Alors une fonction g : X — M est dite fortement mesurable ou Bochner mesurable si g

est (X, B(M))-mesurable et g(X) est séparable.



1.2. Quelques notations de mesurabilité

Définition 1.2.4 Soit (X, ) un espace mesurable et M un espace métrique
Alors une fonction f: X — M est X-étagée (resp. dénombrablement Y-étagée ) si f est
(3, B(M)-mesurable et f(X) fini (resp. dénombrable ).

Lemme 1.2.1 Sous les notations de la définition 1.2.4 nous avons les caractérisations

suivantes
o f est Bochner mesurable,

e il existe une suite de fonctions 3-étagées définies sur X a valeurs dans M, convergeant

simplement vers f,

e il existe une suite de fonctions dénombrablement Y-étagées définies sur X a valeurs

dans M, convergeant uniformément sur X vers f.

On donne dans ce qui suit quelques notions sur les mesures.

Définition 1.2.5 Soit (X, %) un espace mesurable. Alors Uapplication v : ¥ — R est
une mesure sur X si

1. v(0) =0,

2. v(UA,) = > v(A), pour toute suite dénombrable d’éléments de ¥ deux a deux

dz’s}omts. !

Le triplet (X, %, v) est appelé espace mesuré.
Si v(A) >0, pour tout A € ¥, on dit que v est une mesure positive et on note v > 0, ou
que l’espace (X, %, v) est positif.
Siv(A) < oo, pour tout A € 3, on dit que v est une mesure finie ou que ’espace (X, %, v)
est fini.
Si X est un espace topologique, la mesure v : B(X) — R est appelée mesure Borélienne.

On dit que v est une mesure de probabilité si v(X) = 1.

Définition 1.2.6 Soit X un espace topologique séparé et v une mesure Borélienne. Alors
v est dite réguliére si pour tout A € B(X) et tout € > 0, il existe un ouvert C' et un fermé
G de X, tels que G C AC C et v(C\G) < e.

Une mesure Borélienne finie et réguliere est appelée mesure de Radon.



1.2. Quelques notations de mesurabilité

Définition 1.2.7 Soit (X, 3, v) un espace mesuré avec v > 0. Soit Z un sous ensemble
de X | on dit que Z est v-négligeable (s’il n’y a pas confusion), s’il existe A € 3 tel que
Z CAetv(A)=0.

On dit qu’une propriété sur X est vraie v- presque partout (v.p.p) si l’ensemble ou elle
n’est pas vérifice est v-négligeable.

La tribu v-complétée de X notée X, est la tribu engendrée par Y et les ensembles v-
négligeables, c’est a dire

Y, ={AUZ/ Ae€X et Z ensemble v-négligeable }.

La tribu X est dite compléte si X = X, c’est a dire si tout ensemble v-négligeable appar-

tient a .

1.2.1 Mesures de Borel et mesures de Lebesgue sur R

Soient tg,t; deux nombres réels tels que ty < t1,J = [to,t1] et X la famille des sous
ensembles de J de la forme ty = [to, to],]t ,t"[, pour to <t <t <t et les unions finies
de ces intervalles. Il est clair que X est une algebre sur J. On définit v : ¥ — R par

k k
v(te) = 0,v(Jt,t']) =t —t et v(UA;) = Sv(Aj), avec k € N et A; des intervalles
j=1 j=1

disjoints de la forme considérée.

Dans la suite de ce travail, pour tout ensemble compact I de R, on note par :
(i) £(I) la tribu de Lebesgue sur I,
(77) p ou dt la mesure de Lebesgue,

(i11) LL(I) lespace des applications Lebesgue Bochner-intégrables définies sue I & va-
leurs dans l’espace de Banach F, c’est a dire, les applications Lebesgue Bochner-

mesurables et telles que [ fdpu est finie.
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1.3. Fonctions univoques

1.3 Fonctions univoques

1.3.1 Généralités sur les Fonctions univoques

Définition 1.3.1 (Les fonctions absolument continues)
On dit q’une fonction f : [a,b] — E est absolument continue i,
Ve > 0,30 > 0 tel que pour toute partition dénombrable de [a,b] par des intervalles

disjoints [ay, by] vérifiant > (b —ax) <0 nous avons
k

Sl(b) - flan)l <

Théoréme 1.3.1 Une fonction f : [a,b] — R est absolument continue s’l existe une

fonction g intégrable sur [0,T] (au sens de Lebesque) telle que pour tout t € [0,T]

Une fonction absolument continue est continue et admet une dérivée presque partout.

Définition 1.3.2 ( Fonction de Carathéodory)
Soient (T, X)) un espace mesuré, X etY deux espaces métriques et soit f:T x X —Y.
On dit que f est de Carathéodory si elle est mesurable par rapport a t €T et continue

par rapport a x € X.

Définition 1.3.3 ( Convexité)

Soit E un espace vectoriel sur R

e Pour tout x,y € E,[x,y] = {z = Az + (1 = N)y,0 < X\ < 1} le segment de droite qui
relie x et y.

e ACE, A estdite conveze si [x,y] C AV, y € A.

e Une cambmazson com}exe nie) des points xy, xa, ...x, de B est l’élément de E représenté
) )

par Z)\xZ,Z)\—let A >0, Vi=1n.

=1 =1
e Une fonction f: I — R est dite conveze si

Yo,y € I,YA <€ [0,1], fAz + (1 = N)y) < Af(x) + (1= N f(y).

11



1.3. Fonctions univoques

Proposition 1.3.2 Soit f une application de Uespace de Banach E & valeurs dans R.
On dit que f est semi-continue inférieurement (s.c.i) si et seulement si son épigraphe
epi(f) ={(z,r) € ExR/ f(x) <r} estfermé

Nous avons aussi, fs.c.i au point a € E si et seulement si

glﬁiir(lzz'nff(x) > a.

Définition 1.3.4 Soit (J, %) un espace mesurable et f : G x E —] — oo, +o0[, On dit

que [ est un intégrande normal si
o f est ¥ ® B(E)-mesurable,

e pour tout t € J fixé, f(t,.) est s.c.i

Définition 1.3.5 On dit que [ est un intégrande normal conveze si f est un intégrande
normale et pour tout t € J fixé, f(t,.) est conveze, c’est a dire

ftyar+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y), Ve,ye E et Yae€l0,1].

C’est équivalent aussi a dire que epi(f) est conveze.

Nous avons aussi f(t,.)convexe <= epi(f(t,.)) conveze.

Définition 1.3.6 ( L’enveloppe conveze)
Soit A C E, l’enveloppe convezre de A est I’ensemble de toutes les combinaisons convexes

(finies) des éléments de A. C’est le plus petit convexe qui contient A.

Définition 1.3.7 ( Fonction localement Lipschitzienne)
On dit que f : E — R est une fonction localement Lipschitzienne sur E s’il existe A C

E, A borné tel que
V(z,y) € A,IM >0, f(z) = f()|| < M|z —y].

Définition 1.3.8 ( Fonction mesurable)

Soit (E,X) un espace mesurable, X un espace métrique B(X) la tribu Borélienne sur X,
f:(EY) — X.
On dit que f est X-mesurable si VB € B(X), f~'(B) e X.

Proposition 1.3.3 Soit (E,60,), (F,0:) deuz espaces topologiques, soit f : E — F une
fonction, si f continue alors elle est mesurable de (E,B(6y)) vers (F,B(6s)).

L’inverse de cette proposition n’est pas vrai.

12



1.4. Quelques notations de sous différentiabilité

1.4 Quelques notations de sous différentiabilité

Définition 1.4.1 Soit E un espace de Banach réel. Soit f : E — R une fonction. Alors

f est localement M -Lipschitzienne si et seulement si
Ve >0, |f(y) = f(z)| < Mlly— 2|l Vy,z € B(z,e).

Définition 1.4.2 ( Dérivée directionnelle)
Soit f : E — R une fonction localement Lipschitzienne sur E, la dérivée directionnelle
généralisée de f en x dans la direction h, est définie par

Fo(ev) = lim sup fly+ev)— fy)

y— e
el0

Proposition 1.4.1 Soit f une fonction M-Lipschitzienne au point x € E. Alors

1. La fonction v — f°(x,v) est finie, positivement homogéne, sous additive et satisfait

£ (2, 0)| < Mjv]]

2. f°(x,v) est semi-continue supérieurement.

3. fo(x,—v) = (=f)°(z,0).
Définition 1.4.3 Sous différentiel (Gradient Généralisé)
Le sous différentiel (gradient généralisé) au sens se Clarke de f en x € E, est défini par

of(x) ={s € E*,(s,v) < f°(x,v),Yv € E},
on note par ||s||. la norme dans E* tel que
<[l = sup{(s,v),v € E,|[v]| < 1}.
Définition 1.4.4 Soit R? un espace euclidien avec le produit scalaire {.,.) et la norme ||.|.
Soit f : E — R une fonction convexe. Le sous différentiel de cette fonction Of : R4 = R
est défini par
Of(z) = {s € RY f(y) — f(z) > (,y — 2), Yy € R}

Définition 1.4.5 Soit f: E — R|{J{oo} une fonction conveze s.c.i tell que
D(p) ={z € E,p(x) < oo}. Le sous différentiel de cette fonction est l’ensemble suivant

of(x) ={c € E*, f(y) — f(x) > (y — x,5),Vy € E}.

Proposition 1.4.2 Soit f une fonction localement Lipschitzienne convexe, alors la définition
du sous différentiel Of(x) coincide avec celle au sens de ['analyse conveze, et f°(x,v)

coincide avec f'(x,v) pour tout v.

13



1.4. Quelques notations de sous différentiabilité

Proposition 1.4.3 Soit f une fonction Lipschitzienne de [’ensemble ouvert convere U

dans E. Alors f est convexe sur U ssi Of est monotone sur U i.e., ssi
(r—y,c—<¢)>0 Va,yeUcsedf(x),s €dfly).

Lemme 1.4.4 Soit f une fonction convexe M-Lipschitzienne. Alors
1. Vo € E,30 >0,M >0, tel que 0f(y) C MB pour tout y € x + MB.

2. ¥Yx : [0,T] — E une fonction Lipschitzienne nous avons

%(f ox)(t) = (0f(x(t)),z(t)) pourtout t € [0,T].

La preuve de la partie 1 dans le lemme est standard et déduite directement de la définition

du sous différentiel. La seconde partie est un résultat de Brezis [11] ou Brezis [12].

Proposition 1.4.5 Soit f: E — R une fonction M-Lipschitzienne. Alors

a) Of(xz) est un sous ensemble non vide, convexe et faiblement*-compact de E*, et
(a) of(z) , D ,

sll« < M pour tout s € Of (x).

(b) pour tout v € E nous avons
fo(x,v) = max{(s,v);s € df(x)}.

(c) c € 0f(x) siseulement si f°(x,v) > (s,v) Vv € E.

(d) si(z,) et (s,) sont deux suites de E et E* tells que ¢, € Of(x,) pour tout n, et si

x, converge vers x et g, converge faiblement* vers s, alors ¢ € 0f(z).

(e) Si E est un espace de dimension finie, alors Of(x) est semi-continu supérieurement

au point x.

Proposition 1.4.6 Soit f une fonction Lipschitzienne. Alors
(a) si f est strictement différentielle au point x, alors f est réquliére au point x,

(b) si f est convexe, alors f est est réguliere.

14



1.5. Multi-applications et Sélections

1.5 Multi-applications et Sélections

1.5.1 Généralités sur les Multi-applications

Définition 1.5.1 Soient X, Y deuz ensembles non vides. Une multi-application (ou fonc-
tion multivoque ) F' définie sur X a valeurs dans 'Y est une fonction qui a chaque élément
x € X associe un sous ensemble F(x) de Y, on note F : X =Y ou F : X — P(Y),
(P(Y) est ’ensemble des parties de'Y').
Le domaine, le graphe et l'image de la multi-application F :='Y sont donnés par
D(F)=Dom(F)={x € X/F(x) # O}
gr(F) ={(z,y) e X xY/x € D(F),y € F(z)}
Im(F)= U F(z).

ze€D(F)

1.5.2 Quelques théoremes sur les Sélections des Multi-applications

Définition 1.5.2 Soit F': X = Yune multi-application. On appelle sélection de F' toute
application f: X — Y vérifiant f(z) € F(x) Vre X.

Théoréme 1.5.1 (théoréme d’existence de sélections mesurables ) Soient (J,3)
un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable et F' : J = X une multi-
application X-mesurable a valeurs fermées. Alors F' admet au moins une sélection mesu-

rable.

1.6 Mesurabilité des multi-applications

Pour une étude tres détallée sur la mesurabilité des multi-applications on peut se
référer a  [14], [17].
Définition 1.6.1 Soient (J,X)un espace mesurable, X un espace métrique et " : J = X.
On dit que I" est (X, B(X))-mesurable ou tout simplement ¥-mesurable si pour tout ouvert

V de X
r(V)y={teJ/Tt)NV # 0} € %

Définition 1.6.2 Soient (J, X, 1) un espace mesuré fini, X un espace métrique séparable

et I' - J = X une multi-application a valeurs non vides fermées. Alors [’ensemble de

15



1.6. Mesurabilité des multi-applications

toutes les sélections mesurable de T" est défini par

St ={f € Lx(J)/f(t) € T(t), p.p.p}-

Il est clair que St est fermé. En utilisant le théoréme de sélection d’Aumann, on peut voir
que St est non vide si et seulement si la fonction

T — Igplft)HxH, appartient a Ly, (J). C’est le cas lorsque la fonction t — |I'(t)] =

sup ||z|| appartient o Ly, (J).
z€l'(¢)

Définition 1.6.3 Une multi-application I' : J = X est dite intégrablement bornée ou
scalairement intégrable si I' est mesurable et la fonction t — |T'(t)| appartient

AL, ().

Lemme 1.6.1 Soient (J,X) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable
et I' . J = X une multi-application a valeurs non vides fermées. Considérons les pro-

priétés sutvantes

(i) TY(B) € X, pour tout Borélien B de X,

(i) T71C) € 3, pour tout C' de X,

(iti) T=YV) € X, pourtout V de X,

(1) il existe une suite (o,) de sélections mesurables de T' telle que

vVt € J,T(t) = {o,(t) }nen,

(v) Ya € X, la fonction distance d(x,T'(.)) est mesurable,

(vi) le graphe de I' appartient a ¥ @ B(X).

Alors (i) = (11) = (iii) = (v) = (vi).

Si X est un espace de Banach séparable et I' est a valeurs convexes compactes, alors la

mesurabilité de T' est équivalente a la mesurabilité de la fonction support 6*(x',T'(.)), pour

tout ' € X'.

Lemme 1.6.2 Soient (J,%,v) un espace mesuré avec v > 0, o-finie et 3 v-compléte.
Soient X un espace métrique complet et I' : J = X une mult-application a valeurs non
vides fermées, alors

(1) & (i) < (i) & (iv) < (v) < (vi).
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1.7. Concepts de continuité des multi-applications

1.7 Concepts de continuité des multi-applications

Pour plus de détails sur la semi-continuité supérieure et la semi-continuité inférieure

des multi-applications voir [3] et [24].

Définition 1.7.1 Soient X, Y deux espace topologiques, F' : X =Y une multi-application.
Alors F' est dite semi-continue supérieurement (s.c.s) au point xg € X si pour tout ouvert
V' de Ytel que F(xo) C V il existe un voisinage U de xo et F(x) C V,Vax € U. On dit que

F est s.c.s sur X si elle est s.c.s en tout point x € X. Nous avons les propriétés suivantes

i) le graphe d’une multi-application s.c.s a valeurs fermées est fermé,

Donc si F est s.c.s a valeurs fermées, lim sup F'(z') C F(x),

' —x

i1) siY est compact et F' a valeurs compactes et gr(F) est fermé dans X xY alors F

est s.c.s.

Théoreme 1.7.1 Soit F : X = Y wune multi-application, alors les assertions suivantes

sont équivalentes
(1) F est semi-continue inférieurement sur X.

(ii) lensemble F{*(G) :={x € X : F(x) C G} est un fermé de X pour tout fermé G de
Y.

(iit) l'ensemble F~Y(M) :={x € X : F(z)NM # 0} est un ouvert de X pour tout ouvert
M deY.

(iv) FY(U) C FZYU) pour tout sous ensemble U de Y .

Définition 1.7.2 Soient X, Y deux espaces topologiques, F' : X =Y une multi-application.
Alors F' est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) au point xo € X si pour tout ouvert
V deY tel que F(xo) NV # 0, il existe un voisinage U de xq et F(U)NV # (. On dit

que F est s.c.i sur X si elle est s.c.i en tout point x € X.

Théoreme 1.7.2 Soit F : X =Y wune multi-application, alors les assertions suivantes

sont équivalentes
(1) F est semi-continue supérieurement sur X.

(ii) Uensemble F'(G) := {z € X : F(z) C G} est un ouvert de X pour tout ouvert G
de Y.
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1.7. Concepts de continuité des multi-applications

(i17) Uensemble F~Y (M) :={x € X : F(x) N M # 0} est un fermé de X pour tout fermé
M deY.

(iv) F-1(U) C F~Y(U) pour tout sous ensemble U de Y.

Proposition 1.7.3 Soit F : X = Y wune multi-application a valeurs compactes semi-
continue supérieurement sur X. Alors pour chaque ensemble compact K C X, l'image

F(K):= | F(z) est un compact de Y.
zeK

Théoreme 1.7.4 Soient X,Y deux espaces métriques et F : X =Y une multi-application
a valeurs compactes. Si Y est compact et si le graphe de F' est fermé dans X XY alors

F' est semi-continue supérieurement.

Théoreme 1.7.5 Soient X,Y deux espaces métriques et F : X =Y une multi-application
a valeurs fermées et semi-continue supérieurement. Alors le graphe de F' est fermé dans

X xY.

Théoreme 1.7.6 (Théoréme d’Ascoli-Arzela )
Soit (I,d) un espace métrique, (F,d') un espace métrique complet H C C(I, F') muni de
la topologie de la convergence uniforme Alors

H est relativement compact

i) H est équicontinu
<~
i) H(zx) est relativement compact

tel que, H(x) = {h(x)/h € H}.

Voila une conséquence du Théoreme d’Ascoli-Arzela

Théoreme 1.7.7 Soit I un compact de R, (E,||.||) un espace de dimension finie
(E = R"™), et soit (fn), une suite de fonctions absolument continues définies sur I a

valeurs dans E (f, : I — E) telle que
1. Vte I, {f.(t)} estun sous ensemble relativement compact de E,
2. il existe un fonction h € LL,(I) telle que || fu(t)|| < h(t),p.p sur I.

Alors, il existe une sous suite de (f,) qu’on note aussi (f,) convergeant vers une fonction

absolument continue f: I — E au sens suivant
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1.7. Concepts de continuité des multi-applications

1. (fn) converge uniformément vers f

2. (f) converge faiblement  vers f dans LL.

Théoréme 1.7.8 (théoréme de la fermeture dans [17])
Soient E une espace de Banach séparable X wun espace topologique et ® une multi-
application définie sur [0,T] x X a valeurs non vides convezes compactes dans E et telle
que pour tout t € [0,T] fizé ®(t,.) est s.c.s
Soient x,,, xdes fonctions définies sur [0, T] a valeurs dans X et y,,y des fonctions définies
sur [0,T] a valeurs dans E. Supposons que

(1) limx,(t) = z(t) p.p sur[0,T]

(i1) n(_;:) converge vers y o(Lj, L)

(171) yn(t) € ®(t,z,(t)) p.p sur[0,T]
Alors  y(t) € ©(t,z(t)) p.p sur|0,T].

1.7.1 Quelques résultats de convergence

Les résultats suivants sont pris de la référence [20].

Théoréme 1.7.9 (Théoréme de convergence de Lebesgue)
Si la suite (f,) de fonctions définies p-p. p sur H & valeurs dans R, converge ju-p.p vers
une fonction [ et si de plus les f, supposées p-intégrables vérifient p-p.p et pour tout n

la condition
| ful2)] < g(t)

ot g est une fonction p-intégrable indépendante de n alors f est p-intégrable et on a

p(f) = lim p(fn).

n—aoo

Lemme 1.7.10 (Lemme de Fatou) Soit (f,) une suite majorée (resp. minorée ) dans
LL(u) telle que la suite u(f,) est minorée (resp. majorée ) dans R.  Alors la limite
supérieure (resp. inférieure ) de la suite (f,) est u-intégrable et l'on a

p( lim sup f,,) > lim sup u(f,)

n—-—uoo

(resp.u( lim inf f,,) < lim inf u(f,))
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1.8. Quelques résultats de compacité

Théoreme 1.7.11 f: H — R

[ est semi-continue inférieurement au point a € H <= Ve > 0,3V € V(a)/Nx € V

f(z) = fla) > —

f est semi-continue supérieurement au point a € H <= Ve > 0,3IW € v(a)/Vx € W
f(x) = fla) <e

On dira que f est continue au point a si seulement si elle est semi-continue inférieurement

et semi-continue supérieurement au point a

Proposition 1.7.12 (H,d) un espace métrique

f:H—R Alors

f est semi-continue inférieurement au point a <= liminf f(z) > f(a)
lim < f(a).

f est semi-continue supérieurement au point a <= lim sup f(x)
r—a

1.8 Quelques résultats de compacité

Les résultats suivants sont pris de la référence [5],[24] et [23].

Théoreme 1.8.1 (Théoréme de Banach Dieudonné)
Soient E un espace de Banach, By la boule unité fermée de E'. Alors sur B la topologie

de la convergence faible coincide avec la topologie de la convergence compacte.

(Bg,0(E',E)) est métrisable.

Théoréme 1.8.2 Soit K un sous ensemble borné convexe de E. Alors K est compact si
et seulement si la fonction x' — §*(2', K) est continue sur Bg munie de la topologie de

la convergence compacte.

Théoréme 1.8.3 (Théoréme de Banach -Alaoglu-Bourbaki)
Soient E un espace de Banach. Alors la boule fermée de E' est compacte pour la topologie

o(E',E).

Théoréme 1.8.4 (Théoréme d’Alaoglu)
Soient E un espace de Banach séparable et soit M' C E', si M’ est borné pour la norme

de E' et fermé pour la topologie o(E', E). Alors M' est compacte pour cette topologie.

Théoréme 1.8.5 (Théoréme d’Eberlein-Smulian)
Soit S un sous ensemble d’un espace de Banach. Alors les deux propriétés suivantes sont

équivalentes
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1.9. Quelques Théoremes du point fixe

(1) S est faiblement (relativement) séquentiellement compact.

(13) S est faiblement (relativement) compact.

Théoréme 1.8.6 (Théoréme de Mazure)
Soient E un espace de Banach et A un sous ensemble compact de E. Alors to(A) est

compact.

Théoreme 1.8.7 Soient E un espace de Banach et soit M un sous ensemble conveze de

E. Alors M est faiblement fermé si et seulement si M est fortement fermé.

Théoréeme 1.8.8 (Théoréme de Banach-Mazur)

Soit E un espace de Banach et soit (x,,) une suite d’éléments de E convergeant faiblement
vers X,

Alors, il existe une suite (z,) (ot (z,) est une combinaison convexe des éléments

Tn, Tpi1, ---) convergeant fortement vers x.

1.9 Quelques Théoremes du point fixe

On donne dans cette section quelques théoremes du point fixe qui nous seront utiles

dans les démonstrations de nos théorémes d’existence.

Théoréme 1.9.1 (Théoréme du point fire pour une contraction)

Soit E un espace de Banach et f une application de la boule fermée de centre 0 et de rayon
r >0 dans E satisfaisant ||f(z) — f(y)|| < al|z —y||, Yo,y € B(0,7) avec 0 < o < 1.
Soit m = ||f(0)] telle que m < r(1 — «).

Alors f admet un unique point fize.

Théoreme 1.9.2 Soient E un espace de Banach, S un sous ensemble convezxe fermé de
E et f: S — S une application continue telle que l'image f(S) est relativement compact.

Alors f admet un point fize dans S.

Théoreme 1.9.3 (Théoréme du point fire de Schauder-Tikhonov)
Soient X un espace vectoriel topologique localement convexe, S un sous ensemble non vide
convexe compact de X, f : S — S une application continue.

Alors f admet un point fize dans S.
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1.9. Quelques Théoremes du point fixe

Théoréme 1.9.4 (Théoréme du point fixe de Kakutani-Ky Fan)

Soient X un espace topologique séparé localement convexe S un sous ensemble non vide
convexe compact de X et F : S == S une multi-application s.c.s a valeurs non vides
convexes fermées.

Alors F' admet un point fize dans S, c’est a dire, il existe x € S tel que x € F(x).

Le corollaire suivant du Théoréeme de Kakutani-Ky Fan nous donne la forme faible de ce

dernier

Théoreme 1.9.5 Soient E un espace de Banach, S un ensemble non vide conveze fai-
blement compact de E et F :S = S une multi-application faiblement-faiblement s.c.s a
valeurs non vides convezes faiblement compactes.

Alors F' admet un point fixe dans S.

Dans toute la suite de ce travail on note par

— Cg([0,1]) I'espace de Banach de toutes les applications continues
u:[0,1] — E, muni de la norme sup.

— W3'([0, 1]) espace de toutes les applications u € Cp([0, 1]) ayant une dérivée faible
dans L5 ([0, 1]).

— W%'(]0,1]) Tespace de toutes les applications u € Cg([0,1]) ayant une dérivée
premiére absolument continue et une dérivée seconde faible dans L} ([0, 1]).

— W3(]0,1]) Tespace de toutes les applications u € Cg([0,1]) ayant une dérivée

premiere absolument continue et une dérivée seconde faible dans L%([0, 1]).
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Chapitre 2

Inclusions différentielles du second
ordre avec des condition aux limites

anti-périodiques

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie I'existence de solutions anti-périodiques pour l'inclusion

différentielle

) W(t) +yu(t) € Op(u(t)) + F(t,u(t)), pp tel0,T]
1 uw(0) = —u(T),u(0) = —u(T).
ou F(.,.) est une multi-application semi-continue supérieurement a valeurs convexes
dépend de I'état u(t) et ¢ est une fonction convexe semi-continue inférieurement.
Les inclusions différentielles du second ordre avec des conditions aux limites anti-périodiques
ont été étudié par beaucoup d’auteurs en dimension finie voir [1 ],[6 |,[7 ],[8 ] et [9 ].
Dans [1], les auteurs on considéré le cas ou F(.,.) est univoque indépendante de 1’état

u(t). Il ont prouvé un résultat d’existence et d’unicité pour le probleme (P;) en supposant

que F(t,u(t)) := f(t) € L%([0,T]) et ¢ est une fonction convexes s.c.i.
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2.2. Résultat d’existence pour une inclusion différentielle du second ordre avec des conditions
aux limites anti-périodiques

Dans ce chapitre nous étendons ce résultat dans deux chemins; nous considérons le
cas ou f est non autonome (i.e., f dépend de t et u(t)) et on termine cette partie par un
résultat d’unicité pour (P;) avec F(t,u(t)) := f(t,u(t) Lipschitzienne en wu(t).

Pour terminer ce chapitre, nous donnons une version en dimension infinie du résultat

d’existence précédent, en ajoutant une hypothese de inf-compacité sur la fonction .

2.2 Résultat d’existence pour une inclusion différentielle
du second ordre avec des conditions aux limites

anti-périodiques

Dans cette section, on se met dans un espace de dimension finie H := R? On démontre
un théoreme d’existence de solution anti-périodiques pour une inclusion différentielle du
second ordre dont le coté droit dépend de 1’état. Ce résultat étend en particulier ceaux
donnés dans [15 |
Tout d’abord, nous citons quelques résultats qui seront utiles pour la démonstration de

notre résultat principal.

Enongons maintenant, le résultat d’existence de solution du probléme (P;) dans un espace

de dimension finie.

2.2.1 Cas d’un espace de dimension finie

Théoréme 2.2.1 (Théoréme 2.1 dans [1 ]|) Soient H wun espace de Hilbert réel,
A: D(A) — H un opérateur mazimal monotone et f : R — H wune fonction conveze anti
-périodique semi-continue inférieurement et : H —] — 0o, +00] une fonction convexe,

paire et semi-continue inférieurement.

1. 85ib#0 et A=0dy et o pair, Alors il existe une solution unique dans W>(R, H)

loc
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2.2. Résultat d’existence pour une inclusion différentielle du second ordre avec des conditions
aux limites anti-périodiques

pour le probleme

f(t) € —aii(t) + bu(t) + Au(t), pp t€[0,T]
(P) { . .
u(0) = —u(T),u(0) = —a(T).

2. 851b=0, a>0 ety impair, Alors le probléme (Py) admet un solution unique.

Lemme 2.2.2 (Lemme 3.1 dans [15]) Soient H un espace de Hilbert séparable et soit
¢ H —] — 00, 400] une fonction a valeurs convezes semi-continue supérieur.
Soient (Un)neNU{+oo} (§n)nen deux suites telle que (Up)nenutoo €St une suite de fonction
mesurable définies sur [0,T] a valeurs dans H, o(u,(t)) est finie pour tout n € NU{+o00}
et pour tout t € [0,T], (&,)nen est une suite dans L ([0,T]) vérifiant
(1) (Un)nenu{+oo} cOnveErge fortement vers us € H.
(17) &, € Op(un(t)) pour tout n € N et presque pour tout t € [0,T] et (§), converge vers

£oo € LY([0,T)) par rapport a topologie faible o(Li;, L%).

Alors

§oo(t) € Op(uoo(t)).

Lemme 2.2.3 (Lemme 3.2 dans [15]) Soient H un espace de Hilbert séparable et soit
¢ : H —] — 00, 400] une fonction a valeurs convezes semi-continue supérieur.

Sotent (Un)neNu{+oo} (§n)nen deuz suites telle que (Un)nenufrooy €t une suite dans L ([0,T7),
o(u,(t)) est finie pour tout n € NU {400} et pour tout t € [0,T], ({n)nen est une suite
dans L%(]0,T]) vérifiant

(4) (Un)nenuftoo} converge fortement vers us, € L3;([0,T1).

(i7) &, € Op(un(t)) pour tout n € N et presque pour tout t € [0,T] et (§), converge vers
éso € L2 ([0,T)) par rapport a topologie faible o(L%, L?;).
Alors
€oo(t) € Op(uco(t))-

Nous sommes maintenant en mesure de donner notre principal théoreme d’existence dans

cette section.

Théoreme 2.2.4 Soit H un espace de Banach séparable et soit p : H —] — 00, +00] une
fonction paire, convere et semi-continue inférieurement (s.c.i) et soit v € R.
Soit F :[0,T] x H= H une multi-application a valeurs non vides convexes compactes

satisfaisant les hypothéses suivantes
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2.2. Résultat d’existence pour une inclusion différentielle du second ordre avec des conditions
aux limites anti-périodiques

(Hy) F est mesurable en t,

(Hs) F(t,.) est semi-continue supérieurement,

(Hj) il existe une fonction r € L2, ([0,T]) telle que F(t,u(t)) € T'(t) := r(t)Bx(0,1)
pour tout (t,u) € [0,T] x H.

Alors le probléeme

(P { ii(t) + yult) € dp(u(t)) + F(t,u(t)), pp tel0,T],
w(0) = —u(T), a(0) = —a(T).

admet au moins une solution dans W3 ([0, T]).

Démonstration.
On appelle q'une fonction u : [0,7] — H est une solution pour le probleme (P;) s’il

existe une fonction h € L% ([0,7T]) telle que

(

W(t) +yu(t) € dp(u(t)) + F(t,u(t)), pp tel0,T],

h(t) € F(t,u(t)), pp tel0,T],

u(0) = —u(T),u(0) = —u(T).

\

On note par S3 I'ensemble de toute sélection de L% ([0,7]) pour T
S2 = {f € L4(0,T]); f(t) €T(1) pp t€[0,T]}.

D’apres le théoréme 2.1 dans [1], pour tout f € S%, il existe une solution unique u;

dans W272([0,T]) pour

iip(t) +vig(t) € f(t,up(t)) + Op(uy(t)), pp te(0,T],
us(0) = —uy(T),us(0) = =ty (7).

pour tout f € S2, on définie la multi-application ¥ :S% = 1L% par
U(f)={g €St CLy, ge F(t,us(t)) pp tel0,T]}.

Il est clair que W(f) est un ensemble non vide convexe faiblement compact dans S#.

D’apres ce qui procede, nous avons besoin de prouver que la multi-application

26



2.2. Résultat d’existence pour une inclusion différentielle du second ordre avec des conditions
aux limites anti-périodiques

U : S2 = SZ & valeurs convexes faiblement compactes admet un point fixe. D’apres le
théoreme du point fixe de Kakutani-Ky Fan, il suffit de prouver que ¥ est semi-continue
supérieurement lorsque S% est muni de la topologie faible de L% ([0, 7).

Comme L% ([0, T]) est séparable, alors S2 est compact métrisable pour la topologie faible

de LZ%([0,T]). Par conséquent, il revient a montrer que le graphe de ¥, définie par

gph(¥) :={(f.g9) € St x S} : g € ¥(f)},

est faiblement sequentiellement fermé dans S{ x SE.
soient (f,, gn) une suite d’éléments du graphe de ¥ convergeant vers
(f.g) € St x Si.

Selon la définition de W, il résulte que uy, est une solution de W%([0,7]) pour

ﬁfn (t) + iy, (t) € fn(t> + a(p(ufn (t))a te [07 T]
ug, (T) = —uy, (0), up,(T) = =y, (0).
avec f, € S} et g,(t) € F(t,uz,) p.p t€|0,T].

En tenant compte de 'anti-périodicité de 4y,,uy, et les estimation ([2], lemme 2.2)

g, ez, o < fnllez, ooy < lIrllez qom: Vn €N,

on obtient
sup||tg, |lcu o)) < +00 et sup|lug, e o) < +00.
n>1 n>1

Alors (iiy,) converge faiblement dans L2, ([0,77]) vers la fonction w € L%,([0,T]) et auy,

converge ponctuellement vers la fonction wv.

On a

v(t) = lm uy,(¢)

n—-+o0o

= lim [ufn(0)+/0 iis, (s)ds]

n—-+o0o

t
= lim ufn(0)+/ w(s)ds, Yt e [0,T].
0

n—-+o00
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2.2. Résultat d’existence pour une inclusion différentielle du second ordre avec des conditions
aux limites anti-périodiques

D’ou

u(t) = lim wuy,(¢)

n—-—+o00

= lim [ufn(O)—l—/O Uy, (s)ds]

n—-—+o00

t
= lim ufn(0)+/ v(s)ds, Vtel0,T].
0

n—-+00

on conclut que u € WH*([0,T]) avec @ = v et ii = w et satisfait les conditions
anti-périodiques; u(7) = —u(0);u(T) = —u(0).
De plus, (uy, ) converge ver u et (i, ) converge ver v pour la topologie faible de 1L%([0,T7).

En appliquant le lemme 3.1 dans [15] a 'inclusion

ilfn<t> + 'Yibfn (t) - fn(t) € 8@(ufn (t))a

on trouve
(t) +ya(t) = f(t) € 9p(u(t)), pp.

parceque iy, (t) +7iy, (t) — fa(t) converge faiblement vers (t) +~a(t) — f(t) et (uy,)
converge ponctuellement vers w. L'unicité donne u = uy.

De plus comme g¢,(t) € F(t,uy, (t)) p.p le résultat de fermeture (Théoreme (1.5.7)).
donne g¢(t) € F(t,us(t)) p.p.

Nous concluons cette partie avec un résultat d’existence et d’unicité relié au théoreme
précédant. Tout d’abord nous montrons une inégalité de type Poincaré pour les fonctions
anti-périodiques.

Lemme 2.2.5 Soit H =R Soit w:[0,T] — R satisfaisant

w(t) = w(0) + fgw(s)ds, Vit € [0, 7] avec w(T) = —w(0),

w(t) = w(0) + [ i(s)ds, Vte[0,T] avee w(T)=—w(0), w € L%([0,T7).
Alors, nous avons les inégalités suivantes

(@) [wlleyqor) < %T||w||mg<[o,T]),

(b) Jy lw(®)Pdt < L [ [l(t)|2dt.
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2.2. Résultat d’existence pour une inclusion différentielle du second ordre avec des conditions
aux limites anti-périodiques

Démonstration.
(a) comme w(t) =w(0)+ fotw(s)ds et
w(t) = w(T) — [Ti(s)ds, Vtel[0,T],

par addition on obtient

2w(t):/0tu';(s)ds—/tTw(s)ds, vt € [0,7].

Alors, on a

2w(t)] < / Jei(s)llds + / Jei(s)||ds = / le(s)llds, Vt € [0.T).

L’inégalité de Holder donne

JT

T .
lw(@) ey oy = sup [w(t)| < ——|[w(t)llLz, (o)
te[0,T 2

(b) prolongeons w et w par anti-périodicité

w(t+T)=—-w(t)et wit+T)=—w(t), teR

Alors w est 2T-périodique. En effet,

ona wit+2T)=wlt+T+T)=-wlt+T)=w(t),

d’une fagons similaire pour .

Maintenant, comme w est 2T-périodique, T-anti-périodique le résultat prouvé dans

([2] page 10) assure que w a l'expression de Fourier

2n —1)mt 2n —1)mt
w(t) = % wicos(u) + wism(u, vt € [0,27].
nez T
ici w, w? sont des coefficients de Fourier. Alors nous avons
0 T o5 © elsi ((2n—1)7rt)+(2 1)uw? <(2n—1)7rt Vi € [0.27]
w(t) = =X — (2n — 1w, sin(———— n — 1)w;cos(————— .
T nez n T n T ’ )

L’égalité de Parseval donne
1 27

2 _ 112 2112
oT |, lw(@)[Pdt =Y (lwgl® + llwn|)-

neL
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2.2. Résultat d’existence pour une inclusion différentielle du second ordre avec des conditions
aux limites anti-périodiques

De plus on a

277 (lw|® + lwpll?) < 2T (20 — 1) (fJwp|* + [lw]]?).

nez nez
2T 2 p2T ) .
Done, [5° w(@®)[?dt < Lz [ [|w(t)||*dt.

On observe que |[w(t)||* et |lw(#)||* sont T-anti-périodiques parceque

lwt+D)* = || —w®)|?
= [w(®)|?
et
lot+D)* = | —w®)]*
= [la)]?

On conclut que
2T T
/ deﬂﬁ=2/lm@m%t
0 0
et

A wmeﬁ:2A o).

Finalement, on obtient 'inégalité désirée

oT , T, [T )
| wtenpae < 3 [ o)
0 ™ Jo

Le théoreéme suivant est notre résultat d’existence et d’unicité.

Théoréme 2.2.6 Soit H = R% v € R. Soit ¢ : H —] — 00, +00] une fonction paire,
convexe et semi-continue inférieurement. Soit f : R x H — H une fonction de

Carathéodory satisfaisant

(Hy) 3L >0 tel que | f(t,xz)— f(t,y)|| < Lllz —yl, (¢, z,y) € Rx Hx H, pour tout
(t,z,y) e Rx H x H.
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2.2. Résultat d’existence pour une inclusion différentielle du second ordre avec des conditions
aux limites anti-périodiques

(Hy) il existe un fonction r:R — RT I1L2-intégrable
avec ||f(t,z)]] <r(t), V(t,z) e Rx H, pour tout (t,z) € R x H.
(Hs) Si 0<T< ViR

Alors Uinclusion

{ () +va(t) € ft,u(t)) + do(u(t)), tel0,T]
w(T) = —u(0), w(T) = —i(0).

admet une unique solution anti-périodique dans W2 ([0,T]).

Démonstration .
L’existence d’une solution anti-périodique dans W?{’Q([O,T]) assurée par le théoreme
précédant.

Supposons que  (u;) et (ug) sont deux solutions pour le probleme considéré,

et
i (t) + via(t) € [t uz(t)) + Op(ua(t)), t€0,T]

(
{ in(t) +vin(t) € Ft,w(t) + dp(w(t)), ¢ € [0,7]

On pose

oi(t) = iia () + i (1) = f(t (1)), v € Dp(us(t)) t € [0,
a(t) = i (t) + yiia(t) — f(t,us(t)), vs € Dp(us(t)) t € [0,T],
wl,Q(t) = Ul(t) — Ug(t), Vit c [O, T]

Alors, nous avons

(%)  W12(t) +yun2(t) — f(t,ur(t)) + f(t ux(t)) = vi(t) —ve(t), Vte|[0,T]
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2.2. Résultat d’existence pour une inclusion différentielle du second ordre avec des conditions
aux limites anti-périodiques

avec wl’g(T) = _wLQ(O) et wLQ(T) = wLQ(O).
Multiplions (%) par wy2(t) et avons intégrons sur [0,7] nous obtenons

T

<w1,2(t)>w1,2(t)>dt+/o (wip(t), f(t,ua(t)) — f(tui(t)))dt =

(w1 (1), v1(t) — va(t))

(%%) /OT<w1,2(t)aw1,2(t)>dt +’Y/0

(ox) = (w12(T), 101,2(T)) — (w1,2(0), wW1,2(0)) — /O (W12(t),w12(t))dt  +
/0 (ur(t) — ug(t), f(t,ua(t)) — f(t,ua(t)))dt.

par anti-périodicité

et
T
/ (w1(t), tin 2(£))dt = 0.
0
Alors

—/0 <w1,2(t),w1,2(t)>dt+/0 (ur(t) —ua(?), f(t,ua(t)) — f(t,ua(t)))dt = (wia(t), vi(t) —va(t))

La monotonie du sous-différentiel de ¢ (J¢) et (xx) donnent

T
linzllie or < /0 w2 (O[f(E,ua(t)) — f(E,wa(t))]|dt

IN

L/O [wr,2(O)[[w,2(E)[[|wn,2(2)]|dt

T
L[ Jwnate)Pae
0

LT2 T ‘
—5 | lhona(t)|at
0

IN

IN

7T2

L T

< = 012(t)|%dt
7 [ o

< ingliiz o)
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2.2. Résultat d’existence pour une inclusion différentielle du second ordre avec des conditions
aux limites anti-périodiques

En utilisant I'estimation (b).

par conséquent ||y |7, o =0
H

0,7)
L’inégalité (a) donne wq o(t) = uy(t) — ua(t) = 0, pour tout ¢ e [0,7].
D’ou 'unicité de solution.

Nous donnons une version en dimension infinie pour le résultat d’existence précédent tout

en ajoutant une hypothese de inf-compacité sur la fonction .

2.2.2 Cas d’un espace de Hilbert de dimension infinie

Proposition 2.2.7 Soit H un espace de Hilbert séparable, v € R, p : H — [0, 4+00] une
fonction paire, conveze, s.c.i satisfaisant : p(0) = 0 et pour tous M, L > 0, l’ensemble
{z € D(p) : ||z|]] < M,p(x) < L} est compact. Soit F: [0,T] x H = H une multi-
application a valeurs non vides convexes compactes satisfaisant les hypothéses du théoréme

précédant. alors le probléme (py) admet auz moins une solution dans W2 ([0, T]).

Démonstration.

En utilisant les notations de la démonstration du théoreme 2.2.4, on obtient

g, (8) + g, (1) = fult) € Op(uy, () pp t€[0,T],

pour tout f, € S{.

L’absolument continuité de ¢(uy,(.)) et la regle de composition (voir [12]) donnent

iig, (t), g, (8)) + (Vg (8) = fult), g, (1)) = (Op(uy, (1)), g, (1))

= s (1)

pour tout f, € S%. Donc

sup / %mh(mw — swp / ity (£), g, () + (i, (8) — Fult), iy, (£))]dt

n>1 n>1

< 400
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2.2. Résultat d’existence pour une inclusion différentielle du second ordre avec des conditions
aux limites anti-périodiques

On applique la définition classique du sous-différentielle de la fonction convexe ¢, on

obtient

plug, () = (0) < (uy, (), iy, () +vig, (1) = folt))-

et par suite

p(ug, () + (=up, (1), g, (1) + g, (8) = fult)) < 9(0) =0

Alors, sup|e(uy, )L < +00.
n>1

1
R([0,T])

Maintenant, on va montrer que
[p(us, ()] < L pour t€[0,T], (L€R).
pour tout ¢ € [0,7], nous avons

p(uy, (0) < le(uy, () = (uy,(0))]

< [ igpelun )+ ol ()

Alors
T d 1 T
oy, (0) < sup / @ oy, (O)dt + = / (g, (1)
< —oc.
doll,

M :=sup sup |Juy, (t)|| < 400, L :=sup sup p(uy, (t)) < +oo.
n>1t€[0,T] n>1t€[0,T]

par conséquent, I'inf-compacité de ¢ donne la relative compacité de la suite (uy, (1))
pour la norme de H.
Ensuite pour terminer la démonstration, on reprend les mémes étapes utilisées dans le

théoreme précédent. O
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Chapitre 3

Inclusion différentielle du premier
ordre gouvernée par un sous
différentiel et avec une perturbation

semi continue mixte.

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on donne un nouveau résultat d’existence pour un probleme de Cau-
chy du premier ordre, gouverné par un sous différentiel et une perturbation semi continue

mixte dans un espace de dimension finie de la forme

(PQ){ —u(t) € Op(u(t)) + F(t,u(t)), pp tel0,T]

u(0) = uyp,

ot F':[0,T] x R = R? est une multi-application semi-continue mixte et a croissance
linéaire, ¢ : RY — R une fonction convexe, Lipschitzienne et le sous différentielle de

cette fonction Oy : RY = R définie par

dp(z) = {c € R, fy) — f(z) > (s,y — z),Vy € R%}.
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3.1. Introduction

On donne maintenant notre résultat principal dans ce chapitre, c’est a dire I'existence
de solutions pour le probleme (P,) sous la condition de la semi-continuité mixte de la
multi-application F' et en utilisant un théoréeme d’existence d’une multi-sélection semi-
continue supérieurement a valeurs convexes pour la multi-application F, en se basant sur

le théoréme suivant.

Théoréme 3.1.1 (théoréme 2.1 dans [25])
Soit R? un espace de dimension finie et soit F': [0,T] x R? = R? une multi-application

satisfaisant les conditions suivantes
(Hy) F est £([0,T]) ® B(R?)-mesurable,

(Hs) pour tout t € [0,T], en chaque point x € R? tel que F(t, ) est convere, F(t,.) est
semi-continue supérieurement, et lorsque F(t,z) est non convezxe, F(t,.) est semi-

continue inférieurement sur un voisinage de x,

(H3) il eziste une fonction de Carathéodory f : [0,T] x RT — R* qui est intégrablement
bornée et telle que
F(t,z) N B0, f(t,z)) # 0,
pour tout (t,z) € [0,T] x R™.
Alors, pour tout ¢ > 0 et tout ensemble compact K C Cga([0,T1]), il existe une
multi-application ¢ : K = L$,([0,T]) & valeurs non vides fermées convexes et de
graphe fortement faiblement séquentiellement fermé telle que pour tout u € K et
v € ¢(u) nous avons
v(t) € F(t,u(t)),
et
lo@)| < f(t ult) +¢,

pour presque tout t € [0,T).
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3.2. Résultat d’existence de solutions pour une inclusion différentielle du premier ordre
gouvernée par un sous différentiel et avec une perturbation semi continue mixte.

3.2 Résultat d’existence de solutions pour une inclu-
sion différentielle du premier ordre gouvernée par
un sous différentiel et avec une perturbation semi

continue mixte.

On donne une application du théoreme précédant aux inclusions différentielles du
premier ordre. Ceci, en se basant sur une idée donnée dans [23 ], voir aussi [22 ].
Théoréme 3.2.1 Soient H = R% un espace du dimension finie, ¢ : RY — R une fonc-

tion conveze, \-Lipschitzienne (A > 0). Soit F : [0,T] x R? = R¢ une multi-application

a valeurs non vides compactes satisfaisant les conditions suivantes
(i) F est £(]0,1]) ® B(RY)-mesurable,

(i)  pour tout t € [0,1], en tout point x € R? tel que F(t,x) est conveze, F(t,.) est
semi-continue supérieurement, et lorsque F(t,x) est non convere, F(t,.) est semi-

continue inférieurement sur un voisinage de x,

(id)  F(t,u(t)) C (at) + B(t)|ul)Bra(0, 1),
pour certaines fonctions «, 3 € L([0,T]).

Alors le probleme (P2) admet au moins une solution.

Démonstration.
Etape 1
Soit £ > 0 et up € R? fixé. Soit 7(.) : [0, 7] — R la solution absolument continue de

1 équation différentielle
7 (t) = 6(t) + B(t)r();
r(0) =0.

avec  0(t) = e+ a(t) + B(t)||uo|| + B(t)tA. Nous observons que

r(t):/o 5(3)emp(/ B(r)dr)ds Yt e [0,T] (3.2)
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3.2. Résultat d’existence de solutions pour une inclusion différentielle du premier ordre
gouvernée par un sous différentiel et avec une perturbation semi continue mixte.

et

7(t) >0 Vtel0,T]
puisque ¢ est A-Lipschitzienne dans R,
Of (u) = {s € R, f(y) — f(u) > (s,y — u),Vy € RY} C ABpa Vu € R,

Etape 2

Soit mg(t) = A+ 7(t) et
K :={ueC([0,T],RY) : u(t) =uo —|—/0 u(s)ds, |Jat)]| < mo(t) Vte[0,T]}.

K est un ensemble convexe compact de C([0,T],R%). En effet, soient ui, uy € K et

a € [0, 1], alors

t
Uy = U +/ Uy (s)ds, YVt € [0,T] et ||ui(t)]| < mo(t),
0

et
Uy = Uy —|—/0 Ug(s)ds, Yt € [0,T] et [|ua(t)] < mo(t).
Alors,
(au; + (1 — @)ug)(t) = aui(t) + (1 — a)ua(t)
= auy(0) + (1 — a)uz(0) + /0 [ty (s) + (1 — a)ug(s)]ds
= (au; + (1 — a)uz)(0) +/O (ot + (1 — a)ts)(s)ds,

[(atr + (1 = a)a)@)] < allaa @) + (1 = @) |las(t)]]

alors au; + (1 — a)us € K, d’ott la convexité de K.

On doit montrer que K est compact.

38



3.2. Résultat d’existence de solutions pour une inclusion différentielle du premier ordre
gouvernée par un sous différentiel et avec une perturbation semi continue mixte.

Nous avons pour tout t,ty € [0,7] et pour tout u € K

|wm—mmn=nm+/”mw—w—Aﬁmwn

= [ ateds = [ty
= [ atonts + [ty
— [ ity
S‘AHMN@

t2
< m()(S)dS,
t1

Comme mg € LY([0,T],R%)), on conclut que I'ensemble K est équicontinu.

D’autre part, pour tout ¢ € [0, 7], on a
T
)] = N+ [ its)(s)as]
0
T
< ol + [ lats))lds
0
T
< ol + | mo(s)ds = ol + lmollsgoz) <
0
Alors u(t) est borné dans R? qui est de dimension finie.
D’apres le théoreme d’Ascoli-Arzela (Théoreme 1.5.7 chapitre 1), Pensemble K (t) est
relativement compact dans Cg([0,77]) et par suite K est relativement compact dans
Cru ([0, T1).
Montrons maintenant que K est fermé.

Soient (u,), une suite d’élément de K convergeant uniformément vers u € C([0, T], R?),

nous avons pour tout n € N,
t
Un(t) = u,(0) +/ Un(s)(s)ds  pourtout t € [0,T)]
0
et

[tn ()] < mo(t) p-p.
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3.2. Résultat d’existence de solutions pour une inclusion différentielle du premier ordre
gouvernée par un sous différentiel et avec une perturbation semi continue mixte.

Un ()
mo (t) )

lgn ()] = Bl < 1.

Alors  (gn)n C BL}TQ(O’ 1).

En posant gn(t) =

on aura

Comme ELB@ (0,1) est faiblelement™ compact (Théoréme 1.6.3 dans le chapitre 1).
Donc on peut extraire & (g, ) une sous suite notée aussi (g,) et qui converge faiblelement™
vers g € L([0, 7)) et donc la suite (1,) converge faiblelement” vers une fonction

w = mpg.En effet

*
comme g, — g On aura

Vz() € Lza([0,T]) {gn(),2()) — {9(),2()) ().

Soit
y(-) € Lga([0, 7)) (in(), y(.)) = (mo(-)gn(-), y()) = (gn(-), mo()y(.))-

puisque Vy(.) € L3 ([0,7]) = L37([0,77) € Ly ([0, T]) et

mo(.) € Ly ([0,T]) = mo()y(.) € L ([0, T7).

Par (%) en posant z(.) = mo(.)y(.)

on aura {gn(.), mo(-)y(.)) — (9(.),mo(-)y(.)).

Alors Vy(.) € Lga([0,T]) (dn(-),y(-)) — (mo(-)9(-),y(.)) cest adire i, = mog = w
Donc  lim (i (s),y(s)) = (w(s),y(s))

n—oo

et par suite lim fo Un(8), y(s) ds—fo (s),y(s))ds,

n—oo

en particulier pour y(.) = Ijo11(.)ej, (e;) est une base de H.

Ona lim [y in(s) Tom(s)es)ds = Jy (w(s), Tori(s)e;)ds,
alors lim fo Uy (5), Io,1)(5)ej)ds = fo s), To.r)(s)e;)ds,
Donc  { lim fo Un(s), €5)ds = <foTw(5>>€j>d57 pour  lim fOT Up(s)ds = fOTw s)ds
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3.2. Résultat d’existence de solutions pour une inclusion différentielle du premier ordre
gouvernée par un sous différentiel et avec une perturbation semi continue mixte.

Comme
T
lim u,(t) =u(t) = wug+ lim U ()
n——aoo n——maoo 0
T
= uo—l-/ lim ,(s)ds
0 n—-aoo

T
= uo—l-/ w(s)ds.
0

On conclut que % = w et par suite

u(t) = uo + / i(s)ds, [alt)] < mo(t) pp.

donc, u € K.

d’ou la compacité de K.

Etape 3

En appliquant le Théoreme 3.1.1 sur F, on obtient l'existence d’une multi-application

¢ K = LY[0,T],R?%) & valeurs fermées non vides, convexes et de graphe fortement
faiblement séquentiellement fermé telle que pour tout u € K, et tout ¥ € ¢(u), nous

U(t) € F(t,u(t))

et

WOl < o)+ B0 [u@)l +&,  pp

a(t) + B(t) (luoll + / lis)] +

IA

IA

a(t) + B(t)(||luol| —|—/0 mo(s)ds + ¢

IA

a(t) + 6()(||luoll —l—/o (A +7(s)ds+ ¢

a(t) + B@)|uoll + ABE)T + B(t)r(t) + & = o(t) + B(E)r(t) = (1) (3.3).

IA
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3.2. Résultat d’existence de solutions pour une inclusion différentielle du premier ordre
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Etape 4

Considérons la multi-application T': K = C([0,T],R?) définie par
T(u) = {v e C([0,T],R?) : v(t) = uo—l-/ (w(s)=(s))ds, Vt € [0, T];w(t) € —0p(u(t)) et € ¢p(u).}
0

Soit w € K, pour tout v € I'(u) et pour presque tout ¢ € [0, 7], par la définition de T,

0(t) =w(t) —Y(t) pp te€]0,T]. (3.4)

pour tout ¥ € ¢(u) et pour tout application w Lebesgue mesurable satisfiant

w(t) € —9p(u(t)).

par la relation (3.4) nous avons
@I = Jw(t) = @)

< @I + @]
A+ [[@)]-

IN

et d’apres la relation (3.4) nous avons  [|0(t)|| < A+ 7(t) = mo(t).

de plus v(.) est absolument continue.

donc, v € K.

d’ou, I'(u) C K pour tout u € K, ed. I': K =2 K.

D’apres la définition de I'il est clair que I'(u) est non vide pour tout u € K.

En effet, F' est une multi-application mesurable et a valeurs fermées. Alors d’apres le
théoreme d’existence de sélections mesurables (Théoreme 1.3.1 chapitre 1), F' admet
une sélections mesurable. ¢ est une fonction convexe et A-Lipschitzienne, alors le sous
différentiel Op(u) est mesurable et a valeurs fermées non vide. D’apres le théoreme d’exis-
tence de sélections mesurables (Théoreme 1.3.1 chapitre 1), dp admet une sélections

mesurable .
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3.2. Résultat d’existence de solutions pour une inclusion différentielle du premier ordre
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Donc, I'(u) est non vide pour tout u € K.
Montrons que I'(u) est convexe. Soient vy,ve € I'(u) et « € [0, 1],

d’apres la définition de I'(u) on a

vy = u0+/0 (w1 (s)—1(s))ds, Vt € [0,T);w; € LY([0,T],RY), wy(t) € —0p(u(t)) et 1 € d(u)
et

Vg = u0+/0 (wy(8)—a(s))ds, YVt € [0,T];wy € LY([0, T], RY), wo(t) € —0p(u(t)) et 1y € d(u)
alors,

(av; + (1 — a)v)(t) = avi(t) + (1 — a)vy(t)

= w+t / (s (5) + (1 — a)wa(s)) + (atbr(s) + (1 — a)uin(s))lds

Comme ¢(u) et dp(u) sont convexes, on aura

avi(t) + (1 — a)va(t) = uo + fot(w?)(s) —3(s))ds, Vvt e [0,T];

wsy = aw;(s) + (1 — a)wy(s) € LY([0,T],RY), ws3(t) € —dp(u(t)) et

s = atpi(s) + (1 — a)iha(s) € p(w).

donc, av; + (1 — a)vy € ['(u),

d’ou la convexité de I'(u).

Montrons maintenant que I'(u) est compact dans C([0, 7], R%, ||||c)-

Comme I'(u) C K et K est compact, il suffit de montrer que I'(u) est fermé.

Soit u € K et soit (v,), une suite d’éléments de I'(u) convergeant vers v € C([0, T], R?),

alors pour tout n € N, il existe w, € —0p(u) et ¢, € ¢p(u,) telle que

Up = U +/0 (wn(s) — n(s))ds,

comime

Un(t) € F(t,un(t)), €0 tn € o(un)
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3.2. Résultat d’existence de solutions pour une inclusion différentielle du premier ordre
gouvernée par un sous différentiel et avec une perturbation semi continue mixte.

par la relation ||y, (t)]| < 7(t), il y a une sous suite de (1,,) noté aussi (¢,) converge
o(Ll ([0, 7), L35([0, 70)) vers v € L, ([0, 7).

Et comme (u,) converge fortement vers u et le graphe de ¢ est séquentiellement fermé,
nous avons ¢ € ¢(u), c’est a dire ¥(t) € F(t,u(t)).

D’autre part, comme w, € —0¢(u,(t)), par la relation
[wn (B[] < A,

il y a une sous suite de (w,) notée aussi (w,) converge faiblement vers w et (u,) converge
fortement vers u et la semi-continue supérieurement de dip, en utilisant le théoreme de la
fermeture (théoreme (1.5.7) chapitre 1), on conclut que w(t) € —dp(u(t)).

Nous avons

v(t) = lim v,(t) =ug+ lim (wn(s) — Vn(s))ds

n—-+o00 n—-+00 0

n—-4-o00

I /0 lim (wn(s) — o (s))ds
= o [ (wls) = v, o w(s) € ~D(uts) et () € Buls)

alors, v € I'(u), donc I'(u) est fermé,
par conséquent I'(u) est compact dans C([0, 7], R?).
On va démontrer maintenant la semi-continue supérieurement de I': K =2 K.

Pour ca, il suffit de montrer que le graphe de I' définie par
gph(T') = {(u,v) € K x K,v € I'(u)},

est fermé dans K x K,
Soit (uy, v,), une suite d’éléments de gph(T") convergeant vers (u,v) € K x K.

Alors pour tout entier n € N, il existe une certaine application w,(t) € —0(u,(t)) avec

[wn(B)]] < A et Un(t) € G(ua(t))

v (t) = up +/0 (wn(s) — Pn(s))ds, ¥Vt e [0,T].
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comme [|w,(t)|| < A, on obtient I’existence d’une sous suite notée aussi (w, ), qui converge
vers une fonction w(.), vérifiant [|w(t)|| < .

En effet,

comme (uy,) converge uniformément vers u et la semi-continue supérieur de dy(.), d’apres

le théoreme de la fermeture, on obtient
w(t) € —0p(u(t)) pourtoutt € [0,T],

d’autre part ||, (¢)|| < 7(t) p.p t € [0,7] nous donnent Iexistence d’une sous suite
notée aussi (1,), qui converge vers ¢ vérifiant |[¢(¢)] < 7(t).

En effet,

on a ¥, € ¢(uy,), alors (u,,,) € gph(¢) et comme ¢ est de graphe fortement faible
séquentiellement fermé, alors (u,1)) € gph(¢) et par suite ¥ € ¢(u),

de plus (v,,) converge uniformément vers v, alors

v(t) = uo +/0 (w(s) —(s))ds, w(s) € =p(u(s)) et ¢(s) € p(u(s))

Ce qui montre que (u,v) € gph(T'),

Donc, le graphe de I est fermé. D’ou la semi-continue supérieure de I'.

En appliquant le Théoreme du point fixe de Kakutani-Kay Fan

(Théoreme (1.7.4) chapitre 1) sur la multi-application I', on obtient I'existence d’une point

fixe w € I'(u), c’est a dire

u(t) = uo + / (w(s) — 6(s))ds pp ¢ € [0,]

et par suite, puisque u(.) est absolument continue

ieu(t) = ug+ /Otu(s)ds pptel0,T]

alors



3.2. Résultat d’existence de solutions pour une inclusion différentielle du premier ordre
gouvernée par un sous différentiel et avec une perturbation semi continue mixte.

donc,

—u(t) € dp(u(t)) +¢(t) avec u(0) =uy € R?

on conclut que
—u(t) € 0p(u(t)) + F(t,u(t)) ppt €[0,T] avec u(0)=uy € R%

donc, u(.) est une solution de I'inclusion différentielle considérée. O
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Conclusion et quelques perspectives
Conclusion
Le travail présenté dans ce mémoire concerne des résultats d’existence pour les inclusions
différentielles du second ordre aux espaces de dimension finie et de dimension infinie.
Aussi, nous avons démontré un théoreme d’existence pour une inclusion différentielle du
premier ordre avec une perturbation semi continue mixte aux espaces de dimension finie.
quelques perspectives
e Théoreme de sélection dans un espace de dimension infinie.
e Théoreme d’existence pour une inclusion différentielle du premier ordre avec une per-

turbation semi continue mixte aux espaces de dimension infinie.
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