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Introduction Générale

Ces dernières années beaucoup de travaux on été consacrés à l’étude des équations

et inclusions différentielles vu leurs large applications dans de nombreux domaines de

mathématiques, de phisique, et même en économétrie.

Après une grande et large étude des équations et inclusions différentielles du premier

ordre, les équations différentielles non linéaires du second ordre de la forme

ü(t) = f(t, u(t), u̇(t)), (1)

ont fait l’objet de nombreux travaux de recherche où les auteurs ont essayé de généraliser

ou d’élargir au second ordre les résultats existants au premier ordre, nous citons par

exemple les travaux de Hartman [25] qui a fait une étude très détaillée pour l’équation (1)

avec des conditions aux limites en deux points, ces travaux ont été généralisés par Gupta

[23] avec des conditions aux limites en trois points.

L’existence de solutions pour les inclusions différentielles du second ordre de la forme

ü(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)), (2)

avec des conditions aux limites en deux points et trois points ont été étudiées dans un

espace de dimension finie par Ibrahim-Gomaa [24] et Marano [29]. Dernièrement Azzam-

Castaing-Thibault [5], ont généralisé le résultat d’existence de solutions pour l’inclusion

différentielle (2) à un espace de Banach séparable.

Observons que l’existence de solutions pour les inclusions différentielles avec les condi-

tions aux limites de la forme {
a1u(t0)− a2u̇(t0) = c1

b1u(T )− b2u̇(T ) = c2
(3)

a été étudié dans la litérature, voir [12] et [18] et leurs références, avec a1, a2, b1, b2 ≥ 0,

a1 + b1 > 0 et a2 + b2 > 0 qui est une condition suffisante pour pouvoire construire la

fonction de Green pour le problème aux limites considéré.

Des résulats d’existence de solutions de problème avec un second membre à valeurs

non convexes ont été établis par plusieurs auteurs. Nous citons par exemple les travaux

de Tolstonogov [30], Fryskowski-Górniowicz [22] et Olech [26] pour le premier ordre et

3



dans le cas de la dimension finie, un travail de Averna-Marano [2] pour le second ordre

toujours dans un espace de dimension finie et dernièrement un travail de Azzam-Lounis

[6] pour le second ordre dans le contexte d’un espace de Banach séparable.

L’existence de solutions pour l’inclusion différentielle du second ordre gouvernée par

un opérateur maximal monotone de la forme

−ü(t) ∈ A(t)u(t) + F (t, u(t), u̇(t)),

avec des conditions aux limites en trois points a été étudiée par plusieurs auteurs. Nous

citons par exemple les travaux de Azzam-Castaing-Thibault [5], quand le second membre

F est à valeurs non vides convexes compactes semicontinue supérieurement, un tra-

vail de Cellina-Marchi [16] concernant les multi-applications à valeurs non convexes et

un travail de Colombo-Fonda-Orsenal [17] quand le second membre F est semicontinue

inférieurement. Pour le premier ordre nous citons un travil de Castaing-Ibrahim [14].

L’ensemble des travaux de cette thèse est une contribution, dans le même esprit

des travaux antérieurs, à l’étude de certaines classes d’inclusions différentielles avec des

conditions aux limites en trois points et avec somme de deux perturbations dont l’une est

semicontinue mixte.

On présentera dans cette introduction, d’une manière brève les grandes lignes de cette

contribution. Cette thèse est composée de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, on énnonce quelques notions de base qui nous seront utiles

par la suite ainsi que quelques résultats préliminaires utilisés dans la démonstration de

nos théorèmes d’existence.

Le deuxième chapitre est constitué de deux parties, dans la première on donne un

résultat d’exisence de solutions pour une inclusion différentielle du second ordre avec des

conditions aux limites en trois points de la forme

(PF,H)

{
ü(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) +H(t, u(t), u̇(t)); p. p. t ∈ [0, 1],

u(0) = 0; u(θ) = u(1),

où E est un espace de Banach séparabe, F : [0, 1] × E × E ⇒ E une multi-application

semicontinue supérieurement sur E ×E et H : [0, 1]×E ×E ⇒ E une multi-application

semicontinue inférieurement. Dans la seconde partie, nous étudions le même problème

d’existence avec H semicontinue mixte et E un espace de dimension finie. La méthode

4



employée dans la démonstration de ce problème consiste à utiliser l’existence de multi-

sélections pour les multi-applications semicontinues mixte.

Dans le troisième chapitre, nous nous sommes interéssés à l’étude de l’existence de

solutions pour une inclusion différentielle avec retard de la forme

(Pr)


ü(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)) +H(t, u(t), u(h(t)), u̇(t)); p. p. t ∈ [0, 1],

u(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [0, 1],

u(0) = 0; u(θ) = u(1),

qui est une extension au cas avec retard des résultats présentés dans le deuxième chapitre.

Le quatrième chapitre comporte deux sections, la première consiste à traiter l’exis-

tence de solutions pour une inclusion différentielle du second ordre gouvernée par un

opérateur maximal monotone avec une perturbation semicontinue mixte bornée dans

L2
R([0, 1]) dans un espace de dimension finie de la forme

(PF )

{
−ü(t) ∈ A(t)u(t) + F (t, u(t), u̇(t)), p. p. t ∈ [0, 1],

u(0) = 0, u(θ) = u(1).

Dans la seconde section, on traite le même problème mais dans le cas où F est à croissance

linéaire.

Les résultats du deuxième chapitre ont fait l’objet d’une publication avec les pro-

fesseurs Dalila Azzam-Laouir et Lionel Thibault parue dans ”Applicable Analysis” [8].

Aussi, les résultats du quatrième chapitre on fait l’objet d’une publication avec le profes-

seur Dalila Azzam-Laouir à paraitre dans ”Topological methods for Nonlinear Analysis”.
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Chapitre 1

Notations et Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions de base, quelques résultats fondamen-

taux sur les multi-applications, des théorèmes de convergence et de compacité. Une partie

de ce chapitre est consacrée à la semicontinuité ainssi qu’au principe du point fixe.

1.1 Notations

Soient E un espace de Banach séparable, E ′ son dual topologique, 〈., .〉 leur produit

de dualité et ‖.‖ la norme de E.

On note par

• σ(E,E ′) la topologie faible sur E, Eσ l’espace de Banach E muni de la topologie faible.

• BE(0, 1) ou BE la boule unité fermée de E.

• Si A est un ensemble de E alors A est la fermeture de A.

• L([0, 1]) la tribu de Lebesgue sur [0, 1].

• B(E) la tribu de Borel sur E.

• CE([0, 1]) l’espace de Banach de toutes les applications continues u : [0, 1] → E, muni

de la norme sup.

• C1
E([0, 1]) l’espace de Banach de toutes les applications continues u : [0, 1] → E ayant

une dérivée continue u̇, muni de la norme

‖u‖C1 = max{max
t∈[0,1]

‖u(t)‖, max
t∈[0,1]

‖u̇(t)‖}.

• dµ(t) ou dt la mesure de Lebesgue.

• L1
E([0, 1]) l’espace des applications Lebesgue-Bochner intégrables définies sur [0, 1] à

valeurs dans l’espace de Banach E, c’est à dire, les applications f Lebesgue-Bochner

intégrables et telles que
∫

[0,1]

fdµ est finie.
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•W2,1
B,E([0, 1]) l’espace de toutes les applications u ∈ CE([0, 1]) ayant une dérivée première

absolument continue et une dérivée seconde faible dans L1
E([0, 1]).

Lorsque E est de dimension finie W2,1
B,E([0, 1]) := W2,1

E ([0, 1]).

• δ(·, A) la fonction indicatrice d’un sous ensemble A de E, définie par

δ(x,A) =

{
0 si x ∈ A

+∞ si x 6∈ A.

• la fonction polaire de δ(·, A) appelée aussi fonction support de A, est la fonction δ∗(·, A),

définie sur E ′ par

δ∗(ξ, A) = sup
x∈A

〈ξ, x〉,∀ξ ∈ E ′.

• χA la fonction caractéristique d’une partie A d’un ensemble donné, définie par

χA(t) =

{
1 si t ∈ A
0 si t 6∈ A.

• Soit A un sous ensemble d’un espace vectoriel X, on note par co(A) et on l’appelle

l’envellope convexe de A l’intersection de tous les sous ensembles convexes contenant A

et par co(A) et on l’appelle fermeture de l’envellope convexe de A l’intersection de tous

les sous ensembles convexes fermés de X contenant A.

1.2 Préliminaires

1.2.1 Quelques notions de mesurabilité

Les définitions et les résultats que nous allons ennoncer sont pris de la référence [3].

Définition 1.2.1 Soient X un ensemble non vide, Σ une famille de sous ensembles de

X. Alors Σ est dite une tribu sur X si

1. ∅ ∈ Σ,

2. A ∈ Σ =⇒ X \ A ∈ Σ,

3. (An)n∈N ⊂ Σ =⇒
⋃
n

An ∈ Σ.

Le couple (X,Σ) est appelé espace mesurable, et les éléments de Σ sont appelés ensembles

mesurables.

Si la troisième relation est vraie pour les unions finies seulement, on dit alors que Σ est

une algèbre sur X.

Si X est un espace topologique, la tribu Borélienne sur X, notée B(X) est la plus petite

tribu contenant la topologie de X.
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Définition 1.2.2 Soient (X1,Σ1), (X2,Σ2) deux espaces mesurables et g une application

définie sur X1 à valeurs dans X2, on dit que g est (Σ1,Σ2)-mesurable si pour tout A ∈ Σ2

g−1(A) ∈ Σ1.

Si X2 est un espace topologique, une application (Σ1,B(X2))-mesurable est dite application

borélienne.

Définition 1.2.3 Soient (X,Σ) un espace mesurable et Y un espace métrique. Alors une

fonction g : X → Y est dite fortement mesurable ou Bochner mesurable si g est (Σ,B(Y ))-

mesurable et g(X) est séparable.

Définition 1.2.4 Soient (X,Σ) un espace mesurable et Y un espace métrique, on dit que

la fonction f : X → Y est Σ-étagée (resp. dénombrablement Σ-étagée) si f est (Σ,B(Y ))-

mesurable et f(X) est fini (resp. dénombrable).

Lemme 1.2.5 Sous les notations de la Définitin 1.2.4, nous avons les caractérisations

suivantes :

• f est Bochner mesurable,

• il existe une suite de fonctions Σ-étagées définies sur X à valeurs dans Y , convergeant

simplement vers f ,

• il existe une suite de fonctions dénombrablement Σ-étagées définies sur X à valeurs

dans Y , convergeant uniformément sur X vers f .

1.2.2 La distance de Hausdorff

Définition 1.2.6 Soient A, B deux sous ensembles d’un espace métrique (X, d), l’écart

entre A et B est défini par

e(A,B) = sup
a∈A

d(a,B),

avec

d(a,B) = inf
b∈B

d(a, b),

et la distance de Hausdorff entre A et B est définie par

H(A,B) = max{e(A,B), e(B,A)}.

Propriétés élémentaires
1) e(A, ∅) = ∞ si A 6= ∅,
2) e(∅, B) = 0,

3) e(A,B) = 0 ⇐⇒ A ⊂ B,

4) e(A,B) ≤ e(A,C) + e(C,B), C un sous ensemble de X,

5) H(A,B) = 0 ⇐⇒ A = B,

6) H(A,B) ≤ H(A,C) +H(C,B).
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Si on note par Pf (X), l’ensemble des parties fermées deX, alors Pf (X) muni de la distance

de Hausdorff H, est un espace métrique.

Notons que

• si (X, d) est un espace métrique complet, alors (Pf (X),H) l’est aussi,

• si X est séparable, l’ensemble des parties compactes de X, noté Pk(X) muni de H est

aussi séparable.

1.2.3 Multi-applications et sélections

Définition 1.2.7 Soient X et Y deux ensembles non vides. Une multi-application (ou

fonction multivoque) F définie sur X à valeurs dans Y est une fonction qui à chaque

élément x ∈ X associe un sous ensemble F (x) de Y , on note F : X ⇒ Y ou F : X →
P(Y ), (P(Y ) est l’ensemble des parties de Y ).

Le domaine, le graphe et l’image de la multi-application F : X ⇒ Y sont donnés par

Dom(F ) = {x ∈ X /F (x) 6= ∅},

gph(F ) = {(x, y) ∈ X × Y : x ∈ Dom(F ), y ∈ F (x)},

Im(F ) =
⋃

x∈Dom(F )

F (x).

Définition 1.2.8 Soit F : X ⇒ Y une multi-application. On appelle sélection de F toute

application f : X → Y vérifiant

f(x) ∈ F (x), ∀x ∈ X.

1.2.4 Mesurabilité des multi-applications

Pour une étude très détaillée sur la mesurabilité des multi-applications on peut se

référer à [15] et [13].

Définition 1.2.9 Soient (J,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique et Γ : J ⇒ X.

On dit que Γ est (Σ,B(X))-mesurable ou tout simplement Σ-mesurable si pour tout ouvert

V de X,

Γ−1(V ) = {t ∈ J/ Γ(t) ∩ V 6= ∅} ∈ Σ.

Lemme 1.2.10 Soient (J,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable

et Γ : J ⇒ X une multi-application à valeurs non vides fermées. Considérons les pro-

priétés suivantes
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(i) Γ−1(B) ∈ Σ, pour tout Borélien B de X,

(ii) Γ−1(C) ∈ Σ, pour tout fermé C de X,

(iii) Γ−1(V ) ∈ Σ, pour tout ouvert V de X,

(iv) il existe une suite (σn)n de sélections mesurables de Γ telle que

∀t ∈ J, Γ(t) = {σn(t)}n∈N,

(v) ∀x ∈ X, la fonction distance d(x,Γ(·)) est mesurable,

(vi) le graphe de Γ appartient à Σ⊗ B(X).

Alors (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) =⇒ (v) =⇒ (vi).

Si Γ est à valeurs non vides complètes alors (iii) ⇐⇒ (v) ⇐⇒ (iv).

Si Γ est à valeurs non vides compactes alors (iii) =⇒ (i).

Si X est un espace de Banach séparable et Γ est à valeurs convexes compactes, alors la

mesurabilité de Γ est équivalente à la mesurabilité de la fonction support δ∗(x′,Γ(·)), pour

tout x′ ∈ X ′.

Remarque 1.2.11 La suite (σn)n dans la relation (iv) est dite une représentation de

Castaing de la multi-application Γ(·).

Lemme 1.2.12 Soit (J,Σ, ν) un espace mesuré avec ν ≥ 0, σ-finie et Σ ν-complète.

Soient X un espace métrique complet et Γ : J ⇒ X une multi-application à valeurs non

vides fermées. Alors

(i) ⇐⇒ (ii) ⇐⇒ (iii) ⇐⇒ (iv) ⇐⇒ (v) ⇐⇒ (vi).

Théorème 1.2.13 Soit (T,Σ) un espace mesurable, soient X et Y deux espace métriques

séparables. Soient Γ1 : T ⇒ X et Γ2 : T ⇒ Y deux multi-applications Σ-mesurables, alors

la multi-application Γ : T ⇒ X × Y définie par Γ(t) = (Γ1(t)× Γ2(t)) est Σ-mesurable.

Théorème 1.2.14 Soient (T,Σ) un espace mesurable, X un espace de Banach séparable

et (Γi)i∈I une famille de multi-applications Σ-mesurables définies de T dans X. Si I est

fini alors la multi-application Γ définie par Γ(t) =
∑
i∈I

Γi(t) est Σ-mesurable.

Démonstration. On va démontrer ce théorème pour I = {1, 2}. Soit V un ouvert de X,

alors

Γ−1(V ) = {t ∈ T : Γ(t)
⋂

V 6= ∅}

= {t ∈ T : (Γ1(t) + Γ2(t))
⋂

V 6= ∅}.

Posons

W = {(y1, y2) ∈ X ×X : y1 + y2 ∈ V }.
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Remarqoons que W = h−1(V ) où

h : X ×X → X

(y1, y2) 7→ h(y1, y2) = y1 + y2

est une application continue.

Comme V est un ouvert de X alors W est un ouvert de X × X. Par suite et grâce au

Théorème 1.2.13

Γ−1(V ) = {t ∈ T : Γ(t)
⋂

V 6= ∅}

= {t ∈ T : (Γ1(t)× Γ2(t))
⋂

W 6= ∅} ∈ Σ,

on conclut donc que Γ est Σ-mesurable.

Théorème 1.2.15 (Théorème d’existence de sélections mesurables).

Soient (J,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable et F : J ⇒

X une multi-application Σ-mesurable à valeurs fermées. Alors F admet au moins une

sélection mesurable.

Définition 1.2.16 Soit (J,Σ) un espace mesurable. Une multi-application Γ : J ⇒ X

est dite intégrablement bornée ou scalairement intégrable si Γ est mesurable et la fonction

t 7→ |Γ(t)| appartient à L1
R(J) où |Γ(t)| = sup

x∈Γ(t)

‖x‖.

Définition 1.2.17 Soient (J,Σ, ν) un espace mesuré fini, X un ensemble métrique séparable

et Γ : J ⇒ X une multi-application à valeurs non vides fermées. Alors l’ensemble de toutes

les sélections Bochner-Lebesgue-intégrables de Γ est défini par

S1
Γ = {f ∈ L1

X(J)/ f(t) ∈ Γ(t), ν. p.p}.

Il est clair que S1
Γ est fermé (puisque Γ est à valeurs fermées). En utilisant le théorème

de sélection d’Aumann (voir [31] Théorème 5.10), on peut voir que S1
Γ est non vide si et

seulement si la fonction

t 7→ inf
x∈Γ(t)

‖x‖

appartient à L1
R(J). C’est le cas lorsque la fonction

t 7→ |Γ(t)| = sup
x∈Γ(t)

‖x‖

appartient à L1
R(J).
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Définition 1.2.18 Soit (J,Σ, ν) un espace mesuré et soit Γ : J ⇒ E une multi-application

intégrablement bornée. Alors on définit l’intégrale de Γ par∫
J

Γ(t)dν(t) = {
∫
J

f(t)dν(t)/ f ∈ S1
Γ}.

Théorème 1.2.19 Soit (J,Σ, ν) un espace mesuré ν ≥ 0, σ-finie est Σ ν-complète. Soient

E un espace de Banach séparable et Γ : J ⇒ E une multi-application intégrablement

bornée à valeurs non vides convexes compactes. Alors S1
Γ est convexe σ(L1

E(J),L∞E′(J))-

compact et l’intégrale multivoque
∫
J

Γ(t)dν(t) est norme-compacte.

Définition 1.2.20 Soit (J,Σ, ν) un espace mesuré positif . On dit qu’un sous ensemble

N de J est ν-négligeable s’il existe A ∈ Σ tel que N ⊂ A et ν(A) = 0.

Définition 1.2.21 Soit (J,Σ, ν) un espace mesuré positif. Alors la tribu complétée Σν de

Σ est la tribu engendrée par Σ et tous les ensembles négligeables,

Σν = {A ∪N : A ∈ Σ, N ∈ N},

N est l’ensemble des parties ν-négligeables de J .

On note par Σ̃ l’intersection de toutes les tribus complétées de Σ, c’est à dire, Σ̃ =
⋂

Σν.

Théorème 1.2.22 Soient (T,Σ) un espace mesurable et E un espace de Banach séparable.

Soient f : T → E une application mesurable et ρ : T → [0,∞[ une fonction mesurable.

Alors

1) t 7→ B(f(t), ρ(t)) est une multi-application mesurable.

2) Considérons (T, Σ̃, ν) un espace mesuré positif avec ν σ-finie. Soit Γ : T ⇒ E une

multi-application mesurable à valeurs non vides fermées, alors

t 7→ Ξ(t) = {x ∈ Γ(t) : ‖f(t)− x‖ = d(f(t),Γ(t))},

est Σ̃-mesurable ou Ξ(t) est éventuellement vide.

Démonstration. (Voir [15] et [4]).

1) Posons G(t) = B(f(t), ρ(t)), alors G(t) = f(t) + ρ(t)B(0, 1). D’autre part E est un

espace de Banach séparable et donc B(0, 1) est séparable, d’où B(0, 1) = {xn}n.

Considérons maintenant l’application gn : T → E définie par gn(t) = f(t)+ρ(t)xn, comme

ρ est mesurable alors ρ(·)xn est mesurable et comme f est mesurable et E un espace de

Banach alors gn est mesurable.

De plus

{gn(t)}n = {f(t) + ρ(t)xn}n

= f(t) + ρ(t){xn}n

= f(t) + ρ(t)B(0, 1) = G(t).
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Donc G admet une représentation de Castaing et par suite G est mesuarble (Lemme

1.2.11).

2) Montrons maintenant que si Ξ est à valeurs non vides alors elle est Σ̃-mesurable.

gph(Ξ) = {(t, x) ∈ T × E : x ∈ Ξ(t)}
= {(t, x) ∈ T × E : x ∈ Γ(t) et ‖f(t)− x‖ = d(f(t),Γ(t))}
= {(t, x) ∈ T × E : x ∈ Γ(t)}

⋂
{(t, x) ∈ T × E : ‖f(t)− x‖ = d(f(t),Γ(t))}

= gph(Γ)
⋂

gph(H),

oùH est la multi-application définie de T à valeurs dans E parH(t) = G(t) = B(f(t), ρ(t)),

avec ρ(t) = d(f(t),Γ(t)). D’après 1) H est Σ-mesurable et comme Γ est Σ-mesurable, alors

d’après le Lemme 1.2.11 gph(Γ), gph(H) ∈ Σ⊗B(E) et donc gph(Ξ) ∈ Σ⊗B(E) et par

conséquent Ξ est Σ̃-mesurable.

Remarque 1.2.23 Si E est un espace de dimension finie ou si Γ(·) est à valeurs com-

pactes alors Ξ est à valeurs non vides.

1.2.5 Quelques concepts de continuité

Pour plus de détails sur la semicontinuité supérieure et la semicontinuité inférieure

des multi-applications voir [1] et [27].

Définition 1.2.24 Soient X, Y deux espaces topologiques, F : X ⇒ Y une multi-

application. Alors F est dite semicontinue supérieurement (s.c.s) au point x0 ∈ X, si

pour tout ouvert V de Y tel que F (x) ⊂ V , il existe un ouvert U de X tel que x0 ∈ U et

F (x) ⊂ V , ∀x ∈ U .

On dit que F est s.c.s sur X si elle est s.c.s en tout point x ∈ X.

Définition 1.2.25 Soient X, Y deux espaces topologiques, F : X ⇒ Y une multi-

application. Alors F est dite semicontinue inférieurement (s.c.i) au point x0 ∈ X, si

pour tout ouvert V de Y tel que F (x0)∩V 6= ∅, il existe un ouvert U de X tel que x0 ∈ U
et F (U)

⋂
V 6= ∅.

On dit que F est s.c.i sur X si elle est s.c.i en tout point x ∈ X.

Voici quelques caractérisations de la semicontinuité supérieure et inférieure.

Proposition 1.2.26 Soit F : X ⇒ Y une multi-application, alors les assertions sui-

vantes sont équivalentes

(i) F est semicontinue supérieurement sur X,

(ii) l’ensemble F−1
+ (G) = {x ∈ X : F (x) ⊂ G} est un ouvert de X pour tout ouvert G
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de Y ,

(iii) l’ensemble F−1(M) = {x ∈ X : F (x) ∩M 6= ∅} est un fermé de X pour tout fermé

M de Y .

Proposition 1.2.27 Soit F : X ⇒ Y une multi-application, alors les assertions sui-

vantes sont équivalentes

(i) F est semicontinue inférieurement sur X,

(ii) l’ensemble F−1
+ (M) = {x ∈ X : F (x) ⊂ M} est un fermé de X pour tout fermé M

de Y ,

(iii) l’ensemble F−1(G) = {x ∈ X : F (x)
⋂
G 6= ∅} est un ouvert de X pour tout ouvert

G de Y .

Théorème 1.2.28 Soient X, Y deux espaces métriques et F : X ⇒ Y une multi-

application à valeurs fermées et semicontinue supérieurement. Alors le graphe de F est

fermé dans X × Y .

Théorème 1.2.29 Soient X, Y deux espaces métriques et F : X ⇒ Y une multi-

application à valeurs compactes. Si Y est compact et si le graphe de F est fermé dans

X × Y alors F est semicontinue supérieurement.

Théorème 1.2.30 Soient X, Y deux espaces métriques et F : X ⇒ Y une multi-

application. Alors F est semicontinue inférieurement si et seulement si pour toute suite

(xn)n de points de X convergeant vers x0 et pour tout y0 ∈ F (x0) il existe une suite (yn)n

telle que yn ∈ F (xn) et (yn)n converge vers y0.

Définition 1.2.31 Soient X, Y deux espaces métriques et soit F : X ⇒ Y une multi-

application, on dit que F est H-semicontinue inférieurement au point x0 ∈ X si et seule-

ment si

∀ε > 0, ∃δ > 0, F (x0) ⊂ V (F (x), ε); ∀x ∈ B(x0, δ),

où

V (F (x), ε) = {y ∈ Y : d(y, F (x) ≤ ε}.

Théorème 1.2.32 Soient X, Y deux espaces métriques et soit F : X ⇒ Y une multi-

application à valeurs compactes. Alors F est H-semicontinue inférieurement si et seule-

ment si F est semicontinue inférieurement.

Les résultats que nous allons donné dans la suite sont pris de la référence [4].
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Définition 1.2.33 Soient X et Y deux espaces métriques, F : X ⇒ Y une multi-application.

Alors on définit

lim sup
x′→x

F (x′) = {y ∈ Y : lim inf
x′→x

d(y, F (x′)) = 0}.

lim inf
x′→x

F (x′) = {y ∈ Y : lim sup
x′→x

d(y, F (x′)) = 0}.

Il est clair que

lim inf
x′→x

F (x′) ⊂ F (x) ⊂ lim sup
x′→x

F (x′).

Théorème 1.2.34 Soient X et Y deux espaces métriques, F : X ⇒ Y une multi-

application semicotinue supérieurement à valeurs compactes, alors

lim sup
x′→x

F (x′) = F (x).

Pour la démonstration de ce théorème nous avons besoin du corollaire suivant

Corollaire 1.2.35 Soient X et Y deux espaces métriques, F : X ⇒ Y une multi-application.

Si F est semicontinue inférieurement (resp. semicontinue supérieurement à valeurs com-

pactes), alors la fonction (x, y) 7→ d(y, F (x)) est semicontinue supérieurement (resp. se-

micontinue inférieurement) sur Dom(F ).

Démonstration du Théorème 1.2.34.

Nous avons F (x) ⊂ lim sup
x′→x

F (x′) et comme F est à valeurs compactes. On a F (x) ⊂

lim sup
x′→x

F (x′). Il suffit donc de montrer que lim sup
x′→x

F (x′) ⊂ F (x).

Soit y ∈ lim sup
x′→x

F (x′), alors lim inf
x′→x

d(y, F (x′)) = 0. Comme F est semicontinue supérieurement,

d’après le Corollaire 1.2.35, la fonction (x, y) 7→ d(y, F (x)) est semicontinue inférieurement

sur Dom(F ), c’est à dire,

lim inf
x′→x

d(y, F (x′)) ≥ d(y, F (x)),

et par suite d(y, F (x)) ≤ 0, donc d(y, F (x)) = 0 ce qui implique y ∈ F (x) = F (x) et par

conséquent lim sup
x′→x

F (x′) ⊂ F (x).�

Théorème 1.2.36 Considérons une suite de sous ensembles contenus dans un ensemble

compact K d’un espace de Banach séparable E. Alors

co(lim sup
n→∞

Kn) =
⋂
N>0

co(
⋃

n≥N

Kn).
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Démonstration

Montrons tout d’abord que

co(lim sup
n→∞

Kn) ⊂
⋂
N>0

co(
⋃

n≥N

Kn).

Nous avons ⋃
n≥N

Kn ⊂ co(
⋃

n≥N

Kn) ⇒
⋃

n≥N

Kn ⊂ co(
⋃

n≥N

Kn)

⇒
⋂
N>0

⋃
n≥N

Kn ⊂
⋂
N>0

co(
⋃

n≥N

Kn)

⇒ co(
⋂
N>0

⋃
n≥N

Kn) ⊂ co
⋂
N>0

co(
⋃

n≥N

Kn)

⇒ co(
⋂
N>0

⋃
n≥N

Kn) ⊂
⋂
N>0

co(
⋃

n≥N

Kn).

Comme

lim sup
n→∞

Kn =
⋂
N>0

(
⋃

n≥N

Kn),

alors

co(lim sup
n→∞

Kn) ⊂
⋂
N>0

co(
⋃

n≥N

Kn).

On donne la démonstration de la deuxième inclusion dans un espace de dimension finie.

Posons A =
⋂

N>0

co(
⋃

n≥N

Kn). Soit x ∈ A, alors x ∈
⋂

N>0

co(
⋃

n≥N

Kn) et par suite pour tout

N > 0, x ∈ co(
⋃

n≥N

Kn), donc x est limite d’une suite (vk)k ⊂ co(
⋃

n≥N

Kn) et par suite

pour tout k > 0, vk =
p∑

j=0

ak
jxkj tel que ak

j ≥ 0,
p∑

j=0

ak
j = 1 et xkj ∈

⋃
n≥N

Kn.

Soit ak = (ak
0, a

k
1, ...., a

k
p) ∈ Rp+1, (ak)k est une suite bornée dans Rp+1, alors elle est

relativement compacte et par suite on peut supposer par extraction d’une sous suite que

(ak)k converge uniformément vers a = (a0, a1, ..., ap) tel que aj ≥ 0 pour tout j = 0, 1, ..., p

et
p∑

j=0

aj = 1.

D’autre part, (xkj)k ∈
⋃

n≥N

Kn ⊂ K, qui est compact et donc par extraction d’une sous

suite, on peut supposer que (xkj)k converge uniformément vers xj. De plus, (xkj)kj≥N ⊂⋃
n≥N

Kn, donc xj ∈
⋃

n≥N

Kn et par suite xj ∈
⋂

N>0

⋃
n≥N

Kn = lim sup
n→∞

Kn.
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On obtient alors,

x = lim
k→∞

vk = lim
k→∞

p∑
j=0

ak
jxkj

=

p∑
j=0

ajxj,

et par suite x ∈ co(lim sup
n→∞

Kn), par conséquent A ⊂ co(lim sup
n→∞

Kn), d’où

co(lim sup
n→∞

Kn) =
⋂

n>0

co(
⋃

n≥N

Kn).

On donne maintenant un théorème d’existence de sélection pour les multi-applications

semicontinues inférieurement.

Théorème 1.2.37 (théorème d’existence de sélections continues).Voir [10] et [21].

Soient X un espace métrique séparable et E un espace de Banach, et soit F : X ⇒

L1
E([0, 1]) une multi-application à valeurs fermées décomposables semicontinue inférieurement.

Alors F admet au moins une sélection mesurable.

Nous terminons cette section par l’ennoncé d’un théorème de Fermeture pour les multi-

applications semicontinues supérieurement.

Théorème 1.2.38 Soient E un espace de Banach séparable, X un espace topologique et

Φ une multi-application définie sur [0, T ] × X à valeurs non vides convexes compactes

dans E et telle que pour tout t ∈ [0, T ] fixé, Φ(t, ·) est semicontinue supérieurement.

Soient (xn), x des fonctions définies de [0, T ] à valeurs dans X et (yn), y des fonctions

intégrables définies sur [0, T ] à valeurs dans E. Supposons que

(a) lim
n→∞

xn(t) = x(t), p.p sur [0, T ],

(b) (yn)n converge vers y σ(L1
E,L

∞
E′),

(c) yn(t) ∈ Φ(t, xn(t)), p.p sur [0, T ].

Alors y(t) ∈ Φ(t, x(t)), p.p sur [0, T ].

1.2.6 Quelques théorèmes du point fixe

Dans cette section, on donne quelques théorèmes du point fixe qui nous seront utiles

dans la démonstration de nos résultats d’existence. pour plus de détails. Voir [27].

Théorème 1.2.39 (Théorème du point fixe de Kakutani)

Soient X un espace topologique séparé localement convexe, S un sous ensemble non vide

convexe compact de X et F : S ⇒ S une multi-application semicontinue supérieurement

à valeurs non vides convexes compactes. Alors F admet un point fixe dans S, c’est à dire,

il existe x ∈ S tel que x ∈ F (x).

17



Théorème 1.2.40 (Forme faible du théorème de Kakutani)

Soient E un espace de Banach, S un sous ensemble non vide convexe faiblement compact

de E et F : S ⇒ S une multi-application faiblement-faiblement semicontinue supérieurement

et à valeurs non vides convexes faiblement compactes. Alors F admet un point fixe dans

S.

Définition 1.2.41 Soient E et F deux espaces de Banach et A : E → F un opérateur. On

dit que A est compact si l’adhérence de l’image de toute partie bornée de E est compacte.

Théorème 1.2.42 Soient Y un espace vectoriel normé et A : Y ⇒ Y un opérateur

multivoque compact semicontinu supérieurement à valeurs convexes compactes. Supposons

qu’il existe R > 0 tel qu’on ait l’estimation suivante

x ∈ λAx (0 < λ ≤ 1) ⇒ ‖x‖ ≤ R.

Alors A admet un point fixe dans la boule B(0, R).

1.2.7 Quelques théorèmes de convergence

Les résultats suivants sont pris de la référence [19].

Théorème 1.2.43 (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue)

Soit (E,Σ, µ) un espace mesuré. Si la suite (fn) de fonctions définies µ-p.p sur E à valeurs

dans R, converge µ-p.p vers une fonction f et si de plus les fn supposées ν-intégrables

vérifient µ-p.p et pour tout n la condition

|fn(x)| ≤ g(x),

où g est une fonction µ-intégrable indépendante de n. Alors f est µ-intégrable et on a

µ(f) = lim
n→∞

µ(fn).

Lemme 1.2.44 (Lemme de Fatou)

Soit (E,Σ, ν) un espace mesuré. Soit (fn) une suite majorée (resp. minorée) dans L1
E(µ)

telle que la suite (µ(fn)) est minorée (resp. majorée) dans R. Alors la limite supérieure

(resp. inférieure) de la suite (fn) est µ-intégrable et on a

µ(lim sup
n→∞

fn) ≥ lim sup
n→∞

µ(fn)

(resp.

µ(lim inf
n→∞

fn) ≤ lim inf
n→∞

µ(fn)).
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Théorème 1.2.45 Soit φ une fonction à valeurs réelles, définie sur Vs × (E \A), où Vs

est un voisinage d’un point s ∈ R, E un espace de Banach séparable et A ⊂ E est un sous

ensemble µ-négligeable. Si pour chaque t ∈ Vs, la fonction x 7→ φ(t, x) est µ-intégrable sur

E et si de plus, sur Vs × (E \A), la fonction φ admet une dérivée partielle par rapport à

t vérifiant l’inégalité

|∂φ
∂t

(t, x)| ≤ g(x),

où g est µ-intégrable indépendante de t, alors la fonction

t 7→
∫
φ(t, x)dµ(x)

est dérivable au point s et l’on a

d

dt
(

∫
φ(s, x)dµ(x) =

∫
∂φ

∂t
(s, x)dν(x).

Théorème 1.2.46 (Théorème d’Ascoli-Arzelà).Voir [1].

Soient J un espace métrique compact, Y un espace métrique complet, et H un sous en-

semble de C(J, Y ), l’espace des applications continues définies sur J à valeurs dans Y ,

muni de la topologie de la convergence uniforme. Alors H est relativement compact si et

seulement si H est equicontinu et H(x) est relativement compact, avec

H(x) = {f(x)/ f ∈ H}.

Théorème 1.2.47 ( Conséquence du Théorème d’Ascoli-Arzelà).Voir [1] et [4]

Soient J un sous ensemble compact de R, E un espace de dimension finie et soit (fn)n

une suite de fonctions absolument continues définies sur J à valeurs dans E satisfaisant

les conditions suivantes

(1) ∀t ∈ J , (fn)n est un sous ensemble relativement compact dans E,

(2) il existe une fonction à valeurs réelles positives h ∈ L1
R(J) telle que

‖fn(t)‖ ≤ h(t), p.p surJ.

Alors il existe une sous suite de (fn)n(qu’on note aussi (fn)) qui converge vers une fonction

absolument continue f : J → E au sens suivant

(a) (fn)n converge uniformément vers f ,

(b) (ḟn)n converge faiblement vers ḟ dans L1
E(J), c’est à dire, (ḟn)n converge vers ḟ

σ(L1
E(J),L∞E (J)).

Définition 1.2.48 Soit (e′n) une suite d’éléments du dual X ′ d’un espace topolgique X.

On dit que (e′n) sépare les points de X si pour tous x, y ∈ X, x 6= y, il existe n ∈ N tel

que

〈e′n, x〉 6= 〈e′n, y〉.

Si X est un espace séparable X ′ admet une telle suite.
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1.2.8 Quelques résultats de compacité

Les résultats suivants sont pris de la référence [3] et [27].

Théorème 1.2.49 (Théorème de Banch Dieudonné).

Sient E un espace de Banach, BE′ la boule unité fermée de E ′. Alors sur BE′ la topologie

de la convergence faible coincide avec la topologie de la convergence compacte.

(BE′ , σ(E ′, E)) est métrisable.

Proposition 1.2.50 Soit K un sous ensemble borné convexe de E. Alors K est compact

si et seulement si la fonction x′ 7→ δ∗(x′, K) est continue sur BE′ muni de la topologie de

la convergence compacte.

Théorème 1.2.51 (Théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki)

Soit E un espace de Banach. Alors la boule unité fermée de E ′ est compacte pour la

topologie σ(E ′, E).

Théorème 1.2.52 (Théorème d’Alaoglu)

Soit E un espace de Banach séparable et soit M ′ ⊂ E ′, si M ′ est borné pour la norme de

E ′ et fermé pour la topologie σ(E ′, E). Alors M ′ est compact pour cette topologie.

Théorème 1.2.53 (Théorème d’Eberlein-Smǔlian).

Soit S un sous ensemble d’un espace de Banach. Alors les deux propriétés suivantes sont

équivalentes

(i) S est faiblement (relativement) séquentiellement compact.

(ii) S est faiblement (relativement) compact.

Théorème 1.2.54 (Théorème de Mazur).

Soient E un espace de Banach et A un sous ensemble compact de E. Alors co(A) est

compact.

Théorème 1.2.55 (Théorème de Banch-Mazur).

Soit E un espace de Banach, et soit (xn) une suite d’éléments de E convergeant faiblement

vers x. Alors il existe une suite (zn) (où zn est une combinaison convexe des éléments

xn, xn+1, .....) convergeant fortement vers x.

Théorème 1.2.56 Soit E un espace de Banach et soit M un sous ensemble convexe de

E. Alors M est faiblement fermé si et seulement si M est fortement fermé.
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Chapitre 2

Résultats d’existence de solutions

pour une inclusion différentielle du

second ordre avec une perturbation

non convexe

Ce chapitre comporte deux sections, dans la première, nous pésentons un résultat

d’existence de solutions pour une inclusion différentielle du second ordre avec des condi-

tions aux limites en trois points de la forme

(PF,H)

{
ü(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) +H(t, u(t), u̇(t)); p. p. t ∈ [0, 1],

u(0) = 0; u(θ) = u(1).

où E est un espace de Banach séparabe, F : [0, 1]×E×E ⇒ E est une multi-application

semicontinue supérieurement sur E ×E et H : [0, 1]×E ×E ⇒ E une multi-application

semicontinue inférieurement. Dans la deuxième section, nous étudions le même problème

d’existence où on affaiblit l’hypothèse de semicontinuité inférieure surH, i. e., on considère

H semicontinue mixte mais pour E un espace de dimension finie.

Le premier résultat, élargit au cas d’une somme de deux perturbations le résultat

prouvé dans [5] concernant l’existence de solutions pour le problème

(PF )

{
ü(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t))); p. p. t ∈ [0, 1],

u(0) = 0; u(θ) = u(1)

oùE est un espace de Banach séparable et F une multi-application semicontinue supérieurement

sur E × E.
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Le deuxième résultat de cette section élargit en un sens celui de l’existence de solutions

pour (PF ) où F est semicontinue mixte prouvé dans [6] dans le contexte d’un espace de

Banach séparable.
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2.1 Résultat d’existence de solutions sous la semi-

continuité inférieure de la multi-application H

Au début de cette section, nous donnons un lemme préliminaire où nous démontrons

quelques propriétés d’une fonction de Green, dont on aura besoin avec force dans la

démonstration de nos résultats d’existence de solutions.

Cette fonction a été utilisée par plusieurs auteurs pour l’étude des équations et in-

clusions différentielles, nous citons Hartman [25] qui a introduit une telle fonction, pour

l’étude du problème avec des conditions aux limites en deux points pour une équation

différentielle ordinaire du second ordre. Marano [28, 29], Ibrahim-Gomaa [24], Azzam-

Castaing et Thibault [5] qui ont élargi l’étude aux problèmes avec des conditions aux

limites en trois points pour une inclusion différentielle du second ordre.

Lemme 2.1.1 (Lemme 14.1 dans [3] et Lemme 1 dans [5]) Soient E un espace de Banach

séparable, θ ∈]0, 1[ et G : [0, 1]× [0, 1] → R la fonction définie par

G(t, s) =


−s si 0 ≤ s ≤ t,

−t si t < s ≤ θ,
t(s−1)
1−θ

si θ < s ≤ 1,

(2.1)

si 0 ≤ t < θ

G(t, s) =


−s si 0 ≤ s ≤ θ,

(θ(s−t)+s(t−1))
1−θ

si θ < s ≤ t,
t(s−1)
1−θ

si t < s ≤ 1.

(2.2)

si θ ≤ t ≤ 1.

Alors on a les résultats suivants

1) si u ∈ W2,1
B,E avec u(0) = 0 et u(θ) = u(1), alors

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)ü(s)ds, ∀t ∈ [0, 1]. (2.3)

2) G(·, s) est dérivable sur [0, 1] pour tout s ∈ [0, 1], c’est à dire que G(·, s) est dérivable

à droite sur [0, 1[ et dérivable à gauche sur ]0, 1]. Sa dérivée est donnée par

∂G

∂t
(t, s) =


0 si 0 ≤ s ≤ t,

−1 si t < s ≤ θ,
(s−1)
1−θ

si θ < s ≤ 1,

(2.4)

si 0 ≤ t < θ

∂G

∂t
(t, s) =


0 si 0 ≤ s ≤ θ,

s−θ
1−θ

si θ < s ≤ t,
(s−1)
1−θ

si t < s ≤ 1.

(2.5)
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si θ ≤ t ≤ 1.

3) G(·, ·) et
∂G

∂t
(·, ·) vérifient

sup
t,s∈[0,1]

|G(t, s)| ≤ 1, sup
t,s∈[0,1]

|∂G
∂t

(t, s)| ≤ 1. (2.6)

(4) Soit f ∈ L1
E([0, 1]) et soit uf : [0, 1] → E l’application défine par

uf (t) =

1∫
0

G(t, s)f(s)ds,∀t ∈ [0, 1], (2.7)

alors uf (0) = 0 et uf (θ) = uf (1).

De plus, la fonction uf est dérivable, et sa dérivée u̇f vérifie

lim
h→0

uf (t+ h)− uf (t)

h
= u̇f (t) =

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds, (2.8)

pour tout t ∈ [0, 1].

Par conséquent, u̇f est une application continue définie de [0, 1] dans E.

(5) la fonction u̇f est scalairement dérivable, c’est à dire, pour tout x′ ∈ E ′ la fonc-

tion scalaire 〈x′, u̇f (·)〉 est dérivable et sa dérivée faible üf est égale à f presque partout,

i.e.,

üf = f, p.p. (2.9)

On donne la démonstration de ce lemme pour la comodité de lecture.

Démonstration.

1) Soit 0 ≤ t < θ. Nous avons

1∫
0

G(t, s)ü(s)ds =

t∫
0

−sü(s)ds+

θ∫
t

−tü(s)ds+
t

1− θ

1∫
θ

(s− 1)ü(s)ds

= [−su̇(s)]t0 +

θ∫
t

u̇(s)ds− t(u̇(θ)− u̇(t)) +
t

1− θ
[(s− 1)u̇(s)]1θ

− t

1− θ

∫ 1

θ

u̇(s)ds

= −tu̇(t) + u(t)− u(0)− tu̇(θ) + tu̇(t) + tu̇(θ)− t

1− θ
(u(1)− u(θ))

= u(t)− u(0),

et donc

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)ü(s)ds, ∀t ∈ [0, 1].
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Soit θ ≤ t ≤ 1. Nous avons

1∫
0

G(t, s)ü(s)ds =

θ∫
0

−sü(s)ds+

t∫
θ

(θ(s− t) + s(t− 1))

1− θ
ü(s)ds

+

1∫
t

t(s− 1)

1− θ
ü(s)ds

= [−su̇(s)]θ0 +
1

1− θ
[(θ(s− t) + s(t− 1))u̇(s)]tθ

− 1

1− θ

t∫
θ

(θ + t− 1)u̇(s)ds+
t

1− θ
[(s− 1)u̇(s)]1t

− t

1− θ

1∫
t

u̇(s)ds

= u(t)− u(0) +
t

1− θ
(u(1)− u(θ))

= u(t)− u(0)

d’où

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)ü(s)ds, ∀t ∈ [0, 1].

2) Soit t ∈ [0, θ[. Pour tout s ∈ [0, 1], fixé et pour tout h > 0 assez petit, avec t < t+h ≤ θ,

nous avons

G(t+ h)−G(t)

h
=


0 si 0 ≤ s ≤ t ≤ t+ h,

−t−h+t
h

si t+ h ≤ s ≤ θ
[(t+h)(s−1)−t(s−1))

h(1−θ)
si θ < s ≤ 1

d’où

lim
h→0

G(t+ h)−G(t)

h
=
∂G

∂t
(t, s) =


0 si 0 ≤ s ≤ θ,

s−θ
1−θ

si θ < s ≤ t,
(s−1)
1−θ

si t < s ≤ 1.

Soit maintenant t ∈ [θ, 1]. Pour tout s ∈ [0, 1], fixé et pour tout h > 0 assez petit avec

θ ≤ t < t+ h < 1, nous avons

G(t+ h)−G(t)

h
=


0 si 0 ≤ s ≤ θ,

−θh+sh
h(1−θ)

si θ ≤ s ≤ t < t+ h,
h(s−1)
h(1−θ)

si t+ h < s ≤ 1

d’où

lim
h→0

G(t+ h)−G(t)

h
=
∂G

∂t
(t, s) =


0 si 0 ≤ s ≤ θ,

s−θ
1−θ

si θ < s ≤ t,
(s−1)
1−θ

si t < s ≤ 1.
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Donc, G(·, s) est dérivable à droite sur [0, 1[, et sa dérivée est donnée par les relations

(2.4) et (2.5).

De la même façon on démontre que G(·, s) est dérivable à gauche sur ]0, 1], et sa dérivée

est donnée par les relations (2.4) et (2.5).

3) D’après la définiton de G, pour 0 ≤ t < θ < s ≤ 1,

|G(t, s)| = |ts− 1

1− θ
| = t

1− s

1− θ
≤ t

1− θ

1− θ
≤ 1,

pour θ < s ≤ t ≤ 1

|G(t, s)| =
(θ(s− t) + s(t− 1))

1− θ

≤ θ
t− s

1− θ
+ s

1− t

1− θ

≤ t− s

1− θ
+

1− t

1− θ

≤ 1− s

1− θ
≤ 1,

et pour θ ≤ t < s ≤ 1

|G(t, s)| = |ts− 1

1− θ
| = t

1− s

1− θ
≤ 1.

On conclut que

sup
t,s∈[0,1]

|G(t, s)| ≤ 1.

D’après les relations (2.4) et (2.5), il est facile de vérifier que

sup
t,s∈[0,1]

|∂G
∂t

(t, s)| ≤ 1.

4) Soit f ∈ L1
E([0, 1]) et soit uf : [0, 1] → E l’application définie par

uf (t) =

1∫
0

G(t, s)f(s)ds,∀t ∈ [0, 1],

on voit bien que uf (0) = 0 et d’après la définition de G

uf (1) =

θ∫
0

−sf(s)ds+

1∫
θ

θ
s− 1

1− θ
f(s)ds = uf (θ).

Comme

uf (t) =

1∫
0

G(t, s)f(s)ds,∀ t ∈ [0, 1],
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et

sup
t,s∈[0,1]

|G(t, s)| ≤ 1,

le théorème de Lebesgue nous donne la continuté de uf sur [0, 1].

On veut démontrer maintenant que uf est dérivable. En effet,

a) la fonction G(t, ·)f(·) est Lebesgue-intégrable pour tout t ∈ [0, 1],

b) d’après 2), la fonction G(·, s) est dérivable pour tout s ∈ [0, 1], fixé,

c)

‖∂G
∂t

(t, s)f(s)‖ ≤ ‖f(s)‖, pour tout (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1],

les propriétés a), b) et c) nous permettent de conclure, d’après le Théorème 1.2.43 chapitre

1, que uf est dérivable et que sa dérivée u̇f est donnée par

u̇f (t) =

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, 1].

5) les relations (2.4) et (2.8) nous donnent

u̇f (t) =

t∫
θ

f(s)ds+
1

1− θ

1∫
θ

(s− 1)f(s)ds,

pour 0 ≤ t < θ. D’où pour tout x′ ∈ E ′,

〈x′, üf (t)〉 =
∂

∂t
〈x′, u̇f (t)〉

=
∂

∂t
〈x′,

t∫
θ

f(s)ds+
1

1− θ

1∫
θ

(s− 1)f(s)ds〉

= 〈x′, ∂
∂t

t∫
θ

f(s)ds+
1

1− θ

1∫
θ

(s− 1)f(s)ds〉

= 〈x′, f(t)〉,

pour presque tout t ∈ [0, θ[.

Soit (e′n) une suite d’éléments de E ′ qui sépare les points de E. Alors nous avons

〈e′n, üf (t)〉 = 〈e′n, f(t)〉, pour tout n ∈ N et pour presque tout t ∈ [0, θ[. On conclut donc

que üf = f sur [0, θ[.

Les relations (2.5) et (2.8) nous donnent

u̇f (t) =
1

1− θ

t∫
θ

(s− θ)f(s)ds+
1

1− θ

1∫
t

(s− 1)f(s)ds,
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pour tout θ ≤ t ≤ 1, d’où pour tout x′ ∈ E ′, nous avons

〈x′, üf (t)〉 = 〈x′, t− θ

1− θ
f(t) +

1− t

1− θ
f(t)〉 = 〈x′, f(t)〉,

pour presque tout t ∈ [θ, 1]. Par suite üf (t) = f(t), p. p. t ∈ [θ, 1].

Par conséquent

üf (t) = f(t), p.p. t ∈ [0, 1].

On donne maintenant une conséquence du Lemme 2.1.1 qui nous sera aussi utile par

la suite.

Proposition 2.1.2 Soit E un espace de Banach séparable et soit f : [0, 1] → E une

application continue (respectivement dans L1
E([0, 1])). Alors l’application uf : [0, 1] → E

définie par

uf (t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds,

est la solution unique dans C2
E([0, 1]) (respectivement dans W2,1

B,E([0, 1])) de l’équation

différentielle

(P)

{
ü(t) = f(t); ∀t ∈ [0, 1],

u(0) = 0; u(θ) = u(1).

Démonstration

Si 0 ≤ t < θ, nous avons

uf (t) =

t∫
0

−sf(s)ds+

θ∫
t

−tf(s)ds+

1∫
θ

t
s− 1

1− θ
f(s)ds,

d’où

u̇f (t) = −tf(t)−
θ∫

t

f(s)ds+ tf(t) +

1∫
θ

s− 1

1− θ
f(s)ds,

et donc

üf (t) = f(t),

avec uf (0) = 0, et uf (θ) = uf (1).

Si 0 < θ < t ≤ 1, nous avons

uf (t) =

θ∫
0

−sf(s)ds+

t∫
θ

θ(s− t) + s(t− 1)

1− θ
f(s)ds+

1∫
t

t(s− 1)

1− θ
f(s)ds,

d’où

u̇f (t) =

t∫
θ

s− θ

1− θ
f(s)ds+

t(t− 1)

1− θ
f(t) +

1∫
t

s− 1

1− θ
f(s)ds− t(t− 1)

1− θ
f(t),
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et donc

üf (t) = f(t),

avec uf (0) = 0 et uf (θ) = uf (1). On conclut donc que uf est solution de (P).

Unicité de la solution

Soient uf , vf deux solutions de (P). Alors

üf (t) = v̈f (t) = f(t), ∀t ∈ [0, 1].

D’aprés (2.3) du Lemme 2.1.1

uf (t) =

1∫
0

G(t, s)üf (s)ds

=

1∫
0

G(t, s)v̈f (s)ds

= vf (t), ∀t ∈ [0, 1],

d’où l’unicité de la solution.

Nous sommes maintenant en mesure de donner notre principal théorème d’existence

de cette section.

Théorème 2.1.3 Soient E un espace de Banach séparable et F : [0, 1] × E × E ⇒ E

une multi-application à valeurs convexes compactes, mesurable sur [0, 1] et semicontinue

supérieurement sur E×E. Soit H : [0, 1]×E×E ⇒ E une autre multi-application à valeurs

non vides compactes, semicontinue inférieurement sur E × E et de graphe mesurable.

Supposons que, (pour i = 1, 2), il existe une multi-application Γi : [0, 1] ⇒ E mesurable,

à valeurs convexes compactes, et intégrablement bornée, telles que F (t, x, y) ⊂ Γ1(t) et

H(t, x, y) ⊂ Γ2(t) pour tout (t, x, y) ∈ [0, 1]× E × E. Alors l’inclusion différentielle

(PF,H)

{
ü(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) +H(t, u(t), u̇(t)); p.p. t ∈ [0, 1],

u(0) = 0; u(θ) = u(1)

admet au moins une solution dans W2,1
B,E([0, 1]).

Démonstration.

Etape 1.

Prenons co({0} ∪ Γi(t)), on peut supposer que 0 ∈ Γi(t) pour tout t ∈ [0, 1] et i = 1, 2.

Considérons la multi-application Γ : [0, 1] ⇒ E définie par Γ(t) = Γ1(t) + Γ2(t). Γ

admet les mêmes propriétés que Γ1 et Γ2. En effet, montrons tout d’abord que Γ(t) est

convexe pour tout t[0, 1].
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Soient v, w ∈ Γ(t) et λ ∈]0, 1[, alors il existe vi, wi ∈ Γi(t), (i = 1, 2), tels que v = v1 + v2

et w = w1 + w2 nous avons,

λv + (1− λ)w = λ(v1 + v2) + (1− λ)(w1 + w2)

= λv1 + (1− λ)w1 + λv2 + (1− λ)w2,

comme Γi(t) est convexe, on conclut alors que λvi + (1 − λ)wi ∈ Γi(t) (i = 1, 2), et par

suite λv + (1− λ)w ∈ Γ(t).

Montrons maintenant que Γ(t) est compact. Soit (un)n une suite d’éléments de Γ(t),

alors pour tout n ∈ N, il existe vn ∈ Γ1(t) et wn ∈ Γ2(t) tels que un = vn + wn, ∀n ∈ N,

comme Γi(t), (i = 1, 2), est compact, on peut extraire de (vn) et (wn) des sous suites (vnk
)

et (wnk′
) qui convergent vers v ∈ Γ1(t) et w ∈ Γ2(t) respectivement, d’où la suite (unk′′

)

tel que unk′′
= vnk

+ wnk′
, converge vers u = v + w, et par conséquent Γ(t) est compact.

Remarquons d’autre part que Γ est mesurable, car Γ et somme de deux multi-

applications mesurables définies sur E qui est un espace de Banach séparable (Théorème

1.2.14 chapitre 1).

Finalement montrons que Γ est intégrablement bornée. D’après la définition 1.2.16,

il suffit de montrer que la fonction t 7→ |Γ(t)| = sup
x∈Γ(t)

‖x‖ appartient à L1
R([0, 1]).

|Γ(t)| = sup
x∈Γ(t)

‖x‖ = sup
x1∈Γ1(t), x2∈Γ2(t)

‖x1 + x2‖

≤ sup
x1∈Γ1(t)

‖x1‖+ sup
x2∈Γ2(t)

‖x2‖

= |Γ1(t)|+ |Γ2(t)|,

comme Γi est intégrablement bornée, alors t 7→ |Γi(t)| appartient à L1
R([0, 1]) et par

conséquent t 7→ |Γ(t)| appartient à L1
R([0, 1]).

Considérons maintenant l’inclusion différentielle

(PΓ)

{
ü(t) ∈ Γ(t) p.p. t ∈ [0, 1]

u(0) = 0; u(θ) = u(1).

Montrons que l’ensemble des solutions de l’inclusion différentielle (PΓ) est non vide et

convexe compact dans l’espace de Banach C1
E([0, 1]) muni de la norme ‖ · ‖C1 . Soit

S1
Γ = {f ∈ L1

E([0, 1]), f(t) ∈ Γ(t), ∀ t ∈ [0, 1]}.

Par le Théorème 1.2.18 chapitre 1, on sait que S1
Γ est un sous ensemble convexe σ(L1

E([0, 1]),L∞E′([0, 1])-

compact de L1
E([0, 1]).

De plus, la multi-application intégrale

1∫
0

Γ(t)dt = {
1∫

0

f(t)dt, f ∈ S1
Γ}
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est convexe compacte par rapport à la topologie induite par la norme de E. Pour la

démonstration de ces deux résultats on peut voir la référence [15].

D’après le Lemme 2.1.1 et la Proposition 2.1.2, l’ensemble des solutions de (PΓ) est

non vide et est caractérisé par

XΓ = {uf : [0, 1] → E : uf (t) =

1∫
0

G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, 1], f ∈ S1
Γ}.

XΓ est convexe. En effet, soient uf1 , uf2 ∈ XΓ et λ ∈]0, 1[. Comme uf1 , uf2 ∈ XΓ, alors

uf1(t) =

1∫
0

G(t, s)f1(s)ds, ∀t ∈ [0, 1]

et

uf2(t) =

1∫
0

G(t, s)f2(s)ds, ∀t ∈ [0, 1]

avec f1, f2 ∈ S1
Γ.

Par conséquent

(λuf1 + (1− λ)uf2)(t) = λuf1(t) + (1− λ)uf2(t)

= λ

1∫
0

G(t, s)f1(s)ds+ (1− λ)

1∫
0

G(t, s)f2(s)ds

=

1∫
0

G(t, s)(λf1(s) + (1− λ)f2(s))ds

=

1∫
0

G(t, s)(λf1 + (1− λ)f2)(s)ds,

comme f1, f2 ∈ S1
Γ et comme S1

Γ est convexe on obtient, λf1 + (1−λ)f2 ∈ S1
Γ. On conclut

alors que, λuf1 + (1− λ)uf2 ∈ XΓ, d’où la convexité de XΓ.

Montrons maintenant que XΓ est compact. Soient t, τ ∈ [0, 1], nous avons pour tout
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uf ∈ XΓ

‖uf (t)− uf (τ)‖ = ‖
1∫

0

G(t, s)f(s)ds−
∫ 1

0

G(τ, s)f(s)ds‖

≤
1∫

0

|G(t, s)−G(τ, s)|‖f(s)‖ds

≤
1∫

0

|G(t, s)−G(τ, s)||Γ(s)|ds,

et

‖u̇f (t)− u̇f (τ)‖ = ‖
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds−

1∫
0

∂G

∂t
(τ, s)f(s)ds‖

≤
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)|‖f(s)‖ds

≤
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)||Γ(s)|ds.

Ces deux inégalités montrent que XΓ et {u̇f : uf ∈ XΓ} sont equicontinus dans CE([0, 1]),

grâce à l’uniforme continuité de G et ∂G
∂t

et le fait que Γ est intégrablement bornée. De

plus, les ensembles XΓ(t) = {uf (t) : uf ∈ XΓ} et {u̇f (t) : uf ∈ XΓ} sont relativement

compacts. En effet, d’après les propriétés de la fonction G, on voit bient que les multi-

applications intégrales G(t, ·)Γ(·) et ∂G
∂t

(t, ·)Γ(·) vérifient les mêmes hypothèses qu’on a

supposées sur la multi-application Γ(·), et par suite en utilisant le Théorème 1.2.18 on

conclut que les multi-applications intégrales
1∫
0

G(t, s)Γ(s)ds et
1∫
0

∂G
∂t

(t, s)Γ(s)ds sont for-

tement compactes. D’autre part, nous avons

XΓ(t) ⊂
1∫

0

G(t, s)Γ(s)ds,

et

{u̇f (t) : uf ∈ XΓ} ⊂
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)Γ(s)ds.

On conclut alors que XΓ(t) et {u̇f (t) : uf ∈ XΓ} sont relativement compacts.
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D’après le théorème d’Ascoli-Arzelà, XΓ et {u̇f : uf ∈ X1
Γ} sont relativement com-

pacts dans CE([0, 1]) et par conséquent XΓ est relativement compact dans

(C1
E([0, 1]), ‖ · ‖C1).

Montrons maintenant que XΓ est fermé dans (C1
E([0, 1]), ‖·‖C1). Soit (ufn)n une suite

d’éléments de XΓ convergeant uniformément vers ζ dans (C1
E([0, 1]), ‖ · ‖C1). Comme S1

Γ

est faiblement compact dans L1
E([0, 1]) et (fn)n ⊂ S1

Γ, on peut extraire une sous suite

notée aussi (fn)n qui converge σ(L1
E,L

∞
E′) vers une application f ∈ S1

Γ. En particulier,

pour tout x′ ∈ E ′ et pour tout t ∈ [0, 1], nous avons

lim
n→∞

〈x′,
1∫

0

G(t, s)fn(s)ds〉 = lim
n→∞

1∫
0

〈G(t, s)x′, fn(s)〉ds

=

1∫
0

〈G(t, s)x′, f(s)〉ds

= 〈x′,
1∫

0

G(t, s)f(s)ds〉, (2.10)

lim
n→∞

〈x′,
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)fn(s)ds〉 = lim

n→∞

1∫
0

〈∂G
∂t

(t, s)x′, fn(s)〉ds

=

1∫
0

〈∂G
∂t

(t, s)x′, f(s)〉ds

= 〈x′,
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds〉, (2.11)

les multi-applications intégrales
1∫
0

G(t, s)Γ(s)ds et
1∫
0

∂G
∂t

(t, s)Γ(s)ds, (t ∈ [0, 1]), étant for-

tement compactes, les relations (2.10) et (2.11) montrent que (ufn(·)) = (
1∫
0

G(·, s)f(s)ds)

et (u̇fn(·)) = (
1∫
0

∂G
∂t

(·, s)f(s)ds) convergent simplementment vers uf (·), u̇f (·) respective-

ment pour E muni de la topologie forte. Comme (ufn)n converge uniformément vers ζ

dans (C1
E([0, 1]), ‖ · ‖C1), on conclut que uf = ζ, d’où la compacité de XΓ dans C1

E([0, 1]).

Etape 2.

Soit Φ : XΓ ⇒ L1
E([0, 1]) la multi-application définie par

Φ(uf ) = {v ∈ L1
E([0, 1]) : v(t) ∈ H(t, uf (t), u̇f (t)), p. p. sur[0, 1]}.
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Montrons que Φ admet une sélection continue pour XΓ muni de la norme ‖ · ‖C1 .

Montrons tout d’abord que Φ(uf ) est non vide. Pour tout uf ∈ XΓ, considérons

l’application

h : [0, 1] → [0, 1]× E × E

t 7→ (t, uf (t), u̇f (t))

comme uf (·) et u̇f (·) sont continues on conclut que l’application h est mesurable. D’autre

part, H(t, uf (t), u̇f (t)) = (H ◦ h)(t).
Soit

P : [0, 1] ⇒ E

t 7→ P (t) = (H ◦ h)(t)

P est mesurable. En effet, soit V un ouvert de E nous avons

P−1(V ) = {t ∈ [0, 1] : P (t)
⋂

V 6= ∅}

= {t ∈ [0, 1] : H(h(t))
⋂

V 6= ∅}
= {t ∈ [0, 1] : h(t) ∈ H−1(V )}
= {t ∈ [0, 1] : t ∈ h−1(H−1(V ))}
= h−1(H−1(V )).

H étant L([0, 1])⊗B(E)⊗B(E)-mesurable et V ouvert de E, alors H−1(V ) ∈ L([0, 1])⊗
B(E) ⊗ B(E) et comme h est mesurable on aura h−1(H−1(V )) ∈ L([0, 1]), c’est à dire,

P−1(V ) ∈ L([0, 1]) et par conséquent P est mesurable, à valeurs fermées, par le théorème

d’existence de sélection mesurable (Théorème 1.2.15 chapitre 1), P admet une sélection

mesurable, i. e., il existe une application mesurable v : [0, 1] → E telle que v(t) ∈ P (t) =

H(t, uf (t), u̇f (t)) et comme H(t, uf (t), u̇f (t)) ⊂ Γ2(t) et Γ2 intégrablement bornée on

conclut que v ∈ L1
E([0, 1]) et donc v ∈ Φ(uf ), d’où la non vacuité de Φ(uf ).

Montrons maintenant que Φ(uf ) est fermé. Fixons uf ∈ XΓ et soit (vn)n une suite

d’éléments de Φ(uf ) convergeant vers v ∈ L1
E([0, 1]), alors par extraction d’une sous suite

on peut supposer que (vn)n converge presque partout vers v. D’autre part, nous avons

vn ∈ Φ(uf ), alors vn(t) ∈ H(t, uf (t), u̇f (t)) et comme H est à valeurs compactes, on

conclut donc que v(t) ∈ H(t, uf (t), u̇f (t)) p. p. t ∈ [0, 1], et par suite v ∈ Φ(uf ), c’est à

dire, Φ(uf ) est fermé.

Montrons maintenant que les valeurs de Φ sont décomposables. Soit uf ∈ XΓ et soient

v, w ∈ Φ(uf ) et soit A ∈ L([0, 1]), alors
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(vχA + (1− χA)w)(t) = v(t)χA(t) + (1− χA(t))w(t)

=
{ v(t) ∈ H(t, uf (t), u̇f (t)), t ∈ A
w(t) ∈ H(t, uf (t), u̇f (t)), t 6∈ A

ce qui montre que vχA + (1− χA)w ∈ Φ(uf ), et par suite Φ(uf ) est décomposable.

Donc, pour montrer que Φ admet une sélection continue il suffit de montrer que Φ

est semicontinue inférieurement, en utilisant le théorème d’existence de sélection continue

(Théorème 1.2.37 chapitre 1).

Soit uf0 ∈ XΓ, v0 ∈ Φ(uf0) et soit (ufn)n une suite d’éléments de XΓ convergeant vers

uf0 dans (C1
E([0, 1]), ‖ · ‖C1). Pour tout n ∈ N, t 7→ H(t, ufn(t), u̇fn(t) admet un graphe

mesurable, et par suite elle est mesurable car la σ-algèbre L([0, 1]) est complète, alors,

d’après le Théorème 1.2.22 chapitre 1, la multi-application Λn : [0, 1] ⇒ E définie par

Λn(t) = {w ∈ H(t, ufn(t), u̇fn(t)) : ‖w − v0(t)‖ = d(v0(t), H(t, ufn(t), u̇fn(t))}

est mesueable et à valeurs non vides (car les valeurs de H sont compactes). Montrons

que les valeurs de Λn sont fermées. Fixons t ∈ [0, 1] et soit (wm)m une suite d’éléments

de Λn(t) convergeant vers w dans E, alors wm ∈ H(t, ufn(t), u̇fn(t)) et ‖wm − v0(t)‖ =

d(v0(t), H(t, ufn(t), u̇fn(t)).H est à valeurs compactes, donc lim
m→∞

wm ∈ H(t, ufn(t), u̇fn(t))

et par suite w ∈ H(t, ufn(t), u̇fn(t)), de plus

lim
m→∞

‖wm − v0(t)‖ = lim
m→∞

d(v0(t), H(t, ufn(t), u̇fn(t))

et par suite

‖w − v0(t)‖ = d(v0(t), H(t, ufn(t), u̇fn(t))

on conclut donc que w ∈ Λn(t). D’après le théorème d’existence de sélection mesurable

(Théorème 1.2.15 chapitre 1), il existe une application mesurable vn : [0, 1] → E telle que

vn(t) ∈ Λn(t) pour tout t ∈ [0, 1], c’est à dire, vn(t) ∈ H(t, ufn(t), u̇fn(t) p. p, et comme

v0(t) ∈ H(t, uf0(t), u̇f0(t)) p. p, on aura

lim
n→∞

‖vn(t)− v0(t)‖ = lim
n→∞

d(v0(t), H(t, ufn(t), u̇fn(t))

≤ lim
n→∞

H(H(t, uf0(t), u̇f0(t)), H(t, ufn(t), u̇fn(t))) = 0

carH est semicontinue inférieurement surE×E et par suiteH-semicontinue inférieurement

(Théorème 1.2.32 chapitre 1). La suite (vn)n converge ponctuellement vers v0 et comme

vn(t) ∈ H(t, ufn(t), u̇fn(t)) ⊂ Γ2(t) alors ‖vn(t)‖ ≤ |Γ2(t)| et Γ2 est intégrablement bornée,
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en utilisant le thèorème de la convergence dominée de Lebesgue on conclut que (vn)n

converge fortement vers v0 dans L1
E([0, 1]). Par le Théorème 1.2.30, on conclut que Φ est

semicontinue inférieurement. Le théorème d’existence de sélection continue (Théorème

1.2.37 chapitre 1) nous donne l’existence d’une application continue φ : XΓ → L1
E([0, 1])

telle que φ(uf ) ∈ Φ(uf ) pour tout uf ∈ XΓ, et par suite φ(uf )(t) ∈ H(t, uf (t), u̇f (t)) pour

presque tout t ∈ [0, 1].

Etape 3.

Remarquons que pour toutes applications Lebesgue-masurables v : [0, 1] → E et w :

[0, 1] → E, il existe une sélection Lebesgue-mesurable ζ ∈ S1
Γ1

telle que ζ(t) ∈ F (t, v(t), w(t)),

presque partout. En effet, il existe (vn) et (wn) convergeant ponctuellement vers v et

w respectivement pour E muni de la topologie forte. Notons que la multi-application

F (·, vn(·), wn(·)) est mesurable. Soit ζn une sélection mesurable de F (·, vn(·), wn(·)). Comme

ζn(t) ∈ F (t, vn(t), wn(t)) ⊂ Γ1(t) pour tout t ∈ [0, 1] et comme S1
Γ1

est σ(L1
E,L

∞
E′)-

compact, alors d’après le Théorème d’Eberlein-Smǔlian (Théorème 1.2.53 chapitre 1), on

peut extraire de (ζn) une sous suite (ζm) qui converge σ(L1
E,L

∞
E′) vers une application

ζ ∈ S1
Γ1

.

Par le Théorème de Banach-Mazur (Théorème 1.2.55 chapitre 1), il existe une suite

(zk) où zk est une combinaison convexe de {ζm : m ≥ k} telle que (zk(t)) converge vers

ζ(t) presque partout, alors

ζ(t) ∈
∞⋂

k=1

{zk(t), zk+1(t), ...}, p. p

⊂
∞⋂

k=1

co{ζm(t)/ m ≥ k}, p. p

⊂
∞⋂

k=1

co{
⋃

m≥k

F (t, vm(t), wm(t))}, p. p.

D’après le Théorème 1.2.36 chapitre 1,⋂
k≥1

co{
⋃

m≥k

F (t, vm(t), wm(t))} = co{lim sup
m→∞

F (t, vm(t), wm(t))}, p. p

comme F est semicontinue supérieurement sur E × E et à valeurs compactes on obtient

d’après le Théorème 1.2.34 chapitre 1

lim sup
m→∞

F (t, vm(t), wm(t)) = F (t, v(t), w(t)), p. p

par suite

ζ(t) ∈ co{F (t, v(t), w(t))}, p. p
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comme F est à valeurs convexes fermées, on déduit que

ζ(t) ∈ F (t, v(t), w(t)), p. p.

Etape 4.

Considérons la multi-application Ψ : S1
Γ ⇒ L1

E([0, 1]) définie par

Ψ(f) = {g ∈ L1
E([0, 1]) : g(t) ∈ F (t, uf (t), u̇f (t)) + φ(uf )(t) p. p t ∈ [0, 1]}

où uf (t) =
1∫
0

G(t, s)f(s)ds et u̇f (t) =
1∫
0

∂G
∂t

(t, s)f(s)ds, pour tout t ∈ [0, 1]. D’après l’étape

3, comme φ(uf ) ∈ L1
E([0, 1]) pour tout uf ∈ XΓ, alors pour toute sélection mesurable h de

F (·, uf (·), u̇f (·)), l’application g : [0, 1] → E définie par g(t) := h(t) + φ(uf )(t) appartient

à S1
Γ car g(t) ∈ Γ1(t) + Γ2(t) = Γ(t) et par suite Ψ est à valeurs non vides contenues dans

S1
Γ.

D’autre part, Ψ(f) est un sous ensemble convexe faiblement compact. En effet, fixons

f ∈ S1
Γ et soient g1, g2 ∈ Ψ(f) et soit λ ∈]0, 1[, alors, g1(t)− φ(uf )(t) ∈ F (t, uf (t), u̇f (t))

et g2(t) − φ(uf )(t) ∈ F (t, uf (t), u̇f (t)), comme les valeurs de F sont convexes on conclut

que

λ(g1(t)− φ(uf )(t)) + (1− λ)(g2(t)− φ(uf )(t)) ∈ F (t, uf (t), u̇f (t)),

donc

λg1(t) + (1− λ)g2(t)− φ(uf )(t) ∈ F (t, uf (t), u̇f (t)),

et par suite

(λg1 + (1− λ)g2)(t) ∈ F (t, uf (t), u̇f (t)) + Φ(uf )(t),

d’où

λg1 + (1− λ)g2 ∈ Ψ(f),

ce qui montre la convexité des valeurs de Ψ.

Montrons maintenant la compacité faible des valeurs de Ψ. Soit (gn)n une suite

d’éléments de Ψ(f), c’est à dire,

gn(t) ∈ F (t, uf (t), u̇f (t)) + φ(uf )(t) ⊂ Γ1(t) + Γ2(t) = Γ(t)

alors,

gn(t) ∈ Γ(t),

et donc (gn)n ⊂ S1
Γ, on peut donc supposer par extraction d’une sous suite que (gn)n

converge σ(L1
E,L

∞
E′) vers g ∈ S1

Γ. D’autre part, nous avons gn(t)−φ(uf )(t) ∈ F (t, uf (t), u̇f (t)),

en utilisant le théorème de fermeture (Théorème 1.2.38 chapitre 1), on conclut que

g(t)− φ(uf )(t) ∈ F (t, uf (t), u̇f (t)), et par conséquent g ∈ Ψ(f).
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Il nous reste donc à montrer que la multi-application Ψ : S1
Γ ⇒ S1

Γ est semicontinue

supérieurement où S1
Γ est muni de la topologie faible σ(L1

E,L
∞
E′), ou ce qui est équivalent

à montrer que le graphe de Ψ défini par

gph(Ψ) = {(f, g) ∈ S1
Γ × S1

Γ : g ∈ Ψ(f)},

est séquentiellement faiblement fermé dans S1
Γ × S1

Γ.

Soit (fn, gn) une suite d’éléments de gph(Ψ) convergeant vers (f, g) ∈ S1
Γ × S1

Γ, i.e.,

gn(t) ∈ F (t, ufn(t), u̇fn(t)) + φ(ufn)(t). Nous avons pour tout x′ ∈ E ′ et tout t ∈ [0, 1]

lim
n→∞

〈x′, ufn(t)〉 = lim
n→∞

〈x′,
1∫

0

G(t, s)fn(s)ds〉

= lim
n→∞

1∫
0

〈G(t, s)x′, fn(s)〉ds

=

1∫
0

〈G(t, s)x′, f(s)〉ds

= 〈x′,
1∫

0

G(t, s)f(s)ds〉

= 〈x′, uf (t)〉,

et

lim
n→∞

〈x′, u̇fn(t)〉 = lim
n→∞

〈x′,
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)fn(s)ds〉

= lim
n→∞

1∫
0

〈∂G
∂t

(t, s)x′, fn(s)〉ds

=

1∫
0

〈∂G
∂t

(t, s)x′, f(s)〉ds

= 〈x′,
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds〉

= 〈x′, u̇f (t)〉.

Donc (ufn(t), u̇fn(t)) converge vers (uf (t), u̇f (t)) pour E muni de la topologie σ(E,E ′).

Comme
1∫
0

G(t, s)Γ(s)ds et
1∫
0

∂G
∂t

(t, s)Γ(s)ds sont compactes par rapport à la topologie forte
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on conclut donc que (ufn(·), u̇fn(·)) converge ponctuellement vers (uf (·), u̇f (·)). La com-

pacité des ensembles XΓ et {u̇f : uf ∈ XΓ} dans CE([0, 1]), nous donne la convergeance

de (ufn)n vers uf dans (C1
E([0, 1]), ‖ · ‖C1). Comme gn(t)−φ(ufn)(t) ∈ F (t, ufn(t), u̇fn(t)),

par la continuité de l’application φ et le théorème de fermeture (Théorème 1.2.38 chapitre

1), on conclut que g(t) − φ(uf )(t) ∈ F (t, uf (t), u̇f (t)), c’est à dire (f, g) ∈ gph(Ψ), d’où

la semicontinuité supérieure de Ψ.

En appliquant le théorème du point fixe de Kakutani (Théorème 1.2.40 chapitre 1)

sur la multi-application Ψ, on a l’existence de f ∈ S1
Γ telle que f ∈ Ψ(f), c’est à dire,

f(t) ∈ F (t, uf (t), u̇f (t)) + φ(uf )(t), p. p. t ∈ [0, 1],

et par suite, puisque φ(uf )(t) ∈ H(t, uf (t), u̇f (t)), on aura

f(t) ∈ F (t, uf (t), u̇f (t)) +H(t, uf (t), u̇f (t)), p. p. t ∈ [0, 1].

Par les relations (2.7) et (2.9) on conclut que

üf (t) ∈ F (t, uf (t), u̇f (t)) +H(t, uf (t), u̇f (t)), p. p. t ∈ [0, 1].

avec uf (0) = 0, uf (θ) = uf (1), c’est à dire uf est solution de notre problème (PF,H).
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2.2 Résultat d’existence de solutions sous la semi-

continuité mixte de la multi-application H

Dans cette section, nous étudions dans un espace de dimension finie un résultat d’exis-

tence de solutions pour le problème (PF,H) sous la condition de la semicontinuité mixte

de la multi-application H et en utilisant un théorème d’existence d’une multi-sélection

semicontiue supérieurement à valeurs convexes pour la multi-application H, en se basant

sur le théorème suivant.

Théorème 2.2.1 (Théorème 2.1 dans [30]).

Soit E un espace de dimension finie et soit F : [0, 1] × E ⇒ E une mult-application

satisfaisant les conditions suivantes

(H1) F est L([0, 1])⊗ B(E)-mesurable,

(H2) pour tout t ∈ [0, 1], en chaque point x ∈ E tel que F (t, x) est convexe, F (t, ·) est

semicontinue supérieurement, et lorsque F (t, x) est non convexe, F (t, ·) est semicontinue

inférieurement sur un voisinage de x,

(H3) il existe une fonction de Carathéodory f : [0, 1] × E → R+ qui est intégrablement

bornée et telle que

F (t, x) ∩B(0, f(t, x)) 6= ∅,

pour tout (t, x) ∈ [0, 1] × E. Alors, pour tout ε > 0 et tout ensemble compact K ⊂
CE([0, 1]), il existe une multi-application Φ : K ⇒ L1

E([0, 1]) à valeurs non vides fermées

convexes et de graphe fortement-faiblement séquentiellement fermé telle que pour tout

u ∈ K et v ∈ Φ(u) nous avons

v(t) ∈ F (t, u(t)),

et

‖v(t)‖ ≤ f(t, u(t)) + ε,

pour presque tout t ∈ [0, 1].

Nous sommes maintenant en mesure de donner notre deuxième résultat d’existence

de solutions de ce chapitre.

Théorème 2.2.2 Soient E un espace de dimension finie, F : [0, 1] × E × E ⇒ E une

multi-application à valeurs non vides convexes fermées, Lebesgue-mesurable sur [0, 1] et

semicontinue supérieurement sur E × E et telle que F (t, x, y) ⊂ BE(0, ρ1(t)), pour tout

(t, x, y) ∈ [0, 1] × E × E et pour une certaine fonction positive ρ1 ∈ L1
R([0, 1]). Soit

H : [0, 1]×E×E ⇒ E une autre multi-application à valeurs non vides fermées satisfaisant

les conditions suivantes

(i) H est L([0, 1])⊗ B(E)⊗ B(E)-mesurable ;
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(ii) pour chaque t ∈ [0, 1], en tout point (x, y) ∈ E × E tel que H(t, x, y) est convexe

H(t, ·, ·) est semicontinue supérieurement, et lorsque H(t, x, y) est non convexe H(t, ·, ·)
est semicontinue inférieurement sur un voisinage de (x, y) ;

(iii) H(t, x, y) ⊂ BE(0, ρ2(t)) pour tout (t, x, y) ∈ [0, 1] × E × E, pour une certaine

fonction positive ρ2 ∈ L1
R([0, 1]).

Alors, l’inclusion différentielle (PF,H) admet au moins une solution dans W2,1
E ([0, 1]).

Démonstration.

Etape 1.

Soit mi(·) = ρi(·) + 1
2

(i = 1, 2), m = m1 +m2 et

K = {u ∈ W2,1
E ([0, 1]) : u(t) =

1∫
0

G(t, s)ü(s)ds, ∀t ∈ [0, 1]; ‖ü(t)‖ ≤ m(t) p. p.}.

K est un sous ensemble convexe compact de C1
E([0, 1]). En effet, soit v, w ∈ K et λ ∈]0, 1[,

alors

v(t) =

1∫
0

G(t, s)v̈(s)ds, ∀t ∈ [0, 1] et ‖v̈(t)‖ ≤ m(t),

et

w(t) =

1∫
0

G(t, s)ẅ(s)ds, ∀t ∈ [0, 1] et ‖ẅ(t)‖ ≤ m(t).

Alors,

(λv + (1− λ)w)(t) = λv(t) + (1− λ)w(t)

= λ

1∫
0

G(t, s)v̈(s)ds+

1∫
0

G(t, s)ẅ(s)ds

=

1∫
0

G(t, s)(λv̈ + (1− λ)ẅ)(s),

comme

‖(λv̈ + (1− λ)ẅ)(t)‖ ≤ λ‖v̈(t)‖+ (1− λ)‖ẅ(t)‖
≤ λm(t) + (1− λ)m(t) = m(t),

alors λv + (1− λ)w ∈ K, d’où la convexité de K.
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Montrons maintenant que K est compact. Nous avons pour tout t, τ ∈ [0, 1] et pour

tout u ∈ K

‖u(t)− u(τ)‖ = ‖
1∫

0

G(t, s)ü(s)ds−
1∫

0

G(τ, s)ü(s)ds‖

≤
1∫

0

|G(t, s)−G(τ, s)|‖ü(s)‖ds

≤
1∫

0

|G(t, s)−G(τ, s)|m(s)ds,

et

‖u̇(t)− u̇(τ)‖ = ‖
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)ü(s)ds−

1∫
0

∂G

∂t
(τ, s)ü(s)ds‖

≤
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)|‖ü(s)‖ds

≤
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)|m(s)ds.

Comme G est uniformément continue et m ∈ L1
R([0, 1]), on conclut que les ensembles K

et {u̇, u ∈ K} sont equicontinus.

D’autre part,

‖u(t)‖ = ‖
1∫

0

G(t, s)ü(s)ds‖

≤
1∫

0

|G(t, s)|‖ü(s)‖ds

≤
1∫

0

‖ü(s)‖ds

≤
1∫

0

m(s)ds = ‖m‖L1
R
,
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et

‖u̇(t)‖ = ‖
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)ü(s)ds‖

≤
1∫

0

||∂G
∂t

(t, s)|‖ü(s)‖ds

≤
1∫

0

‖ü(s)‖ds

≤
1∫

0

m(s)ds = ‖m‖L1
R
.

Ces deux inégalités nous donnent la compacité des ensembles K(t) et {u̇(t), u ∈ K} dans

E. D’après le théorème d’Ascoli-Arzelà (Théorème 1.2.46 chapitre 1), les ensembles K et

{u̇, u ∈ K} sont relativement compacts dans CE([0, 1]) et par suite K est relativement

compact dans C1
E([0, 1]).

Montrons maintenant que K est fermé. Soit (un)n une suite d’éléments de K conver-

geant vers u ∈ C1
E([0, 1]), alors pour tout n ∈ N, un(t) =

1∫
0

G(t, s)ün(s)ds pour tout

t ∈ [0, 1] et ‖ün(t)‖ ≤ m(t) p. p.

Comme ‖ün(t)‖ ≤ m(t), alors ‖ün(t)‖
m(t)

≤ 1, posons gn(t) = ün(t)
m(t)

, alors gn ∈ L∞E ([0, 1]).

D’après le Théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki (Théorème 1.2.51 chapitre 1) BL∞E
est

σ(L∞E ,L
1
E)-compacte, on peut donc extraire de (gn)n une sous suite qu’on note aussi (gn)n

qui converge σ(L∞E ,L
1
E) vers une application g ∈ L∞E ([0, 1]) vérifiant ‖g(t)‖ ≤ 1.
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Montrons maintenant que (ün)n converge σ(L1
E,L

∞
E ) vers ü. Soit y ∈ L∞E ([0, 1])

lim
n→∞

〈ün, y〉L1
E ,L∞E

= lim
n→∞

1∫
0

〈ün(t), y(t)〉dt

= lim
n→∞

1∫
0

〈m(t)gn(t), y(t)〉dt

= lim
n→∞

1∫
0

〈gn(t),m(t)y(t)〉dt

= lim
n→∞

〈gn,my〉L∞E ,L1
E

= 〈g,my〉L∞E ,L1
E

=

1∫
0

〈g(t),m(t)y(t)〉dt

=

1∫
O

〈m(t)g(t), y(t)〉dt

= 〈mg, y〉L1
E ,L∞E

= 〈v, y〉L1
E ,L∞E

.

Alors (ün)n converge vers v = mg pour la topologie σ(L1
E,L

∞
E ).

D’autre part l’égalité

u̇n(t)− u̇n(s) =

t∫
s

ün(τ)dτ

nous donne

lim
n→∞

(u̇n(t)− u̇n(s)) = lim
n→∞

1∫
s

ün(τ)dτ

et par suite

u̇(t)− u̇(s) =

t∫
s

v(s)ds,

comme u̇ est absolument continue on obtient v = ü, on conclut donc que (ün)n converge

σ(L1
E,L

∞
E ) vers ü vérifiant ‖ü(t)‖ ≤ m(t). En particulier, nous avons pour tout t ∈ [0, 1]

lim
n→∞

un(t) = lim
n→∞

1∫
0

G(t, s)ün(s)ds =

1∫
0

G(t, s)ü(s)ds,
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et

lim
n→∞

u̇n(t) = lim
n→∞

1∫
0

∂G

∂t
(t, s)ün(s)ds =

1∫
0

∂G

∂t
(t, s)ü(s)ds.

Comme (un)n converge uniformément vers u, on conclut donc que u(t) =
1∫
0

G(t, s)ü(s)ds

pour tout t ∈ [0, 1], alors u ∈ K d’où la compacité de K.

En appliquant le Théorème 2.2.1, on obtient l’existence d’une multi-application

Φi : K ⇒ L1
E([0, 1]), (i = 1, 2) à valeurs non vides convexes fermées et de graphe fortement-

faiblement séquentiellement fermé telle que pour tout u ∈ K et tout φ ∈ Φ1(u), nous avons

φ(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) et ‖φ(t)‖ ≤ m1(t) p. p, (2.12)

et pour tout u ∈ K et tout ψ ∈ Φ2(u)

ψ(t) ∈ H(t, u(t), u̇(t)) et ‖ψ(t)‖ ≤ m2(t) p. p. (2.13)

Considérons, pour i = 1, 2, la multi-application Ψi : K ⇒ C1
E([0, 1]) définie par

Ψi(u) = {v ∈ C1
E([0, 1]) : v(t) =

1∫
0

G(t, s)γ(s)ds, ∀t ∈ [0, 1], γ ∈ Φi(s)}.

Fixons u ∈ K, pour tout v ∈ Ψi(u) et pour presque tout t ∈ [0, 1], nous avons par la

relation (2.9), v̈(t) = γ(t) et donc ‖v̈(t)‖ ≤ mi(t), ce qui montre que Ψi(u) ⊂ K.

D’autre part, Ψi(u) est convexe grâce à la convexité des valeurs de Φi.

Montrons maintenant que Ψi(u) est compact dans (C1
E([0, 1]), ‖·‖C1). Comme Ψi(u) ⊂

K et K est compact, il suffit de montrer que Ψi(u) est fermé dans (C1
E([0, 1]), ‖ · ‖C1).

Fixons u ∈ K, soit (vn)n une suite d’éléments de Ψi(u) convergeant vers v ∈ C1
E([0, 1]),

alors pour tout n ∈ N, il existe γn ∈ Φi(u) telle que vn(t) =
1∫
0

G(t, s)γn(s)ds pour

tout t ∈ [0, 1]. D’après (2.12) et (2.13), on peut extraire de (γn)n une sous suite qu’on

note aussi (γn)n qui converge σ(L1
E,L

∞
E ) vers une application γ ∈ Φi(u), car Φi(u) est

σ(L1
E,L

∞
E )-fermé grâce au Théorème 1.2.56 chapitre 1. En particulier, pour tout t ∈ [0, 1]

lim
n→∞

vn(t) = lim
n→∞

1∫
0

G(t, s)γn(s)ds =

1∫
0

G(t, s)γ(s)ds.

et

lim
n→∞

v̇n(t) = lim
n→∞

1∫
0

∂G

∂t
(t, s)γn(s)ds =

1∫
0

∂G

∂t
(t, s)γ(s)ds.
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Comme (vn) converge uniformément vers v dans (C1
E([0, 1]), ‖·‖C1), alors v(·) =

1∫
0

G(·, s)γ(s)ds

et v ∈ W2,1
E ([0, 1]), et par suite v ∈ Φi(u), donc Ψi(u) est fermé dans C1

E([0, 1]), par

conséquent Ψi(u) est la compact dans C1
E([0, 1]).

On va démontrer maintenant que Ψi : K ⇒ K est semicontinue supérieurement ce qui

est équivalent à montrer (voir Théorème 1.2.29, chapitre 1) que le graphe de Ψi défini par

gph(Ψi) = {(u, v) ∈ K ×K : v ∈ Ψi(u)},

est fermé dans K × K. Soit (un, vn)n une suite d’éléments de gph(Ψi) convergeant vers

(u, v) ∈ K×K. Pour tout entier n ∈ N, il existe une certaine application γn ∈ Φi(un) telle

que

vn(t) =

1∫
0

G(t, s)γn(s)ds, ∀t ∈ [0, 1].

Comme γn ∈ Φi(un), les relations (2.12) et (2.13) nous donnent l’existence d’une sous suite

notée aussi (γn)n qui converge σ(L1
E,L

∞
E ) vers une application γ ∈ L1

E([0, 1]) vérifiant

‖γ(t)‖ ≤ m(t). De plus,

lim
n→∞

vn(t) = lim
n→∞

1∫
0

G(t, s)γn(s)ds =

1∫
0

G(t, s)γ(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

et

lim
n→∞

v̇n(t) = lim
n→∞

1∫
0

∂G

∂t
(t, s)γn(s)ds =

1∫
0

∂G

∂t
(t, s)γ(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

comme (vn)n converge uniformément vers v, alors v(·) =
1∫
0

G(·, s)γ(s)ds. D’autre part,

γn ∈ Φi(un), alors (un, γn) ∈ gph(Φi) et comme Φi est de graphe fortement-faiblement

séquentiellement fermé, alors (u, γ) ∈ gph(Φi) et par suite γ ∈ Φi(u), ce qui montre que

(u, v) ∈ gph(Ψi), d’où la semicontinuité supérieure de Ψi.

Etape 2.

Pour tout u ∈ K, posons Ψ(u) = Ψ1(u) + Ψ2(u). Fixons u ∈ K et soit v ∈ Ψ(u). Alors

v = v1 + v2 avec vi(t) =
1∫
0

G(t, s)v̈i(s)ds, ∀t ∈ [0, 1] et ‖v̈i(t)‖ ≤ mi(t), p. p (i = 1, 2). Par
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suite

v(t) = v1(t) + v2(t)

=

1∫
0

G(t, s)v̈1(s)ds+

1∫
0

G(t, s)v̈2(s)ds

=

1∫
0

G(t, s)(v̈1(s) + v̈2(s))ds

=

1∫
0

G(t, s)v̈(s)ds.

De plus,

‖v̈(t)‖ = ‖v̈1(t) + v̈2(t)‖
≤ ‖v̈1(t)‖+ ‖v̈2(t)‖
≤ m1(t) +m2(t) = m(t).

Alors v ∈ K c’est à dire Ψ(u) ⊂ K.

Montrons maintenant que Ψ(u) est convexe compact. Soient v, w ∈ Ψ(u) et λ ∈]0, 1[,

alors v = v1 + v2 et w = w1 + w2 tels que vi ∈ Ψi(u) et wi ∈ Ψi(u), i = 1, 2, et donc

λv + (1− λ)w = λ(v1 + v2) + (1− λ)(w1 + w1)

= λv1 + (1− λ)w1 + λv2 + (1− λ)w2,

comme Ψi(u), i = 1, 2, est convexe, alors λvi+(1−λ)wi ∈ Ψi(u) et par suite λv+(1−λ)w ∈
Ψ(u), d’où la convexité de Ψ(u).

Montrons maintenant que Ψ(u) est compact. Comme Ψ(u) ⊂ K qui est compact,

il suffit de montrer que Ψ(u) est fermé. Fixons u ∈ K, soit (vn)n une suite d’éléments

de Ψ(u) convergeant vers v ∈ C1
E([0, 1]), alors pour tout n ∈ N, vn = v1

n + v2
n tel que

vi
n ∈ Ψi(u). (vi

n)n ⊂ Ψi(u), et Ψi(u) est compact, on peut donc supposer par extraction

d’une sous suite que (vi
n)n converge uniformément vers vi ∈ Ψi(u).

D’autre part,

lim
n→∞

vn(t) = lim
n→∞

(v1
n(t) + v2

n(t))

= lim
n→∞

v1
n(t) + lim

n→∞
v2

n(t)

= v1(t) + v2(t)

= (v1 + v2)(t),
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comme (vn)n converge uniformément vers v on conclut que v = v1 +v2 ∈ Ψ1(u)+Ψ2(u) =

Ψ(u) et par suite Ψ(u) est fermé, d’où la compacité de Ψ(u).

Montrons que Ψ : K ⇒ K est semicontinue supérieurement ce qui est équivalent à

montrer que le graphe de Ψ défini par

gph(Ψ) = {(u, v) ∈ K ×K : v ∈ Ψ(u)},

est fermé dans K × K. Soit (un, vn)n une suite d’éléments de gph(Ψ) convergeant vers

(u, v) ∈ C1
E([0, 1]). Alors vn = v1

n + v2
n tel que

vi
n ∈ Ψi(un) ⊂ K (2.14)

(i = 1, 2), comme K est compact, par extraction de sous suites, on peut supposer que

(vi
n)n converge vers vi dans (C1

E([0, 1]), ‖ · ‖C1), (i = 1, 2). D’autre part, comme Ψi est

semicontinue supérieurement, d’après le Théorème 1.2.29 chapitre 1, son graphe est fermé

dans K × K et par suite par la relation (2.14), la convergence de (un)n vers u et la

convergence de (vi
n)n vers vi, on conclut que vi ∈ Ψi(u). Par conséquent v = v1 + v2 ∈

Ψ1(u) + Ψ2(u) = Ψ(u). D’où la semicontinuité supérieure de Ψ.

En appliquant le théorème du point fixe de Kakutani (Théorème 1.2.39 chapitre 1),

on obtient l’existence d’un point fixe u ∈ Ψ(u), c’est à dire u = u1 +u2 tel que u1 ∈ Ψ1(u)

et u2 ∈ Ψ2(u), et par la définition de Ψ1 et Ψ2 on obtient

ü1(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)), p. p. t ∈ [0, 1]

ü2(t) ∈ H(t, u(t), u̇(t)), p. p. t ∈ [0, 1]

avec ui ∈ W2,1
E ([0, 1]) et ui(t) =

1∫
0

G(t, s)üi(s)ds, pour tout t ∈ [0, 1].

Par conséquent

ü(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) +H(t, u(t), u̇(t)), p. p. t ∈ [0, 1]

avec u(0) = 0 et u(θ) = u(1), et par suite u est solution de notre problème considéré, ce

qui achève la démonstration du théorème.
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Chapitre 3

Résultats d’existence de solutions

pour une inclusion différentielle du

second ordre avec retard

L’existence de solutions pour un problème différentielle du second ordre avec retard a

été discutée dans la litérature, par exemple, l’équation différentielle du second ordre avec

retard de la forme

ü(t) = f(t, u(t), u(h(t)), u̇(t)), ∀t ∈ [0, 1],

avec les conditions
u(t) = ϕ(t) ∀t ∈ [−r, 0]

u(T ) = B

où h : [0, 1] → [−r, 1] tel que t− r ≤ h(t) ≤ t et ϕ : [−r, 0] avec r > 0, a été étudié dans

[20]. Dans un travail récent de Azzam-Haddad [7], ce type de problème avec retard a été

généralisé à une inclusion différentielle avec des conditions aux limites en trois points de

la forme 
ü(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)), p. p. t ∈ [0, 1]

u(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0]

u(0) = 0; u(θ) = u(1),

où F : [0, 1] × E × E × E ⇒ E est une multi-application à valeurs non vides convexes

compactes semicontinue supérieurement sur E×E×E et E un espace de Banach séparable.

Dans ce chapitre, on établit deux résulats d’existence de solutions pour l’inclusion

différentielle du second ordre avec retard de la forme

(Pr)


ü(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)) +H(t, u(t), u(h(t)), u̇(t)), p. p. t ∈ [0, 1]

u(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0]

u(0) = 0; u(θ) = u(1),
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dans un espace de Banach séaprable E, où F est une multi-application semicontinue

supérieurement surE×E×E etH une autre multi-application semicontinue inférieurement.

Dans la deuxième section, on considère E de dimension finie et H semicontinue mixte.
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3.1 Résultat d’existence de solutions sous la semi-

continuité inférieure de la multi-application H

On donne notre premier résultat d’existence de solutions pour (Pr) lorsqu’on considère

H semicontinue inférieurement et E un espace de Banach séparable.

Théorème 3.1.1 Soit E un espace de Banach séparable et soit F : [0, 1]×E×E×E ⇒

E une multi-application à valeurs convexes compactes, semicontinue supérieurement sur

E × E × E, et mesurable sur [0, 1]. Soit H : [0, 1] × E × E × E ⇒ E une autre multi-

application à valeurs non vides compactes, semicontinue inférieurement sur E×E×E et

admet un graphe mesurable. Supposons que, pour i = 1, 2, il existe une multi-application

Γi : [0, 1] ⇒ E mesurable à valeurs convexes compactes, et intégrablement bornée, c’est

à dire, il existe une application ki ∈ L1
E([0, 1]) telle que ‖vi‖ ≤ |ki(t)| p. p. t ∈ [0, 1]

pour tout vi ∈ Γi(t), telle que F (t, x, y, z) ⊂ Γ1(t) et H(t, x, y, z) ⊂ Γ2(t) pour tout

(t, x, y, z) ∈ [0, 1]× E × E × E. Soit r un nombre réel positif et soient h : [0, 1] → [−r, t]
une fonction continue et ϕ ∈ CE([−r, 0]) avec ϕ(0) = 0. Alors l’inclusion différentielle

(Pr)


ü(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)) +H(t, u(t), u(h(t)), u̇(t)), p. p. t ∈ [0, 1]

u(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0],

u(0) = 0; u(θ) = u(1),

admet de solutions dans X := CE([−r, 1])
⋂

W2,1
E ([0, 1]) muni de la norme

‖h‖X = max{ max
t∈[−r,1]

‖h(t)‖, max
t∈[0,1]

‖ḣ(t)‖};

Démonstration.

Etape 1.

Prenons co({0} ∪ Γi(t), on peut supposer que 0 ∈ Γi(t) pour tout t ∈ [0, 1] et i = 1, 2.

Considérons la multi-application Γ : [0, 1] ⇒ E définie par Γ(t) = Γ1(t) + Γ2(t), on

a vu dans la démonstration du Théorème 2.1.3 chapitre 2, que la multi-application Γ est

mesurable à valeurs convexes compactes et intégrablement bornée.

Considérons l’ensemble

XΓ = {uf : [−r, 1] → E : uf (t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0] et uf (t) =

1∫
0

G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, 1], f ∈ S1
Γ},

où S1
Γ est l’ensemble des sélections Lebesgue-Bochner intégrables de Γ qui est σ(L1

E([0, 1]),L∞E′([0, 1])-

compact. Il est clair que l’ensemble XΓ est convexe, montrons qu’il est compact dans
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(X, ‖ · ‖X). Soient t, τ ∈ [0, 1], nous avons pour tout uf ∈ XΓ

‖uf (t)− uf (τ)‖ = ‖
1∫

0

G(t, s)f(s)ds−
∫ 1

0

G(τ, s)f(s)ds‖

≤
1∫

0

|G(t, s)−G(τ, s)|‖f(s)‖ds

≤
1∫

0

|G(t, s)−G(τ, s)||Γ(s)|ds,

et

‖u̇f (t)− u̇f (τ)‖ = ‖
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds−

1∫
0

∂G

∂t
(τ, s)f(s)ds‖

≤
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)|‖f(s)‖ds

≤
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)||Γ(s)|ds.

Ces deux inégalités montrent que XΓ et {u̇f : uf ∈ XΓ} sont equicontinus dans CE([0, 1]),

grâce à l’uniforme continuité de G et ∂G
∂t

et le fait que Γ est intégrablement bornée. Comme

ϕ ∈ CE([−r, 0]), alors XΓ est équicontinu dans X. De plus les ensembles XΓ(t) = {uf (t) :

uf ∈ XΓ} et {u̇f (t) : uf ∈ XΓ} sont relativement compacts. En effet, d’après les pro-

priétés de la fonction G, on voit bien que les multi-applicatons G(t, ·)Γ(·) et ∂G
∂t

(t, ·)Γ(·)
vérifient les mêmes hypothèses qu’on a sur la multi-application Γ(·), et par suite en utili-

sant le Théorème 1.2.18, on conclut que les multi-applications intégrales
1∫
0

G(t, s)Γ(s)ds

et
1∫
0

∂G
∂t

(t, s)Γ(s)ds sont fortement compactes. D’autre part, nous avons

XΓ(t) ⊂
1∫

0

G(t, s)Γ(s)ds,

et

{u̇f (t) : uf ∈ XΓ} ⊂
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)Γ(s)ds.

Donc XΓ(t), t ∈ [−r, 1], et {u̇f (τ) : uf ∈ XΓ}, τ ∈ [0, 1], sont relativement compacts.

D’après le théorème d’Ascoli-Arzelà XΓ et {u̇f : uf ∈ XΓ} sont relativement compacts
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dans CE([−r, 1]) et par conséquent XΓ est relativement compact dans (X, ‖ · ‖X). Mon-

trons maintenant que XΓ est fermé dans ((X, ‖ · ‖X).

Soit (ufn)n une suite d’éléments de XΓ convergeant uniformément vers u dans

(X, ‖ · ‖X), alors pour tout n ∈ N, nous avons

ufn(t) =

1∫
0

G(t, s)fn(s)ds,∀t ∈ [0, 1],

et ufn(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0]. Comme (fn)n ⊂ S1
Γ qui est faiblement compact dans

L1
E([0, 1]), on peut lui extraire une sous suite qui converge σ(L1

E,L
∞
E′) vers une application

f ∈ S1
Γ. En particulier, pour chaque x′ ∈ E ′ et pour tout t ∈ [0, 1], nous avons

lim
n→∞

〈x′,
1∫

0

G(t, s)fn(s)ds〉 = lim
n→∞

1∫
0

〈G(t, s)x′, fn(s)〉ds

=

1∫
0

〈G(t, s)x′, f(s)〉ds

= 〈x′,
1∫

0

G(t, s)f(s)ds〉, (3.1)

lim
n→∞

〈x′,
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)fn(s)ds〉 = lim

n→∞

1∫
0

〈∂G
∂t

(t, s)x′, fn(s)〉ds

=

1∫
0

〈∂G
∂t

(t, s)x′, f(s)〉ds

= 〈x′,
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds〉, (3.2)

les multi-applications intégrales
1∫
0

G(t, s)Γ(s)ds et
1∫
0

∂G
∂t

(t, s)Γ(s)ds, (t ∈ [0, 1]), sont for-

tement compactes, les relations (3.1) et (3.2) montrent que (ufn(·) = (
1∫
0

G(·, s)f(s)ds)

et (u̇fn(·)) = (
1∫
0

∂G
∂t

(·, s)f(s)ds) convergent simplementment vers uf (·) et u̇f (·) respecti-

vement pour E muni de la topologie forte. Comme (ufn)n converge uniformément vers u
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dans (X, ‖ · ‖X), on conclut que

u(t) = uf (t) =

1∫
0

G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

et uf (t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0] et par suite u ∈ XΓ, donc XΓ est compact dans X

muni de la norme ‖ · ‖X.

Considérons maintenant la multi-application Φ : XΓ ⇒ L1
E([0, 1]) définie par

Φ(uf ) = {v ∈ L1
E([0, 1]) : v(t) ∈ H(t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)), p. p sur [0, 1]}.

En se basant sur le théorème d’existence d’une sélection continue (Théorème 1.2.37 cha-

pitre 1) on va montrer que Φ admet une sélection continue dans XΓ.

Montrons tout d’abord que Φ(uf ) est non vide. Pour tout uf ∈ XΓ, considérons

l’application

g : [0, 1] → [0, 1]× E × E × E

t 7→ (t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t))

comme h(·), uf (·) et u̇f (·) sont continues on conclut que la fonction g est mesurable.

D’autre part, H(t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)) = (H ◦ h)(t).
Soit

P : [0, 1] ⇒ E

t 7→ P (t) = (H ◦ g)(t)

P est mesurable. En effet, soit V un ouvert de E nous avons

P−1(V ) = {t ∈ [0, 1] : P (t)
⋂

V 6= ∅}

= {t ∈ [0, 1] : H(g(t))
⋂

V 6= ∅}
= {t ∈ [0, 1] : g(t) ∈ H−1(V )}
= {t ∈ [0, 1] : t ∈ g−1(H−1(V ))}
= g−1(H−1(V )).

H étant L([0, 1]) ⊗ B(E) ⊗ B(E) ⊗ B(E)-mesurable et V ouvert de E, alors H−1(V ) ∈
L([0, 1])⊗B(E)⊗B(E)⊗B(E) et comme g est mesurable on aura g−1(H−1(V )) ∈ L([0, 1]),

c’est à dire, P−1(V ) ∈ L([0, 1]) et par conséquent P est mesurable, à valeurs fermées, par

le théorème d’existence de sélection mesurable (Théorème 1.2.15 chapitre 1), P admet
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une sélection mesurable, i. e., il existe une application mesurable v : [0, 1] → E telle que

v(t) ∈ P (t) = H(t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)) et comme H(t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)) ⊂ Γ2(t) et

Γ2 intégrablement bornée on conclut que v ∈ L1
E([0, 1]) et donc v ∈ Φ(uf ), d’où la non

vacuité de Φ(uf ).

Montrons maintenant que Φ(uf ) est fermé. Fixons uf ∈ XΓ et soit (vn)n une suite

d’éléments de Φ(uf ) convergeant vers v ∈ L1
E([0, 1]), alors par extraction d’une sous suite

on peut supposer que (vn)n converge presque partout vers v. D’autre part, nous avons

vn ∈ Φ(uf ), alors vn(t) ∈ H(t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)) et comme H est à valeurs compactes,

on conclut donc que v(t) ∈ H(t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)) pour tout t ∈ [0, 1], et par suite

Φ(uf ) est fermé.

Montrons maintenant que les valeurs de Φ sont décomposables. Soient v, w ∈ Φ(uf )

et soit A ∈ L([0, 1]), alors

(vχA + (1− χA)w)(t) = v(t)χA(t) + (1− χA(t))w(t)

= {
v(t) ∈ H(t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)) t ∈ A
w(t) ∈ H(t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)) t 6∈ A

ce qui montre que vχA + (1− χA)w ∈ Φ(uf ), et par suite Φ(uf ) est décomposable.

Donc, pour montrer que Φ admet une sélection continue il suffit de montrer que Φ

est semicontinue inférieurement, en utilisant le théorème d’existence de sélection continue

(Théorème 1.2.37 chapitre 1).

Soit uf0 ∈ XΓ, v0 ∈ Φ(uf0) et soit (ufn)n une suite d’éléments de XΓ convergeant vers

uf0 dans (X, ‖ · ‖X). Pour tout n ∈ N, t 7→ H(t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t) admet un graphe

mesurable, et par suite elle est mesurable car la σ-algèbre L([0, 1]) est complète, alors,

d’après le Théorème 1.2.28 chapitre 1, la multi-application Λn : [0, 1] ⇒ E définie par

Λn(t) = {w ∈ H(t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)) : ‖w−v0(t)‖ = d(v0(t), H(t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t))}

est mesurable à valeurs non vides car H est à valeurs compactes. Montrons que les

valeurs de Λn sont fermées. Fixons t ∈ [0, 1] et soit (vm)m une suite d’éléments de

Λn(t) convergeant vers v dans E, alors wm ∈ H(t, ufn(t), ufn(h(t), u̇fn(t)) et ‖wm −
v0(t)‖ = d(v0(t), H(t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)), H est à valeurs compactes, donc lim

m→∞
wm ∈

H(t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)) et par suite w ∈ H(t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)), de plus

lim
m→∞

‖wm − v0(t)‖ = lim
m→∞

d(v0(t), H(t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t))
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et par suite

‖w − v0(t)‖ = d(v0(t), H(t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t))

on conclut donc que w ∈ Λn(t) et donc Λn(t) est fermé.

D’après le théorème d’existence de sélection mesurable (Théorème 1.2.15 chapitre 1),

il existe une application mesurable vn : [0, 1] → E telle que vn(t) ∈ Λn(t) pour tout

t ∈ [0, 1], ce qui montre que vn(t) ∈ H(t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)) et

lim
n→∞

‖vn(t)− v0(t)‖ = lim
n→∞

d(v0(t), H(t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t))

≤ lim
n→∞

H(H(t, uf0(t), uf0(h(t))u̇f0(t)), H(t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t))) = 0

car H est semicontinue inférieurement sur E × E × E et par suite H-semicontinue

inférieurement (Théorème 1.2.32 chapitre 1). La suite (vn)n converge ponctuellement vers

v0 et comme vn(t) ∈ H(t, ufn(t), uf (h(t)), u̇fn(t)) ⊂ Γ2(t) alors ‖vn(t)‖ ≤ |Γ2(t)| et Γ2

est intégrablement bornée, en utilisant le théorème de la convergence dominée de Le-

besgue on conclut que (vn)n converge fortement vers v0 dans L1
E([0, 1]). Par le Théorème

1.2.30, on conclut que Φ est semicontinue inférieurement. Le théorème d’existence de

sélection continue (Théorème 1.2.37 chapitre 1) nous donne l’existence d’une application

continue φ : XΓ → L1
E([0, 1]) telle que φ(uf ) ∈ Φ(uf ) pour tout uf ∈ XΓ, et par suite

φ(uf )(t) ∈ H(t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)) pour presque tout t ∈ [0, 1].

Considérons maintenant, la multi-application Ψ : S1
Γ ⇒ L1

E([0, 1]) définie par

Ψ(f) = {g ∈ L1
E([0, 1]) : g(t) ∈ F (t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)) + φ(uf )(t) p, p sur[0, 1]}.

Remarquons que pour toutes applications Lebesgue-mesurables v : [0, 1] → E,

w : [−r, 1] → E et ν : [0, 1] → E, il existe une sélection Lebesgue-mesurable ζ ∈
S1

Γ1
telle que ζ(t) ∈ F (t, v(t), w(h(t)), ν(t)), presque partout. En effet, il existe (vn)n,

(wn)n et (νn)n convergeant ponctuellement vers v, w et ν respectivement pour E muni

de la topologie forte. Notons que la multi-application F (·, vn(·), wn(h(·)), νn(·)) est me-

surable. Soit ζn une sélection mesurable de F (·, vn(·), wn(h(·)), νn(·)). Comme ζn(t) ∈
F (t, vn(t), wn(h(t)), νn(t)) ⊂ Γ1(t) pour tout t ∈ [0, 1] et comme S1

Γ1
est σ(L1

E,L
∞
E′)-

compact, alors d’après le Théorème d’Eberlein-Smǔlian, on peut extraire de (ζn) une sous

suite (ζm) qui converge σ(L1
E,L

∞
E′) vers une application ζ ∈ S1

Γ1
.

Par le Théorème de Banach-Mazur (Théorème 1.2.55 chapitre 1), il existe une suite

(zk) où zk est une combinaison convexe de {ζm : m ≥ k} telle que (zk(t)) converge vers
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ζ(t) presque partout, alors

ζ(t) ∈
∞⋂

k=1

{zk(t), zk+1(t), ...}, p. p

⊂
∞⋂

k=1

co{ζm(t)/ m ≥ k}, p. p

⊂
∞⋂

k=1

co{
⋃

m≥k

F (t, vm(t), wm(h(t)), νm(t))}, p. p.

D’après le Théorème 1.2.36 chapitre 1,⋂
k≥1

co{
⋃

m≥k

F (t, vm(t), wm(h(t)), νm(t))} = co{lim sup
m→∞

F (t, vm(t), wm(h(t)), νm(t))}, p. p

comme F est semicontinue supérieurement sur E × E × E et à valeurs compactes on

obtient d’après le théorème 1.2.34

lim sup
m→∞

F (t, vm(t), wm(h(t)), νm(t)) = F (t, v(t), w(h(t)), ν(t)), p. p

par suite

ζ(t) ∈ co{F (t, v(t), w(h(t)), ν(t))}, p. p

comme F est à valeurs convexes fermées, on déduit que

ζ(t) ∈ F (t, v(t), w(h(t)), ν(t)), p. p.

Alors pour toute sélection mesurable ζ de F (·, uf (·), uf (h(·)), u̇f (·)), l’application g :

[0, 1] → E définie par g(t) := ζ(t)+φ(u)(t) appartient à S1
Γ car g(t) ∈ Γ1(t)+Γ2(t) = Γ(t)

et par suite Ψ est à valeurs non vides. Ψ(f) est un sous ensemble convexe faiblement

compact. En effet, soient g1, g2 ∈ Ψ(f), alors, g1(t)−φ(uf )(t) ∈ F (t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t))

et g2(t)− φ(uf )(t) ∈ F (t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)), comme les valeurs de F sont convexes on

conclut que

λ(g1(t)− φ(uf )(t)) + (1− λ)(g2(t)− φ(uf )(t)) ∈ F (t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)),

donc

λg1(t) + (1− λ)g2(t)− ψ(uf )(t) ∈ F (t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)),

et par suite

(λg1 + (1− λ)g2)(t) ∈ F (t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)) + φ(uf )(t),

d’où

λg1 + (1− λ)g2 ∈ Ψ(f),
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ce qui montre la convexité des valeurs de Ψ.

Montrons maintenant la compacité faible des valeurs de Ψ. Fixons f ∈ S1
Γ et soit

(gn)n une suite d’éléments de Ψ(f), c’est à dire,

gn(t) ∈ F (t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)) + ψ(uf )(t) ⊂ Γ1(t) + Γ2(t) = Γ(t)

alors,

gn(t) ∈ Γ(t),

et donc (gn)n ⊂ S1
Γ, on peut donc supposer par extracion d’une sous suite que (gn)n

converge σ(L1
E,L

∞
E′) vers g ∈ S1

Γ.

D’autre part, nous avons gn(t) − φ(uf )(t) ∈ F (t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)), en utilisant

le théorème de fermeture (Théorm̀e 1.2.38 chapitre 1) on conclut que g(t) − φ(uf )(t) ∈
F (t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)), et par conséquent g ∈ Ψ(f), d’où la compacité faible des va-

leurs de Ψ.

Etape 2.

D’après la relation (2.9) du Lemme 2.1.1 remarquons que pour tout uf ∈ XΓ, üf = f

presque partout. Considérons l’opérateur A défini sur XΓ par

Auf = {v ∈ X : v = ϕ sur [−r, 0] et

v(t) =

1∫
0

G(t, s)g(s)ds, ∀t ∈ [0, 1], g ∈ Ψ(f)}.

A applique XΓ dans lui même. En effet, fixons uf ∈ XΓ et soit v ∈ Auf alors il existe

g ∈ Ψ(f) telle que

v(t) =

1∫
0

G(t, s)g(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

et v(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0], comme g ∈ Ψ(f) alors g ∈ S1
Γ et par suite v ∈ XΓ,

on conclut donc que Auf ⊂ XΓ et donc A applique XΓ dans lui même.

Montrons maintenant que Auf est convexe, en effet, fixons uf ∈ XΓ et soient v1, v2 ∈
Auf et λ ∈]0, 1[, alors

v1 ∈ Auf ⇐⇒ {
v1(t) = ϕ(t); ∀t ∈ [−r, 0];

v1(t) =
1∫
0

G(t, s)g1(s)ds; ∀t ∈ [0, 1], g1 ∈ Ψ(f),

et

v2 ∈ Auf ⇐⇒ {
v2(t) = ϕ(t); ∀t ∈ [−r, 0];

v2(t) =
1∫
0

G(t, s)g2(s)ds; ∀t ∈ [0, 1], g2 ∈ Ψ(f).
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Sur [−r, 0] nous avons

(λv1 + (1− λ)v2)(t) = λv1(t) + (1− λ)v2(t)

= λϕ(t) + (1− λ)ϕ(t) = ϕ(t),

sur [0, 1]

(λv1 + (1− λ)v2)(t) = λv1(t) + (1− λ)v2(t)

= λ

1∫
0

G(t, s)g1(s)ds+ (1− λ)

1∫
0

G(t, s)g2(s)ds

=

1∫
0

G(t, s)(λg1 + (1− λ)g2)(s)ds.

Comme g1, g2 ∈ Ψ(f), et comme Ψ(f) est convexe on conclut alors que λg1 +(1−λ)g2 ∈
Ψ(f) et par suite λv1 + (1− λ)v2 ∈ Auf .

Montrons que Auf est compact. Comme Auf ⊂ XΓ qui est compact il suffit de

montrer que Auf est fermé dans XΓ muni de la norme ‖ · ‖X. Fixons uf ∈ XΓ, soit (vn)n

une suite d’éléments de Auf qui converge vers v dans (XΓ, ‖ · ‖X, alors, pour chaque

n ∈ N, il existe gn ∈ Ψ(f) telle que

vn(t) =

1∫
0

G(t, s)gn(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

et vn(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0]. Comme Ψ(f) est σ(L1
E,L

∞
E′)-compact, on peut

supposer par extraction d’une sous suite que (gn) converge σ(L1
E([0, 1]),L∞E′([0, 1])) vers

une application g ∈ Ψ(f), en particulier, pour chaque x′ ∈ E ′ et pour tout t ∈ [0, 1] nous

avons

lim
n∞
〈x′,

1∫
0

G(t, s)gn(s)ds〉 = lim
n∞

1∫
0

〈G(t, s)x′, gn(s)〉ds

=

1∫
0

〈G(t, s)x′, g(s)〉ds

= 〈x′,
1∫

0

G(t, s)g(s)ds〉

grâce à la compacité de la multi-application intégrale
1∫
0

G(t, s)Γ(s)ds, (t ∈ [0, 1]), nous ob-

tenons la convergence ponctuelle de (vn(·)) = (
1∫
0

G(·, s)gn(s)ds) vers v(·) =
1∫
0

G(t, s)g(s)ds
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pour E muni de la topologie forte. D’une manière analogue on montre que (v̇n(·)) =

(
1∫
0

∂G
∂t

(·, s)gn(s)ds) converge ponctuellement vers
1∫
0

∂G
∂t

(·, s)g(s)ds pour E muni de la to-

polgie forte, comme (vn) converge uniformément dans XΓ vers v, alors

v(t) =

1∫
0

G(t, s)g(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

et v(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0], et comme g ∈ Ψ(f) on obtient v ∈ Auf ce qui montre

que Auf est fermé dans XΓ.

Montrons maintenant que A est un opérateur compact. Soit S un ensemble borné de

XΓ et soit uf ∈ S, pour tout v ∈ Auf , il existe g ∈ Ψ(uf ) telle que

v(t) =

1∫
0

G(t, s)g(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

et v(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0]. Observons que pour tout

t, τ ∈ [0, 1], nous avons

‖v(t)− v(τ)‖ = ‖
1∫

0

G(t, s)g(s)ds−
1∫

0

G(τ, s)g(s)ds‖

≤
1∫

0

|G(t, s)−G(τ, s)|‖g(s)‖ds

≤
1∫

0

|G(t, s)−G(τ, s)||k(s)|ds,

et

‖v̇(t)− v̇(τ)‖ = ‖
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)g(s)ds−

1∫
0

∂G

∂t
(τ, s)g(s)ds‖

≤
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)|‖g(s)‖ds

≤
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)||k(s)|ds.
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grâce à l’uniforme continuité de G et ∂G
∂t

et comme k = k1 + k2 ∈ L1
R([0, 1]) car Γ est

intégrablement bornée, alors quand t→ τ ,

1∫
0

|G(t, s)−G(τ, s)||k(s)|ds→ 0,

et
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)||k(s)|ds→ 0.

Par suite les ensembles A(S) = {v ∈ Auf , uf ∈ S}, {v̇ : v ∈ A(S)} sont equicontinus

dans CE([0, 1]), comme ϕ ∈ CE([−r, 0]), alors A(S) est equicontinu dans XΓ.

De plus, les ensembles A(S)(t), (t ∈ [−r, 1]), et {v̇(τ) : v ∈ A(S)}, (τ ∈ [0, 1]), sont

relativement compacts, car

A(S)(t) ⊂
1∫

0

G(t, s)Γ(s)ds,

et

{v̇(t) : v ∈ (S)} ⊂
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)Γ(s)ds.

En appliquant le Théorème d’Ascoli-Arzelà (Théorème 1.2.46 chapitre 1), on obtient

la compacité relative de A(S) dans XΓ et par suite A est compact (Définition 1.2.41

chapitre 1).

D’autre part, le graphe de A

gph(A) = {(uf , v) ∈ XΓ ×XΓ : v ∈ Auf},

est fermé dans XΓ×XΓ quand XΓ est muni de la norme ‖ · ‖X. En effet, soit (ufn , vn) une

suite d’éléments de gph(A) qui converge uniformément vers (w, v) ∈ XΓ ×XΓ. Comme

vn ∈ Aufn , alors pour tout n ∈ N, il existe gn ∈ Ψ(fn) ⊂ S1
Γ telle que

vn(t) =

1∫
0

G(t, s)gn(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

et vn(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0]. Comme S1
Γ est σ(L1

E([0, 1]),L∞E′([0, 1]))-compact et

comme (fn)n ⊂ S1
Γ, (gn)n ⊂ S1

Γ, on peut extraire de (gn)n (resp. (fn)n) une sous suite qui

converge σ(L1
E([0, 1]),L∞E′([0, 1])) vers g ∈ S1

Γ (resp. (f ∈ S1
Γ)). En utilisant les arguments
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de démonstration de la compacité des valeurs de A, on peut voir que (ufn)n converge vers

uf dans XΓ et par suite uf = w, comme gn(t)−φ(ufn)(t) ∈ F (t, ufn(t), ufn(h(t)), u̇fn(t)) et

F (t, ·, ·, ·) est semicontinue supérieurement à valeurs convexes compactes et ψ est continue,

on conclut alors que g(t)− φ(uf )(t) ∈ F (t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)) et par suite g ∈ Φ(f).

D’autre part, nous avons pour tout x′ ∈ E ′ et tout t ∈ [0, 1]

lim
n→∞

〈x′, vn(t)〉 = lim
n→∞

〈x′,
1∫

0

G(t, s)gn(s)ds〉

= lim
n→∞

1∫
0

〈G(t, s)x′, gn(s)〉ds

=

1∫
0

〈G(t, s)x′, g(s)〉ds

= 〈x′,
1∫

0

G(t, s)g(s)ds〉,

et

lim
n→∞

〈x′, v̇n(t)〉 = lim
n→∞

〈x′,
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)gn(s)ds〉

= lim
n→∞

1∫
0

〈∂G
∂t

(t, s)x′, gn(s)〉ds

=

1∫
0

〈∂G
∂t

(t, s)x′, g(s)〉ds

= 〈x′,
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)g(s)ds〉.

Donc (vn(·), v̇n(·)) converge vers (
1∫
0

G(·, s)g(s)ds,
1∫
0

∂G
∂t

(·, s)g(s)ds) pour E muni de la to-

pologie σ(E,E ′). Comme
1∫
0

G(t, s)Γ(s)ds et
1∫
0

∂G
∂t

(t, s)Γ(s)ds sont compactes par rapport

à la topologie forte on conclut que (vn(·), v̇n(·)) converge ponctuellement vers

(
1∫
0

G(·, s)g(s)ds,
1∫
0

∂G
∂t

(·, s)g(s)ds). La compacité des ensembles XΓ et {v̇ : v ∈ XΓ} dans
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X, nous donne la convergeance de (vn)n vers
1∫
0

G(t, s)g(s)ds dans (X, ‖ · ‖X), alors

v(t) =

1∫
0

G(t, s)g(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

et v(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0]. Ce qui montre que v ∈ A et donc gph(A) est fermé.

Par conséquent A est semicontinu supérieurement.

Montrons maintenant qu’il existe R > 0 tel qu’on ait

uf ∈ λAuf (0 < λ ≤ 1) ⇐⇒ ‖uf‖X ≤ R.

Nous avons uf ∈ λAuf ⇐⇒ ∃g ∈ Ψ(f) telle que uf (t) = λ
1∫
0

G(t, s)g(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

uf (t) = λϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0].

Pour tout t ∈ [0, 1], nous avons

‖uf (t)‖ ≤
1∫

0

|G(t, s)|‖g(s)‖ds,

comme Γ est intégrablement bornée, on conclut alors que

‖uf (t)‖ ≤
1∫

0

|k(s)|ds = ‖k‖L1
R

et

‖u̇f (t)‖ ≤
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)|‖g(s)‖ds

≤
1∫

0

|k(s)|ds = ‖k‖L1
R
.

D’autre part, nous avons pour tout t ∈ [−r, 0]

‖uf (t)‖ = ‖λϕ(t)‖
≤ λ‖ϕ(t)‖
≤ ‖ϕ‖CE([−r,0]).
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D’après les inégalités précédentes

‖uf‖X ≤ max{‖k‖L1 , ‖ϕ‖CE([−r,0])} = R,

donc il existe R > 0 tel que

uf ∈ Auf ⇐⇒ ‖uf‖X ≤ R.

Par conséquent d’après le Théorème 1.2.42 chapitre 1,A admet un point fixe dans B(0, R),

c’est à dire, il exite uf ∈ B(0, R) tel que uf ∈ Auf et par suite, il existe f ∈ Ψ(f) telle

que

uf (t) =

1∫
0

G(t, s)f(s)ds,∀t ∈ [0, 1],

et uf (t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [0, 1] par conséquent d’aprés les relations (2.3) et (2.9) du

Lemme 2.1.1 on conclut que

üf (t) ∈ F (t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)) +H(t, uf (t), uf (h(t)), u̇f (t)), p. p. t ∈ [0, 1],

et

uf (t) = ϕ(t) ∀t ∈ [−r, 0],

avec uf (0) = 0 et uf (θ) = uf (1), ce qui montre que uf est solution de notre inclusion

différentielle (Pr).
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3.2 Résultat d’existence de solutions sous la semi-

continuité mixte de la multi-application H

Dans cette section, nous donnons notre deuxième résultat de ce chapitre lorsqu’on

considère la muti-application H semicontinue mixte.

Théorème 3.2.1 Soient E un espace de dimension finie, F : [0, 1]×E×E×E ⇒ E une

multi-application à valeurs non vides convexes fermées, Lebesgue-mesurable sur [0, 1] et

semicontinue supérieurement sur E×E×E et telle que F (t, x, y, z) ⊂ BE(0, ρ1(t)), pour

tout (t, x, y, z) ∈ [0, 1]×E×E×E, et pour une certaine fonction positive ρ1 ∈ L1
R([0, 1]).

Soit H : [0, 1]×E ×E ×E ⇒ E une autre multi-application à valeurs non vides fermées

satisfaisant les conditions suivantes

(i) H est L([0, 1])⊗ B(E)⊗ B(E)⊗ B(E)-mesurable ;

(ii) pour chaque t ∈ [0, 1], en tout point (x, y, z) ∈ E × E × E tel que H(t, x, y, z) est

convexe H(t, ·, ·, ·) est semicontine supérieureent, et quand H(t, x, y, z) n’est pas convexe

H(t, ·, ·, ·) est semicontinue inférieurement sur un voisinage de (x, y, z),

(iii) H(t, x, y, z) ⊂ ρ2(t)BE(0, 1) pour tout (t, x, y, z) ∈ [0, 1] × E × E × E, et pour une

certaine fonction positive ρ2 ∈ L1
R([0, 1]). Soit r un réel positif et soient h : [0, 1] → [−r, t]

une fonction continue et ϕ ∈ CE([−r, 0]) avec ϕ(0) = 0. Alors l’inclusion différentielle

(Pr)


ü(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)) +H(t, u(t), u(h(t)), u̇(t)), p. p. t ∈ [0, 1]

u(t) = ϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0],

u(0) = 0; u(θ) = u(1),

admet des solutions dans X := CE([−r, 1])
⋂

W2,1
E ([0, 1]).

Démonstration.

Etape 1.

Soit mi(·) = ρi(·) + 1
2

(i = 1, 2), m = m1 +m2 et

K = {u ∈ X : u(t) = ϕ(t) ∀t ∈ [−r, 0] et u(t) =

1∫
0

G(t, s)ü(s)ds, ∀t ∈ [0, 1]; ‖ü(t)‖ ≤ m(t) p. p}.
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Il est clair que K est un sous ensemble convexe. Montrons maintenant que K est compact.

Nous avons pour tout t, τ ∈ [0, 1] et tout u ∈ K

‖u(t)− u(τ)‖ = ‖
1∫

0

G(t, s)ü(s)ds−
1∫

0

G(τ, s)ü(s)ds‖

≤
1∫

0

|G(t, s)−G(τ, s)|‖ü(s)‖ds

≤
1∫

0

|G(t, s)−G(τ, s)|m(s)ds,

et

‖u̇(t)− u̇(τ)‖ = ‖
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)ü(s)ds−

1∫
0

∂G

∂t
(τ, s)ü(s)ds‖

≤
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)|‖ü(s)‖ds

≤
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)|m(s)ds.

grâce à l’uniforme continuité de G et ∂G
∂t

et comme m ∈ L1
R, on conclut que les ensembles

K et {u̇, u ∈ K} sont équicontinus dans CE([0, 1]) et comme ϕ ∈ CE([−r, 0]) alors K est

équicontinu dans X.

D’autre part,

‖u(t)‖ = ‖
1∫

0

G(t, s)ü(s)ds‖

≤
1∫

0

|G(t, s)|‖ü(s)‖ds

≤
1∫

0

‖ü(s)‖ds

≤
1∫

0

m(s)ds = ‖m‖L1
R
,
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pour t ∈ [0, 1], et pour t ∈ [−r, 0] nous avons

‖u(t)‖ = ‖ϕ(t)‖
≤ ‖ϕ‖CE([−r,0])

et

‖u̇(t)‖ = ‖
1∫

0

|∂G
∂t

(t; s)ü(s)ds‖

≤
1∫

0

||∂G
∂t

(t, s)|‖ü(s)‖ds

≤
1∫

0

‖ü(s)‖ds

≤
1∫

0

m(s)ds = ‖m‖L1
R
.

Ces inégalités montrent que les ensembles K(t), (t ∈ [−r, 1]) et {u̇(τ), u ∈ K}, (τ ∈ [0, 1])

sont relativement compacts dans E. D’après le théorème d’Ascoli-Arzelà (Théorème 1.2.44

chapitre 1), les ensembles K et {u̇, u ∈ K} sont relativement compactes dans CE([−r, 1])

et CE([0, 1]) respectivement et par suite K est relativement compact dans X.

Montrons maintenant que K est fermé dans X muni de la norme ‖ · ‖X. Soit (un)n

une suite d’éléments de K convergeant vers u dans (X, ‖ · ‖X), alors pour tout n ∈ N,

un(t) =

1∫
0

G(t, s)ün(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

‖ün(t)‖ ≤ m(t) et un(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0].

Comme ‖ün(t)‖ ≤ m(t), alors ‖ün(t)‖
m(t)

≤ 1, posons gn(t) = ün(t)
m(t)

, alors gn ∈ L∞E ([0, 1]).

D’après le Théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki (Théorème 1.2.49 chapitre 1) BL∞E
est

σ(L∞E ,L
1
E)-compacte, on peut donc extraire de (gn)n une sous suite qu’on note aussi (gn)n

qui converge σ(L∞E ,L
1
E) vers une application g ∈ L∞E ([0, 1]) vérifiant ‖g(t)‖ ≤ 1.
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Montrons maintenant que (ün)n converge σ(L1
E,L

∞
E ) vers ü. Soit y ∈ L∞E ([0, 1])

lim
n→∞

〈ün, y〉L1
E ,L∞E

= lim
n→∞

1∫
0

〈ün(t), y(t)〉dt

= lim
n→∞

1∫
0

〈m(t)gn(t), y(t)〉dt

= lim
n→∞

1∫
0

〈gn(t),m(t)y(t)〉dt

= lim
n→∞

〈gn,my〉L∞E ,L1
E

= 〈g,my〉L∞E ,L1
E

=

1∫
0

〈g(t),m(t)y(t)〉dt

=

1∫
O

〈m(t)g(t), y(t)〉dt

= 〈mg, y〉L1
E ,L∞E

= 〈v, y〉L1
E ,L∞E

.

Alors (ün)n converge vers v = mg pour la topologie σ(L1
E,L

∞
E ).

D’autre part l’égalité

u̇n(t)− u̇n(s) =

t∫
s

ün(τ)dτ

nous donne

lim
n→∞

(u̇n(t)− u̇n(s)) = lim
n→∞

1∫
s

ün(τ)dτ

et par suite

u̇(t)− u̇(s) =

t∫
s

v(s)ds,

comme u̇ est absolument continue on obtient v = ü, on conclut donc que (ün)n converge

σ(L1
E,L

∞
E ) vers ü vérifiant ‖ü(t)‖ ≤ m(t). En particulier, nous avons pour tout t ∈ [0, 1]

lim
n→∞

un(t) = lim
n→∞

1∫
0

G(t, s)ün(s)ds =

1∫
0

G(t, s)ü(s)ds,
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et

lim
n→∞

u̇n(t) = lim
n→∞

1∫
0

∂G

∂t
(t, s)ün(s)ds =

1∫
0

∂G

∂t
(t, s)ü(s)ds.

Comme (un)n converge uniformément vers u, on conclut donc que u(t) =
1∫
0

G(t, s)ü(s)ds

pour tout t ∈ [0, 1], alors u ∈ K d’où la compacité de K.

D’après le Théorème 2.2.1, il existe une multi-application Φi : K ⇒ L1
E([0, 1]) ,(i =

1, 2), à valeurs non vides convexes fermées et de graphe fortement-faiblement séquentiellement

fermé telle que pour tout u ∈ K et tout φ ∈ Φ1(u) pour presque tout t ∈ [0, 1], nous avons

φ(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)) et ‖φ(t)‖ ≤ m1(t) (3.3)

et pour tout u ∈ K et pour tout ψ ∈ Φ2(u)

ψ(t) ∈ H(t, u(t), u(h(t)), u̇(t)) et ‖ψ(t)‖ ≤ m2(t). (3.4)

Pour tout u ∈ K, considérons la multi-application Φ : K ⇒ L1
E([0, 1]) définie par

Φ(u) = Φ1(u)+Φ2(u), la multi-application Φ possède les mêmes propriétés que Φi, i = 1, 2.

En effet, pour tout u ∈ K, Φ(u) est convexe grâce à la convexité de Φi, i = 1, 2. Montrons

maintenant que Φ(u) est fermé dans X. Fixons u ∈ K et soit (vn)n une suite d’éléments

de Φ(u) qui converge σ(L1
E,L

∞
E ) vers v, alors vn = v1

n + v2
n tel que vi

n ∈ Φi(u), et donc

‖vi
n(t)‖ ≤ mi(t), on peut supposer par extraction d’une sous suite que (vi

n) converge

σ(L1
E,L

∞
E ) vers une application v vérifiant ‖vi(t)‖ ≤ mi(t) p. p. Comme (vi

n)n ⊂ Φi(u) et

comme Φi(u) est σ(L1
E,L

∞
E ) fermé on conclut que vi ∈ Φi(u), i = 1, 2.

D’autre part, (vn)n converge σ(L1
E,L

∞
E ) vers v, alors v = v1 + v2 ∈ Φ1(u) + Φ2(u) =

Φ(u) et par suite Φ est σ(L1
E,L

∞
E′) fermé et puisque Φ est convexe, alors d’après le

Théorème 1.2.56 chapitre 1, Φ(u) est fermé. Observons que ‖φ(t)‖ ≤ m(t), ∀φ ∈ Φ(u).

Montrons maintenant que le graphe de Φ défini par

gph(Φ) = {(u, v) ∈ K × L1
E([0, 1]) : v ∈ Φ(u)},

est fortement-faiblement séquentiellement fermé dans K × L1
E([0, 1]). Soit (un, vn)n une

suite d’éléments de gph(Φ) convergeant vers (u, v) ∈ K×L1
E([0, 1]) telle que (un)n converge

fortement vers u et (vn)n converge σ(L1
E,L

∞
E ) vers v. Pour tout n ∈ N, vn ∈ Φ(un) et par

suite vn = v1
n + v2

n tel que vi
n ∈ Φi(u). D’après les relations (3.3) et (3.4) ‖vi

n(t)‖ ≤ mi(t),

on peut supposer donc par extraction d’une sous suite que (vi
n)n converge σ(L1

E,L
∞
E ) vers
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une application vi vérifiant ‖vi(t)‖ ≤ mi(t).

D’autre part, comme vi
n ∈ Φi(un), alors (un, vni

) ∈ gph(Φi) et comme Φi est de graphe

fortement-faiblement séquentiellement fermé on déduit alors que (u, vi) ∈ gph(Φi) et par

suite vi ∈ Φi(u), comme (vn)n converge σ(L1
E,L

∞
E ) vers v on conclut que v = v1 + v2 ∈

Φ1(u)+Φ2(u) = Φ(u), alors v ∈ Φ(u) et par conséquent (u, v) ∈ gph(Φ), donc gph(Φ) est

fortement-faiblement séquentiellement fermé.

Etape 2.

Considérons l’opératur A défini sur K par

Au = {v ∈ X : v(t) = ϕ(t) sur [−r, 0] et

v(t) =

1∫
0

G(t, s)φ(s)ds, ∀t ∈ [0, 1], φ ∈ Φ(u)}.

Montrons que Au ⊂ K. Fixons u ∈ K et soit v ∈ Au, alors il existe φ ∈ Φ(u) telle que

v(t) =

1∫
0

G(t, s)φ(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

et v(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0]. D’aprés la relation (2.9) du Lemme 2.1.1 v̈ = φ

presque partout et par suite v(t) =
1∫
0

G(t, s)v̈(s)ds pour tout t ∈ [0, 1] et pour presque

tout t ∈ [0, 1]

‖v̈(t)‖ = ‖φ(t)‖
≤ m(t)

Par conséquent v ∈ K, ce qui montre que A est défini de K dans lui même.

Il est clair que Au est convexe, Montrons donc que Au est compact dans K muni de

la norme ‖ · ‖X. Comme Au ⊂ K et K compact il suffit donc de montrer que Au est fermé

dans K. Fixons u ∈ K et soit (vn) une suite d’éléments de Au convergeant vers v ∈ K,

alors pour chaque n ∈ N, il existe φn ∈ Φ(u) telle que

vn(t) =

1∫
0

G(t, s)φn(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

et vn(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0]. ‖φn(t)‖ ≤ m(t) p. p, alors on peut lui extraire une

sous suite qui converge σ(L1
E,L

∞
E′) vers une application φ ∈ L1

E([0, 1]). Comme

φn ∈ Φ(u), et Φ(u) est σ(L1
E,L

∞
E′)-fermé, on conclut que φ ∈ Φ(u). De plus

lim
n→∞

vn(t) = lim
n→∞

1∫
0

G(t, s)φn(s)ds =

1∫
0

G(t, s)φ(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],
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et

lim
n→∞

v̇n(t) = lim
n→∞

1∫
0

∂G

∂t
(t, s)φn(s)ds =

1∫
0

∂G

∂t
(t, s)φ(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

comme (vn)n converge vers v dans K, alors v(t) =
1∫
0

G(t, s)φ(s)ds, ∀t ∈ [0, 1], et v(t) =

ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0] et par suite v ∈ Au, on déduit donc que Au est fermé, d’où la

compacité de Au.

Montrons maintenant que A est un opérateur compact. Soit S un ensemble borné

dans K et u ∈ S, pour tout v ∈ Au, il existe φ ∈ Φ(u) telle que

v(t) =

1∫
0

G(t, s)φ(s)ds,∀t ∈ [0, 1],

et v(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0]. Observons que pour tout

t, τ ∈ [0, 1] nous avons

‖v(t)− v(τ)‖ = ‖
1∫

0

G(t, s)φ(s)ds−
∫ 1

0

G(τ, s)φ(s)ds‖

≤
1∫

0

|G(t, s)−G(τ, s)|‖φ(s)‖ds

≤
1∫

0

|G(t, s)−G(τ, s)|m(s)ds,

et

‖v̇(t)− v̇(τ)‖ = ‖
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)φ(s)ds−

1∫
0

∂G

∂t
(τ, s)φ(s)ds‖

≤
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)|‖φ(s)‖ds

≤
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)|m(s)ds.

grâce à l’uniforme continuité de G et ∂G
∂t

et comme m ∈ LR([0, 1]), alors

1∫
0

|G(t, s)−G(τ, s)|m(s)ds→ 0,
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et
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)|m(s)ds→ 0,

quand t → τ , ce qui montre que A(S) et {v̇ : v ∈ A(S)} sont equicontinus dans

CE([0, 1]) comme ϕ ∈ CE([−r, 0]), on conclut alors que A(S) est equicontinu dans X.

comme A(S)(t), (t ∈ [−r, 1]),et {v̇(τ) : v ∈ A(S)}, (τ ∈ [0, 1]), sont relativement

compacts, en appliquant alors le Théorème d’Ascoli-Arzelà, nous obtenons la compacité

relative de A(S) dans X, d’où la compacité de l’opérateur A.

Montrons maintenant que A est semicontinue supérieurement, c’est à dire, montrons

que le graphe de A défini par

gph(A) = {(u, v) ∈ K ×K : v ∈ Au},

est fermé dans K × K. Soit (un, vn) une suite d’éléments de gph(A) convergeant uni-

formément vers (u, v) ∈ K × K. Comme vn ∈ Aun, alors pour chaque n ∈ N, il existe

φn ∈ Φ(un) telle que

vn(t) =

1∫
0

G(t, s)φn(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

et vn(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0]. Comme φn ∈ Φ(un), alors ‖φn(t)‖ ≤ m(t), on peut

supposer par extraction d’une sous suite que (φn)n converge σ(L1
E,L

∞
E′) vers une applica-

tion φ ∈ L1
E([0, 1]).

D’autre part, nous avons

φn ∈ Φ(un) ⇒ (un, φn) ∈ gph(Φ)

⇒ (u, φ) ∈ gph(Φ)

⇒ φ ∈ Φ(u),

car gph(Φ) est fortement-faiblement séquentiellement fermé.

De plus,

lim
n→∞

vn(t) = lim
n→∞

1∫
0

G(t, s)φn(s)ds =

1∫
0

G(t, s)φ(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

lim
n→∞

v̇n(t) = lim
n→∞

1∫
0

∂G

∂t
(t, s)φn(s)ds =

1∫
0

G(t, s)φ(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],
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comme (vn)n converge uniformément vers v, alors v(·) =
1∫
0

G(·, s)φ(s)ds et v(·) = ϕ(·) sur

[−r, 0], et comme φ ∈ Φ(u) alors (u, v) ∈ gph(A), d’où la semicontinuité supérieure de A.

Montrons maintenant qu’il existe R > 0 tel qu on ait

u ∈ λAu (0 < λ ≤ 1) ⇐⇒ ‖u‖X ≤ R.

u ∈ λAu ⇐⇒ ∃φ ∈ Φ(u)

tel que  u(t) = λ
1∫
0

G(t, s)φ(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

u(t) = λϕ(t), ∀t ∈ [−r, 0].

Pour tout t ∈ [0, 1], nous avons

‖u(t)‖ = ‖λ
1∫

0

G(t, s)φ(s)ds‖

≤ λ

1∫
0

|G(t, s)|‖φ(s)‖ds

≤
1∫

0

m(s)ds = ‖m‖L1
R([0,1]),

et

‖u̇(t)‖ = ‖λ
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)φ(s)ds‖

≤ λ

1∫
0

|∂G
∂t

(t, s)|‖φ(s)‖ds

≤
1∫

0

m(s)ds = ‖m‖L1
R([0,1]).

D’autre part, nous avons pour tout t ∈ [−r, 0]

‖u(t)‖ = ‖λϕ(t)‖
≤ λ‖ϕ(t)‖
≤ ‖ϕ‖CE([−r,0]).
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D’après les inégalités précédentes

‖u‖X ≤ max{‖m‖L1
R
, ‖ϕ‖CE([−r,0])} = R.

Par conséquent d’après le Théorème 1.2.42 chapitre 1, on obtient l’existence d’un point

fixe u ∈ A(u), c’est à dire, il existe φ ∈ Φ(u) telle que

u(t) =

1∫
0

G(t, s)φ(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

et u(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0]. D’après la définition de Φ on obtient φ = φ1 + φ2 tel

que φi ∈ Φi(u), (i = 1, 2) et la définition de Φi on obtient

φ1(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)), p. p. t ∈ [0, 1]

φ2(t) ∈ H(t, u(t), u(h(t)), u̇(t)), p. p. t ∈ [0, 1]

et par suite

φ(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)) +H(t, u(t), u(h(t)), u̇(t)), p. p. t ∈ [0, 1].

Par la relation (2.9) du Lemme 2.1.1, ü = φ on conclut alors que

ü(t) ∈ F (t, u(t), u(h(t)), u̇(t)) +H(t, u(t), u(h(t)), u̇(t)), p. p. t ∈ [0, 1],

et u(t) = ϕ(t) pour tout t ∈ [−r, 0] avec u(0) = 0 et u(θ) = u(1), et par suite u est

solution de notre problème considéré.
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Chapitre 4

Résultats d’existence de solutions

pour une inclusion différentielle du

second ordre gouvernée par un

opérateur maximal monotone et une

perturbation à valeurs non convexes

On démontre dans ce chapitre un nouveau résultat d’existence pour une inclusion

différentielle du second ordre gouvernée par un opérateur maximal monotone et une per-

turbation à valeus non convexes avec des conditions aux limites en trois points dans un

espace de dimension finie, de la forme

(PF )

{
−ü(t) ∈ A(t)u(t) + F (t, u(t), u̇(t)), p. p. t ∈ [0, 1],

u(0) = 0, u(θ) = u(1).

où F : [0, 1] × E × E ⇒ E une multi-application semicontinue mixte bornée par une

fonction de L2
R([0, 1]) et A(t) : D(A(t)) ⊂ E ⇒ E un opérateur maximal monotone. Dans

la deuxième section, nous étudions le même problème d’existence mais dans le cas où F

est à croissance linéaire.

Rappelons qu’un opérateur A : D(A) ⊂ E ⇒ E, est monotone si, pour tout t ∈ [0, 1],

λ > 0 et pour tous x1, x2 ∈ D(A), y1 ∈ Ax1 et y2 ∈ Ax2 nous avons

‖x1 − x2‖ ≤ ‖(x1 − x2) + λ(y1 − y2)‖. (4.1)

Si de plus, R(IE + λA) = E on dit que A est maximal monotone.

D(A) := {x ∈ E : Ax 6= ∅}

75



est le domaine de A,

R(A) =
⋃
x∈E

Ax

est le rang de A et IE est l’identité de E.

Dans ce qui suit, nous donnons quelques résultats sur les opérateurs maximaux mono-

tones qui nous seront utiles dans la démonstration de nos théorèmes. Pour plus de détails

sur les opérateurs maximaux monotones on peut se référer à [9], [32] et [11].

Définition 4.0.2 Soient A : D(A) ⊂ E ⇒ E un opérateur et λ > 0. Alors

a) l’opérateur Jλ : D(Jλ) ⊂ E ⇒ E défini par

JλA = (IE + λA)−1,

où D(JλA) = (IE + λA), est appelé la résolvante de A,

b) l’opérateur Aλ : D(Aλ) ⊂ E ⇒ E défini par

Aλ =
1

λ
(IE − JλA),

où D(Aλ) = (IE + λA), est appelé l’approximation Yosida de A.

Lemme 4.0.3 Un opérateur A : D(A) ⊂ E ⇒ E est maximal monotone si et seulement

si pour tout λ > 0, la résolvante Jλ de A est univoque non-expansive, c’est à dire Jλ est

univoque et vérifie la relation

‖JλAx− JλAy‖ ≤ ‖x− y‖, ∀x, y ∈ R(IE + λA).

Proposition 4.0.4 Si A : D(A) ⊂ E ⇒ E est maximal monotone et λ > 0, alors

1) Aλ est univoque, monotone et Lipschitzien de rapport 2
λ

sur R(IE + λA),

2) Aλx ∈ AJλAx, ∀x ∈ R(IE + λA),

3)

1

λ
‖JλAx− x‖ = ‖Aλx‖ ≤ |Ax|0 = inf{‖y‖, y ∈ Ax}, ∀x ∈ R(IE + λA) ∩ D(A) (4.2)

Théorème 4.0.5 Soit E un espace de Banach qui a son dual topologique uniformément

convexe. Alors le graphe de tout opérateur maximal monotone A : D(A) ⊂ E ⇒ E est

fortement-faiblement séquentiellement fermé.

Lemme 4.0.6 Soit H un espace de Hilbert séparable et A(t) : H ⇒ H, (t ∈ [0, 1]), un

opérateur maximal monotone satisfaisant la condition suivante

(H) pour tout x ∈ E et tout λ > 0, la fonction t 7→ (IE+λA(t))−1x est Lebesgue-mesurable
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et il existe une fonction g ∈ L2
H([0, 1]) telle que t 7→ (IE + λA(t))−1g(t) appartient à

L2
H([0, 1]).

Soient (un)n et (vn)n deux suites dans L2
H([0, 1]) vérifiant

(i) (un)n converge fortement vers u ∈ L2
H([0, 1]) et (vn)n∈N converge vers v ∈ L2

H([0, 1])

par rapport à la topologie faible σ(L2
H ,L

2
H) ;

(ii) vn(t) ∈ A(t)un(t) pour tout n ∈ N et presque pour tout t ∈ [0, 1].

Alors v(t) ∈ A(t)u(t), p.p. t ∈ [0, 1].

Démonstration.

Soit IL2
H

l’identité de L2
H([0, 1]) et soit

A : L2
H([0, 1]) ⇒ L2

H([0, 1])

l’opérateur défini par

v ∈ Au ⇐⇒ v(t) ∈ A(t)u(t), p. p. t ∈ [0, 1].

Comme A est monotone, A l’est aussi. En effet, soient u1, u2 ∈ D(A), v1 ∈ Au1, v2 ∈ Au2,

t ∈ [0, 1] et λ > 0. Nous avons u1, u2 ∈ D(A) et donc u1(t), u2(t) ∈ D(A(t)) pour tout

t ∈ [0, 1] et

‖u1 − u2‖2
L2

E([0,1]) =

1∫
0

‖(u1(t)− u2(t))‖2dt

≤
1∫

0

‖u1(t)− u2(t) + λ(v1(t)− v2(t)‖2dt

= ‖u1 − u2 + λ(v1 − v2)‖2
L2

E([0,1]).

Montrons maintenant que A est maximal monotone, c’est à dire on doit démontrer que

pour tout λ > 0

R(IL2
H

+ λA) = L2
H([0, 1]).

Soit λ > 0 et soit g ∈ L2
H([0, 1]). D’aprés l’hypothèse (H), il existe g ∈ L2

H([0, 1]) telle que

la fonction

h : t 7→ (IH + λA(t))−1g(t)

appartient à L2
H([0, 1]).

Considérons la fonction h : t 7→ (IE + λA(t))−1g(t), nous avons

‖h‖L2
H

≤ ‖h− h‖L2
H

+ ‖h‖L2
H

≤ ‖g − g‖L2
H

+ ‖h‖L2
H
,
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du fait que Jλ est non-expansive.

Comme g, g sont des fonctions de L2
H([0, 1]), on déduit que h est Lebesgue-mesurable

et appartient à L2
H([0, 1]). D’autre part, nous avons

h(t) = (IH + λA(t))−1g(t) ∀ t ∈ [0, 1]

⇐⇒ g(t) ∈ (IH + λA(t))h(t) ∀ t ∈ [0, 1]

⇐⇒ g ∈ (h+ λAh)
⇐⇒ h ∈ (IL2

H
+ λA)−1g,

c’est à dire, ∀g ∈ L2
H([0, 1]), ∃h ∈ L2

H([0, 1]) telle que h ∈ (IL2
H

+ λA)−1g, d’où

R(IL2
H

+ λA) = L2
H([0, 1]).

Donc, A est un opérateur maximal monotone sur l’espace de Hilbert L2
H([0, 1]). Par

conséquent d’aprés le théorème 4.0.8, le graphe deA est fortement-faiblement séquentiellement

fermé. Comme la suite (un)n converge fortemet vers u dans L2
H([0, 1]), et la suite (vn)n

converge faiblement vers v, on conclut que v ∈ Au et donc v(t) ∈ A(t)u(t), presque par-

tout.
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4.1 Résultat d’existence pour l’ inclusion différentielle

(PF ) quand F est bornée par une fonction de

L2
R([0, 1])

Dans cette section, on établit un résultat d’existence de solutions pour l’inclusion

différentielle (PF ) quand F est semicontinue mixte et bornée par une fonction positive de

L2
R([0, 1]).

Théorème 4.1.1 Soient E un espace de dimension finie, A(t) : E ⇒ E, (t ∈ [0, 1]) un

opérateur maximal monotone et F : [0, 1]×E×E ⇒ E une multi-application satisfaisant

les conditions suivantes

(i) F est L([0, 1])⊗ B(E)⊗ B(E)-mesurable ;

(ii) pour chaque t ∈ [0, 1], en tout point (x, y) ∈ E × E tel que F (t, x, y) est convexe

F (t, ·, ·) est semicontine supérieurement, et lorsque F (t, x, y) est non convexe F (t, ·, ·) est

semicontinue inférieurement sur un voisinage de (x, y) ;

(iii) F (t, x, y) ⊂ ρ1(t)BE(0, 1) pour tout (t, x, y) ∈ [0, 1] × E × E, pour une certaine

fonction positive ρ1 ∈ L2
R([0, 1]).

Supposons que les hypothèses suivantes sont aussi satisfaites

(H1) pour chaque x ∈ E et pour chaque λ > 0, l’applicaton t 7→ (IE + λA(t))−1x est

Lebesgue-mesurable et il existe g ∈ L2
E([0, 1]) telle que t 7→ (IE + λA(t))−1g(t) appartient

à L2
E([0, 1]) ;

(H2) il existe une fonction positve ρ2 ∈ L2
R([0, 1]) telle que

|A(t)x|0 ≤ ρ2(t), ∀(t, x, y) ∈ [0, 1]× E × E.

Alors, il existe au moins une solution dans W2,1
E ([0, 1]) pour le problème

(PF )

{
−ü(t) ∈ A(t)u(t) + F (t, u(t), u̇(t)), p.p. t ∈ [0, 1],

u(0) = 0, u(θ) = u(1).

Démonstration.

Etape 1.

Soient mi = ρi + 1
2

(i = 1, 2), m = m1 +m2 et

S = {f ∈ L2
E([0, 1]) : ‖f(t)‖ ≤ m(t), p. p. t ∈ [0, 1]}.

Il est clair que S est un sous ensemble convexe. Montrons que S est σ(L2
E,L

2
E)-compact.

Soit (fn)n une suite d’éléments de S, alors pour presque tout t ∈ [0, 1], ‖fn(t)‖ ≤ m(t) et

donc ‖fn(t)‖
m(t)

≤ 1, c’est à dire fn(t)
m(t)

∈ BL2
E
. Comme L2

E([0, 1]) est un espace réflexif, alors

BL2 est compacte pour la topologie σ(L2,L2), on peut donc extraire de (fn) une sous suite
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qu’on note aussi (fn) convergeant σ(L2,L2) vers une fonction f vérifiant ‖f(t)‖ ≤ m(t)

p. p. t ∈ [0, 1], d’où la compacité faible de S dans L2
E([0, 1]).

Considérons maintenant l’ensemble

X = {uf : [0, 1] → E : uf (t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, 1], f ∈ S}.

L’ensemble X est convexe compact dans (C1
E([0, 1]), ‖ · ‖C1). En effet, soient uf1 , uf2 ∈ X

et λ ∈]0, 1[ alors

uf1(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f1(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

uf2(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f2(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

alors

(λuf1 + (1− λ)uf2)(t) = λuf1(t) + (1− λ)uf2(t)

= λ

∫ 1

0

G(t, s)f1(s)ds+ (1− λ)

∫ 1

0

G(t, s)f2(s)ds

=

∫ 1

0

G(t, s)(λf1(s) + (1− λ)f2(s))ds

=

∫ 1

0

G(t, s)(λf1 + (1− λ)f2)(s)ds,

comme f1, f2 ∈ S et comme S est convexe, alors λf1 + (1 − λ)f2 ∈ S et par conséquent

λuf1 + (1− λ)uf2 ∈ X, d’où la convexité de X.

Montrons maintenant la compacité de X dans (C1
E, ‖ · ‖C1).

Soient t, τ ∈ [0, 1], nous avons pour tout uf ∈ X

‖uf (t)− uf (τ)‖ = ‖
∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds−
∫ 1

0

G(τ, s)f(s)ds‖

≤
1∫

0

|G(t, s)−G(τ, s)|‖f(s)‖ds

≤
1∫

0

|G(t, s)−G(τ, s)|m(s)ds,
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et

‖u̇f (t)− u̇f (τ)‖ = ‖
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds−

1∫
0

∂G

∂t
(τ, s)f(s)ds‖

≤
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)|‖f(s)‖ds

≤
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)|m(s)ds,

comme m ∈ L2
R([0, 1]) et G est uniformément continue ces deux inégalités montrent que

X et {u̇f , uf ∈ X} sont équicontinus dans CE([0, 1]). De plus, les ensemble X(t) =

{uf (t), uf ∈ X} et {u̇f (t), uf ∈ X} sont relativement compacts car il sont bornés dans

l’espace de dimension finie E, en effet, pour tout uf ∈ X nous avons

‖uf (t)‖ = ‖
1∫

0

G(t, s)f(s)ds‖

≤
1∫

0

|G(t, s)|‖f(s)‖ds

≤
1∫

0

m(s)ds = ‖m‖L1
R
,

et

‖u̇f (t)‖ = ‖
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds‖

≤
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)|‖f(s)‖ds

≤
1∫

0

m(s)ds = ‖m‖L1
R
.

Par conséquent X et {u̇f , uf ∈ X} sont relativement compacts dans CE([0, 1]) ou ce qui

est équivalent à dire que X est relativement compact dans C1
E([0, 1]) muni de la norme

‖ · ‖C1 .
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Montrons que X est fermé dans C1
E([0, 1]). Soit (un)n une suite d’éléments de X

convergeant vers u ∈ C1
E([0, 1]). Pour tout n ∈ N, il existe une suite (fn)n ⊂ S telle que

ufn(t) =
1∫
0

G(t, s)fn(s)ds pour tout t ∈ [0, 1]. Comme S est σ(L2
E,L

2
E)-compact, on peut

extraire de (fn) une sous suite notée aussi (fn) qui converge σ(L2,L2) vers une certaine

application f ∈ S, et par suite elle converge σ(L1
E,L

∞
E ) vers f , en particulier

lim
n→∞

ufn(t) = lim
n→∞

1∫
0

G(t, s)fn(s)ds =

1∫
0

G(t, s)f(s)ds

et

lim
n→∞

u̇fn(t) = lim
n→∞

1∫
0

∂G

∂t
(t, s)fn(s)ds =

1∫
0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds

et donc (ufn(.), u̇fn(.)) converge vers (uf (.), u̇f (.)). Comme (ufn) converge dans C1
E([0, 1])

vers u, alors d’aprés le Lemme 2.1.1 chapitre 2, on déduit que u = uf , i.,e., u(t) =

uf (t) =
1∫
0

G(t, s)f(s)ds ∀t ∈ [0, 1] et u ∈ W2,1
E ([0, 1]). Ceci implique que X est fermé dans

(C1
E([0, 1]), ‖ · ‖C1) et par suite la compacité de X dans C1

E([0, 1]).

Etape 2 .

D’aprés le Théorème 2.2.1, il existe une multi-application Φ : X ⇒ L2
E([0, 1]) à valeurs

non vides convexes fermées et de graphe fortement faiblement séquentiellement fermé telle

que pour tout u ∈ X et pour tout g ∈ Φ(u) nous avons

g(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) et ‖g(t)‖ ≤ m1(t) (4.3)

pour presque tout t ∈ [0, 1]. Remarquons, par la relation (4.3), que pour tout u ∈ X, Φ(u)

est σ(L2
E,L

2
E)-compact.

Considérons maintenant la multi-application Ψ : X ⇒ C1
E([0, 1]) définie par

Ψ(v) = {u : [0, 1] → E : ∃f ∈ S/ u(t) = uf (t) =

1∫
0

G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

−f(t) ∈ A(t)u(t) + g(t), p.p et g ∈ Φ(v)}.

Montrons que pour tout v ∈ X, Ψ(v) est non vide. Soit (λn) une suite décroissante

dans ]0, 1[, telle que λn → 0 quand n → ∞. Pour tout n ∈ N, considérons l’application

fn : [0, 1] → E définie par

fn(t) = −Aλn(t)v(t)− g(t).
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D’après l’hypothèse (H2) et la condition (iii) et la relation (4.2), nous avons

‖fn(t)‖ ≤ ‖Aλn(t)u(t)‖+ ‖g(t)‖
≤ |A(t)u(t)|0 + ‖g(t)‖
≤ m2(t) +m1(t) = m(t)

c’est à dire (fn)n ⊂ S et comme S est σ(L2
E([0, 1]),L2

E([0, 1]))-compact, on peut lui extraire

une sous suite notée aussi (fn) qui converge σ(L2
E([0, 1]),L2

E([0, 1])) vers une application

f ∈ S.

D’autre part, nous avons pour tout t ∈ [0, 1], d’aprés 2) de la Propsiton 4.0.7,

−fn(t)− g(t) = Aλn(t)v(t) ∈ A(t)JλnA(t)v(t).

Montrons que (JλnA(·)v(·))n converge vers v(·) dans L2
E([0, 1]). Nous avons pour tout

t ∈ [0, 1] et en utilisant la relation (4.2)

‖JλnA(t)v(t)− v(t)‖ = ‖λnAλn(t)v(t)‖
= λn‖Aλn(t)v(t)‖
≤ λn|A(t)v(t)|0
≤ λnm2(t).

Comme λn → 0, on conclut que

‖JλnA(t)v(t)− v(t)‖ → 0, quand n→∞.

Or

‖JλnA(t)v(t)‖ = ‖JλnA(t)v(t)− v(t) + v(t)‖
≤ ‖v(t)‖+ ‖JλnA(t)v(t)− v(t)‖

≤
1∫

0

|G(t, s)|m(s)ds+ λnm2(t)

≤
1∫

0

m(s)ds+ λnm2(t)

< ‖m‖L1
R

+m2(t),

ceci, en utilisant le fait que v ∈ X et λn < 1 pour tout ∈ N. Comme m, m2 ∈ L2
R([0, 1]), en

utilisant le théorème de la convergence dominée de Lebesgue (Théorème 1.2.41 chapitre
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1), on conclut que JλnA(·)v(·) converge vers v(·) dans L2
E([0, 1]).

Comme (fn+g)n converge σ(L2
E([0, 1]),L2

E([0, 1])) vers f+g et (JλnA(·)v(·))n converge

fortement vers v(·) dans L2
E([0, 1]) et comme

−(fn + g)(t) ∈ A(t)JλnA(t)v(t), p. p. t ∈ [0, 1]

on conclut par le Lemme 4.0.6 que

−f(t)− g(t) ∈ A(t)v(t), p. p. t ∈ [0, 1]

c’est à dire

−f(t) ∈ A(t)v(t) + g(t), p.p. t ∈ [0, 1].

Comme f ∈ S, on conclut que l’application uf : [0, 1] → E définie par uf (t) =
1∫
0

G(t, s)f(s)ds,

appartient à Ψ(v), d’où la non vacuité de Ψ(v).

Montrons maintenant que Ψ(v) ⊂ X. Soit u ∈ Ψ(v), alors il existe f ∈ S tel que

u(t) = uf (t) =
1∫
0

G(t, s)f(s)ds pour tout t ∈ [0, 1] et donc Ψ applique X dans lui même.

Remarquons aussi que, pour tout v ∈ X, Ψ(v) est un sous ensemble convexe fermé de X.

En effet, soient uf1 , uf2 ∈ Ψ(v) et λ ∈]0, 1[ alors,

(λuf1 + (1− λ)uf2)(t) = λuf1(t) + (1− λ)uf2(t)

= λ

∫ 1

0

G(t, s)f1(s)ds+ (1− λ)

∫ 1

0

G(t, s)f2(s)ds

=

∫ 1

0

G(t, s)(λf1(s) + (1− λ)f2(s))ds

=

∫ 1

0

G(t, s)(λf1 + (1− λ)f2)(s)ds,

avec λf1 + (1− λ)f2 ∈ S, puisque S est convexe, d’autre part, nous avons

−f1(t) ∈ A(t)v(t) + g1(t), p.p. t ∈ [0, 1],

et

−f2(t) ∈ A(t)v(t) + g2(t), p.p. t ∈ [0, 1],

avec g1, g2 ∈ Φ(v) comme Φ(v) est convexe g = λg1 + (1−λ)g2 ∈ Φ(v). Aussi l’opérateur

A(t) est maximal monotone, alors ses images sont convexes et par conséquent

−(λf1 + (1− λ)f2)(t) ∈ A(t)v(t) + g(t), p.p t ∈ [0, 1],
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et par suite

λuf1 + (1− λ)uf2 ∈ Ψ(v),

d’où la convexité de Ψ(v).

Soit maintenant (ufn) une suite d’éléments de Ψ(v) ⊂ X convergeant vers w dans

(C1
E([0, 1]), ‖ · ‖C1), c’est à dire, pour tout n ∈ N

ufn(t) =

1∫
0

G(t, s)fn(s)ds,∀t ∈ [0, 1], fn ∈ S,

−fn(t) ∈ A(t)v(t) + gn(t), p .p et gn ∈ Φ(v).

Comme (fn) ⊂ S qui est σ(L2
E,L

2
E)-compact, on peut lui extraire une sous suite qui

converge σ(L2
E,L

2
E) vers une application f ∈ S. D’autre part, la convergence σ(L2

E,L
2
E)

de (fn)n vers f implique la convergence faible dans L1
E, en particulier nous avons pour

tout t ∈ [0, 1]

lim
n→∞

ufn(t) = lim
n→∞

1∫
0

G(t, s)fn(s)ds =

1∫
0

G(t, s)f(s)ds,

lim
n→∞

u̇fn(t) = lim
n→∞

1∫
0

∂G

∂t
(t, s)fn(s)ds =

1∫
0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds,

alors (ufn(.), u̇fn(.)) converge vers (uf (.), u̇f (.)) comme (ufn)n converge dans C1
E([0, 1])

vers w, on conclut que w(·) = uf (·).

De plus, (gn)n ⊂ Φ(v), comme Φ(v) est σ(L2
E,L

2
E)-compact, on peut supposer par

extraction d’une sous suite que (gn)n converge σ(L2
E,L

2
E) vers une application g vérifiant

‖g(t)‖ ≤ m1(t) et telle que g ∈ Φ(v) grâce à la convexité de Φ(v).

D’autre part, (fn + gn)n converge σ(L2
E,L

2
E) vers f + g et

−(fn + gn)(t) ∈ A(t)v(t), p.p. t ∈ [0, 1],

on déduit alors par le Lemme 4.0.6 que

−(f + g)(t) ∈ A(t)v(t), p.p. t ∈ [0, 1],

c’est à dire

−f(t) ∈ A(t)v(t) + g(t), p.pt ∈ [0, 1],

85



et par suite uf ∈ Ψ(v), et donc Ψ(v) est fermé dans X qui est compact, d’où la compacité

de Ψ(v).

Montrons maintenant que Ψ est semicontinue supérieurement ou en utilisant le

Théorème 1.2.29 chapitre 1, que le graphe de Ψ

gph(Ψ) = {(v, u) ∈ X×X : u ∈ Ψ(v)},

est fermé dans X × X. Soit (vn, un)n une suite d’éléments de gph(Ψ) qui converge vers

(v, u) dans X×X, un ∈ Ψ(vn) ⊂ X, et donc il existe (fn)n ⊂ S telle que

un(t) = ufn(t) =

1∫
0

G(t, s)fn(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

et

−fn(t) ∈ A(t)vn(t) + gn(t) p. p et gn ∈ Φ(vn),

la suite (fn)n ⊂ S et donc par extraction d’une sous suite on peut supposer que (fn)n

converge σ(L2
E,L

2
E) vers une certaine application f ∈ S. Aussi, la suite (gn)n ⊂ m1(t)BE(0, 1)

comme m1 ∈ L2
E([0, 1]), par extraction d’une sous suite, on peut supposer que (gn)n

converge σ(L2
E,L

2
E) vers une certaine applicaion g ∈ m1(t)BE(0, 1).

De plus, nous avons gn ∈ Φ(vn), alors (vn, gn) ∈ gph(Φ), comme le graphe de Φ est

fortement-faiblement séquentiellement fermé, on conclut que (v, g) ∈ gph(Φ), c’est à dire

g ∈ Φ(v).

La convergence σ(L2
E,L

2
E) de (fn)n vers f implique la convergence faible dans L1

E([0, 1]),

en particulier nous avons pour tout t ∈ [0, 1]

lim
n→∞

ufn(t) = lim
n→∞

1∫
0

G(t, s)fn(s)ds =

1∫
0

G(t, s)f(s)ds = uf (t),

et

lim
n→∞

u̇fn(t) = lim
n→∞

1∫
0

∂G

∂t
(t, s)fn(s)ds =

1∫
0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds = u̇f (t),

et par suite, (ufn(.), u̇fn(.)) converge vers (uf (.), u̇f (.)), comme (ufn)n converge dans

(C1
E([0, 1]), ‖ · ‖C1) vers w, on conclut alors que w(·) = uf (·).

Comme (vn)n ⊂ X converge vers v dans (C1
E([0, 1]), ‖·‖C1) et comme vn(t) =

1∫
0

G(t, s)γn(s)ds, ∀t ∈
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[0, 1] avec γn ∈ S, on aura

‖vn(t)‖ ≤
1∫

0

|γn(s)|ds

≤
1∫

0

m(s)ds

= ‖m‖L1
R
,

on conclut que (vn)n est bornée dans L2
E([0, 1]). Par conséquent (vn)n converge fortement

vers v dans L2
E([0, 1]).

En utilisant ces arguments, le fait que

−fn(t) ∈ A(t)vn(t) + gn(t), p. p,

et le Lemme 4.0.9, on conclut que

−f(t) ∈ A(t)v(t) + g(t), p. p,

c’est à dire (v, u) ∈ gph(Ψ), d’où la semicontinuité supérieure de Ψ.

En appliquant le Théorème du point fixe de Kakutani (Théorème 1.2.39 chapitre 1),

on obtient l’existence d’un point fixe u pour la multi-application Ψ, i. e., u ∈ Ψ(u). Donc

il existe f ∈ S, tel que

u(t) = uf (t) =

1∫
0

G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

−f(t) ∈ A(t)u(t) + g(t) p. p et g ∈ Φ(u),

ce qui est équivallent à dire grâce à les relations (2.7) et (2.9) du Lemme 2.1.1 que

ü(t) = f(t) p. p avec u(0) = 0, u(θ) = u(1) et evec la relation (4.3) on conclut que{
−ü(t) ∈ A(t)u(t) + F (t, u(t), u̇(t)), p.p t ∈ [0, 1],

u(0) = 0, u(θ) = u(1).

Ce qui achève la démonsration de notre théorème.
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4.2 Résultat d’existence pour l’inclusion différentielle

(PF ) quand F est à croissance linéaire

Dans cette section, nous présentons un autre résultat d’existence de solutions pour le

problème (PF ) quand on remplace la condition (iii) et l’hypothèse (H2) par la condition

(v) et l’hypothèse (H3) suivantes

(v) il existe une fonction positive m1 ∈ L2
R([0, 1]) et deux fonctions positives

p, q ∈ L2
R([0, 1]) vérifiant ‖p+ q‖L1

R
< 1, telles que

F (t, x, y) ⊂ (m1(t) + p(t)‖x‖+ q(t)‖y‖)BE, ∀(t, x, y) ∈ [0, 1]× E × E,

(H3) il existe une fonction positve m2 ∈ L2
R([0, 1]) telle que

‖A(t)x‖ = sup{‖y‖, y ∈ A(t)x} ≤ m2(t),

pour tout (t, x, y) ∈ [0, 1]× E × E.

Pour la démonstration de notre résultat d’existence nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 4.2.1 Supposons que les conditions (i), (ii), (v) et les hypothèses (H1) et (H3)

sont satisfaites. Si v est une solution du problème (PF ), alors pour tout t ∈ [0, 1] nous

avons

‖v(t)‖ ≤ α, ‖v̇(t)‖ ≤ α

où α =
‖m‖

L1
R

1−‖p+q‖
L1

R

, et m = m1 +m2.

Démonstration.

Supposons que v est solution de l’inclusion différentielle (PF ), c’est à dire,{
−v̈(t) ∈ A(t)v(t) + F (t, v(t), v̇(t)), p.p t ∈ [0, 1],

v(0) = 0, v(θ) = v(1).

Par la condition (v) et l’hypothèse (H3) nous avons

‖v̈(t)‖ ≤ ‖A(t)v(t)‖+ ‖F (t, v(t), v̇(t))‖
≤ m2(t) +m1(t) + p(t)‖v(t)‖+ q(t)‖v̇(t)‖ = m(t) + p(t)‖v(t)‖+ q(t)‖v̇(t)‖.
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Mais

‖v(t)‖ = ‖
1∫

0

G(t, s)v̈(s)ds‖

≤
1∫

0

|G(t, s)|‖v̈(s)‖ds

≤
1∫

0

(m(s) + p(s)‖v(s)‖+ q(s)‖v̇(s)‖)ds

≤
1∫

0

(m(s) + p(s)‖v‖C1 + q(s)‖v‖C1)ds

≤ ‖m‖L1
R

+ (‖p+ q‖L1
R
)‖v‖C1

et

‖v̇(t)‖ = ‖
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)v̈(s)ds‖

≤
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)|‖v̈(s)‖ds

≤
1∫

0

(m(s) + p(s)‖v(s)‖+ q(s)‖v̇(s)‖)ds

≤
1∫

0

(m(s) + p(s)‖v‖C1 + q(s)‖v‖C1)ds

≤ ‖m‖L1
R

+ (‖p+ q‖L1
R
)‖v‖C1

Alors

‖v‖C1 ≤ ‖m‖L1
R

+ (‖p+ q‖L1
R
)‖v‖C1

(1− ‖p+ q‖L1
R
)‖v‖C1 ≤ ‖m‖L1

R

‖v‖C1 ≤
‖m‖L1

R

1− ‖p+ q‖L1
R

:= α

ce qui montre les estimations

‖v(t)‖ ≤ α, ‖v̇(t)‖ ≤ α.

Nous sommes maintenant en mesure de donner notre deuxième résultat d’existence de ce

chapitre.
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Théorème 4.2.2 Soient E un espace de dimension finie, A(t) : E ⇒ E, (t ∈ [0, 1]) un

opérateur maximal monotone et F : [0, 1] × E × E ⇒ E une multi-application à valeurs

fermées, satisfaisant les conditions suivantes

(i) F est L([0, 1])⊗ B(E)⊗ B(E)-mesurable ;

(ii) pour chaque t ∈ [0, 1], et tout (x, y) ∈ E × E tel que F (t, x, y) est convexe F (t, ·, ·)
est semicontinue supérieurement, et quand F (t, x, y) est non convexe F (t, ·, ·) est semi-

continue inférieurement sur sur un voisinage de (x, y) ;

(v) il existe une fonction positive m1 ∈ L2
R([0, 1]) et deux fonctions positives p, q ∈

L2
R([0, 1]) vérifiant ‖p+ q‖L1

R
< 1, telles que

F (t, x, y) ⊂ (m1(t) + p(t)‖x‖+ q(t)‖y‖)BE(0, 1), ∀(t, x, y) ∈ [0, 1]× E × E.

Supposons que les hypothèses suivantes sont aussi satisfaites

(H1) pour chaque x ∈ E et pour chaque λ > 0, l’application t 7→ (IE + λA(t))−1x est

Lebesgue-mesurable et il existe g ∈ L2
E([0, 1]) tel que t 7→ (IE + λA(t))−1g(t) appartient à

L2
E([0, 1]) ;

(H3) il existe une fonction positive m2 ∈ L2
R([0, 1]) telle que

‖A(t)x‖ = sup{‖y‖, y ∈ A(t)x} ≤ m2(t),

pour tout (t, x, y) ∈ [0, 1]× E × E. Alors, l’inclusion différentielle

(PF )

{
−ü(t) ∈ A(t)u(t) + F (t, u(t), u̇(t)), p.p. t ∈ [0, 1],

u(0) = 0; u(θ) = u(1),

admet au moins une solution dans W2,1
E ([0, 1].

Démonstration.

Considérons l’application πκ : [0, 1]× E → E définie par

πκ(t, x) =

{
x si ‖x‖ ≤ κ
κx
‖x‖ si ‖x‖ > κ

et considérons la multi-application F0 : [0, 1]× E × E ⇒ E définie par

F0(t, x, y) = F (t, πα(t, x), πα(t, y)).

Alors F0 hérite les propriétés (i) et (ii) supposées sur F . En effet, F0 est mesurable car

F0(t, x, y) = F (t, πα(t, x), πα(t, y))

= (F ◦ h)(t, x, y),
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avec
h : [0, 1]× E × E ⇒ [0, 1]× E × E

(t, x, y) 7→ h(t, x, y) = (t, πα(t, x), πα(t, y)).

En effet, soit V un ouvert de E,

F−1
0 (V ) = (F ◦ h)−1(V ) = h−1(F−1(V )),

comme F est L([0, 1]) ⊗ B(E) ⊗ B(E)-mesurable, on conclut que F−1(V ) ∈ L([0, 1]) ⊗
B(E) ⊗ B(E) et par suite h−1(F−1(V )) ∈ L([0, 1]) ⊗ B(E) ⊗ B(E) car h est L([0, 1]) ⊗
B(E)⊗ B(E)-mesurable, d’où la mesurabilité de F0.

Montrons maintenant la condition (ii). Pour chaque t ∈ [0, 1] soit

(F0)t : E × E ⇒ E

(x, y) 7→ (F0)t(x, y) = F0(t, x, y).

Remarquons que

(F0)t(t, x, y) = Ht ◦ gt(x, y)

tels que

Ht : E × E ⇒ E

(x, y) 7→ Ht(x, y) = F (t, x, y),

et
gt : E × E ⇒ E × E

(x, y) 7→ gt(x, y) = (πα(t, x), πα(t, y)).

Montrons que (F0)t(·, ·) est semicontinue supérieurement en chaque point (x, y) tel que

(F0)t(x, y) = F0(t, x, y) est convexe. Pour chaque t ∈ [0, 1], soit (x0, y0) ∈ E × E tel que

(F0)t(x0, y0) = F0(t, x0, y0) est convexe. Montrons que (F0)t(·, ·) = F0(t, ·, ·) est semiconti-

nue supérieurement au point (x0, y0). Soit V un ouvert de E tel que (F0)t(x0, y0) ⊂ V , donc

Ht(gt(x0, y0)) ⊂ V , c’est à dire F (t, πα(t, x0), πα(t, y0)) ⊂ V , comme F (t, πα(t, x0), πα(t, y0))

est convexe, alors Ht est semicontinue supérieurement au point gt(x0, y0) d’où l’existence

d’un voisinage ouvert Ω de gt(x0, y0) tel que Ht(Ω) ⊂ V .

gt(·, ·) étant continue et donc U = g−1
t (Ω) est un voisinage ouvert de (x0, y0) etHt(gt(U)) ⊂

V ce qui implique que (Ht ◦ gt)(U) ⊂ V ou bien (F0)t(U) ⊂ V . D’où la semicontinuité

supérieure de F0 au point (x0, y0).

Soit (x0, y0) ∈ E×E tel que F0(t, x0, y0) n’est pas convexe et montrons que (F0)t(·, ·)
est semicontinue inférieurement sur un voisinage de (x0, y0). F0(t, x0, y0) n’est pas convexe

et donc Ht(gt(x0, y0)) = F (t, πα(t, x0), πα(t, y0)) n’est pas convexe, il existe alors un voisi-

nage U de gt(x0, y0) tel queHt est semicontinue inférieurement sur U . Posons W = g−1
t (U)
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qui est un voisinage de (x0, y0) et montrons que (F0)t(·, ·) est semicontinue inférieurement

sur W . En effet, soit (y, z) ∈ W et par suite gt(y, z) ∈ U , et soit O un ouvert tel que

(F0)t(y, z)∩O 6= ∅ alors Ht(gt(y, z))∩O 6= ∅, comme Ht est semicontinue inférieurement

sur U et gt(y, z) ∈ U , il existe un voisinage Ω de gt(y, z) tel que Ht(Ω) ∩ O 6= ∅, comme

gt est continue, V = g−1
t (Ω) est un voisinage de (y, z) et Ht(gt(Ω)) ∩ O 6= ∅, c’est à dire,

(F0)t(Ω)∩O 6= ∅. Par conséquent (F0)t(·, ·) est semicontinue inférieurement sur W . Donc

F0 vérifie (ii).

De plus,

‖F0(t, x, y)‖ = ‖F (t, πα(t, x), πα(t, y))‖
≤ m1(t) + p(t)‖πα(t, x)‖+ q(t)‖πα(t, y)‖
≤ m1(t) + p(t)‖x‖+ q(t)‖y‖
≤ m1(t) + p(t)α+ q(t)α

= m1(t) + α(p(t) + q(t)) := β(t),

c’est à dire F0(t, x, y) ⊂ β(t)BE, ∀(t, x, y) ∈ [0, 1] × E × E. Par conséquent F0 satisfait

toutes les conditions du Théorème 4.1.1 et donc le problème (PF0) admet une solution

dans W2,1
E ([0, 1]) .

Observons que u est solution de

(PF )

{
−ü(t) ∈ A(t)u(t) + F (t, u(t), u̇(t)) p.p. t ∈ [0, 1],

u(0) = 0; u(θ) = u(1),

si et seulement si u est solution de

(PF0)

{
−ü(t) ∈ A(t)u(t) + F0(t, u(t), u̇(t)) p.p t ∈ [0, 1],

u(0) = 0; u(θ) = u(1).

En effet, soit v une solution (PF ), c’est à dire,{
−v̈(t) ∈ A(t)v(t) + F (t, v(t), v̇(t)) p.p t ∈ [0, 1],

v(0) = 0; v(θ) = v(1),

et d’après le Lemme 4.2.1

‖v(t)‖ ≤ α, ‖v̇(t)‖ ≤ α,

alors πα(t, v(t)) = v(t) et πα(t, v̇(t)) = v̇(t) et par conséquent{
−v̈(t) ∈ A(t)v(t) + F0(t, v(t), v̇(t)) p.p t ∈ [0, 1],

v(0) = 0; v(θ) = v(1),
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on conclut alors que v est solution de (PF0).

Supposons maintenant que v est solution de (PF0), c’est à dire,{
−v̈(t) ∈ A(t)v(t) + F0(t, v(t), v̇(t)) p.p t ∈ [0, 1],

v(0) = 0; v(θ) = v(1),

alors

‖v̈(t)‖ ≤ ‖A(t)v(t)‖+ ‖F0(t, v(t), v̇(t))‖
≤ m2(t) +m1(t) + α(p(t) + q(t)) = m(t) + α(p(t) + q(t)).

‖v(t)‖ = ‖
1∫

0

G(t, s)v̈(s)ds‖

≤
1∫

0

|G(t, s)|‖v̈(s)‖ds

≤
1∫

0

(m(s) + α(p(s) + q(s))ds

≤ (‖m‖L1
R

+ α(‖p+ q‖L1
R
)),

et

‖v̇(t)‖ = ‖
1∫

0

∂G

∂t
(t, s)v̈(s)ds‖

≤
1∫

0

|∂G
∂t

(t, s)|‖v̈(s)‖ds

≤
1∫

0

(m(s) + α(p(s) + q(s)))ds

≤ ‖m‖L1
R

+ α(‖p+ q‖L1
R
).

En remplaçant dans ces deux dernières inégalités α =
‖m‖

L1
R

1−‖p+q‖
L1

R

, on obtient ‖v(t)‖ ≤ α et

‖v̇(t)‖ ≤ α pour tout t ∈ [0, 1], on obtient πα(t, v(t)) = v(t) et πα(t, v̇(t)) = v̇(t), et par

conséquent,

−v̈(t) ∈ A(t)v(t) + F0(t, v(t), v̇(t)) p.p.t ∈ [0, 1]

⇐⇒ −v̈(t) ∈ A(t)v(t) + F (t, πα(t, v(t)), πα(t, v̇(t))) p.p.t ∈ [0, 1]

=⇒ −v̈(t) ∈ A(t)v(t) + F (t, v(t), v̇(t)) p.p.t ∈ [0, 1]
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avec v(0) = 0 et v(θ) = v(1), on conclut que v est solution de (PF ).

On peut alors appliquer le Théorème 4.1.1 sur (PF0) pour finir la démonstration.
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