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Introduction Générale

Ces dernieres années beaucoup de travaux on été consacrés a 1’étude des équations
et inclusions différentielles vu leurs large applications dans de nombreux domaines de

mathématiques, de phisique, et méme en économétrie.

Apres une grande et large étude des équations et inclusions différentielles du premier

ordre, les équations différentielles non linéaires du second ordre de la forme

u(t) = f(t,u(t), u(t)), (1)

ont fait 'objet de nombreux travaux de recherche ot les auteurs ont essayé de généraliser
ou d’élargir au second ordre les résultats existants au premier ordre, nous citons par
exemple les travaux de Hartman [25] qui a fait une étude tres détaillée pour I'équation (1)
avec des conditions aux limites en deux points, ces travaux ont été généralisés par Gupta

[23] avec des conditions aux limites en trois points.

L’existence de solutions pour les inclusions différentielles du second ordre de la forme
i(t) € F(t,u(t), u(t)), (2)

avec des conditions aux limites en deux points et trois points ont été étudiées dans un
espace de dimension finie par Ibrahim-Gomaa [24] et Marano [29]. Dernierement Azzam-
Castaing-Thibault [5], ont généralisé le résultat d’existence de solutions pour Iinclusion

différentielle (2) & un espace de Banach séparable.

Observons que I'existence de solutions pour les inclusions différentielles avec les condi-

tions aux limites de la forme

{ aru(ty) — asu(ty) = ¢ (3)

blu(T) — bQU(T) ;CQ

a été étudié dans la litérature, voir [12] et [18] et leurs références, avec ay, ag, by, by > 0,
a1+ by > 0 et as + by > 0 qui est une condition suffisante pour pouvoire construire la

fonction de Green pour le probleme aux limites considéré.

Des résulats d’existence de solutions de probleme avec un second membre a valeurs
non convexes ont été établis par plusieurs auteurs. Nous citons par exemple les travaux

de Tolstonogov [30], Fryskowski-Gérniowicz [22] et Olech [26] pour le premier ordre et

3



dans le cas de la dimension finie, un travail de Averna-Marano [2] pour le second ordre
toujours dans un espace de dimension finie et dernierement un travail de Azzam-Lounis

[6] pour le second ordre dans le contexte d’un espace de Banach séparable.

L’existence de solutions pour l'inclusion différentielle du second ordre gouvernée par

un opérateur maximal monotone de la forme
—i(t) € A(t)u(t) + F(t, u(t),u(t)),

avec des conditions aux limites en trois points a été étudiée par plusieurs auteurs. Nous
citons par exemple les travaux de Azzam-Castaing-Thibault [5], quand le second membre
F est a valeurs non vides convexes compactes semicontinue supérieurement, un tra-
vail de Cellina-Marchi [16] concernant les multi-applications a valeurs non convexes et
un travail de Colombo-Fonda-Orsenal [17] quand le second membre F' est semicontinue

inférieurement. Pour le premier ordre nous citons un travil de Castaing-Ibrahim [14].

L’ensemble des travaux de cette these est une contribution, dans le méme esprit
des travaux antérieurs, a I’étude de certaines classes d’inclusions différentielles avec des
conditions aux limites en trois points et avec somme de deux perturbations dont I'une est

semicontinue mixte.

On présentera dans cette introduction, d’une maniere breve les grandes lignes de cette

contribution. Cette these est composée de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, on énnonce quelques notions de base qui nous seront utiles
par la suite ainsi que quelques résultats préliminaires utilisés dans la démonstration de

nos théorémes d’existence.

Le deuxieme chapitre est constitué de deux parties, dans la premiere on donne un
résultat d’exisence de solutions pour une inclusion différentielle du second ordre avec des

conditions aux limites en trois points de la forme

(Pr.u) { i(t) € F(t’“(t)’:u t)) + H(t ut),u(t)); p.p-te0,1],

u(0) = 0; u(6) = u(1),

ou F est un espace de Banach séparabe, F' : [0,1] x E x E = E une multi-application
semicontinue supérieurement sur £ x E et H : [0,1] x £ x E = E une multi-application
semicontinue inférieurement. Dans la seconde partie, nous étudions le méme probleme

d’existence avec H semicontinue mixte et F un espace de dimension finie. La méthode



employée dans la démonstration de ce probleme consiste a utiliser I'existence de multi-

sélections pour les multi-applications semicontinues mixte.

Dans le troisieme chapitre, nous nous sommes interéssés a 1’étude de 'existence de

solutions pour une inclusion différentielle avec retard de la forme

u(t) € F(t, u(t),u(h(t)),u(t)) + H(t, u(t), u(h(t)),u(t)); p.p-t€0,1],
(Pr) ul(t) = (t), vt €[0,1],
u(0) = 0; u(0) = u(1),

qui est une extension au cas avec retard des résultats présentés dans le deuxieme chapitre.

Le quatrieme chapitre comporte deux sections, la premiere consiste a traiter I’exis-
tence de solutions pour une inclusion différentielle du second ordre gouvernée par un
opérateur maximal monotone avec une perturbation semicontinue mixte bornée dans

L2([0,1]) dans un espace de dimension finie de la forme

. { —ii(t) € A(t)u(t) + F(¢,u(t), i(t), p.p.te0,1],
u(0) = 0, u(f) = u(1).

Dans la seconde section, on traite le méme probleme mais dans le cas ot F' est a croissance

linéaire.

Les résultats du deuxieme chapitre ont fait I'objet d’une publication avec les pro-
fesseurs Dalila Azzam-Laouir et Lionel Thibault parue dans ”Applicable Analysis” [§].
Aussi, les résultats du quatrieme chapitre on fait ’objet d’une publication avec le profes-

seur Dalila Azzam-Laouir a paraitre dans ” Topological methods for Nonlinear Analysis”.



Chapitre 1
Notations et Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions de base, quelques résultats fondamen-
taux sur les multi-applications, des théoremes de convergence et de compacité. Une partie

de ce chapitre est consacrée a la semicontinuité ainssi qu’au principe du point fixe.

1.1 Notations

Soient E un espace de Banach séparable, £’ son dual topologique, (.,.) leur produit
de dualité et ||.|| la norme de E.
On note par
e o(FE, E') la topologie faible sur E, E, 'espace de Banach £ muni de la topologie faible.
e B;(0,1) ou B la boule unité fermée de E.
e Si A est un ensemble de E alors A est la fermeture de A.
e £([0,1]) la tribu de Lebesgue sur [0, 1].
e B(F) la tribu de Borel sur E.
e Cg([0,1]) 'espace de Banach de toutes les applications continues u : [0,1] — E, muni
de la norme sup.
e CL([0,1]) 'espace de Banach de toutes les applications continues u : [0,1] — E ayant
une dérivée continue %, muni de la norme

lullor = max{ max flut)l], max [|a(t)]]}-

e du(t) ou dt la mesure de Lebesgue.
e L1([0,1]) l'espace des applications Lebesgue-Bochner intégrables définies sur [0, 1] &
valeurs dans l'espace de Banach FE, c’est a dire, les applications f Lebesgue-Bochner

intégrables et telles que [ fdp est finie.
[0,1]



) ayant une dérivée premiere
absolument continue et une dérivée seconde faible dans L}([0, 1]).
Lorsque E est de dimension finie Wé}E([O, 1]) == W3'([0,1]).

e §(-, A) la fonction indicatrice d’un sous ensemble A de F, définie par

) W?B’}E([O, 1]) 'espace de toutes les applications u € Cg(]0, 1]
[

0 size A

5(%14):{ +oo six & A

e la fonction polaire de (-, A) appelée aussi fonction support de A, est la fonction 6*(+, A),
définie sur E’ par
6" (&, A) = sup(€,x), V€ € E.

€A

e Y4 la fonction caractéristique d’une partie A d’'un ensemble donné, définie par

() = 1 site A
XM=Y 0 sitga

e Soit A un sous ensemble d’un espace vectoriel X, on note par co(A) et on I'appelle
I’envellope convexe de A l'intersection de tous les sous ensembles convexes contenant A
et par ¢o(A) et on appelle fermeture de I'envellope convexe de A Iintersection de tous

les sous ensembles convexes fermés de X contenant A.

1.2 Préliminaires

1.2.1 Quelques notions de mesurabilité

Les définitions et les résultats que nous allons ennoncer sont pris de la référence [3].

Définition 1.2.1 Soient X un ensemble non vide, ¥ une famille de sous ensembles de
X. Alors ¥ est dite une tribu sur X si

1. pex,
2. Ac = X\AeX,
3. (Apnen CE=JA, €2.

Le couple (X, X)) est appelé espace mesurable, et les éléments de ¥ sont appelés ensembles
mesurables.

Si la troisieme relation est vraie pour les unions finies seulement, on dit alors que ¥ est
une algebre sur X .

Si X est un espace topologique, la tribu Borélienne sur X, notée B(X) est la plus petite

tribu contenant la topologie de X.



Définition 1.2.2 Soient (X1, %), (Xo, ) deux espaces mesurables et g une application
définie sur X; a valeurs dans X, on dit que g est (X1, X9)-mesurable si pour tout A € ¥q
g (A)ex,.

Si Xo est un espace topologique, une application (X1, B(Xs))-mesurable est dite application
borélienne.

Définition 1.2.3 Soient (X, X)) un espace mesurable et Y un espace métrique. Alors une
fonction g : X — Y est dite fortement mesurable ou Bochner mesurable si g est (3, B(Y))-

mesurable et g(X) est séparable.

Définition 1.2.4 Soient (X, X) un espace mesurable et Y un espace métrique, on dit que
la fonction f : X — Y est ¥-étagée (resp. dénombrablement 3-étagée) si f est (X,B(Y))-
mesurable et f(X) est fini (resp. dénombrable).

Lemme 1.2.5 Sous les notations de la Définitin 1.2.4, nous avons les caractérisations
sutvantes :

e [ est Bochner mesurable,

e il existe une suite de fonctions X-étagées définies sur X a valeurs dans 'Y, convergeant
simplement vers f,

e il existe une suite de fonctions dénombrablement ¥-étagées définies sur X a valeurs

dans Y, convergeant uniformément sur X vers f.

1.2.2 La distance de Hausdorff

Définition 1.2.6 Soient A, B deux sous ensembles d’un espace métrique (X, d), ’écart
entre A et B est défini par
(A, B) = sup d(a, B),

a€A
avec

d(a, B) = inf d(a,b),
beB
et la distance de Hausdorff entre A et B est définie par
H(A, B) = max{e(A, B),e(B, A)}.

Propriétés élémentaires

1) e(A, D) =00 si A+,

2) e(h, B) =0,

8)e(A,B) =0 <= AC B,

4)e(A,B) <e(A C)+e(C,B), C un sous ensemble de X,
5 H(A,B)=0 <= A=5,

6) H(A,B) < H(A,C)+H(C, B).



Si on note par Py(X), 'ensemble des parties fermées de X, alors Py(X) muni de la distance
de Hausdorff 'H, est un espace métrique.

Notons que

e si (X, d) est un espace métrique complet, alors (Pr(X), H) l'est aussi,

e si X est séparable, 'ensemble des parties compactes de X, noté P (X) muni de H est

aussi séparable.

1.2.3 Multi-applications et sélections

Définition 1.2.7 Soient X et Y deuz ensembles non vides. Une multi-application (ou
fonction multivoque) F définie sur X a valeurs dans Y est une fonction qui a chaque
élément x € X associe un sous ensemble F(x) deY, on note F : X =3 Y ou F: X —
PY), (P(Y) est l’ensemble des parties de Y ).

Le domaine, le graphe et ['i'mage de la multi-application F : X =Y sont donnés par

Dom(F) ={x € X /F(x) # 0},

gph(F) ={(x,y) € X xY : x € Dom(F), y € F(x)},
m(F)= |J Fl).

z€Dom(F)

Définition 1.2.8 Soit F': X =Y une multi-application. On appelle sélection de F' toute
application f : X — Y vérifiant

f(z) € F(x), Vo € X.

1.2.4 Mesurabilité des multi-applications

Pour une étude tres détaillée sur la mesurabilité des multi-applications on peut se
référer a [15] et [13].

Définition 1.2.9 Soient (J, %) un espace mesurable, X un espace métrique etT": J = X.
On dit que I" est (X, B(X))-mesurable ou tout simplement ¥-mesurable si pour tout ouvert
V de X,

I'(V)y={teJ/T(t)nV £0} € %

Lemme 1.2.10 Soient (J, %) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable
et I' - J = X une multi-application a valeurs non vides fermées. Considérons les pro-

Priétés sutvantes



(i) TY(B) € 3, pour tout Borélien B de X,
(it) T=Y(C) € B, pour tout fermé C de X,
(ii1) T-Y(V) € 3, pour tout ouvert V de X,

(iv) il existe une suite (0,,), de sélections mesurables de I' telle que
vt e J, I'(t) = {on(t)},en

(v) Yx € X, la fonction distance d(x,T'(+)) est mesurable,

(vi) le graphe de I appartient a ¥ ® B(X).

Alors (1) = (it)) = (tit) = (v) = (vi).

Si I est a valeurs non vides complétes alors (ii1) <— (v) < (iv).

Si I est a valeurs non vides compactes alors (441) = ().

St X est un espace de Banach séparable et I est a valeurs convexes compactes, alors la
mesurabilité de T' est équivalente a la mesurabilité de la fonction support 6*(x',T'(+)), pour
tout ' € X'.

Remarque 1.2.11 La suite (0,,), dans la relation (iv) est dite une représentation de

Castaing de la multi-application T'(+).

Lemme 1.2.12 Soit (J,X,v) un espace mesuré avec v > 0, o-finie et ¥ v-compléte.
Soient X un espace métrique complet et I' : J = X une multi-application a valeurs non

vides fermées. Alors

Théoréeme 1.2.13 Soit (T, %) un espace mesurable, soient X etY deuz espace métriques
séparables. Soient 'y : T = X et 'y : T =Y deux multi-applications X-mesurables, alors
la multi-application T : T == X x Y définie par I'(t) = (I'1(t) x T'a(t)) est X-mesurable.

Théoréeme 1.2.14 Soient (T,3) un espace mesurable, X un espace de Banach séparable
et (;)ier une famille de multi-applications Y-mesurables définies de T dans X. Si I est

fini alors la multi-application T' définie par I'(t) = > T'i(t) est X-mesurable.
il

Démonstration. On va démontrer ce théoreme pour I = {1,2}. Soit V un ouvert de X,

alors

I'(V) = {teT: TtV +0}
= {teT: (Tu(t)+Ta(t)(V # 0}

Posons
W:{(yl,yg) c X x X: Y1+ Y2 EV}

10



Remarqoons que W = h=1(V) ol

h-XxX — X
(y1,92) — h(y1,4%2) =y + o

est une application continue.
Comme V est un ouvert de X alors W est un ouvert de X x X. Par suite et grace au
Théoreme 1.2.13

I(V) = {teT: T@t)( |V +0}
= {teT: (T(t) xTo(t)) [\ W #0} €%,

on conclut donc que I' est ¥-mesurable. m

Théoréme 1.2.15 (Théoreme d’ezistence de sélections mesurables).
Soient (J, %) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable et F : J =
X une multi-application Y-mesurable a valeurs fermées. Alors F' admet au moins une

sélection mesurable.

Définition 1.2.16 Soit (J,%) un espace mesurable. Une multi-application T : J = X
est dite intégrablement bornée ou scalairement intégrable si I' est mesurable et la fonction
t — |C(t)| appartient a L (J) ou |T'(t)| = sup ||z]|.

z€l'(t)
Définition 1.2.17 Soient (J, X, v) un espace mesuré fini, X un ensemble métrique séparable
et : J = X une multi-application a valeurs non vides fermées. Alors [’ensemble de toutes

les sélections Bochner-Lebesque-intégrables de 1" est défini par

St ={f € Lx(J)/ f(t) € T(t), v. p.p}.

Il est clair que St est fermé (puisque T est a valeurs fermées). En utilisant le théoréme
de sélection d’Aumann (voir [31] Théoréme 5.10), on peut voir que St est non vide si et
seulement si la fonction

t inf |z
z€Il'(t)

appartient a L (J). C’est le cas lorsque la fonction

t = [L()] = sup [l]
z€el'(t)

appartient o L (J).

11



Définition 1.2.18 Soit (J, X, v) un espace mesuré et soit I' . J = E une multi-application

intégrablement bornée. Alors on définit l'intégrale de I' par

[ravte = [ sty £ < sty

J J

Théoréme 1.2.19 Soit (J, X, v) un espace mesuré v > 0, o-finie est ¥ v-compléte. Soient
E un espace de Banach séparable et I' : J = E une multi-application intégrablement
bornée a valeurs non vides convexes compactes. Alors Sk est conveze o(Lk(J), L% (J))-

compact et lintégrale multivoque [ T'(t)dv(t) est norme-compacte.
T

Définition 1.2.20 Soit (J, X, v) un espace mesuré positif . On dit qu’un sous ensemble
N de J est v-négligeable s’il existe A € ¥ tel que N C A et v(A) = 0.

Définition 1.2.21 Soit (J, X, v) un espace mesuré positif. Alors la tribu complétée 33, de

Y est la tribu engendrée par X et tous les ensembles négligeables,
¥, ={AUN: AeX, NeN},

N est l’ensemble des parties v-négligeables de J.

On note par S Uintersection de toutes les tribus complétées de X2, c’est a dire, Y= N..

Théoréme 1.2.22 Soient (T, %) un espace mesurable et E un espace de Banach séparable.
Soient f : T — E une application mesurable et p : T — [0, 00[ une fonction mesurable.
Alors

1)t B(f(t),p(t)) est une multi-application mesurable.

2) Considérons (T,i,y) un espace mesuré positif avec v o-finie. Soit I' : T = E wune

multi-application mesurable a valeurs non vides fermées, alors

t—E(t) ={z e L) : [|f(t) — [l = d(f (1), (1))},
est S-mesurable ou Z(t) est éventuellement vide.

Démonstration. (Voir [15] et [4]).

1) Posons G(t) = B(f(t), p(t)), alors G(t) = f(t) + p(t)B(0,1). D’autre part E est un
espace de Banach séparable et donc B(0,1) est séparable, d’ott B(0,1) = {z, },.
Considérons maintenant Uapplication g,, : T — F définie par g,,(t) = f(t)+p(t)z,, comme
p est mesurable alors p(-)x, est mesurable et comme f est mesurable et F un espace de
Banach alors g, est mesurable.

De plus

{gnO)}n = {f(O) +p)zn}n
F) + p(){watn
= (&) +p(t)B(0,1) = G(1).

12



Donc G admet une représentation de Castaing et par suite G est mesuarble (Lemme
1.2.11).

2) Montrons maintenant que si = est a valeurs non vides alors elle est Y-mesurable.

gph(Z) = {(t,2) e T x E: z € =Z(t)}
= {tw) eTxE: xel(t)et|f(t) -zl =d(f{),T(t)}
= {(te)eTx E: ze P} {(t.a) €T x B |[f(t) — | = d(f(£),T(1))}
= gph(I') () eph(H),

ou H est la multi-application définie de T" a valeurs dans E par H(t) = G(t) = B(f(t), p(t)),
avec p(t) = d(f(t),T(t)). D’apres 1) H est X-mesurable et comme I" est Y-mesurable, alors
d’apres le Lemme 1.2.11 gph(T"), gph(H) € ¥ ® B(E) et donc gph(Z) € X ® B(E) et par
conséquent = est Y-mesurable. m

Remarque 1.2.23 Si E est un espace de dimension finie ou si I'(+) est a valeurs com-

pactes alors = est a valeurs non vides.

1.2.5 Quelques concepts de continuité

Pour plus de détails sur la semicontinuité supérieure et la semicontinuité inférieure

des multi-applications voir [1] et [27].

Définition 1.2.24 Soient X, Y deux espaces topologiques, F' : X = Y wune multi-
application. Alors F est dite semicontinue supérieurement (s.c.s) au point xy € X, si
pour tout ouvert V de Y tel que F(x) C V, il existe un ouvert U de X tel que xg € U et
Fz)cV,VzeU.

On dit que F est s.c.s sur X si elle est s.c.s en tout point x € X.

Définition 1.2.25 Soient X, Y deuz espaces topologiques, F : X == Y une multi-
application. Alors F est dite semicontinue inférieurement (s.c.i) au point ro € X, si
pour tout ouvert V- de'Y tel que F(xo) NV # 0, il existe un ouvert U de X tel que 9 € U
et F(U)NV # 0.

On dit que F est s.c.i sur X si elle est s.c.i en tout point x € X.

Voici quelques caractérisations de la semicontinuité supérieure et inférieure.

Proposition 1.2.26 Soit F' : X = Y wune multi-application, alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes

(i) F est semicontinue supérieurement sur X,

(ii) Uensemble F;'(G) = {x € X : F(x) C G} est un ouvert de X pour tout ouvert G
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deY,
(ii1) Uensemble F~' (M) ={x € X : F(x)NM # 0} est un fermé de X pour tout fermé
M deY.

Proposition 1.2.27 Soit F' : X = Y wune multi-application, alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes

(i) F est semicontinue inférieurement sur X,

(ii) Uensemble F7'(M) = {x € X : F(x) C M} est un fermé de X pour tout fermé M
de Y,

(it3) Uensemble F~1(G) ={z € X : F(x)(\G # 0} est un ouvert de X pour tout ouvert
G deY.

Théoreme 1.2.28 Soient X, Y deuxr espaces métriques et ' : X = Y une multi-
application a valeurs fermées et semicontinue supérieurement. Alors le graphe de F est
fermé dans X x Y.

Théoreme 1.2.29 Soient X, Y deuxr espaces métriques et F' : X =Y une multi-
application a valeurs compactes. St 'Y est compact et si le graphe de F est fermé dans

X XY alors F est semicontinue supérieurement.

Théoreme 1.2.30 Soient X, Y deux espaces métriques et F' : X = Y wune multi-
application. Alors F' est semicontinue inférieurement si et seulement si pour toute suite
(xn)n de points de X convergeant vers xo et pour tout yo € F(xo) il existe une suite (Yn)n

telle que y, € F(xy,) et (y,)n converge vers yo.

Définition 1.2.31 Soient X, Y deuz espaces métriques et soit F' : X = Y une multi-
application, on dit que F est H-semicontinue inférieurement au point xo € X si et seule-

ment si
Ve >0, 30 > 0, F(z9) C V(F(x),¢e); Yr € B(zo,9),

o

V(F(x),e) ={y €Y : d(y, F(x) < e}.

Théoreme 1.2.32 Soient X, Y deux espaces métriques et soit F' : X =2 Y une multi-
application a valeurs compactes. Alors F est H-semicontinue inférieurement si et seule-

ment si F' est semicontinue inférieurement.

Les résultats que nous allons donné dans la suite sont pris de la référence [4].
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Définition 1.2.33 Soient X et Y deux espaces métriques, F' : X =Y une multi-application.
Alors on définit

limsup F(z') = {y € Y : liminfd(y, F(z')) = 0}.

liminf F(2') = {y € Y : limsupd(y, F(z)) = 0}.
1l est clair que

liminf F(2) C F(x) C limsup F(2').
Théoreme 1.2.34 Soient X et Y deur espaces métriques, F' : X = Y une multi-

application semicotinue supérieurement a valeurs compactes, alors

limsup F(z') = F(x).

' —x

Pour la démonstration de ce théoreme nous avons besoin du corollaire suivant

Corollaire 1.2.35 Soient X etY deux espaces métriques, F' : X =Y une multi-application.
Si F' est semicontinue inférieurement (resp. semicontinue supérieurement a valeurs com-
pactes), alors la fonction (z,y) — d(y, F(x)) est semicontinue supérieurement (resp. se-

micontinue inférieurement) sur Dom(F).

Démonstration du Théoréme 1.2.34.

Nous avons F(x) C limsup F(z') et comme F est a valeurs compactes. On a F(z) C
lim sup F'(z'). 11 suffit donc de montrer que limsup F(z') C F(x).
Soit y € lim sup F'(z), alors lim inf d(y, F'(z')) = 0. Comme F est semicontinue supérieurement,

d’apres le Corollaire 1.2.35, la fonction (z,y) — d(y, F'(x)) est semicontinue inférieurement
sur Dom(F'), c’est a dire,
liminf d(y, F(2)) > d(y, F(x)),

et par suite d(y, F'(x)) <0, donc d(y, F(x)) = 0 ce qui implique y € F(x) = F(z) et par
conséquent limsup F(z') C F(z).l

' —x

Théoréme 1.2.36 Considérons une suite de sous ensembles contenus dans un ensemble

compact K d’un espace de Banach séparable E. Alors

co(limsup K,,) = ﬂ co( U K,).

N0 N>0 n>N

15



Démonstration

Montrons tout d’abord que

co(limsup K,,) C ﬂ co( U K,).

oo N>0 n>N

Nous avons

U Kncoeo(| K) = | Kacao(| ) Ka)

n>N n>N n>N n>N
= N UEK.c el K
N>0n>N N>0 n>N
= co([) |J Kn) ceo () e ] Kn)
N>0n>N N>0 n>N
= co(() | Kn) c [ Kn).
N>0n>N N>0 n>N
Comme
limsup K, = ﬂ (U K,),
n—oo N>0 n>N
alors

co(limsup K,,) C ﬂ co( U K,).

oo N>0  n>N
On donne la démonstration de la deuxieme inclusion dans un espace de dimension finie.
Posons A = () ¢o( |J K,). Soit z € A, alors z € () co( |J K,) et par suite pour tout

N>0 n>N N>0 n>N
N >0,z € co( |y K,), donc x est limite d'une suite (vy)r C co( |J K,) et par suite
n>N n>N
P P
pour tout k > 0, vp = > a;?xkj tel que af >0, Y af =1et ap; € U K,
=0 =0 n>N
Soit a* = (af,a}, ....,a’;) € RPL (a*), est une suite bornée dans RPF! alors elle est

relativement compacte et par suite on peut supposer par extraction d’une sous suite que

a™ ) converge unitormement vers a = (ag, a1, ..., a,) tel que a; = 0 pour tout ) =0,1,...;p
k ge uniformément o) tel ;>0 tout j = 0,1

P
et > a; =1

j=0
D’autre part, (z;)r € |J K, C K, qui est compact et donc par extraction d’'une sous

n>N
suite, on peut supposer que (xy;); converge uniformément vers x;. De plus, (xx;)rj>n C
U K,, donc z; € |J K, et par suite z; € (| J K, = limsup K,,.

n>N n>N N>0n>N n—00
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On obtient alors,

r=limwv, = lim E al?xkj
k—oo k—oo J
Jj=0
p
= E:ajxjv
Jj=0

et par suite x € co(limsup K,,), par conséquent A C ¢o(lim sup K,,), d’on
n—oo n—oo
co(limsup K,,) = (co( J K,). m
n—o0 n>0 n>N
On donne maintenant un théoreme d’existence de sélection pour les multi-applications

semicontinues inférieurement.

Théoréeme 1.2.37 (théoréme d’existence de sélections continues). Voir [10] et [21].
Soient X un espace métrique séparable et E un espace de Banach, et soit F' : X =
L1 ([0, 1]) une multi-application a valeurs fermées décomposables semicontinue inférieurement.

Alors F' admet au moins une sélection mesurable.

Nous terminons cette section par ’ennoncé d’'un théoréeme de Fermeture pour les multi-

applications semicontinues supérieurement.

Théoreme 1.2.38 Soient E un espace de Banach séparable, X un espace topologique et
¢ une multi-application définie sur [0,T] x X a valeurs non vides convezes compactes
dans E et telle que pour tout t € [0,T] fizé, ®(t,-) est semicontinue supérieurement.
Soient (x,,), x des fonctions définies de [0,T] a valeurs dans X et (y,), y des fonctions
intégrables définies sur [0,T] a valeurs dans E. Supposons que

(a) lim z,(t) = z(t), p.p sur[0,T],

(b) Elyzo)on converge vers y o(LL, L),

(c) yn(t) € ®(t, z,(t)), p.p sur [0,T).

Alors y(t) € ®(t,z(t)), p.p sur [0,T].

1.2.6 Quelques théoremes du point fixe

Dans cette section, on donne quelques théoremes du point fixe qui nous seront utiles

dans la démonstration de nos résultats d’existence. pour plus de détails. Voir [27].

Théoréme 1.2.39 (Théoreme du point fize de Kakutani)

Soient X un espace topologique séparé localement conveze, S un sous ensemble non vide
convezre compact de X et F': S = S une multi-application semicontinue supérieurement
a valeurs non vides convexes compactes. Alors F' admet un point fixe dans S, c¢’est a dire,
il existe x € S tel que x € F(x).
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Théoréme 1.2.40 (Forme faible du théoréme de Kakutani)
Sotent E un espace de Banach, S un sous ensemble non vide convexe faiblement compact
de E et F': S = S une multi-application faiblement-faiblement semicontinue supérieurement

et a valeurs non vides convezes faiblement compactes. Alors F' admet un point fixe dans

S.

Définition 1.2.41 Soient E et F' deuz espaces de Banach et A : E — F un opérateur. On

dit que A est compact si l’adhérence de l'image de toute partie bornée de E est compacte.

Théoreme 1.2.42 Soient Y un espace vectoriel normé et A 'Y = Y wun opérateur
multivoque compact semicontinu supérieurement a valeurs convexres compactes. Supposons

qu’il existe R > 0 tel qu’on ait [’estimation suivante
reXMz (0<A<1)=|z|| <R

Alors A admet un point fize dans la boule B(0, R).

1.2.7 Quelques théoremes de convergence

Les résultats suivants sont pris de la référence [19].

Théoréme 1.2.43 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue)
Soit (E, %, ) un espace mesuré. Si la suite (f,,) de fonctions définies p-p.p sur E a valeurs
dans R, converge pi-p.p vers une fonction f et si de plus les f, supposées v-intégrables

vérifient p-p.p et pour tout n la condition

()] < g(),

ot g est une fonction p-intégrable indépendante de n. Alors f est p-intégrable et on a
p(f) = lim p(fn).

Lemme 1.2.44 (Lemme de Fatou)
Soit (E, X, v) un espace mesuré. Soit (f,) une suite majorée (resp. minorée) dans L (p)
telle que la suite (u(f,)) est minorée (resp. majorée) dans R. Alors la limite supérieure

(resp. inférieure) de la suite (f,) est u-intégrable et on a

p(limsup f,,) > limsup pu(f,)

n—oo n—oo

(resp.
p(liminf f,,) < liminf u(f,)).

n—oo
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Théoréme 1.2.45 Soit ¢ une fonction a valeurs réelles, définie sur Vi x (E'\ A), ou Vj
est un voisinage d’un point s € R, E un espace de Banach séparable et A C E est un sous
ensemble p-négligeable. Si pour chaque t € Vs, la fonction x +— ¢(t,x) est p-intégrable sur
E et si de plus, sur Vi x (E'\ A), la fonction ¢ admet une dérivée partielle par rapport a
t vérifiant linégalité

)] < gla),

ot g est p-intégrable indépendante de t, alors la fonction

- / o(t, 2)dp(z)

est dérivable au point s et l'on a

d 9l0)
G ts.oyinta) = [ (s aivia)
Théoréme 1.2.46 (Théoréme d’Ascoli-Arzela). Voir [1].

Soient J un espace métrique compact, Y un espace métrique complet, et H un sous en-
semble de C(J,Y), l'espace des applications continues définies sur J a valeurs dans Y,
muni de la topologie de la convergence uniforme. Alors H est relativement compact si et

seulement si H est equicontinu et H(x) est relativement compact, avec

H(z) ={f(z)/ f € H}.
Théoréme 1.2.47 ( Conséquence du Théoréme d’Ascoli-Arzela). Voir [1] et [4]
Soient J un sous ensemble compact de R, E un espace de dimension finie et soit (fn)n
une suite de fonctions absolument continues définies sur J a valeurs dans E satisfaisant
les conditions suivantes
(1) ¥t € J, (fu)n est un sous ensemble relativement compact dans E,

(2) il existe une fonction a valeurs réelles positives h € Ly (J) telle que

(O] < (1), pp surd.

Alors il existe une sous suite de ( f,)n (qu’on note aussi (f,)) qui converge vers une fonction
absolument continue f : J — E au sens suivant

(a) (fu)n converge uniformément vers f,

(b) (fo)n converge faiblement vers f dans LY(.J), c’est a dire, (f,), converge vers f

o(Lp(J), L (])).

Définition 1.2.48 Soit (e,) une suite d’éléments du dual X' d’un espace topolgique X.
On dit que (€),) sépare les points de X si pour tous x, y € X, x # y, il existe n € N tel
que

(€, ) # (en, y)-

Si X est un espace séparable X' admet une telle suite.
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1.2.8 Quelques résultats de compacité

Les résultats suivants sont pris de la référence [3] et [27].

Théoréme 1.2.49 (Théoréme de Banch Dieudonné).
Sient E un espace de Banach, B la boule unité fermée de E'. Alors sur By la topologie

de la convergence faible coincide avec la topologie de la convergence compacte.
(Bg/,o(E', E)) est métrisable.

Proposition 1.2.50 Soit K un sous ensemble borné convexe de E. Alors K est compact
si et seulement si la fonction o' +— 0*(2', K) est continue sur Bg: muni de la topologie de

la convergence compacte.

Théoréme 1.2.51 (Théoreme de Banach-Alaoglu-Bourbaki)
Soit E un espace de Banach. Alors la boule unité fermée de E' est compacte pour la
topologie o(E', E).

Théoréme 1.2.52 (Théoreme d’Alaoglu)
Soit E un espace de Banach séparable et soit M' C E', si M’ est borné pour la norme de

E' et fermé pour la topologie o(E', E). Alors M' est compact pour cette topologie.

Théoréme 1.2.53 (Théoreme d’Eberlein-Smailian).

Soit S un sous ensemble d’un espace de Banach. Alors les deux propriétés suivantes sont
équivalentes

(i) S est faiblement (relativement) séquentiellement compact.

(ii) S est faiblement (relativement) compact.

Théoréme 1.2.54 (Théoréme de Mazur).
Soient E un espace de Banach et A un sous ensemble compact de E. Alors ¢o(A) est

compact.

Théoréme 1.2.55 (Théoréme de Banch-Mazur).
Soit E un espace de Banach, et soit (z,,) une suite d’éléments de E convergeant faiblement
vers x. Alors il existe une suite (z,) (ol z, est une combinaison convere des éléments

Ty Ligly-oee- ) convergeant fortement vers x.

Théoreme 1.2.56 Soit E un espace de Banach et soit M un sous ensemble convexe de

E. Alors M est faiblement fermé si et seulement si M est fortement fermé.
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Chapitre 2

Résultats d’existence de solutions
pour une inclusion différentielle du
second ordre avec une perturbation

non convexe

Ce chapitre comporte deux sections, dans la premiere, nous pésentons un résultat
d’existence de solutions pour une inclusion différentielle du second ordre avec des condi-

tions aux limites en trois points de la forme

(Prm) { it) € F(t’“(t)f t)) + H(t,u(t),u(t)); p.p-tel01],

u(0) = 0; u(f) = u(l).

ou F est un espace de Banach séparabe, F': [0,1] x £ x £ =% E est une multi-application
semicontinue supérieurement sur £ x E et H : [0,1] X F x E = E une multi-application
semicontinue inférieurement. Dans la deuxieme section, nous étudions le méme probleme
d’existence ou on affaiblit 'hypothese de semicontinuité inférieure sur H, i. e., on considere

H semicontinue mixte mais pour F un espace de dimension finie.

Le premier résultat, élargit au cas d'une somme de deux perturbations le résultat

prouvé dans [5] concernant I'existence de solutions pour le probleme

(Pr)

ou F est un espace de Banach séparable et F' une multi-application semicontinue supérieurement
sur £/ x F.
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Le deuxieme résultat de cette section élargit en un sens celui de I’existence de solutions
pour (Pr) ou F' est semicontinue mixte prouvé dans [6] dans le contexte d’un espace de

Banach séparable.
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2.1 Reésultat d’existence de solutions sous la semi-

continuité inférieure de la multi-application H

Au début de cette section, nous donnons un lemme préliminaire ot nous démontrons
quelques propriétés d'une fonction de Green, dont on aura besoin avec force dans la
démonstration de nos résultats d’existence de solutions.

Cette fonction a été utilisée par plusieurs auteurs pour ’étude des équations et in-
clusions différentielles, nous citons Hartman [25] qui a introduit une telle fonction, pour
I’étude du probleme avec des conditions aux limites en deux points pour une équation
différentielle ordinaire du second ordre. Marano [28, 29|, Ibrahim-Gomaa [24], Azzam-
Castaing et Thibault [5] qui ont élargi 'étude aux problemes avec des conditions aux

limites en trois points pour une inclusion différentielle du second ordre.

Lemme 2.1.1 (Lemme 14.1 dans [3] et Lemme 1 dans [5]) Soient E un espace de Banach
séparable, 0 €]0,1] et G : [0,1] x [0,1] — R la fonction définie par

—s s10<s<H,

G(t,s) = —t sit<s<@, (2.1)
% sif<s<1,
si0<t<@
—5 s10<s<4,
G(t,s) = w st < s <t, (2.2)
Ho=D) sit<s<l.
st <t<l1.

Alors on a les résultats suivants
1) siue€ W?BIE avec u(0) =0 et u(f) = u(1), alors

u(t) = /01 G(t, s)u(s)ds, Vt € [0, 1]. (2.3)

2) G(-, s) est dérivable sur [0,1] pour tout s € [0,1], c’est a dire que G(-,s) est dérivable
a droite sur [0, 1] et dérivable a gauche sur |0, 1]. Sa dérivée est donnée par

(

0 s10< s <,
oG :
E(t’ s)=< —1 sit<s<0, (2.4)
| U2 sig<s <1,
s10<t<@
) st0<s<4,
oG o
E(t,s): = sif<s<t, (2.5)
| U= sit<s<L



st <t<l1.

3) G(-,-) et %—f(, -) vérifient
oG
sup |G(t,s)| <1, sup lﬁ—(t,s)] <1 (2.6)
t,s€[0,1] t,s€[0,1]

4) Soit f € LL([0,1]) et soit us : [0,1] — E lapplication défine par
E f

W@:/b@gﬂwmanu, (2.7)

alors up(0) =0 et up(f) = us(1).

De plus, la fonction uy est dérivable, et sa dérivée uy vérifie

Uf(t—i-h)—Uf(t) . 18G

lim ; = islt) = | Bt s (s)ds (2.8)

pour tout t € [0,1].
Par conséquent, iy est une application continue définie de [0, 1] dans E.

(5) la fonction iy est scalairement dérivable, c’est a dire, pour tout ' € E' la fonc-
tion scalaire (z',Us(-)) est dérivable et sa dérivée faible iy est égale a f presque partout,
1.e.,

iy = f, p.p. (2.9)

On donne la démonstration de ce lemme pour la comodité de lecture.
Démonstration.
1) Soit 0 <t < . Nous avons

1 t

/b@@mmu::/-m@@+i-m@@+T}@ﬂ&4m@@

0 0 t

t .
-1 i u(s)ds
= —ti(t) + u(t) — u(0) — ta(0) + ti(t) + ti(0) —

= u(t) = u(0),

et donc

u@:AQMQMW&WEMH
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Soit 8 < ¢ < 1. Nous avons
1

[
/ G(t, s)i(s)ds = / _sii(s)ds + / 06 =040 =D ii(5)as
0 6

0

= %/(eﬂ— 1is)ds + (s = i(s)]}
0

- ﬁ/u(s)ds

= u(t) — u(0) + ——5(u(1) — u(®))

= ult) = u(0)

d’ou

fixé et pour tout h > 0 assez petit, avec t < t+h < 6,

/ , vt €[0,1].
1],

2) Soit ¢ € [0, 0[. Pour tout s € [0,

nous avons
Glt+h) — G(1) 0 s10<s<t<t—+h,
- — —t—h-+t . < <
h () (5—T)—t(s-1) #Z+h;8_9
h(i=0) s10<s<1
d'oi
0 si0<s<0,
oy GO =G0 0G|, 2,
an h ot T o HUSSSY

1-0
% sit<s<l.

Soit maintenant ¢ € [f, 1]. Pour tout s € [0, 1], fixé et pour tout h > 0 assez petit avec
0 <t<t+h<1, nous avons

Gl Gl 0 s10<s<4,
(—+2— t) _ Ot si0<s<t<t+h,
%g% sit+h<s<l1
d’ou
() s10<s<6,
I G(t+h) —G(t) 8G<t ) 'Q; ;t
im =5 \LS)= 10
h—0 h ot ' (i (f) STy
sit<s<l.

1—

>

25



Donc, G(-,s) est dérivable a droite sur [0, 1], et sa dérivée est donnée par les relations
(2.4) et (2.5).

De la méme fagon on démontre que G(-, s) est dérivable a gauche sur ]0, 1], et sa dérivée
est donnée par les relations (2.4) et (2.5).

3) D’apres la définiton de G, pour 0 <t <0 < s <1,

s—1 1—s 1-46

|G(t,s)] |t1_9| t1—0_t1—0_1
pour # < s<t<1
(O(s—1t)+s(t—1))
t p—
t—s 1—1¢
<
< g Ty
< t—5+1—t
- 1-0 1-0
1—s
<
- 1-0
S 17
et pour 0 <t<s<l1
s—1 1—s
|G(t,s)] |t1_9| tl_e_l.

On conclut que

D’apres les relations (2.4) et (2.5), il est facile de vérifier que
oG

sup | —

t,s) < 1.
tsef0,) O (t,5)

4) Soit f € LL([0,1]) et soit uy : [0,1] — E Papplication définie par
1
/G s)ds, vVt € [0,1],
0

on voit bien que us(0) = 0 et d’apres la définition de G

us(1 )—/—Sf ds—I—/l@i (s)ds = ugs(0).

Comme
1

us(t) = /G(t, s)f(s)ds,¥ t € [0,1],

0
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et

sup |G(t,s)| <1,
t,s€[0,1]

le théoreme de Lebesgue nous donne la continuté de uy sur [0, 1].

On veut démontrer maintenant que uy est dérivable. En effet,

a) la fonction G(t,-)f(-) est Lebesgue-intégrable pour tout ¢ € [0, 1],
b) d’apres 2), la fonction G(+, s) est dérivable pour tout s € [0, 1], fixé,
c)

H%(t, $)f () < W), pour tout (¢,s) € [0,1] x [0, 1],

les propriétés a), b) et ¢) nous permettent de conclure, d’apres le Théoreme 1.2.43 chapitre

1, que uy est dérivable et que sa dérivée uy est donnée par

us(t) = i %—?(t, s)f(s)ds, ¥t € [0,1].

5) les relations (2.4) et (2.8) nous donnent

/f gass

pour 0 <t < #. D’ou pour tout ' € £,

(@ ig () = §t<x iy (1)

(s = 1)f(s)ds,

1
0

_ at / £(s ds+— (s — 1) f(s)ds)

— /f ds+— (s = 1)f(s)ds)

= (@ f1)),

pour presque tout t € [0, 6.
Soit (e],) une suite d’éléments de E’ qui sépare les points de E. Alors nous avons
(el,, s (t)) = (€),, f(t)), pour tout n € N et pour presque tout ¢ € [0,6[. On conclut donc
que iy = f sur [0,0].
Les relations (2.5) et (2.8) nous donnent
t 1

1

islt) = 5 [ (5= 0)7()ds + =5 [ (s= V(s
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pour tout # <t <1, d’ou pour tout 2’ € E’, nous avons

) _
(o iig (1)) = (@', T f(0) 4 T F(0) = ', S (1),
pour presque tout ¢ € [6,1]. Par suite iif(t) = f(¢), p. p. t € [0, 1].

Par conséquent

() = f(t), pp.t€[0,1) m
On donne maintenant une conséquence du Lemme 2.1.1 qui nous sera aussi utile par

la suite.

Proposition 2.1.2 Soit E' un espace de Banach séparable et soit f : [0,1] — E une
application continue (respectivement dans L ([0,1])). Alors Uapplication ug : [0,1] — E

définie par X
w(®) = [ Gt fes

est la solution unique dans C%([0,1]) (respectivement dans W%}E([O, 1])) de l’équation
différentielle

u(t) =
. (oo

Démonstration

f@); viel0,1],
=0; wu(d)=u(l).

Si 0 <t <60, nous avons

us(t) :/—sf(s)ds+/e—tf(s)dw/lthf(s)ds,

d’ou

et donc

avec us(0) =0, et usp(0) = uys(1).
Si0 <6 <t<1, nous avons

t

[ 1
s (#) :/—sf(s)ds+/9(s_t)+8(t_1)f(s)ds+/t(s_1>f(s)ds,

1—-6
0 t

d’ou

»
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et donc

avec us(0) =0 et us(d) = us(1). On conclut donc que uy est solution de (P).
Unicité de la solution

Soient uy, vy deux solutions de (P). Alors

ip(t) = vs(t) = f(¢), Vt € [0,1].

D’aprés (2.3) du Lemme 2.1.1

up(t) = /G(t,s)df(s)ds

0
1

- / G(t, )iy (s)ds

0
= ’Uf(f), vVt € [O, 1],

d’otut 'unicité de la solution. m
Nous sommes maintenant en mesure de donner notre principal théoreme d’existence

de cette section.

Théoréme 2.1.3 Soient E un espace de Banach séparable et F' : [0,1] x Ex E =% E
une multi-application a valeurs convexes compactes, mesurable sur [0,1] et semicontinue
supérieurement sur EXE. Soit H : [0,1]x EXE = E une autre multi-application a valeurs
non vides compactes, semicontinue inférieurement sur E x E et de graphe mesurable.
Supposons que, (pour i = 1,2), il existe une multi-application T'; : [0,1] = E mesurable,
a valeurs convexes compactes, et intégrablement bornée, telles que F(t,x,y) C T'1(t) et
H(t,z,y) C Ty(t) pour tout (t,z,y) € [0,1] x E x E. Alors linclusion différentielle

(Pr.u) { i(t) € F(t,u(t), a(t)) + H(t u(t), u(t)); pp-t€[0,1],
| u(0) = 0; u(f) = u(1)

admet au moins une solution dans W%’}E([O, 1]).

Démonstration.

Etape 1.

Prenons ¢o({0} U T;(t)), on peut supposer que 0 € T';(¢) pour tout ¢ € [0,1] et i = 1,2.
Considérons la multi-application I' : [0,1] == E définie par I'(t) = I'y(t) + ['a(¢). T

admet les mémes propriétés que I'y et T'y. En effet, montrons tout d’abord que I'(t) est

convexe pour tout ¢[0, 1].
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Soient v, w € I'(t) et A €]0, 1], alors il existe v;, w; € T';(t), (i = 1,2), tels que v = vy + vy

et w = w; + we Nnous avons,

AU+ (1 — A)w = )\(1)1 + UQ) + (1 — /\)(w1 + U)Q)
= vy + (1 = XNwy + Avg + (1 — X)w,,

comme T';(t) est convexe, on conclut alors que Av; + (1 — Nw; € T;(¢) (i = 1,2), et par
suite Av + (1 — MNw € ['(¢).

Montrons maintenant que I'(t) est compact. Soit (uy,), une suite d’éléments de I'(%),
alors pour tout n € N, il existe v, € I'1(t) et w, € T'y(t) tels que u, = v, + w,, ¥n € N,
comme I';(), (i = 1,2), est compact, on peut extraire de (v,,) et (w,,) des sous suites (v, )
et (wy,,) qui convergent vers v € I'1(t) et w € I'y(t) respectivement, d’ott la suite (un,,)
tel que Up, ) = Up;, T Wy,,, CONVerge vers u = v + w, et par conséquent I'(¢) est compact.

Remarquons d’autre part que I' est mesurable, car I' et somme de deux multi-
applications mesurables définies sur E qui est un espace de Banach séparable (Théoreme
1.2.14 chapitre 1).

Finalement montrons que I' est intégrablement bornée. D’apres la définition 1.2.16,
il suffit de montrer que la fonction ¢ — |['(t)| = sup ||z|| appartient a L ([0, 1]).

zel(t)
L) = sup =] = sup [
z€l'(t) 1€ (¢), z2€T2(t)

< sup |l + sup 2|
z1€l1(¢) z2€l(t)

= M@+ Ta(1)],
comme ['; est intégrablement bornée, alors t +— |[;(t)| appartient a LL([0,1]) et par
conséquent ¢ — |['(t)| appartient & Lg ([0, 1]).

Considérons maintenant 'inclusion différentielle

u(t) e I'(t) p.p.tel0,1]
(PF) { U(O) =0; u(@) = u(l)

Montrons que 'ensemble des solutions de Iinclusion différentielle (Pr) est non vide et

convexe compact dans lespace de Banach CL([0,1]) muni de la norme || - ||c:1. Soit
Sp = {f € Lp([0,1)), f(t) €T(t), Yt € [0,1]}.

Par le Théoréme 1.2.18 chapitre 1, on sait que S} est un sous ensemble convexe o (L% ([0, 1]), L% ([0, 1])-
compact de L% ([0, 1]).
De plus, la multi-application intégrale

1

/F(t)dt = {/lf(t)dt, fesi}

0
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est convexe compacte par rapport a la topologie induite par la norme de E. Pour la

démonstration de ces deux résultats on peut voir la référence [15].

D’apres le Lemme 2.1.1 et la Proposition 2.1.2, 'ensemble des solutions de (Pr) est

non vide et est caractérisé par

1

Xr={us:[0,1] = E: ug(t) = /G(t, s)f(s)ds, Vt €[0,1], f € St}

Xr est convexe. En effet, soient uy,, uy, € Xr et A €]0,1[. Comme uy,, uyg, € Xr, alors

up (t) = [ G(t,s)fi(s)ds, Vt € [0, 1]

o —

et
1

uy,(t) = /G(t,s)fg(s)ds, vt € [0,1]

0

avec f1, fo € St.

Par conséquent

(Auﬁ + (1 - )‘)uf2)(t> = Auﬁ (t> + (1 - )‘)uf2 (t)

1

= )\/G(t,s)fl(s)ds+(1—)\)/G(t,s)f2(s)ds

_ /G(t,s)(/\fl(s) + (1= A) fa(s))ds

_ / Gt $) M fr + (1= A) fo)(5)ds,

comme fi, fo € SL et comme Sl est convexe on obtient, Af; + (1 — \) fo € SE. On conclut

alors que, Auyp + (1 — Nuy, € X, d'ou la convexité de Xr.

Montrons maintenant que Xr est compact. Soient ¢, 7 € [0, 1], nous avons pour tout
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UfEXF

nww—wmn:n/G (s~ [ ) 5)05)

0
1

g/mm—%mwwm

0
1

sﬁw@%mmmm,

0

1 1
. . oG G
lig®) — sl = 1 [ G es)ss)ds— [ o) s)is]
0 0
1

et

<[5 0 -Gl
< [15 09 - Gl

Ces deux inégalités montrent que Xr et {i; : uy € Xr} sont equicontinus dans Cg(10, 1)),
grace a l'uniforme continuité de G et %Ct; et le fait que I' est intégrablement bornée. De
plus, les ensembles Xr(t) = {us(t) : uy € Xr} et {as(t) : uy € Xr} sont relativement
compacts. En effet, d’apres les propriétés de la fonction G, on voit bient que les multi-
applications intégrales G(t,-)I'(-) et 2 (t,-)['(+) vérifient les mémes hypotheses qu'on a

supposées sur la multi-application I'(-), et par suite en utilisant le Théoreme 1.2.18 on
1

conclut que les multi-applications intégrales [ G(t, s)I'(s)ds et f 9G (¢t s)I'(s)ds sont for-
0

tement compactes. D’autre part, nous avons

1

Xr(t) C /G(t,s)F(s)ds,

0

et

{ap(t): up e Xp} C /%—f(t, s)T'(s)ds.

On conclut alors que Xp(t) et {uy(t) : uy € Xr} sont relativement compacts.
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D’apres le théoreme d’Ascoli-Arzeld, Xr et {4y : uy € X|} sont relativement com-

pacts dans Cg([0,1]) et par conséquent Xr est relativement compact dans

(Cu(0, 1)), I - ller)-

Montrons maintenant que Xr est fermé dans (CL([0,1]), ||+ |lc1). Soit (uy, ), une suite
d’éléments de Xr convergeant uniformément vers ¢ dans (Ck([0,1]),] - [|c1). Comme S}
est faiblement compact dans LL([0,1]) et (f,), C Si, on peut extraire une sous suite
notée aussi (f,), qui converge o(L}, L$,) vers une application f € Si. En particulier,
pour tout 2’ € E’ et pour tout ¢ € [0, 1], nous avons

1 1

lim (x',/G(t,s)fn(s)ds> = lim [ (G(t,s)2, fn(s))ds

n—oo n—oo

0 0

= <x’,/G(t, s)f(s)ds), (2.10)

lim {2/,

n—oo

0
SL(t5) als)ds)

D\H
)
I
E.
o))
=

F

- / (s)ds), (2.11)

1
les multi-applications intégrales [ G(t,s)T(s)ds et f 9% (t,5)T(s)ds, (t € [0,1]), étant for-
0

1
tement compactes, les relations (2.10) et (2.11) montrent que (uy, (-)) = ([ G(-, s) f(s)ds)

0
1

et (4, (1) = (f %f( s)f(s)ds) convergent simplementment vers uy(-), @s(-) respective-
0

ment pour £ muni de la topologie forte. Comme (uy,), converge uniformément vers ¢

dans (C%([0,1]), || - ||ct), on conclut que u; = ¢, d’ott la compacité de Xr dans Ck([0, 1]).

Etape 2.

Soit @ : Xy = L([0, 1]) la multi-application définie par

®(uy) = {v € L([0,1]) : v(t) € H(t,up(t),1is(t)), p. p. sur[0,1]}.
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Montrons que ® admet une sélection continue pour Xr muni de la norme || - ||c1.
Montrons tout d’abord que ®(uf) est non vide. Pour tout uy € X, considérons
I’application
h:[0,1] — [0,]]xExFE

t o= (tugp(t),ap(t))

comme ug(-) et 4z (-) sont continues on conclut que 'application h est mesurable. D’autre
part, H(t, us(t),us(t)) = (H o h)(t).
Soit

P:0,1] = E
t — P(t)=(Hoh)()

P est mesurable. En effet, soit V' un ouvert de £ nous avons

PHV) = {te0,1]: Pt)( |V #0}

= {te[0,1]: H(h(t)[V #0}
= {te[0,1]: h(t) e H'(V)}
= {te[0,1]: ten  (H(V))}
= h7H(HT(V))

H étant £(]0,1]) ® B(E) ® B(E)-mesurable et V ouvert de E, alors H- (V) € £([0,1]) ®
B(E) ® B(E) et comme h est mesurable on aura h='(H~*(V)) € £([0,1]), c’est a dire,
P~Y(V) € L(]0,1]) et par conséquent P est mesurable, a valeurs fermées, par le théoreme
d’existence de sélection mesurable (Théoreme 1.2.15 chapitre 1), P admet une sélection
mesurable, i. e., il existe une application mesurable v : [0, 1] — E telle que v(t) € P(t) =
H(t,up(t),us(t)) et comme H(t,ur(t),us(t)) C I'y(t) et I'y intégrablement bornée on
conclut que v € L ([0, 1]) et donc v € ®(uy), d’ou la non vacuité de ®(uy).

Montrons maintenant que ®(uy) est fermé. Fixons uy € Xr et soit (v,), une suite
d’éléments de ®(uy) convergeant vers v € Li;([0,1]), alors par extraction d’une sous suite
on peut supposer que (v,), converge presque partout vers v. D’autre part, nous avons
v, € P(uy), alors v,(t) € H(t,us(t),4s(t)) et comme H est a valeurs compactes, on
conclut donc que v(t) € H(t,us(t),us(t)) p. p. t € [0,1], et par suite v € ®(uy), c'est a
dire, ®(uy) est fermé.

Montrons maintenant que les valeurs de ® sont décomposables. Soit uy € Xr et soient
v, w € P(uy) et soit A € L([0,1]), alors
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(vxa + (1 =xa)w)(t) = v(t)xa(t) + (1 — xa(t))w(t)
{ U(t) < H(t,Uf(t>,7:Lf<t)), te A
w(t) € H(t,up(t),us(t), t¢A

ce qui montre que vx4 + (1 — xa)w € ®(uy), et par suite ®(uys) est décomposable.
Donc, pour montrer que ¢ admet une sélection continue il suffit de montrer que
est semicontinue inférieurement, en utilisant le théoreme d’existence de sélection continue
(Théoreme 1.2.37 chapitre 1).
Soit ug, € Xp, vg € P(uy,) et soit (uy, ), une suite d’éléments de Xy convergeant vers
uy, dans (CL([0,1]), | - [[c1). Pour tout n € N, t — H(t,uy, (t), 4y, () admet un graphe
mesurable, et par suite elle est mesurable car la o-algebre £(]0, 1]) est complete, alors,

d’apres le Théoreme 1.2.22 chapitre 1, la multi-application A,, : [0,1] = E définie par

An(t) ={w € H(t,ug, (1), i, (1) = [lw—wo(t)]| = d(vo(t), H(t, upy,(t), iy, (£))}

est mesueable et a valeurs non vides (car les valeurs de H sont compactes). Montrons
que les valeurs de A, sont fermées. Fixons ¢ € [0,1] et soit (w,), une suite d’éléments
de A, (t) convergeant vers w dans E, alors w,, € H(t, uy, (1), 4y, (t)) et ||wy, — vo(t)]| =
d(vo(t), H(t, uy, (t),uy,(t)). H est a valeurs compactes, donc i 1 W, € H(t,uy, (t),uy, (1))

m—

et par suite w € H(t,uy, (t), 4y, (t)), de plus

B [l —wo(®)]] = lim d(vo(t), H(tug, (£) s, (1)
et par suite
lw—wo()l = d(vo(t), H(t, uy, (t), 1y, (1))

on conclut donc que w € A, (t). D’apres le théoreme d’existence de sélection mesurable
(Théoreme 1.2.15 chapitre 1), il existe une application mesurable v, : [0,1] — E telle que
vn(t) € Ay(t) pour tout ¢ € [0, 1], c’est & dire, v, (t) € H(t, uy, (t), 4y, (t) p. p, et comme
vo(t) € H(t,ug,(t), s (t)) p. p, on aura

T [l () = en(t)]| = lim d(wol), H(t.uy, (8). s, ()
< Jm HCH (g (8. i (1), H (g, ()., (1) = 0

car H est semicontinue inférieurement sur F x E' et par suite H-semicontinue inférieurement
(Théoreme 1.2.32 chapitre 1). La suite (v,), converge ponctuellement vers vy et comme
vn(t) € H(t,uy, (t),ay, (t)) C Iy(t) alors ||u,(t)|| < |I2(t)| et I'y est intégrablement bornée,

35



en utilisant le theoreme de la convergence dominée de Lebesgue on conclut que (v,)n
converge fortement vers vy dans L ([0, 1]). Par le Théoreme 1.2.30, on conclut que ® est
semicontinue inférieurement. Le théoreme d’existence de sélection continue (Théoreme
1.2.37 chapitre 1) nous donne lexistence d’une application continue ¢ : Xp — L} ([0, 1])
telle que ¢(uy) € ®(uy) pour tout uy € Xr, et par suite ¢(uys)(t) € H(t, us(t),us(t)) pour
presque tout ¢ € [0, 1].

Etape 3.

Remarquons que pour toutes applications Lebesgue-masurables v : [0,1] — F et w :
0,1] — E, il existe une sélection Lebesgue-mesurable ¢ € Sy, telle que ((t) € F(t,v(t), w(t)),
presque partout. En effet, il existe (v,) et (w,) convergeant ponctuellement vers v et
w respectivement pour E muni de la topologie forte. Notons que la multi-application
F(-,v,(), w,(+)) est mesurable. Soit ¢, une sélection mesurable de F'(-, v, (+), w,(-)). Comme
Ca(t) € F(t,v,(t),wn(t)) C T'y(t) pour tout t € [0,1] et comme Sf est o(Lj, L3)-
compact, alors d’apres le Théoreme d’Eberlein-Smiilian (Théoréme 1.2.53 chapitre 1), on

peut extraire de ((,) une sous suite ((,) qui converge o(L}, L%,) vers une application

¢ €St

Par le Théoreme de Banach-Mazur (Théoreme 1.2.55 chapitre 1), il existe une suite
(zx) ol zj est une combinaison convexe de {(,, : m > k} telle que (zx(t)) converge vers

((t) presque partout, alors

ﬂ {zk(t), zrs1 (1), ...}, p.p
C f]aﬂQMﬂ/WleLle

C ﬂ co{ U (t, (1), wn (1)}, p. p.

m>k
D’apres le Théoreme 1.2.36 chapitre 1,
(]co{LJ (t, U (8), Wi (£))} = co{limsup F(t, v (t), wm(t)}, p. p
E>1 m>k m—oo

comme F' est semicontinue supérieurement sur £/ X E et a valeurs compactes on obtient
d’apres le Théoreme 1.2.34 chapitre 1

limsup F(t, v,(t), wn(t)) = F(t,v(t),w(t)), p.p

m—00

par suite

C(t) e co{ F(t,v(t), w(t))}, p.p

36



comme F' est a valeurs convexes fermées, on déduit que

C(t) € F(t,v(t), w(t)), p.p.

Etape 4.
Considérons la multi-application ¥ : S = L},([0, 1]) définie par

U(f) ={g € L([0.1]) : g(t) € Ft,us(t),its (1)) + (us)(t) p. pt € [0, 1]}

1

ottuy(t) = [G(t,s)f(s)ds et us(t) = [ 22(¢, s) f(s)ds, pour tout ¢ € [0, 1]. D’apres I'étape
0

Mo

3, comme ¢
F('> uf(')v o
a Sl car g(t
SL.

D’autre part, WU(f) est un sous ensemble convexe faiblement compact. En effet, fixons
[ € St et soient g1, go € W(f) et soit A €]0,1[, alors, g1 (t) — ¢(us)(t) € F(t,us(t),us(t))
et ga(t) — P(ug)(t) € F(t,up(t),ur(t)), comme les valeurs de F' sont convexes on conclut

uy) € Li([0,1]) pour tout uy € Xr, alors pour toute sélection mesurable h de
(+)), I'application g : [0, 1] — E définie par g(t) := h(t) + ¢(uys)(t) appartient
€ I'1(t) + T'2(t) = I'(¢) et par suite ¥ est a valeurs non vides contenues dans

~

~—

que
Ag1(t) = d(up)(t)) + (1 = A)(g2(t) — ¢(uyp)(t)) € F(t, up(t), ug(t)),

donc

Agi(t) + (1= N)ga(t) — ¢(uyp)(t) € F(E,ug(t), g (),
et par suite

(Ag+ (1= N)g2)(t) € F(t,up(t), up(t)) + (up)(t),
d’ou

A1+ (1= N)ga € W(f),

ce qui montre la convexité des valeurs de V.

Montrons maintenant la compacité faible des valeurs de W. Soit (g,), une suite
d’éléments de W(f), c’est a dire,

gn(t) € F(tup(t),up(t)) + o(us)(t) C Tr(t) +Ta(t) = T(?)

alors,

gn(t) € T(2),
et donc (g,), C Sk, on peut donc supposer par extraction d’une sous suite que (g,)n
converge o(Lj;, L) vers g € Si. D’autre part, nous avons g, (t)—¢(us)(t) € F(t, us(t), us(t)),
en utilisant le théoreme de fermeture (Théoreme 1.2.38 chapitre 1), on conclut que
g(t) — d(uyp)(t) € F(t,up(t),us(t)), et par conséquent g € V(f).
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Il nous reste donc & montrer que la multi-application ¥ : SL = S est semicontinue
supérieurement ot St est muni de la topologie faible (L}, L%), ou ce qui est équivalent

a montrer que le graphe de W défini par

gph(¥) = {(f,g9) € S} x S g € U(f)},

est séquentiellement faiblement fermé dans S} x Si.
Soit (f,, gn) une suite d’éléments de gph(¥) convergeant vers (f,g) € St x Si, i.e.,
gn(t) € F(t,uy, (1), 7y, (1) + ¢(uy, )(t). Nous avons pour tout z’ € E’ et tout ¢ € [0, 1]

1
T}erolo<x’,ufn(t)> = T}Lrgo(x’,/G(t,s)fn(s)ds)
0
1

= lim [(G(t,s)x', fu(s))ds

n—oo

et

lim (o, iy, (£)) = lim (&, / %—f(t,s) £.(5)ds)

n—oo n—oo

= (@ us(t)).
Donc (uy, (t), 1y, (t)) Converge vers (ug(t),4s(t)) pour £ muni de la topologie o(E, E').
1

Comme f G(t,s)'(s)ds et f 9G (¢, s)I'(s)ds sont compactes par rapport a la topologie forte
0
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on conclut donc que (uy, (+),%y,(-)) converge ponctuellement vers (uz(-),%s(-)). La com-
pacité des ensembles Xr et {i;: uy € Xr} dans Cg(([0, 1]), nous donne la convergeance
de (uy, )n vers uy dans (CEL([0,1]), || |lc1). Comme g, (t) — ¢ (uy,)(t) € F(t,uy, (t), iy, (1)),
par la continuité de I'application ¢ et le théoreme de fermeture (Théoreme 1.2.38 chapitre
1), on conclut que g(t) — ¢(uys)(t) € F(t,up(t),us(t)), c’est a dire (f,g) € gph(¥), d’ou
la semicontinuité supérieure de W.

En appliquant le théoreme du point fixe de Kakutani (Théoreme 1.2.40 chapitre 1)

sur la multi-application ¥, on a l'existence de f € St telle que f € ¥(f), c’est a dire,

ft) € Ftug(t),ig(t)) + ¢(ug)(t), p.p. t €0,1],

et par suite, puisque ¢(uys)(t) € H(t, ug(t),wr(t)), on aura

f(t) S F(t’uf(t)vuf(t)) + H(t> Uf(t),?lf(t)), p-p-te [07 1]'

Par les relations (2.7) et (2.9) on conclut que

up(t) € Ft,up(t),ip(t)) + H(t up(t), as(t)), p-p-t €0,1].

avec us(0) =0, us() = uyp(1l), c’est a dire uy est solution de notre probleme (Pp ). m
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2.2 Résultat d’existence de solutions sous la semi-

continuité mixte de la multi-application H

Dans cette section, nous étudions dans un espace de dimension finie un résultat d’exis-
tence de solutions pour le probléeme (Pr ) sous la condition de la semicontinuité mixte
de la multi-application H et en utilisant un théoreme d’existence d’'une multi-sélection
semicontiue supérieurement a valeurs convexes pour la multi-application H, en se basant

sur le théoreme suivant.

Théoréme 2.2.1 (Théoréme 2.1 dans [30]).

Soit E un espace de dimension finie et soit F : [0,1] x E = E une mult-application
satisfaisant les conditions suivantes

(H1) F est L(]0,1]) ® B(E)-mesurable,

(Hs) pour tout t € [0,1], en chaque point x € E tel que F(t,x) est convezre, F(t,-) est
semicontinue supérieurement, et lorsque F(t,x) est non convexe, F(t,-) est semicontinue
inférieurement sur un voisinage de x,

(Hs) il existe une fonction de Carathéodory f : [0,1] x E — R qui est intégrablement
bornée et telle que

F(t,z) N B(0, f(t,x)) # 0,

pour tout (t,x) € [0,1] x E. Alors, pour tout ¢ > 0 et tout ensemble compact K C
Cxr([0,1]), il existe une multi-application ® : K = LL([0,1]) a valeurs non vides fermées
convezes et de graphe fortement-faiblement séquentiellement fermé telle que pour tout

u€ K etve d(u) nous avons
v(t) € F(t,u(t)),
et
lo@I] < f(t,ult) +e,

pour presque tout t € [0, 1].

Nous sommes maintenant en mesure de donner notre deuxieme résultat d’existence

de solutions de ce chapitre.

Théoreme 2.2.2 Soient E un espace de dimension finie, F' : [0,1] x E x E = E une
multi-application a valeurs non vides convexes fermées, Lebesgue-mesurable sur [0,1] et
semicontinue supérieurement sur E x E et telle que F(t,z,y) C Bg(0, p1(t)), pour tout
(t,z,y) € [0,1] X E x E et pour une certaine fonction positive p; € Lk([0,1]). Soit
H :[0,1]x Ex E = E une autre multi-application a valeurs non vides fermées satisfaisant

les conditions suitvantes
(i) H est L([0,1]) ® B(E) ® B(E)-mesurable ;
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(ii) pour chaque t € [0,1], en tout point (x,y) € E x E tel que H(t,z,y) est convexe
H(t,-,-) est semicontinue supérieurement, et lorsque H(t,x,y) est non convexe H(t,-,-)
est semicontinue inférieurement sur un voisinage de (z,y) ;
(i3i) H(t,z,y) C Bg(0, pa(t)) pour tout (t,z,y) € [0,1] x E x E, pour une certaine
fonction positive py € L ([0,1]).

Alors, Uinclusion différentielle (Pr.g) admet au moins une solution dans W' ([0, 1]).

Démonstration.
Etape 1.

Soit m;(+) = pi(+) + 3 (i = 1,2), m =my + my et

DN

K= {ue W2(0,1]) : u(t) = /G(t,s)u(s)ds, vt e [0,1]; li(t)] < m(t) p. p.}.

K est un sous ensemble convexe compact de CL([0,1]). En effet, soit v, w € K et A €]0, 1],

alors
(t) = /IG(TZ s)i(s)ds, Vt € [0,1] et [|5(2)[| < m(t),
et 01
wit) = / G(t, s)i(s)ds, Vit € [0,1] et ()] < m().
Alors, 0
(Av+ (1 = Nw)(t) = )\U(lt) + (1 = Nw(t) 1
~ / G(t, 5)i(s)ds + / G(t, s)i(s)ds
= /lG(lf»S)()\?'j + (1= Xw)(s),

(A0 + (1 =)@ < Alo@)]] + (1 =A@l
< Am(t) + (1 = XN)m(t) = m(t),

alors Av + (1 — Mw € K, d’out la convexité de K.
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Montrons maintenant que K est compact. Nous avons pour tout ¢, 7 € [0, 1] et pour
tout u € K

1

Ju(®) — ()] = | / (t, )ii(s)ds — / G(r, s)ii(s)ds]

< / G(t,5) — G(r, 5)][ii(s) | ds

et

i)~ i) = I [ e syits)ds — [ i syits)as]

< /]%(t, s) — %C;(T s)Im(s)ds.

Comme G est uniformément continue et m € LL([0,1]), on conclut que les ensembles K
et {u, u € K} sont equicontinus.

D’autre part,

1

lu@l = | / G(t, s)ii(s)ds|

16t st s

/1 Ji(s) s
/1 m(s)ds = il

IN

IN

IN
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et

ol = | / @—G@ s)i(s)ds|

Ces deux inégalités nous donnent la compacité des ensembles KC(t) et {u(t), v € K} dans
E. D’apres le théoreme d’Ascoli-Arzela (Théoreme 1.2.46 chapitre 1), les ensembles K et
{@, v € K} sont relativement compacts dans Cg([0,1]) et par suite K est relativement
compact dans CL([0,1]).

Montrons maintenant que K est fermé. Soit (uy,), une Suite d’éléments de K conver-
geant vers u € CL([0,1]), alors pour tout n € N, u,(t fG (t, $)ii,(s)ds pour tout

t €10,1] et ||i,(¢)|| < m(t) p. p.

Comme ||i,(t)|| < m(t), alors H%((t))” < 1, posons g,(t) = '"((f , alors g, € L([0,1]).

D’apres le Théoreme de Banach-Alaoglu-Bourbaki (Théoreme 1.2.51 chapitre 1) BL%o est

o (L%, L)-compacte, on peut donc extraire de (g, ), une sous suite qu’on note aussi (g, ),

qui converge o(L$, L)) vers une application g € L¥([0,1]) vérifiant ||g(¢)]] < 1.
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Montrons maintenant que (ii,), converge o(Lk, LY) vers . Soit y € L¥([0, 1])

1

lim <ﬁnvy>L1E,L°EC = lim [ {iin(2), y(t))dt

n—oo n—oo

o
mg, ?J)L%E,L?Eo

{
=

Uay>L}E,L°E°'

Alors (iiy,,),, converge vers v = mg pour la topologie o(LL, L¥).

D’autre part 'égalité
nous donne

et par suite

comme % est absolument continue on obtient v = i, on conclut donc que (i), converge
o(LL, L) vers 4 vérifiant ||i(¢)|| < m(¢). En particulier, nous avons pour tout ¢ € [0, 1]
1 1
lim u,(t) = lim [ G(t,s)i,(s)ds = /G(t, s)i(s)ds,

n—oo n—oo

0 0
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et
oG

W@’ s)i(s)ds.

lim u,(t) = lim t $)iy,(s)ds =
n—oo n—oo a

D\H

1
Comme (uy), converge uniformément vers u, on conclut donc que u(t) = [ G(t, s)ii(s)ds
0

pour tout ¢ € [0, 1], alors u € K d’ou la compacité de K.

En appliquant le Théoreme 2.2.1, on obtient 'existence d’une multi-application
®, : K = LL([0,1]), (i = 1,2) & valeurs non vides convexes fermées et de graphe fortement-

faiblement séquentiellement fermé telle que pour tout u € K et tout ¢ € ®;(u), nous avons

¢(t) € F(t,u(t),u(t)) et [¢@)] <ma(t) p-p, (2.12)

et pour tout u € K et tout ¢ € Po(u)

b(t) € H(t,u(t),u(t)) et (0[] < ma(t) p. p. (2.13)

Considérons, pour i = 1,2, la multi-application ¥; : = CL([0, 1]) définie par
1
Uy(u) = {v € CL(0,1]) : v(t) = /G(t, $)y(s)ds, Ve € [0,1], 7 € By(s)}.
0
Fixons u € K, pour tout v € W;(u) et pour presque tout ¢t € [0,1], nous avons par la
relation (2.9), 6(¢) = v(t) et donc ||6(t)|| < m;(t), ce qui montre que ¥;(u) C K.
D’autre part, W;(u) est convexe grace a la convexité des valeurs de ®;.
Montrons maintenant que ¥;(u) est compact dans (C([0, 1]), ||-||c1). Comme ¥;(u) C
K et K est compact, il suffit de montrer que W;(u) est fermé dans (CL([0,1]), | - [lc1)-

Fixons u € K, soit (v,), une suite d’éléments de ¥;(u) convergeant vers v € CL([0, 1]),
1

alors pour tout n € N, il existe 7, € ®;(u) telle que v,(t) = [ G(¢t, s)yn(s)ds pour
0

tout ¢ € [0,1]. D’apres (2.12) et (2.13), on peut extraire de (7,), une sous suite qu’on

note aussi (V,), qui converge o(LL, L) vers une application v € ®;(u), car ®;(u) est

o(LL, LY)-fermé grace au Théoréme 1.2.56 chapitre 1. En particulier, pour tout ¢ € [0, 1]

1

7}1_{2102}”(15) = nh_)nolo G(t, $)yn(s)ds = /G(t, s)v(s)ds

0

et

: G
lim 0, (t) = lim / 5 (t, 8)yn(s = /E(t,s)y(s)d&

n—0oo n—oo
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Comme (v,,) converge uniformément vers v dans (CL([0,1]), ||||c1), alors v( f G(-

et v € W5'([0,1]), et par suite v € ®;(u), donc U;(u) est fermé dans C}E([O, 1]), par
conséquent W, (u) est la compact dans CL([0, 1]).

On va démontrer maintenant que ¥; : K = K est semicontinue supérieurement ce qui

est équivalent & montrer (voir Théoreme 1.2.29, chapitre 1) que le graphe de W; défini par
gph(¥;) = {(u,v) e Lx K: v e V;(u)},

est fermé dans K x K. Soit (uy,v,), une suite d’éléments de gph(V;) convergeant vers
(u,v) € L x K. Pour tout entier n € N, il existe une certaine application 7,, € ®;(u,,) telle

que
1

vn(t) = /G(t,s)%(s)ds, vt € [0, 1].
0
Comme 7, € ®;(u,), les relations (2.12) et (2.13) nous donnent I'existence d’une sous suite
notée aussi (y,), qui converge o(L}, L3) vers une application v € L([0,1]) vérifiant
I @) < m(t). De plus,

1

lim v,(t) = lim | G(t, s)y.(s)ds =

n—oo n—oo

0

G(t,s)y(s)ds, ¥t € [0,1],

S —

et
: oG
lim 0, (t) = lim ts'yn —ts )v(s)ds, ¥Vt € [0, 1],
0
comme (vy,), converge uniformément vers v, alors v( f G(- s)ds. D’autre part,

Y € ®i(uy), alors (un,v,) € gph(®P;) et comme P; est de graphe fortement-faiblement

séquentiellement fermé, alors (u,7y) € gph(®;) et par suite v € ®;(u), ce qui montre que

(u,v) € gph(¥;), d’ou la semicontinuité supérieure de W;.

Etape 2.

Pour tout u € K, posons ¥(u) = U;y(u) + Us(u). Fixons u € K et soit v € ¥U(u). Alors
1

v =1+ vy avec v;(t) = [ G(t,s)v;(s)ds, Vt € [0,1] et [|6;(¢)|| < my(t), p. p (1 =1,2). Par
0
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suite

v(t) = v(t) + va(t)

_ / G(t, 5)in (s)ds + / Gt 5)in(s)ds

0 0

=

_ / G(t, 5)(#1(5) + a(s))ds

o
—_

- / G(t, s)i(s)ds.

[e=]

De plus,

[ = [[on(t) + B8]
< o@l + o)
< my(t) +ma(t) = m(t).

Alors v € K c’est a dire ¥(u) C K.

Montrons maintenant que W(u) est convexe compact. Soient v, w € ¥(u) et A €]0, 1],

alors v = v1 + vy et W = wy + wy tels que v; € V,(u) et w; € Vy(u), i = 1,2, et donc

MW+ (1=Nw = Mo+ v) + (1 = A)(wy +wy)
= )\Ul + (1 - )\)UJl + )\UQ + (1 - )\)wg,

comme V;(u), i = 1,2, est convexe, alors Av;+(1—\)w; € ¥;(u) et par suite A\v+(1—-N)w €
U(u), d’ou la convexité de W(u).

Montrons maintenant que ¥(u) est compact. Comme W¥(u) C K qui est compact,
il suffit de montrer que ¥(u) est fermé. Fixons u € K, soit (v,), une suite d’éléments
de ¥(u) convergeant vers v € CL([0,1]), alors pour tout n € N, v, = v} + v? tel que
vl € Wi(u). (v), C V;(u), et W;(u) est compact, on peut donc supposer par extraction
d’une sous suite que (v!),, converge uniformément vers v; € W;(u).

D’autre part,

lim v,(t) = lim (v}(t) + v2(t))
= lim v} (t) + lim v2(¢)

= vi(t) +va(t)
= (v1+v2)(1),
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comme (v,), converge uniformément vers v on conclut que v = v; + vy € Uy (u)+ Vy(u) =

U(u) et par suite W(u) est fermé, d’ou la compacité de ¥(u).

Montrons que ¥ : K == K est semicontinue supérieurement ce qui est équivalent a

montrer que le graphe de ¥ défini par
gph(¥) = {(u,v) e Cx K : v e V(u)},

est fermé dans K x K. Soit (un,v,), une suite d’éléments de gph(¥) convergeant vers
(u,v) € CL([0,1]). Alors v, = v} + v tel que

vh € Wi(u,) C K (2.14)

(1 = 1,2), comme K est compact, par extraction de sous suites, on peut supposer que
(v!),, converge vers v; dans (CL([0,1]),] - [[c1), (¢ = 1,2). D’autre part, comme ¥; est

semicontinue supérieurement, d’apres le Théoreme 1.2.29 chapitre 1, son graphe est fermé

dans K x K et par suite par la relation (2.14), la convergence de (u,), vers u et la

1

" )n vers v, on conclut que v; € W;(u). Par conséquent v = vy + vy €

convergence de (v
Uy (u) + Wa(u) = ¥(u). D’ou la semicontinuité supérieure de W.

En appliquant le théoreme du point fixe de Kakutani (Théoreme 1.2.39 chapitre 1),
on obtient I'existence d’un point fixe u € U(u), c’est a dire u = uy +uy tel que u; € Wy (u)
et ug € Wyo(u), et par la définition de ¥; et ¥y on obtient

Uy (t) € F(t,u(t),u(t)),p. p. t € 0,1]
to(t) € H(t,u(t),u(t)),p. p. t €[0,1]

1
avec u; € W3 ([0,1]) et w;(t) = [ G(t, s)ii;(s)ds, pour tout t € [0, 1].
0

Par conséquent
i(t) € F(t,u(t),u(t)) + H(t,u(t),a(t)), p. p. t € [0,1]

avec u(0) = 0 et u(f) = u(1), et par suite u est solution de notre probleme considéré, ce

qui acheve la démonstration du théoreme. m
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Chapitre 3

Résultats d’existence de solutions
pour une inclusion différentielle du

second ordre avec retard

L’existence de solutions pour un probleme différentielle du second ordre avec retard a
été discutée dans la litérature, par exemple, I’équation différentielle du second ordre avec
retard de la forme

i(t) = f(t,u(t), u(h(t), u(t)), vt € [0,1],
avec les conditions
u(t) = o(t) VYt e |-r0]
u(T) =B

ou h:[0,1] — [—r,1] tel que t —r < h(t) < tet p:[—r 0] avec r > 0, a été étudié dans
[20]. Dans un travail récent de Azzam-Haddad [7], ce type de probleme avec retard a été
généralisé a une inclusion différentielle avec des conditions aux limites en trois points de
la forme

u(t) € F(t,u(t),u(h(t)),i(t)), p.p-t€l01]

u(t) = @(t), Vt € [-r,0]

u(0) = 0; u(f) = u(1),
ou F :[0,1] x E x E x E = FE est une multi-application a valeurs non vides convexes

compactes semicontinue supérieurement sur £ x £ x F et E un espace de Banach séparable.

Dans ce chapitre, on établit deux résulats d’existence de solutions pour l'inclusion
différentielle du second ordre avec retard de la forme
i(t) € F(t,u(t),u(h(t),u(t)) + H(t,ut),u(h(t)),u(t), p. p.te]0,1]
(Pr)§ ult) = p(t), vt € [=r,0]
u(0) = 0; u(f) = u(l),
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dans un espace de Banach séaprable F, ou F' est une multi-application semicontinue
supérieurement sur £'xX E'xX E' et H une autre multi-application semicontinue inférieurement.

Dans la deuxieme section, on considere E de dimension finie et H semicontinue mixte.

20



3.1 Résultat d’existence de solutions sous la semi-

continuité inférieure de la multi-application H

On donne notre premier résultat d’existence de solutions pour (P,.) lorsqu’on considére

H semicontinue inférieurement et £ un espace de Banach séparable.

Théoréme 3.1.1 Soit E un espace de Banach séparable et soit F': [0,1] x EX Ex E =
E une multi-application a valeurs convexes compactes, semicontinue supérieurement sur
E x E x E, et mesurable sur [0,1]. Soit H : [0,1] x E x E x E = E une autre multi-
application a valeurs non vides compactes, semicontinue inférieurement sur £ x E x E et
admet un graphe mesurable. Supposons que, pour i = 1,2, il existe une multi-application
[; : [0,1] = E mesurable a valeurs convexes compactes, et intégrablement bornée, c’est
a dire, il existe une application k; € Ly ([0,1]) telle que ||vi|| < |k;(¢)] p. p. t € [0,1]
pour tout v; € I'y(t), telle que F(t,z,y,z) C I'1(t) et H(t,x,y,z) C T'o(t) pour tout
(t,x,y,2z) € [0,1] x E x E x E. Soit r un nombre réel positif et soient h : [0,1] — [—r,1]

une fonction continue et ¢ € Cg([—r,0]) avec p(0) = 0. Alors linclusion différentielle

i(t) € F(t,u(t), u(h(t), a(t)) + H(t, u(t), u(h(t)),u(t)), p.p.te|0,1]
(Pr) 4 u(t) = ¢(t), Vt € [-r,0],
u(0) = 0; u(f) = u(l),

admet de solutions dans X := Cp([—r, 1)) YW='([0,1]) muni de la norme

Il = max{ max (O], max [A(0)]}

Démonstration.

Etape 1.

Prenons ¢o({0} UT';(), on peut supposer que 0 € [';(¢) pour tout ¢ € [0,1] et i = 1,2.
Considérons la multi-application I' : [0,1] == E définie par I'(t) = I'1(t) + I'2(¢), on

a vu dans la démonstration du Théoreme 2.1.3 chapitre 2, que la multi-application I' est

mesurable a valeurs convexes compactes et intégrablement bornée.

Considérons ’ensemble

Xr =A{us: [-r,1] = E: up(t) = (t), Vt € [—r,0] et us(t) = /G(t, s)f(s)ds, Vt € [0,1], f € St},

ot S} est Pensemble des sélections Lebesgue-Bochner intégrables de I' qui est o (L,([0, 1]), L5 ([0, 1])-

compact. Il est clair que I'ensemble X est convexe, montrons qu’il est compact dans
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(X, ]| - lx)- Soient ¢, 7 € [0, 1], nous avons pour tout uy € Xr
1
Jus(t) = us (A = | / () fds = [ Glrs)(s)as]
< / Glt.5) = Gr. )| () ds

< /|G (t,s) — G(,s)||T'(s)|ds,

et

lig®) — i@l = || [ o) )s— [ 5o s)as]

IN
O\H
l\
o+
V2)
N~—
—~
\]
V)
-
=
~—~
-
o
w

1
oG oG
< ul - = .
<[5t - Frlreds
0

Ces deux inégalités montrent que Xr et {as: up € Xr} sont equicontinus dans Cg([0, 1)),
grace a 'uniforme continuité de G et et le fait que I est intégrablement bornée. Comme
¢ € Cg([—r,0]), alors X est equlcontlnu dans X. De plus les ensembles X (t) = {u(?) :
ur € Xp} et {ts(t) : up € Xp} sont relativement compacts. En effet, d’apres les pro-
priétés de la fonction G, on voit bien que les multi-applicatons G(t,-)I'(-) et (¢, )I'(+)

vérifient les mémes hypotheéses qu’on a sur la multi-application I'(-), et par suite en utili-
1

sant le Théoreme 1.2.18, on conclut que les multi-applications intégrales [ G(t, s)['(s)ds
0

et f 9G (t,s)['(s)ds sont fortement compactes. D’autre part, nous avons

1

Xr(t) C /G(t,s)F(s)ds,

0

et

{uf(t) : up e Xr} C /%(t, s)I'(s)ds.

Donc Xr(t), t € [-r,1], et {4y(7) : uy € Xp}, 7 € [0,1], sont relativement compacts.

D’apres le théoreme d’Ascoli-Arzela Xr et {iy : uy € X} sont relativement compacts
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dans Cg([—

trons maintenant que Xr est fermé dans (X, || - ||x)-

r,1]) et par conséquent Xr est relativement compact dans (X, || - [|x). Mon-

Soit (uf, ), une suite d’éléments de Xy convergeant uniformément vers u dans

(X, |l - [[x), alors pour tout n € N, nous avons

1

uy, (t) = /G(t,s)fn(s)ds,w € [0,1],

0

et uy, (t) = @(t) pour tout ¢ € [—r,0]. Comme (f,), C Si qui est faiblement compact dans
L} ([0,1]), on peut lui extraire une sous suite qui converge o (L%, L) vers une application

f € S}. En particulier, pour chaque 2’ € E’ et pour tout ¢t € [0, 1], nous avons

1

lim (x’,/G(t,s)fn(s)ds)

n—00
0

1

lim [ {(G(t,s)2, fu(s))ds

n—oo

0

1

= /(G(t,s)x',f(s))ds

0

t,s)f(s)ds), (3.1)

1
les multi-applications intégrales [ G(t,s)I'(s)ds et f 9 (t,5)T(s)ds, (t € [0,1]), sont for-
0

1
tement compactes, les relations (3.1) et (3.2) montrent que (uyz,(-) = ([ G(: (s)ds)
0

1

et (iy,(-)) = ([ Z(-,s)f(s)ds) convergent simplementment vers uy(-) et () respecti-
0
vement pour £ muni de la topologie forte. Comme (uy, ), converge uniformément vers u
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dans (X, - ||x), on conclut que

1

u(t) = up(t) = /G(t,s)f(s)ds, vt € [0,1],

0

et us(t) = ¢(t) pour tout ¢t € [—r,0] et par suite u € Xr, donc Xr est compact dans X

muni de la norme || - ||x.

Considérons maintenant la multi-application ® : X = LL([0,1]) définie par

®(uy) = {v € Lip([0, 1)) + v(t) € H(t,up(t), up(h(t)),1s(t)), p. p sur [0,1]}.

En se basant sur le théoreme d’existence d'une sélection continue (Théoreme 1.2.37 cha-
pitre 1) on va montrer que ® admet une sélection continue dans Xr.
Montrons tout d’abord que ®(us) est non vide. Pour tout u; € Xp, considérons

I’application
g:10,1] — [0,1]xExXxExE
t o (up(t), up(h(t)), i (t))

comme h(-), us(-) et uy(-) sont continues on conclut que la fonction g est mesurable.
D’autre part, H(t,us(t),ur(h(t)),us(t)) = (H o h)(t).
Soit

P:0,1] = E
t — P(t)=(Hog){t)

P est mesurable. En effet, soit V' un ouvert de £ nous avons

P(V) = {te[0,1]: P(t)(\V #0}
= {te0,1]: H(gt) [V #0}
= {te0,1]: g(t) e H*(V)}
= {te0,1]: teg {(H(V))}
= g {(HHV)).

H étant L£([0,1]) ® B(E) ® B(E) @ B(E)-mesurable et V ouvert de F, alors H (V) €
L([0,1])@B(E)®B(E)®@B(E) et comme g est mesurable on aura g~ (H (V) € L([0,1]),
c’est a dire, P~1(V) € £([0,1]) et par conséquent P est mesurable, & valeurs fermées, par

le théoréme d’existence de sélection mesurable (Théoreme 1.2.15 chapitre 1), P admet
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une sélection mesurable, i. e., il existe une application mesurable v : [0,1] — E telle que
o(t) € P(t) = H(t, up(t), uy(h(t)), iy (8)) et comme H(t,ug(t), us(h(t)), is(t)) C Talt) et
'y intégrablement bornée on conclut que v € Li([0,1]) et donc v € ®(uy), d’out la non

vacuité de ®(uy).

Montrons maintenant que ®(uy) est fermé. Fixons uy € Xr et soit (vy,), une suite
d’éléments de ®(uy) convergeant vers v € Ly ([0, 1]), alors par extraction d’une sous suite
on peut supposer que (v,), converge presque partout vers v. D’autre part, nous avons
vp, € P(uy), alors v, (t) € H(t,usp(t), us(h(t)),ur(t)) et comme H est a valeurs compactes,
on conclut donc que v(t) € H(t,us(t),ur(h(t)),s(t)) pour tout ¢ € [0,1], et par suite
O (uy) est fermé.

Montrons maintenant que les valeurs de ® sont décomposables. Soient v, w € ®(uy)
et soit A € £([0,1]), alors

(oxa+ (1= x)w)(t) = v(t)xalt) + (1 - yal)w()
( 0 € Hltug(0),ug(h(t)) g (1) 1€ A
w(t) € H(tug(t).up(h(t)), g (1) ¢ & A

ce qui montre que vx4 + (1 — xa)w € ®(uy), et par suite ®(uy) est décomposable.

Donc, pour montrer que ¢ admet une sélection continue il suffit de montrer que
est semicontinue inférieurement, en utilisant le théoreme d’existence de sélection continue
(Théoreme 1.2.37 chapitre 1).

Soit ug, € Xp, vg € ®(uy,) et soit (uy, ), une suite d’éléments de Xy convergeant vers
uys, dans (X, | - ||x). Pour tout n € N, t — H(t,uy, (t),uy, (h(t)), 0y, (t) admet un graphe
mesurable, et par suite elle est mesurable car la o-algebre £([0, 1]) est complete, alors,
d’apres le Théoreme 1.2.28 chapitre 1, la multi-application A,, : [0,1] = E définie par

An(t) = {w € H(t, ug, (t), ug, (h(t)), ip, (1)) = w=ro(®)l] = d(vo(t), H(E, up,(t), ur, (h(t)), iy, ()}

est mesurable a valeurs non vides car H est a valeurs compactes. Montrons que les
valeurs de A, sont fermées. Fixons t € [0,1] et soit (v,,)n, une suite d’éléments de
A, (t) convergeant vers v dans E, alors w,, € H(t,uy, (t),uys, (h(t), 4y, (t) et ||Jwn, —
vo(t)|| = d(vo(t), H(t,uy, (t), uy, (h(t)), iy, (t)), H est a valeurs compactes, donc lim w,, €

m—0o0

H(t,ug, (t), us, (h(t)),uy,(t) et par suite w € H(t, uy, (t), us, (h(t)), 0y, (t)), de plus

lim o —vo(t)| = Tim d(vo(t), H(t,ug, (), s, (h(2)). i, (£)

m—00 m—00
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et par suite

lw —wo(®)l = d(vo(t), H(t,up,(t), up, (h(t)), i, (t))

on conclut donc que w € A, (t) et donc A, (t) est fermé.

D’apres le théoreme d’existence de sélection mesurable (Théoreme 1.2.15 chapitre 1),
il existe une application mesurable v, : [0,1] — E telle que v,(t) € A,(t) pour tout
t € [0, 1], ce qui montre que v,(t) € H(t, uy, (t),us, (h(t)), 0y, (t)) et

lim v (t) = wo(®)ll = lim d(vo(t), H(t, ug, (1), uy, (A1), g, (1))
< i HCH (E wgy (8), ugo () iy, (), H (2w, (), ug, (A(1)), 1y, (1)) = O

car H est semicontinue inférieurement sur £ x E x E et par suite H-semicontinue
inférieurement (Théoréme 1.2.32 chapitre 1). La suite (v,),, converge ponctuellement vers
vy et comme v, (t) € H(t, uy, (t),ur(h(t)), s, () C Ty(t) alors |lv,(t)]] < |Tao(t)| et Iy
est intégrablement bornée, en utilisant le théoreme de la convergence dominée de Le-
besgue on conclut que (v,), converge fortement vers vy dans L ([0, 1]). Par le Théoréme
1.2.30, on conclut que ¢ est semicontinue inférieurement. Le théoreme d’existence de
sélection continue (Théoreme 1.2.37 chapitre 1) nous donne 'existence d’'une application
continue ¢ : Xp — L} ([0, 1]) telle que ¢(uy) € ®(uy) pour tout uy € Xr, et par suite
d(up)(t) € H(t,up(t),up(h(t)),us(t)) pour presque tout t € [0, 1].

Considérons maintenant, la multi-application ¥ : SL = LL([0,1]) définie par

U(f) ={g € Lp((0,1]) = g(t) € F(t,ug(t),us(h(t)), s (t)) + d(us)(t) p, p sur(0,1]}.

Remarquons que pour toutes applications Lebesgue-mesurables v : [0, 1] — E,

w: [-r1] — Eetv:[0,1] — E, il existe une sélection Lebesgue-mesurable ¢ €
St, telle que ((t) € F(t,v(t),w(h(t)),v(t)), presque partout. En effet, il existe (vy)y,
(wn)n et (vp), convergeant ponctuellement vers v, w et v respectivement pour £ muni
de la topologie forte. Notons que la multi-application F'(+, v, (), w,(h(:)),v,(:)) est me-
surable. Soit (, une sélection mesurable de F(-,v,(:), w,(h(:)),vn(+)). Comme (,(t) €
F(t,vn(t), wn(h(t)),v(t)) C Ti(t) pour tout ¢t € [0,1] et comme S} est o(Lj, L3)-
compact, alors d’apres le Théoreme d’Eberlein-Smiulian, on peut extraire de ((,) une sous

suite ((n) qui converge o (L, L) vers une application ¢ € Sf. .

Par le Théoreme de Banach-Mazur (Théoreme 1.2.55 chapitre 1), il existe une suite

(zx) ol zj est une combinaison convexe de {(,, : m > k} telle que (zx(t)) converge vers
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((t) presque partout, alors

m {26(t), 261 (1), -} Do
- ﬂ@{ém(t)/ m =k}, p.p

C ﬂco{U F(t, 0 (1), W (R(1)), vm (1))}, . .
D’apres le Théoreme 1.2.36 chapitre 1,
ﬂ cof U (s U (£), wm ((2)), v (£))} = GO sup F(¢, v (), wm (R (1)), vim ()}, p- P

comme F' est semicontinue supérieurement sur £ x F x E et a valeurs compactes on

obtient d’apres le théoreme 1.2.34

lim sup F'(t, v, (t), Wi (h(t)), vm(t)) = F(t,v(t), w(h(t)),v(t)), p. p

par suite
¢(t) € cof F'(t, v(t), w(h(t)), v(1))}, p- p

comme F' est a valeurs convexes fermées, on déduit que

() € F(t,v(t), w(h(t), v(t), p. p.

Alors pour toute sélection mesurable ¢ de F'(-, us(-), us(h(-)),us(-)), application g :
0,1] — E définie par g(t) := ((t)+ ¢(u)(t) appartient a Sk car g(t) € T1(¢)+T2(t) = T'(¢)
et par suite ¥ est & valeurs non vides. W(f) est un sous ensemble convexe faiblement
compact. En effet, soient g1, g» € W(f), alors, g1(t) —p(uys)(t) € F(t, up(t), us(h(t)), us(t))
et g2(t) — P(us)(t) € F(t,up(t),ur(h(t)),us(t)), comme les valeurs de F sont convexes on

conclut que

Agu(t) = dug)(t)) + (1 = A)(g2(t) = d(uy)(t)) € F(t,up(t), up(h(t)), is(t)),
donc
Agi(t) + (1 = A)ga(t) — o (up)(t) € F(E,up(t), us(h(t)), is(t)),
et par suite
(Agr + (1 = N)g2)(t) € F(t,up(t), up(h(t)), is(t)) + d(ur)(t),
d’ou

Agr+ (1= N)ga € W(f),
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ce qui montre la convexité des valeurs de W.
Montrons maintenant la compacité faible des valeurs de W. Fixons f € S et soit

(gn)n une suite d’éléments de W(f), c’est a dire,

gn(t) € F(t,up(t),up(h(t)), is(t)) + P (up)(t) C Ta(t) + Ta(t) = T(t)

alors,
gn(t) € T(D),

et donc (g,), C Si, on peut donc supposer par extracion d'une sous suite que (g,),
converge o(LL, L) vers g € Si..

D’autre part, nous avons g,(t) — ¢(us)(t) € F(t,up(t),ur(h(t)),us(t)), en utilisant
le théoreme de fermeture (Théorme 1.2.38 chapitre 1) on conclut que g(t) — ¢(us)(t) €
F(t,up(t),ur(h(t)),us(t)), et par conséquent g € V(f), d’ou la compacité faible des va-
leurs de V.

Etape 2.
D’apres la relation (2.9) du Lemme 2.1.1 remarquons que pour tout uy € Xr, iy = f

presque partout. Considérons 'opérateur A défini sur Xr par

Au; = {veX: v=ypsur[-r0]et
1

v(t) = /G(t,s)g(s)ds, vVt e [0,1], g € U(f)}.

0

A applique Xr dans lui méme. En effet, fixons u; € Xr et soit v € Auy alors il existe
g € U(f) telle que

v(t) = /G(t, s)g(s)ds, Vt € [0,1],

et v(t) = (t) pour tout t € [—r,0], comme g € U(f) alors g € S{. et par suite v € Xr,
on conclut donc que Auy C Xr et donc A applique Xr dans lui méme.

Montrons maintenant que Auy est convexe, en effet, fixons uy € Xr et soient vy, vy €
Auy et X €]0, 1], alors

(1); vVt € [-r,0];

¥
v € Auy = { v (t) = fIG(ta s)gi(s)ds; vt € [0,1], g1 € V(f),
0

et
(t); vVt € [-r,0];

¥
AU = L = et amles Ve .1, g e ¥(),



Sur [, 0] nous avons
(A + (1= Nw)(t) = Avi(t) + (1 — N)we(t)
= dp(t) + (1= A)ep(t) = (1),
sur [0, 1]
(Mg 4+ (1= XNwe)(t) = Avi(t) + (1 — Nwa(t)

1
= /\/G(t,s)gl( Yds+ (1 — A /Gt392
0 0

- / Gt 5) (Mg + (1 — A)g2)(s)ds.

Comme g1, g2 € Y(f), et comme W(f) est convexe on conclut alors que Ag; + (1 — \)gs €
U(f) et par suite Av; + (1 — A)vg € Augy.

Montrons que Aujy est compact. Comme Auy C Xp qui est compact il suffit de
montrer que Auy est fermé dans Xp muni de la norme || - ||x. Fixons uy € Xr, soit (v,),
une suite d’éléments de Auy qui converge vers v dans (X, || - ||x, alors, pour chaque
n € N, il existe g, € V(f) telle que

1
vn(t) = /G(t,s)gn(s)ds, vt € [0,1],
0
et v,(t) = ¢(t) pour tout t € [—r,0]. Comme V(f) est (L}, LY )-compact, on peut
supposer par extraction d’une sous suite que (g,) converge o(LL([0,1]), L% ([0, 1])) vers
une application g € VU(f), en particulier, pour chaque 2’ € E’ et pour tout ¢ € [0, 1] nous

avons
1 1

hm(az',/G(t, S)gn(s)ds) = hm (G(t s)x’, gn(s))ds

0
1
:/ (t,s)x’, g(s))ds
0

1

= (a:',/G(t,s)g(s)ds)

1
grace & la compacité de la multi-application intégrale [ G(t, s)I'(s)ds, (t € [0,1]), nous ob-
0

tenons la convergence ponctuelle de (v, (- f G(- (s)ds) versv(:) = [ G(t,s)g(s)ds

O%,_,
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pour E muni de la topologie forte. D’'une maniere analogue on montre que (0,(+)) =
1

1
(Of % (. 5)gn(s)ds) converge ponctuellement vers {%(~,s)g(s)ds pour £ muni de la to-
polgie forte, comme (v,) converge uniformément dans Xr vers v, alors

1

o(t) = / G(t, s)g(s)ds, Vi € [0,1],

0

et v(t) = p(t) pour tout ¢ € [—r,0], et comme g € ¥(f) on obtient v € Auy ce qui montre

que Auy est fermé dans Xr.

Montrons maintenant que A est un opérateur compact. Soit S un ensemble borné de

Xr et soit ug € S, pour tout v € Auy, il existe g € ¥(uy) telle que

1

o(t) = / G(t, s)g(s)ds, Vit € [0,1],

0

et v(t) = (t) pour tout t € [—r,0]. Observons que pour tout

t, 7 € [0, 1], nous avons

1

o)) = oll = || [ Gto)gto)ds — [ Gir.s)gts)as]

< / G(t,5) - G(r, )|[lg(s) ds

et

o)== 1| [ S ogtss — [ S s)gts)as]
<[5 es) - Fmollatslds

< [ 15 e - S slk)las
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grace & l'uniforme continuité de G et % et comme k = ki + ko € LE([0,1]) car T est

intégrablement bornée, alors quand ¢t — 7,

1

/ |G(t,s) — G(T,9)||k(s)|ds — 0,

0
et .
oG oG
[ 1559 = S s)ks)lds — o
0

Par suite les ensembles A(S) = {v € Auy, uy € S}, {v: v € A(S)} sont equicontinus
dans Cg([0,1]), comme ¢ € Cg([—r,0]), alors A(S) est equicontinu dans Xr.

De plus, les ensembles A(S)(t), (t € [-r,1]), et {v(7) : v e A(S)}, (7 € ]0,1]), sont

relativement compacts, car

et

oG
E(t, s)T'(s)ds.

—

e
=

e

m
=
—

N

D\H

En appliquant le Théoreme d’Ascoli-Arzela (Théoréme 1.2.46 chapitre 1), on obtient
la compacité relative de A(S) dans Xr et par suite A4 est compact (Définition 1.2.41
chapitre 1).
D’autre part, le graphe de A

gph(A) = {(us,v) € Xp x Xp: v € Auy},

est fermé dans Xr x X quand X est muni de la norme || - ||x. En effet, soit (uy,,v,) une
suite d’éléments de gph(A) qui converge uniformément vers (w,v) € Xr x Xp. Comme

vn, € Aug, , alors pour tout n € N, il existe g, € V(f,,) C Si. telle que

vp(t) = /G(t, s)gn(s)ds, Vt € [0,1],

et v,(t) = ¢(t) pour tout t € [—r,0]. Comme S} est o(L%([0,1]), L% ([0, 1]))-compact et
comme (f,)n C St (gn)n C Sk, on peut extraire de (g,,), (resp. (fn)n) une sous suite qui
converge o(LL([0,1]), L5 ([0,1])) vers g € S{. (resp. (f € St)). En utilisant les arguments
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de démonstration de la compacité des valeurs de A, on peut voir que (uy, ), converge vers
us dans Xr et par suite uy = w, comme g, (t) —¢(uy, )(t) € F(t, uy, (t),us, (h(t)),uy, (1)) et
F(t,-,-,-) est semicontinue supérieurement a valeurs convexes compactes et 1 est continue,
on conclut alors que g(t) — ¢(ur)(t) € F(t,us(t),ur(h(t)),ur(t)) et par suite g € ®(f).
D’autre part, nous avons pour tout =’ € E’ et tout t € [0, 1]

1

lim (z',v,(t)) = lim (:E’,/G(t,s)gn(s)ds>

n—00 n—00
0
1

= lim [(G(t,s)2, g.(s))ds

0
1

= /(G(t, s)x’, g(s))ds

= (:U’,/G(t,s)g(s)ds

et

n—oo n—oo

lim («', 0,(t)) = lim (:p',/%—?(t,s)gn(s)ds>

Donc (v,,(+), 0,(+)) converge vers (Ofl G(-, 8)g(s)ds,

% (. 5)g(s)ds) pour E muni de la to-

o,

1
pologie o(FE, E'). Comme fG (t,s)['(s)ds et f 9G (¢, 5)I'(s)ds sont compactes par rapport
a la topologle forte on conclut que (vn( ), vn( )) converge ponctuellement vers

f G(- f % (. 5)g(s)ds). La compacité des ensembles Xr et {0 : v € Xr} dans
0
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1
X, nous donne la convergeance de (v,), vers [ G(t,s)g(s)ds dans (X,]| - |x), alors
0

1

v(t) = /G(t,s)g(s)ds, vt € [0,1],

0

et v(t) = ¢(t) pour tout ¢ € [—r,0]. Ce qui montre que v € A et donc gph(A) est fermé.

Par conséquent A est semicontinu supérieurement.

Montrons maintenant qu’il existe R > 0 tel qu’on ait
ur € )\AUf (0 <A< 1) e ||Uf||x < R.

Nous avons uy € NMuy; <= dg € V(f) telle que

us(t) = A;G(t,s)g(s)ds, vt € [0,1],
ur(t) = Ap(t), vt € [—r,0].

Pour tout ¢t € [0, 1], nous avons

1
lus(oll < [ 16 5)llg()las.
0
comme [' est intégrablement bornée, on conclut alors que

@) < / k(s)lds = [y

et

i@l < [ 1% @9llas)lds

< / 15(5)|ds = ]z,

0

D’autre part, nous avons pour tout ¢ € [—r, 0]

lur@)I = [[Ae@)l
< M@
< lellesq-ro-
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D’apres les inégalités précédentes
lugllx < max{[|k|[Le, [ellcp—ra}t = R,
donc il existe R > 0 tel que
ur € Auy <= |lurl|lx < R.

Par conséquent d’apres le Théoreme 1.2.42 chapitre 1, A admet un point fixe dans B(0, R),
cest & dire, il exite uy € B(0, R) tel que uy € Auy et par suite, il existe f € U(f) telle

que
1

us(t) = /G(t, s)f(s)ds,vt € [0,1],
0
et us(t) = @(t) pour tout t € [0,1] par conséquent d’aprés les relations (2.3) et (2.9) du

Lemme 2.1.1 on conclut que

ip(t) € F(tup(t), up(h(t)), ip(8) + H(E up(t), up(h(t)), ir(t)), p.p-t €[0,1],

et
up(t) = p(t) vt € [=r,0],

avec ur(0) = 0 et us(f) = us(1), ce qui montre que uy est solution de notre inclusion
différentielle (P,). m
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3.2 Résultat d’existence de solutions sous la semi-

continuité mixte de la multi-application H

Dans cette section, nous donnons notre deuxieme résultat de ce chapitre lorsqu’on

considere la muti-application H semicontinue mixte.

Théoreme 3.2.1 Soient E un espace de dimension finie, F' : [0,1]x Ex Ex E = E une
multi-application a valeurs non vides convezes fermées, Lebesgue-mesurable sur [0,1] et
semicontinue supérieurement sur £ x E x E et telle que F(t,z,y,2) C Bg(0, p1(t)), pour
tout (t,z,y,2) € [0,1] x Ex E X E, et pour une certaine fonction positive p; € L% ([0, 1]).
Soit H : [0,1] x E x E x E = E une autre multi-application a valeurs non vides fermées
satisfaisant les conditions suivantes

(i) H est L([0,1]) ® B(E) ® B(E) ® B(E)-mesurable ;

(ii) pour chaque t € [0,1], en tout point (z,y,z) € E X E x E tel que H(t,x,y,z) est
convexe H(t,-, -, -) est semicontine supérieureent, et quand H(t,z,y,z) n'est pas convezxe
H(t,-, -, ) est semicontinue inférieurement sur un voisinage de (r,y, z),

(iii) H(t,z,y,2) C pa(t)Bg(0,1) pour tout (t,z,y,2) € [0,1] x E x E x E, et pour une
certaine fonction positive py € L ([0, 1]). Soit r un réel positif et soient h : [0,1] — [—7, ]

une fonction continue et ¢ € Cg([—r,0]) avec ¢(0) = 0. Alors linclusion différentielle

i(t) € F(t,u(t),u(h(t)),w(t)) + H(t,u(t),u(h(t)),w(t)), p.p.tel0,1]
(Pr) u(t) = Qp(t)’ Vit € [—’I", 0]7
u(0) = 0; u(f) = u(1),

admet des solutions dans X := Cg([—r, 1)) YW= ([0,1]).

Démonstration.
Etape 1.

Soit m;(+) = pi(-) + 5 (i =1,2), m = mq + mgy et

N |

K={ueX: u(t)=pt) vVt € [-r0] etu(t) = /G(t,s)il(s)ds, Vit e [0,1]; ||u()|| < m(t) p. p}.
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I1 est clair que K est un sous ensemble convexe. Montrons maintenant que K est compact.
Nous avons pour tout ¢, 7 € [0,1] et tout u € K

Ju(t) —u()| = | / (t, sYii(s)ds — / G, s)i(s)ds

< / G(t.5) — G(r. 9)||li(s)]ds

0
1

< /\G(t, s) — G(1,s)|m(s)ds,

0

et

1

Ji(t) — i)l = | / s — [ S ojicsis|

0

< / 12 1,5) = S, ) i(s)lds

< / 12 1,9) — 2 . )lm(s)ds.

grace a l'uniforme continuité de G et 2 et comme m € L, on conclut que les ensembles
K et {@, u € K} sont équicontinus dans Ck([0,1]) et comme ¢ € Cg([—r,0]) alors I est
équicontinu dans X.

D’autre part,

1

lu@I = |I/G(t78)ﬁ(8)d8|l

< / Gt )| [i(s) s

< /1||il(8)||d8

1
< / m(s)ds = [|mllus,
0
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pour t € [0, 1], et pour ¢ € [—r, 0] nous avons

lu@I = lle@)ll

< ellesq-—ro

et

la@I = H/!E(t'S)ﬂ(S)dé’H

Ces inégalités montrent que les ensembles K(t), (t € [—r,1]) et {a(7), v € K}, (7 € [0,1])
sont relativement compacts dans E. D’apres le théoreme d’Ascoli-Arzela (Théoreme 1.2.44
chapitre 1), les ensembles K et {4, u € K} sont relativement compactes dans Cg([—r, 1])
et Cg([0,1]) respectivement et par suite IC est relativement compact dans X.

Montrons maintenant que K est fermé dans X muni de la norme || - [|x. Soit (u,)n

une suite d’éléments de K convergeant vers u dans (X, || - ||x), alors pour tout n € N,

1

wn(t) = / G(t, 5)iin(s)ds, ¥t € [0,1],

0

|t ()] < m(t) et u,(t) = p(t) pour tout ¢t € [—r,0].

Comme ||, (t)|| < m(t), alors Hu"(( ))” < 1, posons g,(t) = ij:((f)), alors g, € LY ([0, 1]).
D’apres le Théoreme de Banach-Alaoglu-Bourbaki (Théoreme 1.2.49 chapitre 1) EL? est
o(L%, LL)-compacte, on peut donc extraire de (g, ), une sous suite qu’on note aussi (g, )

qui converge o(L%, Lj;) vers une application g € LY ([0, 1]) vérifiant ||g(¢)|| < 1.
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Montrons maintenant que (ii,), converge o(Lk, LY) vers . Soit y € L¥([0, 1])

1

lim <ﬁnvy>L1E,L°EC = lim [ {iin(2), y(t))dt

n—oo n—oo

o
mg, ?J)L%E,L?Eo

{
=

Uay>L}E,L°E°'

Alors (iiy,,),, converge vers v = mg pour la topologie o(LL, L¥).

D’autre part 'égalité
nous donne

et par suite

comme % est absolument continue on obtient v = i, on conclut donc que (i), converge
o(LL, L) vers 4 vérifiant ||i(¢)|| < m(¢). En particulier, nous avons pour tout ¢ € [0, 1]
1 1
lim u,(t) = lim [ G(t,s)i,(s)ds = /G(t, s)i(s)ds,

n—oo n—oo

0 0
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et

oG

W@’ s)i(s)ds.

D\H

lim u,(t) = lim t $)iy,(s)ds =
n—oo n—oo a

G(t, s)i(s)ds

Comme (uy,), converge uniformément vers u, on conclut donc que u(t) =

o

pour tout ¢ € [0, 1], alors u € K d’ou la compacité de K.

D’apres le Théoreme 2.2.1, il existe une multi-application ®; : £ = L ([0,1]) ,(i =
1,2), a valeurs non vides convexes fermées et de graphe fortement-faiblement séquentiellement

fermé telle que pour tout u € K et tout ¢ € ®;(u) pour presque tout ¢ € [0, 1], nous avons

¢(t) € F(t,u(t),u(h(t)),i(t)) et [[o(t)]| < ma(t) (3.3)

et pour tout u € K et pour tout ¢ € Py(u)

e(t) € H(t,u(t),u(h(t)),i(t)) et [[()] < ma(t). (3-4)

Pour tout w € K, considérons la multi-application ® : K = LL([0,1]) définie par
O (u) = &1 (u)+Po(u), la multi-application ¢ possede les mémes propriétés que ;, 7 = 1, 2.
En effet, pour tout v € K, ®(u) est convexe grace a la convexité de ®;, i = 1,2. Montrons
maintenant que ®(u) est fermé dans X. Fixons u € K et soit (v,), une suite d’éléments
de ®(u) qui converge o(LL L) vers v, alors v, = v} + v2 tel que v}, € ®;(u), et donc
|v% (¢)]] < my(t), on peut supposer par extraction d’une sous suite que (v)) converge
o(LL, L) vers une application v vérifiant ||v;(¢)|| < m;(t) p. p. Comme (v!), C ®;(u) et
comme ®;(u) est o(Lk, LY) fermé on conclut que v; € ®;(u), i = 1,2.

D’autre part, (v,), converge o(LL, LY) vers v, alors v = v + vy € @1 (u) + Po(u) =
®(u) et par suite @ est (L, L) fermé et puisque ® est convexe, alors d’apres le
Théoreme 1.2.56 chapitre 1, ®(u) est fermé. Observons que ||p(t)|| < m(t), Vo € O(u).

Montrons maintenant que le graphe de ® défini par
gph(®) = {(u,v) € K x Ly([0,1]) : v € ®(u)},

est fortement-faiblement séquentiellement fermé dans K x L% ([0, 1]). Soit (uy,,v,), une
suite d’éléments de gph(®) convergeant vers (u,v) € K xLL([0,1]) telle que (u,), converge
fortement vers u et (v, ), converge (L}, L) vers v. Pour tout n € N, v, € ®(u,) et par
suite v, = v} + 02 tel que v’ € ®;(u). D’apres les relations (3.3) et (3.4) || ()] < my(t),

on peut supposer donc par extraction d’une sous suite que (v!,), converge o(LL, LY) vers
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une application v; vérifiant ||v;(t)]] < m;(t).

D’autre part, comme v, € ®;(u,), alors (u,,v,,) € gph(®;) et comme ®; est de graphe
fortement-faiblement séquentiellement fermé on déduit alors que (u,v;) € gph(®;) et par
suite v; € ®;(u), comme (v,), converge o(LL, L) vers v on conclut que v = vy + vy €
Oy (u) + Po(u) = P(u), alors v € ®(u) et par conséquent (u,v) € gph(P), donc gph(P) est
fortement-faiblement séquentiellement fermé.

Etape 2.

Considérons l'opératur A défini sur I par

Au = {veX: v(t) =(t) sur [—r,0] et
v(t) = /G(t,s)gb(s)ds, YVt e [0,1], ¢ € P(u)}.

Montrons que Au C K. Fixons u € K et soit v € Au, alors il existe ¢ € ®(u) telle que

o(t) = / G(t, s)b(s)ds, ¥t € [0, 1],

et v(t) = ¢(t) pour tout ¢t € [—r,0]. D’aprés la relation (2.9) du Lemme 2.1.1 & = ¢

1

presque partout et par suite v(t) = [ G(t,s)o(s)ds pour tout ¢ € [0,1] et pour presque
0

tout ¢ € [0, 1]

B = llo@)l

< m(l)

Par conséquent v € K, ce qui montre que A est défini de K dans lui méme.

I est clair que Au est convexe, Montrons donc que Au est compact dans C muni de
la norme || - ||x. Comme Au C K et K compact il suffit donc de montrer que Au est fermé
dans K. Fixons u € K et soit (v,) une suite d’éléments de Au convergeant vers v € I,
alors pour chaque n € N, il existe ¢,, € ®(u) telle que

1
vn(t) = /G(t,s)qbn(s)ds, vt € [0, 1],
0
et v, (t) = @(t) pour tout t € [—7,0]. ||¢,(t)|| < m(t) p. p, alors on peut lui extraire une
sous suite qui converge o(L}, L) vers une application ¢ € LL([0,1]). Comme
bn € D(u), et ®(u) est o(Lk, LY,)-fermé, on conclut que ¢ € ®(u). De plus
1 1

lim v,(¢t) = lim [ G(t,5)pn(s)ds = /G(t, s)o(s)ds, Yt € [0,1],

n—oo n—oo

0 0
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U a a ’ ’

n—oo n—oo

comme (v,), converge vers v dans K, alors v(t) = [ G(t, s)¢(s)ds, Vt € [0,1], et v(t) =
0

©(t) pour tout t € [—r, 0] et par suite v € Au, on déduit donc que Au est fermé, d’ou la

compacité de Au.

Montrons maintenant que A est un opérateur compact. Soit S un ensemble borné
dans K et u € S, pour tout v € Au, il existe ¢ € ®(u) telle que

1
/G (s)ds,Vt € [0, 1],
0

et v(t) = (t) pour tout t € [—r,0]. Observons que pour tout

t, 7 € [0,1] nous avons
o) — ol = | / (t,)(s)ds - / G(r,)(s)ds]
< / G(t,5) = G(r.9)]16(5)llds
< [16(t5) - Glrsm(s)ds,

et

ot i)l = 1 [ Sresissds — [ S sos)

< /|%(z€,s) — %—?(7, s)|m(s)ds.

grace & 'uniforme continuité de G et % et comme m € Lg([0, 1]), alors
/ Glt,5) = G, ) m(s)ds — 0,
0
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et

1
oG oG

[ 159 = S s ms)ds — o
0

quand ¢ — 7, ce qui montre que A(S) et {v : v € A(S)} sont equicontinus dans
Cg([0,1]) comme ¢ € Cg([—r,0]), on conclut alors que A(S) est equicontinu dans X.
comme A(S)(t), (t € [-r,1])et {o(r) : v € A(S)}, (r € [0,1]), sont relativement
compacts, en appliquant alors le Théoreme d’Ascoli-Arzela, nous obtenons la compacité

relative de A(S) dans X, d’ou la compacité de 'opérateur .A.

Montrons maintenant que A est semicontinue supérieurement, c’est a dire, montrons

que le graphe de A défini par
gph(A) = {(u,v) e L x K : v € Au},

est fermé dans K x K. Soit (uy,v,) une suite d’éléments de gph(.A) convergeant uni-
formément vers (u,v) € K x K. Comme v, € Au,, alors pour chaque n € N, il existe
On € D(uy,) telle que

onlt) = / G(t, 5)6n(s)ds, ¥t € [0,1],

et vy (t) = ¢(t) pour tout ¢ € [—r,0]. Comme ¢,, € O(u,,), alors ||¢,(t)]| < m(t), on peut
supposer par extraction d’une sous suite que (¢,,), converge o (L}, L$) vers une applica-
tion ¢ € LL([0,1]).

D’autre part, nous avons

Gn € ®(u,) = (Un, dn) € gph(P)
= (u, ) € gph(®)
= ¢ € O(u),

car gph(®) est fortement-faiblement séquentiellement fermé.

De plus,
1 1

lim v,(t) = lim [ G(t,s)pn(s)ds = /G(t, s)o(s)ds, Yt € [0,1],

n—oo n—oo

0 0

lim 0, (t) = lim /%—f(t, S)pn(s)ds = /G(t, s)o(s)ds, ¥t € [0,1],

n—00 n—00
0
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1

comme (v,,), converge uniformément vers v, alors v(-) = [ G(-, s)¢(s)ds et v(-) = () sur
0

[—7,0], et comme ¢ € ®(u) alors (u,v) € gph(A), d’ou la semicontinuité supérieure de A.
Montrons maintenant qu’il existe R > 0 tel qu on ait

ueXMu(0<A<1) <= |ul|lx <R

ueNu < 3Jpe d(u)

tel que
u(t) =X [G(t,s)p(s)ds, Vit e [0,1],
u(t) = Ap(t), vt € [-r,0].

Pour tout ¢ € [0, 1], nous avons

@l = [A / G(t, 5)0(s)ds]
< A / Gt 9)][16(s)ds

< /m(s)ds = ||m||LH1§([071])’
0

et

_ laG
L@l = IIA [ 7 )o(s)ds]

0
1

< o 15 wsllot s

0
1
< /m(s)ds = HmHLﬁ([OJD'
0

D’autre part, nous avons pour tout t € [—r, 0]

lu@®)] =[]
< M@
< elles—ro-
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D’apres les inégalités précédentes

[ullx < max{[[m|lLy, lllcs(—ro} = &

Par conséquent d’apres le Théoreme 1.2.42 chapitre 1, on obtient I'existence d’'un point
fixe u € A(u), c’est & dire, il existe ¢ € ®(u) telle que

1

u(t) = /G(t, s)¢p(s)ds, ¥t € [0,1],

0

et u(t) = ¢(t) pour tout t € [—r,0]. D’apres la définition de ® on obtient ¢ = ¢1 + ¢ tel
que ¢; € ®;(u), (i = 1,2) et la définition de ®; on obtient

o1(t) € F(t,u(t),u(h(t)),u(t)),p. p. t €10,1]

do(t) € H(t,u(t),u(h(t)),u(t)),p. p. t € [0,1]

et par suite

o(t) € F(t,u(t),u(h(t)),a(t)) + H(t,u(t),u(h(t)),u(t)),p. p. t € [0,1].
Par la relation (2.9) du Lemme 2.1.1, it = ¢ on conclut alors que

U(t) € F(t,u(t),u(h(t)),a(t)) + H(t,u(t), u(h(t)),u(t)),p. p. t € [0,1],

et u(t) = p(t) pour tout t € [—r,0] avec u(0) = 0 et u(d) = u(l), et par suite u est
solution de notre probleme considéré. m
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Chapitre 4

Résultats d’existence de solutions
pour une inclusion différentielle du
second ordre gouvernée par un
opérateur maximal monotone et une

perturbation a valeurs non convexes

On démontre dans ce chapitre un nouveau résultat d’existence pour une inclusion
différentielle du second ordre gouvernée par un opérateur maximal monotone et une per-
turbation a valeus non convexes avec des conditions aux limites en trois points dans un

espace de dimension finie, de la forme

i(t) € At)u(t) + F(t,u(t),u(t)), p.p-tel0,1],
UDF){ w(0) = 0, u(f) = u(1).

ou F' : [0,1] x E x F = E une multi-application semicontinue mixte bornée par une
fonction de L&([0,1]) et A(¢) : D(A(t)) C E = E un opérateur maximal monotone. Dans
la deuxieme section, nous étudions le méme probleme d’existence mais dans le cas ou F

est & croissance linéaire.

Rappelons qu'un opérateur A : D(A) C E = E, est monotone si, pour tout ¢ € [0, 1],
A > 0 et pour tous z1, x2 € D(A), y1 € Az et yo € Azy nous avons
21 — @af| < (21 — 22) + Ay — w2)]]- (4.1)
Si de plus, R(Ig + AA) = FE on dit que A est maximal monotone.
D(A) :={z € E: Az # 0}
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est le domaine de A,

R(A) = | ] Ax

zeE
est le rang de A et Ig est 'identité de E.

Dans ce qui suit, nous donnons quelques résultats sur les opérateurs maximaux mono-
tones qui nous seront utiles dans la démonstration de nos théoremes. Pour plus de détails

sur les opérateurs maximaux monotones on peut se référer a [9], [32] et [11].

Définition 4.0.2 Soient A: D(A) C E = E un opérateur et A > 0. Alors
a) lopérateur Jy : D(J\) C E = E défini par

IA = (Ig + AA) ™,

ot D(Jy\A) = (Ig + NA), est appelé la résolvante de A,
b) lopérateur Ay : D(A)) C E = E défini par

1
A/\ = X([E - J)\A)7

ot D(Ay) = (Ig + AA), est appelé l'approximation Yosida de A.

Lemme 4.0.3 Un opérateur A : D(A) C E = E est mazimal monotone si et seulement
st pour tout A > 0, la résolvante J\ de A est univoque non-expansive, c’est a dire Jy est

unwoque et vérifie la relation
[ZNAz — JHhAy[| < [l —yll, Vo, y € R(Ig + AA).

Proposition 4.0.4 Si A: D(A) C E = E est mazimal monotone et A > 0, alors
1) Ay est univoque, monotone et Lipschitzien de rapport % sur R(Ig + \A),

2) A/\ZL' € AJ)\AJT, Vx € R(]E + )\A),

3)

1
X”JAAx —z|| = [|[Axz|| < |Azx|o = inf{||y||, vy € Az}, Vo € R(Ig + NMA) N D(A) (4.2)

Théoreme 4.0.5 Soit E un espace de Banach qui a son dual topologique uniformément
convexe. Alors le graphe de tout opérateur mazimal monotone A : D(A) C E = E est

fortement-faiblement séquentiellement fermé.

Lemme 4.0.6 Soit H un espace de Hilbert séparable et A(t) : H = H, (t € [0,1]), un
opérateur mazximal monotone satisfaisant la condition suivante
(H) pour tout = € E et tout X > 0, la fonctiont — (Ig+MA(t)) 'z est Lebesque-mesurable
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et il existe une fonction g € L%([0,1]) telle que t — (Ig + MNA(t))"'g(t) appartient a
L3 ([0,1]).

Soient (un)n et (vn)n deur suites dans L%([0,1]) vérifiant
(i) (u,)n converge fortement vers u € L%([0,1]) et (vp)nen converge vers v € L%([0,1])
par rapport a la topologie faible o(L%,1L%) ;
(i) v,,(t) € A(t)u,(t) pour tout n € N et presque pour tout t € [0, 1].
Alors v(t) € A(t)u(t), p.p. t € [0,1].

Démonstration.
Soit Ipz Tidentité de L3;([0,1]) et soit
A L3((0,1]) = LE((0, 1))

I'opérateur défini par

v e Au <= v(t) € A(t)u(t), p. p. t € [0,1].
Comme A est monotone, A4 l'est aussi. En effet, soient uy, ug € D(A), v1 € Aug, vy € Aus,
t €[0,1] et A > 0. Nous avons uy, us € D(A) et donc uy(t), us(t) € D(A(t)) pour tout
te[0,1] et

1

s =l oy = I 0) — ua(e))ae
0

< [ la(® = uafe) + Mr(0) = wale) P

B 2
= |Juy — ug + A(vy — Uz)HL%E([O,l])'

Montrons maintenant que A est maximal monotone, c¢’est a dire on doit démontrer que
pour tout A > 0
Rl + M) = L3([0,1]).

Soit A > 0 et soit g € L%([0,1]). D’aprés 'hypothese (H), il existe g € L%([0,1]) telle que
la fonction
hite (Ig + MA®) 'g(t)

appartient a L% ([0, 1]).

Considérons la fonction h : ¢t — (Ig + AA(t))"*g(t), nous avons
Ihlls, < lIh = Rllg, + [l

< llg—73llw, + ||E||L§I;
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du fait que J, est non-expansive.

Comme g, g sont des fonctions de L% ([0, 1]), on déduit que h est Lebesgue-mesurable

et appartient a L% ([0, 1]). D’autre part, nous avons

h(t) = (Ig + MA(t))"1g(t) Vtel0,1]
<  g(t) € (Ig + NA@t))h(t) Vtel0,1]
= g € (h+ \Ah)
= he (I, +AA) g,

c'est a dire, Vg € L([0,1]), 3h € L3 ([0,1]) telle que h € (12, +MA)~'g, d’o
R(Irz, + AA) = L5((0,1]).

Donc, A est un opérateur maximal monotone sur l'espace de Hilbert L%([0,1]). Par
conséquent d’aprés le théoreme 4.0.8, le graphe de A est fortement-faiblement séquentiellement
fermé. Comme la suite (u,), converge fortemet vers u dans L%([0,1]), et la suite (v,),
converge faiblement vers v, on conclut que v € Au et donc v(t) € A(t)u(t), presque par-

tout.
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4.1 Reésultat d’existence pour I’ inclusion différentielle

(Pr) quand F est bornée par une fonction de
L ([0, 1))

Dans cette section, on établit un résultat d’existence de solutions pour l'inclusion

différentielle (Pr) quand F' est semicontinue mixte et bornée par une fonction positive de
Lz ([0, 1]).

Théoréme 4.1.1 Soient E un espace de dimension finie, A(t) : E = E, (t € [0,1]) un
opérateur mazimal monotone et F': [0,1] x £ x E = E une multi-application satisfaisant
les conditions suivantes

(i) F est L(]0,1]) ® B(E) ® B(E)-mesurable ;

(ii) pour chaque t € [0,1], en tout point (z,y) € E x E tel que F(t,z,y) est convexe
F(t,-,-) est semicontine supérieurement, et lorsque F(t,z,y) est non convexe F(t,-,-) est
semicontinue inférieurement sur un voisinage de (x,y) ;

(iii) F(t,z,y) C p1(t)Bg(0,1) pour tout (t,z,y) € [0,1] x E x E, pour une certaine
fonction positive p; € L4([0,1]).

Supposons que les hypotheses suivantes sont aussi satisfaites

(H1) pour chaque x € E et pour chaque A\ > 0, Uapplicaton t — (Ig + MNA(t)) "'z est
Lebesque-mesurable et il existe g € L3([0,1]) telle que t — (Ig + NA(t))"'g(t) appartient
a LE([0,1]) 5

(H2) il existe une fonction positve ps € L2([0,1]) telle que

|A(t)z|o < palt), V(t,z,y) € [0,1] X E X E.

Alors, il eziste au moins une solution dans W3'([0,1]) pour le probléme

(PF){ —ii(t) € A(t)u(t) + F(t,u(t),a(t)), p.p.te0,1],
u(0) =0, u(0) = u(1).

Démonstration.
Etape 1.

Soient m; = p; + 1

) (i:1,2),m:m1+m2 et

S ={/ e LE([0,1]) : [f (Il < m(t),p. p. t € [0,1]}.

Il est clair que S est un sous ensemble convexe. Montrons que S est o (L%, L%)-compact.
Soit (f,), une suite d’éléments de S, alors pour presque tout t € [0, 1], || /()] < m(t) et
donc % < 1, c’est a dire fn"—((tt)) € EL%. Comme LZ%([0,1]) est un espace réflexif, alors

By est compacte pour la topologie o(L?, L?), on peut donc extraire de (f,) une sous suite
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qu’on note aussi (f,) convergeant o(L? L?) vers une fonction f vérifiant || f(¢)| < m(t)
p. p. t € [0,1], d’ott la compacité faible de S dans L%([0, 1]).

Considérons maintenant ’ensemble
1
X ={us:[0,1] = E: wuyt) :/ G(t,s)f(s)ds, Vt €]0,1], f € S}.
0

L’ensemble X est convexe compact dans (C([0,1]), || - ||ct). En effet, soient uy,, uy, € X
et A €0, 1] alors

wp, () = /0 G(t, s) fu(s)ds, ¥t € [0,1],

un(®) = [ Gt als)ds. v € 0.1,

alors
()\ufl + (1 - )‘)uf2)(t) - )\U’fl (t) + (1 - )‘)ufz (t)
= )\/0 G(t,s)fl(s)ds+(1—)\)/o G(t,s)fa(s)ds
= [ G 0ne) + (1= D)
= [ G0+ 1= e

comme fi, fo € S et comme S est convexe, alors Af; + (1 — \)fy € S et par conséquent
Aug + (1 — Nuy, € X, d’ott la convexité de X.

Montrons maintenant la compacité de X dans (CL, || - ||c1)-

Soient t, 7 € [0, 1], nous avons pour tout uy; € X
1 1
lug(®) —us (M) = | / G(t, 5)f(s)ds — / G(r, 5)f (s)ds]

< / G(t,5) — G(r.9)|I/(5)ds

< /|G(t, s) — G(1,s)|m(s)ds,
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et

1 1
. . 3G G
Jig(®) — s = I [ 5 esreds — [ T ss)as]
0 0
1

<[5 09 -Gl

IA

[ 1559 - S s misyas,

comme m € L([0,1]) et G est uniformément continue ces deux inégalités montrent que
X et {ar, uy € X} sont équicontinus dans Cg([0,1]). De plus, les ensemble X(t) =
{ur(t), uy € X} et {ur(t), uy € X} sont relativement compacts car il sont bornés dans

I'espace de dimension finie E, en effet, pour tout uy € X nous avons

1

lus @I = II/G(RS)f(S)dSH

< / (1, 8)[11£ ()]l ds

1
< m(s)ds = ||m||pz
0/ Il
et
1
iyl = I [ 5 s)ss)as]

IN
O\H
S
~
=
NP
=
=
V2]

m(s)ds = lmll,.

IA
S —

Par conséquent X et {us, uy € X} sont relativement compacts dans Cg([0,1]) ou ce qui

est équivalent & dire que X est relativement compact dans C%([0,1]) muni de la norme

I llcr
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Montrons que X est fermé dans CL([0,1]). Soit (uy,), une suite d’éléments de X
convergeant vers u € C([0, 1]). Pour tout n € N, il existe une suite (f,), C S telle que
1

uy, (t) = [ G(t,s) fn(s)ds pour tout t € [0,1]. Comme S est o(L%, L%,)-compact, on peut
0

extraire de (f,) une sous suite notée aussi (f,) qui converge o(L?, L?) vers une certaine

application f € S, et par suite elle converge o(LL, L) vers f, en particulier

1 1
lim uy, (t) = lim | G(t,$)fu(s) /G
0 0
et .
oG oG
i 4 _ oG
A / P ()
0 0

et donc (uy, (.), 4y, (.)) converge vers (uy(.),uys(.)). Comme (uy,) converge dans CL([0,1])
vers u, alors d’aprés le Lemme 2.1.1 chapitre 2, on déduit que u = uy, i.e., u(t) =
= [G(t,s)f(s)ds ¥Vt € [0,1] et u € W' ([0,1]). Ceci implique que X est fermé dans
0
(CL([0,1]),]| - [lc1) et par suite la compacité de X dans CL([0,1]).
Etape 2.
D’aprés le Théoreme 2.2.1, il existe une multi-application ® : X = L%([0,1]) & valeurs

non vides convexes fermées et de graphe fortement faiblement séquentiellement fermé telle

que pour tout u € X et pour tout g € ®(u) nous avons

g(t) € F(t,u(t), u(t)) et [lg(t)]| < ma(t) (4.3)

pour presque tout ¢ € [0, 1]. Remarquons, par la relation (4.3), que pour tout u € X, ®(u)
est o(L%, L% )-compact.

Considérons maintenant la multi-application ¥ : X = CL([0, 1]) définie par

1

U(v) = {u:[0,1]] = E: 3f € S/ u(t) =us(t) = /G(t, s)f(s)ds, ¥t € [0,1],
—[f(t) € A(t)u(t) + g(t), ppet g € B(v)},

Montrons que pour tout v € X, U(v) est non vide. Soit (A,) une suite décroissante
dans ]0, 1], telle que A\, — 0 quand n — oco. Pour tout n € N, considérons I'application
fn :]0,1] — E définie par

fn(t) = =Ax, (H)o(t) — g(t).
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D’apres 'hypothese (H2) et la condition (%4t) et la relation (4.2), nous avons

1 < A @u®] + lg@)l
< |AWu()]o + l9(0)]
< mat) + ma(t) = m(t)

c’est a dire (f,,), C S et comme S est o(L%([0,1]), L%([0, 1]))-compact, on peut lui extraire

une sous suite notée aussi (f,) qui converge o(L%([0,1]), L%([0,1])) vers une application

fes.

D’autre part, nous avons pour tout t € [0, 1], d’aprés 2) de la Propsiton 4.0.7,
—fu(t) = g(t) = Ay, (D)v(t) € A(t)Jx, At)v(1).

Montrons que (Jy, A(-)v(+)), converge vers v(-) dans L%([0,1]). Nous avons pour tout
t € [0, 1] et en utilisant la relation (4.2)

[ 5, A)o(t) —o@)] = [[AnAx, (o))
Al A, @ (8)]

An| A(t)v(t)lo

Anma(t).

VANVAY

Comme A\, — 0, on conclut que

175, A(t)o(t) = v(t)|| = 0, quand n — oo.

[ Al =[x, A)o(t) = v(t) + v(t)]
< @I+ 18, A)v(t) —o@)]

< /|G(t, s)|m(s)ds + Ayma(t)

1

< /m(s)ds + Aama(t)
0

< lmllyy +ma(2),

ceci, en utilisant le fait que v € X et \,, < 1 pour tout € N. Comme m, my € L([0, 1]), en

utilisant le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue (Théoréme 1.2.41 chapitre
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1), on conclut que Jy, A(-)v(-) converge vers v(-) dans L%([0, 1]).

Comme (f,,+g)n converge o(L%([0,1]), L%([0, 1])) vers f+g et (Jy, A(-)v(+))n converge
fortement vers v(-) dans L%([0,1]) et comme

—(fa +9)(t) € At)Jx, A)v(t), p.p- t € [0,1]
on conclut par le Lemme 4.0.6 que
—f(t) = g(t) € A(t)v(t), p.p-t €10,1]

c’est a dire
—f(t) € A(t)v(t) + g(t), p.p. t €[0,1].

Comme f € S, on conclut que I'application uy : [0,1] — E définie par us(t) = [ G(t,s)f(s)ds,

o .

appartient a W(v), d’ou la non vacuité de ¥(v).

Montrons maintenant que ¥(v) C X. Soit u € ¥(v), alors il existe f € S tel que
1

u(t) = up(t) = [ G(t,s)f(s)ds pour tout ¢t € [0,1] et donc ¥ applique X dans lui méme.
0

Remarquons aussi que, pour tout v € X, ¥(v) est un sous ensemble convexe fermé de X.
En effet, soient uy,, uy, € ¥(v) et A €]0, 1] alors,

Aup, + (L= Nug)(t) = Aup(t)+ (1= Nuy,(t)
= [ Gt om0 -3 [ G
-/ Gl M) + (L= A fa(s))ds
= [ G0+ (1= N6
avec Afi + (1 — A)f> € S, puisque S est convexe, d’autre part, nous avons
~Fit) € A@(®) + 9(8), pp-t € [0,1],

et
—f2(t) € A(t)v(t) + g2(t), p-p. t € [0, 1],

avec g1, g2 € ®(v) comme ®(v) est convexe g = Ag; + (1 — N)ga € ®(v). Aussi Uopérateur

A(t) est maximal monotone, alors ses images sont convexes et par conséquent
—(AMi+ A=) fo)(t) € A(t)u(t) + g(t), ppt €[0,1],
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et par suite
/\ufl + (1 - /\)ufz € \I/(U),

d’ott la convexité de W(v).

Soit maintenant (uy,) une suite d’éléments de W(v) C X convergeant vers w dans
(CL([0,1]),] - [lc1), c’est a dire, pour tout n € N

1

uys, (t) = /G(t, s)fu(s)ds, ¥t € [0,1], f, €S,
—fa(t) € A@)v(t) +gn(t), p.p et gn € B(v).

Comme (f,) C S qui est o(L%,L%)-compact, on peut lui extraire une sous suite qui
converge o(L%,L%) vers une application f € S. D’autre part, la convergence o(L%, L%)
de (fn)n vers f implique la convergence faible dans L}, en particulier nous avons pour
tout ¢ € [0, 1]

1

lim uy, (t) = JLIEO/G(IS, s) fu(s)ds

n—oo

G(t,s)f(s)ds,

I
S — _

=]

1 1

lim uy, (t) = lim %(t, s)fn(s)ds = /%(t, s)f(s)ds,
0 0

alors (uy,(.),uy,(.)) converge vers (uys(.),%s(.)) comme (uy,), converge dans C([0,1])

vers w, on conclut que w(-) = uy(-).

De plus, (gn)n C ®(v), comme ®(v) est o(L%, L%)-compact, on peut supposer par
extraction d’une sous suite que (g,), converge o(L%,L%) vers une application g vérifiant
lg(®)|| < ma(t) et telle que g € ®(v) grace a la convexité de (v).

D’autre part, (f, + gn)n converge o(L%, L%) vers f + g et

—(fu +gn)(t) € At)v(2), p-p- t €[0,1],

on déduit alors par le Lemme 4.0.6 que

—(f+9)@) € A()o(t), pp- t € [0,1],

c’est a dire
—f(t) € AQt)v(t) + g(t), p-pt € [0,1],
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et par suite uy € ¥(v), et donc ¥(v) est fermé dans X qui est compact, d’out la compacité
de ¥(v).

Montrons maintenant que ¥ est semicontinue supérieurement ou en utilisant le

Théoreme 1.2.29 chapitre 1, que le graphe de W
gph(¥) = {(v,u) e X x X : v e ¥Y(v)},

est fermé dans X x X. Soit (v, u,), une suite d’éléments de gph(W¥) qui converge vers
(v,u) dans X x X, u, € ¥(v,) C X, et donc il existe (f,), C S telle que

1

un(t) = uy, (t) = /G(t, s) fu(s)ds, ¥t € [0,1],

0

et
—[n(t) € A(t)vn(t) + gn(t) p-p €t gn € D(vn),

la suite (f,), C S et donc par extraction d’une sous suite on peut supposer que (f,)n
converge o(L2, L2) vers une certaine application f € S. Aussi, la suite (g, ), C m1(t)Bg(0,1)
comme m; € LZ%([0,1]), par extraction d’une sous suite, on peut supposer que (gn),

converge o(L2, L2) vers une certaine applicaion g € m;(t)Bg(0,1).

De plus, nous avons g, € ®(v,), alors (v,,g,) € gph(®P), comme le graphe de ¢ est
fortement-faiblement séquentiellement fermé, on conclut que (v, g) € gph(®), c’est a dire

g € ®(v).

La convergence o (L%, L%) de (f,,), vers f implique la convergence faible dans LL([0, 1]),

en particulier nous avons pour tout ¢t € [0, 1]

1

i g, (1) = T [ G(t.5)u(s)ds = [ Glt.s)F()ds = ug(),

0

et
1

lim uy, (t) = lim 8_(;

0

oG

—-(t,8)f(s)ds = iy (),

(t,8)fu(s)ds = r

o — _

et par suite, (ug,(.), %y, (.)) converge vers (ug(.),us(.)), comme (uy,), converge dans

(CL([0,1]), ]| - |lct) vers w, on conclut alors que w(+) = uy(-).

Comme (v,,), C X converge vers v dans (CL([0,1]), ||||c1) et comme v, (t) = [ G(t, s)Va(s)ds, Vt €

o ..
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[0, 1] avec 7, € S, on aura

lon(®)]] < / I (5)]ds

=< /17”(5)618

= lmllw,

on conclut que (v,), est bornée dans L%([0, 1]). Par conséquent (v,), converge fortement
vers v dans L%([0, 1]).

En utilisant ces arguments, le fait que

_fn() () ()+gn() p- D,
et le Lemme 4.0.9, on conclut que
—f(t) € A(t)v(t) + 9(t), p-

c’est a dire (v, u) € gph(V), d’ou la semicontinuité supérieure de V.

En appliquant le Théoreme du point fixe de Kakutani (Théoreme 1.2.39 chapitre 1),
on obtient I'existence d’un point fixe u pour la multi-application W, i. e., u € ¥(u). Donc
il existe f € S, tel que

) = ug(t /Gts s, Vt € [0, 1],

—f(t) € A()u(t) +g(t) p.p et g € B(u),

ce qui est équivallent a dire grace a les relations (2.7) et (2.9) du Lemme 2.1.1 que

i(t) = f(t) p. p avec u(0) = 0, u(f) = u(1) et evec la relation (4.3) on conclut que

{ ii(t) € A(tyu(t) + F(t,u(t),a(t), ppte0,1],
u(0) =0, u(f) = u(l).

Ce qui acheve la démonsration de notre théoreme. m
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4.2 Reésultat d’existence pour ’inclusion différentielle

(Pr) quand F est a croissance linéaire

Dans cette section, nous présentons un autre résultat d’existence de solutions pour le
probleme (Pr) quand on remplace la condition (4¢) et ’hypothese (H2) par la condition
(v) et I'hypothese (H3) suivantes
(v) il existe une fonction positive m; € L2([0,1]) et deux fonctions positives
p, ¢ € LE([0,1]) vérifiant |[p + gllz < 1, telles que

F(t,z,y) C (ma(t) +p(®)]|z] + a®)]lyl)Bp, V(t,z,y) € [0,1] x E x E,
(H3) il existe une fonction positve my € L3([0,1]) telle que
[A@®)z] = sup{llyll, y € A(t)x} < ma(t),

pour tout (t,z,y) € [0,1] X E' X E.

Pour la démonstration de notre résultat d’existence nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 4.2.1 Supposons que les conditions (i), (ii), (v) et les hypothéses (H1) et (H3)

sont satisfaites. Si v est une solution du probléme (Prg), alors pour tout t € [0,1] nous

avons
o)) < o, [[0()] <
. Il
OU & = T-[prgi— s €6 M ="My + ms.
R
Démonstration.

Supposons que v est solution de 'inclusion différentielle (Prg), c’est a dire,

{ —ii(t) € A(tyu(t) + F(t,v(t),0(t)), ppte0,1],
v(0) =0, v(0) =v(1).

Par la condition (v) et I'hypothese (H3) nous avons

1B <A@ + [1F(E o(t), o)) ]

< my(t) +ma(t) + p(O)l[o @)l + g@l[o@)] = m(t) + p@)[v@)] + a@®)[[o(@)]]-
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Mais
@l = | / G(t, s)i(s)ds]

0
1

16t s

0
1

< /(m(S) +p(s)llv(s)ll + a(s)l[o(s)]))ds

< /(m(S) +p(s)lvllcr + a(s)llvller)ds
0
< mlley + (lp + gllp)llvller

IN

et
o) = 1 [ S esjis|
< [15 ol s
< [m(s) + ples)] + als)5(5) s
< [n(s) + plvlles + a(s)ollor)ds
< iy + o+ all) el
Alors

IA

Imlley + (lp + glley)llvller
(1 =llp+gle)lvliict < [lmll
72l

—_— =«
1—|lp+qlley

[v]ler

||U||c1
ce qui montre les estimations
o) < a, [[0@)] < a.

Nous sommes maintenant en mesure de donner notre deuxieme résultat d’existence de ce

chapitre.
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Théoréme 4.2.2 Soient E un espace de dimension finie, A(t) : E = E, (t € [0,1]) un
opérateur maximal monotone et F : [0,1] x E x E = E une multi-application & valeurs
fermées, satisfaisant les conditions suivantes

(i) F est L(]0,1]) @ B(E) @ B(E)-mesurable ;

(ii) pour chaque t € [0,1], et tout (z,y) € E x E tel que F(t,z,y) est convexe F(t,-,-)
est semicontinue supérieurement, et quand F(t,x,y) est non convexe F(t,-,-) est semi-
continue inférieurement sur sur un voisinage de (x,y) ;

(v) il existe une fonction positive m; € L2([0,1]) et deuz fonctions positives p, q €
L& ([0, 1]) vérifiant |lp + gl < 1, telles que

F(t,z,y) € (m(t) + p(t)llz] + a(®)yl)Br(0,1), ¥(t,z.y) € [0,1] x E x E.

Supposons que les hypotheses suivantes sont aussi satisfaites

(H1) pour chaque x € E et pour chaque X\ > 0, Uapplication t — (I + MNA(t)) 'z est
Lebesgue-mesurable et il existe g € L%([0,1]) tel que t — (Ig + MNA(t))"'g(t) appartient a
L3(00.1));

(H3) il existe une fonction positive my € L4([0,1]) telle que

[A®)z]| = sup{[ly[l, y € A(t)x} < ma(t),
pour tout (t,x,y) € [0,1] x E x E. Alors, linclusion différentielle

uw{‘“@EA@Wﬂ+F@wmuwxpptemm
u(0) = 0; u(f) = u(1),

admet au moins une solution dans W' ([0, 1].

Démonstration.

Considérons I'application 7, : [0,1] x E — FE définie par

r  si|z|| <k
Te(t,x) = { S

T x| > &
et considérons la multi-application Fj : [0,1] x E x E' = F définie par
Fo(t,z,y) = F(t, mo(t, z), ma(t, y)).
Alors Fjy hérite les propriétés (2) et (4i) supposées sur F'. En effet, Fj est mesurable car
Fo(t,z,y) = F(t,ma(t z),mal(t, y))

= (Foh)(t,z,y),
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avec
h: [0,1] x Ex E = 0,1] x Ex E

(t,z,y) —  h(tz,y) =7, 2),7(t,y).
En effet, soit V un ouvert de F,

Fy (V)= (Foh) (V) = h(F/(V)),

comme F est £([0,1]) ® B(F) ® B(E)-mesurable, on conclut que F~1(V) € £([0,1]) ®
B(E) ® B(E) et par suite A1 (F~1(V)) € L£([0,1]) ® B(E) ® B(FE) car h est £([0,1]) ®
B(E) ® B(E)-mesurable, d’ou la mesurabilité de Fj.

Montrons maintenant la condition (%z). Pour chaque ¢ € [0, 1] soit

(F):ExE = E
(z,y) = (Fo)lx,y) = Fo(t,2,y).

Remarquons que
(Fo)e(t, z,y) = Hi o gi(z,y)
tels que
H,: ExXE= E
(,y) = Hi(z,y) = F(t,2,y),

et
g: ExXE= ExFE

(z,y) = gil@,y) = (mall, ), ma(t,y)).

Montrons que (Fp)¢(-, ) est semicontinue supérieurement en chaque point (z,y) tel que

(Fo)ie(z,y) = Fo(t,z,y) est convexe. Pour chaque t € [0, 1], soit (zg,v0) € E x E tel que

(F0)i(zo,y0) = Fo(t, o, yo) est convexe. Montrons que (Fp).(-,-) = Fo(t, -, ) est semiconti-

nue supérieurement au point (xg, yo). Soit V' un ouvert de E tel que (Fp):(zo,y0) C V, donc

Hi(ge(zo,0)) C V, cest adire F(t, mo(t, o), ma(t,y0)) C V, comme F(t, 74 (t, o), 7a(t, yo))
est convexe, alors H; est semicontinue supérieurement au point g;(xo, yo) d’ou 'existence

d’un voisinage ouvert € de g;(zo, yo) tel que H,(Q) C V.

g¢(+, +) étant continue et donc U = g; ' (£2) est un voisinage ouvert de (g, yo) et H;(g:(U)) C

V' ce qui implique que (H: 0 ¢:)(U) C V ou bien (Fp)(U) C V. D’ou la semicontinuité

supérieure de Fy au point (xq, yo)-

Soit (xg,yo) € E X E tel que Fy(t, o, yo) n’est pas convexe et montrons que (Fp)(-, )
est semicontinue inférieurement sur un voisinage de (xg, o). Fo(t, o, yo) n’est pas convexe
et donc Hi(g:(zo, yo)) = F(t, ma(t, o), Talt, yo)) n'est pas convexe, il existe alors un voisi-

nage U de g;(0, yo) tel que H; est semicontinue inférieurement sur U. Posons W = g, *(U)
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qui est un voisinage de (g, yo) et montrons que (Fp)(-, ) est semicontinue inférieurement
sur W. En effet, soit (y,z) € W et par suite g,(y,2) € U, et soit O un ouvert tel que
(Fo)e(y,2) MO # 0 alors Hi(g:(y, 2)) NO # 0, comme H; est semicontinue inférieurement
sur U et g;(y,z) € U, il existe un voisinage Q2 de g;(y, z) tel que H;(Q) N O # @), comme
g; est continue, V = g; () est un voisinage de (y, z) et H;(g:(Q)) N O # 0, c’est & dire,
(Fp)(Q)NO # . Par conséquent (Fp)(-, ) est semicontinue inférieurement sur . Donc
F, vérifie (it).

De plus,

1Fo(t, 2 9)l = [[F(t ma(t; 2), ma(t, y)|

INA
s
~

IA
&
~

IA
3

A~~~ I~ /N N
~+

a(p(t) +q(t)) == B(1),

c’est a dire Fy(t,x,y) C B(t)Bg, Y(t,z,y) € [0,1] x E x E. Par conséquent Fy satisfait
toutes les conditions du Théoreme 4.1.1 et donc le probleme (Pg,) admet une solution
dans W2'([0,1]) .

Observons que u est solution de

i(t) € A(t)u(t) + F(t u(t), u(t)) p.p-te0,1],
(PF){ w(0) = 0; w(f) = u(1),

si et seulement si w est solution de

(Pr) { —i(t) € A(t)u(t ZFO(t (), a(t)) pptelo,1],

En effet, soit v une solution (Pr), c’est a dire,

{ —i(t) € A(tw(t) + F(t,v(t),0(t)) ppte0,1],
v(0) = 0; v(f) = v(1),

et d’apres le Lemme 4.2.1
lo@)] < a, [o@)]| < e,

alors 7, (t,v(t)) = v(t) et mo(t,0(t)) = 0(t) et par conséquent

{ —i(t) € A(t)(t) + Fylt, v(t),5(t)) ppteo,1],
v(0) = 0; v(0) = v(1),
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on conclut alors que v est solution de (Ppg,).

Supposons maintenant que v est solution de (Pg,), c’est a dire,

{ i(t) € A(ty(t) + Fo(t,o(t),0(1)) ppt e [0,1],
( —

0) = 0; v(6) = v(1),
alors
O < IAGuO + |Folt, v(z), 5(1)]
< ma(t) +ma(t) + a(p(t) +q(t)) = m(t) + a(p(t) + q(t)).
ol = I [ Ge.9is)asl
< / G(t,9)|li(s)]|ds
< / (m(s) + a(p(s) + q(s))ds
< (Imlla + a(lp + allzy),
et

@l = | / (s)ds]
/r—tsmv lds

< /< (5) + alp(s) + q(s)))ds

0
< [Imllez + a(llp +qllLy)-

IN

[Im IIL1
1- ||p+q||

l0(t)]] < a pour tout t € [0, 1], on obtient m, (¢, v(t)) = v(¢) of 7o (t,0(t)) = 0(t), et par

conséquent,

En remplacant dans ces deux dernieres inégalités o = , on obtient [[v(t)|| < a et

—i(t) € A(t)v(t) + Fo(t,v(t),o(t)) p.p.t € [0,1]
— —i(t) € A(t)v(t) + F(t, malt,v(t)), ma(t, 0(t))) p.p-t € [0,1]
= —i(t) € A(t)u(t) + F(t,v(t),0(t)) p.pt €[0,1]
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avec v(0) = 0 et v(f) = v(1), on conclut que v est solution de (Pr).

On peut alors appliquer le Théoreme 4.1.1 sur (Pg,) pour finir la démonstration. m
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