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Chapitre 0

Introduction générale

La théorie des équations différentielles (univoques et multivoques) d’évolution non
linéaire, ceux qui sont régis par la classe des opérateurs maximaux monotones a été I’objet
de nombreuses études faites dans les dernieres années. Comme connue de la théorie de Hill-
Yosida, qu’ étant donnée une condition initial ug € D(A), il existe une solution univoque

du probleme

" a(t) = —Au(t) + f(t), t>0,
u(0) = uy,

ou A: D(A) C H — H est un opérateur univoque maximal monotone sur un espace de
Hilbert et f € CL(R).

Dans le cas multivoque, c’est a dire, pour des inclusions différentielles, les problemes
gouvernés par les opérateurs maximaux monotones trouvent leurs motivations dans différents
domaines, en mécanique, élastoplasticité, controle optimal, économétrie, etc...et englobent
différentes classes de problemes différentiels. Ce type a été étudié lorsque A ne dépend pas
du temps, par H. Brézis (voir [13]) qui a utilisé la méthode de régularisation de Yosida

pour démontrer l'existence d’une solution univoque Lipschitzienne de I’équation
—u(t) € Au(t) + f(t) p.pt €0,T7,

ot f € LL([0,T]), appelée perturbation du probleme. Mitieri et Vrabi [22] on montré
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I'existence de solution intégrale dans un espace de Banach. Le travail de Brézis a été
généralisé par Attouch and Damlamian [2], ou la perturbation univoque a été remplacé

par une multi-application F' semi-continue supérieurement a valeurs convexes de la forme

@) —u(t) € Au(t) + F(t,u(t)), p.p.t€[0,T],
u(0) = uyp,
et a été étudié par de nombreux auteurs (voir [11], [13] et [23], principalement pour le cas
ou F' est a valeurs convexes).

L’existence de solutions du probleme (2) pour F' semi-continue inférieurement a été
prouvé par Colombo, Fonda et Ornelas [15], et par Mitidieri and Vrabie [22], dans un
espace de dimension finie et infinie respectivement.

Dans le cas ou A dépend du temps, Ahmed Gamal [2], a traité le probleme (2), en
prenant comme perturbation une multi-application uniformément continue et a valeurs
non vides compactes, et dans [21], les auteurs ont montré I'existence de solution a variation
bornée et absolument continue pour le probleme sans perturbation avec une condition
utilisant une pseudo-distance.

Ce mémoire est consacré a l’étude de 'existence de solution pour les problemes d’évolutions
gouvernés par les opérateurs maximaux monotones avec des perturbations vérifiant des
conditions de Lipschitz. Il comprend trois chapitre.

Le premier chapitre rappelle les notions essentielles et les résultats de base concernant
les multi-applications, que nous avons utilisé tout au long de ce travail.

Le deuxieme chapitre est consacré a l'existence de solutions absolument continues
pour une inclusion différentielle du premier ordre gouvernée par un opérateur maximal

monotone dans un espace de dimension finie de la forme

(3) —u(t) € A(tyu(t) + F(t,u(t)), pp-te[0,T],
u(0) = o,
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ou F : [0,T] x E = E est une multi-application vérifiant la condition de Lipschitz par
rapport a la deuxieme variable.

Le troisieme chapitre généralise le résultat du deuxieme chapitre en traitant ’existence
de solutions absolument continues pour le probleme (3) ou la condition de Lipschitz est

remplacée par celle de pseudo-Lipschitz.



Chapitre 1

Notations et préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de donner des notations de base, quelques résultats fonda-
mentaux sur les multi-applications, des théoremes principaux concernant la convergence

et la compacité, qui seront utilisées dans la suite de ce travail.

1.1 Notations

Soient E un espace de Banach, E’ son dual topologique, (.,.)g g leur produit de
dualité, et ||.|| la norme de E.
Dans tout ce qui suit, nous désignerons par

o(E, E’) la topologie faible sur E.

o(E', E) la topologie faible* sur E'.

By ou Bg(0,1) la boule unité fermée de £, définie par
Bp(0,1)={z € E: |z| <1}.

Si A est un sous ensemble de F alors A est la fermeture de A.

d(., A) la fonction indicatrice de A, définie par

0 sixz € A,
iz, A) =

+oo siz ¢ A.
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- La fonction polaire de §(., A) appelée aussi fonction d’appui de A, est la fonction §*(., A),
définie sur E’ par

6 (2', A) = sup(2’,z), Vi’ € E
€A

- 14 la fonction caractéristique d’une partie A d’'un ensemble donné, définie par

1 siz e A,
Lu(z) =
0 siz¢g A

1.2 Quelques notions de mesurabilité

Les résultats suivants sont pris de la référence [5].
Définition 1.1 Soient X un ensemble non vide, ¥ une famille de sous ensembles de X .

Alors 3 est dite une tribu sur X si
1. Dex,
2.Aec = X\Aek,
3. A, eX, VneN=[JA4, eX.

Le couple (X, X) est appelé espace mesurable, et les éléments de 3 sont appelés ensembles
mesurables.

Si la troisieme relation est vraie pour les unions finies seulement, on dit que X est une
algebre sur X.

Si X est un espace topologique, la tribu Borélienne sur X notée B(X), est la plus petite

tribu contenant la topologie de X.

Définition 1.2 Soient (X1,%1), (X2, X2) deuz espaces mesurables et g une fonction définie
sur X a valeurs dans Xo, on dit que g est (X1, Xo)-mesurable si pour tout A € 9, g1 (A) €
2.

Si Xy est un espace topologique, une fonction (X1,B(X))-mesurable est dite fonction

Borélienne.
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Définition 1.3 Soit (X,X) un espace mesurable et M un espace métrique. Alors une
fonction g : X — M est dite fortement mesurable ou Bochner mesurable si g est (3, B(M))-

mesurable et g(X) est séparable.

Définition 1.4 Soit (X,X) un espace mesurable et M un espace métrique, on dit que la
fonction f: X — M est X-étagée (resp. dénombrablement ¥-étagée) si f est (X, B(X))-
mesurable et f(X) fini (resp. dénombrable).

Lemme 1.1 Sous les notations de la définition 1.4, nous avons les caractérisations sui-
vantes :
— f est Bochner mesurable,
— il existe une suite de fonctions Y-étagées définies sur X a valeurs dans M, conver-
geant simplement vers f,
— 1l existe une suite de fonctions dénombrablement ¥-étagées définies sur X a valeurs

dans M, convergeant uniformément sur X vers f.

On donne dans la suite quelques notions sur les mesures.

Définition 1.5 Soit (X, %) un espace mesurable. Alors Uapplication v : ¥ — R est une
mesure sur X St

1. v(0) =0,

2. v(UAn) = > v(A,), pour toute suite dénombrable (A,) d’éléments de ¥ disjoints

n
deuzr o deux .

Le triplet (X, X, v) est appelé espace mesuré.

Siv(A) >0, pour tout A € 33, on dit que v est une mesure positive et on note v > 0, ou
que lespace (X, 3, v) est positif.

Siv(A) < oo, pour tout A € X3, on dit que v est une mesure finie ou que ’espace (X, %, v)

est fini.

Si X est un espace topologique, la mesure v : B(X) — R est appelée mesure Borélienne.

On dit que v est une mesure de probabilité si v(X) = 1.

Définition 1.6 Soit X un espace topologique séparé et v une mesure Borélienne. Alors
v est dite réquliére si pour tout A € B(X) et tout € > 0, il existe un ouvert C' et un fermé
G de X, tels que G C AC C et v(C\G) < e.

Une mesure Borélienne finie et réguliére est appelée mesure de Radon.
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Définition 1.7 Soit (X, X, v) un espace mesuré avec v > 0. Soit Z un sous ensemble
de X, on dit que Z est v-négligeable ou négligeable (s’il n’y a pas confusion), s’il existe
AecX tel que Z C Aetv(A)=0.
On dit qu’une propriété sur X est vraie v-presque partout (v.p.p), si l'ensemble ou elle
n’est pas vérifiee est v-négligeable.
la tribu v-complétée de ¥ notée 3, est la tribu engendrée par X et les ensembles v-

négligeables, c’est a dire
Y, ={AUZ/ A € X et Z ensemble v-négligeable}.

La tribu X est dite compléte si X = 3, ¢’est a dire, si tout ensemble v-négligeable appar-

tient a 2.

Définition 1.8 Soit (X,X,v) un espace mesuré avec v finie. Notons ¥* := ¥, et soit
v* o X* — R définie par v*(AU Z) = v(A), pour tout A € X et tout ensemble Z
v-négligeable. Alors (X,¥*,v*) est un espace mesuré avec v* finie et compléte et on a
V¥ =v sur .

(X, X%, v*) est appelé Uextension de Lebesque de l'espace mesuré (X, 3, v).

Théoreme 1.1 Soient X un espace topologique compact, 3 une algébre sur X et
v ¥ — R une fonction additive, réquliére et bornée.
Soit 3 la plus petite tribu sur X contenant . Alors il existe une mesure unique v : Y >R

réquliere, bornée et qui prolonge v a X.

Mesure de Borel et mesure de Lebesgue sur R

Soient to,t; deux nombres réels tels que ty < t1, J = [to,t1] et ¥ la famille des sous
ensembles de J de la forme {to} = [to, to], |t', "], pour ty < ¢ < t"” <y, et les unions finies
de ces intervalles. Il est clair que X est une algebre sur J.

Définissons v : ¥ — R par

k k

v({to}) =0, v(t', ") =t" =t et v(|_JA;) =D w(4y),

j=1 j=1
avec k € N et A; des intervalles disjoints de la forme considérée.

La mesure v est une mesure additive, réguliere et bornée. Par le Théoreme 1.1, elle admet
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une unique extension a D qui est la plus petite tribu sur J contenant X, et qui n’est autre
que la tribu Borélienne B(J).

Cette extension notée v est appelée la mesure de Borel sur J.

Soit (J, ¥*, v*) 'extension de Lebesgue de (//, ENJ, v). Alors les éléments de X* sont appelés
ensembles Lebesgue-mesurables de J et v* est la mesure de Lebesgue sur J.

Dans la suite de ce travail, pour tout ensemble compact I de R, on note par

- L(I) la tribu de Lebesgue sur I,

- o ou dt la mesure de Lebesgue,

- LL(I) I'espace des applications Lebesgue Bochner-intégrables définies sur I a va-
leurs dans 'espace de Banach FE, c’est a dire, les applications f Lebesgue Bochner-
mesurables et telles que / fdu est finie,

I

- Cg(I) l'espace de toutes les applications continues u : I — F muni de la norme sup

lulles = supllu(®)]],
tel

- W}E’I(I ) I'espace des applications absolument continues v : I — F ayant une dérivée

faible dans L, (1).

1.3 La distance de Hausdorff

Définition 1.9 Soient A, B deuz sous ensembles d’un espace métrique (X,d), l'écart
entre A et B est défini par
(4, B) = sup d(a, B),

a€A
avec

d(a, B) = inf d(a, b),

et la distance de Hausdorff entre A et B est définie par

H(A, B) = maz(e(A, B),e(B, A)).
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Propriétés élémentaires
1. e(A,0) =00 si A# 0,
e(d, B) =0,
e(A,B)=0< AC B,

H(A,B)=0< A= DB,
H(A,
|d(z, A) —

A N U NI

Preuve de 7.

En effet, nous avons

[z —all < flz = bl[ + {16 — al,

donc

inf[|z — al| < ||z — b + inf{[b — al|,
acA a€A

ceci implique

B) < H(A,C) + H(C, B),

e(A,B) <e(A,C)+e(C,B), C un sous ensemble de X,

d(z,B)| < H(A, B), Vx € X.

Y(a,b) € A x B,

Vbe B

d(z,A) < |lz—0b|+db,A),Vbe B
< inf||x — b|| + inf d(b, A)
beB
= d(x,B) + gglfj’ d(b, A)
< d(z,B) +supd(b, A)
beB
= d(z,B)+e(B,A)
< d(x, B) +H(A, B),
donc
d(z,A) — d(z, B) < H(A, B),

d’autre part, nous avons

[z = bll < llz — all + [la — o],

donc

inf||z — bl| < ||z — a| + inf|la — b,
beB beB

V(a,b) € Ax B,

Va € A

10
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mmplique
d(z,B) < |lz—al +d(a, B)
< ian:L‘ — a|| + infd(a, B)
acA
= d(z,A) + inf d(a, B)
< d(z,A) +supd(a, B)
acA
= d(z,A)+e(A,B)
< d(xz,A)+H(A, B),
donc

“H(A, B) < d(z, A) — d(z, B),

c’est a dire,

|d(z,A) —d(z,B)] < H(A,B), VzelX.

|
Notons par Pr(X), l'ensemble des parties fermées de X, alors P¢(X) muni de la distance
de Hausdorff H, est un espace métrique.
Rappelons les propriétés suivantes
~ Si (X, d) est un espace métrique complet, alors (Pr(X), H) l'est aussi.
— Si X est séparable, I'ensemble des parties compactes de X, noté Py(x) muni de H

est aussi séparable.

1.4 Multi-applications et sélections

Pour une étude détaillée des multi-applications et sélections on peut se référer a [6].
Définition 1.10 Soient X, Y deux ensembles non vides. Une multi-application (ou fonc-
tion multivoque) F' définie sur X a valeurs dansY est une application qui a chaque élément
x € X associe un sous ensemble F(x) deY, on note F : X =2 Y ou F : X — P(Y),
(P(Y) est l’ensemble des parties de Y ).

Le domaine, le graphe et ['tmage de la multi-application F : X =Y sont donnés respec-

tiwement par
D(F) := Dom(F)={z € X : F(x) # 0},

gph(F) ={(z,y) e X XY : x € D(F), y € F(2)},

11
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z€D(F)
Définition 1.11 Soit F': X = Y une multi-application. On appelle sélection de F toute
application f : X — Y vérifiant

f(z) € F(x), Vo € X.

1.5 Mesurabilité des multi-applications

Pour plus de détails sur la mesurabilité des multi-applications on peut se référer a [6]

et [14].
Définition 1.12 Soient (T,%) un espace mesurable, X un espace métrique et : T = X .

On dit que T est (3, B(X))-mesurable ou tout simplement ¥.-mesurable, si pour tout ouvert
V de X,

I'V)y={teT : Tt)NV #0} €.

Proposition 1.1 Soient (T,%) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et
soit F':'T'= X une multi-application.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes
(1) F est ¥-mesurable,
(i1) pour chaque x € X, la fonction d, : T — R définie par d,(t) = d(z, F(t)) est

Y -mesurable.

Lemme 1.2 Soient (T, X) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable
et I' : T = X une multi-application a valeurs non vides fermées. Considérons les pro-

Pri€tés sutvantes

(i) T7Y(B) € X, pour tout Borélien B de X,

(it) T7HC) € 2, pour tout fermé C de X,

(it7) T=Y(V) € X, pour tout ouvert V de X,

(1v) il existe une suite (o,) de sélections mesurables de I" telle que

VteT, T(t) = {on(t) }nen,

(v) Yx € X, la fonction distance d(x,T(.)) est mesurable,

12
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(vi) le graphe de I appartient ¢ 3 @ B(X).
Alors (i) = (it) = (iii) = (iv) = (v) = (vi).
Si I' est a valeurs non vides complétes alors (iii) < (v) < (iv).

Si T est a valeurs non vides compactes alors (iii) = (7).

Remarque 1.1 la suite (0,) dans la propriété (iv) est appelée une représentation de

Castaing de la multi-application T'.

Lemme 1.3 Soit (T,%,v) un espace mesuré avec v > 0, o-finie et ¥ v-compléte. Soient
X un espace métrique complet et I' : T = X wune multi-application a valeurs non vides
fermées, alors

(1) & (i) < (iii) & (iv) < (v) < (vi).

Proposition 1.2 Soient (T, X)) un espace mesurable, X1, Xy deux espaces métriques séparables,
Fi:T =X, etFy:T = Xg. Soit F':' T = X1 X Xy la multi-application définie par
F(t) = Fi(t) x F(t).

Si Fy et Fy sont X-mesurables, alors F' est X-mesurable.

La réciproque a lieu aussi quand Fy et Fy sont a valeurs non vides.

Proposition 1.3 Soit (T, X) un espace mesurable, et soit (Fj);e; une famille de multi-

applications Y-mesurables définies sur T a valeurs dans X .

1. Si J est dénombrable, alors la multi-application F' : T = X définie par F(t) =
U Fj(t) est X-mesurable.

j€J
2. Si J est fini et X un espace de Banach séparable, alors la multi-application

G:T = X définie par G(t) = Y F;(t) est X-mesurable.
jet
3. 81 X est un espace topologique, et Hy : T' = X une multi-application Y-mesurable,

alors la multi-application Hy : T = X définie par Ho(t) = Hi(t) est X-mesurable.

Théoréme 1.2 (Théoréme d’existence de sélections mesurables).
Soient (T,%) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable et
F T = X une multi-application X-mesurable a valeurs fermées non vides. Alors F

admet au moins une sélection mesurable.

Théoréme 1.3 (Représentation de Castaing).

Soient (T, %) un espace mesurable, (X,d) un espace métrique séparable complet. Soit

13



1.5. Mesurabilité des multi-applications

F : T = X une multi-application a valeurs fermées non vides. Alors, F est YX-mesurable

si et seulement si Dom(F') € ¥ et il existe une suite (f,), d’applications X-mesurables

(fn: Dom(F) — X) telle que pour chaque t € Dom(F') on ait F(t) = (fu(t))n-
On dit que (f,)n est une représentation de Castaing de F'.

Démonstration.

Comme Dom(F) = F~'(X), on peut supposer, sans perdre de généralité, que Dom(F) =
T.

<=/

F(t) = %J{fn(t)} ={/a()},-

la muli-application G définie par G(t) = |Jf,(t) est E-mesurable puisque, pour tout ouvert
n

Vde X, GY(V) =Uf ' (V), et donc G = F est mesurable.
=/
Soit (zx)) une suite fixée, dense dans X (le choix d’une telle suite est possible grace a la

séparabilité de X'). Considérons pour chaque (k,j) € N? la multi-application
de . T j X

définie par

FtﬂBx,%, sitEFﬁle,ij
Co(t) = () 0 Bz, 37) (B(wr; 57))
F(t), sinon,

et la multi-application Fy ; : T' = X définie par Fj, ;(t) = Gy ;(t). La muli-application Fj ;

est a valeurs fermées non vides et elle est X-mesurable, du fait que Gy, ; est X-mesurable.

14
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En effet, pour tout ouvert V de X

Gi(V) = {teT: G )NV #0}

{t € F'(Bla, %)) . F(t) N B(ag, %) NV £ 0}

U {te T\ F ' (Blos, ) - F) NV #0)

— [FY(B(ay, %)) N EF~Y(B(xy, %) nV)]

U [T\F (Blex ) N F (V)] €3

puisque F' est Y-mesurable. Par conséquent F}, ; est YX-mesurable.
La multi-application Fy, ; est ¥-mesurable a valeurs fermées, d’apres le Théoreme 1.3, elle
admet une sélection Y-mesurable qu'on note fj ;, i.e., fi;(t) € Fy;(t),Vt € T.

Montrons que F(t) = U fi;(t)-
)

(k.j
Nous avons, fy;(t) € Fy;(t),Vt € T = U fr;(t) C U Fi;(t) C F(t),VteT.
(k.3) (k.3)
Montrons la deuxi¢me inclusion, c’est a dire, F(t) C J fr (1)
(k.3)

1 e
Fixons t € T, x € F(t) et € > 0. Choisissons un entier j tel que 5 < o et choisissons un
entier k tel que d(zy, z) < 5, (un tel choix est possible grace a la densité de (z)), dans

X).

Nous avons alors, z € B(xy, 57) N F(t), c’est a dire, t € F~H(B(xg, 55)), d'ou Fi;(t) =

F(t) N B(xk, &) C Bi(zk, o), et done fi;(t) € Bz, o) ce qui implique

d(z, fr;(t)) < wg) + d(wn, frj(t))

d(z,

1 1
< 2—] +§
2
2

< €

par suite

v e i)

(k.7)

15
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et donc

F(t) C | fes (0.
(k.4)

On conclut alors que F/(t) = { i} ;- |

Théoreme 1.4 Soient (T,%) un espace mesurable, E un espace de Banach. Soient F' :
T x E = E une multi-application mesurable et u : T — E une application Y-mesurable.

Alors, la multi-application t — F(t,u(t)) est X-mesurable.

Démonstration.
Soit 'application f : T' — T x E définie par f(t) = (t,u(t)) et soit V € ¥ ® B(E),

V=V, xV,, avec V| € ¥ et V5 € B(E).

V)

{teT: f(t)eV}

{teT:(t,u(t)) € Vi x Va}
= {teT:teViin{teT ut) eV}

= Vinut(h)ex

puisque V; € ¥ et u est (I, B(E))-mesurable.
Considérons la multi-application H = F(.,u(.)) : T = E définie par H(t) = F(t,u(t)) =
F(f(t)).
Soit W un ouvert de F, on a
HYW) = {teT:HHNW # 0}

= {teT:F(tult)nW #£0}

= {teT:F(f(t)NW #0}

= {teT:f(t) e FTI(W)}

= fFEW),
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1.5. Mesurabilité des multi-applications

comme F' est mesurable on a F~1(W) € X ® B(E) est puisque f est mesurable on obtient
fYUEY (W) € 5, cest a dire, H1(W) € X. Par conséquent F'(.,u(.)) est Z-mesurable.

Théoreme 1.5 Soit (T, %, 1) un espace mesuré avec . p-compléte et po-finie. Soit E un
espace de Banach séparable et soient f : T — E une application mesurable et p: T — R,

une fonction mesurable. Alors
1. t— Bg(f(t), p(t)) est une multi-application Y-mesurable.

2. De plus, si la multi-application I : T = E a valeurs fermées non vides et mesurable,

alors la multi-application G définie par

t=Gt) ={zxeT@)/ () -z <A+ a)d(f(1),T())}

est a valeurs fermées non vides et X-mesurable, o étant un réel strictement positif.

Démonstration.

1. Soit (z,) une suite fixée, dense dans la boule unité de £ (le choix d’une telle suite
est possible grace a la séparabilité de 'espace E).
Posons, pour tout n € N, 0,,(t) = f(t) + p(t)z,.

L’application o, est mesurable (grace & la mesurabilité de f et p) et Bg(f(t), p(t)) =

f(t) + p(t)Br(0,1) = {f(t) + p(t)z,} = {on(t)/n € N}. Par suite {0,(t)}, est une

représentation de Castaing de Bg(f(t), p(t)). Par conséquent I'application ¢

Bg(f(t),p(t)) est mesurable.

2. Remarquons que la multi-application G est a valeurs fermées non vides.

En effet, pour tout t € T', d(f(t),T'(t)) = irrlf)Hf(t) — x|, alors
zel'(t

Ve >0, Ja. € T(t) tel que ||f(t) — .|| < d(f(t),[(t)) +e,

en particulier pour € = ad(f(t),I'(t)), avec a un réel strictement positif, on obtient

17



1.5. Mesurabilité des multi-applications

'existence de xz,, € I'(t) tel que

1F(#) = zall < d(f(8), () + ad(f(1),T(?))
= (L+a)d(f(t),T(t))

d’ou la non vacuité de G(t) pour tout t € T'.

Montrons maintenant que GG est a valeurs fermées.

Soit t € T et soit (v,) une suite de G(t) telle que v, — v quand n — co. v, € G(t),
cest a dire, v, € I'(t) et ||f(t) — vl < (1 4+ a)d(f(2),I'(t)), T' & valeurs fermées

alors v € I'(t) et

1F@) =0l < F @) = vnll + [[on = o]

< (T+a)d(f(8),T() + [lon — o]l

et comme ||v,, —v|| — 0 quand n — oo, on obtient || f(t) —v| < (14+a)d(f(t),['(t)),
et donc G est a valeurs fermées.

D’autre part, nous avons

gph(G) = {(t,z): z € G(t)}
= {(t,x): zeT@) et [ f(1) — 2 < (1+)d(f(1), (1))}
= {tx):x e TOF 0Lt 2) : [1f(t) — 2l < 1+ a)d(f(2),T(2))}
= {(t,x) :x e T} N{(t,2) s 2 € Bp(f(1), (1 + a)d(f(1),T(1)))}

= gph(I') Ngph(Bx(f(.), p(.))),

ot p(t) = (14 @) d(f(2),T'(t)).
Comme > est une tribu p-complete et comme I' est mesurable, on conclut par le
Lemme 1.3, que gph(G) € ¥ ® B(FE). En effet,

I' étant mesurable a valeurs non vides fermées dans F, donc ses valeurs sont completes,
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1.6. Multi-applications Lipschitziennes et pseudo-Lipschitziennes

par le Lemme 1.2, on obtient la mesurabilité de la fonction distance d(x,T'(.)), Vx €
E, or f est mesurable. Par conséquent d(f(.),I'(.)) est mesurable, c’est a dire p(.)
est mesurable.

Par la premiere partie de ce théoréme on conclut que gph(Bg(f(.), p(.)) € L@ B(E)

et donc gph(G) € X ® B(E), c’est a dire, G est mesurable. [

1.6 Multi-applications Lipschitziennes et

pseudo-Lipschitziennes

Définition 1.13 Soient E, Z deux espaces normés et soit F' : E = Z une multi-
application. On dit que F' est Lipschitzienne autour de x € E si il existe une constante

positive | et un voisinage U C D(F') de x tels que
Vay, 2o € U, F(21) C F(x) +1||21 — 22||B2.

Dans ce cas on dit aussi que F' est Lipschitzienne sur U.

Elle est Lipschitzienne sur E si il existe | positive tel que
Yoy, 19 € D(F), F(x,) C F(x3) + ||z, — 22||By.

Définition 1.14 Soit (T,3, 1) un espace mesuré avec . p-complete et po-finie. Soient
E, 7 deux espaces normés, X C T x E et soit F': T x E = Z une multi-application a
valeurs non vides. On dit que F' est globalement pseudo-Lipschitzienne sur X si il existe

B>0cetke LL(T,u) tels que pour tout N > 0
F(t,z) N NBz C F(t,2') + (k(t) + BN)|lz — 2'|| Bz,

Pour tous (t,z), (t,2') € X.

1.7 Concepts de continuité des multi-applications

Enongons les propriétés suivantes, et pour plus de détails on peut se référer a [4].
Définition 1.15 Soient X, Y deux espaces métriques et F': X =Y. On dit que F est

continue (resp. lipschitzienne de rapport X > 0), si pour tout x € X nous avons

lim H(F(z), F(z')) =0

=z
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1.7. Concepts de continuité des multi-applications

(resp. pour tous x, ¥’ € X nous avons
H(F(x), F(2") < Mdx(z,2').
H est la distance de Hausdorff et dx la métrique de X.

Définition 1.16 Soit T >0 et C : [0, 7] =2 Y. On dit que C est absolument continue si
pour tout y € Y et tous t, t' € [0,T], nous avons

|d(y, C(t)) = d(y, C(t))] < la(t) — a(t')], (1.1)

ot a: [0,T] — RT est une fonction absolument continue satisfaisant a(t) # 0, p.p. sur
[0,T7].

Observons que la relation (1.1) nous donne pourt > t',

|d(y, C(t)) = d(y, C(1))| < /; |a(s)|ds.

On peut alors supposer, (en remplagant a par |a| si c’est nécessaire), que a(t) >0, Vt €
[0, 7.

Rappelons la définition d’une fonction absolument continue.

Définition 1.17 Soit E un espace de Banach. Une fonction f : [a,b] — E est dite
absolument continue si Ye > 0, 36 > 0 tel que pour toute partition dénombrable de

Uintervalle [a,b] par des intervalles disjoints |ay, b vérifiant

Z(bk — ak) < 5,

k

on a

ZHf(bk) - f(ak)H <e.

Théoréme 1.6 Une fonction f : [a,b] — E est absolument continue si et seulement si

elle est l'intégrale de sa dérivée, c’est a dire,
b .
1)~ $(a) = [ Fae

On voit bien qu’'une fonction absolument continue est continue par contre la réciproque

est, fausse.
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1.8. Quelques résultats de convergence

1.8 Quelques résultats de convergence

Les résultats suivants sont pris de la référence [16].
Théoréme 1.7 (Théoréme de la convergence de Lebesgue).
Soient (T, 3, 1) un espace mesuré et E un espace de Banach, soit 1 < p < 400 et (f,) une
suite de fonctions p-mesurables définies sur T a valeurs dans E, si la suite (f,) vérifie

pour tout n € N

(1) fo— f ppp surT,
(i1) il existe une fonction positive g € LE(T) telle que, || f.(t)]] < g(t) p.p-p.

Alors f, — [ dans LE(T). En particulier, dans le cas p =1,

/Tfndu—>/deu.

Théoréme 1.8 (Réciproque de la convergence de Lebesgue).

Soient (T,%, 1) un espace mesuré et E un espace de Banach, soit 1 < p < 4o00. Si
fn — [ dans L (T) alors il existe (fp,) une suite extraite de (f,) et une fonction positive
g € L (T) telles que

(&) for = f ppp,

(i7) pour tout k, ||fu.ll < g wp.p.

Théoréme 1.9 (Théoréme d’Ascoli-Arzela).

Soient T un espace métrique compact, Y un espace métrique complet, et H un sous en-
semble de C(T, YY), l’espace des applications continues définies sur T a valeurs dans Y,
muni de la topologie de la convergence uniforme. Alors H est relativement compact si et

seulement si H est équicontinu et H(x) est relativement compact, avec
H(z) ={f(z): feH}.

Le Théoreme suivant est une conséquence du Théoreme d’Ascoli-Arzela.

Théoréme 1.10 (Théoréme 4 chap 2 [4}]) Soient T un sous ensemble compact de R,
E un espace de dimension finie et soit (f,) une suite de fonctions absolument continues
définies sur T a valeurs dans E satisfaisant les conditions suivantes

(1)VteT, (fu(t)) est un sous ensemble relativement compact de E,

2) il existe une fonction a valeurs réelles positives h € Ly (T), telle que
( p R ’ q

1/ < h(t), p.p. surT.
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1.9. Quelques résultats de compacité

Alors, il existe une sous suite de (f,)(qu’on note aussi (f,)) qui converge vers une fonc-
tion absolument continue f : T — E au sens suivant

(a) (f.) converge uniformément vers f,

(b) (f,) converge faiblement vers f dans LYL(T), c¢’est o dire, (f,) converge vers f
o(LL, L),

1.9 Quelques résultats de compacité

Théoréme 1.11 (Théoréme d’Alaoglu).
Soit E un espace de Banach séparable et soit M' C E’, si M’ est borné pour la norme de

E' et fermé pour la topologie o(E', E). Alors M' est compact pour cette topologie.

Théoréme 1.12 (Théoréme d’Eberlein-Smulian). Voir [20].
Soit S un sous ensemble d’un espace de Banach. Alors les deux propriétés suivantes sont

équivalentes
(i) S est faiblement (relativement) séquentiellement compact.

(ii) S est faiblement (relativement) compact.

Théoréme 1.13 Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement si la
boule unité fermée de E

Bp={recE:|z| <1}

est compacte pour la topologie o(E, E').

1.10 Lemme de Gronwall

Ce lemme est fort utile pour majorer des fonctions a partir d’inéquations intégrales.
Lemme 1.4 Soient f, g, h des fonctions définies sur [0,T] a valeurs dans [0, +o0] telles

que
£(t) < glt) + / f(r)h(r)dr,

alors

£(t) < () + / g(r)h(r)exp( / h(s)ds)dr.
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1.10. Lemme de Gronwall

Lemme 1.5 Soient a un réel positif et f, g, h des fonctions définies sur [0,T] a valeurs

dans [0, +o0] telles que :

fy<as [ Frh(r)dr + / g

alors

f(t) < aexp(/ot h(t)dr) + /Otg(T)exp(/: h(s)ds)dr

Lemme 1.6 Soient f une fonction intégrable sur [0,T), g et h deux fonctions continues

sur [0,T]. St nous avons pour tout t € [0, T

ht) < g(t) + / F(r)h(r)dr,

alors

car(~ [ @) [ sonwar < [ ent- [ @msamar
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Chapitre 2

Inclusion différentielle du premier
ordre gouvernée par un opérateur
maximal monotone et une

perturbation Lipschitzienne

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude de I’existence de solutions pour une inclusion
différentielle du premier ordre gouvernée par un opérateur maximal monotone et une

perturbation Lipschitzienne, de la forme

—u(t) € A(t)u(t) + F(t,u(t)), pp-tel0,T],

u(0) = uyp,
plus précisément, on considere un espace de dimension finie E, un opérateur multivoque
maximal monotone A(t) de E et une multi-application F': [0,7] x E = F mesurable par

rapport a t, a valeurs fermées et vérifiant la condition de Lipschitz, ¢’est a dire, elle vérifie

la relation suivante
H(F(t,2), F(t,2') < k(Dlle - 2']l, ¥(t,2), (L,a') € [0,T] x E,

oit k € LL([0, 7)) et k(t) > 0.
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2. Inclusion différentielle du premier ordre gouvernée par un opérateur maximal
monotone et une perturbation Lipschitzienne

On commence ce chapitre par donner des définitions et des résultats sur les opérateurs
maximaux monotones, qui nous seront utiles dans la démonstration de notre Théoreme.
Pour plus de détails on peut se référer a [10], [13] et [23].

Soit E un espace de dimension finie. Rappelons qu'un opérateur A : F = F, est
monotone si, pour tout A > 0 et pour tous z1,x2 € D(A), y1 € Axjetys € Axg, nous
avons

|21 = @of| < [[(z1 — 22) + Ay — w2),
oll

D(A) ={zr e E: Ax # 0}

est le domaine de A.
Si de plus

R(Ip+\A) = E,

alors A est dit opérateur maximal monotone, avec

R(A) = | JAz

zel

est le rang de A et [ I'identité de F.

Définition 2.1 Soit A: D(A) C E = E un opérateur et soit A > 0.
Alors
(a) L'opérateur Jy : D(J\) C E = E défini par

J)\A = (IE + )\A)_l,

D(Jy\) = R(Ig + M\A),
est appelé la résolvante de A.
(b) L’opérateur Ay : D(A)) C E = E défini par

1
A,\ = X([E — J)\A),

ou D(A)) = R(Ig + \A), est appelé Uapprozimation de Yosida de A.
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2. Inclusion différentielle du premier ordre gouvernée par un opérateur maximal
monotone et une perturbation Lipschitzienne

Proposition 2.1 Un opérateur A : D(A) C E = E est un opérateur mazimal monotone
si et seulement si pour tout X > 0, la résolvante JyA de A est univoque et non expansive,

c’est a dire, JyA est univoque et vérifie la relation
[ Az — LAy < ||z —yll, Yo,y € R(Ip + AA).

Proposition 2.2 Si A: D(A) C E = E est un opérateur mazimal monotone et X > 0,

alors

(1) Ay est univoque, monotone et Lipschitzienne de rapport ; sur R(Ig + AA) ;

(17) Ayx € AJ\Ax, Vo € R(Ig + \A);

(i) 1|l ZAz — z|| = [[Axz|] < |Az|o = inf{|lyll, y € Az}, Vo € R(Ig + AA) N D(A).

Théoreme 2.1 Soit E un espace de Banach qui a son dual topologique uniformément
conveze. Alors le graphe de tout opérateur maximal monotone A : D(A) C E = E est

fortement-faiblement séquentiellement fermé.

Lemme 2.1 Soit E un espace de Hilbert séparable et A(t) : D(A(t)) C E = E, (t €
[0, 7)), un opérateur mazimal monotone satisfaisant la condition
(H) pour tout x € E et tout A > 0, la fonctiont — (Ig+NA(t)) 'z est Lebesque mesurable
et il existe une fonction g € L%([0,T]) telle que t — (Ig + NA(t))"'g(t) appartient a
L([0,77).
Soient (un)n, (vn)n deuz suites dans L%([0,T]) vérifiant
(1) (un)n converge fortement vers u € L%([0,T]) et (v,), converge vers v € L%([0,T]) par
rapport a la topologie faible o(L%,L%),
(1) vp(t) € A(t)un(t) pour tout n € N et presque pour tout t € [0,T].
Alors

v(t) € A(t)u(t),p.p.t €10, T).

Démonstration du lemme.

Soit Ipz l'identité de L([0,T]) et soit
A Li([0,T]) = Li([0, 7)),
I'opérateur défini par

v e Au < v(t) € A(t)u(t), p.p.t €10,T].
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2. Inclusion différentielle du premier ordre gouvernée par un opérateur maximal
monotone et une perturbation Lipschitzienne

Comme A(t) est monotone, A 'est aussi.
En effet, soient uy, us € D(A), v1 € Auy, vo € Aug et A > 0.

Nous avons uy, us € D(A), donc uy(t), us(t) € D(A(t)), pour tout ¢ € [0,7T] et

||u1_u2||L2E = (/0 ||u1(t)—u2(t)||2dt)%

IN

o) = @)+ 310) = o) P!

= [[(u1 —u2) + AMvr — v2)| 2.
Montrons maintenant que A est maximal monotone, c¢’est a dire, pour tout A > 0,
Rl + M) = L5 (0, T]).

Soit A > 0 et soit g € L%([0,T]).

Par I'hypothese (H), il existe g € L%([0,77]) telle que la fonction
hte (Ig + AA(1) 'g(t)

appartient a L% ([0, 7).
Considérons la fonction

hite (Ip+AA() 'g(t),

nous avons

1hlleg, < 17 = hlleg, + I[Pl

et puisque JyA = (Ig + AMA)~! est non expansive, on obtient

IRllez, < llg = Gllee, + [17llee

comme g,g et h sont des fonctions de L%([0,T]), on déduit que h est Lebesgue mesurable
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2. Inclusion différentielle du premier ordre gouvernée par un opérateur maximal
monotone et une perturbation Lipschitzienne

et appartient a L%([0,77), d’autre part, nous avons

ht) = (Ig+MA@) 'g(t) pp,
& g(t) € (Ig + AA(1))R(t), p-p,
& g(t) € h(t) + AA@D)A(), pp,
& g€ h+ MAh,
& g€ (Iz + AR,
c’est a dire, Vg € L4([0,T]), 3h € L%([0,T]) telle que
9 € (ILz + AR,
d’ou
R(lpz +AA) = L% ([0, T)).
Donc, A est un opérateur maximal monotone sur l'espace de Hilbert L%([0,77]). Par
conséquent, d’apres le Théoreme 2.1, le graphe de A est fortement-faiblement séquentiellement
fermé. Comme la suite (u,) converge fortement vers u dans L%([0,77]) et la suite (v,)
converge faiblement vers v, on conclut que v € Au et donc v(t) € A(t)u(t), presque
partout. [ |
Pour la démonstration de notre théoreme principal dans cette section, nous avons

besoin du résultat suivant dans [17] et [18].

Théoreme 2.2 Soient E un espace de Banach séparable, (T > 0) et F': [0,T] x E = E
une multi-application a valeurs fermées non vides. Soit @ une primitive d’une fonction
g:[0,T] — E telle que g € LL([0,T]).
On pose

X, ={(t,x) € [0,T] x E: ||lx — ()| < b}, b€]0,+0x],
et on suppose que les propriétés suivantes sont vérifiées sur Xy,

(Hy) il existe une fonction positive k € L ([0,T]) telle que

H(F(t,z), F(t,2)) < k(t)]|z — 2
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2. Inclusion différentielle du premier ordre gouvernée par un opérateur maximal
monotone et une perturbation Lipschitzienne

(Hz) pour tout w € E, la fonction d,, : [0,T] x E — R définie par d,,(t,z) = d(w, F(t,x))

est mesurable par rapport a t;
(Hj) il existe une fonction positive n € L([0,T]) et zg € E tels que
[¢(0) —z0]| <6 <b, 6>0,

d(g(t), F(t,¢(t)) < n(t), pp.-tel0,T].

Alors, l'inclusion différentielle

(Pr) { u(t) € F(t,u(t)), pp.tel0,T)
U(O) = Ty,

admet au moins une solution u € W' ([0, T]) vérifiant les estimations suivantes
[u(t) — ()] < @),
[a(t) =g < (1 + )[k(O)EE) +n()]  pp.

t
£(t) = 0e™9 + (1 + a) / e n(s)ds,
0

m(t) = (14 «) /Ot k(s)ds, a >0,

pourt € I ={te[0,T]: &(t) < b}.

Démonstration.

Etape 1

(2.1)

Nous allons définir, par récurrence, deux suites ( f,,) et (u,) vérifiant les relations suivantes

t
Un+1(t> = X9+ / fn+1(3)d8, te ],
0

faa () € E(t,un(t), tel,
[fnr1(t) = fa(@®I] < 1+ a)d(fu(t), F(t, un(t))), tel.

L’appartenance, t € I, sera justifiée au cours de la démonstration.

(2.2)

(2.3)

(2.4)

On pose fo = g, up = ¢, et on considere la multi-application Hy : [0,7] = E définie par

Ho(t) = {v e F(t,uo(t) : [lv—fo®)ll < (1+a)d(folt), F(t,uo(t)))},
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2. Inclusion différentielle du premier ordre gouvernée par un opérateur maximal
monotone et une perturbation Lipschitzienne

ou a > 0.

L’application ug est continue sur [0,7], donc mesurable, alors F(.,ug(.)) est L£([0,T7])-
mesurable (voir Théoreme 1.4) et la multi-application Hy est aussi mesurable a valeurs
fermées non vides (voir Théoreme 1.5). D’apres le théoreme d’existence de sélection me-
surable (voir Théoreme 1.2), il existe une application mesurable f; : [0,7] — E telle que

f1(t) € Hy(t) pour tout t € [0,T], c’est & dire,
fi(t) € F(t,uo(t)),
et

/1) = fo@)l < (14 a)d(fo(t), F(t, uo(t)))

< (14 a)n(t).

La derniere inégalité est obtenue par la relation (2.1).

De plus, f; € LL([0,T]) car

AN < 11AE) = fo@l + f@)]
< (T4 a)d(fo(t), F(t,uo(t))) + [ fo(®)]]

< (T+a)n() +|[fo@,

la derniere inégalité est obtenue par la relation (2.1).

Observons maintenant que

1Al = / 1 fa(t) e
< / [+ () + [ fol®)| )t
< (1+a) / n(t)dt + / Vo)1t

< (Tt a)lnlley + olley,
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2. Inclusion différentielle du premier ordre gouvernée par un opérateur maximal
monotone et une perturbation Lipschitzienne

comme fo € LL([0,T]) et n € Lg([0,T]), on conclut que f; € LL([0,T7).
Définissons alors I'application wu; : [0,7] — E par

uy(t) = xo + /Ot fi(s)ds.

Par conséquent les relations (2.2), (2.3) et (2.4) sont vérifiées pour n = 0. De plus,

171(2) = fo(®)Il < (1 + a)n(t). (2.5)

On suppose maintenant que f; € LL([0,7]) et u; € W' ([0, T]) sont définies sur [0,7] et
vérifient les relations (2.2), (2.3) et (2.4) pour i = 1,2, ..,n, et montrons que ces relations
sont vérifiées pour i = n + 1.

Considérons la multi-application H,, : [0,7] = E définie par

Hy(t) = {v € F(t,un(t) : [[v = fu(®)ll < (1+ a)d(fu(t), F(t, un(t)))}-

Comme précédemment F'(.,u,(.)) est mesurable, la multi-application H,, est aussi me-
surable a valeurs fermées non vides. D’apres le théoreme d’existence de sélection mesu-
rable (Théoreme 1.3), il existe une application mesurable f,,; : [0,7] — E telle que

fni1(t) € Hy(t), pour t € [0,T)]. Ceci donne pour ¢t € [0, 7]
fn+1(t) € F(t7UN<t))
||fn+1<t> - fn<t>|| < (1 + a>d<fn(t)7 F(t7un<t)))'
Alors, f,1 est mesurable et f,,; € LL([0,T]), car

[forr DI < [ fasa(8) = @] + [ (@]
< (T a)d(fult), F(E un(t))) + [ fa (O],

et comme F' vérifie la condition de Lipschitz et f,(t) € F(t,u,_1(t)), alors

@I < (14 Q)R una (1)), F(E un(t) + [Lfn @]

< (T k() llun(t) = una (O] + £ (D],
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et
[un(t) = un—1 ()| = [lzo+ i fa(s)ds — (zo + i fa-1(s)ds)||
< ; [ fn(s) = fu-1(s)||ds
T
n - Jn— d
< [ M) = falas
= ”fn_fnfl”L}Ea
donc

[fara DI < A+ k@) fn = faalluy, + 11/ O],

observons maintenant que

T
ety = [ Ifunr(o)lde
0
T

T
< (1t a)fa— faillu / K(t)dt + / Ll

< (1 + CY)HI{‘HLD%{an - fn—l”L}E + ||anL}3

Comme f,, fno_1 € LEL([0,T]) et k € L([0,T]) donc f,.1 € LL([0,T7]),
de plus

[fnr1(t) = fo(@®I] < A+ k() lun(t) — una (D), Yn =1,

on peut définir alors 'application u, : [0,7] — E par

Un1(t) = o +/0 fat1(s)ds,

avec
fn+1(t) € F(tvun(t))a
et

[fri1(t) = fa@®)]] < (1 + )d(fu(t), F (¢, un(t)))-
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On a ainsi déterminé deux suites d’applications (f,,) et (u,) vérifiant (2.2), (2.3) et (2.4)
pour tout n € N.

Remarquons aussi que pour tout ¢ € [0, 7], nous avons

IM@—W@H:H%+/ﬁ Jds — ( /h )ds)|
< flzo - 0(0)] + / 15109) = fols) s
< 5+ (1+a) /0 1(s)ds,

la derniere inégalité est obtenue de (Hs) et (2.5), donc

Jur (t) —uo(B)]] < 6+ (1+ a)/o n(s)ds. (2.7)

En utilisant (2.5), (2.6) et (2.7) nous allons démontrer, par récurrence, les inégalités

suivantes

HnH@—JMMhzu+wuwkﬁﬁﬂiawruwﬂwm@‘”Wﬁ“E@wsmzl;

mmﬂw—wumsﬂm@ﬁ+U+ﬂ%[hmw_m@PMQ@mzo; (2.9)

avec

D’apres (2.6) et (2.7), on a

12(t) = A@I < (1 + a)k(®)]Jur(t) — uo@)]
t
< I+ a)k)[d+ 1+ a)/ n(s)ds,
0
donc (2.8) est vérifiée pour n = 1. Il est immédiat que (2.9) est vérifié pour n = 0, d’apres
'inégalité (2.7).

Supposons que (2.8) est vérifiée pour n — 1, c’est a dire,

15200) = a0 < (1 k) [pEr  1a) [HO=)ai].
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On a
d m(t)]" ! im(t) — m(s)]" !
[0y ) [ o] -
ot~ DI L)+ (1-+.0) [ =IO O ) sgas

= (L+a)k(t)s [Tz(t)]“ + (14 a)(1+ a)k(t) /0 t [m(t)(;fg;”“n(s)ds

= (1+a)k(t)[s [m(t)];_% L1+ a) /O [m(t)(;fg;)]n_Qn(s)ds ,

c’est a dire,

est une primitive de

(1+ a)k(t)[5 [m(mnf +(l+a) /0 ) - m(s!)]n_Qn(s)ds],

d’ou

[un(t) = una (D) = Jlun(t) = 20 = (un-1(t) = 20)|

- ||/fn ds—/fnl )ds||
< /||fn $)lds

< ﬁ ra) [OOSR

d’apres (2.6) on a

1 () = Sl < (1 + @)k()[lun(t) — una(t)]]

< (1+a)k(t) 5[7(”';(12)]:)!1 +(1+a)/0 [m(t)(;_ml(;!)]nln(s)ds |

En ajoutant membre & membre les inégalités (2.9) on a, pour n = 0,1,2,...;4 — 1, on
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obtient
Jui(t) —uo(t)]| = Huz() i1 (t) + i1 (t) — uia(t) + .. + ua(t) — uo(t)]]
< ZHunJrl _un H
< 52[7”(?]” +(1+a)i /0 ) = Gy,
Sachant que i[mﬁbﬂ est majorée par e™®, alors
Y RLUSLCEI S CGE O
< / t D= () s
d’ou
Ja6(t) = (0] < 60+ (1) [ ey,
en posant
() = 0™ + (14 a) /t emW=mE) (5)ds
on obtient
ui(t) — (@) < £(1), Vie N. (2.10)
D’autre part
1fi(t) =gl = [Ifi(t) = fima(t )+ A+ fi(t) — 9@
< i) =g + lefm £l

On obtient, en vertu de (2.5) et (2.8), pour tout ¢ > 1

10 — g0 < (14 a)n(t) + 3 (1 + a)k() [5[7(7;“_)]:)‘! Lta) / [m(t)—m(s!)]”‘

n=1
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donc
1£:() =g < X+ a)n@) + k@)E@)],  VieN (2.11)

Remarquons maintenant que la série

S 1) / ) =m))"

n n!
n=1

est convergente, alors la limite de son terme général tend vers 0 quand n — oo, c’est a

dire,

5[m(t)]n + (1 + Oé) /Ot [m(t) B m(s)]nn(s)ds

n!
tend vers 0 quand n — oo. Par conséquent, par la relation (2.8), la suite (f,(t)), est une
suite de Cauchy dans F, et donc elle converge vers un élément f(¢), et en vertu de (2.9)
la suite ((u,(t)), converge sur I vers u(t), par les mémes arguments.

Etape 2

On va montrer que u est une solution de l'inclusion différentielle
u(t) € F(t,u(t)), u(0) = xo.

Montrons que, sur I, f(t) € F(t,u(t)) p.p. Pour cela, il suffit de montrer que, pour ¢t € I
fixé, le graphe de la multi-application x +— F (¢, ) est relativement fermé dans X, (t) x E,
ou

Xb(t) = {ZE ekE: (t,I) S Xb},
c’est a dire,

gph(F'(t,.)) = {(z,v) € Xp(t) x E: v € F(t,x)},

est relativement fermé.

Soit (x,,v,) une suite dans gph(F'(t,.)) convergeant vers (x,v) € X,(t) x E. Pour tout
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entier n,v, € F(t,x,), et donc d’apres (Hy)

dv, F(t,z)) < |lv, —v| +d(v,, F(t,z))
< o —v|| + H(F(t, x), F(t, x))
< lon = oll + k@) llzn — 2|,
le second membre de la derniere inégalité tend vers zéro quand n — +oo et comme F'(t, x)

est fermé, v € F(t,x). Par conséquent gph(F(¢,.)) est relativement fermé dans X, (t) x E.

d’apres la relation (2.10), on a sur /

[un(t) — ()] < &(F) <,

c’est a dire, (t,u,(t)) € X,, alors u,(t) € X,(t), on conclut, par la relation (2.3), que

(un(t), fui1(t)) € gpu(F (%, .)), donc sur I, f(t) € F(t, u(t)) p.p.

Si ¢ tend vers +oo, par (2.10),(2.11) et (2.2), on aura sur [
[u(t) — ()] < £()

1f () —g@Il < A+ a)[k®)EE) +n@)],  pp.
D’autre part

n—-+o0o n—-+00

t
uw(t) = lm wu,(t) =29+ lim / fn(s)ds
0
comme

1) = g(®)]] < (1 + ) [k(#)E(E) +n(t)],

on obtient

@I < [1£a(®) = 9@ + llg@)]
< (T+a)k@)EE) +n®)] + llg@)]

< (T4 a)[k@®b+ )] + [lg@)],
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la fonction réelle t — k(t) b + n(t) appartient & Lg (1), et g € LL(I), par le théoreme de

la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

u(t) = x0+/tf(s)ds, Vtel.
0

Par conséquent
u(t) = f(t) € F(t,u(t), pp.
u(0) = o,
c’est a dire, u est une solution absolument continue de notre inclusion différentielle sur I,

vérifiant les estimations
[u(t) — ()] < &(2)
[a(t) = g()] < (L + ) [k()E(E) +n(t)], p-p.
avec
t
£(t) = 0™ 4+ (1 + a)/ emO=mE)y (5)ds,
0
et
t
m(t) = (1+ a)/ k(s)ds, a> 0.
0
[ |
Nous sommes maintenant en mesure de donner notre résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 2.3 Soient E un espace de dimension finie (T > 0), A(t) : E =2 E
(t € [0,T]) un opérateur mazimal monotone et F : [0,T] x E = E une multi-application
a valeurs fermées non vides, Lebesque mesurable sur [0,T]. Soit ¢ une primitive d’une
fonction g € Li([0,T]).
On pose

Xy =A{(t,x) € [0,T] x E: ||lx — (t)|| < b}, b €]0,+00].

On suppose que les propriétés suivantes sont vérifiées sur Xy,

(Hy) il existe une fonction positive k € Lg([0,T]) telle que

H(F(t,z), F(t,2) < k(t)]|z — 2
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(Hz) F(t,z) C (1+ [|z])Bg;

3) il existe une jonction positive n € , et Tg € tels que
Hg) il exi foncti ti L2([0,T E tel
10(0) — zo|| <8< b, §>0,

[A()lo + d(g(t), F(t, () < (1), pptec]0,T]

Supposons de plus que l’hypothése suivante est vérifiée

1

(Hy) pour chaque x € E et pour chaque A\ > 0, lapplication t — (I + NA(t)) 'z est

Lebesgue mesurable et il existe une fonction g € L([0,T]) telle que t — (Ip+AA(t))'g(t)
appartient a L%([0,T]).

Alors, l'inclusion différentielle

P { 0 A0 + ), 70T

admet au moins une solution u € W' ([0, T7]).
Démonstration.
Etape 1

Soit (A,) une suite décroissante dans ]0, 1] telle que A, — 0 quand n — +oc.

Pour tout n € N, considérons la multi-application M, : [0,7] x E = E définie par
M,(t,z) = Ay, ()x + F(t,x).

Comme g € LL([0,T]), en peut trouver une suite (g,) qui converge fortement dans
L}([0,T]) vers g. Donc d’apres le Théoreme 1.8, et par extraction d’une sous suite, on
peut supposer que (g,) converge vers g presque partout sur [0, 7.

On définit 'application ¢,, par

oult) = #(0) + | gn(s)ds, Vte0,T)
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nous avomns

t

len(®) =@l = [le(0) + i 9n(8)d8—(90(0)+/0 g(s)ds)]|

< i lgn(s) — g(s)|ds

< / l9n(s) — g(s)llds

= |lgn — gllL1,
cette derniere inégalité donne
lon = #lles < llgn — glly,

et par la convergence forte de (g,) vers I'application g dans L%([0,77]), on conclut que
(n) converge vers ¢ dans (Cg([0,T]), ||-|lcg) -

Pour tout n € N, considérons 1’ensemble
p={tz) [0, T] x E: [lv —en(t)]| <0},

remarquons que Xy C Xj.

En effet, soit (¢, ) € X}, nous avons

[z =@ < llz = (@ + llen(t) — @I,
par la convergence de (¢,) vers ¢ dans Cg([0,7]), nous avons
Ve>0,3ng € N,Vn > ng:|len(t) —e(t)] <e,

donc

|z — ()] <b+e, Ve >0,

d’ou, ||z — ¢(t)|| < b, i.e., (t,x) € X;, donc on conclut que X} C Xy, pour tout n > ny.

e Montrons que M,, est a valeurs fermées non vides.
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Soit (t,z) € [0,T] x E et soit (z;) une suite de M, (t,z) qui converge dans E vers z, alors
il existe une suite (y;) de F(t,z) telle que z; = Ay, (t)x + yi, yi = 2 — Ax,(H)z — 2 —
Ay, )z =y € F(t,z) quand i — 400 car F(t,x) est fermé, alors z; — z = A, (t)x+y €
Ay, (D)x + F(t,x) = M,(t,z), donc M, (t,x) est fermé pour tout (¢,x) € [0,T] x E, et
comme F' est a valeurs non vides, M,, est aussi a valeurs non vides fermées.
e )M, vérifie la condition de Lipschitz sur X}, a partir d'un certain rang ny.

Soient (¢,x), (t,2") € X}, nous avons

H(M,(t,x), M, (t,2")) = max(e(M,(t,x), M,,(t,z")), e(M,(t,z"), M, (¢, z)))

avec
e(My(t,x), M, (t,2")) =  sup d(a, M,(t,2"))
a€ My (t,x)
= sup inf  |la—d'|,
aeMn(t,m)aleMn(t@/)
nous avons
a€ M,(t,x) =ac Ay, (t)x+ F(t,z) = a— Ay, (t)x € F(t,x)
on pose
y=a— A, )z € F(t,x) =a=A,,(t)r+y,
et
a € M,(t,z') = d' € Ay, (t)x' + F(t,2') = d — Ay, (t)2' € F(t,2)
on pose
y=d — A\ () € F(t,2')=d = A,, ()2 +v.
Aussi

e(My(t,x"), M,,(t,z)) = sup d(V, M,(t,x))

b EM, (ta')

= sup inf ||’ — b,
Y €M, (t,3)bEMn (t,7)
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nous avons
be My(t,x) =be A, (t)x+ F(t,x) = b— A, (t)x € F(t,x)
on pose
z=b—A\,(t)x € F(t,z) = b= Ay, (t)x+ 2
et

Ve M,(t,z') =0V € A, (t)x + F(t,z') =V — Ay, ()2’ € F(t,2')

on pose

2= A, () e F(t,2") =V = A, (t)r' + 7.

Par conséquent

G(Mn(ta JT), Mn(ta ZL’I)) = sup inf )HA/\n (t)l‘ + Yy — A)\n (t)[lfl - y/H

yeF(t,w)y’GF(t,z’

< A (Dz = Ax, (D2 + sup inf  {ly —y/]|
yeF(t’x)y’EF(t,x’)

2
)\—Hx — 2|+ e(F(t,x), F(t,z)),

la derniere inégalité est obtenue par (i) de la Proposition 2.2.

Et comme précédemment

e(My(t, '), M,(t,z)) = sup inf [[A\, (t)2' + 2" — Ay, (H)z — 2|
zleF(t’a:I)ZeF(t7$)

< A (Or— A0+ sp it [~z
z’eF(t,m’)ZeF(tvx)

2
< )\—I|x — 2| +e(F(t,a), F(t,z)),

par suite,

H(M,(t,x), M, (t,2")) < 3HQU—JU’H—i—max(e(F(t,gr:),F(zf,yc’)),e(F(zf,:v’),F(zf,:v)))

An
2
= )\—Hx—l“,“ —|—H(F(t,$>,F(t,$,))
2 /
< (5 + k) -7,
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la derniére inégalité est obtenue par ’hypothese (Hy).

2
On pose pour tout n, k,(t) = ot k(t), comme k € L§([0,T]), on aura k, € Lg([0,T7]).
e D’apres I'hypothese (Hy), I'application ¢ — Jy A(t)x est Lebesgue mesurable, donc
1
I'application t — A, (t)r = )\—(]E — J), A(t))x, est Lebesgue mesurable et comme F

est Lebesgue mesurable sur [0, 7] on conclut que I'application t — M, (t,x) = A, (t)x +
F(t, ) est Lebesgue mesurable. En utilisant la Proposition 1.1, on conclut que la fonction
distance d,, : [0,7] x E — R définie par d,(t,z) = d(w, M,(t,x)) est mesurable par
rapport a t.

e Nous avons

ln(0) — 2ol < llen(0) = ()] + llp(0) — 2oll,

par la convergence de (p,,) vers ¢ dans Cg([0,77], on a

Ve > 0,3n1 € N,Vn > ny : [|0,(0) — p(0)] <e,

et d’apres 'hypothese (Hj), nous avons

lon(0) — 20|l < e+ 6,¥e >0,

ceci donne ||, (0) — || < 9, a partir du rang n;.

De plus, pour tout ¢ € [0, 7]

2€ My(t, o(1) = 2 € Ay, ()p(t) + F(t, ¢(1) = 2 = Ax, (D)e(t) € F(t, ¢(1))

on pose

=2 — Ay (Dp(t) € F(t, p(t)) = 2 = Ay, (Dp(t) + .
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donc 'hypothese (Hj) et la propriété (iii) de la Proposition 2.2 nous donnent

dlg(t), Ma(t,0(1))) = _inf lg(t) = A, (D)(t) - 2]

zE€F (t,p(t

< JJAx,@®)p@)]| + inf t)—x
< A+ it lg(t) ~al

< [A@®)e@)o + d(g(t), F(t, o(1)))

IN

n(t),
et
d(gn(t), My (L, on(t))) = d(gn(t), Ma(t, o)) < H(Ma(t, 0n(t)), Ma(t, (1)),
do
d(gn(t), Mu(t, (1)) < dlgn(t), Ma(t, 0(1))) + H(Mn(t, on(t)), Ma(t, (1))
< lgn(®) = gl + d(g(t), Ma(t, (1)) + H(Mn(t, @n(t)), Ma(t, (1))

< Ngn(®) = g +n(E) + Ea()llon(t) = p(D)]].

Par la convergence presque partout de (g,) vers g dans LL([0,T]) et de (¢,) vers ¢ dans

Cg([0,T]), on a pour presque tout ¢t € [0, 7]
Ve >0, 3ny €N, Vn = ny, [lga(t) —g(t)] <& et [len(t) — )] <e,

par suite

d(gn(t), Mn(t, on(t))) < n(t) + (1 + ku(t)) €, Ve >0,

donc
d(gn(t), Ma(t, ¢u(t))) < n(t), p.pt €10,T].

Par conséquent M, vérifie toutes les hypotheses de Théoreme 2.2 sur Xy, pour n > N =

max(n1,ns).
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Etape 2
En appliquant le Théoréme 2.2, on obtient pour tout n > NN, une solution u,, € W}él([o, T))

de V’inclusion différentielle

0 —Un(t) € Ax, (t)un(t) + F(t, u,(t)), pp.tel,

u,(0) = o,

et, pour chaque n > N, u,, vérifie les estimations suivantes
t
u,(t) = xo +/ Un(s)ds
0

[[un(t) — n ()] < &n(D),
[tn(t) = gn(®)]] < (L + @) [kn(t)En(t) +0(8)],  pp-

t
En(t) = de™® 4 (1 + a)/ emnO=mals)p (5)ds,
0

t
m,(t) = (1+ a)/ kn(s)ds, a >0,
0
pour t € I, = {t € [0,T] : &.(t) < b}.
On pose I = {t € [0,T] : £(t) = sup &, (t) < b}, remarquons que I C I,,.
Nous avons, par la relation (I) et le Théoreme d’existence de sélections mesurables, 'exis-

tence d’une application h,, : [0,7] — E telle que h,(t) € F(t,un(t)) et

—Up(t) = Ax, () un(t) + ho(t), pp.t €1,
(IT)
u,(0) = .
Nous avons ||u,(t) — @n(t)|| < &(t), pour tout ¢ € I, donc ||u,(t) — @,(t)]] < b ie.,

(t,u,(t)) € X}, et comme X} C X, ceci implique que (¢, u,(t)) € X, d’apres les hy-

potheses (Hs), (H3) et la propriété (iii) de la Proposition 2.2, nous avons

[un@] < AN, Oun(®)]] + [|hn (D]
< JA@®)un(t)|o + (1 + [lun(®)]])

< () + (1 + [un(®)]),
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donc
litn(®) < 0t) + (1 + fun(®)]), (2.12)
d’autre part
Jan®ll < llzol + [ li(s)lds
< ol + [ n(ss+ [ (1 (o)

et comme 1 € L([0,T]) et [0,T] est de mesure finie on aura n € L ([0,T]), par suite

Lt flun (O < (1 + [lzoll + lInllLy) +/0 (1 [lun(s)l)ds

en appliquant le Lemme de Gronwall (Lemme 1.5), on obtient
t
Lt Jlun(® < (14 [[aoll + [Inlley)elods,

donc

lun@®l < (L + lloll + Inlley)e” =1,

en posant p = (14 [|nflL + |zo]|)e — 1, on voit bien que p > 0, d’olt
lun)ll < p. pptel (213)

Par conséquent (u,(t)) est relativement compacte puisque elle est bornée dans 'espace F
de dimension finie.

Soient maintenant ¢y, to € I avec ty > t1, on a par les relations (2.12)et (2.13)

[2)
[un(t1) —ualta)[| = || [ @a(t)dt]]
t1
to

< / it (£t
< / ot di + / 1+ [lun ()t

t1 t1

< | "yt + (14 ) / Car

t1 t1
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la fonction 1 € L ([0, T]), on aura alors, Ve > 0, 36 > 0, telle que

[2)
Vi, ts € [0,T), [ty — to] < 6 :>/ n(t)dt < <,
t1

2
de plus
t2
36 >0 [t — o <5’:>(1+p)/ dt < (1+p)lty —ta] < (1+p) 0,
t1
€
our § = ————
P 21+ p)
on aura
to c
(1+p) dt < =,
t1 2
donc

€

Ve >0, 30" >0, 8" = min(5,8) : |t — ta] < 6" = |Jun(ts) — un(t)]| < g +3

:67

ceci montre que (uy,), est équicontinue.

En utilisant le Théoreme d’Ascoli-Arzela, on conclut que (u,) est relativement compacte,
donc par extraction d’une sous suite, on peut supposer que (u,) converge uniformément
vers u € Cg([0,T]) avec ||u(t)|| < p, p.p.t € I, et u(0) = x.

Par les relations (2.12) et (2.13), nous avons

on pose u(t) = n(t) + (1 + p), comme n € L&(I), on aura p € L& (1) donce ||, (t)|| < u(t)
pour tout t € I, c’est a dire, ||tz < [[pf|pz.

i (T . U||1,2
Posons ¢, (t) = u_(), ceci donne ||t ||z = M
e/l 2o el

ment compacte dans L (1), car L (1) est réflexif, par extraction d’une sous suite on peut

<1, donc ¥, € EL% qui est faible-

supposer que (1,,) converge faiblement vers une application 1 € L%(I), c’est a dire,

1Lm (Y, 2) = (Y, 2),Vz € Li(1).
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Soit y € L%(I), alors

(s y) = ([lpllLz Yn, y) = (n, [1llLz 9),

comme y € L3, (1), on aura ||ull 2 y € LE(1) et par suite

(U, y) = (n, [|pllez v) — @, [[pllez v) = (pllez¥, y) quand n — +o0,

c’est a dire, (1,) converge faiblement dans L2%(I) vers 'application w = || pillLz ¥, par

conséquent

lim <un, y>L%7L% = <w7 y)L%L%)

n—oo
c’est a dire

[ G (s). () ds = [ (). y(s))ds,

en particulier pour y(.) = 1p4(.)e; avec (e;) une base de 'espace £, d’ott

i [ (9. To()eshds = [ (w(s), Loa(s)es)ds

n—oo I

t

& lim <un(3),€j>ds:/0 (w(s), e;)ds

n—oo 0

t

& (lim | 4,(s)ds,ej) = (/0 w(s)ds,e;), Vj.

n—oo 0

Donc
t

t
lim un(s)ds:/ w(s)ds,
0

n—oo 0
comme (u,) est une suite d’applications absolument continues, on aura par 1’égalité

précédente
t

lim (up(t) —u,(0)) = lim [ u,(s)ds = /0 w(s)ds,

n—oo n—oo 0

d’ou
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donc u est absolument continue, d'out @ = w = [|u|lz ¥, p.p, on conclut alors que (i)
converge o (L%, L%) vers 1.

Par I'hypothese (Hs) et la relation (2.13), on a pour tout ¢t € [

1@ < (L4 [lun(@)])

< 1l+p,

alors (h,(t)), est bornée dans E qui est de dimension finie, donc elle est relativement
compact, par extraction d’une sous suite on peut supposer qu’elle converge vers un élément
h(t) € E.
Comme [ est de mesure finie, alors (h,,) est bornée dans L%(7), en appliquant le Théoréme
de la convergence dominée de Lebeugue dans L% (I), on conclut que n1—1>IJ£lo<3||hn — hlpz =
0, c’est a dire (hy,), converge fortement vers h dans L%(I), et par suite elle converge
o(L%,L2%) vers h .
Montrons maintenant que h(t) € F(t,u(t)), pour cela il suffit de montrer que, pour tout
t € I, le graphe de la multi-application z — F'(t, ) est relativement fermé dans X, (t) x E
ou
Xp(t)={z € E: (t,x) € Xp},

c’est a dire

gph(F(t,.)) = {(z,v) € Xp(t) x E: v € F(t,x)},
est relativement fermé.
Soient ¢t € I et (x,,v,) une suite dans gph(F'(¢,.)) convergeant vers (x,v) € X,(t) x E,

donc pour tout entier n € N, v, € F(t,z,), et d’apres I'hypothese (H;)

dv, F(t,z)) < ||v, —vl| +d(v,, F(t,z))

IN

lvn — v|| + H(F(t, x,), F(t,x))

IN

[[on = vl + k() [l2n — 2],
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le second membre de la derniere inégalité tend vers zéro quand n — —+o00, et comme
F(t,x) est fermé alors v € F(t,x). Par conséquent gph(F'(t,.)) est relativement fermé
dans X, (t) x E.
On a (t,u,(t)) € X,, alors u,(t) € X,(t) et comme h,(t) € F(t,u,(t)), on conclut que
(un(t), hn(t)) € gph(F(t,.)), par conséquent h(t) € F(t,u(t)).
Par la relation (II) et la propriété (ii) de la Proposition 2.2, nous obtenons
in(t) = () = Ay, (B)un(t) € A()Ir, At)un(t), ppt € 1.

D’autre part, nous avons

[ T3, A )un(t) = u(®)]] < [[Ix, AE)un(t) = un (O] + [Jun(t) —u@)|, V€T (2.14)
En utilisant 'hypothese (H3) et la relation (7i7) de la Proposition 2.2, on obtient

[ T3, A un(t) = un (B[] = Anl[Ax, (H)un (D)
< AafAB)ua(t)lo

< Aun(t)

nous avons \,n(t) — 0 quand n — oo, et ||u,(t) — u(t)|| — 0 quand n — oo, alors par la
relation (2.14), ||Jx, A(t)u,(t) — u(t)|| tend vers zéro quand n — oco. Par la relation (2.14)

une deuxieme fois, nous avons l’estimation

[ T3, A@)un(t) = u(@)] - < [0, AW un(t) = un (O] + lun(t) = w(t)]
< Aan(t) + [un (B + [Ju()]]
Or, A, < 1, pour tout n € N, et par la relation (2.13) on obtient
175, A un(t) — u(@)|| < n(t) + 2p,
on pose 01 (t) = n(t) + 2p, et comme n € L([0,7]) on aura n; € L([0,T]), par suite,

en utilisant le Théoreme de Lebesgue on conclut que (Jy, A(.)u,(.)) converge vers u dans
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L5([0,77).

Considérons maintenant ’opérateur
A Lip([0,T]) = Li((0, 7))

défini par

z€ Ay & z(t) € A(t)y(t) p.p.t €[0,T].

Nous avons vu dans le Lemme 2.1 que A est un opérateur maximal monotone sur L%([0, T7),
et donc d’apres le Théoreme 2.1 son graphe est fortement-faiblement séquentiellement
fermé.

Comme (,,+h,,) converge faiblement dans L% ([0, T]) vers (i+h) et Jy, A(.)u,(.) converge

fortement vers u(.) dans L%([0,T7]), et comme
—Un(t) = hn(t) € A(t) Iy, A(t)un (1),
on conclut par Lemme 2.1 que
—u(t) — h(t) € A(t)u(t),
c’est a dire,
—u(t) € A(t)u(t) + F(t,u(t)), p.p. t €[0,7T],

avec u(0) = x, donc u est une solution de l'inclusion différentielle considérée. |

On donne maintenant un corollaire du Théoréme 2.3.

Corollaire 2.1 Soient E un espace de dimension finie, T >0, A(t): E = E (t € [0,T])
un opérateur mazimal monotone et F : [0,T] x E =% E une multi-application a valeurs
fermées non vides, Lebesgue mesurable sur [0, 7).

On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées

(Hy) il existe une fonction positive k € L ([0,T]) telle que

H(F(t,x), F(t,2") < k(t)||lx —2'||, V(t,2),(t ") €[0,T]x E,
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() F(t,2) C (1+ |2])Bp, ¥(t,2) € [0,7] x B:
(Hs) la fonction t — |A(t)z|o + d(0, F(t,0)) appartient a L&([0,T]) ;
(Hy) pour chaque x € E et pour chaque X\ > 0, Uapplication t — (Ig + MNA(t)) 'z est

Lebesgue mesurable et il existe g € L4([0,T]) telle que t — (Ig + NA(t))"*g(t) appartient
a L, ([0, 77).

Alors, Uinclusion différentielle

(PA) { _(i(;()t)_e A(t)u(t) + F(Zf,u(zf))7 pp.te [O, T],

admet au moins une solution u € Wy ([0,T)).

Démonstration.

En prenant ¢ = 0 et b = 400, on voit bien dans le Théoreme 2.3 que X, = [0,7] x E.
De plus, en posant |zo| = 4 et n(t) = |A(t)z|o + d(0, F(¢,0)), la fonction n € L([0, T])
satisfait I'hypothese (Hj3) du Théoreme 2.3. On conclut alors que le corollaire est une

conséquence du Théoreme 2.3.
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Chapitre 3

Inclusion différentielle du premier
ordre gouvernée par un opérateur
maximal monotone et une

perturbation pseudo-Lipschitzienne

On démontre dans ce chapitre un résultat d’existence pour l'inclusion différentielle
du premier ordre gouvernée par un opérateur maximal monotone et une perturbation

pseudo-Lipschitzienne dans un espace de dimension finie, de la forme
—a(t) € A()u(t) + F(t,u(t)), pp.te0,T],
u(0) = uy,
ou F': [0,7] x E = E est une multi-application £([0,7]) ® B(FE)-mesurable & valeurs

fermées et globalement pseudo-Lipschitzienne, c’est a dire, elle vérifie la relation suivante
v e F(t,x) = v e Ft,a) + [(k(t) + 8|v|)||z — 2'||] B,

ot >0 et k € LL([0,T]) avec k(t) > 0.
On commence par donner un lemme préliminaire qui nous sera utile dans la démonstration

de notre Théoreme, voir [19].
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Lemme 3.1 On considere le systéme récursif des inégalités suivantes

dn+1 — Qdn S Tnt+1, Tn+l S fnrrm fn =K+ ﬁQm dn Z 07 T'n Z 07

ou Kk et 3 sont des parameétres positifs. On suppose que les valeurs initiales qi, 1 et &

sont données et vérifient

A
1—A

51 SA—ﬁ?ﬁ (31)

pour un certain X €]0,1][.
Soit (Gn,Tn, En) les solutions du systéeme récursif. Alors

™
Zrng —

n=1

Démonstration.
Nous avons &, < A pour tout n.

En effet, pour n =1, & < A, car on a r; > 0 et § un parametre positif, donc

Bri
1—-—X— 1—A 1—A

T1 A
< _
1_)\)_)\:>)\ 67“11

ﬁr1202>

= \N1-70

d’apres la relation (3.1), on a

<A\

<\ —
S <A 57’11_)\_

On suppose maintenant que & < A pour ¢ = 1,...,n, et on montre que &, < .

On a, par le systeme récursif

Snt1 = K+ By < K+ ﬂ(%t + 7an+1> = ('Li + ﬁ%l) + Brpp1 = & + Broqa.

En appliquant cette estimation par récurrence, on obtient

§o < &+ Py
£ < & Pry < (& + Pro) + Brs =& + B(ry +13)

bnt1 < &L+ PB(ra+ ..+ Tn+1)
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mais
ry < & <A
rs < Eorg < A(Arp) = Ay
Tnp1 < A"y
donc
fnﬂ§51+ﬂ(7’2+-..+7”n+1)§51+5T1<>‘+"'+)‘n)ggl—i—ﬁrll—)\S)\

d’ou &, < A, Vn. Par conséquent, r, < A" lr.

Donc

(o] o0 r
n—1 1
Srsnyvts
n=1 n=1
[ |
Pour la démonstration du théoreme principal de cette section, nous avons besoin du

résultat suivant dans [19].

Théoréme 3.1 Soient E un espace de Banach séparable, T > 0 et F : [0,T] x E = E
une multi-application a valeurs fermées non vides . Soit ¢ une primitive d’une application
g:[0,T] — E telle que g € Ly([0,T]).
On pose

X, ={(t,x) € [0,T] x E: ||l — p(t)]] < b}, b €]O,+00].
On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifies sur Xy,
(Hy) F est L([0,T]) @ B(E)-mesurable ;
(Hy) F est globalement pseudo-Lipschitz, c’est a dire, il existe 3 > 0 et k € L([0,T7])
avec k(t) > 0 telles que

v e F(t,x) = v e Ft,a)+ [(k() + B|v])|lz — 2'||]] Bg;

(H3) la fonction t — d(g(t), F(t,¢(t)) appartient a LL([0,T]).
On pose

r=(1+a) [ dlas) Fls.o(s)ds,

0 = llglley,
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k= (1+ )|k,
A= (1+a)p,
& =r+0q,

ou « est un parametre strictement positif.

On suppose que r, q, et Kk vérifient

& <A— A7 (3:2)

1—A

et
r< (1= \)b, (3.3)

pour un certain A €]0,1][.

Alors, Uinclusion différentielle

@ﬂ{u@EF@u@nmieMﬂ,
u(0) = ¢(0),

admet au moins une solution v € Wy'([0,T]), avec

: r
[ = gllLy, < -\

[ulles < le(O)) + llglluy + 0.
Démonstration.

Etape 1

Nous allons définir, par récurrence, deux suites (f,,) et (u,) vérifiant les relations suivantes

fn € LL([0,T)) et fo(t) € F(t,un_1(t)), p.p.t € [0,7], (3.4)
[fn(t) = far (DI < 1+ @)d(fuar(t), F(E, un-1(2))), VT € [0,T], (3.5)
gph(u, () ={(t,z) € [0,T] X E : x = u,(t)} C Xp. (3.6)

Posons fo = g et ug = ¢, et considérons la multi-application Hy : [0,7] = E définie par

Ho(t) = {v € F(t,uo(t)) - [lo = fo(D)| < (1 + a)d(fo(t), F(£, uo(t)))}-
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L’application wug est continue sur [0,7], donc mesurable, alors F(.,ug(.)) est L£([0,T])-
mesurable (voir Théoréme 1.4), et la multi-application Hy est aussi mesurable a valeurs
fermées non vides (voir Théoreme 1.5). D’apres le théoreme d’existence de sélections
mesurables (Théoreme 1.2), il existe une application mesurable f; : [0,7] — E telle que

fi(t) € Ho(t) pour tout ¢ € [0,T]. Ceci donne pour tout t € [0, 7]

fi(t) € E(t,uo(t)),

et
1f1(8) = fo@)[| < (L + a)d(folt), F(t, uo(t))).

De plus, on a f; € LL([0,T7]) car, pour tout ¢ € [0, T

A < NA@) = @Ol + /@]
< (L4 a)d(fo(t), E (L, uo(t)) + [ fo)]l,

ot fo € LL([0,T7]), et d’apres (Hg), t — d(fo(t), F(t,uo(t)) appartient a L ([0,T7]).

Observons que

T / L)t < (1+a) / d(fo(t), F(t,uolt)))dt + / Lol 1t
= (1 a)ldUo(), F ool s + [ follus

ceci montre que f; € L, ([0,77).

On définit alors I'application u, : [0,7] — E par

0 +/tf1<8)d5
0

57



3. Inclusion différentielle du premier ordre gouvernée par un opérateur maximal
monotone et une perturbation pseudo-Lipschitzienne

D’autre part, nous avons

s (t) — uo(®)]] = |lo(0) + / f1()ds — (0(0) + / fols)ds)|

< [ 1) = fols)llds
< / 1fu(s) — fols) ds
< (1+a)/0 d(fo(s), F(s,up(s)))ds

= r<(1=-Ab<b.

Ce qui montre que gph(u;(.)) C Xp.
On conclut que les relations (3.4), (3.5) et (3.6) sont vérifiées pour n = 1.

On pose
T
= [ IR — Bl = 15~ ol

Remarquons que r; < r, d’ou

r>r = —5,7‘1_)\§—5,7”11_)\
A
o / < . /
= A ﬁrl_A_)\ ﬁrll—)\
par la relation (3.2), on obtient
A
<\—0 .
&1 <A 57"11_)\

On suppose maintenant que f; € LL([0,T]) et u; des applications absolument continues
définies sur [0,7] et vérifient les relations (3.4), (3.5) et (3.6) pour ¢ = 0,1,...,n, et
montrons ces relations pour ¢ =n + 1.

Considérons la multi-application H,, : [0,7] = E définie par

Hy(t) = {v € F(t,un(t) : lv = fa(D)l < (14 a)d(fult), F(t, un(t)))}-
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Comme précédemment F'(.,u,(.)) est mesurable, la multi-application H,, est aussi me-
surable a valeurs fermées non vides. D’apres le Théoreme d’existence de sélections me-
surables (Théoreme 1.2), il existe une application mesurable f,; : [0,7] — E telle que

Jni1(t) € H,(t) pour tout t € [0,T]. Ceci donne pour tout ¢ € [0, T,

fn+1(t) € F(tvun(t))>

et
[fri1(t) = fa(®)]] < (1 + )d(fu(t), F (¢, un(t)))-
Posons
rnat = [fasr = falley,
tn = [ fnllry,
bn =K+ B¢y

Par I'hypothese (Hs), nous avons, pour tout ¢ € [0, 7]

[frr(8) = Fu (DI < (14 @)d(fult), E (L, un(?)))
< (U4 a) (k) + Bl @)D lun(t) = una (2]

D’autre part, nous avons

o) = s = 100+ [ 1uo)is—(o00)+ [ fucs(6)ds)]
< [ 1) = sl

IN

/0 1) = far(s) s

< ”.fn - fn—lHL}E)

donc

i1 () = fu@®)I] < (1 + ) (k) + Bl L@ = frallny-
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Remarquons que f, 41 € LL([0,T]), puisque

[N < [ fnsa(8) = SO + (D]
< T+ ) (k) + BIL @D = faalluy + IO,

et comme k € L ([0,T]) et fn, foo1 € LE([0,T]) on aura f, € LL([0,T7]).
De plus
T T T
| Ut = ol <1+ 0) [+ 1408 [ UE 1)1~ sl

et donc

[ fosr = falley, < (L4 a)llElley + B fallg)lfe = fa-lley,,
c’est a dire

Tl < &l (3.7)

Remarquons aussi que

1 = g = [lfunllny, = Ifnlley, < Ifava = fulloy, = 7 (3.8)

En appliquant le Lemme 3.1, on obtient

ad T1 r
< < . .
;”—1—A—1—A<b (39)
On définit alors I'application w,1 : [0,7] — E par
t
w(t) =2 + [ (s
0
et comme
t t
[tn1(t) —un(®)]| = [4(0) +/ fat1(s)ds — ¢(0) —/ fa(s)ds||
0 0
t
< [ Muats) = fuls) s
0
T
< [ () - fulo)lds
0

- ||fn+1 - fTLHL}Ea
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on obtient

Hun+1 - unHCE < an+1 - anL}E = T'n+1-

En ajoutant membre a membre les inégalités (3.10), on obtient

[t (t) = uo@)] <
<
<

<

[ 1 (8) = wn (B + [lun(t) = uo(®)]
o1+ [[un(t) = uo (D)
Pt + [[un(t) = una (D] + lun-1(t) = uo(t)]]

Tpy1 + 70 + Hun*1<t) - uO(t)Ha

et en utilisant cette derniere relation successivement, on obtient

[n1(2)

n+1
1

—up()[| <D rp < — <b
p=1

ceci montre que gph(u,41(.)) C X,.

(3.10)

(3.11)

Par conséquent, les suites (f,,) et (u,) sont bien définies et vérifient les relations (3.4),

(3.5) et (3.6).

Etape 2

Par la relation (3.11), la suite des sommes partielles de la série

[e's) [e's)
Y ora = lfa— faalluy
n=1 n=1

est bornée donc elle est convergente, alors la limite du terme général tend vers zéro quand

n — oo, c'est a dire, ||f, — fu_1|| = 0 quand n — oo, donc (f,,) est une suite de Cauchy

dans Lj;([0,T]) et par suit elle converge vers une certaine application f € LL([0,T]).

D’autre part, la relation (3.10) montre que ||u,+1 — u,|| — 0 quand n — oo, donc (u,,) est

une suite de Cauchy dans Cg([0,T]), par conséquent, elle converge vers une application

En définissant I'application w : [0, 7] — E par

(1) = 0(0) + / £(s)ds,
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nous avomns

[un(t) —u(®)|| = ||90(0)+/0 fn(S)dS—(w(0)+/0 f(s)ds)|

< [ fals) = F(s)llds

T
< / 1£u(s) — £(5)lds
= o= Sl

Cette derniere inégalité donne

[un — ullcp < 1o = flluy-

Par la convergence forte dans LL([0,7]) de (f,) vers I'application f, on conclut que (u,)
converge vers u dans (Cg([0,7]),||.|lcg), c’est a dire, u = w avec u(0) = ¢(0).

Montrons maintenant que u est solution du probleme (Pg).

Pour cela, montrons que pour tout ¢ € [0, T, le graphe de la multi-application 2 — F(¢, x)

est relativement fermé dans X,(t) x E ou
Xb(t) = {I cFk: (t,l’) € Xb}

Soient t € [0,T] et (x,,v,) une suite dans gph(F'(¢,.)) convergeant vers (x,v) € X,(t) x E.

Pour tout entier n, v, € F(t,x,). Par 'hypothese (Hs), on a
dlv, F(t,z)) < ||vn —v|| +d(v,, F(t,x))
< lon = oll + (k) + BllonlDllzn — ]|
Par la convergence de (x,, v,) vers (x,v) dans X,(t) x E, le second membre de la derniere
inégalité tend vers zéro quand n — oo.

Comme F'(t,z) est fermé, v € F(t,z). Par conséquent gph(F'(,.)) est relativement fermé

dans X,(t) x E.
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Sachant que la suite (f,,) converge fortement vers f € LL([0,T]), par extraction d’une
sous suite, on peut supposer que (f,,) converge vers f presque partout sur [0, 7.
Comme f,41(t) € F(t,u,(t)), par la relation (3.6), u,(t) € Xp(t), i.e., (un(t), fas1(t)) €
gph(F(t,.)) et comme (u,) converge vers u dans Cg([0,7]), on conclut que f(t) €
F(t,u(t)), p.p, ceci est équivalent a u(t) € F(t,u(t)), p.p.,(puisque f(t) = u(t)p.p.),
avec u(0) = p(0).

De plus, la relation (3.9) donne, pour tout n € N

1f =gl < fo— flly + 1o —glluy
™

S

par la convergence forte de (f,,) vers f dans Lk, on obtient

r

17 = gl < T <

<b,

c’est a dire,

r
4= gllLy, < T < b,

et pour tout t € [0, 7]

lu(h) = @Il = 1lp(0) + /”(M&(ﬂm+42@mw

< [ i) - gts)las

[ = gllwy,

IA

< b

[u()] = @) < [[u(t) — @) < [l — gL, <0,
ce qui donne

lu@I < lle@)Il + b

63



3. Inclusion différentielle du premier ordre gouvernée par un opérateur maximal
monotone et une perturbation pseudo-Lipschitzienne

et comme
le@I < lleO) + llglly,, Yt € 10,77,
on obtient
lulles < [le(0)] + llglly, + 0.
Ceci acheve la démonstration du théoreme. |

Maintenant nous sommes en mesure de donner le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 3.2 Soient E un espace de dimension finie, T >0, A(t) : E = E (t € [0,T))
un opérateur mazximal monotone et soit F : [0, T|x E = E une multi-application a valeurs
fermées non vides. Soit ¢ la primitive d’une application g € LL([0,T]).
On pose
X, ={(t,x) € [0,T] X E: ||z — p(t)]| < b}, b €]0,+00].
On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifies sur Xy,
(Hy) F est L(]0,T]) ® B(E)-mesurable ;
(Hy) F' est globalement pseudo-Lipschitzienne, c’est a dire, il existe 3 > 0 et une fonction

positive k € L ([0,T)) telles que
ve F(t,x)=ve Ft,a)+ [(k(t)+ 8|v|)|z — 2'||]] Bg;

(H) F(t,2) € (1+ 2B

(Hy) la fonction t — d(g(t), F(t,o(t)) appartient a Ly ([0,T7).

Supposons de plus que les hypothéses suivantes sont vérifiées

(A1) pour chaque x € E et pour chaque X > 0, Uapplication t — (Ig + NA(t)) 'z est
Lebesgue mesurable et il existe g € L4([0,T)) telle que t — (Ig + NA(t))"'g(t) appartient
L0, 7))

(A2) il existe une fonction positive n € L([0,T]) telle que

[A(t)z]o < n(t);

(Ag) 0A(t)x C A(t)x, VO €]0,1] et V(t,x) € [0,T] x E.
On pose

r=(1+ o)l + / d(g(s), F (s, p(s)))ds],

0 = llglley,
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T
k= (1+a)(5 + [kl + Blinllcy),

2

B =01+a)s,

&1 =K+ 0,
ou « est un parametre positif.
On suppose que r, q1 et Kk vérifient

A
<\ -4
& < B 7”1 Y

et

r < (1—=\)b,

pour un certain A €]0,1].

Alors, Uinclusion différentielle

U%){_wU)GA“W“)*F@u@D,pptemjm
u(0) = ¢(0),

admet au moins une solution u € W' ([0,T]), avec

, r
i — 9||L11E < -\

[ulles < [le(O)] + llglly, + 0.

Démonstration.
Etape 1
Soit (\,) une suite décroissante dans |0, 1] telle que A, — 0 quand n — +o0.

Pour tout n € N, considérons la multi-application M, : [0,T] x F = FE définie par

A
M,(t,x) =0o 7” Ay, (H)x + F(t, ),

1
75[

e Montrons que M, est a valeurs fermées non vides

avec o €]0

Soit (t,x) € [0,T] x E et soit (z;) une suite de M, (¢, z) qui converge dans E vers z, alors

An ,
il existe une suite (y;) de F(t,x) telle que z; = o 3 Ay, (t)z + y;, pour tout ¢ € N, quand
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An An \
i — 400y = 2 — 0'714)\71@)% — z— UEA,\n(t)x =y € F(t,x) car F est a valeurs
An An _
fermées, et donc z; — z =0 5 A\, zx+yeo 5 Ay, (O)x+ F(t,x) = M,(t, ), par suite

M, (t,z) est fermé pour tout (¢,x) € [0,T] x E.

D’autre part, comme F' est a valeurs non vides M, est aussi a valeurs non vides.

e D’apres 'hypothese (A;) l'application t — JyA(t)x est Lebesgue mesurable et donc
lapplication t — A, (t)z = )\in([E — Jy, A(t))x Dest aussi. D’autre part, par la propriété
() de la Proposition 2.2, application x — A, (t)x est Lipschitzienne, et donc mesurable,
on conclut alors que application (¢, z) — A, (t)x est mesurable. Par 'hypothese (Hy), F'
est L([0,T])®B(E)-mesurable. On conclut alors que I'application M, est L([0,T])QB(E)-
mesurable.

e Montrons maintenant que M, est globalement pseudo-Lipschitzienne sur X,.

Soient (¢,x), (t,2') € Xy et w € M,(t,z), nous avons

d(w, M,(t,x")) =  inf )Hw — ',

w' € Mp (t,z’

et nous avons
An An
we M,(t,z) = w e a;AAn(t)x + F(t,z) = w— 0714/\"(75>x € F(t,z),

on pose

An An
U:w—UEA)\n(t)ZL“ € F(t,x) =>’LU:U—|-U7A)\n(t):E,

et
/ / / )\n / / / An / /
w' € M,(t,z") = w EU;A,\n(t)x + F(t,2") = w —J;A)\n(t)x € F(t,a'),

on pose

An An
vV=w'—0o ?A,\n(t)x' eFtd)=w =040 5 Ay, (D)2,
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donc d’apres les hypotheses (Hs), (As), (i) et (i4i) de la Proposition 2.2, nous avons

d(w, M, (t,2")) = vleiFn(f’x/)Hv +o % Ay, —v —o % Ay, (D)2
< 02 |An ()x — A, (0] + d(v, F(1,2))
< olla— /)| + k(1) + Bllol)llz — |
< (o4 b{t) + 00 52 |A(aly + Bl llz — )
< (5 + k() +Bn(e) + Blulllz — '],

on pose
Falt) = 5 + k(2) + n(0),

comme k € L ([0,77]) et n € L([0,T]), on aura k, € LL([0,7]) et

d(w, My (t,2")) < (ka(t) + Bllw|)||lz — 2],
c’est a dire,
w € M,(t,x) = w € My, (t,z') + [(k.(t) + B||lw|)||z — 2'|||Bg,

on conclut que M, est globalement pseudo-Lipschitzienne sur X,.

e De plus, pour tout t € [0, 7], nous avons

d(g(t), Mn(t, (1)) = _ inf lg(t) — 2|

2€Mn (t,p(t))

2 € Mt 0l0) = = € 0 5 Ar, (0(1) + Flt 0(0) = = — 0 22 Ay, (1)g(t) € F(t, 0(1)

on pose

r=2—05 A\ ()e(t) € F(t,o(t) = 2z =0 - A\, (Dp(t) +
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donc ’hypotheése (Ay) et la propriété (iii) de la Proposition 2.2 nous donnent

dg(t), Mu(t,0(1))) = _Jnf lg(?) —U%Axn(t)w(t) —

zEF (t,p(t
An :
< o5 [ADe®)o+ _inf lg(t) — 2|
< () +dlg(t), (L, (1)),
comme 7 € LL([0, 7)) et la fonction ¢ — (g(t), F' (¢, »(t))) appartient & Lg ([0, T]), on aura
la fonction ¢ — d(g(t), M,(t,¢(t))) appartient a L ([0, T7]).

Posons pour tout n € N

T
ro=(1+a) / A(g(s), My (s, o(s)))ds,
0
dn1 = ||g||L}37
k= (14 O‘)HI{;H‘|L]§7

gn,l = Kp + ﬁIina

= () [ (o) Mo, o))
< () [ te) +lolo), FGs ol
= (ol + [ dlols) Floso(o))as
— <1\,
et
ur = 6 S A= o < A= Fr

Par conséquent M,, vérifie sur X, toutes les hypotheses du Théoreme 3.1 .
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Etape 2

En appliquant le Théoréme 3.1, on obtient 'existence d’une solution u,, € Wg'([0,7]) de

I'inclusion différentielle

0 —U,(t) € 0 % Ay, (Dun,(t) + F(t,u,(t)), p.p.-t €0,T]
un(0) = ¢(0),

avec, pour tout n € N,

et u, vérifie les estimations suivantes
[un(t) — @(®)|| <b, Vit €[0,T],
) r
[t — gy, < T

[unllce < le(O) + llglley, + b

Nous avons, par l'inclusion (I) I'existence d’une application mesurable h,
telle que
An
ho(t) € F(t,u,(t)) et —a,(t) =0 5 Ay, () un(t) + hp(t).

D’apres (Hj), (As) et la propriété (iii) de la Proposition 2.2, on a

[in(®)] < o % [Ax, (O un @) + [P (D)
< JA@®un(®)|o + (1 + [lun(t)]])

< () + (1 + [Jun(®)]),

donc

lun@) - < ||<P(0)||+/0 [tn(s)l|ds

IA

||<P(0)H+/0 n(S)d8+/o (1 + [lun(s))ds,
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par suite
t
Lt flun @] < (1 + (IO + [Inlly) +/O (1 + [fun(s)[))ds

en appliquant le Lemme 1.5 (Lemme de Gronwall) on obtient

Lt Jfun(®)I] < (1 + [l (O)[] + nlles el ds,

cecl donne
[un(B)]] < (1+ le(0)]| + [[nllLy)e” — 1.

Posons p = (1 + [|¢(0)|| + [In]lL)e” — 1. On voit bien que p > 0 et
[un ()] < p, Vit € [0, T].

Donc (u,(t)) est relativement compacte, puisque elle est bornée dans l'espace E de di-
mension finie.

Soient maintenant t1, to € [0, 7] avec ty > t1, nous avons
to
Jun(t2) = (el =1 [ ()t
t1

g([%%@wt
g‘/%@ﬁ+/?LW%@Wﬁ

t1 t1

< [Cawas s [Ca

t1 t1

Comme 71 € Lg([0,77]), on aura, Ve > 0, 3§ > 0, telle que
|t1—t2|<5:/ dt<—
d’autre part

to
E|(5'>O,|t1—t2|<(5’:>(1+p)/ dt < (14 p)(ta—t) < (1+p) 0

t1
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€
our 9 = ——
b 2(1+p)
on aura
to c
(1+ p)/ dt < =
t1 2
donc
Ve >0, 36" >0: ¢" =min(0,d"), [t; —taf <"
implique
e €
lun(t2) = un(t)| < 5+ 5 =

Le deuxieme membre de la derniere inégalité tend vers zéro quand t; — t9, on conclut
que (u,) est équicontinue.

En utilisant le Théoreme d’Ascoli-Arzela, on voit bien que (u,,) est relativement compacte
dans Cg([0,7T]), et donc par extraction d’'une sous suite, on peut supposer que (uy,)
converge uniformément vers u € Cg([0,T7]).

Nous avons

lin @) < n(t) + (1 + [lua(£)]])
< n(t) + (1+p) == p(t),

comme 1 € L([0,T]), on aura u € LZ([0,T]). Par conséquent ||, (t)|| < u(t) pour tout

t €10,T], c’est a dire, [[in||rz < [|pllLz-
] U 2

Posons 1, = L, ceci donne |9, [|12 = m
e/l 7 [l

compacte dans L%([0,TY]), car L%([0,7T]) est réflexif, par extraction d’une sous suite on

<1, donc v, € EL% qui est faiblement

peut supposer que (¢,,) converge faiblement vers une application 1 € L% ([0,71]), c’est a
dire,
lim (¢, 2) = (¢, 2), V2 € LE([0, T]).

Soit y € L%([0,T]), alors

(tn, ) = (ellee ¥nsy) = Wns Il v),
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comme y € L3([0,71), on awra [|ullLz y € L3([0,T1]) et par suite

(i, y) = (s [z v) — s llpllez v) = (lpllez,y) quand n — 400

c’est a dire, (u,) converge faiblement dans L%([0,T]) vers 'application w = ||ul|pz ¥, par

conséquent
nh_{EOWm Z/>L%E,L%E = (w, y)L%,L%»
et donc
T T
i [ a(s) (s = [ (o). (s)ds.

en particulier pour y(.) = 1p4(.)e; avec (e;) une base de 'espace £, d’ott

Tim i <ﬂn(8)71[o,t}(8)6j>ds=/0 {w(s), Lo (s)e;)ds
<:>7}Lr£10 i <un(s),ej>ds:/0 (w(s), ej)ds

& (lim | 4,(s)ds,e;) = </o w(s)ds,e;), Vj.

n—oo 0

Donc
t

¢
lim un(s)ds:/ w(s)ds,
0

n—oo 0

comme (u,) est une suite d’applications absolument continues, on aura par 1’égalité

précédente
t

lim (u,(t) — u,(0)) = lim [ 4,(s)ds = /tw(s)ds,
e e Jo 0
c’est a dire
u(t) = u(0) + /tw(s)ds,
0
donc u est absolument continue, d'ott & = w = ||u[lrz ¥, p.p, on conclut alors que (i)

converge o (L%, L%) vers 1.

Par 'hypothese (H3), nous avons pour tout ¢ € [0, 7]

[Pn@] < (L4 [Jun(@)])

< 1+p,
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alors (h,(t)), est bornée dans E qui est de dimension finie, donc elle est relativement
compacte, par extraction d’une sous suite on peut supposer qu’elle converge vers un
élément h(t) € E.

Comme [0, 7] est de mesure finie, alors (h,) est bornée dans L%([0,T]), en appliquant
le Théoreme de la convergence dominée de Lebeugue dans L2%([0,7]), on conclut que
nl—1>I—&I—loo||hn — h|Lz, =0, c’est & dire (hy), converge fortement vers h dans L%([0,T]), et par
suite elle converge o (L%, L%) vers h .

Montrons maintenant que h(t) € F(t,u(t)), pour cela, il suffit de montrer que pour tout
t € [0,T], le graphe de la multi-application z +— F(t,x) est relativement fermé dans
X,(t) x E, ou

Xp(t)={z € E: (t,x) € Xp},

Soit t € [0, T et soit (x,, v,) une suite dans gph(F(t,.)) convergeant vers (x,v) € X,(t) X

E. Pour tout entier n, v, € F(t,z,), donc d’apres I'hypothese (Hy)
d(v, F(t,x)) < ||v, —v| +d(vn, F(t,z))
< lon = oll + (k(8) + BllvalDll@n — 2],

par la convergence de (x,,v,) le second membre de la derniere inégalité tend vers zéro
quand n — +o00 et comme F'(t,z) est fermé, v € F (¢, x). Par conséquent gph(F'(¢,.)) est
relativement fermé dans X, (¢) x E. Comme pour tout n, u, est une solution de I'inclusion
différentielle (I) on conclut que |lu,(t) — ¢(t)|| < b c’est a dire, u,(t) € X,(t), donc
(un(t), hn(t)) € gph(F(t,.)), par conséquent h(t) € F(t,u(t)).

Nous avons maintenant

—U,(t) =0 % Ay, (Du,(t) + hy(t) p.p.t €10,T],

et par la propriété (ii) de la Proposition 2.2 et 'hpothese (Ajz), nous avons

—n(t) — ha(t) = 0 % Ay, (Hun(t) € 0 % A I, A)un(t) © A(t) Iy, A(t)un(t).
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D’autre part, nous avons
[ T3, A@)un () = (@) < [[Tx, A un(t) = un (O] + lun(t) —w@)], v € [0,T]  (3.14)
et on a d’apres (As) et (i) de la Proposition 2.2.

[ T3, A un(t) = un (B[] < Anf[Ax, (Hun (D)
< AafAB)ua(t)lo

comme A,n(t) — 0 quand n — oo et ||u,(t) — u(t)|| — 0 quand n — oo, alors
| In, A(t)un(t) — u(t)|| tend vers zéro quand n — oo.

Par la relation (3.14) une deuxieme fois, nous avons
[ T3, A un(t) = u(@)] < [| 0, AW)un(t) = un ()] + [lun(t) = w(@)]
< Aan(t) + [lun (@) + [lu@)]
< n(t) +2p = m(t),
avec 1, € L2([0,TY]) car n € L&([0,T]).
Par suite, en utilisant le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue dans L% ([0, T1)

on conclut que (Jy, A(.)u,(.)) converge vers u dans L2([0,T1]).

Considérons maintenant ’opérateur
A Li([0, 7)) = L([0, 7))

défini par

ze Ay & z(t) € A(t)y(t) p.p.t €0,T],

nous avons vu que A est un opérateur maximal monotone sur L%([0,7]), et donc d’apres

le Théoreme 2.1, son graphe est fortement-faiblement séquentiellement fermé, or (u, + hy,)

74



3. Inclusion différentielle du premier ordre gouvernée par un opérateur maximal
monotone et une perturbation pseudo-Lipschitzienne

converge faiblement dans L%([0,T]) vers (i + h) et
— U (t) — hy(t) € A(t)Jy, A(t)un,(t)
alors par le Lemme 2.1, on déduit que —u(t) — h(t) € A(t)u(t), p.p, c’est a dire,
—u(t) € A(t)u(t) + F(t,u(t)), p.p. t €[0,T],

avec u(0) = ¢(0), et par suite u est une solution de Iinclusion différentielle considérée.

Quand n tend vers +o0, par (3.12) et (3.13) on aura

. r
= glley, < 7—

BT 1—=A
et
lullc, < el + llgllyy, + b
Ceci acheve la démonstration de notre théoréme. .

On donne maintenant un corollaire du Théoreme 3.2.

Corollaire 3.1 Soient E un espace de dimension finie, T >0, A(t) : E = FE

(t € [0,T]) un opérateur mazximal monotone et soit F : [0,T] x E = E une multi-
application a valeurs non vides fermées. On suppose que les hypothéses suivantes sont
vérifiées

(Hy) F est L([0,T]) ® B(E)-mesurable,

(Hy) F est globalement pseudo-Lipschitzienne, c’est a dire, il existe 3 > 0 et k € LL([0,T7])
avec k(t) > 0 telles que

v € F(t,z) = v e F(t,a') + [(k(t) + Bl|lv|)|z — 2'|| Bg, V(t ), (t,2') € [0,T] x E,

(Hs) F(t,z) C (1+ ||z|)Bg, Y(,2), (t,2") €10,T] x E,

(Hy) la fonction t — d(0, F(t,0)) appartient a Ly ([0, T7]).

On suppose de plus que les hypothéses suivantes sont vérifiées

(Ay) pour chaque x € E et pour chaque A > 0, Uapplication t — (Ig + NA(t)) 'z est
Lebesgue mesurable et il existe g € L3([0,T]) telle que t — (Ig + NA(t))"'g(t) appartient
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a L, ([0, T7),
(A2) il existe une fonction positive n € L([0,T]) telle que

|A(t)z]o < n(t), Y (t,z) € [0,T] x E.

(As) OA(t)x C A(t)z, VO €]0,1] et Y(t,z) € [0,T] x E.
On pose

r= (il + [ dO.F(0)ar

T
k= (1+a)(5 + kg + Blnlley), (3.15)

p=Q1+a)p,

ou « est un parametre strictement positif. On suppose que r et Kk vérifient

< _ /
k<A 57“1_)\

pour un certain X €0, 1[. Alors linclusion différentielle

—u(t) € A(t)u(t) + F(t,u(t)), p.pt €[0,T7,
u(0) =0,

admet au moins une solution u € W' ([0, T7]).
Démonstration.
En prenant dans le Théoréme 3.2 ¢ = 0 et b = 400, on voit bien que X, = [0,7] x E. De

plus, en posant & = k, & vérifie la relation (3.15). On conclut alors que notre corollaire

est une conséquence du Théoreme 3.2. [ |
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Résumeé

Existence de solutions pour une classe d'inclusions
différentielles

Dans ce travail, nous avons donné des théorémes d’existence de solutions
absolument continues pour I’inclusion différentielle du premier ordre
gouvernée par un opérateur maximal monotone, dans un espace de
dimension finfe de la forme

—u(t)e A(Qu() + F(t,u(t)),p.p.t € [0,T].

En premier lieu, la perturbation F est supposée Lipschitzienne par rapport a
la deuxieme variable. Puis, nous avons affaibli cette condition, en
supposant F pseudo-Lipchitzienne toujours par rapport a la deuxiéme
variable.

Abstract

Existence of solutions for a class of differential inclusions

In this work, we have done theorems of existence of solutions absolutely
continuous for first-order differential inclusion governed by a maximal
monotone operator, in a space of finite dimension of the form

—u(t)e A(Du(t) + F(t,u(t)),p.p.t € [0,T].

First, the perturbation F is assumed Lipschitzienne with respect to the
second variable. Then, we have weakened this condition, assuming F
pseudo-Lipschitzienne always with respect to the second variable.
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