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0.1 Introduction

Différents problémes rencontrés en théorie de la conduction thermique [8], [9], [20], en thermo-
élasticité [28] et en physique des plasmas [26], [27] peuvent étre ramenés a des problémes aux
limites avec conditions intégrales. De tels problémes ont été étudiés par différentes méthodes dans
les travaux (3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [11], [12], [13], [14], [16], [17], [18], [19], [20], [21], [22], [24],
[25], [26], [30], [31], Le but de ce travail est I’étude de certaines classes des problémes aux limites
avec conditions aux limites combinant des conditions intégrales avec d’autres contenant les valeurs
de la fonction inconnue et ses dérivées aux extrimités de I'intervalle.

Le memoire est composée d'une introduction et quatre chapitres.

On commence dans l'introduction par rappeler certaines notions préliminaires a savoir la
notion de fonction de Green d’opérateurs différentiels.

Dans le premier chapitre on étudie une classe de semigroupes générés par des opérateurs a
domaine non dense dits semi-groupes a singularités.[1], [2], [29], [30], [32], [?].

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude d’un probléme aux limites pour une équations
différentielle du second ordre combinant des conditions aux limites du type intégrale & poids et
une condition non locale liant les valeurs de la fonction inconnue aux extrémités de l'intervalle
ainsi que ses dérivées dans l'espace £ (0,1). On extrait deux classes de conditions aux limites ;
I'une dite réguliere pour laquelle on montre la décroissance maximale de la résolvante, alors le
semi-groupe engendré est analytique et dans le cas ol le domaine est dense, le semi-groupe est
fortement continu, et 'autre dite faiblement réguliére pour laquelle la décroissance de la résolvante
est non maximale, alors le semi-groupe engendré par l'opérateur en question est générateur d’'un
semi-groupe analytique a singularité [3], [4], [5], [6], [7], [11], [12], [13], [14], [18], [19], [25], [26],
[27], [28], [29], [30], [31], [33], [34], [35], [36], [37], [38], [39], [40], [?].

Dans le troisieme chapitre on étudie un autre probleme aux limites pour équations différentielle
du second ordre avec conditions aux limites non locales et contenant le paramétre spectral dans
I'espace L£>(0,1) , on extrait une classes de conditions aux limites dite faiblement réguliére pour
laquelle on montre que la décroissance maximale de la résolvante est non maximale d’ot 'opérateur
en question est générateur d’un semi-groupe a singularité.

Le quatriéme chapitre est consecré a 1’étude d’un classe de problémes aux limites combinant
des conditions aux limites non locales avec parametre spectral avec d’autres integrales a poids, on
montre la decroissance maximale de la résolvante et que 'opérateur en question génére un semi

groupe analytique dans Pespace £ (0,1).
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CHAPITRE 0.

0.2 Notions préliminaires

Fonction de Green d’opérateur du second ordre

Considérons dans l'intervalle [0, 1] le probléme suivant :
(

—u' = u=h ()

Bi(u) = agu (0) + B0/ (0) + vyu (1) + 614/ (1) + [ (Ri(H)u (t) + S1()u'(t))dt =0 (1)

Bs(u) = asu (0) + Bat/(0) + vou (1) + 020/ (1) + [ (R2(t)u (t) + So(t)u'(t))dt =0

O&“_,O\N_,

\
Ou la fonction h (z) € C ([0, 1], C) et R;(t), Si(t) € C*([0,1], C). i = 1,2. Par le théoréme de
poincarré I’équation homogene correspondante a I’équation (1) admet un systéme fondamental de
solutions particulieres Ux(x, \), K = 1,2, qui sont des fonctions entiéres du paramétre .

On cherche la solution générale de I’équation dans (1) par la méthode de variation des constantes

sous la forme :

[\

U, \)=> Cklz, \) Uk(z, \)

K=1
On obtient :
21:1 C;{(xv A) Ug(z, \)=0
S k1 Ck(m, A) Ug(x, A) = h(x)

Le déterminant de ce systeme est le Wronskien du systeme fondamental de solutions particu-

(2)

lieres de I’équation homogene correspondant & (1), donc :

. Ul(l' ,)\) UQ(I’ ,)\)
Wiw. )= Uz, \) Ubz,\) 70

D’ou le systéme (2) admet une solution unique :

Wark (x, A) h(zx) L
W ) , K =12 (3)

C;{(:c JA) =

Ou Wyk (z, A) est le complément algébrique de ’élément se trouvant & la 2™ ligne et & la km¢
colonne.

En intégrant (3) de 0 & x, on obtient :

T

CK(SE ,)\) = CK(O ,)\)+/

0

Wak (s, A\) h(s)

Ws, N ©




CHAPITRE 0.

En intégrant( 3) de 1 & x , on obtient :

) h(s)

N ds

[ Was (s,
= 1
CK(.%’ ,)\) CK( ,)\)4‘/ W(S,
1

D’on, la solution générale U (z , A) de I’équation dans (1) admet la représentation suivante :
T

U(z,\) =52 Crlz , Uk (z,\)+ %/_U2<S ’A)Ul(“”m’)z; ;J)z(x AU N) g4
1 [Us(s , NUL(x , \) — Us(z , NUs(s , A)
5/ W) h(s)ds
1 Ou :
Cie (,0) = %(CK(O N+ Cre(1, W)
En posant :

. . 1 UQ(S ,)\)Ul(ﬂf ,)\) — UQ(JJ ,)\)Ul(S ,)\)
g (@ 530 =%5 W (s, \)

Oug (z,s; A) prend le signe + ,si0 <z <s<1 etlesigne —

si0 <s<xz<1,douon apour la solution générale de I’équation dans (1) la représentation :

9 1

U(x,)\):ZC’K(m,)\)UK(:I:,)\)—I—/g(a:,s;/\)h(s)ds (4)

K=1 0

Finalement pour obtenir la solution du probléme (1) on détermine les constantes

CK((L’,)\),Kzl, 2,
dans (4) de telle maniére qu’elle vérifie les conditions aux limites dans (1), ainsi on obtient :

9 1

ZC’K (x ,A) B; (Ug (:E,)\)):—/Bi (g(x,s;N) h(s)ds ,i=1,2 (5)

K=1 0

Si
By(Ui(z , ) By(Ux(x ,N))

AN = #0 )
*) By(U 1(z, ) Ba(U oz, N)) o

Alors le systéme (5) admet des solutions uniques Cy(z , A), Ca(z , A) données par :

—Bi(g (z,5;7)) Bi(Uz)

F| =Ba(g (z,5;)) Ba(U )
Ci(x ,A) :0/ e

2



CHAPITRE 0.

Et

CQ(iU ,)\) =

O\H
oy
no
d

|
o
no
<
—
&
\.Cn
>

En remplacant C, C5 dans (4), on trouve la représentation de la solution du probléme (1) :

/{ (x,s;A) Bi(Us)

Uz,
(x,55X) Ba(U'h)

X U1<l’ 5 )\)

| B Blg (s ) N A () x g (@ 5 ) A(s)ds]

By(U ) Ba(g (z,5;))
Ce qui donne :

BQ(Ul) By (U, Bz(g)x
U (z,\) :/ =0 h(s)ds
Si on suppose
Ui(z) Ux(z) g (xz,s;N)
Bi(Ui) Bi(l2)  Bi(9)a
By(Ur) Ba(Us B(9)«
Gz ,s;\) = @) (A (i\) ) (7)

Alors pour U (z ,\) on a la représentation :

U(z,\)= /G(x .S 3 A)h(s)ds (8)

Définition 0.2.1 G(z ,s ; \) est dite fonction de Green du probléme (1) .

Théoréme 0.2.2 Soit A € C te que A (A\) #0 et h € C [0, 1], alors le probléme (1) admet une
solution U € C 2 [0,1], meromorphe en A admettant la représentation (8), les poles de la fonction

de Green sont les zéros du déterminant caractéristique A ().
De la représentation de G (x ,s ; \) on obtient facilement le Théoréme suivant :

Théoréme 0.2.3 1- G (x ,s ;\) est une fonction continue ¥ z , s € [0 ,1]

2- Pour tout s fixé dans [0 , 1], la fonction G (x ,s ,\) admet les dérivées premiéres et secondes

3



CHAPITRE 0.

en x

Dans chacun des intervalles [0 ,s [ et ]s , 1], en plus

lim G (z .5 ,A) lim 0G (x ;s , )

=1
r—>s ox T—<s Ox

3- Dans chacun des intervalles [0 ,s | et]s ,1] la fonction G (z ,s ,\) envisagée comme fonctions

de x vérifie l’équation L (G) = 0 et les conditions auz limites :
B (G)=0,i=1,2
On peut facilement montrer le Théoréme suivant :

Théoréme 0.2.4 si le probléme aux limites correspondant au probléme homogéne (1) admet uni-
quement la solution triviale, alors le probléme aux limite (1) admet une et une seule fonction de

Green.

Equations differentielles opérationnelles

Soit E/ , Ejet Ey trois espaces de Bannach , introduisons les espaces de Banach suivants :

CH(<O>T>7E>:{f/f eC ((OaT) >E) ’ ”f H:‘Sfupte[O,T]Ht'uf H<OO} 7M20

et CU((0,T),E)=A{f/feC((0,T) E),
11l =Supe o oy It f |+ Supoce <t wn<r [If (E+h) = f ()| Rt " < oo}, u > 0,7 € (0,T].
Et Despace vectoriel

CH(0,T) By ,Ex)={f/f €C ((0,T) ,E.)nC'((0,T),Es)} ,ou E; C En.

On note par

E (A)={u fue D (A) , (|| Aul* + [[«|*)*}
Et,
CH(O0.T).E(A) ,E)={f/feC(0,T),E(A).f eC(0,T), E)}
Enoncons le théoréme qui est démontré par différentes méthodes dans I’éspace norme .

4



CHAPITRE 0.

On considére dans ’espace de banach E, le probleme de Cauchy suivant

u(t)=Au &)+ f (t) ,t€]0,T]
u (0) = g

Ou A est un opérateur linéaire en général non borné dans E, ug € E et f (t) € E.

Théoréme 0.2.5 Supposons que les conditions suivants soient vérifiées
1- Il existe a > 0 et b e [0 ,1] tel que |[R (A, A)|| <c |\, Jarg A < THa, A — o0
2-heC (0,1, E)pour ne[l—=>b,1];pnel0,d].
3-ug €D (A) .
Alors le probléme de cauchy a une solution unique u tel que

weC (0, T) EYNCT (0, T], E (A, E)

Et pour cette solution on a les estimations suivantes

le @ < e (Il Auol + luoll + 11f oo, 1, 5)) -£€ (O, T],

a O + 4w @ < e (8 Auoll + uoll + I leyo, vy ) otE (0T




Chapitre 1
Semi-groupes de classe A(a, )

Ce chapitre est consacré a I’étude d’une classe de Semi-groupes a singularité qui s’appelle Semi-
groupes de classe A(«q, 3) et qui sont d’une grande importance dans la résolution du probléme de
cauchy pour équation différentielle opérationnelle & coéfficient opératoriel non borné et & domaine
non dense. nous fournissons la définition et les propriétés de ce type de Semi-groupes et nous

démontrons le théoréme qui donne les conditions suffisantes d’existence du semi-groupes de classe

Ala, B).

1.1 Semi-groupes de classe A(q, f3)

Soit A un opérateur linéaire, dans un espace de banach E avec le domaine D(A) = D.
On suppose qu'il existe un opérateur-fonction U(t) pour ¢t > 0 et que les conditions suivantes sont
vérifiées
i)U(t) est un opérateur linéaire borné de E dans D , t € [0 ; +o0].
i)U(t+s)=U(t)U(s) ,t,s>0.
iii)lim; o+ U(t)v = v pour v € D.
iv)U(t) est différentiable avec t > 0 et
%U(t) = —A(t)U(t).
v)U(t) commute avec A(t) dans D.

vi) Les estimation
U@ < Mt=et HU’(t)H < Mt e, (1.1)
sont vraies pour chaque M >0, w >0, a>0et g > 1.

6



CHAPITRE 1. SEMI-GROUPES DE CLASSE A(a, 3)

Proposition 1.1.1 Pour0 < a <1 on a

1 +oo
o a 1
= Ty / it (1.2)
0

Ou : T'(a) c’est la fonction de Gamma . qui definit par

I'a) = O+OO et erLdt.

Définition 1.1.2 La fonction opératorielle U(t) = e (t > 0) possédant la propriété (1.2) est

dite Semi-groupe de classe A(«a, ) engendré par l'opérateur A.

Proposition 1.1.3 Les nombres « et § dans linégalité (1.1) doivent étre liés par inégalité o +

1 <.

Preuve. D’aprés la propriété (iv) on a

U(t) = e=540)
donc
th< 1) = AU
Alors
f AU()dt = [] Ae™54dt = ¢4 — 774,
Finalement
R ftT Ae 5Adt + ¢4

D’ou :

le=t 4] = lle=™ + [ Ae~*Adt]|.
< [le=™| + [ )7 Ae=*Adt]| .
< M 77% T 4 ftTM S—Be=ws (g,
<M T_a+j;TM S—Bds.
M
) o (8-1) _ 7~(5-1)
=M%+ -1 [t T } .
<y =D

Comme on a ||e*t‘4|| < M t7% pour t assez petite, Alorsa < —1. =
Remarque 1.1.4 SiD=E, a=0, =1, Alors U(t) est un Semi-groupe analytique.

Définition 1.1.5 (Générateur Infinitésimal)

7



CHAPITRE 1.

On appelle générateur infinitésimal du Semi-groupe {u(t)},5, l'opérateur linéaire non borné
Aqg défini par :
U(t)y —
App = lim —( Jp—¥

t—ot

et

t—o™t

G(t)p —
Dy(A) = {gp € E / lim Wexiste dans E} :
Proposition 1.1.6 Ona Dy=D et A= —A,.

Preuve. De la propriété (iv) on a
Ut)r — U(s)z = — [ AU(r)dr, (t, s > 0).

Si x € D , par passage a la limite quand s tend vers 0, on obtient

Ut — o = —/AU<T)dT.

D’ou I'expression
t

/ Au(r)dr.

0

Ut) — I
t

r=—

~ | =

admet une limite quand t — 0 ce qui veut dire que x € Dy, donc D C Dy, et Agx = —A.
Soit maintenant x € Dy, alors, par passage a la limite quand s tend vers 0 dans ’égalité
t+s
U(t)%m _ / AU (r)dr.
t
On obtient U(t) Aoz = — AU (t)z. Supposons que A admet un inverse borné, alors U (t) A2 Agx =
—U(t)A~ 'z par passage 4 la limite pour ¢ — 0, on obtient x = —AAyx, ainsi z € D. D'ou D = D,
et A=A;. m

1.2 Conditions suffisantes d’existance du Semi-groupes de

classe A(a, 3)

Théoréme 1.2.1 Supposons que dans le plan complexe Re A > w la résolvante de 'opérateur A

exite et vérifie
c

Al

[(A+AD)7H| < (1.3)



CHAPITRE 1.

avec r € [0 ; 1], Alors, il existe un Semi-groupe de classe A («, 3) engendré par l'opérateur A,
Deplusa=rt—1etp=2r"1—-1.

Preuve. On pose

1 50+i00
£ = — MA+ XD dN 1.4
U<>2m./e<+> (1.4)
d0—100

ot 09 > w. Remarquons que la résolvante (A + A\ )71 n’existe pas uniquement dans le dems
plan complere Re A\ > w, mais aussi dans le domaine délimité par la parabole A = w — z + iT ou
2z =c (W + TQ)% ; c1 > 0 ou linégalité (1.3) est vérifiée. D’ou l'intégration dans (1.4) Selon la

droite Re \ = &y peut étre remplacée par l'intégration sur la parabole .

1
t) = — A(A+ XD AN 1.
U =5 [ ¢ (45D (1.5
I'1+I2
Ou
Flz{/\:w—z+i7;z:cl(u}2+r2)%,720}.
Et

FQZ{/\:w—z+z’T; z:cl(w2+r2)%,7§0}.

L’intégrale (1.5) est absolument convergente pour T < 1

1 v -1
= ||=— A 1
WOl = |5 [ @ @ranTa
I'1+T2
< ¢ / @t N dr.
0

< ¢ ettt oT.

Utilisons lidentité (A + )\[)_1 = A'T-X"T"A (A + M) nous obtenons une représentation pour
(1.4) sur les éléments v € D

do-+ioco
1
s
do—100

Pour t tendant vers zéro la derniére intégrale converge vers zéro, donc

lim U(t)V =V, pourv € D.

t—Ot



CHAPITRE 1.

Si dans ’égalité (1.6) on intégre selon la parabole T'y + 'y, alors la formule sera vraie Yv € E,

De plus

/ 1
V)= 5 / A (A+ A d (1.7)
I'1+I2

Cette intégrale est absolument convergente. U (t) = —AU(t) et

o]

I
—
[}

b=
i
S
_l’_
>
=
|
o
=

1-2
< ¢ et
Pour démontrer les propriétés du Semi-groupe, utilisons le probléme de Gauchy

V' + AV =0

V(0) =0 (-8)

Et montrons qu’il admet uniquement la solution triviale dans la classe des fonctions V =V (t)
vérifiant pour t assez grand linégalité |V (t)|| < e“".pour cela posons W(\) = f; e N V() dt,
pour € > 0, ot V(t) est une certaine solution du probléme (1.8) dans la classe donée . Pour Re
A > w on peut faire tendre € — 0 dans linégalité, en suite transformons l'expression AW (\) en

utilisant (1.8) et intégrant par parties

AW(N) = / e MAV (t)dt.

A

A0 I / AV ()t

Les termes hors intégrale tendent vers zéro lorsque € tend vers zéro, nous obtenons AW (\) +
AW(X) = 0, comme Re X\ > w appartient & l’ensemble résolvante de A, alors la derniére égalité
donne W(\) = 0. Et en utilisant la transformation inverse de Laplace on obtient que V(t) = 0.

De ce qui précéde on a l'unicité de la solution du probléme (1.8).

10



CHAPITRE 1.

On considére le probléme
’

u + Au=0.
(1.9)
u(0) = x.
x € E u(t) =U(t)x. Et soit le probléme auziliaire
v+ Av=0.
(1.10)
v(0) = u(s).
Ce qui implique que v(t) = U(t)u(s). Seconde solution qui s’écrit v(t) = U(t + s)z.
Vu Dunicité on obtient U(t + s)x = u(t)u(s)x. Ce qui entraine l'unicité du semi-groupe en-

gendré par 'opérateur A. m

11



Chapitre 2

Probléme aux limites pour une équation
différentielle du second ordre avec

conditions aux limites non locales dans

L0 1)

Dans ce chapitre on étudie un probléme aux limites pour une équation différentielles ordinaire
du second ordre combinant des conditions aux limites du type intégrale & poids et une condition
non locale liant les valeurs de la fonction inconnue aux extrémités de l'intervalle ainsi que ses
dérivées, On extrait deux classes de conditions aux limites, I'une dite réguliére pour laquelle on
montre la décroissance maximale de la résolvante et I’autre dite faiblement réguliére pour laquelle
la décroissance de la résolvante est non maximale, L’idée consiste en une étude détaillée de la

fonction de Green du probléme considéré.

On considére le probléme suivant :

( //

Bl(u) = a1 A\u (0) + Blul(O) + vu ( + 51U —|— Sl< ) ( ))dt =0 (2.1)

+/
By(u) = azdu (0) + Byu'(0) + yu (1) + 620/ (1) + Of(Rz( Ju(t) + Sp(t)u'(t))dt = 0

\

12



CHAPITRE 2. PROBLEME AUX LIMITES POUR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
DU SECOND ORDRE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES NON LOCALES DANS £*(0 ,1)

ou les fonctions R; ,S; € C*([0,1] ,C) ;i =1,2.
soit I'opérateur Lo, : L>(0,1) — L>*(0,1) ,u — Ly(u) = u

de domaine :

2.1 Construction de la fonction de Green

Dans toute la suite on considére A € Y ou :
s

Z:{)\EC;]arg()\)lﬁé,g<5<7r}
5

soit I'opérateur suivant :

( —u" — du=h ()

1

Ba(u) = ashu (0) + 6,0/ (0) + 30 (1) + 800 (1) + [ (Ra(ut) + SO0 )t =0 (51

0
1

By (u) = asdu (0) + Bou' (0) + vou (1) + dou' (1) + [(Ro(t)u(t) + Sa(t)u'(t))dt

\ 0

0

Si 'on suppose que le probléme homogeéne correspondant a (2.2) n’admet que la solution triviale,
alors d’apres le théoréeme (0.2.4) | le probléme (2.2) admet une fonction de Green unique G(x , s
,A), pour la construire nous allons utiliser le théoréme(0.2.3).

D’apres la condition 3 du théoréme (0.2.3), G (z ,s ,A) est une solution du probléme homogene,

d’ou G (x , s ,A) se met sous la forme :

ai(s)e™" + ag(s)e™ ;sur |0, s]

G(x,s,\)= » ,
bi(s)e """ 4+ by(s)e™™ ;sur |s 1]

(2.3)
Ot p=A? Re(p) > 0, d’apres la condition 1 du théoéme (0.2.3) on a : G (x, s, \) est une fonction
continue pour tout x et s € [0 ,1] alors :

a1(s)e""P" 4 ap(s)e = by(s)e " + by(s)e”

13
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D’ou :

—(a1(s) = b1 () e — (az (s) = bz (s)) " =0

D’apreés la condition 2 du méme théoréme on a :

(—ipbi(s)e™ " +ipby(s)e™™) — (—ipai(s)e """ + ipay(s)e™) = 1

Donc :
(a1 (5) = b1 (5)) pe™* — (az (s) = bz (5)) pe* =1

Et d’apres la condition 3 du théoréme (0.2.3), on a :

De (2.4) , (2.5) et (2.6) on obtient le systéme :

(a1 (s) = by (5)) pe™* — (az (s) — bz (5)) pe'* =1
— (a1 (s) = b1 (s)) 77" — (az (s) — b2 (s)) €¥" =0
Bl(G) =0 et BQ(G) =0

De (2.4) et (2.5) on a :

—ipT LT
pPeE pPe

W= A =2
—eTpT —etrr
Alors :
_1 1 _pelpa; e’ipS
(a1 (s) = b1 (s)) = - =
2010 —eiem 2p
D’ou : .
; eirs
ar (s) = by (s) + 2
Et
_1 pefsz 1 _ef’ips
as (8) —by(s) = — ‘ —
O R E =
D’ou : 4
; e~ ps
az (s) = by (s) — 2

D’apres (2.6) on obtient :

Bi(G) = (X —if1p)ai(s) + (X + B p)ag(s) + (v, — ipdy)bi(s)e "
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S

+(71 +ipd1)ba(s)e” + /[Rl(ﬂf)(al(s)e_ipm + ax(s)e”) + Si(x)

(—ipay(s)e™"P" + ipay(s)e™)|dz + /[Rl(x)(bl(s)e_ipx + by(s)e’T)

+51(z)(—ipbi(s)e " + ipby(s)e™™)|dx = 0
Et d’'un maniére similarie on obtient By(G), d’out :

[ Bi(G) = (A — iByp)as(s) + (uh + iByp)as(s) + (71 — ipd1)bi(s)e™ + (v, + ipdy)

S

ba(s)e™” + /[(Rl(x) —ipSi(x))e”"ar(s) + (Ri(x) + ipSi(x))as(s)e]dr+

0
1

+/[R1($) —ipSi(x))e”"*bi(s) + (Ri(z) + ipSi(x))ba(s)e*]dz = 0

(2.10)
By(G) = (azA — ifyp)ai(s) + (aed +iByp)as(s) + (7o — ipd2)bi(s)e™ + (v + ipda)

52(8)eip+/[R2(x) — ipSa(x))e™" ar(s) + (Ra() + ipSa(x))as(s)e’)]dr+

1

+/[R2(1’) — ipSa(2))e™ by (s) + (Ra(x) + ipSa(x))be(s)e?]dx = 0

\ s

On remplacant (2.8) et (2.9) dans (2.10) on trouve :

pS efips

Bi(G) = (e = i)t () + o) + (onh +i810) b2 5) = )
+(y1 = ipd1)ba(s)e™" + (1 +ipd1)ba(s e”“r/ z) —ipSi(z))
(0 (5) + S0+ (Rafa) + iS5 b (5) — S5 )

1

+/[R1 (z) —ipS1(x))e?"by(s) + (Ry(x) + ipSi(x))be(s)e*]dz = 0

S
Donc :

15
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( 1

Bi(G) = [auA —if1p +yie” % — ipdre P + /(Rl(x) —ipSi(z))e " dx]by (s) +

0
1

| . . 1
[a1 A+ iB1p + 71€ +ipdie” + / (Ra(x) + ipSi(z))edx]bs (s) +

35 (@A = i,p)e

—(A+ifyp)e™) + %/[(Rl( ) = ipS1(2))e™ — (Ry(x) + ipSi(x))e? ) ]dz = 0

et
1

By (G) = [ig\ — ifop + Yo~ — ipdae™ + /(Rz(:c) — ipSa(z))e " dx]by (s) +

0
1

) ) ) 1 )
(oA 4+ iByp + 72" + ipdae’” + / (Ra(x) + ipSa(x))edx]by (s) + —((2A — ifyp)e™”

2p

—(2A +ifyp)e™) + gip / [(Ro(x) — ipS(2))e?e™) — (Ry(x) + ipSa(w))e*~9)dz = 0

C’est -a-dire :

Bi(G) = By (ur)by (5) + B (un)b () + —

35 (@A i)

1
— (A + By p)e?) +%/ z) —ipS;(z))e?*=) — (Ry(x)
0

+ipSi(x))e@=]dr =0
zﬂmz&wmmwwmmm@+$wm—wmwS

s

—(a2A +if,yp)e™%) + 2%/[(32(1?) — ipSa())e™) — (Ry(x)
+ipSy(x))e?@=]dr = 0

Ou:

p

Bl(U1) = 041)\ — Zﬁlp =+ ’yle_ip _ Z'pé'le—ip + (Rl(.f) _ Z'psl(l.»e—ipmdx

—

Bl (UZ) = 041)\ + Zﬂlp + "Yleip —+ 7;,05161'{7 + (Rl (CL’) + Zpsl (l.))ezpwdx

o
\HO

Bo(u1) = o) — iByp + Yo — ipboe= + [ (Ro(x) — ipSa(z))e P da

O\H

1

Bmm=%XH@MWWHWMW+/WMMW%@MWM%®

\ 0

16
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Et sion a:

Alors , ce systéme admet un seul solution :

[Ba(uz2) x [=(a1 X = iB1p)e™ + (an A + iy p)e ™"

b8 = T

S

- / [(Ri(x) — ipSi(2))e?e=) — (Ri(x) + ipSi(x))e*~]dx]

0 . .
—Bi(ug) X [=(azA = iBap)e + (agA + ifzp)e™"

—/[(32(95) — ipSy(x))e) — (Ry(x) + ipSa(x))e?" =] dx]
et

by (s) = A (N2p [Bi(u1) x [—(azA —iByp)e™® + (azX 4 ifyp)e ™)

_/[(32(95) — ipSa(x))e?5=®) — (Ry(x) 4 ipSa(z))e?@=)]dx]
~By(un) % [—(@nh — i8,p)e + (aih + iByp)e"

s

- / [(Ri() — ipSi(2))e”™) — (Ri(x) + ipSi(x))e ] da]

0
Notons par :

Agy= T1Y2 — T2Y1
AR (t ,8) = Rl(t)R2(€) — Rg(t)Rl(E)
s (t,e) = 51(t)S2(e) — Si(e)Sa(t)

ARS (t ,8) = Rl(t)52<€) — Rg(t>51(€)

Ainsi d’apres la formule (2.3), la fonction de Green s’écrit si z > s, on a donc :

Gz ,s,)\) = [P (N Ay —ip(A Das + Dpy) — p? Dps)e™

_/(AwR (t) —ip(Lsr (t)+ Ays (t)) — p? Ass (t))efip(tJrl)dt

0
1

A (N)2p

+/(/\ Dar (1) = ip(A Bas (D) + Dpr (1) = p* Aps (1)) "*dt

s
1 s

—l—//(AR (e,t) +ip(Ags (t,€)— Ars (6,1)) — p? Ag (g,1))e P dedt }

s 0
+e7PEE)L (N Ay +ip(A Das + Dpy) — PP Dgs)e”

17
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s

—/(AvR (t) + ip(Dsr (1) + Dys (1) — P Asg ()Tt

0
1

+/(/\ Aar (B) +ip(Lsr (1) + X Aas (B)) — P Ags (t))eiptdt

s
1 s

‘I’//(AR (S,t) +ip<ARS (S,t)— ARS (t,6)) — ,02 AS (€,t))€ip(s+t)d6dt }
s 0
+e T (=X Ay Hip(A Aas — Dpy) — P2 Dps)e™ 4+ 2ipA Aags

+/<’\ Dar (£) +1p(A Bas ()F Agr (1) + p* Dgs (1))e™dt

0
s

+ / (Byr (1) +ip(Dys (£)— Lsr (1) + 9 Ass ()N dt

0
1

+/(/\ Bar (t) +ip(Lsr (t) — A Das (8)) + p? Lgs (t))e™"'dt

0
1 s

—l—//(AR (t,e) +ip(Aps (5,t)— Ars (t,€)) + p? Ag (t,€))eEDdedt}
s 0
+€ip(s_m){(—)\ JA +Z.p(A,3»Y —A Aag) — p2 Agg)e“’ — 2ip Aag

jL/(A Dar (1) +1p(Dpr () = A Bas (1) + p* Dgs (t))e™"dl

0
s

+/(A7R (t) +ip(2sr ()= Das (1) + 97 Ass (1))e?Vdt

(A Bar (1) + ip(X Bas ()= Bar (1) + 0 Bas (1)e™dt

o o
—_

+O/O/(AR (t,e) —ip(Lrs (e,8)+ Ags (t,€)) + p? As (t,2))e ) dedt}]

Etsixz <s:

G (r,8,0) = ai(s)e™ + ay(s)e™ = (bi(s) + %)em + (ba(5) — ——

= bl(S)e—zpm + bQ(S)ezpa: + 2_(6'Lp(s—z) o ezp(z_s))
p

Ce qui donne :

1
G (zr,s,\)=

2p A (N)

[eip(x—i-s){ (A Doy —ip(\ Das + Dgy) — p? Aﬁé)e_ip

18
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s

—/(AvR (t) +ip(Asr (1)+ Dyg (1)) — p* Asg (t))e D dt

0
1

+/()‘ Dar (1) = ip(A Bas (1) + Dpr (1) = p* Aps (1)) dt

s
1 s

+//(AR <€,t) —|—ip<ARS (t,&?)— ARs (€,t)) — p2 Ag (57t))€—ip(5+t)d€dt }

s 0
+6*ip(w+8){ ()\ Doy —l—ip()\ Aps + Aﬁ’Y) _ p2 Aﬁg)@ip
_/<A7R (t) —i—ip(AgR (t)—i— Ays (t)) _ P2 Ass (t))eip(t+1)dt

0
1

+ / (A Dar () +ip(Agr (£) + X Das (1) — p? Dps (t))etdt

S

+/O/(AR <€,t) —I—ip(ARS (é,t)— ARs (t,€)) — p2 Ag (57t))€ip(€+t)dgdt }

HeP T (2 Dy +ip(Dgy =X Das) — 07 Dgs)e® — 2ipA Aas
1
_/(A Bar (1) +ip(A Aas ()= Bgr () + p* Ags (1))edt

s
1

(Mg (8) +ip(Aqys (B)— Asr (1) + p* Dss (B))eDdt

+ [ (B4R (8) +ip(Lsr ()= Dys (1) + p% Nss (t))eip(l_t)dt

|
L O— v~

1
+ / / (Br (2.8) — ip(Apg (12)— Ans (2,8)) + 52 g (2,1))edzd )
0 s
+e =L (=X Ay +ip(A Das — Bpy) — p? Dps)e™ + 2ip Ays
1
_/()‘ Aar (1) +ip(Lpr (1) + X Aas (1) + p* Dgs (t))e P dt

(Br (8) + ip(Bar ()= Do (1)) + p* Bas (1)) 0Dt

+ [ (Ar (1) +ip(Dys ()= Dsg (1) + p* Dss (1))ePDdt

}
/
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—i—o//(AR (e,t) +ip(Aps (t,€)+ Ars (g,1)) + p? Ag (g,1))e ) dedt }

S
Donc on a le théoréme

Théoréme 2.1.1 Soit A € C tel que A (X) # 0, alors le probléme (2.1) admet une fonction de

Green unique donnée par :

. 1=1;s1 r>s
ol :

1 =2 ;81 T <s
avec :

1. , |
p(x,s,A) = %[ew(”"“){ (A Bay —ip(X Das + Lgy) = p* Dps)e™™

S

_/(AwR (t) — ip(Dsr (0)+ Bys () — p* Dss (t))e—ip(t+1)dt

0
1

Jr/<A Nar (1) = ip(X Aas ()+ Dpr (1) — p? Dps ())e "dt

S

—i—/O/(AR (e,8) +ip(ARs (t,€)— Ars (5,1)) — p? Ag (,1))e ) dedt }

+€_ip(m+s){ ()\ Agry +ip()\ Nos + Ag’y) — p2 Aﬁg)eip

s

_/(AVR (t) +ip(Asr (1) + Dys (1) — P Asg ()Tt

0
1

+/(/\ Aar (1) Fip(Dsr (1) + X Aas (1) — p? Aps (t))etdt

S

1 s
+//(AR (e,t) +ip(Ans (5,t)= Ags (t,€)) = p* As (g, 1))t dedt }
s 0
(2.12)
Ainsi que :
1 . )
o1(x .5, A) = [ (=X Aoy +ip(A Das — Bpy) — P Dps)e

2p

s

+2ipA Dap + / (A Bar () +ip(A das ()+ Dsr (1) + p* Aps (1))e'di
0
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S

—l—/(AvR (t) + Z'p(AWS (t)— Ask (t)) 4 p2 Ass (t))eip(t—l)dt
_/()‘ Aar (1) +ip(Agr (1) — X Aus (8)) + p* Ags (t))ePtdt

—i—//(AR (t,e) +ip(Ags (e,t)— Ars (t,€)) + p? Ag (t,€))e?EDdedt }

P (=X Doy Hip(Dpy =N Bas) = P Bs)e? = 2ipA Aag

S

jL/(A Dar () +ip(Lpr (1) = A Bas (1)) + p* Dpg (t))e™ 7 dt

0
s

+/(A7R () +ip(Bsr ()= Ays (1) + p* Lss (1))t

0
1

- / (A Bar (1) +ip(A Bas ()= Apr (1)) + p* Ags ()" dt

0

—i—//(AR (t,e) —ip(Ags (g,8)+ Ags (t,€)) + p? Ag (t,€))et ) dedt }]

(2.13)

Et

1. , .
ooz ,5,A) = %[6”’(“8){ (=X Doy +ip(Dpy =X Das) — p° Dps)e™”

—2ip\ Aos —/()\ AaR (t ) + Z,O()\ Nas (t )— AgRr (t)) + p2 Ags (Zf))eiptdt

s

(A R (t) +ip(2ys ()= Bsr (1) +p* Ass (1)) Vdt

—

+ ) +ip(Asp ()= Ays (1) + p? Ass (t))e?IDdt

\H

0
+ / / Br (e,1) — ip(Drs () + drs (,0)) + 97 Bs (&,1))ededt }
0 s

eI (=X Ay Fip(A Bas — Dpy) + 97 Dps)e™ + 2ip Dy
1

_/()\ Dar (1) +ip(Dpr (1) = A Das (1) + p* Dps (t))e”'dt

s
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(Byr (8) +ip(Lsr ()= Doys (8) + p* Asg (1) Ddt

v

*/ )+ iplBas (F)= Bsr (1)) + 0 ss (1))t

—l—o//(AR (e,t) +ip(Aps (t,€)+ Ars (g,1)) + p? Ag (g,1))et ) dedt }

S

(2.14)

La résolvante de ( 2.1) est donnée par :

R\, Loo)h = —/G (., s, \)h(s)ds (2.15)

0
D’ou :
1

HR(/\ aLOO)hHLOO(O A Sup0§wﬁl/ |G ( » S 7)‘)| * |h(8)|d8

0
1

< Supmq/ G (@5, N)|ds | 1]
© 1)

0

1
1
= — N A h(s)|d
|A<A>|S“p°§””§0/' (&5 )] x [h(s)] ds

D’autre part de ( 2.12) on a :

e—acIm(p)
oz, s, A)| < o { (pP [20s] + [oI* (1885 + [ 8ay]) + |p] |85, et 1m0
1 2
+——(pI* llass|l + |pl ([asr|| + [[a~s]]) + A4 r]) (e™0) — (=) )
Iml(p)(l "Nl assl + 1ol ([2srll + | a4s]) + [[24z])( )
(P 12as] + o2 (1ass] + | darl) + o] |25l (et 1m0) — 1
Im(? [ 2as]] (lassll + [[2arll) + |ol [125r])( )
o (182l + 21l [[ansl] + |6l [ 5])(1 — =m0 () — st}
(Im(p))?
zIm(p) 5 ;
1 2
T A A A A (s—=1)Im(p) _ ,—Im(p)
+Im(p)(|/)l [2ss]l + |l (lasrll + [[24s]) + a4l (e e )
1 5 )
+ —(p” [|aas]l + |pI” (|2ss|| + || 2arll) + 2] |28R 1 — e(s—1)Im(p)
Im(p)( [2as]l + [ol” ([ 2ss]| + |2arl) + |ol 1258 )

22



CHAPITRE 2. PROBLEME AUX LIMITES POUR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
DU SECOND ORDRE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES NON LOCALES DANS £*(0 ,1)

1
s (10°| |as] + 2ol | 8Rs| + [[a&[) (5D —1)(ems0) — 1)}
(Im(p))?
(2.16)
Et d’apres ( 2.13) on a :
1
1015 WIS e O (o |osl + I (15 + B + o] 331209
1
+2]p|” \Aaﬁ\eﬂm”“rw(\p\ 1aas] + 1o* (1aps] + | 2arll) + ol 1 25z])
(1 — 2¢21m(0) - elom1)Imlp ))+ Im(p )(\p\ [2ss]l + ol (1asrl + [[24s]) + [|24&]])
1
() — e Ime)y 4 ————(|p|* | as]| +2|p| l|ars| + [|Ag[) (€™ — 1)
(Tm(p))?
(esPe) — 1)}
1 T 3 —sIm(
+2| |6( D@L (1o [Aas| + [0 (| Aay| + [Aps]) + |p] [As,])e1m(0)
—s)Im —1 3 2
+2p]* [Aag] 7! (”)+m(!p! [2asll + |pI” (1 2ssll + |2arll) + |ol [|25r)
(gslm(p) — 2¢(1=8)Im(p) 4 (1-2s) Im(p))
—1
+m(|pl [assll + |pl ([8srll + 1 245]) + |85l (€M@ — 1)
1 2
o (|l +2[p| [[ars|l + |p” |as])(1 — e @) () — 1)}
(Im(p))?
(2.17)
Et dautre part de (2.14) on a :
o2l 15 N < gl Lol 1Basl + 1ol (8551 + 80 ]) + |l 185,00
1
3 sIm 3 2
+2|pl” | Bas] [e°! (”)HT(!/)! [2asll + |pI™ (1 2sll + |2arll) + |ol [|25&)
1
(1 — elsmDimle ))+I 0 >(|P| [2ss]l + ol (1ays]l + [[2srl) + |a4el)
(M) — elsmIme)) ( (p)) ——=5(Ip[*llasll + 2ol [2rs] + |2l
(1— e(s=1)Im(p ))(1 — e (p)) }
zIm 3 2
+e L ((p]” [Aas| + 10]” (|85
+|A%v|)+ [0 [85,]) e =)@ 12 p] [ Ays| €722
+——(IpI” [ 2asll + IoI* (1 2ss]l + [ 2arll) + [0l |2s5])(ed= 1m0 — 1)
Im(p) ’ ’
+———(p|" N assll + ol (12srll + | a4s]) + || a4 (et mp) — e Imlp)
Im@ * Nl assll + ol (1asell + lays]) + Azl (el )
+——=(Ip|* |85l + 21p| |aRs| + ARl (e™E) = 1)(e=1m(e) — ¢~ Im(e))}
(Im(p))?
(2.18)
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2.2 Estimation du numérateur de la fonction de Green
dans L>(0,1) :

En intégrant la formule (2.16) et on obtient :

1

Wl d e~ 1m(p) 3 ) 1 — eIm(p)
< AV A Nq A —_—
[ 16t s N ds < G sl + 16 (0551 180l)+ 01105 ) ()
0
—1 ) em(p) _ 1 .
< (lp" [|ass| + ol (| 25rll + 1 85s]) + |ayrI) (—rm— — &™)
gy Vs Nl + o) = =
+o—s (Il [[as] + 2 [pl [ A s + [[ar[) (1 + ™) +2( )}
(Im(p))? Im(p)
1o sl + 101 (3551 + 18 + ol 185, D o
(11 [2as] + 10 (885] + [Aar]) + o] | 885 ) (o
2[p| 0 ! PV —Tm(p)
- (Io* assl + 1ol (lasall + l[ays]) + | 84&1)(1 elm(p)_l)
+——p 5S P SR s R A
Im(p) ! ! Im(p)
ol sl + 0P (18551+ 1al) + o] 1) (Pomrrt = o)
— P as P S aR RIN—F 75—
Im(p) g ’ Im(,OI) (o)
1 2 1 — ™2
s (ol 1as] + 21pl l[arsll + 2RI + €™ + 2(————))}
(m(p)? fn(p)
Et comme la fonction 2 +— e~7™() est croissante sur I'intervalle [0 , 1], est que la fonction
x — e@=D () est décroissante sur le méme intervalle, on a : supyc,<, e~ ") = ¢~ m)

et supyc,<q eI = =M Ainsi on a :

~Im(p)

e

1
Supg<,<1 [ |0 (2,5, )] ds < {pl* 12asl + o1 (|25s] + [8as]) + |0l |26,1)
0

2]p|
1 — elm(p) _ )
TGy T ey P 1888l + Il (ldarll 25D 4241
(1—- elm(p)> + ﬁﬂplg | Aasll + |p|2 (l2gsll + 1Aarll) + |l 1258])
(1= em0) 4 2 (ol ]l + 21l | Al + 8l (1 + em0 + 2Ly
(Im(p))? Tm(p)

(2.19)

De méme d’apres (2.17) on a :

x o N , )
/|901(w 85 Al ds < 5rne L (ol [Bas] + 1ol (188] + 8as]) + o] [254])
0

62 Im(p) _ 6(2_$) Im(p)

Im(p)

elm(p) _ o(1—2)Im(p)
Im(p)

24
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5 (ol [8asll + 1o (85 + 1 2arll) + ol 1 25r])

( )
( (1—z)Im(p) _ 2(61m(p) — @(171) Im(P)) — 1+ ef:va(p)

] Im(p)

— 2 —I)1lm
iy 1P 100514 1o 18501+ 118551 + o) e m00
€2Im(P) — 6(27$)Im(9)) ]_ (| |2 || || 2| | H || || ||)
+ pI”l1Asll +2|pl [[Arsll + l|AR
Im(f’l)() . )(Iln(ﬂ()P))2
(emle) — 1)(6 e " re(l-2)m(p))
Im(p)

«Im(p)

l1—ce 3
(01 [Basl + 1 (1800 + [Ags]) + o] [85y ) (=) +2 oI |Bas]
Y B By —Im(p) B

(G Lo [ sasl + 1ol (sl + [ er])
+ Pl Aas|| + P Aggl|| + ||Aar
Im(p) Im(p) 7
1 — 2¢lm(p) _ gzlm(p) 4 %e(Hx) Im(p) 4 %e(lﬂs) Im(p)
JAN
(101 N5l + 1ol (1352 + | m [l iy
+——(pI" | assll + |pl (12sr]l + [|24s]) + [ A4r Lo perm
Im(p) ! ! ~Im(p) "

1 ) 1 — erImp
+——(lagl + 2ol | 2rs|| + |pI” || 2s]]) (we? ™) 4 ———)
(Im(p))? Im(p)

(e — 1)}
Comme les fonctions :

2Im(p) _ ,(2-2) Im(p) Im(p) _ o(1-2)Im(p)

€T — s €T —
Im(p) Im(p)
Im 1—z)Im —xIm
s pelin) () 2(em(p) — (I=2)Imlp)y _ 1 4 ¢ (p)
Im(p)
2Im 2—z) Im
e _ € () _ p(2-2)Im(p)
Im(p)
Im 1—z)Im
b (1 () _ o(1-2)Im(p) peli-o) )
Im(p)

1 — e=Im(p) e@+1)Im(p) _ oIm(p)

r =, T
—Im(p) Im(p)

1 — 2etm(p) _ prlm(p) 4 3,(1+x)Im(p) 4 1,(1—=)Im(p)

T — 2 2
—Im(p)
xIm
T Sl e
—Im(p)
1 — pxIm(p)

o (™) 1) (re” ™) 4

()

Sont croissantes sur I'intervalle [0 , 1] , on obtient :

1
517¢ Lol [Basl + 1o (1265] + [8ar )

supogx§1f|901 (z,5,\)]ds < 21|
0

25



CHAPITRE 2.

e2Im(e) _ | 5 2m) 1 1
1ol 1853 ) () + 21l | A ( )+
71N () T m(p) T Im(p

32Im(p) _ oIm(p) _ % + ¢~ Im(p)

)(|p|3 [2as]]

2
+1ol” (2ssll + 1 2arl) + lol [|asl)(1 -

)

Im(p)
+———(pl* lassl + |o| (lasel + 1 aqys]) + [|la ||)((€Im(p)—‘1)2)
Im (’0) g ° P oR 7S vR Im(p)

+ﬁ(|p| lasll +21p| |ars] + ||Ag|)(e™®) —1)%}

(2.20)

De méme (2.18) :
1

1
/ a5 Nl ds < 5 e ™ol [Basl + 1o (5501 + [ 80nl) + o] 55,

* (=2 Tm(p)

-1 5 e(2—z)Im(p) _ oIm(p) -1 3
() + 210" [Bas| ( )+ (ol |2asll
Im(p) Im(p) Im(p)
e(1=2)Im(p) _ 1

— (1 — z)e(t=2)1m(p)
e(1=2)Im(p) _ 7
Im(p)

()7 ( IE (o lasll +21pl |ars| + Azl
p(1-2)Im(p) _ 1

2
+ 1l (HABSH +l2arl) + 1ol [[25r[(

Im(p)

—(lol" HAasH+|,0|(HA75H+HA5RH)+ 145=11)(

I()

—(1 = 2)e®m 0 4 s

(1= 2)elt-nmmi — 2 T (p) )(L =)+ (ol | 2as| + oI (1835]

2Im(p) _ o(1+z)Im(p) ) elm(p) _ cxlm(p)
A

( )(\p\ 18asll + lol” (1251l + laarl) + |l 18zll)

e

+|Aa7|> + ol [y [)(

2Im(p) _ p(1+a)Im(p)

] Im(p)
ey (0 1851+ 101 (124 + 118551) + 1858 (1 2)e®

Im
e2Im(p) _ o(1+z)Im(p) 1
) + >
(Im(p))
eIm(p) — et Im(p)

Im(p)
elm(p) _ — (1 — z)exm(p)
(0 = (g = (L= )0}

(( ) (142) Im(p

2
(Il l2sl + 2ol |ars]l + [|2arl)
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Et comme les fonctions :

(2-2)Im(p) _ Im(p)

e(l-a)Im(p) _

) :L‘ =
Im(p) Im(p)
(1—2) Tm(p) _
A (1 — z)el=2)m()
Im(p)
1—2)Im
ez -1 (1 )e@==) 1m0
Im(p)

e(1=2)Im(p) _ q

Im(p)
elm(p) _ oz lIm(p)

_ (1—z)Im(p) __ _ o~ Im(p)
(1 —x)e e )

c2Im(p) _ p(1+a)Im(p)

Xr —

Im(p) ’ Im(p)
(1 = z)etro i) e?tml) — et+o) Im(p))
Im(p)
(L — )eind o2Im(p) _ ,(1+2) Im(p)
Im(p)
Im(p) _ ozIm(p)

Im(p) € € zIm(p)
e 1 —(1—=x)e
( gy~ A= 2™

Sont des fonctions décroissantes sur l'intervalle [0 , 1] , alors:

1
1
SupOSwSI/’(PQ(x o5 A ds < orem MO{(pf [ Bas| + 1o (18551 + [Bar )

2Im(p) _

1ol LoD e

-1

T Tm(p)

)+ 2ol |2asl (

3 2
(ol N 2asll + [ol” ([ags]l + 1 2arll) + lol |2z

2|p|

e21Im(p) _ oIm(p) Im(p) _ 1

(elm(p) _ 1)2
— Im(p)

)

—1 9
+e——(lp[" | Assll + ol (1 ays]l + [[2srl]) + [|a42])

Im(p)

(elm(p) o 1)2 . 1 )
) 1] e2imlp) A 9
g e )+ Gl 185+ 216l sl
(elmp — 1>2 —Im(p)
+ [lagll) Tm(p) e )}
On a:

ou :

N (x,s,t)=wplx,s,t)+¢; (r,s,t)

1=1:;8 z>s

1=2 ;51 <S8

27
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Alors :

sup |N x,s,t)dlds < sup [ |p(z,s,t)|ds+ sup /|902 (x,s,t)]ds

0§m<1 0<:13<1 0<z<1

D’apres (2.19) (2.20) et(2.21), on a :
Pour z > s, i = 1 donc:

1

0<z<1 0<z<1

0

0<z<1
D’ou :
1
Supsqq/'N T8 0)lds < ors 21| e~ mOL(|p> | Aas| + |pI” (|8s]

(e Im(p) 4 3)(elm(p) —1) e2Im(p) _ 1
: +21pf* | Aas| (o
m(p) Im(p)

3 2
(ol l[2asll + oI” ([2ss]l + [[aarll) + lol |asz])

)

+]2ay]) + ol [25y])

i
Im(p)

32Im(p) _ oIm(p) _ 3 —Im(p)
(2_€Im(p)_ e e 5 te

Im(p)
+pl ([asrll +[[ass]) + [|ayrI) (L — e™@)(

)+ gy U 55

+1)

elm(p) _ 1
Im(p)

1
+ s (Ip* |85 ]| + 21pl [ aRs| + | A-I) (™ + 3+ 4(

(Tm(p))

Pour z < s, i = 2 donc:
1

1 — eIm(p)

tm(p)

1
PHP0<ec / N{w s t)ds < ge” )£ (| | Ans] + 101 (|A58] + | 2ar])

em) 1 3)(emln) — 1 e2Im(p) _ oIm(p)
T ) 9 o s (-

m(p) m(p)
elm(p) _ 1

—1 3 2
A AV A Aq
1258 () + gy 11 1801+ 1o (12511 -+ el + 1o

+|p| |2s4]) ) +2]p|

Im(p) _

Janl(1 = )t 1) +

+llasall) + layr)(1 — e

__1 9
——(|p|" |2ss|| + |p| (|| as]
Im(p)(’ " Mlassll + lel (Ilaqysl

Im(p) _ 1
Im(p)
1
+———(Ipf* lasl + 2ol |ars]l + [|2&])(

(Im(p))

(1 — M)y 12 4 2}

124 elm)

(elm(ﬂ) 124 e Im(ﬂ))
—Im(p)

Alors on obtient facilement pour x > s et z < s :
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—1
Py / N s.t)]ds € s e O (ol [Ss] + o (1254

(Tm(p)) [p]
+[8ar]) + o] 186,1) (€9 + 3)(1 — €™ @) + |pl” | Aap] (1 — ™ @) + |pl” | Al

m m m 2
(@) — e2m@)) 4 || |8n5] (1 = ™) + (|pf* | Basll + oI (2ps + |8ar])
p)_i_%l_i_%e—lm(P)

ol 1Bl (& — elmis) _ 4E = e )+ (o
+ 1ol 12srID(E — eme) — +(|p
BRI 2 Im(p)
Im(p) _ 1 1= 3
A A A A m _ -~ _ 2
[2ssll + |pl (1aysll + [[2srll) + [ avrll)(e ) Im(p) 2
1 (elm(p) _2+€—Im(p))
_lemp)y 4 = (1,2 2 A A
le )+Im(p)(|p| [as]l+2]pl |arsl + [1ARID( 2Tm(p)

(1 _ elm(p)) _ g — eIm(p) _ %eﬂm(p))}
(2.22)

D’autre part on a :

IR (N, L) < sup /|Na: s, 0)|ds ol : A= p

0<z<1

o J
Et comme p € 5, alors |arg(p)| < 5 ce qui fait : —sin(arg(p)) > —sin(ﬁ)
2 4]
ainsi (—Im(p)) > — |p| sin(é).ﬁnalement de (2.22), on obtient :

1
IR (A, Loo) || < e OLA(|pl* | Aas| + 0" (1855] + | 2ar])

0 2
—(sin(z)) [4 (p?)] ol
3 m 3 m

+ 1ol [85,) (1 = ™)) 4 2]p [Aagp] (1 = €™O)) 4[] [ D] (1 — ™)
+p| |846] (1= €™@) + (| || aasll + [o” (| 2sll + | 2arll) + o] 145zl
+2(|PJL2 [2ssll + ol (sl + [[2srl]) + [[Avell)

2

A 2 A A
_Im(p)(|f0| [As|l+ 2ol [[ARs]| + ARl }

D’ou:
4€—Im(p) 3
IR (A, Loo)|| < 3 APl (18as] + [2as] + [ 2asl)
—(sin(z)) [& (0*)] el

2
+ 1ol (1Aps] + Aoy | + HAasH + ||AaR||1+ [ass])) + ol (8| + [Aq5] + [[Asa]
2
Ayl +1lasall) + a4zl + —————7—(p[ 2sll + 2 o] | 2&s]

~ ol sin(3))
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(p)
+arl)} <
o
(2.23)
Ou:
F (p) = 3 {Upl" (Jaas| + [Aag| + | 2as) + |ol” (|2 ss]
(—Sm(g))lﬁ (Pl Ipl
+|Aaq] + |2ss] + [ Aarll +1HA55H) + ol (186, + [2qs] + (| 8gr] + [[Aqs]
+ | asrll + [ Ayrl) + —5(|p|2 las]l+21pl |ars| + AR}
ol (~sin(2))
(2.24)

2.3 Estimation du déterminant caractéristique de la fonc-

tion de Green :

On suppose que le coefficients o; , 3, ,7;, ,0;, € C ouni =1, 2
et les fonctions S;, R; € C'([0,1], C), i = 1,2, d’aprés (2.11) on a :

A (N) = €P[ip® Nos +0*(Dps + Doy + Das (1)) +ip(Lss (0)— Ap,y
— Dgs ()= Bar (1))+ 845 (0)= Lgr (1)— sk (0)+ As (1,0)
2 (8 (0)= s (0. 1)= Bas (1.0)) = (82 (0,1) + ¥(p)]

(2.25)

Ou :

W(p) = 207 [ip(A Aug + Bog + bas (0)— Ags (1)) + %(MR (1) = A Bun
(0)— Ars (0,0)— Ags (1,1)] + e 2P[—p? Ags +ip(A Das — Dpy + Dss (0)
- IA/&S (1)) = A Bay —=A Bas (1)= Ays (0)+ Asr (1)+ faR (0)— 25 (1,0)
+ﬁ()\ Aar (1)= Ayg (0)+ Agrs (0,1)+ Ags (1,0)) — 7 Ag (1,0))]

1
1 .

Jrﬁ[/(A Dor () +ip(N Bogr ()= Dap (£)) + p? Bgg (t))e#EVat
|0

—l—/()\ AR (t ) + ip(AﬂR’ (t ) — A A,g (t )) + p2 ABS’ (t ))e—ip(t+1)dt

0
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(B () +ip(Dyg ()= Doy (1)) + 9% B5g (t))e Dt
(Ayr () +ip(Bsp (B)= Dy (£)) + 0 Asg (8))e™dt]

(AR/R (O,t ) — ip(AR/S (O,t )—I— ARS' (t 70)) — P2 AS'S (1,t ))e—z‘p(t-i-l)dt

(Dpp (Lt)+ip(dps (Lt )+ Dpg (t,1) = p* Agg (t, 1)) dt

(AR/R (t 71) +Z"0<AR,S (t ,1)+ ARS’ (]_’t )) — p2 AS/S (1 ,t ))efiptdt

/
/
/
+;H!umRa:m—wmARs@ 0+ B (0.8))+ p* Agg (¢ ,0))ei D
/
/
/

/(AR' (e, t)+ip(apy (t,e)+ Apg (e,t))+p* Ag (g,1))
00
et de dt]

Donc
@ (p)] < 2™ Op* [Aag| + o] (| 2q6] + 255 (0)] + |Dar (0)] + [Ass (1)])
+=(180r (D] + [Ars (0, 0) + |ars (1, DD] + 2O [|p [aqs] + |pf
([2gs| + [Bay| + 8as (D)]) + |pl (254 + 255 (0)] + |1Aﬁs (D] + [2ar (1))
+ 1245 (0)] +[Asr ()] + A5k (0)] 4+ [as (1, 0)] + H(Mm (0)] +[2ars (0, 1)]

+|ARS<1,OM>+]§F|AR<1,OMM

L LoP Ios 1+ 162 e -1,
plP gl + 1o —
. s (o)
¢21m(p) _ olm()
(ol g+ 1o )+ 1ol [ ) o
2Im(p) __ ,Im(p)
9 e el
(o 1855 |+ 1ol (] i 7
m(p) _
2
HP Nl + 161 gl + 18,1 + 0,

2Im(p) _ pIm(p)
Im(p)

)

2
ol lag sl + 1ol (1ag sl +1[ags 1) + 1127 -l
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1 elm( -1
+—3[(lol* gl + ol (185l + 118 ) + 125 &) (H—57)

|| Im(p)
(1 ’2H |+ [pl (]l |+ 1] 1)+ H)(eﬂm(p) €m())
+Up 1|Lggll T 1Pl ULRgl + | AR ) + ||Ap
s's R'S RS R'R Im(p)
)

Im()_l
2 (&

Agr JANSY A / AN, _
+(ol lagsll + 1ol (lag sl + 1ags 1) + 125 £ID( )

elm(p) _ 1
)?]

+(lol* lagll+ 1ol (1o ps | + 1 s ) + 185 N (——=—
S RS R'S R Im(p)

Alors
2
[W(p)| < ﬁ[lpl3 |8ag| + |pl (|245] + [2ss (0)] + [Aar (0)]
" (= Sin(§))

+2gs (D)]) + |—;|(!Am (Wl +1ars (0, 0)[ +[2rs (1, DI+ 1

.0
I (sin(5))?
16F sl + 1617 (18551 + 18] + [ (D]) + lol (18351 + 55 (O] + |85 (1)

180 (0 + 18,5 (O] + 80 (D] + |50 (0)] + |a5 (1. O]+ (18,2 (0)
1Bps (0, 1)+ |bns (1, o>|>+ﬁ|AR< L 0)))]
b (1o 20 + 1o )

o1 (—sin(3))

(L= ™)+ (lpl* |85 | + ol ([| 2,5 )(1 — e2im))

HUoF sl + 161 18 sl + 1805 1) + 1)1 = 20)
(ol 5511+ ol (12 sl + N2ms ) + 8l (1 = )
ol (=sin(3))
1 2 -
(ol g 1ol (18 |+ Nawesl) + 14 (™ — 1)
ol sin(3))?
(2.26)

Distinguons maintenant différents cas.
Cas ]. -Supposons que Aqs7 0, d’aprés (2.25) nous avons pour |p| suffisamment grand :
1
A (A)| > |p|* e ™[ Aasl = T 1855 + Bay + Bas (1)]

1d

— 3 865 (0)— Ay — Aps (1)— Aar (1)]

p !
!p!

3 1845 (0)= Apr (1)= Asr (0)+ A5 (1,0)]
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Ak (0= Brs (0,1)— Ans (1,0)] — = |8k (0,1 — L [w(0)]
9| Pl Pl

Et d’apres (2.26), nous déduisons que pour p € Y 5 .[p| > 7, > 0, on a:

2
C (’I“o
() < £
ol
Alors on obtient :
1
|8 (V)] > |p® e O] a 4] — ol |Ags + Doy + Las (1)]

_# |A5S (O)— Apy — Dgs (1)_ AoR (1)|
_# 185 (0)— Agr (1)— dsr (0)+ Ag (1,0)]

A n (0= s (0.1)= B (1,0)] = 4 g (0, 1) - EL0)
o] ] p]

Nous pouvons donc choisir 7o > 0, tel que :

1 1
P |8ps + Dary + Das (1)] + - |8ss (0)— Ay — Dps (1)— Aar (1)]
0 0

+7a—13 845 (0)= 5 (1)= Asr (0)+ A5 (1, 0)]

! 1 C (o) _ [Aasl
2 8n (0)= Bas (0,1)= Brs (1,0)]+ —[ar (0, )]+ — 1 < =

0 0 a

Alors, pour p € 25 ,|p| = ro > 0, nous obtenons :
2
—Im Aus
N - : )
D’ou :
Aas| —
18 ]2 o 12l (2.27)

D’aprés (2.24) nous avons démontré que |p| F' (p) reste bornée dans le sécteur
> pour |p| suffisamment grand, d’ou :
2

IR (L)) < Do)
p|

cas 2 . Supposons que :Aas=0 et |Ags + Doy + Das (1)] # 0,

33



CHAPITRE 2.

D’apres (2.25)nous avons pour |p| suffisamment grand :

A 1<A>r > [p)? e O [|Ags + Aoy + Aas (1)]
—m ’A(SS (0)— Aﬁ,y — Ags (1)— AaRr (1)’

1
TE |Ays (0)— Agr (1)— Asr (0)+ Ag (1,0)]

1 1

AR (0)= s (0. 1)— Ars (1,0)] — — |8k (0,1)] — —5 ()]
p| p|

I

D’aprés (2.26) nous déduisons que pour p € ) 5 , [p| > 7, >0, 0on a:
2

W(p)| < Ci(ro)

Alors :
1
& (M| = 1o e ™O]|Ags + Aoy + Aas (1)] = 1865 (0)= By = Bps (1) = Lar (1)]
0
1
3 |84s (0)= Agr (1)— Asr (0)+ As (1,0)]
1 1 Cl('f’o)
A (0)= Ags (0, 1)= Ags (1,0)] = = |ag (0, 1) - =52
0 0 0
Nous pouvons choisir rg > 0 tel que :
1
o 855 (0)— Bpy — Bps (1)— Bar (1)
1
+7"_(2) |Ays (0)— Agr (1)— Asr (0)+ Ag (1,0)]
01(7”0)

1 1
+_3‘A’yR (O)— ARs (0,1)— ARs (1,0)|+—4’AR <0,1)|+ 5
o o o

< 5|85 + Doy + Las (1)]

N | —

Alors pour p € )5, |p| > 7o > 0, nous obtenons :

2
A A Nas (1) _
2 )] 2 | 122 Bt Bas ()] - (229
Finalemenent d’aprés (2.24), on a :
8 1
F(p) < 5 U(Basl + [l 2as]l) + (126l
885 + Doy + Das (1)] (= sin())

2
1

o]+ 8ssll + 1 2arll + [[2ss]]) + 5 (|86 + [2q6] + [ 255
0
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1 A 211A
+ | 8qsll + 1 Asell) + | Aqrl) + L 5”-+ ” fs”
) s o
(=sin(3))

||AR||

—1 )} = (o)

Ainsi nous avons démontré que I’ (p) reste bornée dans le sécteur ) s
2
, pour |p|suffisamment grand, d’ou :
Fi(p)

R (X, L) <
ol

caS 3 . Supposons que :Aq5=Aq3=0g5=0ay= 0, Aqs= 0 et
865 (0)= Bpy — Bps (1)— dar (1)] #0,

D’apres (2.25) nous avons pour |p| suffisamment grand :
A 1()\)! > |pl e 0| 25s (0)— By — Bps (1)= bar (1)
RE 845 (0)= Agr (1)— Asr (0)+ A (1,0)]
1 1
— 31898 (0)= 8Rs (0,1)= Ars (1,0)| = —5 [ar (0, 1) = — ¥ (p)[]
o] o] o]
D’apreés (2.26) nous déduisons que pour p € Y 5. |p| > 7, >0, on a:
2
Ca(ro)

[W(p)| < "

Alors, nous avons :
|8 (V)] > [ple” ™55 (0)— Agy — Dps (1)— Aar (1)
1
= 1895 (0)= Ar (1) Asr (0)+ A5 (1,0)]
0

1 1
—T—2|AvR (0)— Ars (0,1)— Ags <1’0)|_T_3|AR 0,1)] - —5~]

Nous pouvons choisir g > 0 tel que :
1 1
o 1295 (0)= Agr ()= 2ok (0)+ As (1, 0)] + 75 |8 (0)= Ars (0, 1)= Ars (1, 0)]
0
& ( 0)

1
—I——3 AR (0,1)|+ ——=] < B |85s (0)— Lgy — Dgs (1)— Aar (1)]
Alors pour p € > g ] p| > 7o > 0, nous obtenons :

8 ) 3 oy 200 2 = 85 (D Bon ()] 1ot (2.20)
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D’apres (2.24), on a :
8

F(p) < 5 {Ul2ssl + | 2arl
865 (0)= By = Bps (1)= Aar (1] (=sin(5))

1
+lassll) + T—O(’AM +185s] + 1 2prll + a4l + 1 25z]) + [ 24z
1 2[|agsll | lAg]l
——5lasll+ ===+ ==7)} = (o)

(=sin(3)) v

+

Ainsi nous avons démontré que I’ (p) reste bornée dans le sécteur ) s

2
, pour |p| suffisamment grand, d’ou :

IR (L) < 2202

1

caS 4 . Supposons que Nas=0ap=0p5=Nay=0p8,= 0, Ans=Ass
=NAps=A0ar= 0 et |A75 (O)— AgR (1)— AsR (0)+ Ag (1 , 0)| # 0.

D’apres (2.25) nous avons pour |p| suffisamment grand :
A 1()\)! > e 0| ays (0)= bR (1)— Asr (0)1+ Ag (1,0)]
57125 00 0rs (0.1~ 25 (1,0)] = 5180 (0. 1) = [¥(o)]
D’aprés (2.26) nous déduisons que pour p € Y 5 , |p| > 7, >0, on’a :
2
03(7“0)
W(p)l < 7

Alors, nous avons :

& (M| = e |a,s (0)= Apr (1)— s (0)+ As (1,0)]

1 1 Cs(r
L an (0= ans (0,1)= drs (1,0)] =~ Jar (0, 1)) — 0
To To To

Nous pouvons choisir g > 0 tel que :

1 1
7”_ |A7R (0)— ARs (O ,1)— ARs (1 ,0)| + ﬁ |AR (O ,1)| —03(7“0) <
0 0

%lms (0)= 8k (1)= Bor (0)+ s (1,0)]

Alors, pour p € > 5 , |p| > 7 > 0, nous obtenons :
2

845 (0)= 85r (1) = 8sr (0)+ 85 (1,0)] 1)

OVE :

(2.30)
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D’apres (2.24), on a :

F(p) < : .
805 (0 &pn (1= 255 (0)+ &5 (1,0)] (~sin(2)
sl + 1851+ 185ml) + 137l + ———(lag] + 21288l

(~sin(2)

—i—”f?”)} = F3(ro)

0
Ainsi nous avons démontré que F'(p) reste bornée dans le sécteur ) s

2

, pour |p| suffisamment grand, d’ou :

IR (L) < 222

14

casS 5 . Supposons que (Nas=Dap=D0p5=0y5=Day=03,=0,
Aas=A055=NA3s=AR=ABR=AGR=A0R=D1s=Ag= 0
et [Ags (0,1)+ Agrs (1,0)] # 0, d’apres (2.25) nous avons pour |p| suffisamment grand :

1 1
& (M) = me‘lm(”)[lARs (0,1)+ ags (1,0)] - 7l |2k (0, 1) =[] [¥(p)]]
D’aprés (2.26) nous déduisons que pour p € ) 5, [p| > 7, >0, on a :
2
04(7“0)
[W(p)| < 3
ol
Alors nous avons :
1 1 Cy(r
18 (A)] = —e ™| ags (0,1)+ Ags (1,0)] — —|ag (0,1)] - 4<2°>]
| To o

Nous pouvons choisir g > 0 tel que :

1 02(7”0) 1

—ar (0, D[+ —57] < 5 [ars (0, 1)+ Ars (1,0)]

To TG 2
Alors, pour p € > 5 , |p| > 7 > 0, nous obtenons :

2
Agrs (0,1)4 A 1,0
|A ()\)| > | RS( ) )+ RS( ) )‘e—lm(p) (2‘31)
2]p|
D’apres (2.24), on a :
8 [AR]
F(p) < 512 1[ars]l + . )} = Fu(ro)

ans (0,1)+ Ags (1,0)] (—sin(5))?
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Ainsi nous avons démontré que I’ (p) reste bornée dans le sécteur ) s

2
,pour |p| suffisamment grand, d’ou :

IR (L) < T2l

el
casS 6 :Supposons que :Aas=0ag=0gs=0ys=Doy=0p3,= 0,
ANas=Nss=Ngs=AVR=ABR=ASR=AR=Ays=As=Aps= 0
et |Ag (0,1)] # 0, d’apres (2.25) nous avons pour |p| suffisamment grand :

INONE #e-lm@m 0,1~ of* 2]

D’aprés (2.26) nous déduisons que pour p € > 5 , [p| > 7, >0, 0on a:
2
05(7’0)

To

0?1 ¥(p)| <

Alors nous avons :

1 Cs(ro)
[a (W) = —ze” P |ag (0,1)] - ]
ol "o
Nous pouvons choisir 7y > 0, tel que :
C5(T0) 1
< —-|Ar (0,1
Alors, pour p € ) 5 , |p| > 7, > 0, nous obtenons :
2
8 ]2 —ge 0 |5 (0,1)] (2:32)
2]p|
Finalement d’aprés (2.24), on a :
8 _
F(p) < 5 I1AR[l = F5(ro)

[ar (0,1)] (sin(5))?

Ainsi nous avons démontré que F(p) reste bornée dans le sécteur )5, pour |p| suffisamment

2
grand, d’ou :

IR (A L)l < Fflﬁf)

Définition 2.3.1 les conditions aux limites dans (2.1) sont dites réquliéres si Aqa57 0.
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CHAPITRE 2.

Définition 2.3.2 les conditions auz limites dans (2.1) sont dites faiblement réguliéres
st l'une des conditions suivantes est vérifiée.
1-0as=0 et |Ags + Doy + Aas (1)] # 0.
2-Nas=Dop=0p5s=Lay=0, Nas=0
et |8ss (0)= Agy = Dgs (1)— Dar (1)[ #0
3-DNas=Nap=0ps=Day=0p3,= 0, Aas=A0s5=0gs
=Nor=0, et |Ays (0)— Agr (1)— Asr (0)+ Ag (1 ,0)] # 0.
4-Das=Dap=L35=Dy5=00y=0p3,= 0, Aas=A0s5=0Ngs
=N R=ABREAsR=Ar=0,s=0s=0 et |Ars (0 ,1)+ Ags (1,0)] #0.
5-Nas=Dag=0ps=Drs=Doy=0py= 0, Ags=Ns55=Ngs=A\R
=ABR=DsR=Dar=05=05=0gs=0 et |Ag (0,1)] #0

Ainsi on a démontré les théorémes suivants

Théoréme 2.3.3 On suppose que les conditions aux limites sont réquliéres et les fonctions R;

S, € CH[0,1] ,€) ,i=1,2, alors ona Y ; C p(Lo) et il existe ¢ > 0 tel que :

C
IR (A, Loo)|l < o

Théoréme 2.3.4 On suppose que les conditions aux limites sont faiblement réguliéres et les fonc-

tions R; ,S; € CY([0,1] ,C),i=1,2, alors on a Y 5 C p(Le) et il existe ¢ > 0 tel que :

Cc

RN Leo)|| < —
A2

Remarque 2.3.5 Si les conditions aux limites sont réquliéres la décroissance de la résolvante
est mazximale et du théoréeme (2.3.3) résulte que 'opérateur Lo, est générateur d’un semi-groupe

analytique.

Remarque 2.3.6 Si les conditions aux limites sont faiblement régquliéres la décroissante de la
résolvante est non mazximale et du théoréme (2.3.4) résulte que l'opérateur Lo, est générateur d’un

semi-groupe & singularité.

Remarque 2.3.7 Dans le cas ot les conditions aux limites sont faiblement réguliéres l’estimation

de la résolvante est optimale.
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Preuve. Nous utilisons une démonstration par I’absurde, nous supposons qu’il existe ¢ > 0

et € > 0 tel que
1RO oo}l < s |”€ VA=) eZ

Counsidérons les conditions aux limites suivantes :

S W
= =
—~~
£ &
I
5_‘ —
e
—~~
~ =+
— ~—
S
[
o O

Nous avons donc R =0, S5 =0, Ry =1 et S; = 1, comme

Ry(0)51(1) + Ra(1)51(0) =2 # 0

C’est une condition de régularité, on R; ,S; € C1([0,1] ,C), i = 1,2, fixons k > 0 et prenons

h=1,siA=p*€; , pour 7 suffisament grand et pour p = oo nous avons :

RN Lol = (IR (A Loo)hll oo 1)
= sup [R (A, Loo)h(z)|

0<z<1
1

= sup /G(m s, \)ds

0<z<1
1
= sup /NJ:S)\
0<a<1
0

Le déterminant caractéristique dans ce cas est :
A () = (e~ 1~ 1)
ip

Ainsi, nous obtenons :

1
1 . . 2 . .

/N (0,5, N)ds = (e’ —e™) = —(e” =1)(1 —e™™)
p

0

ip?
Donc :
SUPp<z<1 ﬁ fol N (z,s,\)ds| >
2(eir — 1)1(6—@ Y (%(em —emir) — %(eip —1)(1—e))

Le second membre est plus grand que :| pour |p| suffisamment grand .

A‘L+€
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CHAPITRE 2.

Alors pour tout £ > 0 nous pouvons prendr r > 0 tel que :
IR O L) 2 =z VA=p € >
S,

‘)\’14—6 )

contraduction de ’hypothése. m
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Chapitre 3

Probléme aux limites faiblement
réguliéres pour équation différentielle du
second ordre avec conditions aux limites

non locales dans £ (0, 1)

Ce chapitre est consacré a ’étude d’un nautre probléme aux limites pour équations différen-
tielle du second ordre avec conditions aux limites non locales et contenant le paramétre spectral
dans l'espace £ (0,1), on extrait une classe de conditions aux limites dite faiblement réguliére
pour laquelle on montre que la décroissance de la résolvante est non maximale d’ot I'opérateur en
question est générateur d’un semi-groupe a singularité.

Considérons le probléme suivant :
(

L(u) ="

By (u) = Aaqu (0) + 10 (0)) +yyu (1) + 61w/ (1) + | (Ba (8)w (t) + 51 () ' (1)) dt = 0

By (u) = A(aqu (0) + B0/ (0) + you (1) + 0w’ (1) + | (Ra () u (t) + Sz (1) v’ () di = 0

oo .

\

ot les fonctions R; , S; € C*([0,1], C) i = 1,2, soit 'opérateur :
Lo :£%(0,1) = L*(0,1). u— Ly (u) = u"” de domaine :

D (Lo) ={ueW?*>*(0,1);B;(u) =0, i=1,2}
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CHAPITRE 3. PROBLEME AUX LIMITES FAIBLEMENT REGULIERES POUR
EQUATION DIFFERENTIELLE DU SECOND ORDRE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES
NON LOCALES DANS £> (0,1)

3.1 Construction de la fonction de Green

Dans toute la suite on considére A € Y5 ol
zgz{xec, larg (A)] <4, g<5<7r}

Soit le probléme suivant :

(

u’ — Au = h(z)
By (u) = Aaqu (0) + By (0)) + yqu (1) 4+ 610/ (1) + 6} (R (t)u(t)+ Sy (t)u (t))dt =0
By (u) = A(azu (0) + By’ (0)) + vou (1) + dou’ (1) + Ofl (B ()u(t)+ S (t)u' (t)dt =0

(3.2)
Si 'on suppose que le probléme homogeéne correspendant & (3.2), n’admet que la solution triviale.

Alors, le probléme (3.2) admet une fonction de Green unique G (z ,s ,\).on a :
WV —d=0=u"= u=pP=A=p=VAVp=—VA
Donc G (z ,s , A) est solution du probléme homogene. D’ott G (z, s, A) se met sous la forme :

) ar(s)e P +ag(s) e sur J0 8]
Glo,s, )= bi(s)e P +by(s)er™  sur |s, 1] (33)

ot p =\, Re(p) > 0, on a d’aprés la conditionl du théoréme (0-1-2)
— (a1 (s) = bi(s)) e — (a2 (s) = ba (s)) ™ =0 (3-4)

Et d’aprés la condition 2 du méme théoréme, on a pour tout s fixé dans |0 ,1[, la fonction

G (z ,s,)) admet les dérivées premieéres en = dans chacun des intervalle [0 , s[ et |s , 1], donc :
(a1 (8) = b1 (s)) pe™” — (az (s) = ba (s)) pe” = 1 (3:5)

Et d’apres la condition 3, du méme théoréeme, on a
B (G)=0, i=1,2 (3.6)
De (3.4), (3.5), (3.6) on obtient le systéme :

(a1 (s) — by (5)) pe=* — (az (s) — by (s)) per™ = 1
—(a1(s) =bi(s)) e = (az(s) = ba (s))e” =0 (3.7)
Bl(G):Oet BQ(G) =0
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De (3.4) et (3.6) on a :

W= pe‘: —pe: I
Ainsi :
ot e e
) mnE =50 | T 2
D’ou :
aq (8) = bl (S) + 2_,0 (3 8)
Et
_—Lljpe 1) —e
as (s) — by (s) = 2 o o 2%
D’ou
cas) = (o) = % (3.9)
D’apres (3.5) on a :
(B (G) = Ao — pBy) ar (s) + Ao + pBy) az (s) + (v1 — pd1) ePby (5) + (71 + pdy1)
e’bs (s) + Of [(R1 () — pSi(x)) e " ay (s) + (R (z) + pSi (2)) " az ()] dx
LI () — Sy () by (5) + (R (2) + pSy () €9y ()] d = 0
By (G) = Aaz — pBy)ar (s) + A(az + pBy) az (s) + (Vo — pda) € by (s) + (72 + pd2)
e’by (s) + Of [(Rg (v) — pSa (x)) e Pay (s) + (B2 (z) + pS2 () " ay ()] dx
4L 1(Ra (2) = pSa (1) 27D, (5) + (Ra (&) + pSa (2)) by (1)) d = 0
(3.10)
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En remplagant (3.8) et (3.9) dans (3.10) on obtlent
Bi (G) = [p*ay — p3B; + v,e77 — pdre™ + f (Ry (x) — pSy (z)) e=P*dx]by (s) +

+[p*ar + p*B, +71€p+,0516p+f (Ry (z) + pSi (2)) e’"dx]bs (s) +
+2—,0 (1 — pB1) € — (a1 + pBy) e "]

2,0f5 [(R1 (z) — pSi (z)) e’ — (Ry (z) + pSi (2)) e ] dz = 0
0
1
By (G) = [p*ag — p*By + 7y9€7 7 — pae™? + f (Ry () — pSa (z)) e~ P*dx]by (s) +
+[pPan + p3By + V2€” + pdae’? + f Ry (z) + pSs (x)) eP*dx]be (s) +

+% (( — pfa) ¢ — (s + pf) ] +

1 S
30| [(Ra ) = 02 (2)) 2072 = (Ra ) + S ) e dr =0
0
C’est-a-dire :

\

;

By (G) = By (u1) by (8) + By (ug) by (5) + % (a1 — pBy) e — (a1 + pBy) €]
+%Ofs [(R1 (z) — pSi (z)) e’ — (Ry (z) + pSi (z)) e’ dz =0

By (G) = By (u1) b1 (s) + By (u2) ba () + A (g = pBy) € — (g + pfBy) €]

2p
( +%Of [<R2 () — pSa (z)) ePs=2) — (R () + pSa () ep(zis)] dr =0

B, (Ul) B, (Uz)

. (A) - By (Ul) By (U2)

£0 (3.11)

Alors ce systéme admet une solution (b (s) , b2 (s)) :

bi(s) = m{Bz (ug) [A ((1 + pBy) €7 — (a1 — ppBy) )

f (= Ry (2) + pS: (2 )) =) 1 (R, () + pS1 () #&)] da]
_Bl (U2) [)‘ ((az + /052) - (a2 - /052) eps)
f (= Ry (2) + pSs (2)) €%~ + (Ry () + pSy (x)) e##~)] da}
et
b (5) = 57 i) (s () M (1 = pBy) " = (g + pfiy) ™
+j [(Ry () = pSi (2)) e#6=2) — (Ry (2) + pS1 () "] da

(
=By () [A ( = pBz) e’ — (az + pBy) e "]
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1

5

j‘ (R (2) — pS (1)) 2= — (Ry (1) + pSs (x)) e#=~9)] dir}

Ainsi d’aprés la formule (3.3), la fonction de Green s’écrit si x > s :

G (ZE S 7)‘) = m[ep( +S){(/\Acw —p ()\Aad + /\AﬂW) + pZ)‘A55) e P
—[(A P (Dsr (1) + Dys (1) + p*Asg (1) e Pt
0
1
+f )\A ()\Aas ( ) + )\A,BR (t)) + pQAAﬁs (t)) e Ptdt

FT (Bre )+ p(Brs(t6) — An (6,6) + pPAs (6, 1) e H0deds
s 0

+€_p(w+8){()\Aa7 +p ()\Aa(s + )\Agfy) + ,02)\A55) e’

—f )+ 0 (Asr (t) + Ass (1) + p?Ass (1)) e Ddt

1
—|—f )\A —|— P ()\Amg ( ) + AA,s (Zf)) + p2)\A55 (t)) eftdt

(AR () + p(Bs (68) — Ans (1)) + p?As (e,1)) eXHdzdt

s 0
_i_ep(r—s){(_)\Aa’y +p(Mas — M) + p2)\A,35) e P + Qp)\zAa/j

T OBk (1) 4+ p Mas (1) + Mg (£)) — P2AAgs (1)) edt
+[ (AR () + p (Ays (1) = Asr (1) — p*Ass (1)) e”~Vdt

L (ABan () + p MDsr (£) = Maas (1) — p*AAgs () e 'dt

B, O, O

1ls

+[[(Ar(t,e) + p(Agrs (e,t) — Aps (¢ ,2)) — p?As (t ,€)) e’EDdedt
00

+€p(s r {( )\AOW +p (/\AB’Y — )\Aas) + ,02)\A55) el — Qp)\QAag

+ [ (AAar (t) + p (ANAgr (1) — Mas (1) — P*ADgs (1)) e Pidt

+0fs (Ayr (1) + p (Dsr (1) = Dss (1)) — p?Ass (1)) et
_fl (Mar () + p (Mas (£) = Mg (1)) — p*Mgs (1)) e dt

+[[(Ar(t,e) — p(Ars (e,t) + Ags (t ,€)) — p?As (t ,€)) et dedt
00
Ou :\ = p? Re(p) > 0. Alors;

Glr,s,0) =51 0 [T (P2 Doy — p* (Das + Dpy) + p*Dps) e”

_bf (AR (1) — p(Asr (t) + Ays (1) + p*Ass (1)) e—Pt+1) gt
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LB (6) = 1 (Bas (0) + Do (1)) + 5D (1)) =Pt

1s

+[ [ (Ag(e,t) + p(Ags (t ,€) — Ags (e,1) + p*Ag (e,)) e P dedt}
s 0

+€_”(”5){( *DNoy + 0 (Aas + Dpy) + p*Dgs) €

—f )+ p (Asr (£) + Ays (1) + p*Ass (1)) e dt

+[ (PP Dar (1) + p° (Dpr (t) + Das (1) + p*Ags (1)) edt

m%,_.o

1ls
+[[(ARr(e,t) + p(Ars (,1) — Ags (t ,€)) + p*As (g,1)) e’EHDdedt}
s 0
+ePT N (= p* Ay + 9P (Aas — D) + p*Aps) €7+ 2p° A
(B (6)+ 7 (Bas (0) + Do (1)) — p g (1)) ePr

+0fs (Ag (8) + p (Ays (t) — Asg (1) — p*Ass (1)) e Ddt
] (5o (04 57 (B (1) = B (1)) = s (1) P
+jf Ag(t, )+ p(Agrs(e,t) — Aps (t ,2)) — p*Ag (t ,¢)) e’CEVdedt
+6p(s v {( P Aa’y + p3 (Aﬁ’y - Aaé) + P4A55) e — QpSAOéﬁ
+0f (P*Aar p* (Dpr (t) — Aas (1) — p*Aps (1) e Pdt
+0fs )+ 0 (Dsr () = Ays (1) — pPAss (1)) e’V
[P 2 04 5 (s (1) = A ()~ 355 1) et
—l—ffs (AR (t ,e) — p(Ags (e,t) + Ags (t ,€)) — p*Ag (L ,¢)) e’ dedt}]
Ei? gi r<s

ps e~ Ps

G(xr,s,\) = ai(s)e ™ +ax(s)e’ = (b (s)+ Z—p)e"’w + (by (s) —

1
— b]_ (8) efpx + b2 (8) 6PI + 2_ (ep(sfx) _ ep(xfs))
p

Ce qui donne :

G(r,s,\)=

AT P B = 7P (B + D) + ')
_of (AR (1) — p(Asr (t) + Ays (1)) + p*Ass (1)) e—P(t+1) j¢
+f1 (P*Dar () = p* (Aas (t) + Apr (1) + p*Ass (1) e Pdt
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+f1f (Ag(e,t) + p(Ags (t ,€) — Ags (g,1)) + p?As (g,1)) e P dedt}

s 0
Fepet) {( Doy + 0% (Das + DNpgy) + p*Ags) €
_f )+ 0 (Qsr (1) + Ay (1) + p*Ass (1)) e dt

+f1 (P*Dur (t) + p° (Dgr () + Aus (1) + p*Aps (1)) eftdt

+f1fs (AR (e,t) + p(Ags (5,1) — Ags (t ,€)) + p*Ag (¢,1)) e’EHVdedt}

s 0
+e N (0P Doy + * (Agy = Das) + 9 Ags) € = 20°Nas

_fl (P?Aur () + p* (Aus (t) — Dpr (1) — p*Aps (1)) erdt

—j (Ayr (8) 4+ p (Ays (B) — Asg (1) — p2Ass (1)) e?CDdt
+0fl (Ayr (8) 4 p (Asg (t) — Asg (1) — p2Ass (1)) eI Ddt
+f1} Ag(e,t) — p(Agrs (t &) + Ars (e,t)) — pQAS (e,1)) ePE) dedt

+€p(s H(=p* Doy + 0% (Das — Dpy) + p*Dgs) €7 + 2pA5
f (P Dar (t) + p (Apr (t) — Ags () — p*Aps (1)) e *'dt

B (5 ) 5 (4 — 2 )00
+of1 (B (8) + p (s (1) = Dsr (1) — p*Dgs (1)) eVt
+f1f Ag(e,t) + p(Agrs (t ,€) + Agg (e,1)) — p?Ag (g,1)) e’ dedt}]

D’apres le théoréme (2-1-1) on a :
1
p(z,s,A)= %[ep(ﬁs){(pQAM — 0> (Das + Dgy) + p'Aps) "

_fs (Ar (1) — p(Asr (1) + Ays (1) + p?Ass (1) e PN at
(P Bar (1) = 7 (Bas (1) + Dar (1) + p*ss (1)) e 7't

+f1f5 (AR (e,t) + p(Ags (t ,€) — Ars (6,1) + p*As (e, 1) e P dedt}

s 0
+e*p(x+s){( 2N oy + 02 (Dos + Agy) + p*Ags) €
_f t)+p(Asr (t) + Ay (t))+P2Aas (t)) eP(t+1) gy

1

+[ (p*DAar (t) + p* (Agr (t) + Aus (1) + p*Ags (1)) edt

s
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NON LOCALES DANS £> (0,1)

+f1 f (Ag(e,t) + p(Ags (e,1) — Ags (t ,€)) + p*As (¢, 1)) e’ T dedt }]

s 0

(3.12)

Ainsi que :

1
%[ep(m_s){(_p2Aa'y =+ p3 (Aaé - Aﬁv) + IO4A55) e’ + 2:05Aa5

(P*Dar (t) + p° (Aas () + Apr (1) — p'Ags (1)) e'dt

pr(z,8 M) =
+

(Asr () + o (Dys () = Asr (1) — p*Ass (1)) et

(*Dar (1) + p° (Apr (1) = Aas (1)) — p*Aps (1)) e*dt

_|_

o L O O O,

[(AR(t,e) +p(Ars (e,t) + Ags (t ,€)) — p?As (t ,€)) ePEDdedt}
0

+e? 0TI (=p? Doy + 0° (Agy — Dag) + p*Dgs) € — 20°Aag

(P*Aar () + 07 (Apr (1) — Das (1) — p*Aps () et

+

(Ar (1) + p (Dsr () = Dys (1) — p*Ass (1)) e/ Vdt

_|_

o L O O, O,

(P*Aar (8) + p° (Aas (1) — Agr (1) — p'Aps () e”dt

+ [ [ (Ar(t.e) — p(Ars(e,t) + Ars (t ,€)) — p*Ag (t ,€)) et dedt
0

(3.13)

Et
1

P2 ("L’ S /\) = ?p[ep(xis){(_fAcw + ,03 (AB’Y — Aus) + p4A55) el — 2p3Aa5

(P*Dar (8) + 9 (Aas (1) — Agr (1) — p*Aps () e”dt

-/
_fl (A"/R (t> +p (AWS (t) — Asgp (t)) — pQA(;S (t)) eP(t=1) It
ofl(AﬂyR () + p (Asr (1) = Ays (1) — p*Ass (1)) e?70dt

+[[(Ar(e,t) — p(Ars (t ,e) + Ags (5,1)) — p*Ag (g,1)) e/ dedt}
+e?CT(=p? Doy + 0P (Das — Dgy) + p*Ags) €77 + 2pA s

1
T (B (8) + p (Ban () — Aas (5) — p*Ass (1)) et

s
1

— [ (Asr () + 9 (Dsr (1) = Ass (1) = p*Ass (1)) e?

s
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CHAPITRE 3. PROBLEME AUX LIMITES FAIBLEMENT REGULIERES POUR
EQUATION DIFFERENTIELLE DU SECOND ORDRE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES
NON LOCALES DANS £> (0,1)

(B 0+ (5 1) Bar () = 3 () 4V
+0f1 fl (Ar(e,t) + p(Ags (t ,€) + Ans (6,1)) — p*As (e,1)) e’ dedt }]
(3.14)
La résolvante de (3.1) est donnée par :
ROV, L) h = —[G (s, A h(s) ds (3.15)

D’ou :

1
[ (A5 Loo) bl oo o 1y < sup [N (2,5, A)[|h(s)|ds
0

D’autre part de (3. 12) on a:
zRe(p

e
[ (z,8,A)] < 20 {(|p|4|Aﬁa|+!p!3(\Aaa|+\AMHIPIQIAMI)G(S‘”RG(’”
1
t———(IpI* 1Ass]l + ol (1 Asall + [|A4s]]) + [[Asg]]) (eS—DRe() — o= Rele))
Re (p)
L1
Re

(p)
+———— (1 | As] +21p| | Ars| + AR (e, )]) (e5ReP) — 1) (emsRele) — ¢~ Relr))}

(ol 1Assl + lol” (1 2asll + 1 Asr]) + lpI* [|Aarll) (1 — el )

)
4 3 2 —S8 €
Y (U 1Ass] + 10 (| Aas) + [Agy]) + 0] | Ay |) e R

2 —S
+ ol 1 Ass ]+ o] (1 2srll + 1A ]) + [1A5-]) (eRel?) — eli=IRel))

Re (p )(

1
e (p)(lpl 1285l + lol” (1261 + 1Aas]) + loI” [ Aaxll) (e Re) — 1)
1
+—(\ﬂ\2 1As] +21p] |ARs] + [|AR]]) (€7 — esFe®) (1 — emsTele))

(Re (p))’

_|_

(3.16)

Et d’apres (3.13) on a :
—2 Re(p)

2|p|

1
+21pl” e [Aup| + ———(Ipl" [ Apsl + [o]” (|Asz] + [Aas]) + " [|Aaz])
Re (p)

1
(el Rel) —1) + Re—(p)(\p\2 1Ass |l + ol (1Asrll + [[Aqs]) + | Azl

1
eI Re0) — o) - (|pl” [ As + 2ol [Ars + | Arl)
( (Re ()"

( Re(p) 1) ( Re( )} e Relr)
e o sRe(p +
‘ 21|

o1 (2,5, A)] < {Up1" [ Ass] + 1o (185 + [Aas]) + oI | gy | el Rel)

{pl* 185! + 1o (18as] + 186, 1) + o] [Aay )
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1
e~ (HURe() 1 2 |pf* e=oRele) | A ] + Re—(/))(!p!4 1451l + [o” (| Qas] + [ 2sxl)
2 — s) Re
+ |P|1 [Aag]) (1 — e CFoRe)
+=——(Ip[* 1 8ss]| + I (185l + [ Asall) + [ Aygll) (e~ Be®) — et Rele))

Re (p)

1
s (Ipl? 1As] +2p| [|ARs]| + [|AR]) (1 — e B@) (1 — emsRe@))}]

(Re (p))
(3.17)

Et d’apres (3.14) on a :

—z Re(p)
oy (x5, )] < &

o7 L1 18] 108 (sl + 18,1+ 0f [ B el 0

1
+2]p| |Ay5] e + Re—<p)(|P|4 12ss[l + o (1Asrll + 1Aas]) + 1o | Aarl)

s— 1 2 5—
(1 D) s 1] 8]+ 1351)+ 1) (£70) = -7
1

g (Ip* | As]l + 2[p| [|ARs|| + [Arll) (") — 1) (1 — el DR}
(Re (p))

crRelp) )
+ 2p| {(pP? 1 Aay] + 10 (1 Asy] + | Aas]) + [oI* [Ags])e TR 4 2 |p[* |A 45| e Felr)

1
‘|‘—p(|P|4||ABS|| +1ol” (12asll + 1 2srl) + lol” [ Aaxll) (e Re) — 1)

s (I [ Ass ]|+ o] (1As] + [ Aszl) + AR (€0 Rel) — e Rele))

+—(\p\2 1As] +21p] [|Ars| + [|ARI+) (477 — 1) (el — 1)}

(3.18)

3.2 Estimation du numérateur de la fonction de Green
dans L*(0,1)

En intégrant la formule (3.16) on obtient :

1 exRe( €_Re()
FloG s Mlds < S ol 1Ams] + o (1Bas] + 1A51) + 10l | Aa ) At
J 210 Re (p)
1 A A A A L ™0 reo
01 18] 1 (sl 18l + 18, ) (g =)
Lt 1A sl + 180l + 10 [ Barl)(1 — L= 20
i (71 18+ 1o (18asl + 18l + I 1 e e
b (P 1Sl 210l Al + a4 e Rt — 23 )
T 9 S S I
(Re (p))* 5 f Re (p)

51



CHAPITRE 3.

gl1=#) Relp) 1A A A A o~ Re(p)
T {0l [Ass] + 1ol (1Das] + [2p4]) + oI | “”D(T())
b s+ 1] (1l + 125l + A1 + =)
Re(p) /1 I Fosl T IPRISorl sl 5 Re (o)
(ol sl + 61" (Bl + 1Bl + [0 [ Aarl) (e — Rt
Re(p) /1 12esll T 1P U1 S0R esl) + 1o I1Banl) (= —e
L sl + 210l sl + Al 1428 1)y
P S P RS R 7
(Re (p))* Re (p)

z Re(

Comme la fonction x — e*Re() est croissante sur lintervalle [0 ,1], et que la fonction 2 —

e(1=2)Re(p) egt, décroissante sur le méme intervalle, on a, :

sup e” Re(p) — Re(p)

0<z<1
Et
sup e(1=2)Re(p) _ Re(p)
0<z<1
D’
ou : oRe(p) et
sup0<z<1f|90 z,5,\)|ds < 277 {Upl*18s5] + 11> (| Aas| + 1285]) + oI [Aay])2 (Re—())
1
Re (o) >(!p! 1Ass| + o] (1Asa] + 11451 + | A&]]) (1 — e~ Re)
l
2 2 (1 — e_Re(P))
+—(\ﬂ\ |As]| + 21| |Ars| + [|Ar]) (L + e Betw) —222—— /)
(Re(p)? o
(3.19)

De méme d’apres (3.17), on a :

T 1 e
0f|901($787>\)| ds < m{ﬂpl4 |Aps| + 1o” (18851 + 18as) + 10* 10y )
1 — e Relo) 1
+2p° 1A, +

O B e+ (o2 sl + o] (1Asrl + 12,51
_ pe—cRelp p ssll + |p SRl + S
Re () “ 7

eRe(p) _ o(1—z)Re(p) 1
+[125z[)( — e Rel)eRe(e)) 4 ——— (|p|* | A

Re (p) (Re (p))’

N 1— e—mRe(P)
4210l |Ans| + [ Anl) (%0 — 1) (< s—

+(ll* 15| + 101 (18as] +188,1) + oI |Aay )(

Re(p) 1—xz) Re(p)

_

Re(p)
<\p\4 a5l + 16 (183l + s ]) + [of? [ Al

o(@=1)Re(p) _ ,—Re(p)

+210p° |A,
Re () )+ 2o [Aagl
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Lo sl + 1o (12as] + [2sml) + 1o [ Aakll
Re (p) Re (p) P BS P aS BR P aR
(pexetn) 4 O VRO L2y Ael 4 ol
e pl” 1A P
Re (p) Re (p) i
A A A (e—1)Re(p) L & Re(p) _ o(z—1)Re(p)
(18ss] + 1 2sm]) + 1A al) (e e
L (o 1asl + 210l [Ans] + [Ar]) e 4 L=y
— 5 \pP S 1% RS R xre - 7/ N
(Re () Re (p)
D’ou :
Fler@ s Mds < o {(1ol* | Ass] + 1ol® (18] + 18as]) + 10 [ By (i)
e\r s, LA P ) + P + ad + P « - =, ~
o 2 |p| g o ! Re (p)
e~ Re(p) _ o—(z+1)Re(p) 1 A 3
+2 1o | A + ol |1 Ass| =+ pI? (1AsR] + [|Aus
1 1] () + oy U1 1851+ 1ol (1852 + 180s])
) 1 — e—*Re(p) B
+ p Aa - - e (z+1) Re(p)
o 180l (s )
P 12l + ] (12sl] + 1Al + Al (o ot
Re (p) P sS P SR vS R Re (p)
1 ) o~ Re(p) _ o—(z+1) Re(p)
P IAS] 210l [ Ars] + [ AR]) () — 1) (
(Re (p))° ( ) Re (p)

e(z=2)Re(p) _ p,—2Re(p)

(x o 4
—ze” @R 4 (o | Ags| + |of (| Aas + [Asy]) + 101 [Aay )

e(z—1)Re(p) _ o—Re(p) 1

+2 |p|° | Aag] ( Re (p) )+ Re (p)

e—2Re(p) _ o(z—2) Re(p) 1

Re() ) Re(y)

[l [ Aarl) (we= D) 4

—2Re(p) z—2) Re(p)

_

Re (p)

(&
(1Al + 1| Aszll) + [|[Aqg]) (zel=2 Rele) 4

)

1 2
+———— (Il 1As] +21p| [[Ags| + [ Ag]l) (1 — e~ Be))
(Re (p))?
e~ Re(p) _ o(z—1)Re(p)

(z—1) Re(p)
xe +
( Re (p)

)}
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Comme les fonctions :

—x Re — Re —(xz+1) Re —x Re
. 1—e (p) e e~ Re(p) _ g—(z41) Re(p) o 1—e (p) o@D Re(p)
Re (p) Re (p) Re (p)
_ ,—xRe —Re _ ,—(xz+1)Re
r 16—(p)_x€—zRe(p)7x_>e ¥ — e 4D (p)_xef(:chl)Re(p)
Re (p) Re (p)
o(@=2)Re(p) _ ,—2Re(p) o@D Re(p) _ o~ Re(p)
r — , T —
Re (p) Re (p)
~2Re(p) _ ,(z—2)Re(p)
v — gel@DRe() 4 © €
Re (p)
~2Re(p) _ ,(z—2)Re(p)
v — gel@2Re(p) 4 € €
Re (p)
~Re(p) _ ,(e—1)Re(p)
v — gel@DRe(p) 4 ©
Re (p)
Sont des fonctions croissantes sur l'intervalle [0 , 1], on obtient :
eRe(p)
4 3 2
supo<x<1f|sol w5 Mds < GEr (o 18]+ 10 (18] + 180s]) + 1ol Bas )
1— e* Re(p) —Re(p) _ o—2Re(p) 1 4 3
(=) 200 [Aus] (& )+ =——(lof* | Ass]l + Il
Re (p) ’ Re (p) Re (p) ’
A A Aurl) (L oot
(1 Agr]l + || aSH)HP\ | aRH)(T()—e )
P sl + o] (12l + Assl) + NAsR (o _ Rt
= Up 58 1% SR S R — — €
Re (p) ! ! Re (p)
LR 12l + 210 [Ans] + [ Ar]) (e — 1) (o = e 2
= lp sl +21pl [|Arsll + [|Ar o —
(Re (p))? Re (p)
—2R( ) 4 3 2 efRe(p) — e*?Re(p)
—e2R0) (1ol [ g + 1ol (1Basl + A1) + ol [Bar ) (5
heto e(p)
1 — e e
+20pl7 | Aus] (— o)
1Y Re(p)
Lol s+ 10F (18asl + 185m]) + 16 101+ o)
+=— P S + P aS + R + P aR +
Re (p) g g Re (p)
(0l hssl + I (1Al + 1Al + Al e et 4+ o —
+——(p ssil +1p sl + |1 Asrl|) + R ~Re(p) 4.
Re (p) ! ! Re (p)
b U sl + 210l sl + 8l (1= ™) (1 S )
(Re (p))? Re (p
Alors :
; eRele) 4 3 2
SuPgcrcr [ g1 (2 15 ,)\)|ds§T{(|p| Ags] + 19 (18] + Bas]) + 1917 1A ])
0
1 — ¢—2Re(p) — e—2Re(p) 1 A 3
A ) 20 Al (- )+ =——(lof* [ Ass]l + Il
Re (p) 1Y Re(p) Re (p) ’
8l 4 D) + 1o [Aarl(1 — om0 ¢ L= 200
AR+AQS +|p AozR L —e =7 +
’ Re (p)
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TRe () (o 1265l + 12| (1Asrll + 1 Ays]l) + [Azl)

(1 — e Re()? .\
Re (p) (Re ()

ol 1As|| 4+ 2 |p| || A A _Re(p)) 2
2(‘ ‘2 1As[l+2[pl |Ars]l + | Az]) (1 € (p)) }
(3.20)

De méme de (3.18) en faisant un raisonnement analogue, on obtient :

Re(
f\soz T s, A)|ds < 5 {(ol" 1Ass] + o” (|1 Das] + [2p,]) + 0" |Aar1)
1 — e(@=1Re(p) 4 o—(1+x)Re(p) _ c—2Re(p) e—TRe(p) _ o—Re(p)
+2]0] |An]
RR(e)(p) el Re (p)
e~ Relp) _ polz— e(p
+21p® |A,
1 2
+ ()(!p! HAﬁsHJrIpI Asrll + [[Aasl) + oI [[Aarll)
_ (z—=1)Re(p) __ ,—(14=z)Re(p) —2Re(p)
(1 — ) (-0 Rele) _ e Re(r)) 4 1—e e e
X Re (p)
2 —x r—
+Re—(m(!p! 1Ass]l + (o] (126l + [[Ays]) + 12521 ((1 = z) (e7"Rel?) — ele=2)Relo))
1 — el@=1)Re(p) _ o—(1+z)Re(p) | o—2Re(p) 1 )
) + (Iol” 1As]l + 2ol |Ars]l + | A&l
Re (p) (Re (p))*

eRe(p) — ex Re(p) — e_x Re(p) + e Re(p)

1 — e Re(p) ((1 — x) e_xRe(p) — ezRe(p) + )}
(1) (1) ) "
Et comme les fonctions :
1 — ele=1Re(p) 4 o—(1+z)Re(p) _ o—2Re(p)
€T —
Re (p)
67:‘3 Re(p) — e Re(p) e Re(p) — €(x72) Re(p)
r — , T —
Re (p) Re (p)
1 — e(@=1Re(p) _ o—(1+z)Re(p) 1 o—2Re(p)
r — (1—ux) e~ (+a)Re(p) _ (@—1)Re(p)) |
( ) Re (/)
1 — e(@=1Re(p) _ o=(1+z)Re(p) 4 c—2Re(p)
r — (1—ux) e~ ¢Relp) _ p(@=2)Re(p)) 4
( ) Re ()
eRe(p) — et Re(p) _ e_xRe(p) + e Re(p)
r — (1 o l') efa:Re(p) . ezRe(p) +
( ) Re (/)
Sont des fonctions décroissantes sur l'intervalle [0 , 1], on obtient :
; eRele) 4 3 2
SUP<a<1 J |02 (2,5, A)ds < %) {([ol" [Ass| + [o" ([Aas] +[Asy]) + [oI” [Aay )
1 — ¢—2Re(p) 1 — ¢ Relp) 3 e~ Re(p) _ g—2Re(p)
— 2ol A 5+ 2p]” [Aus]
Re (p) " Re(p) Re (p) ,
1 A 5 ) (1 — e Re(ﬂ))
t——(Ip* 18ss]| + o> (1281 + |1 Aas]l) + |01 | Aarl) ——~——
e p)(!p! 1Assll+ 1o” (IAszll + 1 Aas]) + o [ Aarl) > )
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L A A 2Re(p) (1— e )"
l—e2Re(p) y LW 7 )
o ({))(Ipl 1Ass | + |pl ([ Aszll + [ Ays]) + 1Az (1 — e T Re() )
— e 2 e
+———(Ipf* [ Asll +2|p| [Ars|l + [Ag]) (1 — e~ Rel)) (eRel®) — 1)}
(Re (p))

(3.21)

D’autre part on a :

sup /]N (x,s,\)]ds < sup ]gp (x,s,\)|ds+ sup /]90z (x,s,t)|ds

0§w<1 0<z<

;L = 1six>s et 1=2 si x<s

D’apres (3.19), (3.20) et (3.21) on obtient facilement :
Pour z>son a:

sup f|N (z,8,\)|ds < sup f|<,0 :1:5/\)|d8—1— sup f|901 (z,8,\)|ds

0<z<1 0 0<z<1 0

Donc :
Re(p)

1 ehelp
Supogxglof\N (x5, M) ds < m{(lm4 [Assl + o1 (18] + 18as]) + oI [Aar )

3 — 2¢— Re(p) _ p—2Re(p) 5 1 — ¢—2Re(p) 1 A 5
+21p|” |Aq + (Io” |1 Ags|l + 1o
Re (y) " Re(p) T Re(p) M 12

_ »—Re(p))?
(Asal + 1 Aasll) + 10° | Aarl) (2 — e~ Rel®) — e=2Relo) 4 Q= ™)
Re (p)

1 1 — ¢~ Re(p)
A A A A 1 — —Re(p) 1 _—
0 0y P17 10l + 1ol (185wl + 1128,51) + 1 AvalD) (1 = e=50) (1 4+ 5=

2 2 3 e 2Relp) 2 (1 —e” Re(f’))
+W(|P| 1As]+ 2ol [Ags|l + [ARIDG + —F5— = ——¢; 7 )}

D’ou :
1 eRe(p)
SUPg< <1 f IN (2,8, A)]ds < m{@ oI | 8ss] + 10 (|28, + [Aas])
+1pf? ’Acw\ + 101 [Aas]) (1 — e Be@) + (1p]* || Ags|| + |pl® (| Asr] + | Aas]])

+| |2 HA H) (1 —Re(ﬂ)) ((2 + €_Re(p)) i 1— efRe(p)
a —e 1—e Rl
p : R Re (p)
2 —Re(p) 1 — e~ Relo)
00l 181+ 101 (185m] + 151D + [18ml) (1= e (14 =)
: i — (1 — e_Re(P))
T Re(p)? Asll +2 +]|A l4e2Rep "¢ 7)
s e 18sl+ 210l sl + Al )

Et pour z < s, on a:

1 1 1
sup [|N (x,s,\)|ds< sup [|e(z,s,\)|ds+ sup [|oy(z, s,\)|ds

0<z<1( 0<z<1( 0<z<1 g
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Donc :
1 eRe(p) 4 5 )
SUPg<a<t | [V (x,s,)\)|ds§—2|p| {Up|" 1Ass| + lpI” (1Ans] + 12s,]) + |7 |Aary )
0
1 — ¢~ Relp) 1 — ¢~ Re(p) e—Re(p) _ p—2Re(p)
34 e R0 () 2 p| A~ + 2 p]* | A
( ) CReg )+ 2 1Al o N e
(ol 12ss ] + [0 (1Asx] + [Aas]) + [ [Aarl]) (1 — e~ Be)
Re (p)
) 1 — ¢ Re(p) 1 ) A A A R
(1 =)+ By U1 1851+ 1ol (18l + 185511 + 181
(1 R: (p)) (2 Re(p) 1—e Re(p)
—e + e~ Relo) 4
Re (p)
+ (P 121l + 2101 1amsl + A1 + e — L= 2y
TS P S p RS R e R N —
(Re (p))” Re ()
D’ou :
FIN (s Mlds < o (3 1of* 18] + 1o (Dag] + 1255])
PPoss 7,5, M)l ds < e SAB ol [ A 4 1ol (|Bas] +
0< §10 [ Re () 3 B

1o 12 4 Lo 180+ [0l [ Aa]) (1 — e~ Fe02)

1 — ¢~ Re(p)
ol N5l + 10F (128 mll + 1B+ 1o Bl (1= = 540) (14 =)
(0P 12ss] + Lo (1 A5zl + 112s]) + [Ayg]l) (1 — e~ Re)) (2 4 ¢ Re)
L 2 (oP sl + 210l [Dns] + [AxD)
+ p sl +21pl [|[Ars|| + [|Ar
Re(p) ' (Re(p))
_ »—Re(p)
(1 + e—ZRe(P) — u
Re (p)

Finalement pour £ > set x < s on a:

1 eRe(p)
SUPg<,<1 J [NV (z,5,A)]ds < R—{(3\p\5 | Aas| + 101" 1 Ass| + 101> (148, + |Aas])
0 lp| Re (p)

10 [ Ao+ 1] 18551) (1 = =) + (1p* | Apsl + ol (1As] + 1 2asl])

1 — ¢—Relp)
+1p* | Aarl) (1 — e Be)) (14 Re—(p)) + (Ip* Qs ]l + lol (1 Asrl
— e_Re(p)
)

1
A A 1 — e Re(p) 2 —Re(p) _—
2510 + 12510 (1= e80) 2+ 7™ 4 —p s

2
(ol 18s] + 210 | Ars| + |ARI)(1 + e2Rele) —

(1 — e Re(p))
" Re(p))

Re(p)

(3.22)

) )
Comme p € X5 alors larg (p)| < 5= |p| cos (arg (p)) > |p| cos(§).

J
Ainsi Re (p) > |p| cos(i). Finalement de (3.22) on trouve :

efelP) max (3,2, 4)
{1 [Dasl + " (1] + 1 Aps])

1
SUPo<z<1 f |N ('Ia S, >‘)| ds < 5
’ Ipl? cos(3)
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1ol (188, + [Aas] + [|Asr] + | Aasl]) +1|P|2 (18ar| + 1 Aarll + [[Ass]]) + |l

(1855l + [|Asrll + 1 Aqs]]) + 1Azl + W(|p|2 1As]l+21pl [[Ars]l + | Arl)}
2

max (3,2 ,4) =4 et

1 1
R (N, Ly)| < su N (x,s,)\)|ds
IR O L)l < sy st [IV (s )
Alors :
4
IR (A, Loo)|| < Y. RO Lo |As| + 101” |Ags] + [|Aps]|
[A ()] [pl" cos(3)
+ 101 (18651 + 12as] + 1 2srl + 1as]l) + 121 (18] + [[Aarll + | Ass]]) .
1 F (p
+ 1ol ([Ays] + [[Asrll + ([ Ays]]) + 1 Ayz[]) + 5 (o 1Al +21p] | Ansll+ | Arll) <
[plcos )
(3.23)
ou
4
F (p) = RO {(|p” | Aasl + |oI” (|1 Aps| + 1 Apsl) + [of
A [p]cos(3)
(1Asy] + [Aas| + [ Aprll + [[Aas]) +1|p|2 (1Aay] + 1 Aarll + [[Ass]]) + |o] (| As]
1 Asal + 1451+ 12521) + (10" 1As]] + 2[p] [|Ars]| + [ Arll)
|p| cos(3)
(3.24)

3.3 Estimation du déterminant caractéristique de la fonc-

tion de Green :

On suppose que les coefficients «; , 3, ,7; ,0; € C o i = 1,2 et les fonctions S; ,R; €
C'([0,1],C),i=1,2. D’apres (3.11) on a :
AN) = e?[=p"Aps + p(p*Das — p*Dpy + Aas (0) — p*Aps (1)) + p*Agy
+p?Aus (1) + Ays (0) — p?Asp (1) — Asr (0) + Ag (1,0)
+% (PPAar (1) — Ayr (0) + Agrs (0,1)) + %AR (0,1) +¥(p)]
D’ou :
A(N) = e’ [=p"Dgs + 9 (Das — Dgy = Dps (1)) + p° (Day + Das (1) — Apr (1))
+p (Ass (0) + Apr (1)) + Ays (0) — Asr (0) + Ag (1,0) + %(—AVR (0)
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A (0.1) + Apg (1.,0)) + éAR (0,1)+ ¥(p)]

O -
¥ () = 26771 = 1P (1) + (B + B 0) = Ao (0) + 5 (A (1)
—Ags(0,0) = Ags(1,1)] 4+ e *[p*Ags + p° (Aas — Apy — Aps (1))
2 (=B — D (1) + A (1) 4 9 (Dgs (0) + Agr (1)) — A (0) + Ay (0)
_Ag(1,0) + %(—AWR (0) + Aps(0,1) + Apg(1,0) + %AR(l 0]

+ {Of(p2AaRr (t) + P3(Aa5' (t) — AﬁR’ () — p4ABS’ (t))ep(tfl)dt

+

o O O L O — O — D |

(PPA o () + PP (D (1) = Dy (1)) — p*Dsg (1))e? 0 dt

[ (A () +p(Dys (1) = Agge (1) = PP Aggr (1) et

+ (AL () + p(A g (1) = Dsg (1) — p*Dser ())e"'dt

+[(Apr0 1) = p(Aps(0 1) + Apg(t,0)) + pPAg (1, ))e Dt}

1
—l—E{IAR/R(t ,0) — (pPApg(t,0)+ Agpe(0,1)) — p2AS’S<t 70))€p(t—l)dt
0

1

—l—f(AR/R(l 1) + (pAR/S(l )+ Apy (t,1)) + p2AS’S(t : 1>>6p(t—2)dt
0
1

At 1)+ p(As(t 1)+ Aper(1.0) + pPAgg(1 . 1)edt
0
11

+[[(Ap(e . t) +p(Apg(t . e) + Apgle b)) — pPAg (e 1))erem Vdedt}
00
Donc :

0 ()] < 26RO 1% | Ao+ 1ol [0 (1] + o] (s + 1850 (0)] + 1A (0)])

3] (1800 (1 + 1805(0 001+ 181 1)+ 2Ol 2] +

(185l + 18551 + 25 (D) + 16 (Ao] + 125 (D] + [ B5m (1))

Flpd (1845 O) + 1 8ar (D) + 1855 (0)] + Asr (0)] +]As(1,0)

3] 01800 O+ 18rs(0 1)1+ 18ms(1 0+ | 2| 1800100

P 1 O+ 1P (18,5 01+ 8 I + bl [ O o
FoP 18 ar O+ 16 (185 O] + 12,6 O + 1ol [ 355 0]

e~ Relp) _ g—2Re(p) 9
i) U O+ 1ol (|85 @ + 185 @)+ 16F 14,5 @)
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€_Re() e~ 2Re(p) )
i)t U O+ 1o (1A @] + 1250 @)+ 1oF 1855 O])
— e~ Re(p) 2
5 fey )+ 18RO+ 1ol (150,01 + 18 (2, 0)) + 1o

—Re(p) _ o—2Re(p)

1A s(1 5 1)1 Re ()

My |2{(HARR(t )+ 1ol (AR s(t 00 + 1 Apg (0, 1)I1) + o [Ags(t,0)])

— ¢~ Re(p) 2
& Re(p) ) T UARRL AT+l (AR s OI+ ARy (£ DI+ ol 1 As s D)

e Re(p) — 672Re(p)

Re (p)
(1A g & DI+ 1ol (1At DI+ [ Age (1,0 + [ [Ag (1, 8))(

1-— e_Re( P)
Re (p)
) (1 —Re(p))

+(Ag (e O+ |l ([Ag st ) + 1 Ar s (e D)+ [o” |Ag (e ’t)H)W
Alors :
W (p)| < 2e= %O p* | Aus| + o” [Ass (1)] + |p] (18] + D55 (0)] + |Aar (0)])

Tl (|A7R( )+ [Ars (0,0)] + [Ags (1,1)]) + e 28O p|* | Ags| + ||
(1805l + 18s,] + 1855 (D) + |pl* (|Das] + [Aas (1)] + [Asr (1)]) + [p] (|Ass (0)]
+Aar (D)) + [Ays (0)] + [Asr (0 )|+!As(1 0)| + E ,(!Aw( )| +[Ars (0, 1)]

P |{(|P| 12w @+ 10 (1205 @)

2 — e~ Re(p) _ g—2Re(p)

Re (p) e
1Az O + 1ol (1A O + 1255 OI) + 1o 859 (¢ )H)(HW;)
(AR R (0, Ol + 1ol (18R (0,0 + [Aggr (¢, 0)[1) + |o* 14575 (1, 1))

}

T Ars (1,0)]) + ﬁ Ar(1,0)] +

125w O + 1ol [|Ags ()]

e e L (a0 + 1ol (1A (O]
+ 'r (T, +1p st
Re (p) _1pI*Re () e s
B O.0) + 1o [Ags (¢ 0)) (1= e Rl (24 ¢ Relo)

—_— 2
+ (1l + 210 Al + 102 1A ) (1 - e 7e0)
(Ip| Re (p))?

1
Pour Re (p) > 0 on a : ef¢(”) > Re (p) alors : e~ (") < —— _donc :
Re (p)

W (p)] < m[!p! [Aapl + 10 [Ass (D] + |l (|Ass] + 255 (0)] + [Aar (0)])

7 (8 D1+ 18 000 s (1] s 1 s 1o
(Bas] 211+ 1855 (D) + 0 (8 + 5 (D] £ 185 (D) + Il (1855 0)

+[Aar (D)) + 1845 (0)] + |Asr (0)] + [As (1, 0)] + i |(!Am( )|+ |Ars (0,1)]
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Aps (1,0)]) + ﬁ AR (1,0)]
1

gy 1o O+ 1711805 Ol + 8 OI) + Il [ 855 0]
3

TP eos(d)

1P (Al + [18ss () +

+
C
(1A g gl + | A A sl +1Ags | + [ A [ + 1252 1)
N
|| cos?(5)

(IAgll+ 2ol 1Ag s Il + loI* | A1)

(3.26)
Distinguons maintenant différents cas :
cas 1 :supposons que Ags # 0, D’apres (3.25) nous avons pour |p)
suffisament grand, alors :
1 1
AQ) 2 [l O 1Al 477 (1Basl 185, ] + 155 (D) + 1Sl B 1)
1 1
180 () o (1855 O+ B () + T (185 0 + 845 (0)] + 12 (1,0))
1 1 U (p
s (18 O s 0.0)]+ s (L0 + 512 (0.1 + T
D’apres (3.26), nous déduisons que pour p € > 5 , |p| > 19> 0, 0on a:
o (o) < 10
]
Alors, nous avons :
1 1
A2 1ol D1 Aas] = 15 (1Bosl + 18]+ A5 (1)]) - fpp(Berl 1B ()
1 1
+18sr (1)]) - P (1865 (0)] + |Aar (1)]) — PR (1245 (0)] + [Asr (0)] 4 [As(L,0)])
1 1 c (r
e (18R O)]+ 1Ans(0, 1] + [Ars(L0)) — 5 18p(0, D] + <) 5 0
ol ] ]
Nous pouvons donc choisir 79 > 0, tel que : (|p| > 19) = ﬂ < l
To
1 1
—(|Aaa| 1A |+ 1885 (D) + -5 (1Aay| + |Aas (D] + |A5r (1)])
0
1 1
t3 (|Ass (0)] + |Aar (1)]) + pr (1245 (0)] + [Asr (0)] + |As (1,0)])
0 0
1 1 c (r A
2 (180 (0)]+ s (0,1)] + [ Ans (1LO)) + [ (0, 1) + ) < 12
Ty Ty o 2
Alors pour p € Y5 , |p| > r9 > 0, nous obtenons
A
A 2 ot 122l orer (3.27)
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On a pour A,z =0
Fo
F(p) < —3
[0l
Finalement d’aprés (3.24) nous avons démontré que |p| F'(p) reste bornée dans le secteur X s

pour |p| suffisamment grand, d’ou :

F

|
Et pour A,z # 0 on a
F(p) < Fo
Donc
Fo
RN, Loo)[| < 7
||

cas 2 : Supposons que (Ays — Ay — Apgs (1) # 0 et Ags = 0). D’aprés (3.25) on a pour |p|

suffisamment grand :

1
|A (/\)| Z |:0|3 eRe(p)“Aad - Aﬂ’y - A,@S’ (1)| - _| |Ao¢'y + AaS (1) - ABR (1)|

P
—#m(ss(mmw(m ||3|A75<> Asr (0) + As (1 ,0)
1 1 U(p

— [=Ar (0) + AR (0,1) + Agg (1,0)| = P AR (0,1)] - o ]
D’apres (3.26) nous déduisons que pour p € Zg, |p| > 19 > 0, alors on a :

C1 (To)
U (p)| <
[ (p)| )
Alors, nous avons :
1
IA(N)] > |p|3eRe(p)[|Aa5 — Ay — Ngg (1) — Tl [Aay + Aas (1) — Agr (1))
1
e |2 [Ass (0) + Aar (1) — P |A,s (0) — Asr (0) + As (1,0)]
0 0
1 1 cr (r
AR (0) 4 Ags (0.1) + Ags (1.0)] — - Ag (0, 1) — 0]
’ 0| |70 |70l

Nous pouvons donc choisir rg > 0 tel que :

T_10|AM+AQS(1)—AQR( )|+ |Aas( )+ Aar (1)]

1 1
+—3 A5 (0) — Asr (0) + Ag (1, 0)| + 1 [~ 858 (0) + Aps (0,1) + Aps (1,0)
0
e (

7”0

ﬁ

|AR (0,1)]+

1
) < L 1us — By~ s (1)
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Alors pour p € ng |p| > 9 > 0, nous obtenons :

3
Ans — Agy — Ags (1
|A ()\)‘ > ’p’ | 4 25’7 55( )|€Re(p) (328)

Finalement d’aprés (3.24), on a :

F(p) <
) S R = 8s — s (1] 032
1
sl + 185l + [0l + 2 (Aer |+ 1Azl + 1 Ass]) + <|A75| 1Al
0
1 A 2 1|A A

os(g) o o

{Irol [Aags| + QHA,esHJr (\Aﬁwl

1Ayl + 1[Aqz[) +

Ainsi nous avons démontré que F' (p) reste bornée dans le secteur > s pour |p| suffisamment
2

grand, d’ou :
Fi(p)

ol
cas 3 :On suppose que A,g = Ags = Aps = A, =0, Agg =0
et |Any + Ans (1) — Aggr (1) # 0, d’apres (3.25) nous avons pour |p| suffisamment grand :

1R Leo)|| < =77

1
AN > |p]? RO An, + Aus (1) — Mg (1)] — ol 1Ass (0) + Agr (1)]

1 1
A5 (0) — Agg (0) + Ag (1,0)] — o = A (0) + Aps (0,1) + Ags (1,0)]

- rpr .
Lap) - 2,
T o

D’apres (3.26) nous déduisons pour p € s, lp| > 10 >0

W (p)| < ca(ro)

Alors nous avons :

1
IA(N)] > [pf eRe@[|Any + Aus (1) — Agg (1)] - - |Ass (0) + Aug (1)]

—iz As (0) = Mg (0) + Ag (1,0)] — Tlg = A (0) + Aps (0,1) + Ags (1 ,0)]
S 18r (0. 1)] - 252

Nous pouvons choisir rg > 0 tel que :

1 1

— |Aas (0) +Aur (1) + = |Ays (0) — A&R (0) + As (1,0)]
0

13\ w1 (0) + Ars (0,1) + Aps (1,0) < 5 !AamLAas() Agr (1)]

Alors pour p € ¥y, |p| > ro > 0 nous obtenons
AN =5 Lo 1By + Aas (1) — A (1)] R0 (3.29)
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Finalement d’apres (3.24) on a :

F (0 < [ ey — A ()o@ (1sml + 18] + 12
el g5 1)+ 23 1]+ 1]+ 1ol + [1Ael) +
sl 21l ||AR||)} o 2
Ainsi nous avons demontre que F (p) reste bornée dans le secteur X s pour |p| suffisamment
grand, d’ou :
1RO L] < 2

cas 4 : On suppose que :Ayg =0et Ags =Ans = Dpy = Aoy = Ay =0
et Ags = Aus = Agr = 0 et |Ass (0) + Anr (1)] # 0. D’apres(3.25) on a pour |p| suffisamment

grand :
1
IAN)] > |p| €®P[|Ass (0) + Aug (1)] — ol 1Ays(0) — Asr (0) + Ag (1,0)]
1 1 )\
=0 0) + B (0.1)+ A (1,0) = s 18 0.1)] - L
D’apres (3.26), nous déduisons pour p € Xs, lp| > 10 >0
s (T
()] < )
To

Alors, nous avons :

(AN = ol e[| Ass (0) + Aar (1)] —r—lolAws(O)—AaR(OHAs(l ,0)]

1 T
A (0)+ Brs (0.1) + s (1,0)] = 14 (0,1 = 215
0 0

Nous pouvons choisir 7y > 0, tel que :

1 1

— 105 (0) = Asr (0) + As (1,0)] + 5 |2y (0) + Aps (0,1) + Aps (1,0)]
0 0

C3 (7“0)
7"2

0

1 1
+;|AR (0,1)]+ < §|Aas (0) + Aur (1)]
0

Alors pour p € Eg, |p| > 79 > 0, nous obtenons :
AN > [pl |Ass(0) + Aag (1)] ") (3.30)

Finalement d’apres(3.24) on a :

8 1
F < A, A — (|A~s] + [|A + [|A
()= Ty AaToosrsy (1ol #1881+ 2 ]+ 8]+ 151
1 J|As]] | 2/|Ags| | [|Ag]
A = I
el (2 T By = £ )
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Ainsi nous avons démontré que F'(p) reste bornée dans le secteur X5 pour |p| suffisamment
2

grand,d’ou :

F3 (p)
R (N, Loo)|| < 7

cas D :On suppose que :Ayg = Ags = Ay = Ags = Ay = Ay =0 et Agg = Apg = Ass =
Ayr =0et |Ass (0) — Asr (0) + Ag (1 ,0)] # 0. D’apres (3.25) on a pour |p| suffisamment grand :

(AN = e[ A5 (0) + Asr (0) + As (1,0)]

1 1

D’aprés (3.26), nous déduisons pour p € Xs, lp| > 19 >0

[ 1% (p)] < €4 (ro)

Alors nous avons :

[A W) = e[| A5 (0) + Asr (0) + As (1, 0)]

1 1 cy (7
L A (0) 4 Ars (0.1) + Ans (1,0)] 5 [Ag (0, 1)) — <10
| p| ||
Nous pouvons choisir rg > 0 tel que :
1 1
P |—ALr (0) + Agrs (0,1) + Agrs (1,0)| + - |AR(0,1)] + |cq (10)]
0 0
1
< 3 |Ass (0) + Asr (0) + Ag (1,0)]
Alors pour p € Eg, |p| > 79 > 0, nous obtenons :
1
(A ] Z e |Ays (0) + Asr (0) + As (1,0) (3:31)

Finalement d’aprés (3.24), on a :
8 1
F(p) < Ass|| + —(|Ays| + [|A
1 Asl | 2] Agsll | [[Ag|

+ 1A + AR + + + =F
I8as1) + ol + s (5 + S+ ) = B )
Ainsi nous avons démontré que F' (p) reste bornée dans le secteur 3 s pour |p| suffisamment grand,
d’ou :
Fy (p)
1R (A Loo) |l < 7

cas 6 : On suppose que :Ayg = Aps = Aoy = Aps = Ay = Ays = 0 et Agy = Ay = Ay =
Ar=8p =0 =0sp=A=0
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et |[—=A,r (0) + Ags + Ags (1,0)] # 0. D’aprés (3.25) on a pour |p| suffisamment grand :

eRe(p) 1
AN > [|AR (0) + Ags (0,1) + Aps (1,0)] + Tl AR (0, 1)+ (p) [pl]
D’apres (3.26) :p € X, lp| > ro >0
W (o)) < =)
||
Alors :
eRe(p)
AN = 200 |Ayr (0) + Aps (0,1) + Ags (1,0)] (3.32)

Donc :

I (p)
IR (A, Loo)|| < K

cas 7 :On suppose que :Ayg = Ans = Aoy = Ags = Apy = Ays =0 et Ay = Ay = A =
AR =8r =0 =0Ap=A=A g =Ap, =0
et |[Ar(0,1)] # 0.

D’aprés (3.25) on a pour |p| suffisamment grand :

eRe(p) )
[A(N)] > P [|[AR(0,1)|+ @ (p) |p|]
D’apres (3.26) :p € s, lp| > 19 >0
ce (7o)
@ (p)] < =
p|
Alors :
A= 2 ag 0. 1) (339
= 2 T '
D’ou :
Fs (p)
[R(A, Leo) |l < Tpl

Définition 3.3.1 les conditions aux limites dans(3.1) sont dites faiblement réguliéres si l'une des
conditions suivantes est vérifiée.

1— Ags #0 et Ay #0

2— Aps — Dpy —Aps (1) #0 et Ags =0

3— A =0etAgs=0,Ans =0, Ag, =0, Ags =0 et |Agy+ Aus (1) — Agr (1)] #0
4—=Nop=Dps =Dos =Dy, =Dpy = Ay =0 et Aps = Aps = Agr =0 et |Ass (0) + Apr (1)] #
0

5—Aug = Ans = Aoy = Dps = Ay = Ay = 0 et Ay = Aps = Ajs = Agp = 0 et
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|A5s (0) - AJR (O) + As (17 0)| 7é 0.

6—Aaﬂ: Aa(;:Aa,Y:A,g(;:AB,y:A,ﬂ;:O etAﬁsEAas EAgsEAQREAﬂREAvs =
A(SREAS =0 et |_A’YR(0)+ARS+ARS (1,0)| 7é0
7_Aaﬁ = Aag = Aa,y :Agg :A/g.y :Afy(s =0 etABS = Aas _Ags = AaRE AﬁREA,yS =

A=A =A R =Ap, =0 et |[Ar(0,1)] #0

Remarque 3.3.2 les conditions aux limites sont faiblement réguliéres alors la décroissance de la
résolvante est non mazximale et du théoréme (2.3.4) résulte que l'opérateur Lo, est générateur d’'un

semi-groupe a singularité.
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Chapitre 4

Probléme aux limites réguliéres pour
équation différentielle du second ordre

avec conditions aux limites non locales

dans £~ (0,1)

Ce chapitre est consecré a I’étude d’un classe de problémes aux limites combinant des condi-
tions aux limites non locales avec parametre spectral avec d’autres integrales & poids, on montre
la decroissance maximale de la résolvante et que l'opérateur en question génére un semi groupe
analytique dans l'espace £ (0,1).

Nous considérons le probléme suivant :
(
(Re (B u(t) + S (0 () de =0 (4

(Ro (8) u(t) + S2 (8) u' (£)) dt =0

\

ot les fonctions R; ,S; € C1 ([0 ,1], C) i = 1,2, soit 'opérateur :

Lo :L£%°(0,1) = £*(0,1). u — Ly (u) = u” de domaine :

D(Lo) ={ueW?*>*(0,1);B;(u) =0,i=1,2}
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CHAPITRE 4. PROBLEME AUX LIMITES REGULIERES POUR EQUATION
DIFFERENTIELLE DU SECOND ORDRE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES NON
LOCALES DANS £ (0,1)

4.1 Construction de la fonction de Green
Dans toute la suite on considére A € ¥y ou
zgz{xec, larg (A)] < 6, g<9<7r}

Soit le probléme suivant :

(

u' — Au=h(z)

By (u) = (\+7)u (0) + Byt 0) + f (Ry (1) (1) + Sy (1) (1)) dt = 0 (42)

By (u) = (A+ 8)u (1) + By (1) + f (Ra (1) (1) + S (1) o (1))t = 0

\

On a : G (z,s,\) est solution du probléeme homogene. D’out G (z, s, ) se met sous la forme :

Glr.s.\) = { a (s)e P +ay(s)e””  sur |0 ,s] (4.3)
by (s)e P 4+ by(s)e!”  sur |s, 1]
D’apres la condition 1 du théoréme 2, on a :
— (a1 (s) = bi(s)) e — (a2 (s) = ba (s)) ™ =0 (4.4)
D’apreés la condition 2 du méme théoréme , on a :
(a1 (s) — by () pe™” = (a2 (s) — bz (s)) pe” =1 (4.5)
Et d’apres la condition 3, du théoréeme 2, on a
B;(G)=0 , i=1,2 (4.6)

De (4.4), (4.5), (4.6) on obtient le systéme :

(a1 (s) = b1 (s)) pe™”* — (a2 (s) — bz (s)) pe™* =1
(a1 (s) = by (s)) e #* — (a3 (s) = ba (s)) e = 0 (47)
Bl(G):()et BQ(G) =0
De (4.4) et (4.5) on a :
pe P —peP?

W = = —2p

_e_ps _eps
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CHAPITRE 4. PROBLEME AUX LIMITES REGULIERES POUR EQUATION
DIFFERENTIELLE DU SECOND ORDRE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES NON
LOCALES DANS £> (0,1)

Ainsi :
—111 _pePS _ 6_ps
SR 7y N 7
D’ou :
ar (s) = by (s) + Z—p (4.8)
Et
—1|pe™® 1 —e P8
az (s) — bz (s) % e 0l 2p
D’ou -
as () = by (s) — 62p (4.9)
D’aprés (4.6) on a :
By (G) = (A+7) (a1 (s) + az (s)) + By — par () + paz (s)
+0f [Ry(x) (a1 (s) €77 + ay (s) e”™) + Sy (z) (—pay (8) e P* + pas (s) eP*)] dx
—l—fl [Ry (z) (by (s) e 4+ by (s) e’™) 4+ Sy (x) (—pby (s) €% + pba (s) €”*)] dz = 0
Alors :
' By <G> = (\+7 = pBy)ar (s) + (A + 7+ pBy) az (5)
+{ — pSi(x)) e ay (s) + (Ry (z) + pSi (x)) e az (v)]dx
+f1 [(R1(z) — pS1(2)) e by (s) + (Ra (z) 4 pSi (2)) €”7ba ()] dz = 0
By (G) (A+0—pBy) e bi(s) + (A + 0+ pBy) e’ba (s)
+({ — pSa(x)) e P ay (s) + (Ry (x) + pSs (x)) e’ as ()] dx
| TR (0) = 952 (0) b1 (9)+ (R )+ 52 (0) 7ty ()] s =
(4.10)

En remplagant (4.8) et (4.9) dans (4 10) on obtient :
1
By (G) = [A+v = pBi+ [ [(Ry(2) = pSi (x)) e dz]by (s) + [A + 7 + pf

+0fl[<Rl<x>+psl<>>epx]dx]b2<> {0 =) = (5

6,0(8—.7}) ep(w 5)

— (B () + pSi (2))

) + j[(Rl (2) - pS1 (x)) Jdz =0

2 2p
By (G) = [(A+ 06— pBy)e” Of (R () — pSa (x)) €] dafby (s) + [(A + 6
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LOCALES DANS £ (0, 1)

ep(s—l‘)

p)er + [ 1R (0) + 82 (0) e daba (5) + [1(Ra (o) = pSa (a))

p(z—s)

— (Ry (x) + pS2 (2)) 3, ldr =0
Flnalement on a :
Bi(G)=[A+v—pbi+ f (Ry (z) = pSi () e Pdxlby (s) +

+A+7+ 08 +f (R () + pSi (x)) e*"dz]bs () +
2i (A7 = pB e = (7 + ) €7

1

o (R (@) -

2be (s

By(G) = [(A+ 35— pBa)e ”+f (Ry (2) - pSh (x)) e 7dalby (s) +

+ Sy (2)) e’ — (R (x) + pSi (7)) ep(x_s)] dr =0

+[(A+ 0+ pBy)e” + f (B2 (z) + pS2 (2)) e d]bs (s) +

+2be [(Ry (z) — pSa (2 ))6”(5 D — (R () + pSa () e?"2)] dz = 0
C’est-a-dire : .

B (G) = By (w1) by (s) + By (uz2) ba (s) + %{[()\ +y=pB) e’ = (A +7
+p3)e]  ] [(B1 () = 01 (2) €72 = (R (x) + S, (@) 4] e} = 0

p(s—z)

By (G) = By (u1) by (s) + By (u2) by (s) + 2%0]5[(32 (z) — pSa(x))e
— (Ry () + pSy () e’@=)dx = 0

ou :

Bl (Ul) Bl (Ug)

#0
B, (Ul) B, (U2)

AN =

Alors ce systéme admet une solution (b; (s) , b (s)) :

1

b (5) = o5 oy B (02) [0+ = 0B €7 = (At 5+ 08y) )

=] (R () = pSy @) €27 = (Ry () + pS (@) e+~ d

By () [ [(~Ra (@) + 2 () €77+ (Ra (1) + S (1)) 2] )
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LOCALES DANS £> (0,1)

BRCE 1( ){Bz (u2) [(A+7 +pBr)e” = (A +v = pBy) e+
f [(R1 = pSi(2)) =) — (Ry (2) + pSi () )] da
— B (u2) j [(— ) 4+ pS2 (2)) €7 + (Ry (z) + pSa (2)) e da}
et

by (s) = A() B2 (u) [AN+ 7 = pBy) e’ = (A=~ +pBy) e ]

+Ofs (R (z) = pS1 (2)) e?=) — (Ry (2) + pSi (x)) )] dx

— B (uy Of[ — pSa (2)) e~ — (Ry (z) + pSa (x)) e#@=9] dz}

\

Ainsi d’aprés la formule (4.3) , la fonction de Green s’écrit si x > s :

Gl ) = Al()[eﬂ A+ 1A+ 8) = p((A+ )82+ B3 +9)

A
+02815,)e f A+ 0By (£) — p (= BBy () — (A +0)S1 (1)) + 2B, (1))
(A +

e gt 4 f R (8) = p (A +7)S2 (8) + 1Ry (1)) + p*B,Ss () et

—|—ff AR 6 ,t) +p(ARS (t ,6) _ARS (8 7t)) —f-pQAS (6 ,t)) 67p(€+t)d€dt}

+%Op(w+s){(>\ + VA +0) + p (A +7)By + BL(A +0)) + p*B185)e”
+Of (A +0)Ry (1) + p (B Ry (t) + (A + 8)Sy () + p2B,5: () erH Dt

(O R (1) +p (50Ra (1) (\ )S5 () + 925,85 ()

+ff (AR (e ,t) + p(Ags (e ,t) — Ags (t ,€)) + p?Ag (e , 1)) e’ dedt}
+ef’<m H(=A+1)A+08) +p(A+7)82 = Bi(A+0)) + p*B15y) e*
+f (A +7)Ra () + p (A4 7)S2 (t) + B1Ra (1)) — p*B152 (t)) e'dt

F [ (=N + )Ry (t) + p(—(A 4 6)Sy () + BoRy () + 28251 () eVt

+[ (A+NR2 () + p (BiR2 (1) = (A +7)52 (1) — p*B152 (1)) e™"dl

(
[T (Ar(t.e) +p(Ars (e 8) — Ans (£ ,€)) — pAs (t ) e dedt}
P (=A+1)A+8) + p(By(A+6) — (A +7)B2) + p*B1B,) ¢

(A + B2 (t) + p (B B2 () = (A+7)82 (1) — p°B192 (1)) e™*'dt

+

o, @ oHHm\Hogmo

+

+ [ (=N +0)Ry (t) + p(—ByR1 () + (A +6)51 (1)) + p*B551 (t)) P Dt

O —u
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DIFFERENTIELLE DU SECOND ORDRE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES NON
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1

—J (A + MR () + p (A +7)S2 (t) = B1 12 (1) — p?B1.52 (t)) edt

s

1s

+ [ [(Ar(t ) = p(Ags (e,1) + Ags(t €)= pPAs(t ,€))e?! ) dedt}]
00

ol :A = p?, Re(p) > 0. Alors;

G (z,5,)\) = 5 Al()\) [ep(m+s){(P4 —p° (B + By) + P2('7 + 0+ 5,83)

—p(vBy + 68,) + vd)e ”+f p*S1 (t) + p(Ry (t) 4 5251 (1))
—p(ﬁle (t ) +651 () + 531 (t))e~ P Ddt
f p252 (t) + p*(Ra (t) + 152 (t)) — p(vS2 (t) + B1Rs (1)) + YR: (t)) e *'dt

—i—ff (AR (g,t) + (pAgs(t ,e) — Ags (e,1)) + p?Ag (g,1))e P dedt}
s 0

+€ p(:HS){(IO + Pg (B + By) + 92(7 + 0+ B185) + p(vBy + 03,) +70) €”
f (P21 (1) + p*(Ra (t) + 251 (1)) + p(BaRa () + 851 (1)) + ORy (t)) eVt

f (PSy (t) + p*(Ry (t) + 152 (1)) + p(B1 Rz (t) + 7Sz (1)) +vR2 (t)) e'dt

-I—ff (AR (e,t) + p(Ags (6,1) — Ags (t,€)) + p?Ag (e,1)) P dedt}

TN (=p! + 07 (By = B1) = P (7 + 0 = B1Ba) + p(18y = 681) =) e
f (p°S2 (t) + p*(Ra (t) — 152 (1) + p(7.S2 (t) + 1Rz (1)) + Ry (1)) edt

+f pPS1(t) — p?(Ry (1) — BoS1 (1)) — p(BoRy (1) — 0S4 (1)) — 6 Ry (1)) er= Nt

+[ (=p°S2 (t) + p*(Ra (1) — 8152 (1) + p(B1 Rz (1) — 752 (1)) + YRz (1)) e~*'dt

(Ag (t,e) + p(Ags (e,t) — Ags (t,€)) — p?As (t,€)) e’CEVdedt

+€” SO (—p + p* (By — By) — PP (v + 0 — B1Ba) + (681 — vBy) — 76) e”
f p*Sa (t) + p*(Ry (t) — 5152 (1)) + p(B1 Rz (t) — vS2 (1)) + vRe (1)) e *'dt

+

o, 0w, O
O —u

—~

f (P3S1 (t) + p*(— Ry (t) + 8551 () + p(—By Ry (t) + 851 (1)) — ORy (1)) eI dt

Of( p*Sy (t) + p* (R (t) — 8152 (1)) + p(—=F1Ra (t) + 7Sz (1)) + R (1)) edt

+ff(AR(t aE) - (IOARS (57 t) + ARS(t 75)) - p2AS(t ae))ep(tis)d‘?dt}]

Etsixz<s

1
G(.’E , S ,/\) = bl (3) e ¥ + bg (S) eP” + %(ep(s—x) . ep(x_s))
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Ce qui donne :
G (x5 3) = 5oyl " =2 (But Bo) + (v 48+ 5152)
(vﬁg + 561) +3)e”
f pPS1 (1) + p*(Ru (t) + 8251 (1) — p(BoRu (t) + 851 (£)) + O Ry (1)) e P+ Ddt

+f pPSa (t) + p*(Re (t) + B1.52 (1) — p(752 () + 1 Re (1)) + v R () e~*'dt

[ (AR (e,t) + p(Ags (t,€) — Ags (6,1)) + p?As (2, 1)) e/ dedt)

s 0
+e~ P@”S){(p + 0% (By + By) + P2(v+ 0 + B1B2) + p(18y + B1) + 6) €”

f (p2S1 (1) + p?(Ry (t) + B9S1 (1)) + p(ByRy (t) + 65y (1)) + 6Ry (1)) e’V dt
+f (p°S2 () + p*(Ra () + 152 () + p(B1 R (t) + 752 (1) + YR (1)) e”dt

—l—ff (Ag (e,t) + p(Ags (,1) — Ags (t,€)) + p?As (g,1)) e/EHDdedt}

s 0
+eP I (=pt + pP (By = By) + PP (=7 = 8+ 818s) + p(68, — 7B2) +79)
e’ —2p°By — 2p73,

1

= (p°S2(t) = p*(Ra (t) = B152 (1)) + p(vS2 (t) = B1 Ra (1)) + 7 RR2 (1)) edt

s
1

— [ (=p%S1 (t) — P*(Ry () — B2S1 (1)) — p(8S1 (t) — BoRy (t)) — 6 Ry (1)) ePt=Vat
+0f1 (=081 (t) = P*(Ry (t) — B35y (1) + p(=BoRu (1) + 651 (1)) — 0Ru (1)) e” Dt

+[[ (AR (g,t) — p(Ags (t,€) + Ags (g,1) — p?As (¢,1)) ePEDdedt
"'ep(s I){( P + p? (By — B1) + P2(_’Y — 0+ B18y) + p(vBy — 6By) — ) e™”
f p*Sa (t) 4+ p*(Ra (t) — 5152 (1)) + p(B1 Ra (t) — Sz (1) + R (1)) e *dt

1

— [ (PPS1 (£) + pP(— Ry (£) + BS1 (£) + p(—BaRi () + 851 () — Ry (1)) e’V Dt
+f1 pPS1 (1) + p*(= Ry () + B2S1 () + p(=0Sy (1) + BBy (1)) — 6 Ry (1))er "Vt

11
(AR () + p(Ars (£:2) + Ars (5,8)) — PAs (¢, 1)) er-dedt)]
0 s
D’apres la théoréme (2-1-1) on a :

G(z ,s,)) :ﬁ[w(x S, A) + (s, A)]
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Ou :
1=1;2>s
1=2;x<s
Avec :

oz ,s,\) = 2—1p[€”(““){(p4 — 0% (By + By) + P2(v + 8 + B1B3) — p(7By + 6B1) +70)

e P+ [(=p3S1 (t) + p*(Ry (t) + BS1 (t) — p(ByRy (t) + 651 (t)) + 0Ry (1)) o—Pt+1) gt

+f1( PPz (t) + p*(Ra () + B192 (1)) — p(7S2 () + By 2 (1)) + v 12 (1)) e™"'dt

1s
—|—ff (Ag(e ,t) + p(Agrs(t ,e) — Ars(e ,t) + p*Ag(e ,t))e P dedt}

+e p(1‘+8){(p + 03 (By + Bs) + p2(y + 6 + B18,) + p(vBy + 681) + 70) €’
f (p*S1 (t) 4+ p?(Ry (t) 4 ByS1 (1)) + p(ByRy (t) 4 651 (t)) + 0R, (t)) e’V dt

f (p*S2 (1) + p*(Ra () + 8152 (1) + p(B1Ra (t) + 752 (1) + vR2 (1)) erdt

1 s
] [(Ar(et) + p(Ars (2.1) — Ars(t .2)) + p*As (e, 1)) +dedt}

s 0

(4.12)

Ainsi que :
o1(z,5,7) = %[ep(m_s)ﬂ_ﬁl +p° (By = By) — 102(7 + 0 — B182)+
(”)’62 —6f3) —yd)e™”
f (p°S2 (t) + p* (R (t) — 5152 (1) + p(v.S2 () + 1Rz (1)) + Ry (1)) e dt
+fs (_PSSl (t) — PQ(Rl (t) = 8251 () — p(6S1 (t) — B Ry (1)) — Ry (1)) e’ di

0

+ [ (=p*Sy (t) + p*(R2 (t) — 8152 (1)) + (B Ra (t) — Sz (t)) + R () e~ Pdt

=

[e=]

+f1f Ag(t ,e) + p(Ags(e ,t) — Ags(t ,e)) — p?Ag(t ,€))ereDdedt
00
+€p(s D(=p* + p* (By — By) — p*(v+ 0 — B1B2) + p(681 — vB,) — 7d) €”

] (27530 + 2 (Ra (1) = 5,82 () + (5, Ra (1) = 252 (1) +7Ra (1) e~
# (PS1(0)+ PR 1)+ 3,5: (1) + =By )+ 655 () — 67 (1) 00
[ (P2 (0) + (R ) 8,55 1) + (=5, Ra ) + 252 () + 1 Ra (1) e

75



CHAPITRE 4. PROBLEME AUX LIMITES REGULIERES POUR EQUATION
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+f1 f (Ag(t &) — p(Ags(e,t) + Ars(t ,€)) — p*As(t ,€))ert = dedt}]
(4.13)

Et
Qo ,5,N) = 2i[€p($_s){(_,‘fl +p* (By — B) + p*(—7 — 0 + 15,)
(561 - vﬂz) —y0)e” — 2p%By — 2p7 3,
(p°Sy (t) — p*(Ry (t) — 5152 (t)) + p(vS2 (t) — B1 R (t)) + R (1)) e'dt

(—p%S1 (£) — P2(Ra (t) — ByS1 (1) — p(8S1 (t) — ByRy () — 6By (¢)) ert Dt

+

o%»—no%»—\[”%h‘m\»—tj‘; O%Ho\r—‘m\»—‘mH

(P°S1 (8) = p* (R (1) = B251 (1)) + p(=Ba Ry () + 85y (1) = 6Ry (1)) eVt

+ [ [(Agr(e ,t) — p(Ags(t ) + Agrs(e,t)) — p*As(e, t))erEtdedt}

= {(=p* + 9* (By — By) + p*(=7 — 0 + B1B3) + p(78y — 0B,) — 7d) e™*
(=p*S2 (1) + p*(Ra (1) = 152 (1)) + p(B1 B2 (1) — 752 (1)) + v 2 (1) e~ dt

(p°S1 (t) + p* (=R (t) + B51 (1)) + p(—=By B (t) + 051 (1)) — 0B (t)) et
+[(=p*S1 () + p* (=R (1) + B251 (1) + p(—0Sy (t) + By Ry (1)) — 6 Ry (t))er—Vdt
+ sflAR e t) + p(Ars(t &) + Aps(e, b)) — pPAs(e, £))ert=)dedt)

(4.14)

D’apres ( 3.15) on a :

RN s Loo)hll oo g 1y <

g Sumesa [ ING s ) bl ds w15)

D’autre part de (4.12) on a :

1
ez 5, M| < 5 rh e RO [ {(|p[* + |p® |81 + Bal + 1p” |7 + 0 + B183] + |l

78y + 6By + |yd])elm DR + RGL([))(IPI‘O’ 150 (O + 1ol (1R ()11 + [82] 1151 (£)]1)

+ ol (18] 1B ()] + 10] 1Sy (0)1]) + [0 | Ry (£)[[) (e Rele) — e~ fele))

+Re+p)(|p|3 152 (DIl + ol (1R Ol + 8] 152 ()1 Y ol (11 112 )]

— (=D Re(p)
A EACHERIEAONIE )+ Be)y
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+ |:0| |As H)(esRe P — 1)(6_5Re(0) _ e—Re(p))}

me-“{e (Ipl* + 1o 181 + Bal + |pI” |7 + 8 + B1Bal + o] 1785 + 081] + |79])

elmIRelr) 4 %(p)(\p\g 1Sy @)1+ 1o* (1R (O + 8] 151 (D) + lpl (182l |1 By ()]
+ 0] 1Sy (0)) + [0] | Ry (£)[[) (el — et=s)Rele))

+m(\p\3HSz @I+ 1o (1R @+ 1811 152 (1) + Lol (18] 1R (2)l]

+ IS (I + [y] [[R2 (£)][) (el R — 1)

1
A 2 A A Re(p) _ osRe(p))(1 — g—sRe(p)
+ ey U1al+ 210 [18nsll + 6l [As])(EM0 — )1 — =)}

(4.16)

Et d’apres (4.13) on a :

1
lpr(z s, M) < Wﬂfi‘f@){w + 101718y = Bal + oI |7 + 6 — B4,
1
+1p] 1681 = ¥B| + [78])eCTV R - — (1o IS ()| + |pI® (|1 R2 ()]

Re(p)
H 181 182 D) + ol (B ] 1Rz (N + 7] 152 (1)) + 9] [[R2 (D))

+1)Re(p) _ ; 3 2
(elst 1) Relr) 1)+Re(p)(\ﬂ\ 151 @I + o (1R (O + 182 (151 @]

+ 1ol (Bl 1 (O +181 151 1)+ 10] 17: @) (elr+27) — 2Rt
ey 128l 210l 1Sl + 1o 1A ~ 1) — 1))

1
Ol 16" 82 = 811+ 1o 1y + 0 — Byl + ol B — 08|
1

+ [yo])em (HDRele) 4 Re—(p)(lpf’ 152 (O + 1ol (1R ()11 + 4] 1152 ()1])

+|p|1(|7| 182 ()11 + 81| [[1R2 (0)1]) + 7] [[R2 (1)) (1 — e~ (1 Rele))
+Re—(p)(|p|3 150 (O + 1l (1R ()11 + 18] 151 (1) + 1ol (18] 1151 (2)l]
+1Bs| 1By (0)]]) + [0 | By (£)]] (e el — e~ (- D Ree))

1
(Re(p))2(||AR|| +2 |IO| ||ARS|| + |p|2 ||A5||>(1 — eiRe(P))(l _ este(p))}

)
)

(4.17)

Et d’apres (4.14) on obtient :
1
2@ s A< e MO (ol + |6l 18, = Bl + ol | =7 = 6 + 816

1
+ ol 1782 — 0P| + yd]Jelsm DR + Re—(p)(lpl3 152 (0)11 + [l (| Rz ()]

+181] 152 (1) + |l 961' 172 I + ISz A1) + ] B2 (6]
(1 — el Rel)) + Re—(p)(\ﬂ\?’ 150 O + 1ol (1R ()] + 5] 1151 ()]])
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+@MWﬂwaam+MHW¢MD+MHWMﬂm@mW—é*”%@>
+2—p€me<p>{<|p|4 +1pl* 18y = Bal + oI* 1= — 6 + B1Ba| + |p] 1681 — 755

+[81)e RO 2 |p] ([pf* + []) | By] e + R%(m(\p\3 152 (O] + 1ol
([Bz ()] + 1641 1152 (§)||)+ ol (I IS2 N + 1811 [[B2 (D) + 7] 1 B2 (£)1])
(et Rel) — 1) + m(\p\g 150 O + ol (1R )] + [55] 1151 (#)]])
+ ol (0] 1Sy @) + 18a] [[1Rx (0)1]) + (] | B (£)]]) (0> Rele) — e~ Rele)

1 (1-5)Re e(p) _
+W(HARH +2|p| [|Ars| + o7 [|Ag]) (05 Re@) — 1)(eRel) — 1)}

(4.18)

4.2 Estimation du numérateur de la fonction de Green

dans L*(0,1)

On intégrant la formule (4.16) on obtient :

e RO [{(|p* + |p* |81 + Bal + |oI* |y + 6 + 81|
—Re(p)

f0|<,0x s /\|ds<2H

— e

1ol 118y + 88, + 170) (- Re(p) )+ Re(p>(!p!3||51 @I+ lol* (1R 0
+ 1Bl 151 (D) + lpl (18] (172 )] + 0] [[Sx (0)11) + [8] [ Bx (£)]])

1—e Re(p) . Re(p) 1 3 9
e ) Ram“”'”“””*”'“T“”ﬁ;f”“$“w>
Re(p)

+ ol (Y[ [[S2 I + [B1] 1R2 () + 7] [[ B2 ()])(1 =
1 1 — o Re(o)

+W(HARH + 2ol [Arsl + lpl” [As])(1 + e @) — Q(T()))}

+2hélxm“KMI+M|Wy+%k+wlv+6+ﬁﬁﬂ+MHw%+5&|
1 — ¢~ Relp) 5
+ R + g el I 0+ IR 01+ 215,01
—Re(p) _
+mq@|Mamn+wuwmMD+MWmemu+375575

Re( )(\p\ 152 ()11 + [of* (I[1B2 (0| + 18,1 152 (1) + 1ol (181] 1R (1)
1 — ¢~ Relp)

TS O + R D (—ge— -

LAl + 210l [ Ansll + [P [ Asl)(L + b 2 =1
(Re(p))2 =T 2 IPHIS RS PTSS Re(p)

e Re(p) )
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z Re(

Comme la fonction z — e*Re() est croissante sur lintervalle [0,1], et que la fonction x —

1—z) Re(

el ?) est décroissante sur le méme intervalle ,

zRe(p) _ 6Re(

on a : SUPgc,<q € ?) et SUPg<z<1 e(l-m)Re(p) — ¢Relp) Ainsi on a :

1
1 e
SUPg<p<1 fo |0(T .8, A\)|ds < meR OL(|p* + |p® 181 + Bal + |pI |7 + 0 + B,

ol 118, + 681 + o2l
+ + 86, + —
101 7 2 1 7 Re(p)

+—Re(p)(\p\3HSl O+ 1o (IR @) + 18] 1151 ()]) + |l (185] 1R )]
+ |5|1||51 W) + 18] 1Ry (£)])(1 — e~ Re®)
+181] 1Rz ()]) + 7] | R2 (1)[[)(1 — e~ Re@))

2 Agll +21p] A 21 AV (14 e~ Relo) _ o L= "
+(Re(p))2<“ rll + 2ol |Ars| + [p|” [[As][)(1 + e —2( Re(p) )}
(4.19)
De méme d’aprés(4.17) , on a :
T Re(p)
{wdxﬁ,ﬂwsé%ﬁxﬂw“+Wﬂm—ﬁﬂ+th+5—ﬁﬁﬂ
1 — e—7Re(p)
+ |P|1|551 —YBy| + \75’)(T(p))
+Re—(p)(|P|3 152 )| + 1o* (1R2 ()] + 184] 1152 )]) + |o] (18] |1 B2 (2)]]

1 — e_xRe(p)

+ I 1S2 @1 + Iy] 172 (@)])( — pe” (THDRE0))

) Re (p)
+§amW$W%@W+VMmRmmy?%memw+mumHWMM|
+MHWMWD+MWRMWWL%%GT——mﬂMw)

; 2 o Re(o) 1 — e—zRe(p)
e e 1Al 2ol 1Anl + 141D (1 ) Rey

—ze ™ R@) + (|p* + |0’ 1By = Byl + |o* |7 + 6 = B1Bs) + lpl [785 — 384
o(@-2)Re(p) _ o~ Re(p)
+ [v3])(

Re (p)

1
oy 0017 192 O+ 1P Q1R 0011+ 1341 152 () + 1ol (1 15 ()]
~2Re(p) _ ,(@—2)Re(p)
162l 1R (@) + ] 1R () e ™0 4 e

(o 18 Ol + o (1B () + 181 152 D) + o] (181 1R )]

Re (o)
of [I51 (¢ 8] || Ry (2)])( ($—2)Re(p)+6_2Re(p)—6(x_2)Re(P)
+10] 1Sy (D)) + 18] | Ry ()] (ze o
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1

(o 1Al +21p] 1| AR + [ ARI) (1 — e Re®)
(Re (p))? ( )

e~ Re(p) _ e(m_l) Re(p)

(z—1) Re(p)
Te + )
( T Re(y )
Et comme les fonctions :
—zRe —xRe
o o Lot 1o e )
Re (p) Re (p)
—xRe —Re —(z+1)Re
r L—emmhe) B ) — el )R re— (@) Re(p)
Re (p) Re (p)
(z=2)Re(p) _ o—2Re(p) —2Re(p) _ o(z—2) Re(p)
r - c ,x — pelt DR 4 ‘ -
Re (p) Re (p)
—2Re(p) _ o(z—2) Re(p)
v — gel@2Re(p) 4 © €
Re (p)
Re(p) _ p(—1)Re(p)
(z—1) Re(p)
r — ze +
Re (p)
Sont des fonctions croissantes sur I’ intervalle [0, 1], on obtient :
Re
amKKLH¢1aaAMw<: ||ﬂw|+m|w1 Bal + ol |7+ 0 = 8,5,
5 5 1 — e—2Re(p)
+ \P\l\ B1 =Bl + 1y D(T(m)
+m(!p!3 152 ()11 + [o” (1 B2 (O + [B1] 12 () + Ll (18] |1 Bz ()]
(1 — e Rel)? ~2Re(p)
+yl 1Sz (O + ] IIRz()II)(W+1—6 )
1
+m(|p|3||51 @1 + 1o (1R (Nl + 182l 150 (1) + Lol (12| 1R (2)]]
(1 — e Relr))2
0] [[Se @) + 0] [[ Ra (¢ )H)T
1 2 2
+ 5 (I A+ 21p] (ARl + [1AR]) (1 — e )7}
(Re (p))”

(4.20)

De méme de (4.18) en faisant un raisonnement analogue , on obtient :

1 6Re()
[y (z .5, M) ds < {(pl* + |p® 1By = Bul + |p* = — 6 + BB

2! (z—1) Re(p) (1+=) Re(p) (p)
1_6171Rep _|_671+:rRep_672Rep
+ — 68,] + |76

ol 178y = 68| + [v])( Re ()

—Re(p) z—2) Re(p)

3 ‘ —c
+2(|;1)| |B2] + Ipl [782)( Re (p)

"Re(p) (o 182 @)1 + 1o (1R2 (O]l + 1811 152 (1) + Lol (18] 1R ()]
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+ ] 182 4N + 1] 1Rz () (1 — @) (e eI Rele) — ele=D)Rele))
1 — el@=1Re(p) _ o—(1+2)Re(p) 4 2 RE(p))

Re (p)

iy 7 153 011+ Iol? (L 001+ 1841 151 1) + o] (2] 151 0]

+ Bl IRy (0)]]) + [0] 1By (1) [)((1 — @) (e Rel?) — elem2 Rele))
1 — 6(73_1) Re(p) _ 6_(1+$) Re(p) + e—QRe(p)
Re (p)

(PP 1A+ 210] | AR + | AR]) (1 — e Rel))

Lo
(Re (p))*

((1 _ x) (e—rRe(p) _ ewRe(p)> +

Et comme les fonctions :

eRe(p) _ prRe(p) _ o=z Re(p) 4 o= Re(p)
Re (p)

)}

1 — ela=1Re(p) | p—(1+2)Re(p) _ ,—2Re(p) ¢~ Re(p) _ (2-2)Re(p)

r — , T —
Re (p) Re (p)
1 — e@z=1Re(p) _ o—(1+z)Re(p) 1 o—2Re(p)
r — (1—2) e~ (+e)Re(p) _ o(@—1)Re(p)) |
( ) Re (7)

1 — ela=1Re(p) _ o=(1+2)Re(p) 4 ,—2Re(p)

Re (p)
eRe(p) — et Re(p) _ e_xRe(p) + e Re(p)

Re (p)

r o (1—z) (R0 _ e DR))

r — (1—ux) (e‘xRe(p) — exRe(p)) +

Sont des fonctions décroissantes sur l'intervalle [0 , 1], on obtient :
R

1 eRe(p)
SUPg<a<y J |9a (7,8, M)| ds < W{W +1p1* 18y = Bl + |p)* =7 — 6 + 815

1 — ¢—2Re(p)

et 2(1pI” 82| + [p] [752])

+ 1ol 7By = 3B4] + [7])(
e~ Re(p) _ o—2Re(p)

X Re (p)
+=——(Ip* 1152 ()]l + |pI* (1R2 (1)1 + 18] 192 (0)]1) + 1ol (184] 1R2 (1))

Re (p)
(1— e Re®)?
+ 11 1S (1) + 171 1R g5

(15 O] + o (1B () + 181 152 D) + o] (5] 152 ()]

Re (p)
—2Re(p (]' B Q*RG(P))Q
+1Ba 1B O]) + [8] [[B: (B[N —e ”+Re—(p))

1 2 2
s ([ | Al + 21p] [|ARs|I + [[AR]) (1 — e Re)™ (R — 1)}
(Be ()" ( JL

(4.21)
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D’autre part on a :

1 1 1
sup [IN (2.5, Nds < sup [lo(w,s Nlds+ sup [lg;(x.s N)|ds

0<2<1 0 0<z<10 0<z<10
{i = 1lsiz>s et i=2 si v<s}

D’apres (4.19), (4.20) et (4.21) on obtient facilement :

Pour 2 >5 0N a:
SUPS<z<1f’N z,5,A)]ds <

o+ 16 18y — Bl + o 1y + 6 — B,
< s~ + — Bo| + +0—
2|p|Re() p p 1 2 p ﬁy 172

£ 101 138, = 18y] + 0131 — e~ e
+(lo* 152 (O] + 1o (I Rs (¢ >|| +IB 182 @)+ I (Bl 1R Ol + 11 152 9)])
il IR ()1 — e Ry (22 g 4 et

Re (p)
ol 15 01+ Il” IR (0)-+ 821 153 (1) -+ 11132 1 (0] + 11153 (1)
o Rel 1 — e~ Relp
18] 1A (11 = )1 + o) » B
2 (ol sl + 210l 1 ARs] + 1ARDCEEE L—c

Re(y) > TRe(p M

Et Pour < s 0N a:
ool efelr) 4 3 2
Sup0<x<5f IN (z,5,\)]ds < m{(\ﬂ\ + o7 By = Ba| + |p|™ |v +6 — 815
+1pl |551 VBy| + |70]) (1 — e~ Re))(3 4+ e ReW)) +-2(1p[* |By| + |p| [755])

(e—Re(p) _ €—2Re(p))
ol 152 (0 + 1of* 1Rz 001+ 1341 152 1D % 11 134 1z ()
+ IS O + b 1R (0D - e )+ 255
ol 153 001 Il” (1R -+ 1821 15 () + ol (1321 17 ()
18] 155 () + 11 183 (D1 = e ) (g + 2 )
ey (1 1851+ 210l 1]+ 1 A])

L Re(s) _ (1 — e Re(p))(3 — e Re(p))
(+ Re (0)

t

3 )
Comme p € 35 alors larg (p)| < 7= |p| cos (arg (p)) > |p| 005(5).
J
Ainsi Re (p) > |p| 608(5).

Finalement on trouve :
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sPozazs [N (2,5, )] ds < — s~ {4Upl" + 0 18y = Bal + ol |7+ 6 = 513,
° [pI? cos(5)

+1p] 1681 = 7Ba| + 1781) + 2(1oI” [Ba] + lol 1vBa]) + 31l 151 (D + lol* (1| By ()]

18] 1150 (1) + ol (1Ba] 1Ry (Ol + 161 151 (6)11) + 161 1Ry (D)) +3(1el* |52 (1)

+1p1” (1R2 ()11 + 811 152 (O1) + ol (18] 1Rz (Ol + 1 1182 (1) + 1] 1 R2 (D))

4
o (lo* 1As]l +21p] | Ans| + | AxI)}

Re (p)
Alors :
1 Re(p) 4 3
SuPg<,<1 [ [NV (2,5 ,A)[ds < . {Uel™ =+ 1pl” (1811 + [Ba] + 1151 @)
0 ol cos(5)

+ 1182 ()11 + 1o (1] + 18] + 18182 + 1Ry ()] + 1Bz ()] + 182! 151 ()]
181152 (0D + |pl (16811 + 1vB2] + [Baf 1By (D)1 + B [ B (£)]| + [0} [[S1 ()]
+ Hlsz 1) + 1ol + [o] 151 O] + ] 1152 ()]
] 5 (o 1A + 2ol ARl + 1 ARID}

plcos(3)

(4.22)
Et .
1
1RO Ll < (xS, S N s A ds
Alors :
4
IR (A, Loo)|| < ——5 Ol + 1o (18:] + 18] + 151 @)
A ()| ol cos(3)
+ 1182 W) + Lpl* (Y] + 16 + 18185 + 1By (1) + 1Rz (0)]| + 18] 1151 (1)
+1B1] 12 (D) + 1ol (10811 + [7B2| + 8o 1Ry ()] + 181 [|Ra (£) ]
+ 9] ||151 O+ 1y 182 1) + [l + 18] [[Sy ()]l +F|v| 152 (4)I]
2 p
oy 1 18+ 210l 18+ 18810} < = 2
(4.23)
Ou
F (p) = :

- e [l + [ (B3] + 1851+ 15 O] + 152 (B)])
A Icos 5

Hlol? (114 101 + 188l + 1B O]+ 1 B2 Ol + 18, 151 0l + 18,1 152 ()

+ 16 (584 + 19551+ 13a] 1 B1 0

18] 1R @)1+ 10] 152 1]+ 11 182 1) + 61+ 1 15 011+ 1] 182 0]
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1

+ 57 (o 1As]] + 2[p] [|ARs]| + [ ArID}
o cos(3)

(4.24)

4.3 Estimation du déterminant caractéristique de la fonc-

tion de Green :

On suppose que les coefficients «; ,3; ,7; ,0; € C ot i = 1,2 et les fonctions S; ,R; €
C'([0,1],C), i = 1,2. D’aprés (4.11) on a :
AN) = e [=p*B182 + p (A +7)By = Bi(A +6)) — 8251 (0) = 5152 (1))

A+ A+ ? + (A +6)S2 (1) — (A +6)S1 (0) — B1Ra (1) + BBy (0)

+As(1,0) + 5 (A+0)Ra (1) + (A+0)R1 (0) + Ags (0,1) + Agg (1,0))

AR 0.1+ ¥(p)

D’ou :

AN =e[p" + p* (By = B1) + p*(=B1By + 7 + 0 + S2 (1) — 51 (0))
+p(VBy — B16 — B251 (0) = 8152 (1) + R (1) + Ry (0)) + 76 + 152 (1)
=051 (0) = B1Ra (1) + BoR1 (0) + Ay (1,0)
+% (6B (1) + 0By (0) + Aps (0,1) + Aps (1,0)) + %AR (0,1) + W(p)]

(4.25)

Ou :
U(p) = 2e7"[p(—B351 (0) — 152 (1)) + %(—(/\ +0)R1 (1) — (A + 6)R2 (0)
—Ags (0,0) = Ags (1, 1)] + e *[p*3, 85 + p((A +7) B2 — B1(A +6)) — 5251 (0)
5152 (1)) = (A+7)(A+6) = (A+6)52 (1)
+(A+6)51(0) + 8112 (1) — By R1 (0) — Ag (1,0)
+% (A4 6)Ro (1) + (A 6) Ry (0) + Aps (0,1) + Aps (1,0)) + %AR (0,1)]

A+ )R () + p((A )5 (6) = By () = 25,5 () Vet
—l—fo )\+7)R’ (t)—l— (51]%’() ()\+7)S§()) 2515'()) plt+1) gy
+f01 /\—|—5 R’ (t ( ()\—|—5>S/ (t)+62R,1<>> 26251())€pt 2) It
L O+ VR () + p(—BoBy (1) + (A -+ 8)S5 (1) + 028 (1))e

+[(Arg(0,t) = p(Ars (0,1) + Apsi(t ,0)) + p?Ag g (1,8)e Pt}
0

)+
)+
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1

+ 5/ (Arn(t ,0) = p(Ars(t ,0) + Arsr(0 1)) = p*Ags(t , 0))e Dt
0

(Apr (1,t) + p(Ars (1,t) + Agsr(t ;1)) + p*Agis(t ,1))er=Ddt

(AR’R(t ) 1) + (pAR’S(t ) 1) + ARS’ (17 t)) + pzAS’S (17t))eiptdt

[ [(Ap (1) + (pApg(t &) + Apy (e.) — P*Ag (e, 1))erCtDdedt}
D’ou :
[ (p)] < 2¢O lp| (| Ry (1)] + 1B,] S1 (0)] + [54] 52 (1)]) +’—;,
([1B2 O) + 1] [Ry (D] + 7| [R2 (0)] + |Ars (0,0)] + [Ags (1, 1)])] + e21el
[p1* + 1p” (18a] + 1811) + [0 (18182l + [y1 + 18] + 182 (1)] + |51 (0)]) + o]
(Y[ 182] + 1B1] 10] + [B2] 151 (0)] + 161 [S2 (D] + [ R (1)] +[Ra (0)1)
+|175\ + 1y 152 (D] [0} [S1 ()] + [Ba] [Ro (V)] + [Bo] [Br ()] + \1As(1 ,0)]
o (0 B2 I+10] 1B 0]+ 1Ars (0, 1) +1Ars (1,0)]) + PE 2 [Ar(1,0)]]
+m{(!p!3 155 (Ol + 1ol” (1R @)1+ 1811 185 6)ID) + Lol (1] 1185 (1)1
+B IR 1) + 1B @)1 — em2Rel))
(ol 155 (DIl + Lol* (IR @)1+ 18] 155 (1) + Lol (18] 155 (Il + 182 1R (£)]1)
+18] 1By )N = 7% + (| Arrll + lol (1Aws] + | Ars ) + lol” | Ass]])
(7 Relr) — em2Rel)) } o {UIArzl + 1ol (AR + [ Ars ) + 1o | Ass]))

p|”Re (p)

(1 — e~ Rel))(2 4- ¢~ Relr))}

_Re(p)\2
AR+ 1ol (IArs |+ 12 ps ) + 1P [As]]) (1 — e~ o)

Lo
(Re (p))*

Finalement :
[T (p)] < 2~ RO |p| (|Ry (1)] + |By] [S1 (0)] + |B4] 82 (1)]) + E ’(|Rz( )|
+[8] [Ry (D] + 7] [R2 (0)] + [Ars (0,0)] + |Ags (1, 1)])] + e 2R
[ol* + 10 (182] + 1811) + 10" (1815a] + 171 + 18] + |2 (1)] + 151 (0)]) + |l
(] 1Bl + 1811 16] + 12| [S1 ()] + 181] [S2 (D] + [ B2 (V)] + | B4 (0)])
Y]+ 7] 192 (D] 4 [0] [S1 (0)] + [84] [Bz (D] + [Bo] [By (D] + [As (1, 0)]

Wf’(m Ry (V)] + 18] | Ry (0)] + [Ags (0, 1)] + |Ags (1,0)]) + ‘1‘2 AR (L,0)f

1 3 / ’ 2 ’ , ,
T ToTRe () LA 152 O+ 155 ) + 127 (182 () + 118 (0)]] + 521 1155 ()1
+6:] 1152 (1)
L (A HES2 (O +[T1[Sy (Ol + 8ol 1By N + 1811 1B (1) + 7] 1 B @]
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+161 1B )11 + (1 Ar &l + 1ol (1Ars] + | Ars ) + ol | Asrs)}

t+————{(| Azl + 0| (1Ars] + || Ars ) + [o* | Ass)}
1 {ie ()

+——— (A& || + ol (1A rs || + 1A s ) + o] [[As]]) -
(Re (p))

I
Re(p)  |p|cosd

On a :Re(p) > 0= Re(p) = |p|cosh et e Rl <

Donc :
W (p)] < P ‘ [\P\(\Rl( )|+ Bl 151 (0)] + |84 52 (1)]) + P |(\R2( )|
+10] [Ry (1 )I + 7] [R2 (0)] + [Ars (0,0) + [Ars (1, 1)])] + m

(" + 1oI” (182] +1811) + [* (1818 + 1] + 18] + Sz (1)] + 151 (0)])

1ol (0] 182l + 1811101 + 185 151 (0)] + 18] 152 (V)] + [Ra ()] + [Ra (0)])

+|175|+|7| |2 (D) +[0] [S1 (0)] + 18:] [Ra ()] + |8o] [Ba (1)] + |1As(1,0)|
H(M | Rz (1)] +[0] |R1(0)|+|ARs(0,1)I+|ARs(1,0)|)+WIAR(LO)I]

o Feos(®) 1 (g){(lplg(llsé(t)ﬂ+IISi(t)||)+|pl2(||R’2(t)||+||R’1(t)H

+16,] IIS’ O+ 1811 1155 1) + Lol (v 155 @)1 + 1o} 1157 (@)l

+1Bol (1R DI + [Ba] (|17 @) + 2] 1B (1] + o] [[ By (D))

+H(IArrl + ol (Ars] + 1 Ars ) + ol [Ass])}

+m{(”AR’R“ + ol (1Ars] + |1 Ars ) + [o* [Asrs])}

t g (1Al + ol (1Ars |l + [Ars ) + |ol” [ Asll)
|pI” cos?(3)

(4.26)

D’apres (4.25) nous avons pour |p| sufisamment grand :

A()\)2|p]4e_Re(p[1—ﬂ|52 By| — |1|2| BBy +7+ 0+ Sz (1)]

—# By — 516 — 5551 (0) — B1Sa (1) + Ry (1) + By (0)
1

ol

1 1
P [0Ry (1) 4+ 6Ry (0) + Ags (0,1) + Agg (1,0)] — P AR (0,1)] —
Et d’apres (4.26), nous déduisons que pour p € >, |p| > ry > 0,0on a

|70 +vS2 (1) — 851 (0) — B1R2 (1) + ByR1 (0) + Ag (1,0)]

Lw)
4
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Alors, nous avons :

1 1
ARz ol e MWL = = |8y = b = 5 |=Brfy + 7 +0+ 5 (1)
0

— 5 = 616 = 5381 0) = 3152 (1) + Fa (1) + i 0)
1164985 (1) = 651 0) = By (1) + B2 (0) + As (1,0)
0

1 1 1
— < |3Ry (1) + 6Ry (0) + Ags (0,1) + Ans (1,0)] = ~ A (0, 1)] = =5 le(ro)]]
0 0 0

Nous pouvons donc choisir 7y > 0 ,tel que :

1 1
_|52_51’+_2|_5152+’Y+6+52 (1)|
To To

b 1 = 518 — 535 (0) = 515> (1) + Ba (1) + R (0)
0

1
+3 170+ 752 (1) = 651 (0) = 51 Ra (1) + B2 (0) + As (1, 0)]
0
1 1 1 1
0 0 0

Alors pourp € ¥ 0 |p| > ro > 0, nous obtenons

eRe(p)

A 2 o' =

(4.27)

Finalement d’apres (4.24) nous avons démontré que |p| F' (p) reste bornée dans le secteur pour |p|
suffisamment grand, d’ou :

Fy
el

Remarque 4.3.1 les conditions aux limites dans (4.1) sont réguliéres.

Théoréme 4.3.2 Si les fonctions R;, S; € C1([0,1],C), i = 1,2, alors on a > 5 C p(Loo) et il

existe ¢ > 0 tel que :

C
[R(A, Loo ) || < o

Remarque 4.3.3 et du théoréme (2.3.4) on résulte que l'opérateur Lo, est générateur d’un semi-

groupe analytique.
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Résumé

Le but de cette recherche est I'étude d’un operateur différentiel du second
ordre avec des conditions aux limites combinant, une condition intégrale et les
valeurs de la fonction inconnue aux extrémités de l'intervalle, ainsi que ses
dérivées.

On trouve des conditions suffisantes sur les coefficients des conditions aux
limites pour lesquelles 'opérateur considéré est générateur d’un semi-groupe
analytique, ou analytique a singularités.

Enfin on applique les résultats obtenus a I'étude d’un probléme aux limites.

Abstract

In this work we study second order differential operators with bou ndary

conditions that combine weighting integral. And two point boundary
conditions.

We determine sufficient conditions on the coefficients of boundary conditions

guaranteeing that the considered operators are the generators of analytic and
analytic with singularities semigroups.

Finally. We apply the obtained results to the study of a class of parabolic
partial differential equation with non local boundary conditions.
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