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0.1 Introduction

Di¤érents problèmes rencontrés en théorie de la conduction thermique [8], [9], [20], en thermo-

élasticité [28] et en physique des plasmas [26], [27] peuvent être ramenés à des problèmes aux

limites avec conditions intégrales. De tels problèmes ont été étudiés par di¤érentes méthodes dans

les travaux [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [11], [12], [13], [14], [16], [17], [18], [19], [20], [21], [22], [24],

[25], [26], [30], [31], Le but de ce travail est l�étude de certaines classes des problèmes aux limites

avec conditions aux limites combinant des conditions intégrales avec d�autres contenant les valeurs

de la fonction inconnue et ses dérivées aux extrimités de l�intervalle.

Le memoire est composée d�une introduction et quatre chapitres.

On commence dans l�introduction par rappeler certaines notions préliminaires à savoir la

notion de fonction de Green d�opérateurs di¤érentiels.

Dans le premier chapitre on étudie une classe de semigroupes générés par des opèrateurs à

domaine non dense dits semi-groupes à singularités.[1], [2], [29], [30], [32], [?].

Le deuxiéme chapitre est consacré à l�étude d�un problème aux limites pour une équations

di¤érentielle du second ordre combinant des conditions aux limites du type intégrale à poids et

une condition non locale liant les valeurs de la fonction inconnue aux extrémités de l�intervalle

ainsi que ses dérivées dans l�espace L1 (0; 1) : On extrait deux classes de conditions aux limites ;
l�une dite régulière pour laquelle on montre la décroissance maximale de la résolvante, alors le

semi-groupe engendré est analytique et dans le cas où le domaine est dense, le semi-groupe est

fortement continu, et l�autre dite faiblement régulière pour laquelle la décroissance de la résolvante

est non maximale, alors le semi-groupe engendré par l�opérateur en question est générateur d�un

semi-groupe analytique à singularité [3], [4], [5], [6], [7], [11], [12], [13], [14], [18], [19], [25], [26],

[27], [28], [29], [30], [31], [33], [34], [35], [36], [37], [38], [39], [40], [?].

Dans le troisième chapitre on étudie un autre problème aux limites pour équations di¤érentielle

du second ordre avec conditions aux limites non locales et contenant le paramétre spectral dans

l�espace L1 (0; 1) , on extrait une classes de conditions aux limites dite faiblement régulière pour
laquelle on montre que la décroissance maximale de la résolvante est non maximale d�où l�opérateur

en question est générateur d�un semi-groupe à singularité.

Le quatrième chapitre est consecré à l�étude d�un classe de problèmes aux limites combinant

des conditions aux limites non locales avec paramètre spectral avec d�autres integrales à poids, on

montre la decroissance maximale de la résolvante et que l�opérateur en question génére un semi

groupe analytique dans l�espace L1 (0; 1) :
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CHAPITRE 0.

0.2 Notions préliminaires

Fonction de Green d�opérateur du second ordre

Considérons dans l�intervalle [0; 1] le problème suivant :8>>>>>>><>>>>>>>:

�u00 � �u = h (x)

B1(u) = �1u (0) + �1u
0(0) + 
1u (1) + �1u

0(1) +

1Z
0

(R1(t)u (t) + S1(t)u
0(t))dt = 0

B2(u) = �2u (0) +B2u
0(0) + 
2u (1) + �2u

0(1) +
1R
0

(R2(t)u (t) + S2(t)u
0(t))dt = 0

(1)

Où la fonction h (x) 2 C ([0; 1] ; C) et Ri(t); Si(t) 2 C1([0; 1] ; C): i = 1; 2. Par le théorème de
poincarré l�équation homogène correspondante à l�équation (1) admet un système fondamental de

solutions particulières UK(x; �); K = 1; 2, qui sont des fonctions entières du paramètre �.

On cherche la solution générale de l�équation dans (1) par la méthode de variation des constantes

sous la forme :

U (x; �) =
2X

K=1

CK(x; �) UK(x; �)

On obtient : 8<:
P2

K=1C
0
K(x; �) UK(x; �) = 0P2

K=1C
0
K(x; �) U

0
K(x; �) = h(x)

(2)

Le déterminant de ce système est le Wronskien du système fondamental de solutions particu-

lières de l�équation homogène correspondant à (1), donc :

W (x ; �) =

������ U1(x ; �) U2(x ; �)

U
0
1(x ; �) U 0

2(x ; �)

������ 6= 0
D�où le système (2) admet une solution unique :

C
0

K(x ; �) =
W2K (x; �) h(x)

W (x; �)
; K = 1; 2 (3)

Où W2K(x; �) est le complément algébrique de l�élément se trouvant à la 2�eme ligne et à la k�eme

colonne.

En intégrant (3) de 0 à x, on obtient :

CK(x ; �) = CK(0 ; �) +

xZ
0

W2K(s ; �) h(s)

W (s ; �)
ds

1



CHAPITRE 0.

En intégrant( 3) de 1 à x , on obtient :

CK(x ; �) = CK(1 ; �) +

xZ
1

W2K (s; �)h(s)

W (s; �)
ds

D�où, la solution générale U (x ; �) de l�équation dans (1) admet la représentation suivante :

U (x ; �) =
P2

K=1CK(x ; �)UK (x ; �)+
1

2

xZ
0

�U2(s ; �)U1(x ; �) + U2(x ; �)U1(s ; �)
W (s ; �)

h(s)ds+

1

2

xZ
1

U2(s ; �)U1(x ; �)� U2(x ; �)U1(s ; �)
W (s ; �)

h(s)ds

Où :

CK (x ; �) =
1

2
(CK(0 ; �) + CK(1 ; �))

En posant :

g (x ; s ;�) = �1
2

U2(s ; �)U1(x ; �)� U2(x ; �)U1(s ; �)
W (s ; �)

Où g (x ; s ; �) prend le signe + , si 0 < x < s < 1 et le signe � ,

si 0 < s < x < 1 , d�où on a pour la solution générale de l�équation dans (1) la représentation :

U (x ; �) =
2X

K=1

CK(x ; �)UK(x ; �) +

1Z
0

g (x ; s ;�) h (s)ds (4)

Finalement pour obtenir la solution du problème (1) on détermine les constantes

CK(x ; �) ; K = 1 ; 2 ,

dans (4) de telle manière qu�elle véri�e les conditions aux limites dans (1), ainsi on obtient :

2X
K=1

CK (x ; �) Bi (UK (x ; �)) = �
1Z
0

Bi ( g (x ; s ;�)) h(s)ds ; i = 1 ; 2 (5)

Si

M (�) =

������ B1(U1(x ; �)) B1(U2(x ; �))

B2(U 1(x ; �)) B2(U 2(x ; �))

������ 6= 0 (6)

Alors le système (5) admet des solutions uniques C1(x ; �); C2(x ; �) données par :

C1(x ; �) =

1Z
0

������ �B1(g (x ; s ;�)) B1(U2)

�B2(g (x ; s ;�)) B2(U 2)

������
M (�) h(s)dx

2



CHAPITRE 0.

Et

C2(x ; �) =

1Z
0

������ B1(U1) �B1(g (x ; s ;�))
B2(U 1) �B2(g (x ; s ;�))

������
M (�) h(s)dx

En remplaçant C1; C2 dans (4), on trouve la représentation de la solution du problème (1) :

U (x ; �) =
1

M (�) [
1Z
0

f�

������ B1(g (x ; s ;�)) B1(U2)

B2(g (x ; s ;�)) B2(U
0
2)

������� U1(x ; �)
�

������ B1(U1) B1(g (x ; s ;�))

B2(U
0
1) B2(g (x ; s ;�))

������� U2(x ; �)+ M (�)� g (x ; s ;�)gh(s)ds]
Ce qui donne :

U (x ; �) =

1Z
0

��������
U1(x) U2(x) g (x ; s ;�)

B1(U1) B1(U2) B1(g)x

B2(U1) B2(U2) B2(g)x

��������
M (�) h(s)ds

Si on suppose

G(x ; s ;�) =

��������
U1(x) U2(x) g (x ; s ;�)

B1(U1) B1(U2) B1(g)x

B2(U1) B2(U2) B2(g)x

��������
M (�) (7)

Alors pour U (x ; �) on a la représentation :

U (x ; �) =

1Z
0

G(x ; s ;�)h(s)ds (8)

Dé�nition 0.2.1 G(x ; s ;�) est dite fonction de Green du problème (1) :

Théorème 0.2.2 Soit � 2 C te que M (�) 6= 0 et h 2 C [0 ; 1], alors le problème (1) admet une

solution U 2 C 2 [0; 1], meromorphe en � admettant la représentation (8), les pôles de la fonction

de Green sont les zéros du déterminant caractéristique M (�):

De la représentation de G (x ; s ;�) on obtient facilement le Théorème suivant :

Théorème 0.2.3 1- G (x ; s ;�) est une fonction continue 8 x , s 2 [0 ; 1]
2- Pour tout s �xé dans [0 ; 1]; la fonction G (x ; s ; �) admet les dérivées premières et secondes

3



CHAPITRE 0.

en x

Dans chacun des intervalles [0 ; s [ et ]s ; 1], en plus

lim
x!>s

@G (x ; s ; �)

@x
� lim

x!<s

@G (x ; s ; �)

@x
= 1

3- Dans chacun des intervalles [0 ; s [ et ]s ; 1] la fonction G (x ; s ; �) envisagée comme fonctions

de x véri�e l�équation L (G) = 0 et les conditions aux limites :

Bi (G) = 0 ; i = 1 ; 2

On peut facilement montrer le Théorème suivant :

Théorème 0.2.4 si le problème aux limites correspondant au problème homogène (1) admet uni-

quement la solution triviale, alors le problème aux limite (1) admet une et une seule fonction de

Green.

Equations di¤erentielles opérationnelles

Soit E , E1et E2 trois espaces de Bannach , introduisons les espaces de Banach suivants :

C�((0 ; T ) ; E ) =
�
f =f 2 C ((0 ; T ) ; E ) ; kf k = Supt 2[0 ;T ] kt �f k <1

	
; � � 0

et C 

�((0 ; T ) ; E ) = ff =f 2 C ((0 ; T ) ; E) ;

kf k = Supt 2[0 ;T ] kt �f k+ Sup0<t <t +h�T kf (t+ h)� f (t)kh�
t � <1g; � � 0; 
 2 (0; T ]:

Et l�espace vectoriel

C1((0; T ) ; E1 ; E2) =
�
f =f 2 C ((0 ; T ) ; E1) \ C1((0 ; T ) ; E2)

	
; o�u E1 � E2:

On note par

E (A) = fu =u 2 D (A) ;
�
kAuk2 + kuk2

� 1
2g

Et;

C1((0 ; T ) ; E (A) ; E ) = ff =f 2 C ((0 ; T ) ; E (A)) ; f 0 2 C ((0 ; T ) ; E )g

Enonçons le théorème qui est démontré par di¤érentes méthodes dans l�éspace norme :

4



CHAPITRE 0.

On considère dans l�espace de banach E, le problème de Cauchy suivant8<: u
0
(t) = Au (t) + f (t) ; t 2 [0 ; T ]

u (0) = u0
(9)

Où A est un opérateur linéaire en général non borné dans E, u0 2 E et f (t) 2 E:

Théorème 0.2.5 Supposons que les conditions suivants soient véri�ées

1- Il existe a > 0 et b 2 [0 ; 1] tel que kR (� ; A)k � c j�j�b ; jarg �j � �
2
+ a ; j�j ! 1

2- h 2 C �
�([0 ; 1] ; E ) pour � 2 [1� b ; 1] ; � 2 [0 ; b]:

3- u0 2 D (A) :

Alors le problème de cauchy à une solution unique u tel que

u 2 C ((0 ; T ) ; E ) \C1 ((0 ; T ] ; E (A) ; E )

Et pour cette solution on a les estimations suivantes

ku (t)k � c
�
kAu0k+ ku0k+ kf kC�((0 ; 1] ; E )

�
; t 2 (0 ; T ] ;


u0 (t)


+ kAu (t)k � c

�
t� �1 kAu0k+ ku0k+ t� �� �1 kf kC�((0 ; 1] ; E )

�
; t 2 (0 ; T ]:

5



Chapitre 1

Semi-groupes de classe A(�; �)

Ce chapitre est consacré à l�étude d�une classe de Semi-groupes à singularité qui s�appelle Semi-

groupes de classe A(�; �) et qui sont d�une grande importance dans la résolution du problème de

cauchy pour équation di¤érentielle opérationnelle à coé¢ cient opératoriel non borné et à domaine

non dense. nous fournissons la dé�nition et les propriétés de ce type de Semi-groupes et nous

démontrons le théorème qui donne les conditions su¢ santes d�existence du semi-groupes de classe

A(�; �).

1.1 Semi-groupes de classe A(�; �)

Soit A un opérateur linéaire, dans un espace de banach E avec le domaine D(A) = D.

On suppose qu�il existe un opérateur-fonction U(t) pour t > 0 et que les conditions suivantes sont

véri�ées

i)U(t) est un opérateur linéaire borné de E dans D , t 2 [0 ; +1] :
ii)U(t+ s) = U(t)U(s) ; t ; s > 0:

iii)limt!0+ U(t)v = v pour v 2 D:
iv)U(t) est di¤érentiable avec t > 0 et

d

dt
U(t) = �A(t)U(t):

v)U(t) commute avec A(t) dans D:

vi) Les estimation

kU(t)k �Mt��e�!t ;



U 0

(t)



 �M t�

�

e�!t: (1.1)

sont vraies pour chaque M > 0; ! > 0; � � 0 et � � 1:

6



CHAPITRE 1. SEMI-GROUPES DE CLASSE A(�; �)

Proposition 1.1.1 Pour 0 < � < 1 on a

A�� =
1

�(�)

+1Z
0

t��1 G(t)dt: (1.2)

Où : �(�) c�est la fonction de Gamma . qui de�nit par

�(�) =
R +1
0

e�t e��1dt:

Dé�nition 1.1.2 La fonction opératorielle U(t) = e�tA(t > 0) possédant la propriété (1:2) est

dite Semi-groupe de classe A(�; �) engendré par l�opérateur A:

Proposition 1.1.3 Les nombres � et � dans l�inégalité (1:1) doivent être liés par l�inégalité �+

1 � �:

Preuve. D�après la propriété (iv) on a

U(t) = e�SA(t)

donc
d

dt
U(t) = �A(t)U(t)

Alors R T
t
AU(t)dt =

R �
t
Ae�SAdt = e�tA � e��A:

Finalement

e�tA =
R �
t
Ae�SAdt+ e��A

D�où : 

e�tA

 = 

e��A + R �
t
Ae�sAdt



 :
�


e��A

+ 

R �

t
Ae�sAdt



 :
�M ���e�!� +

R �
t
M S��e�ws ds:

�M ��� +
R �
t
M S��ds:

=M ��� +
M

� � 1
�
t�(��1) � ��(��1)

�
:

� C1 t�(��1):
Comme on a



e�tA

 �M t�� pour t assez petite, Alors � � � � 1:

Remarque 1.1.4 Si D = E, � = 0 , � = 1, Alors U(t) est un Semi-groupe analytique.

Dé�nition 1.1.5 (Générateur In�nitésimal)

7



CHAPITRE 1.

On appelle générateur in�nitésimal du Semi-groupe fu(t)gt�0, l�opérateur linéaire non borné
A0 dé�ni par :

A0' = lim
t!o+

U(t)'� '
t

et

D0(A) =

�
' 2 E = lim

t!o+
G(t)'� '

t
existe dans E

�
:

Proposition 1.1.6 On a D0 = D et A = �A0:

Preuve. De la propriété (iv) on a

U(t)x� U(s)x = �
R t
s
AU(�)d� ; (t; s > 0):

Si x 2 D , par passage à la limite quand s tend vers 0, on obtient

U(t)x� x = �
tZ
0

AU(�)d� :

D�où l�expression

U(t)� I
t

x = �1
t

tZ
0

Au(�)d� :

admet une limite quand t! 0 ce qui veut dire que x 2 D0, donc D � D0, et A0x = �A:
Soit maintenant x 2 D0, alors, par passage à la limite quand s tend vers 0 dans l�égalité

U(t)
U(s)� I

s
x = �

t+sZ
t

AU(�)d� :

On obtient U(t)A0x = �AU(t)x: Supposons queA admet un inverse borné, alors U(t)A�2A0x =
�U(t)A�1x par passage à la limite pour t! 0, on obtient x = �AA0x, ainsi x 2 D: D0où D = D0

et A = A0:

1.2 Conditions su¢ santes d�existance du Semi-groupes de

classe A(�; �)

Théorème 1.2.1 Supposons que dans le plan complexe Re � � ! la résolvante de l�opérateur A
exite et véri�e 

(A+ �I)�1

 � c

j�jr (1.3)

8



CHAPITRE 1.

avec r 2 [0 ; 1], Alors, il existe un Semi-groupe de classe A (�; �) engendré par l�opérateur A,
De plus � = r�1 � 1 et � = 2r�1 � 1:

Preuve. On pose

U(t) =
1

2�i

�0+i1Z
�0�i1

e�t (A+ �I)�1 d� (1.4)

où �0 � !. Remarquons que la résolvante (A+ �I)�1 n�existe pas uniquement dans le demi

plan complexe Re � � !, mais aussi dans le domaine délimité par la parabole � = ! � z + i� où
z = c1 (!

2 + r2)
r
2 ; c1 > 0 où l�inégalité (1:3) est véri�ée. D�où l�intégration dans (1:4) Selon la

droite Re � = �0 peut être remplacée par l�intégration sur la parabole .

U(t) =
1

2�i

Z
�1+�2

e�t (A+ �I)�1 d� (1.5)

Où

�1 =
n
� = ! � z + i� ; z = c1

�
!2 + r2

� r
2 ; � � 0

o
:

Et

�2 =
n
� = ! � z + i� ; z = c1

�
!2 + r2

� r
2 ; � � 0

o
:

L�intégrale (1:5) est absolument convergente pour � < 1

kU(t)k =







 12�i
Z

�1+�2

e�t (A+ �I)�1 d�







 :
� c

1Z
0

e(!��)t j�j�r d� :

� c e!t t
1�
1

� :

Utilisons l�identité (A+ �I)�1 = ��1I���1A (A+ �I) nous obtenons une représentation pour
(1:4) sur les éléments v 2 D

U(t)V = V � 1

2�i

�0+i1Z
�0�i1

e�t (A+ �I)�1 AV d�: (1.6)

Pour t tendant vers zéro la dernière intégrale converge vers zéro, donc

lim
t!O+

U(t)V = V , pour v 2 D:

9



CHAPITRE 1.

Si dans l�égalité (1:6) on intégre selon la parabole �1+�2, alors la formule sera vraie 8v 2 E,
De plus

U
0
(t) = � 1

2�i

Z
�1+�2

e�t A (A+ �I)�1 d� (1.7)

Cette intégrale est absolument convergente. U
0
(t) = �AU(t) et




U 0
(t)



 =







 12�i
Z

�1+�2

e�t A (A+ �I)�1 d�







 :
� C

1Z
0

e(!��)t j�j1�r d� :

� c e!t t1�
2
� :

Pour démontrer les propriétés du Semi-groupe, utilisons le problème de Gauchy8<: V
0
+ AV = 0

V (0) = 0
: (1.8)

Et montrons qu�il admet uniquement la solution triviale dans la classe des fonctions V = V (t)

véri�ant pour t assez grand l�inégalité kV (t)k � e!t:pour celà posons W (�) =
R 1
"
"
e��t V (t) dt ;

pour " > 0, où V (t) est une certaine solution du problème (1:8) dans la classe donée . Pour Re

� > ! on peut faire tendre " ! 0 dans l�inégalité, en suite transformons l�expression AW (�) en

utilisant (1:8) et intégrant par parties

AW (�) =

1
"Z
"

e��tAV (t)dt:

= �

1
"Z
"

e��tV
0
(t)dt:

= e��"V (")� e��
" � �

1
"Z
"

e��tAV (t)dt:

Les termes hors intégrale tendent vers zéro lorsque " tend vers zéro, nous obtenons AW (�) +

�W (�) = 0, comme Re � > ! appartient à l�ensemble résolvante de A, alors la dernière égalité

donne W (�) = 0. Et en utilisant la transformation inverse de Laplace on obtient que V (t) = 0.

De ce qui précède on a l�unicité de la solution du problème (1:8):

10



CHAPITRE 1.

On considère le problème 8<: u
0
+ Au = 0:

u(0) = x:
(1.9)

x 2 E ,u(t) = U(t)x. Et soit le problème auxiliaire8<: v
0
+ Av = 0:

v(0) = u(s):
(1.10)

Ce qui implique que v(t) = U(t)u(s). Seconde solution qui s�écrit v(t) = U(t+ s)x:

Vu l�unicité on obtient U(t + s)x = u(t)u(s)x: Ce qui entraine l�unicité du semi-groupe en-

gendré par l�opérateur A:
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Chapitre 2

Problème aux limites pour une équation

di¤érentielle du second ordre avec

conditions aux limites non locales dans

L1(0 ; 1)

Dans ce chapitre on étudie un problème aux limites pour une équation di¤érentielles ordinaire

du second ordre combinant des conditions aux limites du type intégrale à poids et une condition

non locale liant les valeurs de la fonction inconnue aux extrémités de l�intervalle ainsi que ses

dérivées, On extrait deux classes de conditions aux limites, l�une dite régulière pour laquelle on

montre la décroissance maximale de la résolvante et l�autre dite faiblement régulière pour laquelle

la décroissance de la résolvante est non maximale, L�idée consiste en une étude détaillée de la

fonction de Green du problème considéré.

On considère le problème suivant :8>>>>>>><>>>>>>>:

L (u) = �u00

B1(u) = �1�u (0) + �1u
0
(0) + 
1u (1) + �1u

0
(1) +

1Z
0

(R1(t)u(t) + S1(t)u
0
(t))dt = 0

B2(u) = �2�u (0) +B2u
0
(0) + 
2u (1) + �2u

0
(1) +

1R
0

(R2(t)u(t) + S2(t)u
0
(t))dt = 0

(2.1)

12



CHAPITRE 2. PROBLÈME AUX LIMITES POUR UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE
DU SECOND ORDRE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES NON LOCALES DANS L1(0 ; 1)

où les fonctions Ri ; Si 2 C1([0 ; 1] ; C) ; i = 1 ; 2:
soit l�opérateur L1 : L1(0 ; 1)! L1(0 ; 1) ; u! L1(u) = u

00

de domaine :

D(L1) = fu 2 W 2;1(0; 1);Bi (u) = 0 ; i = 1 ; 2g

2.1 Construction de la fonction de Green

Dans toute la suite on considère � 2
P
�

où :

X
�

= f � 2 C ; jarg(�) j � � ; �
2
< � < � g

soit l�opérateur suivant :8>>>>>>><>>>>>>>:

�u00 � �u = h (x)

B1(u) = �1�u (0) + �1u
0
(0) + 
1u (1) + �1u

0
(1) +

1Z
0

(R1(t)u(t) + S1(t)u
0
(t))dt = 0

B2(u) = �2�u (0) +B2u
0
(0) + 
2u (1) + �2u

0
(1) +

1R
0

(R2(t)u(t) + S2(t)u
0
(t))dt = 0

(2.2)

Si l�on suppose que le problème homogène correspondant à (2:2) n�admet que la solution triviale,

alors d�après le théorème (0.2.4) , le problème (2:2) admet une fonction de Green unique G(x ; s

; �), pour la construire nous allons utiliser le théorème(0.2.3).

D�après la condition 3 du théorème (0.2.3), G (x ; s ; �) est une solution du problème homogène,

d�où G (x ; s ; �) se met sous la forme :

G (x ; s ; �) =

8<: a1(s)e
�i�x + a2(s)e

i�x ; sur ]0 ; s[

b1(s)e
�i�x + b2(s)e

i�x ; sur ]s ; 1[
(2.3)

Où � = �
1
2 ;Re(�) > 0; d�après la condition 1 du théoème (0.2.3) on a : G (x; s; �) est une fonction

continue pour tout x et s 2 [0 ; 1] alors :

a1(s)e
�i�x + a2(s)e

i�x = b1(s)e
�i�x + b2(s)e

i�x

13



CHAPITRE 2. PROBLÈME AUX LIMITES POUR UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE
DU SECOND ORDRE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES NON LOCALES DANS L1(0 ; 1)

D�où :

� (a1 (s)� b1 (s)) e�i�x � (a2 (s)� b2 (s)) ei�x = 0 (2.4)

D�après la condition 2 du même théorème on a :

(�i�b1(s)e�i�x + i�b2(s)ei�x)� (�i�a1(s)e�i�x + i�a2(s)ei�x) = 1

Donc :

(a1 (s)� b1 (s)) �e�i�x � (a2 (s)� b2 (s)) �ei�x = 1 (2.5)

Et d�après la condition 3 du théorème (0.2.3), on a :

Bi(G) = 0 ; i = 1 ; 2 (2.6)

De (2:4) , (2:5) et (2:6) on obtient le système :8>><>>:
(a1 (s)� b1 (s)) �e�i�x � (a2 (s)� b2 (s)) �ei�x = 1
� (a1 (s)� b1 (s)) e�i�x � (a2 (s)� b2 (s)) ei�x = 0

B1(G) = 0 et B2(G) = 0

(2.7)

De (2:4) et (2:5) on a :

W =

������ �e
�i�x ��ei�x

�e�i�x �ei�x

������ = �2�
Alors :

(a1 (s)� b1 (s)) =
�1
2�

������ 1 ��ei�x

0 �ei�x

������ = ei�s

2�

D�où :

a1 (s) = b1 (s) +
ei�s

2�
(2.8)

Et

a2 (s)� b2 (s) =
�1
2�

������ �e
�i�x 1

�e�i�x 0

������ = �e�i�s
2�

D�où :

a2 (s) = b2 (s)�
e�i�s

2�
(2.9)

D�après (2:6) on obtient :

B1(G) = (�1�� i�1�)a1(s) + (�1�+ i�1�)a2(s) + (
1 � i��1)b1(s)e�i�

14
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DU SECOND ORDRE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES NON LOCALES DANS L1(0 ; 1)

+(
1 + i��1)b2(s)e
i� +

sZ
0

[R1(x)(a1(s)e
�i�x + a2(s)e

i�x) + S1(x)

(�i�a1(s)e�i�x + i�a2(s)ei�x)]dx+
1Z
s

[R1(x)(b1(s)e
�i�x + b2(s)e

i�x)

+S1(x)(�i�b1(s)e�i�x + i�b2(s)ei�x)]dx = 0

Et d�un manière similarie on obtient B2(G), d�où :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

B1(G) = (�1�� i�1�)a1(s) + (�1�+ i�1�)a2(s) + (
1 � i��1)b1(s)e�i� + (
1 + i��1)

b2(s)e
i� +

sZ
0

[(R1(x)� i�S1(x))e�i�xa1(s) + (R1(x) + i�S1(x))a2(s)ei�x]dx+

+

1Z
s

[R1(x)� i�S1(x))e�i�xb1(s) + (R1(x) + i�S1(x))b2(s)ei�x]dx = 0

B2(G) = (�2�� i�2�)a1(s) + (�2�+ i�2�)a2(s) + (
2 � i��2)b1(s)e�i� + (
2 + i��2)

b2(s)e
i� +

sZ
0

[R2(x)� i�S2(x))e�i�xa1(s) + (R2(x) + i�S2(x))a2(s)ei�x)]dx+

+

1Z
s

[R2(x)� i�S2(x))e�i�xb1(s) + (R2(x) + i�S2(x))b2(s)ei�x]dx = 0

(2.10)

On remplaçant (2:8) et (2:9) dans (2:10) on trouve :

B1(G) = (�1�� i�1�)(b1 (s) +
ei�s

2�
) + (�1�+ i�1�)(b2 (s)�

e�i�s

2�
)

+(
1 � i��1)b1(s)e�i� + (
1 + i��1)b2(s)ei� +
sZ
0

[(R1(x)� i�S1(x))

(b1 (s) +
ei�s

2�
)e�i�x + (R1(x) + i�S1(x))(b2 (s)�

e�i�s

2�
)ei�x]dx

+

1Z
s

[R1(x)� i�S1(x))e�i�xb1(s) + (R1(x) + i�S1(x))b2(s)ei�x]dx = 0

Donc :
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CHAPITRE 2. PROBLÈME AUX LIMITES POUR UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE
DU SECOND ORDRE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES NON LOCALES DANS L1(0 ; 1)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

B1(G) = [�1�� i�1�+ 
1e�i� � i��1e�i� +
1Z
0

(R1(x)� i�S1(x))e�i�xdx]b1 (s)+

[�1�+ i�1�+ 
1e
i� + i��1e

i� +

1Z
0

(R1(x) + i�S1(x))e
i�xdx]b2 (s) +

1

2�
((�1�� i�1�)ei�s

�(�1�+ i�1�)e�i�s) +
1

2�

sZ
0

[(R1(x)� i�S1(x))ei�(s�x) � (R1(x) + i�S1(x))ei�(x�s)]dx = 0

et

B2(G) = [�2�� i�2�+ 
2e�i� � i��2e�i� +
1Z
0

(R2(x)� i�S2(x))e�i�xdx]b1 (s)+

[�2�+ i�2�+ 
2e
i� + i��2e

i� +

1Z
0

(R2(x) + i�S2(x))e
i�xdx]b2 (s) +

1

2�
((�2�� i�2�)ei�s

�(�2�+ i�2�)e�i�s) +
1

2�

sZ
0

[(R2(x)� i�S2(x))ei�(s�x) � (R2(x) + i�S2(x))ei�(x�s)]dx = 0

C�est -à-dire :

B1(G) = B1(u1)b1 (s) +B1(u2)b2 (s) +
1

2�
((�1�� i�1�)ei�s

�(�1�+ i�1�)e�i�s) +
1

2�

sZ
0

[(R1(x)� i�S1(x))ei�(s�x) � (R1(x)

+i�S1(x))e
i�(x�s)]dx = 0

B2(G) = B2(u1)b1 (s) +B2(u2)b2 (s) +
1

2�
((�2�� i�2�)ei�s

�(�2�+ i�2�)e�i�s) +
1

2�

sZ
0

[(R2(x)� i�S2(x))ei�(s�x) � (R2(x)

+i�S2(x))e
i�(x�s)]dx = 0

Où : 8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

B1(u1) = �1�� i�1�+ 
1e�i� � i��1e�i� +
1Z
0

(R1(x)� i�S1(x))e�i�xdx

B1(u2) = �1�+ i�1�+ 
1e
i� + i��1e

i� +

1Z
0

(R1(x) + i�S1(x))e
i�xdx

B2(u1) = �2�� i�2�+ 
2e�i� � i��2e�i� +
1Z
0

(R2(x)� i�S2(x))e�i�xdx

B2(u2) = �2�+ i�2�+ 
2e
i� + i��2e

i� +

1Z
0

(R2(x) + i�S2(x))e
i�xdx]b2 (s)
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DU SECOND ORDRE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES NON LOCALES DANS L1(0 ; 1)

Et si on a :

M (�) =

������ B1(u1) B1(u2)

B2(u1) B2(u2)

������ 6= 0 (2.11)

Alors , ce système admet un seul solution :

b1 (s) =
1

M (�)2� [B2(u2)� [�(�1�� i�1�)e
i�s + (�1�+ i�1�)e

�i�s

�
sZ
0

[(R1(x)� i�S1(x))ei�(s�x) � (R1(x) + i�S1(x))ei�(x�s)]dx]

�B1(u2)� [�(�2�� i�2�)ei�s + (�2�+ i�2�)e�i�s

�
sZ
0

[(R2(x)� i�S2(x))ei�(s�x) � (R2(x) + i�S2(x))ei�(x�s)]dx]

et

b2 (s) =
1

M (�)2� [B1(u1)� [�(�2�� i�2�)e
i�s + (�2�+ i�2�)e

�i�s)

�
sZ
0

[(R2(x)� i�S2(x))ei�(s�x) � (R2(x) + i�S2(x))ei�(x�s)]dx]

�B2(u1)� [�(�1�� i�1�)ei�s + (�1�+ i�1�)e�i�s

�
sZ
0

[(R1(x)� i�S1(x))ei�(s�x) � (R1(x) + i�S1(x))ei�(x�s)]dx]

Notons par :

Mxy= x1y2 � x2y1

MR (t ; ") = R1(t)R2(")�R2(t)R1(")

MS (t ; ") = S1(t)S2(")� S1(")S2(t)

MRS (t ; ") = R1(t)S2(")�R2(t)S1(")

Ainsi d�après la formule (2:3), la fonction de Green s�ècrit si x > s; on a donc :

G(x ; s ; �) =
1

M (�)2� [e
i�(x+s)f (� M�
 �i�(� M�� + M�
)� �2 M��)e�i�

�
sZ
0

(M
R (t)� i�(M�R (t)+ M
S (t))� �2 M�S (t))e�i�(t+1)dt

+

1Z
s

(� M�R (t)� i�(� M�S (t)+ M�R (t))� �2 M�S (t))e�i�tdt

+

1Z
s

sZ
0

(MR ("; t) + i�(MRS (t; ")� MRS ("; t))� �2 MS ("; t))e�i�("+t)d"dt g

+e�i�(x+s)f (� M�
 +i�(� M�� + M�
)� �2 M��)ei�
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�
sZ
0

(M
R (t) + i�(M�R (t)+ M
S (t))� �2 M�S (t))ei�(t+1)dt

+

1Z
s

(� M�R (t) + i�(M�R (t) + � M�S (t))� �2 M�S (t))ei�tdt

+

1Z
s

sZ
0

(MR ("; t) + i�(MRS ("; t)� MRS (t; "))� �2 MS ("; t))ei�("+t)d"dt g

+ei�(x�s)f(�� M�
 +i�(� M�� � M�
)� �2 M��)e�i� + 2i�� M��

+

sZ
0

(� M�R (t) + i�(� M�S (t)+ M�R (t)) + �2 M�S (t))ei�tdt

+

sZ
0

(M
R (t) + i�(M
S (t)� M�R (t)) + �2 M�S (t))ei�(t�1)dt

+

1Z
0

(� M�R (t) + i�(M�R (t)� � M�S (t)) + �2 M�S (t))e�i�tdt

+

1Z
s

sZ
0

(MR (t; ") + i�(MRS ("; t)� MRS (t; ")) + �2 MS (t; "))ei�("�t)d"dtg

+ei�(s�x)f(�� M�
 +i�(M�
 �� M��)� �2 M��)ei� � 2i�� M��

+

sZ
0

(� M�R (t) + i�(M�R (t)� � M�S (t)) + �2 M�S (t))e�i�tdt

+

sZ
0

(M
R (t) + i�(M�R (t)� M
S (t)) + �2 M�S (t))ei�(1�t)dt

�
1Z
0

(� M�R (t) + i�(� M�S (t)� M�R (t)) + �2 M�S (t))ei�tdt

+

1Z
0

sZ
0

(MR (t; ")� i�(MRS ("; t)+ MRS (t; ")) + �2 MS (t; "))ei�(t�")d"dtg]

Et si x < s :

G (x ; s ; �) = a1(s)e
�i�x + a2(s)e

i�x = (b1(s) +
ei�s

2�
)e�i�x + (b2(s)�

e�i�s

2�
)ei�x

= b1(s)e
�i�x + b2(s)e

i�x +
1

2�
(ei�(s�x) � ei�(x�s))

Ce qui donne :

G (x ; s ; �) =
1

2� M (�) [e
i�(x+s)f (� M�
 �i�(� M�� + M�
)� �2 M��)e�i�
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�
sZ
0

(M
R (t) + i�(M�R (t)+ M
S (t))� �2 M�S (t))e�i�(t+1)dt

+

1Z
s

(� M�R (t)� i�(� M�S (t)+ M�R (t))� �2 M�S (t))e�i�tdt

+

1Z
s

sZ
0

(MR ("; t) + i�(MRS (t; ")� MRS ("; t))� �2 MS ("; t))e�i�("+t)d"dt g

+e�i�(x+s)f (� M�
 +i�(� M�� + M�
)� �2 M��)ei�

�
sZ
0

(M
R (t) + i�(M�R (t)+ M
S (t))� �2 M�S (t))ei�(t+1)dt

+

1Z
s

(� M�R (t) + i�(M�R (t) + � M�S (t))� �2 M�S (t))ei�tdt

+

1Z
s

sZ
0

(MR ("; t) + i�(MRS ("; t)� MRS (t; "))� �2 MS ("; t))ei�("+t)d"dt g

+ei�(x�s)f (�� M�
 +i�(M�
 �� M��)� �2 M��)ei� � 2i�� M��

�
1Z
s

(� M�R (t) + i�(� M�S (t)� M�R (t)) + �2 M�S (t))ei�tdt

�
1Z
s

(M
R (t) + i�(M
S (t)� M�R (t)) + �2 M�S (t))ei�(t�1)dt

+

1Z
0

(M
R (t) + i�(M�R (t)� M
S (t)) + �2 M�S (t))ei�(1�t)dt

+

1Z
0

1Z
s

(MR ("; t)� i�(MRS (t; ")� MRS ("; t)) + �2 MS ("; t))ei�("+t)d"dt g

+ei�(s�x)f (�� M�
 +i�(� M�� � M�
)� �2 M��)e�i� + 2i� M
�

�
1Z
s

(� M�R (t) + i�(M�R (t) + � M�S (t)) + �2 M�S (t))e�i�tdt

�
1Z
s

(M
R (t) + i�(M�R (t)� M
S (t)) + �2 M�S (t))ei�(1�t)dt

+

1Z
0

(M
R (t) + i�(M
S (t)� M�R (t)) + �2 M�S (t))ei�(t�1)dt
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+

1Z
0

1Z
s

(MR ("; t) + i�(MRS (t; ")+ MRS ("; t)) + �2 MS ("; t))ei�(t�")d"dt g

Donc on a le théorème

Théorème 2.1.1 Soit � 2 C tel que �(�) 6= 0 ; alors le problème (2:1) admet une fonction de
Green unique donnée par :

G (x ; s ; �) =
1

� (�)
[' (x) + 'i (x)]

où :

8<: i = 1 ; si x > s

i = 2 ; si x < s

avec :

'(x ; s ; �) =
1

2�
[ei�(x+s)f (� M�
 �i�(� M�� + M�
)� �2 M��)e�i�

�
sZ
0

(M
R (t)� i�(M�R (t)+ M
S (t))� �2 M�S (t))e�i�(t+1)dt

+

1Z
s

(� M�R (t)� i�(� M�S (t)+ M�R (t))� �2 M�S (t))e�i�tdt

+

1Z
s

sZ
0

(MR ("; t) + i�(MRS (t; ")� MRS ("; t))� �2 MS ("; t))e�i�("+t)d"dt g

+e�i�(x+s)f (� M�
 +i�(� M�� + M�
)� �2 M��)ei�

�
sZ
0

(M
R (t) + i�(M�R (t)+ M
S (t))� �2 M�S (t))ei�(t+1)dt

+

1Z
s

(� M�R (t) + i�(M�R (t) + � M�S (t))� �2 M�S (t))ei�tdt

+

1Z
s

sZ
0

(MR ("; t) + i�(MRS ("; t)� MRS (t; "))� �2 MS ("; t))ei�("+t)d"dt g

(2.12)

Ainsi que :

'1(x ; s ; �) =
1

2�
[ei�(x�s)f (�� M�
 +i�(� M�� � M�
)� �2 M��)e�i�

+2i�� M�� +
sZ
0

(� M�R (t) + i�(� M�S (t)+ M�R (t)) + �2 M�S (t))ei�tdt
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+

sZ
0

(M
R (t) + i�(M
S (t)� M�R (t)) + �2 M�S (t))ei�(t�1)dt

�
1Z
0

(� M�R (t) + i�(M�R (t)� � M�S (t)) + �2 M�S (t))e�i�tdt

+

1Z
0

sZ
0

(MR (t; ") + i�(MRS ("; t)� MRS (t; ")) + �2 MS (t; "))ei�("�t)d"dt g

+ei�(s�x)f (�� M�
 +i�(M�
 �� M��)� �2 M��)ei� � 2i�� M��

+

sZ
0

(� M�R (t) + i�(M�R (t)� � M�S (t)) + �2 M�S (t))e�i�tdt

+

sZ
0

(M
R (t) + i�(M�R (t)� M
S (t)) + �2 M�S (t))ei�(1�t)dt

�
1Z
0

(� M�R (t) + i�(� M�S (t)� M�R (t)) + �2 M�S (t))ei�tdt

+

1Z
0

sZ
0

(MR (t; ")� i�(MRS ("; t)+ MRS (t; ")) + �2 MS (t; "))ei�(t�")d"dt g]

(2.13)

Et

'2(x ; s ; �) =
1

2�
[ei�(x�s)f (�� M�
 +i�(M�
 �� M��)� �2 M��)ei�

�2i�� M�� �
1Z
s

(� M�R (t ) + i�(� M�S (t )� M�R (t)) + �2 M�S (t))ei�tdt

�
1Z
s

(M
R (t) + i�(M
S (t)� M�R (t)) + �2 M�S (t))ei�(t�1)dt

+

1Z
0

(M
R (t) + i�(M�R (t)� M
S (t)) + �2 M�S (t))ei�(1�t)dt

+

1Z
0

1Z
s

(MR ("; t)� i�(MRS (t; ")+ MRS ("; t)) + �2 MS ("; t))ei�("+t)d"dt g

+ei�(s�x)f (�� M�
 +i�(� M�� � M�
) + �2 M��)e�i� + 2i� M
�

�
1Z
s

(� M�R (t) + i�(M�R (t)� � M�S (t)) + �2 M�S (t))e�i�tdt
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�
1Z
s

(M
R (t) + i�(M�R (t)� M
S (t)) + �2 M�S (t))ei�(1�t)dt

+

1Z
0

(M
R (t) + i�(M
S (t)� M�R (t)) + �2 M�S (t))ei�(t�1)dt

+

1Z
0

1Z
s

(MR ("; t) + i�(MRS (t; ")+ MRS ("; t)) + �2 MS ("; t))ei�(t�")d"dt g

(2.14)

La résolvante de ( 2:1) est donnée par :

R(� ; L1)h = �
1Z
0

G (: ; s ; �)h(s)ds (2.15)

D�où :

kR(� ; L1)hkL1(0 ;1) = Sup0�x�1

1Z
0

jG (: ; s ; �)j � jh(s)j ds

�

0@Sup0�x�1 1Z
0

jG (x ; s ; �)j ds

1A khk
L1
(0 ;1)

=
1

jM (�)jSup0�x�1
1Z
0

jN (x ; s ; �)j � jh(s)j ds

D�autre part de ( 2:12) on a :

j'(x ; s ; �)j � e�x Im(�)

2 j�j f (j�j3 jM��j+ j�j2 (jM��j+ jM�
j) + j�j jM�
j)e(1�s) Im(�)

+
1

Im(�)
(j�j2 kM�Sk+ j�j (kM�Rk+ kM
Sk) + kM
Rk)(eIm(�) � e(1�s) Im(�))

+
1

Im(�)
(j�j3 kM�Sk+ j�j2 (kM�Sk+ kM�Rk) + j�j kM�Rk)(e(1�s) Im(�) � 1)

+
1

(Im(�))2
(kMRk+ 2 j�j kMRSk+ j�j2 kMSk)(1� e�s Im(�))(eIm(�) � es Im(�))g

+
ex Im(�)

2 j�j f (j�j
3 jM��j+ j�j2 (jM��j+ jM�
j) + j�j jM�
j)e(s�1) Im(�)

+
1

Im(�)
(j�j2 kM�Sk+ j�j (kM�Rk+ kM
Sk) + kM
Rk)(e(s�1) Im(�) � e� Im(�))

+
1

Im(�)
(j�j3 kM�Sk+ j�j2 (kM�Sk+ kM�Rk) + j�j kM�Rk)(1� e(s�1) Im(�))
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+
1

(Im(�))2
(j�2j kMSk+ 2 j�j kMRSk+ kMRk)(e(s�1) Im(�) � 1)(e�s Im(�) � 1)g

(2.16)

Et d�après ( 2:13) on a :

j'1(x ; s ; �)j �
1

2 j�je
�x Im(�)f (j�j3 jM��j+ j�j2 (jM��j+ jM�
j) + j�j jM�
j)e(1+s) Im(�)

+2 j�j3 jM��j es Im(�) +
�1
Im(�)

(j�j3 kM�Sk+ j�j2 (kM�Sk+ kM�Rk) + j�j kM�Rk)

(1� 2es Im(�) + e(s�1) Im(�)) + �1
Im(�)

(j�j2 kM�Sk+ j�j (kM�Rk+ kM
Sk) + kM
Rk)

(eIm(�) � e(1+s) Im(�)) + 1

(Im(�))2
(j�j2 kMSk+ 2 j�j kMRSk+ kMRk)(eIm(�) � 1)

(es Im(�) � 1)g
+
1

2 j�je
(x�1) Im(�)f(j�j3 jM��j+ j�j2 (jM�
j+ jM��j) + j�j jM�
j)e�s Im(�)

+2 j�j3 jM��j e(1�s) Im(�) +
�1
Im(�)

(j�j3 kM�Sk+ j�j2 (kM�Sk+ kM�Rk) + j�j kM�Rk)

(e�s Im(�) � 2e(1�s) Im(�) + e(1�2s) Im(�))
+
�1
Im(�)

(j�j2 kM�Sk+ j�j (kM�Rk+ kM
Sk) + kM
Rk)(e�s Im(�) � 1)

+
1

(Im(�))2
(kMRk+ 2 j�j kMRSk+ j�j2 kMSk)(1� e�s Im(�))(eIm(�) � 1)g

(2.17)

Et dautre part de (2:14) on a :

j'2(x ; s ; �)j �
1

2 j�j [e
�x Im(�)f(j�j3 jM��j+ j�j2 (jM��j+ jM�
j) + j�j jM�
j)e(s�1) Im(�)

+2 j�j3 jM��j
��es Im(�)��+ 1

Im(�)
(j�j3 kM�Sk+ j�j2 (kM�Sk+ kM�Rk) + j�j kM�Rk)

(1� e(s�1) Im(�)) + 1

Im(�)
(j�j2 kM�Sk+ j�j (kM
Sk+ kM�Rk) + kM
Rk)

(eIm(�) � e(s�1) Im(�)) + 1

(Im(�))2
(j�j2 kMSk+ 2 j�j kMRSk+ kMRk)

(1� e(s�1) Im(�))(1� e� Im(�)) g
+ex Im(�)f(j�j3 jM��j+ j�j2 (jM��j
+ jM�
j) + j�j jM�
j)e(1�s) Im(�) + 2 j�j jM
�j e�s Im(�)

+
1

Im(�)
(j�j3 kM�Sk+ j�j2 (kM�Sk+ kM�Rk) + j�j kM�Rk)(e(1�s) Im(�) � 1)

+
1

Im(�)
(j�j2 kM�Sk+ j�j (kM�Rk+ kM
Sk) + kM
Rk)(e(1�s) Im(�) � e� Im(�))

+
1

(Im(�))2
(j�j2 kMSk+ 2 j�j kMRSk+ kMRk)(eIm(�) � 1)(e�s Im(�) � e� Im(�))g

(2.18)
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2.2 Estimation du numérateur de la fonction de Green

dans L1(0; 1) :

En intégrant la formule (2:16) et on obtient :

1Z
0

j'(x ; s ; �)j ds � e�x Im(�)

2 j�j f(j�j3 jM��j+ j�j2 (jM��j+ jM�
j) + j�j jM�
j)(
1� eIm(�)
� Im(�) )

+
�1
Im(�)

(j�j2 kM�Sk+ j�j (kM�Rk+ kM
Sk) + kM
Rk)(
eIm(�) � 1
Im(�)

� eIm(�))

+
1

(Im(�))2
(j�j2 kMSk+ 2 j�j kMRSk+ kMRk)(1 + eIm(�) + 2(

1� eIm(�)
Im(�)

))g

+
e(x�1) Im(�)

2 j�j f(j�j3 jM��j+ j�j2 (jM��j+ jM�
j) + j�j jM�
j)(
1� eIm(�)
� Im(�) )

+
�1
Im(�)

(j�j2 kM�Sk+ j�j (kM�Rk+ kM
Sk) + kM
Rk)(1�
eIm(�) � 1
Im(�)

)

+
1

Im(�)
(j�j3 kM�Sk+ j�j2 (kM�Sk+ kM�Rk) + j�j kM�Rk)(

eIm(�) � 1
Im(�)

� eIm(�))

+
1

(Im(�))2
(j�j2 kMSk+ 2 j�j kMRSk+ kMRk)(1 + eIm(�) + 2(

1� eIm(�)
Im(�)

))g

Et comme la fonction x 7! e�x Im(�) est croissante sur l�intervalle [0 ; 1] ; est que la fonction

x 7! e(x�1) Im(�) est décroissante sur le même intervalle, on a : sup0�x�1 e
�x Im(�) = e� Im(�)

et sup0�x�1 e
(x�1) Im(�) = e� Im(�). Ainsi on a :

sup0�x�1
1R
0

j' (x ; s ; �)j ds � e� Im(�)

2 j�j f(j�j
3 jM��j+ j�j2 (jM��j+ jM�
j) + j�j jM�
j)

2(
1� eIm(�)
� Im(�) ) +

�1
Im(�)

(j�j2 kM�Sk+ j�j (kM�Rk+ kM
Sk) + kM
Rk)

(1� eIm(�)) + �1
Im(�)

(j�j3 kM�Sk+ j�j2 (kM�Sk+ kM�Rk) + j�j kM�Rk)

(1� eIm(�)) + 2

(Im(�))2
(j�j2 kMSk+ 2 j�j kMRSk+ kMRk)(1 + eIm(�) + 2(

1� eIm(�)
Im(�)

))g

(2.19)

De même d�après (2:17) on a :
xZ
0

j'1(x ; s ; �)j ds �
1

2 j�je
� Im(�)f (j�j3 jM��j+ j�j2 (jM��j+ jM�
j) + j�j jM�
j)

(
e2 Im(�) � e(2�x) Im(�)

Im(�)
) + 2 j�j3 jM��j (

eIm(�) � e(1�x) Im(�)
Im(�)

)
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+
�1
Im(�)

(j�j3 kM�Sk+ j�j2 (kM�Sk+ kM�Rk) + j�j kM�Rk)

(xe(1�x) Im(�) � 2(e
Im(�) � e(1�x) Im(�))� 1 + e�x Im(�)

Im(�)
)

+
�1
Im(�)

(j�j2 kM�Sk+ j�j (kM�Rk+ kM
Sk) + kM
Rk)(xe(2�x) Im(�)

�e
2 Im(�) � e(2�x) Im(�)

Im(�)
) +

1

(Im(�))2
(j�j2 kMSk+ 2 j�j kMRSk+ kMRk)

(eIm(�) � 1)(e
Im(�) � e(1�x) Im(�)

Im(�)
� xe(1�x) Im(�))

+(j�j3 jM��j+ j�j2 (jM�
j+ jM��j) + j�j jM�
j)(
1� ex Im(�)
� Im(�) ) + 2 j�j

3 jM��j

(
e(x+1) Im(�) � eIm(�)

Im(�)
) +

�1
Im(�)

(j�j3 kM�Sk+ j�j2 (kM�Sk+ kM�Rk)

+ j�j kM�Rk)(
1� 2eIm(�) � ex Im(�) + 3

2
e(1+x) Im(�) + 1

2
e(1�x) Im(�)

� Im(�) )

+
�1
Im(�)

(j�j2 kM�Sk+ j�j (kM�Rk+ kM
Sk) + kM
Rk)(
1� ex Im(�)
� Im(�) � xex Im(�))

+
1

(Im(�))2
(kMRk+ 2 j�j kMRSk+ j�j2 kMSk)(xex Im(�) +

1� ex Im(�)
Im(�)

)

(eIm(�) � 1)g
Comme les fonctions :

x 7! e2 Im(�) � e(2�x) Im(�)
Im(�)

; x 7! eIm(�) � e(1�x) Im(�)
Im(�)

x 7! xe(1�x) Im(�) � 2(e
Im(�) � e(1�x) Im(�))� 1 + e�x Im(�)

Im(�)

x 7! xe(2�x) Im(�) � e
2 Im(�) � e(2�x) Im(�)

Im(�)

x 7! (eIm(�) � 1)(e
Im(�) � e(1�x) Im(�)

Im(�)
� xe(1�x) Im(�))

x 7! 1� ex Im(�)
� Im(�) ; x 7! e(x+1) Im(�) � eIm(�)

Im(�)

x 7!
1� 2eIm(�) � ex Im(�) + 3

2
e(1+x) Im(�) + 1

2
e(1�x) Im(�)

� Im(�)

x 7! 1� ex Im(�)
� Im(�) � xex Im(�)

x 7! (eIm(�) � 1)(xex Im(�) + 1� e
x Im(�)

Im(�)
)

Sont croissantes sur l�intervalle [0 ; 1] ; on obtient :

sup0�x�1
1R
0

j'1 (x ; s ; �)j ds �
1

2 j�je
� Im(�)f(j�j3 jM��j+ j�j2 (jM��j+ jM�
j)
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+ j�j jM�
j)(
e2 Im(�) � 1
Im(�)

) + 2 j�j3 jM��j (
e2 Im(�) � 1
Im(�)

) +
�1
Im(�)

(j�j3 kM�Sk

+ j�j2 (kM�Sk+ kM�Rk) + j�j kM�Rk)(1�
3
2
e2 Im(�) � eIm(�) � 3

2
+ e� Im(�)

Im(�)
)

+
�1
Im(�)

(j�j2 kM�Sk+ j�j (kM�Rk+ kM
Sk) + kM
Rk)(
(eIm(�) � 1)2
� Im(�) )

+
1

(Im(�))2
(j�j2 kMSk+ 2 j�j kMRSk+ kMRk)(eIm(�) � 1)2g

(2.20)

De même (2:18) :
1Z
x

j'2(x ; s ; �)j ds �
1

2 j�je
� Im(�)f(j�j3 jM��j+ j�j2 (jM��j+ jM�
j) + j�j jM�
j)

(
e(1�x) Im(�) � 1

Im(�)
) + 2 j�j3 jM��j (

e(2�x) Im(�) � eIm(�)
Im(�)

) +
�1
Im(�)

(j�j3 kM�Sk

+ j�j2 (kM�Sk+ kM�Rk) + j�j kM�Rk)(
e(1�x) Im(�) � 1

Im(�)
� (1� x)e(1�x) Im(�))

+
�1
Im(�)

(j�j2 kM�Sk+ j�j (kM
Sk+ kM�Rk) + kM
Rk)(
e(1�x) Im(�) � 1

Im(�)

�(1� x)e(2�x) Im(�)) + 1

(Im(�))2
(j�j2 kMSk+ 2 j�j kMRSk+ kMRk)

((1� x)e(1�x) Im(�) � e
(1�x) Im(�) � 1
Im(�)

)(1� e� Im(�)) + (j�j3 jM��j+ j�j2 (jM��j

+ jM�
j) + j�j jM�
j)(
e2 Im(�) � e(1+x) Im(�)

Im(�)
) + 2 j�j jM
�j (

eIm(�) � ex Im(�)
Im(�)

)

+
�1
Im(�)

(j�j3 kM�Sk+ j�j2 (kM�Sk+ kM�Rk) + j�j kM�Rk)

((1� x)e(1+x) Im(�) � e
2 Im(�) � e(1+x) Im(�)

Im(�)
)

+
�1
Im(�)

(j�j2 kM�Sk+ j�j (kM�Rk+ kM
Sk) + kM
Rk)((1� x)ex Im(�)

�e
2 Im(�) � e(1+x) Im(�)

Im(�)
) +

1

(Im(�))2
(j�j2 kMSk+ 2 j�j kMRSk+ kMRk)

(eIm(�) � 1)(e
Im(�) � ex Im(�)
Im(�)

� (1� x)ex Im(�))g
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Et comme les fonctions :

x 7! e(1�x) Im(�) � 1
Im(�)

; x 7! e(2�x) Im(�) � eIm(�)
Im(�)

x 7! (
e(1�x) Im(�) � 1

Im(�)
� (1� x)e(1�x) Im(�))

x 7! (
e(1�x) Im(�) � 1

Im(�)
� (1� x)e(2�x) Im(�))

x 7! ((1� x)e(1�x) Im(�) � e
(1�x) Im(�) � 1
Im(�)

)(1� e� Im(�))

x 7! e2 Im(�) � e(1+x) Im(�)
Im(�)

; x 7! eIm(�) � ex Im(�)
Im(�)

x 7! ((1� x)e(1+x) Im(�) � e
2 Im(�) � e(1+x) Im(�)

Im(�)
)

x 7! ((1� x)ex Im(�) � e
2 Im(�) � e(1+x) Im(�)

Im(�)
)

x 7! (eIm(�) � 1)(e
Im(�) � ex Im(�)
Im(�)

� (1� x)ex Im(�))

Sont des fonctions décroissantes sur l�intervalle [0 ; 1] , alors:

sup0�x�1

1Z
x

j'2(x ; s ; �)j ds �
1

2 j�je
� Im(�)f(j�j3 jM��j+ j�j2 (jM��j+ jM�
j)

+ j�j jM�
j)(
e2 Im(�) � 1
Im(�)

) + 2 j�j3 jM��j (
e2 Im(�) � eIm(�)

Im(�)
) + 2 j�j jM
�j (

eIm(�) � 1
Im(�)

)

+
�1
Im(�)

(j�j3 kM�Sk+ j�j2 (kM�Sk+ kM�Rk) + j�j kM�Rk)
(eIm(�) � 1)2
� Im(�)

+
�1
Im(�)

(j�j2 kM�Sk+ j�j (kM
Sk+ kM�Rk) + kM
Rk)

(
(eIm(�) � 1)2
� Im(�) + 1� e2 Im(�)) + 1

(Im(�))2
(j�j2 kMSk+ 2 j�j kMRSk

+ kMRk)
(eIm(�) � 1)2
Im(�)

(1� e� Im(�))g

(2.21)

On a :

N (x ; s ; t ) = '(x ; s ; t ) + 'i (x ; s ; t )

où : 8<: i = 1 ; si x > s

i = 2 ; si x < s
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Alors :

sup
0�x�1

1Z
0

jN (x ; s ; t )dj ds � sup
0�x�1

1Z
0

j'(x ; s ; t )j ds+ sup
0�x�1

1Z
0

j'i (x ; s ; t )j ds

D�après (2:19) (2:20) et(2:21), on a :

Pour x > s; i = 1 donc:

sup
0�x�1

1Z
0

jN(x; s; t)j ds � sup
0�x�1

1Z
0

j'(x ; s ; t )j ds+ sup
0�x�1

1Z
0

j'1(x; s; t)j ds

D�où :

sups�x�1

1Z
0

jN(x; s; t)j ds � 1

2 j�je
� Im(�)f(j�j3 jM��j+ j�j2 (jM��j

+ jM�
j) + j�j jM�
j)
(eIm(�) + 3)(eIm(�) � 1)

Im(�)
+ 2 j�j3 jM��j (

e2 Im(�) � 1
Im(�)

)

+
�1
Im(�)

(j�j3 kM�Sk+ j�j2 (kM�Sk+ kM�Rk) + j�j kM�Rk)

(2� eIm(�) �
3
2
e2 Im(�) � eIm(�) � 3

2
+ e� Im(�)

Im(�)
) +

�1
Im(�)

(j�j2 kM�Sk

+ j�j (kM�Rk+ kM
Sk) + kM
Rk)(1� eIm(�))(
eIm(�) � 1
Im(�)

+ 1)

+
1

(Im(�))2
(j�j2 kMSk+ 2 j�j kMRSk+ kMRk)(e2 Im(�) + 3 + 4(

1� eIm(�)
Im(�)

)g

Pour x < s; i = 2 donc:

sup0�x�s

1Z
0

N (x ; s; t)ds � 1

2 j�je
� Im(�)f(j�j3 jM��j+ j�j2 (jM��j+ jM�
j)

+ j�j jM�
j)
(eIm(�) + 3)(eIm(�) � 1)

Im(�)
+ 2 j�j3 jM��j (

e2 Im(�) � eIm(�)
Im(�)

) + 2 j�j

jM
�j (
eIm(�) � 1
Im(�)

) +
�1
Im(�)

(j�j3 kM�Sk+ j�j2 (kM�Sk+ kM�Rk) + j�j

kM�Rk)(1� eIm(�))(
eIm(�) � 1
Im(�)

+ 1) +
�1
Im(�)

(j�j2 kM�Sk+ j�j (kM
Sk

+ kM�Rk) + kM
Rk)(1� eIm(�))(
eIm(�) � 1
Im(�)

+ 2 + eIm(�))

+
1

(Im(�))2
(j�j2 kMSk+ 2 j�j kMRSk+ kMRk)(

(eIm(�) + 2 + e� Im(�))

� Im(�)
(1� eIm(�)) + 2 + 2eIm(�))g:

Alors on obtient facilement pour x > s et x < s :
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sup0�x�1

1Z
0

jN(x; s; t)j ds � �1
(Im(�)) j�je

� Im(�)f(j�j3 jM��j+ j�j2 (jM��j

+ jM�
j) + j�j jM�
j)(eIm(�) + 3)(1� eIm(�)) + j�j3 jM��j (1� e2 Im(�)) + j�j3 jM��j
(eIm(�) � e2 Im(�)) + j�j jM
�j (1� eIm(�)) + (j�j3 kM�Sk+ j�j2 (kM�Sk+ kM�Rk)

+ j�j kM�Rk)(32 � eIm(�) �
3
4
e2 Im(�) � 3

2
eIm(�) + 1

4
+ 1

2
e� Im(�)

Im(�)
) + (j�j2

kM�Sk+ j�j (kM
Sk+ kM�Rk) + kM
Rk)(eIm(�) � 1)(
1� eIm(�)
Im(�)

� 3
2

�1
2
eIm(�)) +

1

Im(�)
(j�j2 kMSk+ 2 j�j kMRSk+ kMRk)(

(eIm(�) � 2 + e� Im(�))
2 Im(�)

(1� eIm(�))� 5
2
� eIm(�) � 1

2
e2 Im(�))g

(2.22)

D�autre part on a :

kR (� ; L1)k �
1

jM (�)j sup0�x�1

1Z
0

jN(x; s; t)j ds ; o�u : � = �2

Et comme � 2
P
�

2

; alors jarg(�)j < �

2
ce qui fait : � sin(arg(�)) > � sin(�

2
)

ainsi (� Im(�)) > � j�j sin(�
2
):�nalement de (2:22), on obtient :

kR (� ; L1)k �
1

�(sin(�
2
)) jM (�2)j j�j2

e� Im(�)f4(j�j3 jM��j+ j�j2 (jM��j+ jM�
j)

+ j�j jM�
j)(1� eIm(�)) + 2 j�j3 jM��j (1� eIm(�)) + j�j3 jM��j (1� eIm(�))
+ j�j jM
�j (1� eIm(�)) + (j�j3 kM�Sk+ j�j2 (kM�Sk+ kM�Rk) + j�j kM�Rk)
+2(j�j2 kM�Sk+ j�j (kM
Sk+ kM�Rk) + kM
Rk)
+

4

� Im(�)(j�j
2 kMSk+ 2 j�j kMRSk+ kMRk)g

D�où:

kR (� ; L1)k �
4e� Im(�)

�(sin(�
2
)) jM (�2)j j�j2

f(j�j3 (jM��j+ jM��j+ kM�Sk)

+ j�j2 (jM��j+ jM�
j+ kM�Sk+ kM�Rk+ kM�Sk) + j�j (jM�
j+ jM
�j+ kM�Rk
+ kM
Sk+ kM�Rk) + kM
Rk) +

1

� j�j (sin(�
2
))

(j�j2 kMSk+ 2 j�j kMRSk
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+ kMRk)g �
F (�)

j�j
(2.23)

Où :

F (�) =
4e� Im(�)

(� sin(�
2
)) jM (�2)j j�j

f(j�j3 (jM��j+ jM��j+ kM�Sk) + j�j2 (jM��j

+ jM�
j+ kM�Sk+ kM�Rk+ kM�Sk) + j�j (jM�
j+ jM
�j+ kM�Rk+ kM
Sk
+ kM�Rk+ kM
Rk) +

1

j�j (� sin(�
2
))

(j�j2 kMSk+ 2 j�j kMRSk+ kMRk)g

(2.24)

2.3 Estimation du déterminant caractéristique de la fonc-

tion de Green :

On suppose que le coe¢ cients �i ; �i ; 
i ; �i 2 C ;où :i = 1 ; 2
et les fonctions Si; Ri 2 C1([0 ; 1] ; C); i = 1; 2; d�après (2:11) on a :

M (�) = ei�[i�3 M�� +�2(M�� + M�
 + M�S (1)) + i�(M�S (0)� M�

� M�S (1)� M�R (1))+ M
S (0)� M�R (1)� M�R (0)+ MS (1 ; 0)
+
i

�
(M
R (0)� MRS (0 ; 1)� MRS (1 ; 0))�

1

�2
(MR (0 ; 1)) + 	(�)]

(2.25)

Où :

	(�) = 2e�i�[i�(� M�� + M
� + M�S (0)� M�S (1)) +
1

i�
(M
R (1)� � M�R

(0)� MRS (0 ; 0)� MRS (1; 1)] + e�2i�[��2 M�� +i�(� M�� � M�
 + M�S (0)
� M�S (1))� � M�
 �� M�S (1)� M
S (0)+ M�R (1)+ M�R (0)� MS (1; 0)
+
1

i�
(� M�R (1)� M
R (0)+ MRS (0; 1)+ MRS (1; 0))�

1

�2
MR (1; 0))]

+
1

i�
[

1Z
0

(� M�R0 (t ) + i�(� M�S0 (t )� M�R0 (t )) + �2 M�S0 (t ))ei�(t�1)dt

+

1Z
0

(� M�R0 (t ) + i�(M�R0 (t )� � M�S0 (t )) + �2 M�S0 (t ))e�i�(t+1)dt
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+

1Z
0

(M
R0 (t ) + i�(M
S0 (t )� M�R0 (t )) + �2 M�S0 (t ))ei�(t�2)dt

+

1Z
0

(M
R0 (t ) + i�(M�R0 (t )� M
S0 (t )) + �2 M�S0 (t ))e�i�tdt]

+

1Z
0

(MR0R (0; t )� i�(MR0S (0; t )+ MRS0 (t ; 0))� �2 MS0S (1; t ))e�i�(t+1)dt

+
�1
�2
[

1Z
0

(MR0R (t ; 0)� i�(MR0S (t ; 0)+ MRS0 (0; t )) + �2 MS0S (t ; 0))ei�(t�1)dt

+

1Z
0

(MR0R (1; t ) + i�(MR0S (1; t )+ MRS0 (t ; 1))� �2 MS0S (t ; 1))ei�(t�2)dt

+

1Z
0

(MR0R (t ; 1) + i�(MR0S (t ; 1)+ MRS0 (1; t ))� �2 MS0S (1 ; t ))e�i�tdt

+

1Z
0

1Z
0

(MR0 (" ; t ) + i�(MR0S0 (t ; ")+ MR0S0 (" ; t )) + �2 MS0 ("; t ))

ei�("�t�1)d" dt]

Donc :

j	(�)j � 2eIm(�)[j�j3 jM��j+ j�j (jM
�j+ jM�S (0)j+ jM�R (0)j+ jM�S (1)j)
+
1

j�j(jM
R (1)j+ jMRS (0 ; 0)j+ jMRS (1 ; 1)j)] + e
2 Im(�)[j�j3 jM��j+ j�j2

(jM��j+ jM�
j+ jM�S (1)j) + j�j (jM�
j+ jM�S (0)j+ jM�S (1)j+ jM�R (1)j)
+ jM
S (0)j+ jM�R (1)j+ jM�R (0)j+ jMS (1 ; 0)j+

1

j�j(jM
R (0)j+ jMRS (0 ; 1)j

+ jMRS (1 ; 0)j) +
1

j�j2
jMR (1 ; 0)j)]

+
1

j�j [(j�j
3 kM�S0k+ j�j

2 (


M�S0

+ kM�R0k) + j�j

M�R0

)(eIm(�) � 1Im(�)

)

+(j�j3 kM�S0k+ j�j
2 (


M�R0

+ kM�R0k) + j�j

M�R0

)e2 Im(�) � eIm(�)Im(�)

+(j�j2 kM�S0k+ j�j (


M
S0

+ kM�R0k) + 

M
R0

)(e2 Im(�) � eIm(�)Im(�)

)

+(j�j2 kM�S0k+ j�j (kM�R0k+


M
S0

) + 

M
R0

)(eIm(�) � 1Im(�)

)

+(j�j2 kMS0Sk+ j�j (kMR0Sk+ kMRS0k) + kMR0Rk)(
e2 Im(�) � eIm(�)

Im(�)
)
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+
1

j�j2
[(j�j2 kMS0Sk+ j�j (kMR0Sk+ kMRS0k) + kMR0Rk)(

eIm(�) � 1
Im(�)

)

+(j�j2 kMS0Sk+ j�j (kMR0Sk+ kMRS0k) + kMR0Rk)(
e2 Im(�) � eIm(�)

Im(�)
)

+(j�j2 kMS0Sk+ j�j (kMR0Sk+ kMRS0k) + kMR0Rk)(
eIm(�) � 1
Im(�)

)

+(j�j2 kMS0k+ j�j (kMR0S0k+ kMR0S0k) + kMR0k)(
eIm(�) � 1
Im(�)

)2]

Alors :

j	(�)j � 2

j�j2 (� sin(�
2
))

[j�j3 jM��j+ j�j (jM
�j+ jM�S (0)j+ jM�R (0)j

+ jM�S (1)j) +
1

j�j(jM
R (1)j+ jMRS (0 ; 0)j+ jMRS (1 ; 1)j)] +
1

j�j2 (sin(�
2
))2

[j�j3 jM��j+ j�j2 (jM��j+ jM�
j+ jM�S (1)j) + j�j (jM�
j+ jM�S (0)j+ jM�S (1)j
+ jM�R (1)j) + jM
S (0)j+ jM�R (1)j+ jM�R (0)j+ jMS (1 ; 0)j+

1

j�j(jM
R (0)j

+ jMRS (0 ; 1)j+ jMRS (1 ; 0)j) +
1

j�j2
jMR (1 ; 0)j)]

+
1

j�j2 (� sin(�
2
))

[(j�j3 kM�S0k+ j�j
2 (


M�S0

+ kM�R0k) + j�j

M�R0

)

(1� e2 Im(�)) + (j�j2 kM�S0k+ j�j (


M
S0

+ kM�R0k) + 

M
R0

)(1� e2 Im(�))

+(j�j2 kMS0Sk+ j�j (kMR0Sk+ kMRS0k) + kMR0Rk)(1� e2 Im(�))
+

3

j�j3 (� sin(�
2
))

(j�j2 kMS0Sk+ j�j (kMR0Sk+ kMRS0k) + kMR0Rk)(1� eIm(�))

+
1

j�j3 (sin(�
2
))2
(j�j2 kMS0k+ j�j (kMR0S0k+ kMR0S0k) + kMR0k)(eIm(�) � 1)2

(2.26)

Distinguons maintenant di¤érents cas.

cas 1 :Supposons que M�� 6= 0; d�après (2:25) nous avons pour j�j su¢ samment grand :
jM (�)j � j�j3 e� Im(�)[jM��j �

1

j�j jM�� + M�
 + M�S (1)j

� 1

j�j2
jM�S (0)� M�
 � M�S (1)� M�R (1)j

� 1

j�j3
jM
S (0)� M�R (1)� M�R (0)+ MS (1 ; 0)j
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� 1

j�j4
jM
R (0)� MRS (0 ; 1)� MRS (1 ; 0)j �

1

j�j5
jMR (0 ; 1)j �

1

j�j3
j	(�)j]

Et d�après (2:26), nous déduisons que pour � 2
P
�

2

: j�j � r� > 0, on a:

j	(�)j � C (r0)

j�j

Alors on obtient :

jM (�)j � j�j3 e� Im(�)[jM��j �
1

j�j jM�� + M�
 + M�S (1)j

� 1

j�j2
jM�S (0)� M�
 � M�S (1)� M�R (1)j

� 1

j�j3
jM
S (0)� M�R (1)� M�R (0)+ MS (1 ; 0)j

� 1

j�j4
jM
R (0)� MRS (0 ; 1)� MRS (1 ; 0)j �

1

j�j5
jMR (0 ; 1)j �

C (r0)

j�j4
]

Nous pouvons donc choisir r0 > 0; tel que :
1

r0
jM�� + M�
 + M�S (1)j+

1

r20
jM�S (0)� M�
 � M�S (1)� M�R (1)j

+
1

r30
jM
S (0)� M�R (1)� M�R (0)+ MS (1 ; 0)j

+
1

r40
jM
R (0)� MRS (0 ; 1)� MRS (1 ; 0)j+

1

r50
jMR (0 ; 1)j+

C (r0)

r40
� jM��j

2

Alors, pour � 2
P
�

2

; j�j � r� > 0; nous obtenons :

jM (�)j � j�j3 e� Im(�)[jM��j �
jM��j
2
]

D�où :

jM (�)j � j�j3 jM��j
2
e� Im(�) (2.27)

D�après (2:24) nous avons démontré que j�jF (�) reste bornée dans le sécteurP
�

2

pour j�j su¢ samment grand, d�où :

kR (� ; L1)k �
F0(�)

j�j2

cas 2 : Supposons que :M��= 0 et jM�� + M�
 + M�S (1)j 6= 0;
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D�après (2:25)nous avons pour j�j su¢ samment grand :

jM (�)j � j�j2 e� Im(�)[jM�� + M�
 + M�S (1)j
� 1

j�j jM�S (0)� M�
 � M�S (1)� M�R (1)j

� 1

j�j2
jM
S (0)� M�R (1)� M�R (0)+ MS (1 ; 0)j

� 1

j�j3
jM
R (0)� MRS (0 ; 1)� MRS (1 ; 0)j �

1

j�j4
jMR (0 ; 1)j �

1

j�j2
j	(�)j]

D�après (2:26) nous déduisons que pour � 2
P
�

2

; j�j � r� > 0; on a :

j	(�)j � C1(r0)

Alors :

jM (�)j � j�j2 e� Im(�)[jM�� + M�
 + M�S (1)j �
1

r0
jM�S (0)� M�
 � M�S (1)� M�R (1)j

� 1

r 20
jM
S (0)� M�R (1)� M�R (0)+ MS (1 ; 0)j

� 1

r 30
jM
R (0)� MRS (0 ; 1)� MRS (1 ; 0)j �

1

r 40
jMR (0 ; 1)j �

C1(r0)

r 20
]

Nous pouvons choisir r0 > 0 tel que :
1

r0
jM�S (0)� M�
 � M�S (1)� M�R (1)j

+
1

r 20
jM
S (0)� M�R (1)� M�R (0)+ MS (1 ; 0)j

+
1

r 30
jM
R (0)� MRS (0 ; 1)� MRS (1 ; 0)j+

1

r 40
jMR (0 ; 1)j+

C1(r0)

r20

� 1

2
jM�� + M�
 + M�S (1)j

Alors pour � 2
P
�

2

; j�j � r� > 0; nous obtenons :

jM (�)j � j�j2 jM�� + M�
 + M�S (1)j
2

e� Im(�) (2.28)

Finalemenent d�après (2:24), on a :

F (�) � 8

jM�� + M�
 + M�S (1)j (� sin(
�

2
))

f((jM��j+ kM�Sk) +
1

r0
(jM��j

+ jM�
j+ kM�Sk+ kM�Rk+ kM�Sk) +
1

r20
(jM�
j+ jM
�j+ kM�Rk
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+ kM
Sk+ kM�Rk) + kM
Rk) +
1

(� sin(�
2
))

(
kMSk
r20

+
2 kMRSk
r30

+
kMRk
r40

)g � F1(�)

Ainsi nous avons démontré que F (�) reste bornée dans le sécteur
P
�

2
; pour j�jsu¢ samment grand, d�où :

kR (� ; L1)k �
F1(�)

j�j

cas 3 : Supposons que :M��=M��=M��=M�
= 0 ; M�S� 0 et
jM�S (0)� M�
 � M�S (1)� M�R (1)j 6= 0,

D�après (2:25) nous avons pour j�j su¢ samment grand :
jM (�)j � j�j e� Im(�)[jM�S (0)� M�
 � M�S (1)� M�R (1)j
� 1

j�j jM
S (0)� M�R (1)� M�R (0)+ MS (1 ; 0)j

� 1

j�j2
jM
R (0)� MRS (0 ; 1)� MRS (1 ; 0)j �

1

j�j3
jMR (0 ; 1)j �

1

j�j j	(�)j]

D�après (2:26) nous déduisons que pour � 2
P
�

2

: j�j � r� > 0; on a :

j	(�)j � C2(r0)

j�j

Alors, nous avons :

jM (�)j � j�j e� Im(�)[jM�S (0)� M�
 � M�S (1)� M�R (1)j
� 1
r0
jM
S (0)� M�R (1)� M�R (0)+ MS (1 ; 0)j

� 1

r 20
jM
R (0)� MRS (0 ; 1)� MRS (1 ; 0)j �

1

r 30
jMR (0 ; 1)j �

C2(r0)

r 20
]

Nous pouvons choisir r0 > 0 tel que :
1

r0
jM
S (0)� M�R (1)� M�R (0)+ MS (1 ; 0)j+

1

r 20
jM
R (0)� MRS (0 ; 1)� MRS (1 ; 0)j

+
1

r 30
jMR (0 ; 1)j+

C2(r0)

r0
] � 1

2
jM�S (0)� M�
 � M�S (1)� M�R (1)j

Alors, pour � 2
P
�

2

; j�j � r� > 0; nous obtenons :

jM (�)j � j�j jM�S (0)� M�
 � M�S (1)� M�R (1)j
2

e� Im(�) (2.29)
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D�après (2:24), on a :

F (�) � 8

jM�S (0)� M�
 � M�S (1)� M�R (1)j (� sin(
�

2
))

f(kM�Sk+ kM�Rk

+ kM�Sk) +
1

r0
(jM�
j+ jM
�j+ kM�Rk+ kM
Sk+ kM�Rk) + kM
Rk)

+
1

(� sin(�
2
))

(kMSk+
2 kMRSk
r0

+
kMRk
r 20

)g � F2(r0)

Ainsi nous avons démontré que F (�) reste bornée dans le sécteur
P
�

2
; pour j�j su¢ samment grand, d�où :

kR (� ; L1)k �
F2(�)

j�j

cas 4 : Supposons que :M��=M��=M��=M�
=M�
= 0; M�S�M�S
�M�S�M�R� 0 et jM
S (0)� M�R (1)� M�R (0)+ MS (1 ; 0)j 6= 0:

D�après (2:25) nous avons pour j�j su¢ samment grand :
jM (�)j � e� Im(�)[jM
S (0)� M�R (1)� M�R (0)+ MS (1 ; 0)j
� 1

j�j jM
R (0)� MRS (0 ; 1)� MRS (1 ; 0)j �
1

j�j2
jMR (0 ; 1)j � j	(�)j]:

D�après (2:26) nous déduisons que pour � 2
P
�

2

; j�j � r� > 0; on�a :

j	(�)j � C3(r0)

j�j2

Alors, nous avons :

jM (�)j � e� Im(�)[jM
S (0)� M�R (1)� M�R (0)+ MS (1 ; 0)j
� 1
r0
jM
R (0)� MRS (0 ; 1)� MRS (1 ; 0)j �

1

r20
jMR (0 ; 1)j �

C3(r0)

r20
]

Nous pouvons choisir r0 > 0 tel que :
1

r0
jM
R (0)� MRS (0 ; 1)� MRS (1 ; 0)j+

1

r20
jMR (0 ; 1)j � C3(r0) �

1

2
jM
S (0)� M�R (1)� M�R (0)+ MS (1 ; 0)j

Alors, pour � 2
P
�

2

; j�j � r� > 0; nous obtenons :

jM (�)j � jM
S (0)� M�R (1)� M�R (0)+ MS (1 ; 0)j
2

e� Im(�) (2.30)
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D�après (2:24), on a :

F (�) � 8

jM
S (0)� M�R (1)� M�R (0)+ MS (1 ; 0)j (� sin(
�

2
))

f((jM
�j

+ kM�Rk+ kM
Sk+ kM�Rk) + kM
Rk) +
1

(� sin(�
2
))

(kMSk+
2 kMRSk
r0

+
kMRk
r 20

)g � F3(r0)
Ainsi nous avons démontré que F (�) reste bornée dans le sécteur

P
�

2
; pour j�j su¢ samment grand, d�où :

kR (� ; L1)k �
F3(�)

j�j

cas 5 : Supposons que :M��=M��=M��=M
�=M�
=M�
= 0 ;
M�S�M�S�M�S�M
R�M�R�M�R�M�R�M
S�MS� 0
et jMRS (0 ; 1)+ MRS (1 ; 0)j 6= 0, d�après (2:25) nous avons pour j�j su¢ samment grand :

jM (�)j � 1

j�je
� Im(�)[jMRS (0 ; 1)+ MRS (1 ; 0)j �

1

j�j jMR (0 ; 1)j � j�j j	(�)j]

D�après (2:26) nous déduisons que pour � 2
P
�

2

, j�j � r� > 0; on a :

j	(�)j � C4(r0)

j�j3

Alors nous avons :

jM (�)j � 1

j�je
� Im(�)[jMRS (0 ; 1)+ MRS (1 ; 0)j �

1

r0
jMR (0 ; 1)j �

C4(r0)

r 20
]

Nous pouvons choisir r0 > 0 tel que :
1

r0
jMR (0 ; 1)j+

C2(r0)

r 20
] � 1

2
jMRS (0 ; 1)+ MRS (1 ; 0)j

Alors, pour � 2
P
�

2

; j�j � r� > 0; nous obtenons :

jM (�)j � jMRS (0 ; 1)+ MRS (1 ; 0)j
2 j�j e� Im(�) (2.31)

D�après (2:24), on a :

F (�) � 8

jMRS (0 ; 1)+ MRS (1 ; 0)j (� sin(
�

2
))2
f(2 kMRSk+

kMRk
r0

)g � F4(r0)
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Ainsi nous avons démontré que F (�) reste bornée dans le sécteur
P
�

2
;pour j�j su¢ samment grand, d�où :

kR (� ; L1)k �
F4(�)

j�j

cas 6 :Supposons que :M��=M��=M��=M
�=M�
=M�
= 0 ;
M�S�M�S�M�S�M
R�M�R�M�R�M�R�M
S�MS�MRS� 0
et jMR (0 ; 1)j 6= 0, d�après (2:25) nous avons pour j�j su¢ samment grand :

jM (�)j � 1

j�j2
e� Im(�)[jMR (0 ; 1)j � j�j2 j	(�)j]

D�après (2:26) nous déduisons que pour � 2
P
�

2

, j�j � r� > 0; on a :

j�j2 j	(�)j � C5(r0)

r0

Alors nous avons :

jM (�)j � 1

j�j2
e� Im(�)[jMR (0 ; 1)j �

C5(r0)

r0
]

Nous pouvons choisir r0 > 0; tel que :

C5(r0)

r0
� 1

2
jMR (0 ; 1)j

Alors, pour � 2
P
�

2

; j�j � r� > 0; nous obtenons :

jM (�)j � 1

2 j�j2
e� Im(�) jMR (0 ; 1)j (2.32)

Finalement d�après (2:24), on a :

F (�) � 8

jMR (0 ; 1)j (sin(
�

2
))2
kMRk � F5(r0)

Ainsi nous avons démontré que F (�) reste bornée dans le sécteur
P
�

2

; pour j�j su¢ samment

grand, d�où :

kR (� ; L1)k �
F5(�)

j�j

Dé�nition 2.3.1 les conditions aux limites dans (2:1) sont dites régulières si M�� 6= 0:
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Dé�nition 2.3.2 les conditions aux limites dans (2:1) sont dites faiblement régulières

si l�une des conditions suivantes est véri�èe.

1-M��= 0 et jM�� + M�
 + M�S (1)j 6= 0:
2-M��=M��=M��=M�
= 0 ; M�S� 0

et jM�S (0)� M�
 � M�S (1)� M�R (1)j 6= 0
3-M��=M��=M��=M�
=M�
= 0 ; M�S�M�S�M�S
�M�R� 0 ; et jM
S (0)� M�R (1)� M�R (0)+ MS (1 ; 0)j 6= 0:

4-M��=M��=M��=M
�=M�
=M�
= 0 ; M�S�M�S�M�S
�M
R�M�R�M�R�M�R�M
S�MS� 0 et jMRS (0 ; 1)+ MRS (1 ; 0)j 6= 0:

5-M��=M��=M��=M
�=M�
=M�
= 0 ; M�S�M�S�M�S�M
R
�M�R�M�R�M�R�M
S�MS�MRS� 0 et jMR (0 ; 1)j 6= 0

Ainsi on a démontré les théorèmes suivants

Théorème 2.3.3 On suppose que les conditions aux limites sont régulières et les fonctions Ri

; Si 2 C1([0 ; 1] ;C) ; i = 1 ; 2 ; alors on a
P

� � �(L1) et il existe c > 0 tel que :

kR (� ; L1)k �
c

j�j

Théorème 2.3.4 On suppose que les conditions aux limites sont faiblement régulières et les fonc-

tions Ri ; Si 2 C1([0 ; 1] ;C); i = 1 ; 2 ; alors on a
P

� � �(L1) et il existe c > 0 tel que :

kR (� ; L1)k �
c

j�j
1
2

Remarque 2.3.5 Si les conditions aux limites sont régulières la décroissance de la résolvante

est maximale et du théorème (2:3:3) résulte que l�opérateur L1 est générateur d�un semi-groupe

analytique.

Remarque 2.3.6 Si les conditions aux limites sont faiblement régulières la décroissante de la

résolvante est non maximale et du théorème (2:3:4) résulte que l�opérateur L1 est générateur d�un

semi-groupe à singularité.

Remarque 2.3.7 Dans le cas où les conditions aux limites sont faiblement régulières l�estimation

de la résolvante est optimale.
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Preuve. Nous utilisons une démonstration par l�absurde, nous supposons qu�il existe c > 0

et " > 0 tel que

kR(� ; L1)k �
c

j�j1+"
;8� = �2 2

X
� ; r

Considérons les conditions aux limites suivantes :8<: B1(u) =
R 1
0
u
0
(t)dt = 0

B1(u) =
R 1
0
u (t)dt = 0

Nous avons donc R1 � 0; S2 � 0; R2 � 1 et S1 � 1; comme

R2(0)S1(t) +R2(1)S1(0) = 2 6= 0

C�est une condition de régularité, où Ri ; Si 2 C1([0 ; 1] ;C); i = 1; 2; �xons k > 0 et prenons

h � 1; si � = �2 2
P

� ;r pour r su¢ sament grand et pour p =1 nous avons :

kR (� ; L1)k � kR (� ; L1)hkL1(0 ;1)
= sup

0�x�1
jR (� ; L1)h(x)j

= sup
0�x�1

������
1Z
0

G (x ; s ; �)ds

������
= sup

0�x�1

������ 1

M (�)

1Z
0

N (x ; s ; �)ds

������
Le déterminant caractéristique dans ce cas est :

M (�2) = 2

i�
(ei� � 1)(e�i� � 1)

Ainsi, nous obtenons :

1Z
0

N (0 ; s ; �)ds =
1

�2
(ei� � e�i�)� 2

i�3
(ei� � 1)(1� e�i�)

Donc :

sup0�x�1

���� 1

M (�)
R 1
0
N (x ; s ; �)ds

���� ����� 1

2(ei� � 1)(e�i� � 1)(
�1
i�2
(ei� � e�i�)� 2

�2
(ei� � 1)(1� e�i�))

����
Le second membre est plus grand que :

k

j�j1+"
pour j�j su¢ samment grand .
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Alors pour tout k > 0 nous pouvons prendr r > 0 tel que :

kR (� ; L1)k �
c

j�j1+"
;8� = �2 2

X
� ; r

contraduction de l�hypothèse.
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Chapitre 3

Problème aux limites faiblement

régulières pour équation di¤érentielle du

second ordre avec conditions aux limites

non locales dans L1 (0; 1)

Ce chapitre est consacré à l�étude d�un nautre problème aux limites pour équations di¤éren-

tielle du second ordre avec conditions aux limites non locales et contenant le paramétre spectral

dans l�espace L1 (0; 1), on extrait une classe de conditions aux limites dite faiblement régulière
pour laquelle on montre que la décroissance de la résolvante est non maximale d�où l�opérateur en

question est générateur d�un semi-groupe à singularité.

Considérons le problème suivant :8>>>>><>>>>>:
L (u) = u00

B1 (u) = � (�1u (0) + �1u
0 (0)) + 
1u (1) + �1u

0 (1) +
1R
0

(R1 (t)u (t) + S1 (t)u
0 (t)) dt = 0

B2 (u) = � (�2u (0) + �2u
0 (0)) + 
2u (1) + �2u

0 (1) +
1R
0

(R2 (t)u (t) + S2 (t)u
0 (t)) dt = 0

(3.1)

où les fonctions Ri ; Si 2 C1 ([0 ; 1] ; C) i = 1; 2, soit l�opérateur :
L1 : L1 (0 ; 1)! L1 (0 ; 1) : u! L1 (u) = u

00 de domaine :

D (L1) =
�
u 2 W 2:1 (0 ; 1) ;Bi (u) = 0 ; i = 1; 2
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CHAPITRE 3. PROBLÈME AUX LIMITES FAIBLEMENT RÉGULIÈRES POUR
ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU SECOND ORDRE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES
NON LOCALES DANS L1 (0; 1)

3.1 Construction de la fonction de Green

Dans toute la suite on considère � 2 �� où

�� =
n
� 2 C ; jarg (�)j � � ; �

2
< � < �

o
Soit le problème suivant :8>>>>><>>>>>:

u00 � �u = h (x)

B1 (u) = � (�1u (0) + �1u
0 (0)) + 
1u (1) + �1u

0 (1) +
1R
0

(R1 (t)u (t) + S1 (t)u
0 (t)) dt = 0

B2 (u) = � (�2u (0) + �2u
0 (0)) + 
2u (1) + �2u

0 (1) +
1R
0

(R2 (t)u (t) + S2 (t)u
0 (t)) dt = 0

(3.2)

Si l�on suppose que le problème homogène correspendant à (3:2), n�admet que la solution triviale.

Alors, le problème (3:2) admet une fonction de Green unique G (x ; s ; �) :on a :

u00 � �u = 0) u00 = �u) �2 = �) � =
p
� _ � = �

p
�

Donc G (x ; s ; �) est solution du problème homogène. D�où G (x; s; �) se met sous la forme :

G (x ; s ; �) =

8<: a1 (s) e
��x + a2 (s) e

�x sur ]0 ; s[

b1 (s) e
��x + b2 (s) e

�x sur ]s ; 1[
(3.3)

où � =
p
�; Re (�) > 0, on a d�après la condition1 du théorème (0-1-2)

� (a1 (s)� b1 (s)) e��s � (a2 (s)� b2 (s)) e�s = 0 (3.4)

Et d�aprés la condition 2 du même théorème, on a pour tout s �xé dans ]0 ; 1[, la fonction

G (x ; s ; �) admet les dérivées premières en x dans chacun des intervalle [0 ; s[ et ]s ; 1], donc :

(a1 (s)� b1 (s)) �e��s � (a2 (s)� b2 (s)) �e�s = 1 (3.5)

Et d�après la condition 3, du même théorème, on a

Bi (G) = 0 ; i = 1 ; 2 (3.6)

De (3:4), (3:5) ; (3:6) on obtient le système :8>><>>:
(a1 (s)� b1 (s)) �e��s � (a2 (s)� b2 (s)) �e�s = 1
� (a1 (s)� b1 (s)) e��s � (a2 (s)� b2 (s)) e�s = 0

B1 (G) = 0 et B2 (G) = 0

(3.7)
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ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU SECOND ORDRE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES

NON LOCALES DANS L1 (0; 1)

De (3:4) et (3:6) on a :

W =

�������e
��s ��e�s

�e��s �e�s

������ = �2�
Ainsi :

a1 (s)� b1 (s) =
�1
2�

������1 ��e�s

0 �e�s

������ = e�s

2�

D�où :

a1 (s) = b1 (s) +
e�s

2�
(3.8)

Et

a2 (s)� b2 (s) =
�1
2�

�������e
��s 1

�e��s 0

������ = �e��s
2�

D�où

a2 (s) = b2 (s)�
e��s

2�
(3.9)

D�après (3:5) on a :8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

B1 (G) = � (�1 � ��1) a1 (s) + � (�1 + ��1) a2 (s) + (
1 � ��1) e��b1 (s) + (
1 + ��1)

e�b2 (s) +
sR
0

[(R1 (x)� �S1 (x)) e��xa1 (s) + (R1 (x) + �S1 (x)) e�xa2 (x)] dx

+
1R
s

[(R1 (x)� �S1 (x)) e��xb1 (s) + (R1 (x) + �S1 (x)) e�xb2 (x)] dx = 0

B2 (G) = � (�2 � ��2) a1 (s) + � (�2 + ��2) a2 (s) + (
2 � ��2) e��b1 (s) + (
2 + ��2)

e�b2 (s) +
sR
0

[(R2 (x)� �S2 (x)) e��xa1 (s) + (R2 (x) + �S2 (x)) e�xa2 (x)] dx

+
1R
s

[(R2 (x)� �S2 (x)) e��xb1 (s) + (R2 (x) + �S2 (x)) e�xb2 (x)] dx = 0

(3.10)
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En remplaçant (3:8) et (3:9) dans (3:10) on obtient :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

B1 (G) = [�
2�1 � �3�1 + 
1e�� � ��1e�� +

1R
0

(R1 (x)� �S1 (x)) e��xdx]b1 (s)+

+[�2�1 + �
3�1 + 
1e

� + ��1e
� +

1R
0

(R1 (x) + �S1 (x)) e
�xdx]b2 (s)+

+
�

2�
[(�1 � ��1) e�s � (�1 + ��1) e��s]

+
1

2�

sR
0

�
(R1 (x)� �S1 (x)) e�(s�x) � (R1 (x) + �S1 (x)) e�(x�s)

�
dx = 0

B2 (G) = [�
2�2 � �3�2 + 
2e�� � ��2e�� +

1R
0

(R2 (x)� �S2 (x)) e��xdx]b1 (s)+

+[�2�2 + �
3�2 + 
2e

� + ��2e
� +

1R
0

(R2 (x) + �S2 (x)) e
�xdx]b2 (s)+

+
�

2�
[(�2 � ��2) e�s � (�2 + ��2) e��s] +

+
1

2�

sR
0

�
(R2 (x)� �S2 (x)) e�(s�x) � (R2 (x) + �S2 (x)) e�(x�s)

�
dx = 0

C�est-à-dire :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

B1 (G) = B1 (u1) b1 (s) +B1 (u2) b2 (s) +
�

2�
[(�1 � ��1) e�s � (�1 + ��1) e��s]

+
1

2�

sR
0

�
(R1 (x)� �S1 (x)) e�(s�x) � (R1 (x) + �S1 (x)) e�(x�s)

�
dx = 0

B2 (G) = B2 (u1) b1 (s) +B2 (u2) b2 (s) +
�

2�
[(�2 � ��2) e�s � (�2 + ��2) e��s]

+
1

2�

sR
0

�
(R2 (x)� �S2 (x)) e�(s�x) � (R2 (x) + �S2 (x)) e�(x�s)

�
dx = 0

Où :

�(�) =

������B1 (u1) B1 (u2)

B2 (u1) B2 (u2)

������ 6= 0 (3.11)

Alors ce système admet une solution (b1 (s) ; b2 (s)) :

b1 (s) =
1

� (�) 2�
fB2 (u2) [� ((�1 + ��1) e��s � (�1 � ��1) e�s)

+
sR
0

�
(�R1 (x) + �S1 (x)) e�(s�x) + (R1 (x) + �S1 (x)) e�(x�s)

�
dx]

�B1 (u2) [� ((�2 + ��2) e��s � (�2 � ��2) e�s)
+

sR
0

�
(�R2 (x) + �S2 (x)) e�(s�x) + (R2 (x) + �S2 (x)) e�(x�s)

�
dxg

et

b2 (s) =
1

� (�) 2�
fB2 (u1) [� (�1 � ��1) e�s � (�1 + ��1) e��s]

+
sR
0

�
(R1 (x)� �S1 (x)) e�(s�x) � (R1 (x) + �S1 (x)) e�(x�s)

�
dx

�B1 (u1) [� (�2 � ��2) e�s � (�2 + ��2) e��s]
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+
1

2�

sR
0

�
(R2 (x)� �S2 (x)) e�(s�x) � (R2 (x) + �S2 (x)) e�(x�s)

�
dxg

Ainsi d�après la formule (3:3), la fonction de Green s�écrit si x > s :

G (x ; s ; �) =
1

2��(�)
[e�(x+s)f(���
 � � (���� + ���
) + �

2����) e
��

�
sR
0

(�
R (t)� � (��R (t) + �
S (t)) + �
2��S (t)) e

��(t+1)dt

+
1R
s

(���R (t)� � (���S (t) + ���R (t)) + �
2���S (t)) e

��tdt

+
1R
s

sR
0

(�R (" ; t) + � (�RS (t ; ")��RS ("; t)) + �
2�S ("; t)) e

��("+t)d"dt

+e��(x+s)f(���
 + � (���� + ���
) + �
2����) e

�

�
sR
0

(�
R (t) + � (��R (t) + �
S (t)) + �
2��S (t)) e

�(t+1)dt

+
1R
s

(���R (t) + � (���R (t) + ���S (t)) + �
2���S (t)) e

�tdt

+
1R
s

sR
0

(�R ("; t) + � (�RS ("; t)��RS (t ; ")) + �
2�S ("; t)) e

�("+t)d"dt

+e�(x�s)f(����
 + � (���� � ���
) + �
2����) e

�� + 2��2���

+
sR
0

(���R (t) + � (���S (t) + ���R (t))� �2���S (t)) e
�tdt

+
sR
0

(�
R (t) + � (�
S (t)���R (t))� �2��S (t)) e
�(t�1)dt

+
1R
s

(���R (t) + � (���R (t)� ���S (t))� �2���S (t)) e
��tdt

+
1R
0

sR
0

(�R (t ; ") + � (�RS ("; t)��RS (t ; "))� �2�S (t ; ")) e
�("�t)d"dt

+e�(s�x)f(����
 + � (���
 � ���S) + �
2����) e

� � 2��2���

+
sR
0

(���R (t) + � (���R (t)� ���S (t))� �2���S (t)) e
��tdt

+
sR
0

(�
R (t) + � (��R (t)��
S (t))� �2��S (t)) e
�(1�t)dt

�
1R
s

(���R (t) + � (���S (t)� ���R (t))� �2���S (t)) e
�tdt

+
1R
0

sR
0

(�R (t ; ")� � (�RS ("; t) + �RS (t ; "))� �2�S (t ; ")) e
�(t�")d"dt

Où :� = �2, Re (�) > 0: Alors ;

G (x ; s ; �) =
1

2��(�)
[e�(x+s)f(�2��
 � �3 (��� +��
) + �

4���) e
��

�
sR
0

(�
R (t)� � (��R (t) + �
S (t)) + �
2��S (t)) e

��(t+1)dt
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+
1R
s

(�2��R (t)� �3 (��S (t) + ��R (t)) + �
4��S (t)) e

��tdt

+
1R
s

sR
0

(�R ("; t) + � (�RS (t ; ")��RS ("; t)) + �
2�S ("; t)) e

��("+t)d"dtg

+e��(x+s)f(�2��
 + �
3 (��� +��
) + �

4���) e
�

�
sR
0

(�
R (t) + � (��R (t) + �
S (t)) + �
2��S (t)) e

�(t+1)dt

+
1R
s

(�2��R (t) + �
3 (��R (t) + ��S (t)) + �

4��S (t)) e
�tdt

+
1R
s

sR
0

(�R ("; t) + � (�RS ("; t)��RS (t ; ")) + �
2�S ("; t)) e

�("+t)d"dtg

+e�(x�s)f(��2��
 + �
3 (��� ���
) + �

4���) e
�� + 2�5���

+
sR
0

(�2��R (t) + �
3 (��S (t) + ��R (t))� �4��S (t)) e

�tdt

+
sR
0

(�
R (t) + � (�
S (t)���R (t))� �2��S (t)) e
�(t�1)dt

+
1R
0

(�2��R (t) + �
3 (��R (t)���S (t))� �4��S (t)) e

��tdt

+
1R
0

sR
0

(�R (t ; ") + � (�RS ("; t)��RS (t ; "))� �2�S (t ; ")) e
�("�t)d"dt

+e�(S�x)f(��2��
 + �
3 (��
 ����) + �

4���) e
� � 2�5���

+
sR
0

(�2��R (t) + �
3 (��R (t)���S (t))� �4��S (t)) e

��tdt

+
sR
0

(�
R (t) + � (��R (t)��
S (t))� �2��S (t)) e
�(1�t)dt

�
1R
0

(�2��R (t) + �
3 (��S (t)���R (t))� �4��S (t)) e

�tdt

+
1R
0

sR
0

(�R (t ; ")� � (�RS ("; t) + �RS (t ; "))� �2�S (t ; ")) e
�(t�")d"dtg]

Et si x < s

G (x ; s ; �) = a1 (s) e
��x + a2 (s) e

�x = (b1 (s) +
e�s

2�
)e��x + (b2 (s)�

e��s

2�
)e�x

= b1 (s) e
��x + b2 (s) e

�x +
1

2�

�
e�(s�x) � e�(x�s)

�

Ce qui donne :

G (x ; s ; �) =
1

2��(�)
[e�(x+s)f(�2��
 � �3 (��� +��
) + �

4���) e
��

�
sR
0

(�
R (t)� � (��R (t) + �
S (t)) + �
2��S (t)) e

��(t+1)dt

+
1R
s

(�2��R (t)� �3 (��S (t) + ��R (t)) + �
4��S (t)) e

��tdt
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+
1R
s

sR
0

(�R ("; t) + � (�RS (t ; ")��RS ("; t)) + �
2�S ("; t)) e

��("+t)d"dtg

+e��(x+s)f(�2��
 + �
3 (��� +��
) + �

4���) e
�

�
sR
0

(�
R (t) + � (��R (t) + �
S (t)) + �
2��S (t)) e

�(t+1)dt

+
1R
s

(�2��R (t) + �
3 (��R (t) + ��S (t)) + �

4��S (t)) e
�tdt

+
1R
s

sR
0

(�R ("; t) + � (�RS ("; t)��RS (t ; ")) + �
2�S ("; t)) e

�("+t)d"dtg

+e�(x�s)f(��2��
 + �
3 (��
 ����) + �

4���) e
� � 2�3���

�
1R
s

(�2��R (t) + �
3 (��S (t)���R (t))� �4��S (t)) e

�tdt

�
1R
s

(�
R (t) + � (�
S (t)���R (t))� �2��S (t)) e
�(t�1)dt

+
1R
0

(�
R (t) + � (��R (t)��
S (t))� �2��S (t)) e
�(1�t)dt

+
1R
0

1R
s

(�R ("; t)� � (�RS (t ; ") + �RS ("; t))� �2�S ("; t)) e
�("+t)d"dt

+e�(s�x)f(��2��
 + �
3 (��� ���
) + �

4���) e
�� + 2��
�

�
1R
s

(�2��R (t) + � (��R (t)���S (t))� �4��S (t)) e
��tdt

�
1R
s

(�
R (t) + � (��R (t)��
S (t))� �2��S (t)) e
�(1�t)dt

+
1R
0

(�
R (t) + � (�
S (t)���R (t))� �2��S (t)) e
�(t�1)dt

+
1R
0

1R
s

(�R ("; t) + � (�RS (t ; ") + �RS ("; t))� �2�S ("; t)) e
�(t�")d"dtg]

D�après le théorème (2-1-1) on a :

' (x ; s ; �) =
1

2�
[e�(x+s)f(�2��
 � �3 (��� +��
) + �

4���) e
��

�
sR
0

(�
R (t)� � (��R (t) + �
S (t)) + �
2��S (t)) e

��(t+1)dt

+
1R
s

(�2��R (t)� �3 (��S (t) + ��R (t)) + �
4��S (t)) e

��tdt

+
1R
s

sR
0

(�R ("; t) + � (�RS (t ; ")��RS ("; t)) + �
2�S ("; t)) e

��("+t)d"dtg

+e��(x+s)f(�2��
 + �
3 (��� +��
) + �

4���) e
�

�
sR
0

(�
R (t) + � (��R (t) + �
S (t)) + �
2��S (t)) e

�(t+1)dt

+
1R
s

(�2��R (t) + �
3 (��R (t) + ��S (t)) + �

4��S (t)) e
�tdt
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+
1R
s

sR
0

(�R ("; t) + � (�RS ("; t)��RS (t ; ")) + �
2�S ("; t)) e

�("+t)d"dtg]

(3.12)

Ainsi que :

'1 (x ; s; �) =
1

2�
[e�(x�s)f(��2��
 + �

3 (��� ���
) + �
4���) e

�� + 2�5���

+
sR
0

(�2��R (t) + �
3 (��S (t) + ��R (t))� �4��S (t)) e

�tdt

+
sR
0

(�
R (t) + � (�
S (t)���R (t))� �2��S (t)) e
�(t�1)dt

�
1R
0

(�2��R (t) + �
3 (��R (t)���S (t))� �4��S (t)) e

��tdt

+
1R
0

sR
0

(�R (t ; ") + � (�RS ("; t) + �RS (t ; "))� �2�S (t ; ")) e
�("�t)d"dtg

+e�(s�x)f(��2��
 + �
3 (��
 ����) + �

4���) e
� � 2�5���

+
sR
0

(�2��R (t) + �
3 (��R (t)���S (t))� �4��S (t)) e

��tdt

+
sR
0

(�
R (t) + � (��R (t)��
S (t))� �2��S (t)) e
�(1�t)dt

�
1R
0

(�2��R (t) + �
3 (��S (t)���R (t))� �4��S (t)) e

�tdt

+
1R
0

sR
0

(�R (t ; ")� � (�RS ("; t) + �RS (t ; "))� �2�S (t ; ")) e
�(t�")d"dt

(3.13)

Et

'2 (x ; s ; �) =
1

2�
[e�(x�s)f(��2��
 + �

3 (��
 ����) + �
4���) e

� � 2�3���

�
1R
s

(�2��R (t) + �
3 (��S (t)���R (t))� �4��S (t)) e

�tdt

�
1R
s

(�
R (t) + � (�
S (t)���R (t))� �2��S (t)) e
�(t�1)dt

+
1R
0

(�
R (t) + � (��R (t)��
S (t))� �2��S (t)) e
�(1�t)dt

+
1R
0

1R
s

(�R ("; t)� � (�RS (t ; ") + �RS ("; t))� �2�S ("; t)) e
�("+t)d"dtg

+e�(s�x)f(��2��
 + �
3 (��� ���
) + �

4���) e
�� + 2��
�

�
1R
s

(�2��R (t) + � (��R (t)���S (t))� �4��S (t)) e
��tdt

�
1R
s

(�
R (t) + � (��R (t)��
S (t))� �2��S (t)) e
�(1�t)dt
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+
1R
0

(�
R (t) + � (�
S (t)���R (t))� �2��S (t)) e
�(t�1)dt

+
1R
0

1R
s

(�R ("; t) + � (�RS (t ; ") + �RS ("; t))� �2�S ("; t)) e
�(t�")d"dtg]

(3.14)

La résolvante de (3:1) est donnée par :

R (� ; L1)h = �
1R
0

G (:; s ; �)h (s) ds (3.15)

D�où :

kR (� ; L1)hkL1(0 ;1) �
1

j�(�)j sup0�x�1

1R
0

jN (x ; s ; �)j jh (s)j ds

D�autre part de (3:12) on a :

j' (x ; s ; �)j � exRe(�)

2 j�j f(j�j
4 j���j+ j�j3 (j���j+ j��
j) + j�j2 j��
j)e(s�1)Re(�)

+
1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j (k��Rk+ k�
Sk) + k�
Rk)

�
e(s�1)Re(�) � e�Re(�)

�
+

1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Sk+ k��Rk) + j�j2 k��Rk)

�
1� e(s�1)Re(�)

�
+

1

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�R (" ; t)k)

�
esRe(�) � 1

� �
e�sRe(�) � e�Re(�)

�
g

+
e�xRe(�)

2 j�j f(j�j4 j���j+ j�j3 (j���j+ j��
j) + j�j2 j��
j)e(1�s)Re(�)

+
1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j (k��Rk+ k�
Sk) + k�
Rk)

�
eRe(�) � e(1�s)Re(�)

�
+

1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Rk+ k��Sk) + j�j2 k��Rk)

�
e(1�s)Re(�) � 1

�
+

1

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)

�
eRe(�) � esRe(�)

� �
1� e�sRe(�)

�
(3.16)

Et d�après (3:13) on a :

j'1 (x ; s ; �)j �
e�xRe(�)

2 j�j f(j�j4 j���j+ j�j3 (j��
j+ j���j) + j�j2 j��
j)e(s+1)Re(�)

+2 j�j5 esRe(�) j���j+
1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Rk+ k��Sk) + j�j2 k��Rk)�

e(1+s)Re(�) � 1
�
+

1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j (k��Rk+ k�
Sk) + k�
Rk)�

e(1+s)Re(�) � eRe(�)
�
+

1

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)�

eRe(�) � 1
� �
esRe(�) � 1

�
g+ e

xRe(�)

2 j�j f(j�j
4 j���j+ j�j3 (j���j+ j��
j) + j�j2 j��
j)
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e�(s+1)Re(�) + 2 j�j5 e�sRe(�) j���j+
1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Sk+ k��Rk)

+ j�j2 k��Rk)
�
1� e�(1+s)Re(�)

�
+

1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j (k�
Sk+ k��Rk) + k�
Rk)

�
e�Re(�) � e�(s+1)Re(�)

�
+

1

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)

�
1� e�Re(�)

� �
1� e�sRe(�)

�
g]

(3.17)

Et d�après (3:14) on a :

j'2 (x ; s ; �)j �
e�xRe(�)

2 j�j f(j�j4 j���j+ j�j3 (j���j+ j��
j) + j�j2 j��
j)e(s�1)Re(�)

+2 j�j j�
�j esRe(�) +
1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Rk+ k��Sk) + j�j2 k��Rk)�

1� e(s�1)Re �
�
+

1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j (k��Rk+ k�
Sk) + k�
Rk)

�
eRe(�) � e(s�1)Re(�)

�
+

1

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)

�
eRe(�) � 1

� �
1� e(s�1)Re(�)

�
g

+
exRe(�)

2 j�j f(j�j
2 j��
j+ j�j3 (j��
j+ j���j) + j�j4 j���j)e(1�s)Re(�) + 2 j�j3 j���j e�sRe(�)

+
1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Sk+ k��Rk) + j�j2 k��Rk)

�
e(1�s)Re(�) � 1

�
+

1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j (k�
Sk+ k��Rk) + k�
Rk)

�
e(1�s)Re(�) � e�Re(�)

�
+

1

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk+)

�
e(1�s)Re(�) � 1

� �
eRe(�) � 1

�
g

(3.18)

3.2 Estimation du numérateur de la fonction de Green

dans L1 (0; 1) :

En intégrant la formule (3:16) on obtient :
1R
0

j' (x ; s ; �)j ds � exRe(�)

2 j�j f(j�j
4 j���j+ j�j3 (j���j+ j��
j) + j�j2 j��
j)

1� e�Re(�)
Re (�)

+
1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j (k��Rk+ k�
Sk) + k�
Rk)(

1� e�Re(�)
Re (�)

� e�Re(�))

+
1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Sk+ k��Rk) + j�j2 k��Rk)(1�

1� e(s�1)Re(�)
Re (�)

)

+
1

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)(1 + e�Re(�) � 2

�
1� e�Re(�)

�
Re (�)

)g
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+
e(1�x)Re(�)

2 j�j f(j�j4 j���j+ j�j3 (j���j+ j��
j) + j�j2 j��
j)(
1� e�Re(�)
Re (�)

)

+
1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j (k��Rk+ k�
Sk) + k�
Rk)(1 +

e�Re(�) � 1
Re (�)

)

+
1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Rk+ k��Sk) + j�j2 k��Rk)(

1� e�Re(�)
Re (�)

� e�Re(�))

+
1

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)(e�Re(�) + 1 + 2

�
e�Re(�) � 1

�
Re (�)

)g

Comme la fonction x ! exRe(�) est croissante sur l�intervalle [0 ; 1], et que la fonction x !
e(1�x)Re(�) est décroissante sur le même intervalle, on a :

sup
0�x�1

exRe(�) = eRe(�)

Et

sup
0�x�1

e(1�x)Re(�) = eRe(�)

D�où :

sup0�x�1
1R
0

j' (x; s; �)j ds � eRe(�)

2 j�j f(j�j
4 j���j+ j�j3 (j���j+ j��
j) + j�j2 j��
j)2(

1� e�Re(�)
Re (�)

)

+
1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j (k��Rk+ k�
Sk) + k�
Rk)

�
1� e�Re(�)

�
+

1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Sk+ k��Rk) + j�j2 k��Rk)

�
1� e�Re(�)

�
+

2

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)(1 + e�Re(�) � 2

�
1� e�Re(�)

�
Re (�)

)

(3.19)

De même d�après (3:17), on a :
xR
0

j'1(x; s; �)j ds �
1

2 j�jf(j�j
4 j���j+ j�j3 (j��
j+ j���j) + j�j2 j��
j)(

eRe(�) � e(1�x)Re(�)
Re (�)

)

+2 j�j5 j���j (
1� e�xRe(�)
Re (�)

) +
1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Rk+ k��Sk) + j�j2 k��Rk)

(
eRe(�) � e(1�x)Re(�)

Re (�)
� xe�xRe(�)) + 1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j (k��Rk+ k�
Sk)

+ k�
Rk)(
eRe(�) � e(1�x)Re(�)

Re (�)
� xe�xRe(�)eRe(�)) + 1

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk

+2 j�j j�RSj+ k�Rk)
�
eRe(�) � 1

�
(
1� e�xRe(�)
Re (�)

� xe�xRe(�))

+(j�j4 j���j+ j�j3 (j���j+ j��
j) + j�j2 j��
j)(
e(x�1)Re(�) � e�Re(�)

Re (�)
) + 2 j�j5 j���j
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(
exRe(�) � 1
Re (�)

) +
1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Sk+ k��Rk) + j�j2 k��Rk)

(xexRe(�) +
e�Re(�) � e(x�1)Re(�)

Re (�)
) +

1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j

(k�
Sk+ k��Rk) + k�
Rk)(xe(x�1)Re(�) +
e�Re(�) � e(x�1)Re(�)

Re (�)
)

+
1

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)(xexRe(�) +

1� exRe(�)
Re (�)

)g

D�où :
xR
0

j'1(x ; s ; �)j ds �
eRe(�)

2 j�j f(j�j
4 j���j+ j�j3 (j��
j+ j���j) + j�j2 j��
j)(

1� e�xRe(�)
Re (�)

)

+2 j�j5 j���j (
e�Re(�) � e�(x+1)Re(�)

Re (�)
) +

1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Rk+ k��Sk)

+ j�j2 k��Rk)(
1� e�xRe(�)
Re (�)

� xe�(x+1)Re(�))

+
1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j (k��Rk+ k�
Sk) + k�
Rk)(

1� e�xRe(�)
Re (�)

� xe�xRe(�))

+
1

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)

�
eRe(�) � 1

�
(
e�Re(�) � e�(x+1)Re(�)

Re (�)

�xe�(x+1)Re(�)) + (j�j4 j���j+ j�j3 (j���j+ j��
j) + j�j2 j��
j)(
e(x�2)Re(�) � e�2Re(�)

Re (�)
)

+2 j�j5 j���j (
e(x�1)Re(�) � e�Re(�)

Re (�)
) +

1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Sk+ k��Rk)

+ j�j2 k��Rk)(xe(x�1)Re(�) +
e�2Re(�) � e(x�2)Re(�)

Re (�)
) +

1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j

(k�
Sk+ k��Rk) + k�
Rk)(xe(x�2)Re(�) +
e�2Re(�) � e(x�2)Re(�)

Re (�)
)

+
1

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)

�
1� e�Re(�)

�

(xe(x�1)Re(�) +
e�Re(�) � e(x�1)Re(�)

Re (�)
)g
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Comme les fonctions :

x ! 1� e�xRe(�)
Re (�)

; x! e�Re(�) � e�(x+1)Re(�)
Re (�)

; x! 1� e�xRe(�)
Re (�)

� xe�(x+1)Re(�)

x ! 1� e�xRe(�)
Re (�)

� xe�xRe(�) ; x! e�Re(�) � e�(x+1)Re(�)
Re (�)

� xe�(x+1)Re(�)

x ! e(x�2)Re(�) � e�2Re(�)
Re (�)

; x! e(x�1)Re(�) � e�Re(�)
Re (�)

x ! xe(x�1)Re(�) +
e�2Re(�) � e(x�2)Re(�)

Re (�)

x ! xe(x�2)Re(�) +
e�2Re(�) � e(x�2)Re(�)

Re (�)

x ! xe(x�1)Re(�) +
e�Re(�) � e(x�1)Re(�)

Re (�)

Sont des fonctions croissantes sur l�intervalle [0 ; 1], on obtient :

sup0�x�1
1R
0

j'1 (x ; s ; �)j ds �
eRe(�)

2 j�j f(j�j
4 j���j+ j�j3 (j��
j+ j���j) + j�j2 j��
j)

(
1� e�Re(�)
Re (�)

) + 2 j�j5 j���j (
e�Re(�) � e�2Re(�)

Re (�)
) +

1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3

(k��Rk+ k��Sk) + j�j2 k��Rk)(
1� e�Re(�)
Re (�)

� e�2Re(�))

+
1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j (k��Rk+ k�
Sk) + k�
Rk)(

1� e�Re(�)
Re (�)

� e�Re(�))

+
1

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)

�
eRe(�) � 1

�
(
e�Re(�) � e�2Re(�)

Re (�)

�e�2Re(�)) + (j�j4 j���j+ j�j3 (j���j+ j��
j) + j�j2 j��
j)(
e�Re(�) � e�2Re(�)

Re (�)
)

+2 j�j5 j���j (
1� e�Re(�)
Re (�)

)

+
1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Sk+ k��Rk) + j�j2 k��Rk)(1 +

e�2Re(�) � e�Re(�)
Re (�)

)

+
1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j (k�
Sk+ k��Rk) + k�
Rk)(e�Re(�) +

e�2Re(�) � e�Re(�)
Re (�)

)

+
1

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)

�
1� e�Re(�)

�
(1 +

e�Re(�) � 1
Re (�)

)g

Alors :

sup0�x�1
1R
0

j'1 (x ; s ; �)j ds �
eRe(�)

2 j�j f(j�j
4 j���j+ j�j3 (j��
j+ j���j) + j�j2 j��
j)

(
1� e�2Re(�)
Re (�)

) + 2 j�j5 j���j (
1� e�2Re(�)
Re (�)

) +
1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3

(k��Rk+ k��Sk) + j�j2 k��Rk)(1� e�2Re(�) +
�
1� e�2Re(�)

�2
Re (�)

)
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+
1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j (k��Rk+ k�
Sk) + k�
Rk)�

1� e�Re(�)
�2

Re (�)
+

1

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)

�
1� e�Re(�)

�2g
(3.20)

De même de (3:18) en faisant un raisonnement analogue, on obtient :
1R
x

j'2 (x ; s ; �)j ds �
eRe(�)

j2�j f(j�j
4 j���j+ j�j3 (j���j+ j��
j) + j�j2 j��
j)

1� e(x�1)Re(�) + e�(1+x)Re(�) � e�2Re(�)
Re (�)

+ 2 j�j j�
�j
e�xRe(�) � e�Re(�)

Re (�)

+2 j�j3 j���j
e�Re(�) � e(x�2)Re(�)

Re (�)

+
1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Rk+ k��Sk) + j�j2 k��Rk)

((1� x)
�
e�(1+x)Re(�) � e(x�1)Re(�)

�
+
1� e(x�1)Re(�) � e�(1+x)Re(�) + e�2Re(�)

Re (�)
)

+
1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j (k��Rk+ k�
Sk) + k�
Rk)((1� x)

�
e�xRe(�) � e(x�2)Re(�)

�
+
1� e(x�1)Re(�) � e�(1+x)Re(�) + e�2Re(�)

Re (�)
) +

1

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)�

1� e�Re(�)
�
((1� x)

�
e�xRe(�) � exRe(�)

�
+
eRe(�) � exRe(�) � e�xRe(�) + e�Re(�)

Re (�)
)g

Et comme les fonctions :

x ! 1� e(x�1)Re(�) + e�(1+x)Re(�) � e�2Re(�)
Re (�)

x ! e�xRe(�) � e�Re(�)
Re (�)

; x! e�Re(�) � e(x�2)Re(�)
Re (�)

x ! (1� x)
�
e�(1+x)Re(�) � e(x�1)Re(�)

�
+
1� e(x�1)Re(�) � e�(1+x)Re(�) + e�2Re(�)

Re (�)

x ! (1� x)
�
e�xRe(�) � e(x�2)Re(�)

�
+
1� e(x�1)Re(�) � e�(1+x)Re(�) + e�2Re(�)

Re (�)

x ! (1� x)
�
e�xRe(�) � exRe(�)

�
+
eRe(�) � exRe(�) � e�xRe(�) + e�Re(�)

Re (�)

Sont des fonctions décroissantes sur l�intervalle [0 ; 1], on obtient :

sup0�x�1
1R
x

j'2 (x ; s ; �)j ds �
eRe(�)

j2�j f(j�j
4 j���j+ j�j3 (j���j+ j��
j) + j�j2 j��
j)

1� e�2Re(�)
Re (�)

+ 2 j�j j�
�j
1� e�Re(�)
Re (�)

+ 2 j�j3 j���j
e�Re(�) � e�2Re(�)

Re (�)

+
1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Rk+ k��Sk) + j�j2 k��Rk)

�
1� e�Re(�)

�2
Re (�)
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+
1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j (k��Rk+ k�
Sk) + k�
Rk)(1� e�2Re(�) +

�
1� e�Re(�)

�2
Re (�)

)

+
1

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)

�
1� e�Re(�)

�2 �
eRe(�) � 1

�
g

(3.21)

D�autre part on a :

sup
0�x�1

1Z
0

jN (x; s; �)j ds � sup
0�x�1

1Z
0

j' (x; s; �)j ds+ sup
0�x�1

1Z
0

j'i (x ; s ; t )j ds

; i = 1 si x > s et i = 2 si x < s

D�après (3:19), (3:20) et (3:21) on obtient facilement :

Pour x > s on a :

sup
0�x�1

1R
0

jN (x; s; �)j ds � sup
0�x�1

1R
0

j' (x; s; �)j ds+ sup
0�x�1

1R
0

j'1 (x; s; �)j ds

Donc :

sup0�x�1
1R
0

jN (x; s; �)j ds � eRe(�)

2 j�j f(j�j
4 j���j+ j�j3 (j��
j+ j���j) + j�j2 j��
j)

3� 2e�Re(�) � e�2Re(�)
Re (�)

+ 2 j�j5 j���j
1� e�2Re(�)
Re (�)

+
1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3

(k��Rk+ k��Sk) + j�j2 k��Rk)(2� e�Re(�) � e�2Re(�) +
�
1� e�Re(�)

�2
Re (�)

)

+
1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j (k��Rk+ k�
Sk) + k�
Rk)

�
1� e�Re(�)

�
(1 +

1� e�Re(�)
Re (�)

)

+
2

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)(

3

2
+
e�2Re(�)

2
�
2
�
1� e�Re(�)

�
Re (�)

)g

D�où :

sup0�x�1
1R
0

jN (x; s; �)j ds � eRe(�)

j�jRe (�)f(3 j�j
4 j���j+ j�j3 (j��
j+ j���j)

+ j�j2 j��
j+ j�j5 j���j)
�
1� e�Re(�)

�
+ (j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Rk+ k��Sk)

+ j�j2 k��Rk)
�
1� e�Re(�)

�
(
�
2 + e�Re(�)

�
+
1� e�Re(�)
Re (�)

)

+(j�j2 k��Sk+ j�j (k��Rk+ k�
Sk) + k�
Rk)
�
1� e�Re(�)

�
(1 +

1� e�Re(�)
Re (�)

)

+
2

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)(1 + e�2Re(�) �

�
1� e�Re(�)

�
Re (�)

)g

Et pour x < s; on a:

sup
0�x�1

1R
0

jN (x ; s ; �)j ds � sup
0�x�1

1R
0

j' (x ; s ; �)j ds+ sup
0�x�1

1R
x

j'2 (x ; s ; �)j ds
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Donc :

sup0�x�1
1R
0

jN (x ; s; �)j ds � eRe(�)

2 j�j f(j�j
4 j���j+ j�j3 (j���j+ j��
j) + j�j2 j��
j)�

3 + e�Re(�)
�
(
1� e�Re(�)
Re (�)

) + 2 j�j j�
�j
1� e�Re(�)
Re (�)

+ 2 j�j3 j���j
e�Re(�) � e�2Re(�)

Re (�)

+
1

Re (�)
(j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Rk+ k��Sk) + j�j2 k��Rk)

�
1� e�Re(�)

�
(1 +

1� e�Re(�)
Re (�)

) +
1

Re (�)
(j�j2 k��Sk+ j�j (k��Rk+ k�
Sk) + k�
Rk)�

1� e�Re(�)
�
(2 + e�Re(�) +

1� e�Re(�)
Re (�)

)

+
2

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)(1 + e�2Re(�) �

�
1� e�Re(�)

�
Re (�)

)g

D�où :

sup0�x�1
1R
0

jN (x; s ; �)j ds � eRe(�)

j�jRe (�)f(3 j�j
4 j���j+ j�j3 (j���j+ j��
j)

+ j�j2 j��
j+ j�j j�
�j+ j�j3 j���j)
�
1� e�Re(�)

�
+(j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Rk+ k��Sk) + j�j2 k��Rk)

�
1� e�Re(�)

�
(1 +

1� e�Re(�)
Re (�)

)

+(j�j2 k��Sk+ j�j (k��Rk+ k�
Sk) + k�
Rk)
�
1� e�Re(�)

�
(2 + e�Re(�)

+
1� e�Re(�)
Re (�)

) +
2

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)

(1 + e�2Re(�) �
�
1� e�Re(�)

�
Re (�)

)

Finalement pour x > s et x < s on a :

sup0�x�1
1R
0

jN (x; s; �)j ds � eRe(�)

j�jRe (�)f(3 j�j
5 j���j+ j�j4 j���j+ j�j3 (j��
j+ j���j)

+ j�j2 j��
j+ j�j j�
�j)
�
1� e�Re(�)

�
+ (j�j4 k��Sk+ j�j3 (k��Rk+ k��Sk)

+ j�j2 k��Rk)
�
1� e�Re(�)

�
(1 +

1� e�Re(�)
Re (�)

) + (j�j2 k��Sk+ j�j (k��Rk

+ k�
Sk) + k�
Rk)
�
1� e�Re(�)

�
(2 + e�Re(�) +

1� e�Re(�)
Re (�)

)

+
2

(Re (�))2
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)(1 + e�2Re(�) �

�
1� e�Re(�)

�
Re (�)

)g

(3.22)

Comme � 2 � �
2
alors jarg (�)j < �

2
) j�j cos (arg (�)) > j�j cos(�

2
):

Ainsi Re (�) > j�j cos(�
2
). Finalement de (3:22) on trouve :

sup0�x�1
1R
0

jN (x; s; �)j ds � eRe(�)max (3; 2; 4)

j�j2 cos(�
2
)

fj�j5 j���j+ j�j4 (j���j+ k��Sk)
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+ j�j3 (j��
j+ j���j+ k��Rk+ k��Sk) + j�j2 (j��
j+ k��Rk+ k��Sk) + j�j
(j�
�j+ k��Rk+ k�
Sk) + k�
Rk) +

1

j�j cos �
2

(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)g

max (3 ; 2 ; 4) = 4 et

kR (� ; L1)k �
1

j�(�)j sup0�x�1

1R
0

jN (x ; s ; �)j ds

Alors :

kR (� ; L1)k �
4

j�(�2)j j�j2 cos(�
2
)

eRe(�)fj�j5 j���j+ j�j2 j���j+ k��Sk

+ j�j3 (j��
j+ j���j+ k��Rk+ k��Sk) + j�j2 (j��
j+ k��Rk+ k��Sk)

+ j�j (j�
�j+ k��Rk+ k�
Sk)+ k�
Rk)+
1

j�j cos �
2

(j�j2 k�Sk+2 j�j k�RSk+ k�Rk) �
F (�)

j�j

(3.23)

où

F (�) =
4

j�(�2)j j�j cos(�
2
)

eRe(�)f(j�j5 j���j+ j�j2 (j���j+ k��Sk) + j�j3

(j��
j+ j���j+ k��Rk+ k��Sk) + j�j2 (j��
j+ k��Rk+ k��Sk) + j�j (j�
�j
+ k��Rk+ k�
Sk)+ k�
Rk) +

1

j�j cos( �
2
)
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)

(3.24)

3.3 Estimation du déterminant caractéristique de la fonc-

tion de Green :

On suppose que les coe¢ cients �i ; �i ; 
i ; �i 2 C où i = 1 ; 2 et les fonctions Si ; Ri 2
C1 ([0 ; 1] ;C), i = 1; 2: D�après (3:11) on a :

�(�) = e�[��4��� + � (�
2��� � �2��
 +��S (0)� �2��S (1)) + �

2��


+�2��S (1) + �
S (0)� �2��R (1)���R (0) + �S (1 ; 0)

+
1

�
(�2��R (1)��
R (0) + �RS (0 ; 1)) +

1

�2
�R (0 ; 1) + 	(�)]

D�où :

�(�) = e�[��4��� + �
3 (��� ���
 ���S (1)) + �

2 (��
 +��S (1)���R (1))

+� (��S (0) + ��R (1)) + �
S (0)���R (0) + �S (1; 0) +
1

�
(��
R (0)
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+�RS (0; 1) + �RS (1 ; 0)) +
1

�2
�R (0 ; 1) + 	(�)]

(3.25)

Où :

	(�) = 2e��[�5��� � �3��S (1) + � (�
� +��S (0)���R (0)) +
1

�
(�
R (1)

��RS(0 ; 0)��RS(1 ; 1)] + e
�2�[�4��� + �

3 (��� ���
 ���S (1))

+�2 (���
 ���S (1) + ��R (1)) + � (��S (0) + ��R (1))��
S (0) + ��R (0)

��S(1 ; 0) +
1

�
(��
R (0) + �RS(0 ; 1) + �RS(1 ; 0) +

1

�2
�R(1 ; 0)]

+
1

�
f
1R
0

(�2��R0 (t) + �
3(��S0 (t)���R0 (t))� �4��S0 (t))e

�(t�1)dt

+
1R
0

(�2��R0 (t) + �
3(��R0 (t)���S0 (t))� �4��S0 (t))e

��(t+1)dt

+
1R
0

(�
R0 (t) + �(�
S0 (t)���R0 (t))� �2��S0 (t))e
�(t�2)dt

+
1R
0

(�
R0 (t) + �(�
R0 (t)���S0 (t))� �2��S0 (t))e
��tdt

+
1R
0

(�R0R(0 ; t)� �(�R0S(0 ; t) + �RS0 (t ; 0)) + �
2�S0S(1 ; t))e

��(t+1)dtg

+
1

�2
f
1R
0

�R0R(t ; 0)� (��R0S(t ; 0) + �RS0 (0 ; t))� �2�S0S(t ; 0))e
�(t�1)dt

+
1R
0

(�R0R(1 ; t) + (��R0S(1 ; t) + �RS0 (t ; 1)) + �
2�S0S(t ; 1))e

�(t�2)dt

+
1R
0

(�R0R(t ; 1) + �(�R0S(t ; 1) + �RS0 (1 ; t)) + �
2�S0S(1 ; t))e

��tdt

+
1R
0

1R
0

(�R0 (" ; t) + �(�R0S0 (t ; ") + �R0S0 (" ; t))� �2�S0 (" ; t))e
�("�t�1)d"dtg

Donc :

j	(�)j � 2e�Re(�)[j�j5 j���j+ j�j3 j��s (1)j+ j�j (j�
�j+ j��s (0)j+ j��R (0)j)

+

����1�
���� (j�
R (1)j+ j�RS(0 ; 0)j+ j�RS(1 ; 1)j) + e�2Re(�)[j�j4 j���j+ j�j3

(j���j+ j��
j+ j��S (1)j) + j�j2 (j��
j+ j��S (1)j+ j��R (1)j)
+ j�j (j��S (0)j+ j��R (1)j) + j�
S (0)j+ j��R (0)j+ j�S(1 ; 0)j

+

����1�
���� (j�
R (0)j+ j�RS(0 ; 1)j+ j�RS(1 ; 0)j) +

���� 1�2
���� j�R(1 ; 0)j]

+
1

j�jf(j�j
2 k��R

0 (t)k+ j�j3 (k��S
0 (t)k+



��R0 (t)


) + j�j4 

��S0 (t)



)1� e�Re(�)
Re (�)

+(j�j2 k��R0 (t)k+ j�j
3 (


��R0 (t)



+ 

�
�S

0 (t)


) + j�j4 

��S0 (t)



)
(
e�Re(�) � e�2Re(�)

Re (�)
) + (



�
R0 (t)


+ j�j (


�


S
0 (t)




+ 

�
�R

0 (t)


) + j�j2 

�

�S
0 (t)



)
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(
e�Re(�) � e�2Re(�)

Re (�)
) + (



�
R0 (t)


+ j�j (

�
R0 (t)



+ k��S0 (t)k) + j�j
2 k��S0 (t)k)

(
1� e�Re(�)
Re (�)

) + (k�R0R(0; t)k+ j�j (k�R0S(0; t)k+ k�RS0 (t ; 0)k) + j�j
2

k�S0S(1 ; t)k)(
e�Re(�) � e�2Re(�)

Re (�)
)g

+
1

j�j2
f(k�R0R(t ; 0)k+ j�j (k�R0S(t ; 0)k+ k�RS0 (0; t)k) + j�j

2 k�S0S(t ; 0)k)

(
1� e�Re(�)
Re (�)

) + (k�R0R(1; t)k+ j�j (k�R0S(1; t)k+ k�RS0 (t ; 1)k+ j�j
2 k�S0S(t ; 1)k)

(
e�Re(�) � e�2Re(�)

Re (�)
)

+(k�R0R(t ; 1)k+ j�j (k�R0S(t ; 1)k+ k�RS0 (1 ; t)k) + j�j
2 k�S0S(1 ; t)k)(

1� e�Re(�)
Re (�)

)

+(k�R0 (" ; t)k+ j�j (k�R0S0 (t ; ")k+ k�R0S0 (" ; t)k) + j�j
2 k�S0 (" ; t)k)

�
1� e�Re(�)

�2
(Re (�))2

g

Alors :

j	(�)j � 2e�Re(�)[j�j5 j���j+ j�j3 j��S (1)j+ j�j (j�
�j+ j��S (0)j+ j��R (0)j)
+
1

j�j (j�
R (1)j+ j�RS (0 ; 0)j+ j�RS (1 ; 1)j) + e�2Re(�)[j�j4 j���j+ j�j3

(j���j+ j��
j+ j��S (1)j) + j�j2 (j��
j+ j��S (1)j+ j��R (1)j) + j�j (j��S (0)j
+ j��R (1)j) + j�
S (0)j+ j��R (0)j+ j�S (1 ; 0)j+

1

j�j(j�
R (0)j+ j�RS (0 ; 1)j

+ j�RS (1 ; 0)j) +
1

j�j2
j�R (1 ; 0)j] +

1

j�jf(j�j
2 k��R0 (t)k+ j�j

3 (k��S0 (t)k

+


��R0 (t)



) + j�j4 

��S0 (t)


)(2� e�Re(�) � e�2Re(�)

Re (�)
)

+(


�
R0 (t)



+ j�j (

�
S0 (t)


+ k��R0 (t)k) + j�j

2 k��S0 (t)k)(
1� e�2Re(�)
Re (�)

)

+(k�R
0
R (0 ; t)k+ j�j (k�R0S (0 ; t)k+ k�RS

0 (t ; 0)k) + j�j2 k�S0S (1 ; t)k)

(
e�Re(�) � e�2Re(�)

Re (�)
)g+ 1

j�j2Re (�)
(k�R0R (t ; 0)k+ j�j (k�R0S (t ; 0)k

+ k�RS0 (0; t)k) + j�j
2 k�S0S (t ; 0)k)

�
1� e�Re(�)

� �
2 + e�Re(�)

�
+

1

(j�jRe (�))2
(k�R0k+ 2 j�j k�R0S0k+ j�j

2 k�S0k)
�
1� e�Re(�)

�2
Pour Re (�) > 0 on a : eRe(�) > Re (�) alors : e�Re(�) <

1

Re (�)
donc :

j	(�)j � 2

j�j cos( �2)
[j�j5 j���j+ j�j3 j��S (1)j+ j�j (j�
�j+ j��S (0)j+ j��R (0)j)

+
1

j�j (j�
R (1)j+ j�RS (0; 0)j+ j�RS (1; 1)j)] +
1

j�j2 cos2( �
2
)
[j�j4 j���j+ j�j3

(j���j+ j��
j+ j��S (1)j) + j�j2 (j��
j+ j��S (1)j+ j��R (1)j) + j�j (j��S (0)j
+ j��R (1)j) + j�
S (0)j+ j��R (0)j+ j�S (1 ; 0)j+

1

j�j(j�
R (0)j+ j�RS (0; 1)j
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+ j�RS (1 ; 0)j) +
1

j�j2
j�R (1; 0)j]

+
1

cos( �
2
)
(k��R0 (t)k+ j�j (k��S0 (t)k+



��R0 (t)


) + j�j2 

��S0 (t)



)
+

3

j�j2 cos( �
2
)
(k�R0Rk+



�
R0


+ j�j (k�R0Sk+ k�RS0k+



�
S0


+ k��R0k)

+ j�j2 (k�S0Sk+ k��S0 (t)k)) +
1

j�j2 cos2( �
2
)
(k�R0k+ 2 j�j k�R0S0k+ j�j

2 k�S0k)

(3.26)

Distinguons maintenant di¤érents cas :

cas 1 :supposons que ��� 6= 0, D�après (3:25) nous avons pour j�j
su¢ sament grand, alors :

�(�) � j�j4 eRe(�)[j���j+
1

j�j (j���j+ j��
j+ j��S (1)j) +
1

j�j2
(j��
j+ j��S (1)j

+ j��R (1)j) +
1

j�j3
(j��S (0)j+ j��R (1)j) +

1

j�j4
(j�
S (0)j+ j��R (0)j+ j�S (1; 0)j)

+
1

j�j5
(j�
R (0)j+ j�RS (0; 1)j+ j�RS (1; 0)j) +

1

j�j6
j�R (0; 1)j+

	(�)

j�j4
]

D�après (3:26), nous déduisons que pour � 2
P

� ; j�j � r0 > 0, on a :

j	(�)j � c (r0)

j�j2

Alors, nous avons :

j�(�)j � j�j4 eRe(�)[j���j �
1

j�j (j���j+ j��
j+ j��S (1)j)�
1

j�j2
(j��
j+ j��S (1)j

+ j��R (1)j)�
1

j�j3
(j��S (0)j+ j��R (1)j)�

1

j�j4
(j�
S (0)j+ j��R (0)j+ j�S(1; 0)j)

� 1

j�j5
(j�
R (0)j+ j�RS(0; 1)j+ j�RS(1; 0)j)�

1

j�j6
j�R(0; 1)j+

c (r0)

j�j6
] > 0

Nous pouvons donc choisir r0 > 0, tel que : (j�j � r0))
1

j�j �
1

r0
1

r0
(j���j+ j��
j+ j��S (1)j) +

1

r20
(j��
j+ j��S (1)j+ j��R (1)j)

+
1

r30
(j��S (0)j+ j��R (1)j) +

1

r40
(j�
S (0)j+ j��R (0)j+ j�S (1; 0)j)

+
1

r50
(j�
R (0)j+ j�RS (0; 1)j+ j�RS (1; 0)j) +

1

r60
j�R (0; 1)j+

c (r0)

r60
� j���j

2

Alors pour � 2
P

� ; j�j � r0 > 0, nous obtenons

�(�) � j�j4 j���j
2
eRe(�) (3.27)
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On a pour ��� = 0

F (�) � F0

j�j3

Finalement d�après (3:24) nous avons démontré que j�jF (�) reste bornée dans le secteur � �
2

pour j�j su¢ samment grand, d�où :

kR (� ; L1)k �
F0

j�j4

Et pour ��� 6= 0 on a

F (�) � F0

Donc

kR (� ; L1)k �
F0
j�j

cas 2 : Supposons que (��� ���
 ���S (1) 6= 0 et ��� = 0). D�après (3:25) on a pour j�j
su¢ samment grand :

j�(�)j � j�j3 eRe(�)[j��� ���
 ���S (1)j �
1

j�j j��
 +��S (1)���R (1)j

� 1

j�j2
j��S (0) + ��R (1)j �

1

j�j3
j�
S (0)���R (0) + �S (1 ; 0)j

� 1

j�j4
j��
R (0) + �RS (0 ; 1) + �RS (1 ; 0)j �

1

j�j5
j�R (0 ; 1)j �

	(�)

j�j3
]

D�après (3:26) nous déduisons que pour � 2 � �
2
; j�j � r0 > 0; alors on a :

j	(�)j � c1 (r0)

j�j

Alors, nous avons :

j�(�)j � j�j3 eRe(�)[j��� ���
 ���S (1)j �
1

jr0j
j��
 +��S (1)���R (1)j

� 1

jr0j2
j��S (0) + ��R (1)j �

1

jr0j3
j�
S (0)���R (0) + �S (1 ; 0)j

� 1

jr0j4
j��
R (0) + �RS (0 ; 1) + �RS (1 ; 0)j �

1

jr0j5
j�R (0 ; 1)j �

c1 (r0)

jr0j4
]

Nous pouvons donc choisir r0 > 0, tel que :
1

r0
j��
 +��S (1)���R (1)j+

1

r20
j��S (0) + ��R (1)j

+
1

r30
j�
S (0)���R (0) + �S (1; 0)j+

1

r40
j��
R (0) + �RS (0; 1) + �RS (1; 0)j

+
1

r0
j�R (0; 1)j+

c1 (r0)

r40
� 1

2
j��� ���
 ���S (1)j
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Alors pour � 2 � �
2
; j�j � r0 > 0, nous obtenons :

j�(�)j � j�j3 j��� ���
 ���S (1)j
2

eRe(�) (3.28)

Finalement d�après (3:24), on a :

F (�) � 8

j��� ���
 ���S (1)j cos( �2)
fjr0j j���j+

1

r20
k��Sk+

1

r20
(j��
j

+ j���j+ k��Rk+ k��Sk) +
1

r20
(j��
j+ k��Rk+ k��Sk) +

1

r30
(j�
�j+ k��Rk

+ k�
Sk+ k�
Rk) +
1

cos( �
2
)
(
k�Sk
r30

+
2 k�RSk
r40

+
k�Rk
r50

)g � F1

Ainsi nous avons démontré que F (�) reste bornée dans le secteur
P

�
2
pour j�j su¢ samment

grand, d�où :

kR (� ; L1)k �
F1 (�)

j�j
cas 3 :On suppose que ��� = ��� = ��� = ��
 = 0; ��S � 0
et j��
 +��S (1)���R (1)j 6= 0, d�après (3:25) nous avons pour j�j su¢ samment grand :

j�(�)j � j�j2 eRe(�)[j��
 +��S (1)���R (1)j �
1

j�j j��S (0) + ��R (1)j

� 1

j�j2
j�
S (0)���R (0) + �S (1; 0)j �

1

j�j3
j��
R (0) + �RS (0; 1) + �RS (1; 0)j

� 1

j�j4
j�R (0; 1)j �

	(�)

j�j2
]

D�après (3:26) nous déduisons pour � 2 � �
2
; j�j � r0 > 0

j	(�)j � c2 (r0)

Alors nous avons :

j�(�)j � j�j2 eRe(�)[j��
 +��S (1)���R (1)j �
1

r0
j��S (0) + ��R (1)j

� 1
r20
j�
S (0)���R (0) + �S (1 ; 0)j �

1

r30
j��
R (0) + �RS (0 ; 1) + �RS (1 ; 0)j

� 1
r40
j�R (0 ; 1)j �

c2 (r0)

r20
]

Nous pouvons choisir r0 > 0 tel que :
1

r0
j��S (0) + ��R (1)j+

1

r20
j�
S (0)���R (0) + �S (1 ; 0)j

+
1

r30
j��
R (0) + �RS (0 ; 1) + �RS (1 ; 0)j �

1

2
j��
 +��S (1)���R (1)j

Alors pour � 2 � �
2
; j�j � r0 > 0 nous obtenons :

j�(�)j � 1

2
j�j2 j��
 +��S (1)���R (1)j eRe(�) (3.29)
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Finalement d�après (3:24) on a :

F (�) � 8

j��
 +��S (1)���R (1)j cos( �2)
f(k��Rk+ k��Sk) +

1

r0
(j��
j

+ k��Rk+ k��Sk) +
1

r20
(j�
�j+ k��Rk+ k�
Sk+ k�
Rk) +

1

cos( �
2
)

(
k�Sk
r20

+
2 k�RSk
r30

+
k�Rk
r40

)g � F2 (�)
Ainsi nous avons démontré que F (�) reste bornée dans le secteur � �

2
pour j�j su¢ samment

grand, d�où :

kR (� ; L1)k �
F2 (�)

j�j

cas 4 : On suppose que :��� = 0 et ��� = ��� = ��
 = ��
 = �
� = 0

et ��S � ��S � ��R � 0 et j��S (0) + ��R (1)j 6= 0. D�après(3:25) on a pour j�j su¢ samment
grand :

j�(�)j � j�j eRe(�)[j��S (0) + ��R (1)j �
1

j�j j�
S (0)���R (0) + �S (1; 0)j

� 1

j�j2
j��
R (0) + �RS (0; 1) + �RS (1; 0)j �

1

j�j3
j�R (0; 1)j �

	(�)

j�j ]

D�après (3:26), nous déduisons pour � 2 � �
2
; j�j � r0 > 0

j	(�)j � c3 (r0)

r0

Alors, nous avons :

j�(�)j � j�j eRe(�)[j��S (0) + ��R (1)j �
1

r0
j�
S (0)���R (0) + �S (1 ; 0)j

� 1
r20
j��
R (0) + �RS (0 ; 1) + �RS (1 ; 0)j �

1

r30
j�R (0 ; 1)j �

c3 (r0)

r20
]

Nous pouvons choisir r0 > 0, tel que :
1

r0
j�
S (0)���R (0) + �S (1 ; 0)j+

1

r20
j��
R (0) + �RS (0 ; 1) + �RS (1 ; 0)j

+
1

r30
j�R (0 ; 1)j+

c3 (r0)

r20
� 1

2
j��S (0) + ��R (1)j

Alors pour � 2 � �
2
; j�j � r0 > 0, nous obtenons :

j�(�)j � j�j j��S (0) + ��R (1)j eRe(�) (3.30)

Finalement d�après(3:24) on a :

F (�) � 8

j��S (0) + ��Rj cos( �2)
f(k��Rk+ k��Sk) +

1

r0
(j�
�j+ k��Rk+ k�
Sk)

+ k�
Rk+
1

cos( �
2
)
(
k�Sk
r0

+
2 k�RSk
r20

+
k�Rk
r30

)g � F3 (�)
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Ainsi nous avons démontré que F (�) reste bornée dans le secteur � �
2
pour j�j su¢ samment

grand,d�où :

kR (� ; L1)k �
F3 (�)

j�j
cas 5 :On suppose que :��� = ��� = ��
 = ��� = ��
 = �
� = 0 et ��S � ��S � ��S �
��R � 0 et j��S (0)���R (0) + �S (1 ; 0)j 6= 0. D�après (3:25) on a pour j�j su¢ samment grand :

j�(�)j � eRe(�)[j�
S (0) + ��R (0) + �S (1 ; 0)j
+
1

j�j j��
R (0) + �RS (0 ; 1) + �RS (1 ; 0)j+
1

j�j2
j�R (0 ; 1)j+	(�)]

D�après (3:26), nous déduisons pour � 2 � �
2
; j�j � r0 > 0

j�j2 j	(�)j � c4 (r0)

Alors nous avons :

j�(�)j � eRe(�)[j�
S (0) + ��R (0) + �S (1 ; 0)j

� 1

j�j j��
R (0) + �RS (0 ; 1) + �RS (1 ; 0)j �
1

j�j2
j�R (0 ; 1)j �

c4 (r0)

j�j2

Nous pouvons choisir r0 > 0 tel que :
1

r0
j��
R (0) + �RS (0; 1) + �RS (1; 0)j+

1

r0
j�R (0; 1)j+ jc4 (r0)j

� 1

2
j��S (0) + ��R (0) + �S (1; 0)j

Alors pour � 2 � �
2
, j�j � r0 > 0, nous obtenons :

j�(�)j � 1

2
eRe(�) j�
S (0) + ��R (0) + �S (1; 0)j (3.31)

Finalement d�après (3:24), on a :

F (�) � 8

j�
S (0) + ��R (0) + �S (1; 0)j cos
�
�
2

�fk��Sk+
1

r0
(j�
�j+ k��Rk

+ k�
Sk) + k�
Rk+
1

cos( �
2
)
(
k�Sk
r0

+
2 k�RSk
r20

+
k�Rk
r30

)g � F4 (�)

Ainsi nous avons démontré que F (�) reste bornée dans le secteur � �
2
pour j�j su¢ samment grand,

d�où :

kR (� ; L1)k �
F4 (�)

j�j
cas 6 : On suppose que :��� = ��� = ��
 = ��� = ��
 = �
� = 0 et ��s � ��s � ��s �

��R � ��R � �
s � ��R � �s � 0
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et j��
R (0) + �Rs +�Rs (1; 0)j 6= 0. D�aprés (3:25) on a pour j�j su¢ samment grand :

j�(�)j � eRe(�)

�
[j�
R (0) + �Rs (0; 1) + �Rs (1; 0)j+

1

j�j j�R (0; 1)j+	(�) j�j]

D�après (3:26) :� 2 � �
2
, j�j � r0 > 0

j	(�)j � c5 (r0)

j�j3

Alors :

j�(�)j � eRe(�)

2 j�j j�
R (0) + �RS (0; 1) + �RS (1; 0)j (3.32)

Donc :

kR (� ; L1)k �
F5 (�)

j�j

cas 7 :On suppose que :��� = ��� = ��
 = ��� = ��
 = �
� = 0 et ��s � ��s � ��s �
��R � ��R � �
s � ��R � �s � �
R � �Rs � 0
et j�R (0; 1)j 6= 0.
D�après (3:25) on a pour j�j su¢ samment grand :

j�(�)j � eRe(�)

j�j2
�
j�R (0; 1)j+ �(�) j�j2

�
D�après (3:26) :� 2 � �

2
, j�j � r0 > 0

j� (�)j � c6 (r0)

j�j2

Alors :

j�(�)j � eRe(�)

2 j�j j�R (0 ; 1)j (3.33)

D�où :

kR (� ; L1)k �
F6 (�)

j�j

Dé�nition 3.3.1 les conditions aux limites dans(3:1) sont dites faiblement régulières si l�une des

conditions suivantes est véri�èe.

1� ��� 6= 0 et ��� 6= 0
2� ��� ���
 ���s (1) 6= 0 et ��� = 0

3� ��� = 0 et ��� = 0, ��� = 0, ��
 = 0, ��s = 0 et j��
 +��s (1)���R (1)j 6= 0
4���� = ��� = ��� = ��
 = ��
 = �
� = 0 et ��s � ��s � ��R � 0 et j��s (0) + ��R (1)j 6=
0

5 � ��� = ��� = ��
 = ��� = ��
 = �
� = 0 et ��s � ��s � ��s � ��R � 0 et
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j��s (0)���R (0) + �s (1; 0)j 6= 0.
6 � ��� = ��� = ��
 = ��� = ��
 = �
� = 0 et ��s � ��s � ��s � ��R � ��R � �
s �
��R � �s � 0 et j��
R (0) + �Rs +�Rs (1; 0)j 6= 0
7 � ��� = ��� = ��
 = ��� = ��
 = �
� = 0 et ��s � ��s � ��s � ��R � ��R � �
s �
��R � �s � �
R � �Rs � 0 et j�R (0; 1)j 6= 0

Remarque 3.3.2 les conditions aux limites sont faiblement régulières alors la décroissance de la

résolvante est non maximale et du théorème (2:3:4) résulte que l�opérateur L1 est générateur d�un

semi-groupe à singularité.
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Chapitre 4

Problème aux limites régulières pour

équation di¤érentielle du second ordre

avec conditions aux limites non locales

dans L1 (0; 1)

Ce chapitre est consecré à l�étude d�un classe de problèmes aux limites combinant des condi-

tions aux limites non locales avec paramètre spectral avec d�autres integrales à poids, on montre

la decroissance maximale de la résolvante et que l�opérateur en question génére un semi groupe

analytique dans l�espace L1 (0; 1) :

Nous considérons le problème suivant :

8>>>>><>>>>>:
L (u) = u00

B1 (u) = (�+ 
)u (0) + �1u
0 (0) +

1R
0

(R1 (t)u (t) + S1 (t)u
0 (t)) dt = 0

B2 (u) = (�+ �)u (1) + �2u
0 (1) +

1R
0

(R2 (t)u (t) + S2 (t)u
0 (t)) dt = 0

(4.1)

où les fonctions Ri ; Si 2 C1 ([0 ; 1] , C) i = 1; 2, soit l�opérateur :

L1 : L1 (0; 1)! L1 (0; 1) : u! L1 (u) = u
00 de domaine :

D (L1) =
�
u 2 W 2:1 (0 ; 1) ;Bi (u) = 0 , i = 1; 2
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CHAPITRE 4. PROBLÈME AUX LIMITES RÉGULIÈRES POUR ÉQUATION
DIFFÉRENTIELLE DU SECOND ORDRE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES NON
LOCALES DANS L1 (0; 1)

4.1 Construction de la fonction de Green

Dans toute la suite on considère � 2 �� où

�� =
n
� 2 C ; jarg (�)j � � ; �

2
< � < �

o
Soit le problème suivant :8>>>>><>>>>>:

u00 � �u = h (x)

B1 (u) = (�+ 
)u (0) + �1u
0 (0) +

1R
0

(R1 (t)u (t) + S1 (t)u
0 (t)) dt = 0

B2 (u) = (�+ �)u (1) + �2u
0 (1) +

1R
0

(R2 (t)u (t) + S2 (t)u
0 (t)) dt = 0

(4.2)

On a : G (x; s; �) est solution du problème homogène. D�où G (x; s; �) se met sous la forme :

G (x; s; �) =

8<: a1 (s) e
��x + a2 (s) e

�x sur ]0 ; s[

b1 (s) e
��x + b2 (s) e

�x sur ]s ; 1[
(4.3)

D�après la condition 1 du théorème 2, on a :

� (a1 (s)� b1 (s)) e��s � (a2 (s)� b2 (s)) e�s = 0 (4.4)

D�après la condition 2 du même théorème , on a :

(a1 (s)� b1 (s)) �e��s � (a2 (s)� b2 (s)) �e�s = 1 (4.5)

Et d�après la condition 3, du théorème 2, on a

Bi (G) = 0 ; i = 1 ; 2 (4.6)

De (4:4), (4:5) ; (4:6) on obtient le système :8>><>>:
(a1 (s)� b1 (s)) �e��s � (a2 (s)� b2 (s)) �e�s = 1
� (a1 (s)� b1 (s)) e��s � (a2 (s)� b2 (s)) e�s = 0

B1 (G) = 0 et B2 (G) = 0

(4.7)

De (4:4) et (4:5) on a :

W =

�������e
��s ��e�s

�e��s �e�s

������ = �2�
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Ainsi :

a1 (s)� b1 (s) =
�1
2�

������1 ��e�s

0 �e�s

������ = e�s

2�

D�où :

a1 (s) = b1 (s) +
e�s

2�
(4.8)

Et

a2 (s)� b2 (s) =
�1
2�

�������e
��s 1

�e��s 0

������ = �e��s
2�

D�où

a2 (s) = b2 (s)�
e��s

2�
(4.9)

D�après (4:6) on a :

B1 (G) = (�+ 
) (a1 (s) + a2 (s)) + �1 � �a1 (s) + �a2 (s)
+

sR
0

[R1 (x) (a1 (s) e
��x + a2 (s) e

�x) + S1 (x) (��a1 (s) e��x + �a2 (s) e�x)] dx

+
1R
s

[R1 (x) (b1 (s) e
��x + b2 (s) e

�x) + S1 (x) (��b1 (s) e��x + �b2 (s) e�x)] dx = 0

Alors :8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

B1 (G) = (�+ 
 � ��1)a1 (s) + (�+ 
 + ��1) a2 (s)

+
sR
0

[(R1 (x)� �S1 (x)) e��xa1 (s) + (R1 (x) + �S1 (x)) e�xa2 (x)]dx

+
1R
s

[(R1 (x)� �S1 (x)) e��xb1 (s) + (R1 (x) + �S1 (x)) e�xb2 (x)] dx = 0

B2 (G) = (�+ � � ��2) e��b1 (s) + (�+ � + ��2) e�b2 (s)

+
sR
0

[(R2 (x)� �S2 (x)) e��xa1 (s) + (R2 (x) + �S2 (x)) e�xa2 (x)] dx

+
1R
s

[(R2 (x)� �S2 (x)) e��xb1 (s) + (R2 (x) + �S2 (x)) e�xb2 (x)] dx = 0

(4.10)

En remplaçant (4:8) et (4:9) dans (4:10) on obtient :

B1 (G) = [�+ 
 � ��1 +
1R
0

[(R1 (x)� �S1 (x)) e��x] dx]b1 (s) + [�+ 
 + ��1

+
1R
0

[(R1 (x) + �S1 (x)) e
�x] dx]b2 (s) +

1

2�
[(�+ 
 � ��1) e�s � (�+ 
 + ��1)

e��s] +
sR
0

[(R1 (x)� �S1 (x))
e�(s�x)

2�
� (R1 (x) + �S1 (x))

e�(x�s)

2�
]dx = 0

B2 (G) = [(�+ � � ��2)e�� +
1R
0

[(R2 (x)� �S2 (x)) e��x] dx]b1 (s) + [(�+ �
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+��2)e
� +

1R
0

[(R2 (x) + �S2 (x)) e
�x] dx]b2 (s) +

sR
0

[(R2 (x)� �S2 (x))
e�(s�x)

2�

� (R2 (x) + �S2 (x))
e�(x�s)

2�
]dx = 0

Finalement on a :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

B1 (G) = [�+ 
 � ��1 +
1R
0

(R1 (x)� �S1 (x)) e��xdx]b1 (s)+

+[�+ 
 + ��1 +
1R
0

(R1 (x) + �S1 (x)) e
�xdx]b2 (s)+

+
1

2�
[(�+ 
 � ��1)e�s � (�+ 
 + ��1) e��s]

+
1

2�

sR
0

�
(R1 (x)� �S1 (x)) e�(s�x) � (R1 (x) + �S1 (x)) e�(x�s)

�
dx = 0

B2 (G) = [(�+ � � ��2)e�� +
1R
0

(R2 (x)� �S2 (x)) e��xdx]b1 (s)+

+[(�+ � + ��2)e
� +

1R
0

(R2 (x) + �S2 (x)) e
�xdx]b2 (s)+

+
1

2�

sR
0

�
(R2 (x)� �S2 (x)) e�(s�x) � (R2 (x) + �S2 (x)) e�(x�s)

�
dx = 0

C�est-à-dire :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

B1 (G) = B1 (u1) b1 (s) +B1 (u2) b2 (s) +
1

2�
f[(�+ 
 � ��1) e�s � (�+ 


+��1)e
��s] +

sR
0

�
(R1 (x)� �S1 (x)) e�(s�x) � (R1 (x) + �S1 (x)) e�(x�s)

�
dxg = 0

B2 (G) = B2 (u1) b1 (s) +B2 (u2) b2 (s) +
1

2�

sR
0

[(R2 (x)� �S2 (x))e�(s�x)

� (R2 (x) + �S2 (x)) e�(x�s)]dx = 0

où :

�(�) =

������B1 (u1) B1 (u2)

B2 (u1) B2 (u2)

������ 6= 0 (4.11)

Alors ce système admet une solution (b1 (s) ; b2 (s)) :

b1 (s) =
1

2��(�)
fB2 (u2) [((�+ 
 � ��1) e��s � (�+ 
 + ��1) e�s)

�
sR
0

�
(R1 (x)� �S1 (x)) e�(s�x) � (R1 (x) + �S1 (x)) e�(x�s)

�
dx

�B1 (u2) [
sR
0

�
(�R2 (x) + �S2 (x)) e�(s�x) + (R2 (x) + �S2 (x)) e�(x�s)

�
dxg
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

b1 (s) =
1

2��(�)
fB2 (u2) [(�+ 
 + ��1)e��s � (�+ 
 � ��1) e�s+

�
sR
0

�
(R1 (x)� �S1 (x)) e�(s�x) � (R1 (x) + �S1 (x)) e�(x�s)

�
dx

�B1 (u2) [
sR
0

�
(�R2 (x) + �S2 (x)) e�(s�x) + (R2 (x) + �S2 (x)) e�(x�s)

�
dxg

et

b2 (s) =
1

� (�) 2�
fB2 (u1) [(�+ 
 � ��1) e�s � (�� 
 + ��1) e��s]

+
sR
0

�
(R1 (x)� �S1 (x)) e�(s�x) � (R1 (x) + �S1 (x)) e�(x�s)

�
dx

�B1 (u1)
sR
0

�
(R2 (x)� �S2 (x)) e�(s�x) � (R2 (x) + �S2 (x)) e�(x�s)

�
dxg

Ainsi d�aprés la formule (4:3) , la fonction de Green s�écrit si x > s :

G (x ; s ; �) =
1

2��(�)
[e�(x+s)f((�+ 
)(�+ �)� � ((�+ 
)�2 + �1(�+ �))

+�2�1�2)e
�� �

sR
0

(�(�+ �)R1 (t)� � (��2R1 (t)� (�+ �)S1 (t)) + �2�2S1 (t))

e��(t+1)dt+
1R
s

((�+ 
)R2 (t)� � ((�+ 
)S2 (t) + �1R2 (t)) + �2�1S2 (t)) e��tdt

+
1R
s

sR
0

(�R (" ; t) + � (�RS (t ; ")��RS (" ; t)) + �
2�S (" ; t)) e

��("+t)d"dtg

+e��(x+s)f(�+ 
)(�+ �) + � ((�+ 
)�2 + �1(�+ �)) + �2�1�2)e�

+
sR
0

((�+ �)R1 (t) + � (�2R1 (t) + (�+ �)S1 (t)) + �
2�2S1 (t)) e

�(t+1)dt

+
1R
s

((�+ 
)R2 (t) + � (�1R2 (t) + (�+ 
)S2 (t)) + �
2�1S2 (t)) e

�tdt

+
1R
s

sR
0

(�R (" ; t) + � (�RS (" ; t)��RS (t ; ")) + �
2�S (" ; t)) e

�("+t)d"dtg

+e�(x�s)f(�(�+ 
)(�+ �) + � ((�+ 
)�2 � �1(�+ �)) + �2�1�2) e��

+
sR
0

((�+ 
)R2 (t) + � ((�+ 
)S2 (t) + �1R2 (t))� �2�1S2 (t)) e�tdt

+
sR
0

(�(�+ �)R1 (t) + � (�(�+ �)S1 (t) + �2R1 (t)) + �2�2S1 (t)) e�(t�1)dt

+
1R
s

((�+ 
)R2 (t) + � (�1R2 (t)� (�+ 
)S2 (t))� �2�1S2 (t)) e��tdt

+
1R
0

sR
0

(�R (t ; ") + � (�RS (" ; t)��RS (t ; "))� �2�S (t ; ")) e
�("�t)d"dtg

+e�(s�x)f(�(�+ 
)(�+ �) + � (�1(�+ �)� (�+ 
)�2) + �2�1�2) e�

+
sR
0

((�+ 
)R2 (t) + � (�1R2 (t)� (�+ 
)S2 (t))� �2�1S2 (t)) e��tdt

+
sR
0

(�(�+ �)R1 (t) + �(��2R1 (t) + (�+ �)S1 (t)) + �2�2S1 (t)) e�(1�t)dt
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�
1R
s

((�+ 
)R2 (t) + � ((�+ 
)S2 (t)� �1R2 (t))� �2�1S2 (t)) e�tdt

+
1R
0

sR
0

(�R(t ; ")� �(�RS ("; t) + �RS(t ; "))� �2�S(t ; "))e
�(t�")d"dtg]

où :� = �2, Re (�) > 0: Alors ;

G (x; s; �) =
1

2��(�)
[e�(x+s)f(�4 � �3 (�1 + �2) + �2(
 + � + �1�2)

��(
�2 + ��1) + 
�)e�� +
sR
0

(��3S1 (t) + �2(R1 (t) + �2S1 (t))

��(�2R1 (t) + �S1 (t)) + �R1 (t))e��(t+1)dt

+
1R
s

(��3S2 (t) + �2(R2 (t) + �1S2 (t))� �(
S2 (t) + �1R2 (t)) + 
R2 (t)) e��tdt

+
1R
s

sR
0

(�R ("; t) + (��RS(t ; ")��RS ("; t)) + �
2�S ("; t))e

��("+t)d"dtg

+e��(x+s)f(�4 + �3 (�1 + �2) + �2(
 + � + �1�2) + �(
�2 + ��1) + 
�) e�

+
sR
0

(�3S1 (t) + �
2(R1 (t) + �2S1 (t)) + �(�2R1 (t) + �S1 (t)) + �R1 (t)) e

�(t+1)dt

+
1R
s

(�3S2 (t) + �
2(R2 (t) + �1S2 (t)) + �(�1R2 (t) + 
S2 (t)) + 
R2 (t)) e

�tdt

+
1R
s

sR
0

(�R ("; t) + � (�RS ("; t)��RS (t; ")) + �
2�S ("; t)) e

�("+t)d"dtg

+e�(x�s)f(��4 + �3 (�2 � �1)� �2(
 + � � �1�2) + �(
�2 � ��1)� 
�) e��

+
sR
0

(�3S2 (t) + �
2(R2 (t)� �1S2 (t)) + �(
S2 (t) + �1R2 (t)) + 
R2 (t)) e�tdt

+
sR
0

(��3S1 (t)� �2(R1 (t)� �2S1 (t))� �(�2R1 (t)� �S1 (t))� �R1 (t)) e�(t�1)dt

+
1R
0

(��3S2 (t) + �2(R2 (t)� �1S2 (t)) + �(�1R2 (t)� 
S2 (t)) + 
R2 (t)) e��tdt

+
1R
0

sR
0

(�R (t; ") + � (�RS ("; t)��RS (t; "))� �2�S (t; ")) e
�("�t)d"dt

+e�(S�x)f(��4 + �3 (�1 � �2)� �2(
 + � � �1�2) + �(��1 � 
�2)� 
�) e�

+
sR
0

(��3S2 (t) + �2(R2 (t)� �1S2 (t)) + �(�1R2 (t)� 
S2 (t)) + 
R2 (t)) e��tdt

+
sR
0

(�3S1 (t) + �
2(�R1 (t) + �2S1 (t)) + �(��2R1 (t) + �S1 (t))� �R1 (t)) e�(1�t)dt

�
1R
0

(�3S2 (t) + �
2(R2 (t)� �1S2 (t)) + �(��1R2 (t) + 
S2 (t)) + 
R2 (t)) e�tdt

+
1R
0

sR
0

(�R(t ; ")� (��RS ("; t) + �RS(t ; "))� �2�S(t ; "))e
�(t�")d"dtg]

Et si x < s

G(x ; s ; �) = b1 (s) e
��x + b2 (s) e

�x +
1

2�
(e�(s�x) � e�(x�s))
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Ce qui donne :

G (x; s; �) =
1

2��(�)
[e�(x+s)f(�4 � �3 (�1 + �2) + �2(
 + � + �1�2)

��(
�2 + ��1) + 
�)e��

+
sR
0

(��3S1 (t) + �2(R1 (t) + �2S1 (t))� �(�2R1 (t) + �S1 (t)) + �R1 (t)) e��(t+1)dt

+
1R
s

(��3S2 (t) + �2(R2 (t) + �1S2 (t))� �(
S2 (t) + �1R2 (t)) + 
R2 (t)) e��tdt

+
1R
s

sR
0

(�R ("; t) + � (�RS (t; ")��RS ("; t)) + �
2�S ("; t)) e

��("+t)d"dtg

+e��(x+s)f(�4 + �3 (�1 + �2) + �2(
 + � + �1�2) + �(
�2 + ��1) + 
�) e�

+
sR
0

(�3S1 (t) + �
2(R1 (t) + �2S1 (t)) + �(�2R1 (t) + �S1 (t)) + �R1 (t)) e

�(t+1)dt

+
1R
s

(�3S2 (t) + �
2(R2 (t) + �1S2 (t)) + �(�1R2 (t) + 
S2 (t)) + 
R2 (t)) e

�tdt

+
1R
s

sR
0

(�R ("; t) + � (�RS ("; t)��RS (t; ")) + �
2�S ("; t)) e

�("+t)d"dtg

+e�(x�s)f(��4 + �3 (�1 � �2) + �2(�
 � � + �1�2) + �(��1 � 
�2) + 
�)

e� � 2�3�2 � 2�
�2

�
1R
s

(�3S2 (t)� �2(R2 (t)� �1S2 (t)) + �(
S2 (t)� �1R2 (t)) + 
R2 (t)) e�tdt

�
1R
s

(��3S1 (t)� �2(R1 (t)� �2S1 (t))� �(�S1 (t)� �2R1 (t))� �R1 (t)) e�(t�1)dt

+
1R
0

(��3S1 (t)� �2(R1 (t)� �2S1 (t)) + �(��2R1 (t) + �S1 (t))� �R1 (t)) e�(1�t)dt

+
1R
0

1R
s

(�R ("; t)� � (�RS (t; ") + �RS ("; t))� �2�S ("; t)) e
�("+t)d"dt

+e�(s�x)f(��4 + �3 (�2 � �1) + �2(�
 � � + �1�2) + �(
�2 � ��1)� 
�) e��

�
1R
s

(��3S2 (t) + �2(R2 (t)� �1S2 (t)) + �(�1R2 (t)� 
S2 (t)) + 
R2 (t)) e��tdt

�
1R
s

(�3S1 (t) + �
2(�R1 (t) + �2S1 (t)) + �(��2R1 (t) + �S1 (t))� �R1 (t)) e�(1�t)dt

+
1R
0

(��3S1 (t) + �2(�R1 (t) + �2S1 (t)) + �(��S1 (t) + �2R1 (t))� �R1 (t))e�(t�1)dt

+
1R
0

1R
s

(�R ("; t) + � (�RS (t; ") + �RS ("; t))� �2�S ("; t)) e
�(t�")d"dtg]

D�après la théorème (2-1-1) on a :

G(x ; s ; �) =
1

� (�)
['(x ; s ; �) + 'i(x ; s; �)]
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Où : 8<: i = 1 ; x > s

i = 2 ; x < s

Avec :

'(x ; s ; �) =
1

2�
[e�(x+s)f(�4 � �3 (�1 + �2) + �2(
 + � + �1�2)� �(
�2 + ��1) + 
�)

e�� +
sR
0

(��3S1 (t) + �2(R1 (t) + �2S1 (t))� �(�2R1 (t) + �S1 (t)) + �R1 (t)) e��(t+1)dt

+
1R
s

(��3S2 (t) + �2(R2 (t) + �1S2 (t))� �(
S2 (t) + �1R2 (t)) + 
R2 (t)) e��tdt

+
1R
s

sR
0

(�R(" ; t) + �(�RS(t ; ")��RS(" ; t) + �
2�S(" ; t))e

��("+t)d"dtg

+e��(x+s)f(�4 + �3 (�1 + �2) + �2(
 + � + �1�2) + �(
�2 + ��1) + 
�) e�

+
sR
0

(�3S1 (t) + �
2(R1 (t) + �2S1 (t)) + �(�2R1 (t) + �S1 (t)) + �R1 (t)) e

�(t+1)dt

+
1R
s

(�3S2 (t) + �
2(R2 (t) + �1S2 (t)) + �(�1R2 (t) + 
S2 (t)) + 
R2 (t)) e

�tdt

+
1R
s

sR
0

(�R ("; t) + �(�RS ("; t)��RS(t ; ")) + �
2�S ("; t))e

�("+t)d"dtg

(4.12)

Ainsi que :

'1(x ; s ; �) =
1

2�
[e�(x�s)f(��4 + �3 (�2 � �1)� �2(
 + � � �1�2)+

�(
�2 � ��1)� 
�)e��

+
sR
0

(�3S2 (t) + �
2(R2 (t)� �1S2 (t)) + �(
S2 (t) + �1R2 (t)) + 
R2 (t)) e�tdt

+
sR
0

(��3S1 (t)� �2(R1 (t)� �2S1 (t))� �(�S1 (t)� �2R1 (t))� �R1 (t)) e�(t�1)dt

+
1R
0

(��3S2 (t) + �2(R2 (t)� �1S2 (t)) + �(�1R2 (t)� 
S2 (t)) + 
R2 (t)) e��tdt

+
1R
0

sR
0

(�R(t ; ") + �(�RS(" ; t)��RS(t ; "))� �2�S(t ; "))e
�("�t)d"dt

+e�(s�x)f(��4 + �3 (�1 � �2)� �2(
 + � � �1�2) + �(��1 � 
�2)� 
�) e�

+
sR
0

(��3S2 (t) + �2(R2 (t)� �1S2 (t)) + �(�1R2 (t)� 
S2 (t)) + 
R2 (t)) e��tdt

+
sR
0

(�3S1 (t) + �
2(�R1 (t) + �2S1 (t)) + �(��2R1 (t) + �S1 (t))� �R1 (t)) e�(1�t)dt

�
1R
0

(�3S2 (t) + �
2(R2 (t)� �1S2 (t)) + �(��1R2 (t) + 
S2 (t)) + 
R2 (t)) e�tdt
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+
1R
0

sR
0

(�R(t ; ")� �(�RS("; t) + �RS(t ; "))� �2�S(t ; "))e
�(t�")d"dtg]

(4.13)

Et

'2(x ; s ; �) =
1

2�
[e�(x�s)f(��4 + �3 (�1 � �2) + �2(�
 � � + �1�2)

+�(��1 � 
�2)� 
�)e� � 2�3�2 � 2�
�2
�

1R
s

(�3S2 (t)� �2(R2 (t)� �1S2 (t)) + �(
S2 (t)� �1R2 (t)) + 
R2 (t)) e�tdt

�
1R
s

(��3S1 (t)� �2(R1 (t)� �2S1 (t))� �(�S1 (t)� �2R1 (t))� �R1 (t)) e�(t�1)dt

+
1R
0

(�3S1 (t)� �2(R1 (t)� �2S1 (t)) + �(��2R1 (t) + �S1 (t))� �R1 (t)) e�(1�t)dt

+
1R
0

1R
s

(�R(" ; t)� �(�RS(t ; ") + �RS("; t))� �2�S("; t))e
�("+t)d"dtg

+e�(s�x)f(��4 + �3 (�2 � �1) + �2(�
 � � + �1�2) + �(
�2 � ��1)� 
�) e��

�
1R
s

(��3S2 (t) + �2(R2 (t)� �1S2 (t)) + �(�1R2 (t)� 
S2 (t)) + 
R2 (t)) e��tdt

�
1R
s

(�3S1 (t) + �
2(�R1 (t) + �2S1 (t)) + �(��2R1 (t) + �S1 (t))� �R1 (t)) e�(1�t)dt

+
1R
0

(��3S1 (t) + �2(�R1 (t) + �2S1 (t)) + �(��S1 (t) + �2R1 (t))� �R1 (t))e�(t�1)dt

+
1R
0

1R
s

(�R("; t) + �(�RS(t ; ") + �RS("; t))� �2�S("; t))e
�(t�")d"dtg

(4.14)

D�après ( 3:15) on a :

kR(� ; L1)hkL1(0 ;1) �
1

jM (�)jSup0�x�1
1Z
0

jN(x ; s ; �)j jh(s)j ds (4.15)

D�autre part de (4:12) on a :

j'(x ; s ; �)j � 1

2 j�je
xRe(�)[f(j�j4 + j�j3 j�1 + �2j+ j�j

2 j
 + � + �1�2j+ j�j

j
�2 + ��1j+ j
�j)e(s�1)Re(�) +
1

Re(�)
(j�j3 kS1 (t)k+ j�j2 (kR1 (t)k+ j�2j kS1 (t)k)

+ j�j (j�2j kR1 (t)k+ j�j kS1 (t)k) + j�j kR1 (t)k)(e(s�1)Re(�) � e�Re(�))
+

1

Re(�)
(j�j3 kS2 (t)k+ j�j2 (kR2 (t)k+ j�1j kS2 (t)k) + j�j (j
j kS2 (t)k

+ j�1j kR2 (t)k) + j
j kR2 (t)k)(1� e(s�1)Re(�)) +
1

(Re(�))2
(k�Rk+ 2 j�j k�RSk
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+ j�j2 k�Sk)(esRe(�) � 1)(e�sRe(�) � e�Re(�))g
+
1

2 j�je
�xRe(�)f(j�j4 + j�j3 j�1 + �2j+ j�j

2 j
 + � + �1�2j+ j�j j
�2 + ��1j+ j
�j)

e(1�s)Re(�) +
1

Re(�)
(j�j3 kS1 (t)k+ j�j2 (kR1 (t)k+ j�2j kS1 (t)k) + j�j (j�2j kR1 (t)k

+ j�j kS1 (t)k) + j�j kR1 (t)k)(eRe(�) � e(1�s)Re(�))
+

1

Re(�)
(j�j3 kS2 (t)k+ j�j2 (kR2 (t)k+ j�1j kS2 (t)k) + j�j (j�1j kR2 (t)k

+ j
j kS2 (t)k) + j
j kR2 (t)k)(e(1�s)Re(�) � 1)
+

1

(Re(�))2
(k�Rk+ 2 j�j k�RSk+ j�j2 k�Sk)(eRe(�) � esRe(�))(1� e�sRe(�))g

(4.16)

Et d�après (4:13) on a :

j'1(x ; s ; �)j �
1

2�
e�xRe(�)f(j�j4 + j�j3 j�1 � �2j+ j�j

2 j
 + � � �1�2j

+ j�j j��1 � 
�2j+ j
�j)e(s+1)Re(�) +
1

Re(�)
(j�j3 kS2 (t)k+ j�j2 (kR2 (t)k

+ j�1j kS2 (t)k) + j�j (j�1j kR2 (t)k+ j
j kS2 (t)k) + j
j kR2 (t)k)
(e(s+1)Re(�) � 1) + 1

Re(�)
(j�j3 kS1 (t)k+ j�j2 (kR1 (t)k+ j�2j kS1 (t)k)

+ j�j (j�2j kR1 (t)k+ j�j kS1 (t)k) + j�j kR1 (t)k)(e(s+1)Re(�) � esRe(�))
+

1

(Re(�))2
(k�Rk+ 2 j�j k�RSk+ j�j2 k�Sk)(eRe(�) � 1)(esRe(�) � 1)g

+
1

2�
exRe(�)f(j�j4 + j�j3 j�2 � �1j+ j�j

2 j
 + � � �1�2j+ j�j j
�2 � ��1j

+ j
�j)e�(s+1)Re(�) + 1

Re(�)
(j�j3 kS2 (t)k+ j�j2 (kR2 (t)k+ j�1j kS2 (t)k)

+ j�j (j
j kS2 (t)k+ j�1j kR2 (t)k) + j
j kR2 (t)k)(1� e�(s+1)Re(�))
+

1

Re(�)
(j�j3 kS1 (t)k+ j�j2 (kR1 (t)k+ j�2j kS1 (t)k) + j�j (j�j kS1 (t)k

+ j�2j kR1 (t)k) + j�j kR1 (t)k (e�Re(�) � e�(s�1)Re(�))
+

1

(Re(�))2
(k�Rk+ 2 j�j k�RSk+ j�j2 k�Sk)(1� e�Re(�))(1� e�sRe(�))g

(4.17)

Et d�après (4:14) on obtient :

j'2(x ; s ; �)j �
1

2�
e�xRe(�)f(j�j4 + j�j3 j�2 � �1j+ j�j

2 j�
 � � + �1�2j

+ j�j j
�2 � ��1j+ j
�j)e(s�1)Re(�) +
1

Re(�)
(j�j3 kS2 (t)k+ j�j2 (kR2 (t)k

+ j�1j kS2 (t)k) + j�j (j�1j kR2 (t)k+ j
j kS2 (t)k) + j
j kR2 (t)k)
(1� e(s�1)Re(�)) + 1

Re(�)
(j�j3 kS1 (t)k+ j�j2 (kR1 (t)k+ j�2j kS1 (t)k)
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+ j�j (j�2j kR1 (t)k+ j�j kS1 (t)k) + j�j kR1 (t)k)(eRe(�) � e(s�1)Re(�))
+
1

2�
exRe(�)f(j�j4 + j�j3 j�1 � �2j+ j�j

2 j�
 � � + �1�2j+ j�j j��1 � 
�2j

+ j
�j)e(1�s)Re(�) + 2 j�j (j�j2 + j
j) j�2j e�sRe(�) +
1

Re(�)
(j�j3 kS2 (t)k+ j�j2

(kR2 (t)k+ j�1j kS2 (t)k) + j�j (j
j kS2 (t)k+ j�1j kR2 (t)k) + j
j kR2 (t)k)
(e(1�s)Re(�) � 1) + 1

Re(�)
(j�j3 kS1 (t)k+ j�j2 (kR1 (t)k+ j�2j kS1 (t)k)

+ j�j (j�j kS1 (t)k+ j�2j kR1 (t)k) + j�j kR1 (t)k)(e(1�s)Re(�) � e�Re(�))
+

1

(Re(�))2
(k�Rk+ 2 j�j k�RSk+ j�j2 k�Sk)(e(1�s)Re(�) � 1)(eRe(�) � 1)g

(4.18)

4.2 Estimation du numérateur de la fonction de Green

dans L1 (0; 1)

On intégrant la formule (4:16) on obtient :

R 1
0
j'(x ; s ; �)j ds � 1

2 j�je
xRe(�)[f(j�j4 + j�j3 j�1 + �2j+ j�j

2 j
 + � + �1�2j

+ j�j j
�2 + ��1j+ j
�j)(
1� e�Re(�)
Re(�)

) +
1

Re(�)
(j�j3 kS1 (t)k+ j�j2 (kR1 (t)k

+ j�2j kS1 (t)k) + j�j (j�2j kR1 (t)k+ j�j kS1 (t)k) + j�j kR1 (t)k)

(
1� e�Re(�)
Re(�)

� e�Re(�)) + 1

Re(�)
(j�j3 kS2 (t)k+ j�j2 (kR2 (t)k+ j�1j kS2 (t)k)

+ j�j (j
j kS2 (t)k+ j�1j kR2 (t)k) + j
j kR2 (t)k)(1�
1� e�Re(�)
Re(�)

)

+
1

(Re(�))2
(k�Rk+ 2 j�j k�RSk+ j�j2 k�Sk)(1 + e�Re(�) � 2(

1� e�Re(�)
Re(�)

))g

+
1

2 j�je
(1�x)Re(�)f(j�j4 + j�j3 j�1 + �2j+ j�j

2 j
 + � + �1�2j+ j�j j
�2 + ��1j

+ j
�j)(1� e
�Re(�)

Re(�)
) +

1

Re(�)
(j�j3 kS1 (t)k+ j�j2 (kR1 (t)k+ j�2j kS1 (t)k)

+ j�j (j�2j kR1 (t)k+ j�j kS1 (t)k) + j�j kR1 (t)k)(1 +
e�Re(�) � 1
Re(�)

)

+
1

Re(�)
(j�j3 kS2 (t)k+ j�j2 (kR2 (t)k+ j�1j kS2 (t)k) + j�j (j�1j kR2 (t)k

+ j
j kS2 (t)k) + j
j kR2 (t)k)(
1� e�Re(�)
Re(�)

� e�Re(�))

+
1

(Re(�))2
(k�Rk+ 2 j�j k�RSk+ j�j2 k�Sk)(1 + eRe(�) + 2(

e�Re(�) � 1
Re(�)

))g
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Comme la fonction x ! exRe(�) est croissante sur l�intervalle [0; 1], et que la fonction x !
e(1�x)Re(�) est décroissante sur le même intervalle ,

on a : sup0�x�1 e
xRe(�) = eRe(�) et sup0�x�1 e

(1�x)Re(�) = eRe(�) Ainsi on a :

sup0�x�1
R 1
0
j'(x ; s ; �)j ds � 1

2 j�je
Re(�)f(j�j4 + j�j3 j�1 + �2j+ j�j

2 j
 + � + �1�2j

+ j�j j
�2 + ��1j+ j
�j)2(
1� e�Re(�)
Re(�)

)

+
1

Re(�)
(j�j3 kS1 (t)k+ j�j2 (kR1 (t)k+ j�2j kS1 (t)k) + j�j (j�2j kR1 (t)k

+ j�j kS1 (t)k) + j�j kR1 (t)k)(1� e�Re(�))
+

1

Re(�)
(j�j3 kS2 (t)k+ j�j2 (kR2 (t)k+ j�1j kS2 (t)k) + j�j (j
j kS2 (t)k

+ j�1j kR2 (t)k) + j
j kR2 (t)k)(1� e�Re(�))

+
2

(Re(�))2
(k�Rk+ 2 j�j k�RSk+ j�j2 k�Sk)(1 + e�Re(�) � 2(

1� e�Re(�)
Re(�)

))g

(4.19)

De même d�après(4:17) , on a :
xR
0

j'1 (x ; s ; �)j ds �
eRe(�)

2 j�j f(j�j
4 + j�j3 j�1 � �2j+ j�j

2 j
 + � � �1�2j

+ j�j j��1 � 
�2j+ j
�j)(
1� e�xRe(�)
Re (�)

)

+
1

Re (�)
(j�j3 kS2 (t)k+ j�j2 (kR2 (t)k+ j�1j kS2 (t)k) + j�j (j�1j kR2 (t)k

+ j
j kS2 (t)k) + j
j kR2 (t)k)(
1� e�xRe(�)
Re (�)

� xe�(x+1)Re(�))

+
1

Re (�)
(j�j3 kS1 (t)k+ j�j2 (kR1 (t)k+ j�2j kS1 (t)k) + j�j (j�2j kR1 (t)k

+ j�j kS1 (t)k) + j�j kR1 (t)k)(
1� e�xRe(�)
Re (�)

� xe�xRe(�))

+
1

(Re (�))2
(j�j2 k�sk+ 2 j�j k�Rsk+ k�Rk)

�
1� e�Re(�)

�
(
1� e�xRe(�)
Re (�)

�xe�xRe(�)) + (j�j4 + j�j3 j�2 � �1j+ j�j
2 j
 + � � �1�2j+ j�j j
�2 � ��1j

+ j
�j)(e
(x�2)Re(�) � e�Re(�)

Re (�)
)

+
1

Re (�)
(j�j3 kS2 (t)k+ j�j2 (kR2 (t)k+ j�1j kS2 (t)k) + j�j (j
j kS2 (t)k

+ j�1j kR2 (t)k) + j
j kR2 (t)k)(xe(x�1)Re(�) +
e�2Re(�) � e(x�2)Re(�)

Re (�)
)

+
1

Re (�)
(j�j3 kS1 (t)k+ j�j2 (kR1 (t)k+ j�2j kS1 (t)k) + j�j (j�2j kR1 (t)k

+ j�j kS1 (t)k) + j�j kR1 (t)k)(xe(x�2)Re(�) +
e�2Re(�) � e(x�2)Re(�)

Re (�)
)
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+
1

(Re (�))2
(j�j2 k�sk+ 2 j�j k�Rsk+ k�Rk)

�
1� e�Re(�)

�
(xe(x�1)Re(�) +

e�Re(�) � e(x�1)Re(�)
Re (�)

)g
Et comme les fonctions :

x ! 1� e�xRe(�)
Re (�)

; x! 1� e�xRe(�)
Re (�)

� xe�(x+1)Re(�)

x ! 1� e�xRe(�)
Re (�)

� xe�xRe(�) ; x! e�Re(�) � e�(x+1)Re(�)
Re (�)

� xe�(x+1)Re(�)

x ! e(x�2)Re(�) � e�2Re(�)
Re (�)

; x! xe(x�1)Re(�) +
e�2Re(�) � e(x�2)Re(�)

Re (�)

x ! xe(x�2)Re(�) +
e�2Re(�) � e(x�2)Re(�)

Re (�)

x ! xe(x�1)Re(�) +
e�Re(�) � e(x�1)Re(�)

Re (�)

Sont des fonctions croissantes sur l�intervalle [0 ; 1], on obtient :

sup0�x�1
1R
0

j'1 (x; s; �)j ds �
eRe(�)

2 j�j f(j�j
4 + j�j3 j�1 � �2j+ j�j

2 j
 + � � �1�2j

+ j�j j��1 � 
�2j+ j
�j)(
1� e�2Re(�)
Re (�)

)

+
1

Re (�)
(j�j3 kS2 (t)k+ j�j2 (kR2 (t)k+ j�1j kS2 (t)k) + j�j (j�1j kR2 (t)k

+ j
j kS2 (t)k) + j
j kR2 (t)k)(
(1� e�Re(�))2

Re (�)
+ 1� e�2Re(�))

+
1

Re (�)
(j�j3 kS1 (t)k+ j�j2 (kR1 (t)k+ j�2j kS1 (t)k) + j�j (j�2j kR1 (t)k

+ j�j kS1 (t)k) + j�j kR1 (t)k)
(1� e�Re(�))2

Re (�)

+
1

(Re (�))2
�
j�j2 k�sk+ 2 j�j k�Rsk+ k�Rk

� �
1� e�Re(�)

�2g
(4.20)

De même de (4:18) en faisant un raisonnement analogue , on obtient :
1R
x

j'2 (x ; s ; �)j ds �
eRe(�)

j2�j f(j�j
4 + j�j3 j�2 � �1j+ j�j

2 j�
 � � + �1�2j

+ j�j j
�2 � ��1j+ j
�j)(
1� e(x�1)Re(�) + e�(1+x)Re(�) � e�2Re(�)

Re (�)
)

+2(j�j3 j�2j+ j�j j
�2j)(
e�Re(�) � e(x�2)Re(�)

Re (�)
)

+
1

Re (�)
(j�j3 kS2 (t)k+ j�j2 (kR2 (t)k+ j�1j kS2 (t)k) + j�j (j�1j kR2 (t)k
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+ j
j kS2 (t)k) + j
j kR2 (t)k)((1� x)
�
e�(1+x)Re(�) � e(x�1)Re(�)

�
+
1� e(x�1)Re(�) � e�(1+x)Re(�) + e�2Re(�)

Re (�)
)

+
1

Re (�)
(j�j3 kS1 (t)k+ j�j2 (kR1 (t)k+ j�2j kS1 (t)k) + j�j (j�j kS1 (t)k

+ j�2j kR1 (t)k) + j�j kR1 (t)k)((1� x)
�
e�xRe(�) � e(x�2)Re(�)

�
+
1� e(x�1)Re(�) � e�(1+x)Re(�) + e�2Re(�)

Re (�)
)

+
1

(Re (�))2
�
j�j2 k�sk+ 2 j�j k�Rsk+ k�Rk

� �
1� e�Re(�)

�
((1� x)

�
e�xRe(�) � exRe(�)

�
+
eRe(�) � exRe(�) � e�xRe(�) + e�Re(�)

Re (�)
)g

Et comme les fonctions :

x ! 1� e(x�1)Re(�) + e�(1+x)Re(�) � e�2Re(�)
Re (�)

; x! e�Re(�) � e(x�2)Re(�)
Re (�)

x ! (1� x)
�
e�(1+x)Re(�) � e(x�1)Re(�)

�
+
1� e(x�1)Re(�) � e�(1+x)Re(�) + e�2Re(�)

Re (�)

x ! (1� x)
�
e�xRe(�) � e(x�2)Re(�)

�
+
1� e(x�1)Re(�) � e�(1+x)Re(�) + e�2Re(�)

Re (�)

x ! (1� x)
�
e�xRe(�) � exRe(�)

�
+
eRe(�) � exRe(�) � e�xRe(�) + e�Re(�)

Re (�)

Sont des fonctions décroissantes sur l�intervalle [0 ; 1], on obtient :

sup0�x�1
1R
x

j'2 (x; s; �)j ds �
eRe(�)

j2�j f(j�j
4 + j�j3 j�2 � �1j+ j�j

2 j�
 � � + �1�2j

+ j�j j
�2 � ��1j+ j
�j)(
1� e�2Re(�)
Re (�)

) + 2(j�j3 j�2j+ j�j j
�2j)

(
e�Re(�) � e�2Re(�)

Re (�)
)

+
1

Re (�)
(j�j3 kS2 (t)k+ j�j2 (kR2 (t)k+ j�1j kS2 (t)k) + j�j (j�1j kR2 (t)k

+ j
j kS2 (t)k) + j
j kR2 (t)k)
�
1� e�Re(�)

�2
Re (�)

+
1

Re (�)
(j�j3 kS1 (t)k+ j�j2 (kR1 (t)k+ j�2j kS1 (t)k) + j�j (j�j kS1 (t)k

+ j�2j kR1 (t)k) + j�j kR1 (t)k)(1� e�2Re(�) +
�
1� e�Re(�)

�2
Re (�)

)

+
1

(Re (�))2
(j�j2 k�sk+ 2 j�j k�Rsk+ k�Rk)

�
1� e�Re(�)

�2 �
eRe(�) � 1

�
g

(4.21)
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D�autre part on a :

sup
0�x�1

1R
0

jN (x ; s ; �)j ds � sup
0�x�1

1R
0

j' (x ; s ; �)j ds+ sup
0�x�1

1R
0

j'i (x ; s ; �)j ds

f i = 1 si x > s et i = 2 si x < s g

D�après (4:19), (4:20) et (4:21) on obtient facilement :

Pour x > s on a :
supS�x�1

1R
0

jN (x; s; �)j ds � eRe(�)

2 j�jRe (�)f(j�j
4 + j�j3 j�1 � �2j+ j�j

2 j
 + � � �1�2j

+ j�j j��1 � 
�2j+ j
�j)3(1� e�Re(�))
+(j�j3 kS2 (t)k+ j�j2 (kR2 (t)k+ j�1j kS2 (t)k) + j�j (j�1j kR2 (t)k+ j
j kS2 (t)k)

+ j
j kR2 (t)k)(1� e�Re(�))(
1� e�Re(�)
Re (�)

+ 2 + e�Re(�))

+(j�j3 kS1 (t)k+ j�j2 (kR1 (t)k+ j�2j kS1 (t)k) + j�j (j�2j kR1 (t)k+ j�j kS1 (t)k)

+ j�j kR1 (t)k)(1� e�Re(�))(1 +
1� e�Re(�)
Re (�)

)

+
2

Re (�)
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)(

3 + e�2Re(�)

2
� 21� e

�Re(�)

Re (�)
)g

Et Pour x < s on a:
sup0�x�S

1R
0

jN (x ; s ; �)j ds � eRe(�)

2 j�jRe (�)f(j�j
4 + j�j3 j�1 � �2j+ j�j

2 j
 + � � �1�2j

+ j�j j��1 � 
�2j+ j
�j)(1� e�Re(�))(3 + e�Re(�)) + 2(j�j
3 j�2j+ j�j j
�2j)

(e�Re(�) � e�2Re(�))
+(j�j3 kS2 (t)k+ j�j2 (kR2 (t)k+ j�1j kS2 (t)k) + j�j (j�1j kR2 (t)k

+ j
j kS2 (t)k) + j
j kR2 (t)k)(1� e�Re(�))(1 +
1� e�Re(�)
Re (�)

)

+(j�j3 kS1 (t)k+ j�j2 (kR1 (t)k+ j�2j kS1 (t)k) + j�j (j�2j kR1 (t)k

+ j�j kS1 (t)k) + j�j kR1 (t)k)(1� e�Re(�))(
1� e�Re(�)
Re (�)

+ 2 + e�Re(�))

+
2

Re (�)
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)

(1 + e�Re(�) � (1� e
�Re(�))(3� e�Re(�))

Re (�)
)g

Comme � 2 � �
2
alors jarg (�)j < �

2
) j�j cos (arg (�)) > j�j cos(�

2
):

Ainsi Re (�) > j�j cos(�
2
).

Finalement on trouve :
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sup0�x�1
1R
0

jN (x; s ; �)j ds � eRe(�)

j�j2 cos(�
2
)

f4(j�j4 + j�j3 j�1 � �2j+ j�j
2 j
 + � � �1�2j

+ j�j j��1 � 
�2j+ j
�j) + 2(j�j
3 j�2j+ j�j j
�2j) + 3(j�j

3 kS1 (t)k+ j�j2 (kR1 (t)k
+ j�2j kS1 (t)k) + j�j (j�2j kR1 (t)k+ j�j kS1 (t)k) + j�j kR1 (t)k) + 3(j�j

3 kS2 (t)k
+ j�j2 (kR2 (t)k+ j�1j kS2 (t)k) + j�j (j�1j kR2 (t)k+ j
j kS2 (t)k) + j
j kR2 (t)k)
+

4

Re (�)
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)g

Alors :

sup0�x�1
1R
0

jN (x; s ; �)j ds � 4eRe(�)

j�j2 cos(�
2
)

f[j�j4 + j�j3 (j�1j+ j�2j+ kS1 (t)k

+ kS2 (t)k) + j�j2 (j
j+ j�j+ j�1�2j+ kR1 (t)k+ kR2 (t)k+ j�2j kS1 (t)k
+ j�1j kS2 (t)k) + j�j (j��1j+ j
�2j+ j�2j kR1 (t)k+ j�1j kR2 (t)k+ j�j kS1 (t)k
+ j
j kS2 (t)k) + j
�j+ j�j kS1 (t)k+ j
j kS2 (t)k]
+

1

j�j cos( �
2
)
(j�j2 k�sk+ 2 j�j k�Rsk+ k�Rk)g

(4.22)

Et

kR (� ; L1)k �
1

j�(�)j sup0�x�1

1R
0

jN (x ; s ; �)j ds

Alors :

kR (�; L1)k �
4

j�(�2)j j�j2 cos(�
2
)

eRe(�)f[j�j4 + j�j3 (j�1j+ j�2j+ kS1 (t)k

+ kS2 (t)k) + j�j2 (j
j+ j�j+ j�1�2j+ kR1 (t)k+ kR2 (t)k+ j�2j kS1 (t)k
+ j�1j kS2 (t)k) + j�j (j��1j+ j
�2j+ j�2j kR1 (t)k+ j�1j kR2 (t)k
+ j�j kS1 (t)k+ j
j kS2 (t)k) + j
�j+ j�j kS1 (t)k+ j
j kS2 (t)k]
+

1

j�j cos( �
2
)
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)g �

F (�)

j�j

(4.23)

Où :

F (�) =
4

j�(�2)j j�j cos
�
�

2

�eRe(�)f[j�j4 + j�j3 (j�1j+ j�2j+ kS1 (t)k+ kS2 (t)k)
+ j�j2 (j
j+ j�j+ j�1�2j+ kR1 (t)k+ kR2 (t)k+ j�2j kS1 (t)k+ j�1j kS2 (t)k)
+ j�j (j��1j+ j
�2j+ j�2j kR1 (t)k
+ j�1j kR2 (t)k+ j�j kS1 (t)k+ j
j kS2 (t)k) + j
�j+ j�j kS1 (t)k+ j
j kS2 (t)k]
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+
1

j�j cos( �
2
)
(j�j2 k�Sk+ 2 j�j k�RSk+ k�Rk)g

(4.24)

4.3 Estimation du déterminant caractéristique de la fonc-

tion de Green :

On suppose que les coe¢ cients �i ; �i ; 
i ; �i 2 C où i = 1; 2 et les fonctions Si ; Ri 2
C1 ([0; 1] ;C), i = 1; 2: D�après (4:11) on a :

�(�) = e�[��2�1�2 + � ((�+ 
)�2 � �1(�+ �))� �2S1 (0)� �1S2 (1))
+(�+ 
)(�+ �) + (�+ �)S2 (1)� (�+ �)S1 (0)� �1R2 (1) + �2R1 (0)
+�S (1 ; 0) +

1

�
((�+ �)R2 (1) + (�+ �)R1 (0) + �RS (0; 1) + �RS (1; 0))

+
1

�2
�R (0; 1) + 	(�)]

D�où :

�(�) = e�[�4 + �3 (�2 � �1) + �2(��1�2 + 
 + � + S2 (1)� S1 (0))
+�(
�2 � �1� � �2S1 (0)� �1S2 (1) +R2 (1) +R1 (0)) + 
� + 
S2 (1)
��S1 (0)� �1R2 (1) + �2R1 (0) + �s (1; 0)

+
1

�
(�R2 (1) + �R1 (0) + �Rs (0; 1) + �Rs (1; 0)) +

1

�2
�R (0; 1) + 	(�)]

(4.25)

Où :

	(�) = 2e��[�(��2S1 (0)� �1S2 (1)) +
1

�
(�(�+ �)R1 (1)� (�+ �)R2 (0)

��RS (0; 0)��RS (1; 1)] + e
�2�[�2�1�2 + �((�+ 
)�2 � �1(�+ �))� �2S1 (0)

��1S2 (1))� (�+ 
)(�+ �)� (�+ �)S2 (1)
+(�+ �)S1 (0) + �1R2 (1)� �2R1 (0)��S (1; 0)

+
1

�
((�+ �)R2 (1) + (�+ �)R1 (0) + �RS (0; 1) + �RS (1; 0)) +

1

�2
�R (0; 1)]

+
1

�
[
R 1
0
((�+ 
)R02 (t) + �((�+ 
)S

0
2 (t)� �1R02 (t))� �2�1S 02 (t))e�(t�1)dt

+
R 1
0
((�+ 
)R02 (t) + �(�1R

0
2 (t)� (�+ 
)S 02 (t))� �2�1S 02 (t))e��(t+1)dt

+
R 1
0
(�(�+ �)R01 (t) + �(�(�+ �)S 02 (t) + �2R01 (t))� �2�2S 01 (t))e�(t�2)dt

+
R 1
0
(�(�+ �)R01 (t) + �(��2R01 (t) + (�+ �)S 02 (t)) + �2�2S 01 (t))e��tdt

+
1R
0

(�R0R (0; t)� �(�R0S (0; t) + �RS0(t ; 0)) + �
2�S0S (1; t))e

��(t+1)dtg
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+
1

�2
f
1R
0

(�R0R(t ; 0)� �(�R0S(t ; 0) + �RS0(0 ; t))� �2�S0S(t ; 0))e
�(t�1)dt

+
1R
0

(�R0R (1; t) + �(�R0S (1; t) + �RS0(t ; 1)) + �
2�S0S(t ; 1))e

�(t�2)dt

+
1R
0

(�R0R(t ; 1) + (��R0S(t ; 1) + �RS0 (1; t)) + �
2�S0S (1; t))e

��tdt

+
1R
0

1R
0

(�R0 ("; t) + (��R0S0 (t ; ") + �R0S0 ("; t))� �2�S0 ("; t))e
�("�t�1)d"dtg

D�où :

j	(�)j � 2e�Re(�)[j�j (jR1 (1)j+ j�2j jS1 (0)j+ j�1j jS2 (1)j) +
1

j�j
(jR2 (0)j+ j�j jR1 (1)j+ j
j jR2 (0)j+ j�RS (0; 0)j+ j�RS (1; 1)j)] + e�2Re(�)

[j�j4 + j�j3 (j�2j+ j�1j) + j�j
2 (j�1�2j+ j
j+ j�j+ jS2 (1)j+ jS1 (0)j) + j�j

(j
j j�2j+ j�1j j�j+ j�2j jS1 (0)j+ j�1j jS2 (1)j+ jR2 (1)j+ jR1 (0)j)
+ j
�j+ j
j jS2 (1)j+ j�j jS1 (0)j+ j�1j jR2 (1)j+ j�2j jR1 (1)j+ j�S (1 ; 0)j
+
1

j�j (j
j jR2 (1)j+ j�j jR1 (0)j+ j�RS (0; 1)j+ j�RS (1; 0)j) +
1

j�j2
j�R (1; 0)j]

+
1

j�jRe (�)f(j�j
3 kS 02 (t)k+ j�j

2 (kR02 (t)k+ j�1j kS 02 (t)k) + j�j (j
j kS 02 (t)k

+ j�1j kR02 (t)k) + j
j kR02 (t)k)(1� e�2Re(�))
+(j�j3 kS 01 (t)k+ j�j

2 (kR01 (t)k+ j�2j kS 01 (t)k) + j�j (j�j kS 01 (t)k+ j�2j kR01 (t)k)
+ j�j kR01 (t)k)(1� e�2Re(�)) + (k�R0Rk+ j�j (k�R0Sk+ k�RS0k) + j�j2 k�S0Sk)
(e�Re(�) � e�2Re(�))g+ 1

j�j2Re (�)
f(k�R0Rk+ j�j (k�R0sk+ k�Rs0k) + j�j2 k�S0Sk)

(1� e�Re(�))(2 + e�Re(�))g
+

1

(Re (�))2
(k�R0k+ j�j (k�R0S0k+ k�R0S0k) + j�j

2 k�S0k)
�
1� e�Re(�)

�2
Finalement :

j	(�)j � 2e�Re(�)[j�j (jR1 (1)j+ j�2j jS1 (0)j+ j�1j jS2 (1)j) +
1

j�j(jR2 (0)j

+ j�j jR1 (1)j+ j
j jR2 (0)j+ j�RS (0 ; 0)j+ j�RS (1 ; 1)j)] + e�2Re(�)

[j�j4 + j�j3 (j�2j+ j�1j) + j�j
2 (j�1�2j+ j
j+ j�j+ jS2 (1)j+ jS1 (0)j) + j�j

(j
j j�2j+ j�1j j�j+ j�2j jS1 (0)j+ j�1j jS2 (1)j+ jR2 (1)j+ jR1 (0)j)
+ j
�j+ j
j jS2 (1)j+ j�j jS1 (0)j+ j�1j jR2 (1)j+ j�2j jR1 (1)j+ j�S (1 ; 0)j
+
1

j�j (j
j jR2 (1)j+ j�j jR1 (0)j+ j�RS (0 ; 1)j+ j�RS (1 ; 0)j) +
1

j�j2
j�R (1 ; 0)j]

+
1

j�jRe (�)f(j�j
3 (kS 02 (t)k+ kS 01 (t)k) + j�j

2 (kR02 (t)k+ kR01 (t)k+ j�2j kS 01 (t)k
+ j�1j kS 02 (t)k)
+ j�j (j
j kS 02 (t)k+ j�j kS 01 (t)k+ j�2j kR01 (t)k+ j�1j kR02 (t)k) + j
j kR02 (t)k
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+ j�j kR01 (t)k) + (k�R0Rk+ j�j (k�R0Sk+ k�RS0k) + j�j2 k�S0Sk)g
+

3

j�j2Re (�)
f(k�R0Rk+ j�j (k�R0Sk+ k�RS0k) + j�j2 k�S0Sk)g

+
1

(Re (�))2
�
k�R0k+ j�j (k�R0S0k+ k�R0S0k) + j�j2 k�S0k

�
:

On a :Re (�) > 0) Re (�) = j�j cos � et e�Re(�) <
1

Re (�)
=

1

j�j cos �
Donc :

j	(�)j � 2

j�j cos �
2

[j�j (jR1 (1)j+ j�2j jS1 (0)j+ j�1j jS2 (1)j) +
1

j�j(jR2 (0)j

+ j�j jR1 (1)j+ j
j jR2 (0)j+ j�RS (0; 0)j+ j�RS (1; 1)j)] +
1

j�j2 (cos �
2
)2

[j�j4 + j�j3 (j�2j+ j�1j) + j�j
2 (j�1�2j+ j
j+ j�j+ jS2 (1)j+ jS1 (0)j)

+ j�j (j
j j�2j+ j�1j j�j+ j�2j jS1 (0)j+ j�1j jS2 (1)j+ jR2 (1)j+ jR1 (0)j)
+ j
�j+ j
j jS2 (1)j+ j�j jS1 (0)j+ j�1j jR2 (1)j+ j�2j jR1 (1)j+ j�S (1; 0)j
+
1

j�j (j
j jR2 (1)j+ j�j jR1 (0)j+ j�RS (0; 1)j+ j�RS (1; 0)j) +
1

j�j2
j�R (1; 0)j]

+
1

j�j2 cos( �
2
)
f(j�j3 (kS 02 (t)k+ kS 01 (t)k) + j�j

2 (kR02 (t)k+ kR01 (t)k

+ j�2j kS 01 (t)k+ j�1j kS 02 (t)k) + j�j (j
j kS 02 (t)k+ j�j kS 01 (t)k
+ j�2j kR01 (t)k+ j�1j kR02 (t)k) + j
j kR02 (t)k+ j�j kR01 (t)k)
+(k�R0Rk+ j�j (k�R0Sk+ k�RS0k) + j�j2 k�S0Sk)g
+

3

j�j2 cos �
2

f(k�R0Rk+ j�j (k�R0Sk+ k�RS0k) + j�j2 k�S0Sk)g

+
1

j�j2 cos2( �
2
)
(k�R0k+ j�j (k�R0S0k+ k�R0S0k) + j�j2 k�S0k)

(4.26)

D�après (4:25) nous avons pour j�j su�samment grand :
�(�) � j�j4 e�Re(�)[1� 1

j�j j�2 � �1j �
1

j�j2
j��1�2 + 
 + � + S2 (1)j

� 1

j�j3
j
�2 � �1� � �2S1 (0)� �1S2 (1) +R2 (1) +R1 (0)j

� 1

j�j4
j
� + 
S2 (1)� �S1 (0)� �1R2 (1) + �2R1 (0) + �S (1 ; 0)j

� 1

j�j5
j�R2 (1) + �R1 (0) + �RS (0 ; 1) + �RS (1 ; 0)j �

1

j�j6
j�R (0 ; 1)j �

1

j�j4
j	(�)j]

Et d�après (4:26), nous déduisons que pour � 2
P
�
2

; j�j � r0 > 0;on a

j	(�)j � c(r0)

j�j2
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Alors, nous avons :

�(�) � j�j4 e�Re(�)f1� 1

r0
j�2 � �1j �

1

r20
j��1�2 + 
 + � + S2 (1)j

� 1
r30
j
�2 � �1� � �2S1 (0)� �1S2 (1) +R2 (1) +R1 (0)j

� 1
r40
j
� + 
S2 (1)� �S1 (0)� �1R2 (1) + �2R1 (0) + �S (1; 0)j

� 1
r50
j�R2 (1) + �R1 (0) + �RS (0; 1) + �RS (1; 0)j �

1

r60
j�R (0; 1)j �

1

r60
jc(r0)j]

Nous pouvons donc choisir r0 > 0 ;tel que :
1

r0
j�2 � �1j+

1

r20
j��1�2 + 
 + � + S2 (1)j

+
1

r30
j
�2 � �1� � �2S1 (0)� �1S2 (1) +R2 (1) +R1 (0)j

+
1

r40
j
� + 
S2 (1)� �S1 (0)� �1R2 (1) + �2R1 (0) + �S (1; 0)j

+
1

r50
j�R2 (1) + �R1 (0) + �RS (0; 1) + �RS (1; 0)j+

1

r60
j�R (0; 1)j+

1

r60
jc(r0)j �

1

2

Alors pour� 2 � �
2
, j�j � r0 > 0, nous obtenons

�(�) � j�j4 e
Re(�)

2
(4.27)

Finalement d�après (4:24) nous avons démontré que j�jF (�) reste bornée dans le secteur pour j�j
su¢ samment grand, d�où :

kR (� ; L1)k �
F0
j�j

Remarque 4.3.1 les conditions aux limites dans (4:1) sont régulières.

Théorème 4.3.2 Si les fonctions Ri; Si 2 C1([0; 1] ;C); i = 1; 2; alors on a
P

� � �(L1) et il

existe c > 0 tel que :

kR(�; L1)k �
c

j�j

Remarque 4.3.3 et du théorème (2:3:4) on résulte que l�opérateur L1 est générateur d�un semi-

groupe analytique.
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