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Introduction

L�importance en �abilité d�un composant est la mesure de l�importance
de chaque composant dans le système. Cette notion a été introduite par Birn-
baum [13] en 1968, elle s�est développée avec Barlow et Prochan [13]. Avec
le temps, Il s�est avèré que l�interaction de deux ou plusieurs composants
dans les systèmes d�aujourd�hui, qui sont de plus en plus complexes, est dé-
terminante dans le calcul de la �abilité. En 1993, J.S. Hong et C.H. Lie [6]
introduisent la notion d�importance jointe en �abilité de deux composants.
Depuis, plusieurs travaux qui ont été réalisés, on cite les travaux de Ham-
strong en 1995, J.S. Hong et All en 2002. En 2007, X. Gao et All introduisent
l�importance conjointe en �abilité de plusieurs composants où ils généralisent
les travaux antérieurs.
L�objet de notre travail est la synthèse de tous ces travaux. On signale

que notre contribution dans ce mémoire est d�établir une formule explicite
de l�importance conjointe de l composants dans le cas des systèmes du type
k-sur-n où les composants sont indépendants mais non nécessairement iden-
tiques. On a établit ensuite un résultat qui nous donne la relation entre la
�abilité d�un système k-sur-n dont les composants sont indépendants et son
équivalent dont les composants ne sont pas indépendants.
Ce mémoire se compose de quatre chapitres. Le chapitre un est un en-

semble de rappels des notions de base de la théorie de �abilité qui vont nous
être utiles dans la suite de ce travail. Le chapitre deux est consacré à la pré-
sentation de l�importance jointe en �abilité de deux composants. Ici, on a
introduit la notion d�importance en structure, l�importance en �abilité d�un
composant, l�importance jointe en �abilité de deux composants, l�importance
conditionnelle et l�importance en défaillance. On établira quelques relations
qui existent entre ces di¤érents types d�importance. Le chapitre trois est une
généralisation du chapitre précédent. En e¤et, dans ce chapitre, on a intro-
duit la notion d�importance conjointe en �abilité de l composants pour l>2
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

ainsi que l�importance conjointe en défaillance. En�n on a montré que cette
importance est comprise entre (�2)l�1 et 2l�1: Le chapitre quatre est une
application aux systèmes k- sur- n. Dans ce cas, on établit une formule ex-
plicite de l�importance conjointe en �abilité de l composants dans le cas où
les composants sont indépendants mais nécessairement identiques. En�n, on
exprime l�erreur entre la �abilité d�un système k-sur-n dont les composants
sont indépendants non identiques et la �abilité de son équivalent dont les
composants ne sont pas indépendants .

iv



Chapitre 1

Introduction à la théorie de
�abilité

1.1 Rappels sur la théorie de �abilité

La �abilité est un concept qui intéresse de nombreuse domaines de l�ac-
tivité humaines : Scienti�que, technique et industriel...etc. Elle est dé�nit
comme la probabilité d�un système à accomplir une fonction requise pendant
un intervalle de temps donné dans des conditions données. Le système étant
un ensemble d�éléments interconnectés.
La durée de vie d�un système peut être considérée comme une variable

aléatoire continue et non-négative notée T , pour décrire la distribution de T ,
on fait appel aux fonctions suivantes :
La fonction de répartition de T est la probabilité que le système tombe

en panne avant l�instant t:

8t � 0; F (t) = Pr(T � t);

elle s�appelle aussi la fonction de défaillance.
La densité de T est dé�nie, si elle existe, comme la dérivée de F (t) par

rapport à t :

8t � 0; f(t) = dF (t)

dt
:

La �abilité donne la probabilité pour que le système fonctionne sur tout
l�intervalle [0; t] :

8t � 0; R(t) = 1� F (t) = Pr(T > t):

1



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À LA THÉORIE DE FIABILITÉ

Le temps moyen jusqu�à la défaillance noté MTTF (Mean Time To Fai-
lure), est l�espérance de la durée de vie T :

MTTF = E[T ] =
1R
0

R(t)dt:

En e¤et,

E[T ] =
1Z
0

tf(t)dt =

1Z
0

t [�R0(t)] dt:

Par l�intégration par partie, on obtient :

E[T ] = [tR(t)]10| {z }
=0

+

1Z
0

R(t)dt:

Le taux de défaillance est dé�nie par :

�(t) = lim
�t!0

Pr(t � T � t+�tnT � t)
�t

=
f(t)

R(t)

�(t) =
�R0(t)
R(t)

= � [logR(t)]0

) R(t) = exp

�
�

tR
0

�(u)du

�
:

1.2 Fonction de structure

Considérons un système S formé de n composants, chaque composant
possède deux états : Un état de marche et un état de panne. Nous allons
étudier di¤érentes représentations de la structure du système, c�est-à dire,
di¤érentes manières d�exprimer si le système est en marche ou en panne, à
partir des états de ses composants.

Dé�nition 1.2.1 Soit un système de n composants, pour i 2 f1; :::; ng ; on
note

xi =

�
1; si le composant i fonctionne:
0; si le composant i est en panne:

2



1.2. FONCTION DE STRUCTURE

La fonction de structure � de ce système est :

� : f0; 1gn �! f0; 1g

x = (x1; x2; :::; xn)! �(x) =

�
1; si le syst�eme fonctionne:
0; si le syst�eme est en panne:

Dé�nition 1.2.2 Le système est dit cohérent si :
a-Il est en panne quand tous les composants sont en panne.

� (0; 0; :::; 0) = 0:

b-Il fonctionne quand tous les composants fonctionnent.

� (1; 1; :::; 1) = 1:

c-Sa fonction de structure � est croissante c�est à dire :

81 � i � n; xi � yi;�(x) � �(y):

Ce qui traduit l�idée naturelle suivante : Si le système marche et qu�un
composant est réparé, le système reste en marche. De façon symètrique, si le
système est en panne et qu�un composant tombe en panne, il reste en panne.

Dé�nition 1.2.3 Soit � une fonction de structure cohérente d�ordre n, xi
sont les variables aléatoires de Bernoulli qui représentent l�état du i�eme com-
posant c�est à dire :

xi =

�
1; si le composant i fonctionne:
0; si le composant i est en panne:

Pr [xi = 1] = pi où pi est la �abilité du i�eme composant alors :

R(p) = Pr [�(x) = 1]

= Pr [le système fonctionne]

= E [�(x)] :
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION À LA THÉORIE DE FIABILITÉ

exemple 1.2.1 Soit le système suivant :

1

2

3

4

Fig.1.1.

Système de 2 sous systèmes série-parallèle. La fonction de structure corres-
pendante est :

�(x) =

�
1�

2Q
i=1

(1� xi)
��

1�
4Q
i=3

(1� xi)
�

= (1� (1� x1)(1� x2)) (1� (1� x3)(1� x4)):

Donc :

R(p) = E(�(x))

= E [(1� (1� x1)(1� x2)) (1� (1� x3)(1� x4))]
= [(1� (1� p1)(1� p2)) (1� (1� p3)(1� p4))]
= p1p3 + p1p2 + p2p3 + p2p4 � p1p2p3 � p2p3p4 � p1p3p4 � p1p2p4 + p1p2p3p4:

1.2.1 Décomposition pivotale

Soit � la fonction de structure d�un système de n composants. Pour un
composant i �xé, et pour tout x, nous avons la relation :

�(x) = xi�(x
0; 1i) + (1� xi)�(x0; 0i);

où : (x0; 1i) = (x1; x2; :::; xi�1; 1i; xi+1; :::; xn); et (x0; 0i) = (x1; x2; :::; xi�1; 0i; xi+1; :::; xn):
Cette relation est appellée la décomposition pivotale de � selon le compo-

sant numéro i: Cette formule dé�nie un algorithme qui permet de construire
de proche en proche la fonction de structure. Il su¢ t pour cela de décomposer
successivement selon les di¤érents composants du système.
Pour calculer la �abilité d�un système, on peut utiliser la décomposition de

la fonction de structure � à partir d�un composant i; en prenant l�espérance
de chaque terme. On obtient :

R(p) = piR(p
0; 1i) + qiR(p

0; 0i);
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1.3. SYSTÈMES MULTICOMPOSANTS

où : (p0; 1i) = R(p1; p2; :::; pi�1; 1i; pi+1; :::; pn); et (p0; 0i) = R(p1; p2; :::; pi�1; 0i; pi+1; :::; pn):

1.3 Systèmes multicomposants

La distinction entre système à structure élémentaire et système à struc-
ture complexe est trés utile en �abilité. Les systèmes à structure élémentaire
concernent la structure série et la structure parallèle, ou plus précisément la
structure k � sur � n qui est une généralisation des deux précédents.

1.3.1 Système en série

Un système en série ne fonctionne que si tous ses composants fonctionnent.
La panne d�un composant quelconque entraîne nécessairement la panne du
système.
Il en résulte que :

T = min fT1; :::; Tng ;

d�où

R(t) = Pr(T > t)

= Pr (T1 > t; T2 > t; :::; Tn > t)

=
nQ
i=1

Pr (Ti > t)

=
nQ
i=1

Ri(t);

où, Ri(t) c�est la �abilité du i�eme composant.
On constate que la �abilité du système en série est plus �able que celle

du composant le moins �able.
La fonction de structure d�un système en série est donnée par :

� (x) = min(x1; :::; xn)

=
nQ
i=1

xi:
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION À LA THÉORIE DE FIABILITÉ

1.3.2 Système en parallèle

Un système en parallèle fonctionne si au moins, un de ses composants
fonctionne. La panne du système ne se produit donc que si tous les compo-
sants sont en panne.
Il en résulte que :

T = max fT1; :::; Tng ;

d�où :

R(t) = 1� F (t)
= 1� Pr(T � t)
= 1� Pr (T1 � t; T2 � t; :::; Tn � t)

= 1�
nQ
i=1

Pr (Ti � t)

= 1�
nQ
i=1

[1�Ri(t)] :

La �abilité d�un système en parallèle est donc supérieure à celle du com-
posant le plus �able.
La fonction de structure d�un système en parallèle est donnée par :

� (x) = max(x1; :::; xn)

= 1�
nQ
i=1

(1-xi):

1.3.3 Système k � sur � n
Un système k � sur � n fonctionne si au moins k parmi n composants

fonctionnent. Si ces composants ont la même �abilité R1(t); le nombre de
composants à l�instant t obéit à une ditribution binomiale et l�on trouve
que :

R(t) =
nP
i=k

�
n
i

�
Ri1(t) [1�R1(t)]

n�i :

Notons que les systèmes k� sur�n admettent comme cas particulier les
systèmes en série (k = n) ; et les sytèmes en parallèle (k = 1) :
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1.3. SYSTÈMES MULTICOMPOSANTS

Si les composants ne sont pas identiques, on peut exprimer la fonction de
�abilité du système comme suit :

R(t) =

n�kX
j=0

X
jJ j=j

 Y
i2J
Fi(t)

! Y
i0 =2J

_

F i0(t)

!
;

Fi(t) c�est la défaillance du i�eme composant.
La fonction de structure d�un système k � sur � n est donnée par :

� (x) =

8<: 1; si
nP
i=1

xi � k:

0; autrement.
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Chapitre 2

Importance jointe en �abilité
de deux composants

La mesure de l�importance en �abilité est la première méthode pour dé-
�nir l�importance de chaque composant dans le système. L�importance en
�abilité d�un composant mesure l�amélioration de la �abilité du système par
l�amélioration de la �abilité de ce composant. Dans ce chapitre nous allons ex-
poser les formules de l�importance en �abilité et en défaillance, l�importance
jointe conditionnelle. Nous donnerons aussi la relation entre ces formules.
Pour cela, nous aurons besoin des notation suivantes :
S : Le système.
n : Le nombre de composants dans le système.
c1; c2; :::; cn : Les composants du système.
pi : La �abilité du i�eme composant.
qi = 1� pi : La probabilité de panne du i�eme composant:
R(p) : La �abilité du système.
p = (p1; p2; :::; pn).

2.1 Importance en structure

Dans la dé�nition suivante, on donne l�importance en structure d�un com-
posant dans le système.

Dé�nition 2.1.1 L�importance en structure d�un composant i notée I�(i)

8



2.2. IMPORTANCE EN FIABILITÉ

est donnée par :

I�(i) =
1

2n�1

X
fX;xi=1g

[�(1i; X)� �(0i; X)] =
1

2n�1
��(i):

2n�1 étant bien sur le nombre total de toutes les situations possibles pour
n� 1 composants restants d�être soit à l�état 0 soit à l�état 1.
Notons alors que ��(i) comptabilise le nombre de situation où le compo-

sant i est déterminant pour le fonctionnement du système.
Caractérisation :
I�(i) est la proportion qui mesure le nombre de fois où la panne (respc-

tivement le fonctionnement) du système est due exclusivement à la panne
(respctivement le fonctionnement) du composant i.

2.2 Importance en �abilité

Dé�nition 2.2.1 Supposons q�un système cohérent de n composants a une
fonction de �abilité R(p). L�importance en �abilité du composant ci notée
RI(ci), est donnée par la formule :

RI(ci) =
@R(p)

@pi
:

C�est la dérivé partielle de la fonction de �abilité du système par rapport à
la �abilité du composant ci:

Remarque 2.2.1 Si les composants sont indépendants, alors :

RI(ci) =
@R(p)

@pi

=
@(piR(1i; p

0) + qiR(0i; p
0))

@pi
= R(1i; p

0)�R(0i; p0);

tel que :
(1i; p

0) = (p1; p2; :::; pi�1; 1i; pi+1; :::; pn):
(0i; p

0) = (p1; p2; :::; pi�1; 0i; pi+1; :::; pn):
R(1i; p

0) la fonction de �abilité où le composant ci fonctionne.
R(0i; p

0) la fonction de �abilité où le composant ci est en panne.
p0 représente le vecteur p sans le composant i:
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CHAPITRE 2. IMPORTANCE JOINTE EN FIABILITÉ DE DEUX
COMPOSANTS

Remarque 2.2.2 Dans le cas où les composants sont identiques avec
pi = p =

1
2
pour tout i = 1; 2; :::; n: L�importance du i�eme composant coincide

de avec l�importance de structure du composant i notée : SI(ci)

2.2.1 Importance jointe en �abilité

L�importance jointe en �abilité de deux composants est une mesure d�in-
teraction de deux composants dans le systéme, on la note (JRI).

Dé�nition 2.2.2 Soit un système cohérent de n composants, on dé�nit l�im-
portance jointe en �abilité pour deux composants par :

JRI(ci; cj) =
@2R(p)

@pi@pj
; pour tout i; j = 1; :::; n:

Si, ci et cj sont indépendants, on a :

JRI(ci; cj) =
@2R(p)

@pi@pj

=
@

@pj

�
@R(p)

@pi

�
=

@(R(1i; p)�R(0i; p))
@pj

=
@ (pjR(1i; 1j; p

0) + qjR(1i; 0j; p
0)� pjR(0i; 1j; p0)� qjR(0i; 0j; p0))
@pj

= R(1i; 1j; p
0)�R(1i; 0j; p0)�R(0i; 1j; p0) +R(0i; 0j; p0);

où, R(1i; 1j; p0) est la fonction de �abilité du système quand les compo-
sants ci et cj fonctionnent.
R(1i; 0j; p

0) est la fonction de �abilité du système quand le composant ci
fonctionne et le composant cj en panne.
R(0i; 1j; p

0) est la fonction de �abilité du système quand le composant ci
en panne et le composant cj fonctionne.
R(0i; 0j; p

0) est la fonction de �abilité du système quand les composants
ci et cj sont en panne.

Lemme 2.2.1 La relation entre l�importance jointe en �abilité de compo-
sants ci, cj et l�importance marginale en �abilité de composant ci (on la note MRI(ci))

10



2.2. IMPORTANCE EN FIABILITÉ

est donnée par :

JRI(ci; cj) = MRI
s�cj

(ci)�MRI
s�cj

(ci):

JRI(ci; cj) = MRI
S�Ci

(cj)�MRI
S�Ci

(cj);

où :
s � cj : Système tel que le composant cj fonctionne.
s� cj : Système tel que le composant cj est en panne.

Remarque 2.2.3

JRI(ci; cj) < 0()MRI
s�cj

(ci) < MRI
s�cj

(ci):

JRI(ci; cj) > 0()MRI
s�cj

(ci) > MRI
s�cj

(ci):

JRI(ci; cj) = 0()MRI
s�cj

(ci) =MRI
s�cj

(ci):

Lemme 2.2.2 Il ya une autre relation entre l�importance jointe en �abilité
de composants ci et cj et l�importance marginale en �abilité du composant
ci ( on la note MRI(ci)) qui est exprimée par :

JRI(ci; cj) =

�
MRI(ci)�MRI

s�cj
(ci)

�
pj

:

JRI(ci; cj) =

�
MRI(cj)�MRI

s�cj
(cj)

�
pi

:

Preuve On a :

MRI(ci) =
@

@pi
(R(p))

=
@

@pi
(pjR(s � cj) + qjR(s� cj))

= pj
@R(s � cj)
@pi

+ qj
@R(s� cj)

@pi

= pj

�
MRI
s�cj

(ci)�MRI
s�cj

(ci)

�
+MRI

s�cj
(ci)

11



CHAPITRE 2. IMPORTANCE JOINTE EN FIABILITÉ DE DEUX
COMPOSANTS

donc,

JRI(ci; cj) =

MRI(ci)�MRI
s�cj

(ci)

pj
:

2.3 Importance en �abilité conditionnelle

Dans la suite, on va dé�nir l�importance et l�importance jointe en �abilité
sachant que les états de certains composants sont connus (fonctionnent ou
bien sont en panne) en utilisant les dé�nitions précédentes.

Dé�nition 2.3.1 Soit :

zi =

�
1; si le composant ci fonctionne.
0; si le composant ci est en panne:

On appelle importance en �abilité conditionnelle du composant cj, et notée
par RIj, la relation suivante :

RI(cj=pi = zi) =
@R(p1; :::; pi�1; zi; pi+1; :::; pn)

@pj
:

Quand les composants sont indépendants, on a :

RI(cj=pi = zi) =
@R(p1; :::; pi�1; zi; pi+1; :::; pn)

@pj

=
@ (pjR(p1; :::; zi; :::; pj�1; 1j; pj+1; :::; pn) + qjR(p1; :::; zi; :::; pj�1; 0j; pj+1; :::; pn))

@pj
= R(p1; :::; zi; :::; pj�1; 1j; pj+1; :::; pn)�R(p1; :::; zi; :::; pj�1; 0j; pj+1; :::; pn):

Dé�nition 2.3.2 Dans un système où les composants sont indépendants,
l�importance en �abilité conditionnelle du composant cl sachant que les états
des composants ci et cj sont connus est donnée par :

RI(cl=pi = zi; pj = zj) =
@R(zi; zj; pl; p)

@pl
= R(zi; zj; 1l; p

0)�R(zi; zj; 0l; p0);

12



2.4. IMPORTANCE EN DÉFAILLANCE

où, zi et zj : sont les états des composants ci et cj respectivement.
Pour deux composants, nous pouvons donner la dé�nition suivante de

l�importance jointe en �abilité conditionnelle, qu�on notera par
JRI(ci; cj=pl = zl).

Dé�nition 2.3.3 L�importance jointe en �abilité conditionnelle des compo-
sants cj et ci, quand l�état du composant cl est connu, est :

JRI(ci; cj=pl = zl) =
@2R(p1; :::; zl; :::; pn)

@pi@pj
; l 6= i; j:

Si les composants sont indépendants, on a :

JRI(ci; cj=pl = zl) =
@2R(p1; :::; zl; :::; pn)

@pi@pj
= R(zl; 1i; 1j; p)�R(zl; 1i; 0j; p)�R(zl; 0i; 1j; p) +R(zl; 0i; 0j; p):

Dé�nition 2.3.4 Dans un système où les composants sont indépendants,
l�importance jointe en �abilité conditionnelle des composants ci et cj quand
les états des composants ct et cs sont connus, est donnée par la relation
suivante :

JRI(ci; cj=ps = zs; pt = zt) =
@2R(zs; zt; p)

@pi@pj
= R(1i; 1j; zs; zt; p)�R(1i; 0j; zs; zt; p)

�R(0i; 1j; zs; zt; p) +R(0i; 0j; zs; zt; p);

tel que : zs et zt sont les états des composants cs et ct; respectivement.

2.4 Importance en défaillance

Soit un système cohérent de n composants. Dans l�étude de l�importance
en défaillance on se base sur la défaillance du système plus que sur sa �abilité.
On dé�nit l�importance en défaillance du ieme composant et on la note

FI(ci) comme suit :

FI(ci) =
@F (p)

@qi
; 8i = 1; :::; n:
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CHAPITRE 2. IMPORTANCE JOINTE EN FIABILITÉ DE DEUX
COMPOSANTS

Lemme 2.4.1 Si les composants sont indépendants, on a :

FI(ci) =
@F (p)

@qi

=
@ (piF (1i; p

0) + qiF (0i; p
0))

@qi
= F (0i; p

0)� F (1i; p0):

Remarque 2.4.1
FI(ci) = RI(ci);

car :

FI(ci) =
@F (p)

@qi

=
@ (1�R(p))
@ (1� pi)

=
@R(p)

@pi
= RI(ci)

Dé�nition 2.4.1 Pour deux composants ci et cj l�importance jointe en dé-
faillance est donnée par la relation :

JFI(ci; cj) =
@2F (p)

@qi@qj
8i; j = 1; :::; n:

Lemme 2.4.2 La relation entre l�importance jointe en défaillance et l�im-
portance marginale en défaillance est :

JFI(ci; cj) =MFI
s�cj

(cj)�MFI
s�ci

(cj);

ou :
JFI(ci; cj) =MFI

S�Cj
(ci)�MFI

s�cj
(ci);

telle que,
MFI
s�ci

(cj) est l�importance marginale en défaillance du composant cj sachant

le composant ci est en panne.
MFI
s�ci

(cj) est l�importance marginale en défaillance du composant cj sachant

le composant ci fonctionne.
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2.4. IMPORTANCE EN DÉFAILLANCE

Remarque 2.4.2

JFI(ci; cj) =
@2F (p)

@qi@qj

=
@2 (1�R(p))

@ (1� pi) @ (1� pj)

=
�@2R(p)

(�@pi) (�@pj)
= �JRI(ci; cj):
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Chapitre 3

Importance conjointe en
�abilité de plusieurs
composants

L�étude de l�importance en �abilité est très importante. Mais, cette étude
ne donne pas l�interaction entre les composants dans le système. C�est pour
ça, on va étudier l�importance conjointe en �abilité de plusieurs composants
dans le système. Dans la suite, on utilise les mêmes notations qui se trouvent
dans le chapitre précédent

3.1 Importance conjointe en �abilité

Dé�nition 3.1.1 L�importance conjointe en �abilité (JRI) de trois compo-
sants ci; cj et ch est donnée par :

JRI(ci; cj; ch) =
@3R(p)

@pi@pj@ph
8i; j; h = 1; :::; n

Théorème 3.1.1 [8]

Si les composants ci; cj et ch sont indépendants, on a :

JRI(ci; cj; ch) = R(1i; 1j; 1h; p
0)�R(1i; 1j; 0h; p0)�R(1i; 0j; 1h; p0)

�R(0i; 1j; 1h; p0) +R(0i; 0j; 1h; p0) +R(0i; 1j; 0h; p0)
+R(1i; 0j; 0h; p

0)�R(0i; 0j; 0h; p0)
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3.1. IMPORTANCE CONJOINTE EN FIABILITÉ

Preuve Pour les composants ci; cj et ch on a :

JRI(ci; cj; ch) =
@3R(p)

@pi@pj@ph

=
@
�
@2R(p)
@pi@pj

�
@ph

=
@ (R(1i; 1j; p

0)�R(1i; 0j; p0)�R(0i; 1j; p0) +R(0i; 0jp0))
@ph

=
@ [phR(1i; 1j; 1h; p

0) + qhR(1i; 1j; 0h; p
0)� phR(1i; 0j; 1h; p0)]

@ph

+
@ [�qhR(1i; 0j; 0h; p0)� phR(0i; 1j; 1h; p0)� qhR(0i; 1j; 0h; p0)]

@ph

+
@ [phR(0i; 0j; 1h; p

0) + qhR(0i; 0j; 0h; p
0)]

@ph
= R(1i; 1j; 1h; p

0)�R(1i; 1j; 0h; p0)�R(1i; 0j; 1h; p0)
�R(0i; 1j; 1h; p0) +R(1i; 0j; 0h; p0) +R(0i; 1j; 0h; p0)
+R(0i; 0j; 1h; p

0)�R(0i; 0j; 0h; p0);

d�où le resultat du théorème.

Dé�nition 3.1.2 Soit un système de n composants, l�importance conjointe
en �abilité de l (l � n) composants est :

JRI(c1; :::; cl) =
@lR(p)
lQ
i=1

@pi

:

Théorème 3.1.2 [13]
Si les composants c1; c2; :::; cl sont indépendants, on a :

JRI(c1; c2; :::; cl) = R(11; 12; :::; 1l; p
0)�R(11; 12; :::; 0l; p0)

�:::�R(01; 02; :::; 1l; p0)�R(01; 02; :::; 0l; p0):

Les signes entre les fonctions R sont positifs si :
� l est impair et le nombre des composants qui fonctionnent est impair,
� l pair et le nombre des composants qui fonctionnent est pair

17



CHAPITRE 3. IMPORTANCE CONJOINTE EN FIABILITÉ DE
PLUSIEURS COMPOSANTS

Les signes entre les fonctions R sont négatifs si :
� l est impair et le nombre des composants qui fonctionnent est pair
� l pair et le nombre des composants qui fonctionnent est impair
Le signes de R(01; 02; :::; 0l; p) est négatif si l impair, et positif si l paire.

Corollaire 3.1.1

JRI(ci; cj; ch) = JRI
s�ch

(ci; cj)� JRI
s�ch

(ci; cj):

JRI(c1; c2; :::; cl) = JRI
s�cl

(c1; :::; cl�1)� JRI
s�cl

(c1; :::; cl�1):

Preuve D�après la dé�nition de JRI(ci; cj; ch) on a :

JRI(ci; cj; ch) =
@3R(p)

@pi@pj@ph

=
@

@ph

�
@2R(p)

@pi@pj

�
=

@

@ph
(JRI(ci; cj))

= JRI
s�ch

(ci; cj)� JRI
s�ch

(ci; cj)

donc, JRI(ci; cj; ch) = JRI
s�ch

(ci; cj)� JRI
s�ch

(ci; cj):

Corollaire 3.1.2 Pour l > 1 on a :

JRI(c1; :::; cl) < 0() JRI
s�cl

(c1; :::; cn�1) < JRI
s�cl

(c1; :::; cl�1):

JRI(c1; :::; cl�1) > 0() JRI
s�cl

(c1; :::; cl�1) > JRI
s�cl

(c1; :::; cl�1):

JRI(c1; :::; cl�1) = 0() JRI
s�cl

(c1; :::; cl) = JRI
s�cl

(c1; :::; cl):

Corollaire 3.1.3 Il existe une autre relation entre l�importance conjointe
en �abilité de trois composants et l�importance jointe en �abilité de deux
composants qui est donnée par :

JRI(ci; cj; ch) =

�
JRI(ci; cj)� JRI

s�ch
(ci; cj)

�
ph

:

JRI(c1; :::; cl) =

�
JRI(c1; :::; cl�1)� JRI

s�cl
(c1; :::; cl�1)

�
pl

:
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3.1. IMPORTANCE CONJOINTE EN FIABILITÉ

Preuve

JRI(ci; cj) =
@2R(p)

@pi@pj

=
@2 (phR(s � ch) + qhR(s� ch))

@pi@pj
= phJRI

s�ch
(ci; cj) + qhJRI

s�ch
(ci; cj)

= ph

�
JRI
s�ch

(ci; cj)� JRI
s�ch

(ci; cj)

�
+ JRI

s�ch
(ci; cj)

= phJRI(ci; cj; ch) + JRI
s�ch

(ci; cj)

Alors : JRI(ci; cj; ch) =

�
JRI(ci;cj)�JRI

s�ch
(ci;cj)

�
ph

:

Remarque 3.1.1 JRI(ci; cj; cl) peut être exprimée par la relation suivante :

JRI(ci; cj; cl) = JRI(ci; cj=pl = 1l)� JRI(ci; cj=pl = 0l):
Preuve On a :

JRI(ci; cj=pl = zl) = R(zl; 1i; 1j; p)�R(zl; 1i; 0j; p)
�R(zl; 0i; 1j; p) +R(zl; 0i; 0j; p)

quand le composant cl fonctionne alors :

JRI(ci; cj=pl = 1) = R(1l; 1i; 1j; p)�R(1l; 1i; 0j; p)
�R(1l; 0i; 1j; p) +R(1l; 0i; 0j; p)

et quand le composant cl est en panne on a :

JRI(ci; cj=pl = 0) = R(0l; 1i; 1j; p)�R(0l; 1i; 0j; p)
�R(0l; 0i; 1j; p) +R(0l; 0i; 0j; p)

donc :

JRI(ci; cj=pl = 1)� JRI(ci; cj=pl = 0l) = R(1l; 1i; 1j; p)�R(1l; 1i; 0j; p)
�R(1l; 0i; 1j; p) +R(1l; 0i; 0j; p)�R(0l; 1i; 1j; p) +R(0l; 1i; 0j; p)
+R(0l; 0i; 1j; p)�R(0l; 0i; 0j; p)

= R(1l; 1i; 1j; p)�R(1l; 1i; 0j; p)�R(1l; 0i; 1j; p)�R(0l; 1i; 1j; p)
+R(1l; 0i; 0j; p) +R(0l; 1i; 0j; p) +R(0l; 0i; 1j; p)�R(0l; 0i; 0j; p)

= JRI(ci; cj; cl)

donc : JRI(ci; cj; cl) = JRI(ci; cj=pl = 1)� JRI(ci; cj=pl = 0):
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CHAPITRE 3. IMPORTANCE CONJOINTE EN FIABILITÉ DE
PLUSIEURS COMPOSANTS

Corollaire 3.1.4 Soit un système de n composants. Pour les composants ci

et cj, on distingue les deux cas suivants :
�
JRI(ci; cj) � 0; si ci et cj sont en parallèle:
JRI(ci; cj) � 0; si ci et cj sont en série.

a)Si les composants ch et (ci; cj) sont en parallèle et (ci; cj) sont en parallèle,
alors :

JRI(ci; cj; ch) � 0:
b)Si les composants ch et (ci; cj) sont en série et (ci; cj) sont en parallèle,
alors :

JRI(ci; cj; ch) � 0:
c)Si les composants ch et (ci; cj) sont en parallèle et (ci; cj) sont en série,
alors :

JRI(ci; cj; ch) � 0:
d)Si les composants chet (ci; cj) sont en série et (ci; cj) sont en série, alors :

JRI(ci; cj; ch) � 0:

exemple 3.1.1 Soit le système représenté par la structure suivante :

2

1

3

4

5

6 7

Fig.2.1.

Dans cette structure il y�a 7 composants indépendants et on a :
JRI(c1; c2; c4) = �p3p5p6p7 + p3p6p7 + p5p6p7 � p6p7:
JRI(c1; c2; c6) = �p3p4p5p6 + p3p4p7 + p3p5p7 + p4p8p7 � p4p7 � p5p7:
JRI(c1; c2; c3) = �p4p5p6p7 + p4p6p7 + p5p6p7:
JRI(c1; c2; c7) = �p3p4p5p6 + p4p5p6 + p3p4p6 � p3p5p6 � p5p6 � p4p6:
Pour pi = p telle que 0 � p � 1:
JRI(c1; c2; c3) = �p4 + 2p3 = p3 (2� p) > 0:
JRI(c1; c2; c4) = JRI(c1; c2; c5) = �p4 + 2p3 � p2 = p2 (2p� 1� p2) < 0:
JRI(c1; c2; c6) = �p4 + p3 � 2p2 = p2 (p� p2 � 2) < 0:
JRI(c1; c2; c3) = �p4 + 3p3 � 2p2 = p2(3p� p2 � 2) < 0:
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3.2. IMPORTANCE CONJOINTE EN DÉFAILLANCE DE L
COMPOSANTS

3.2 Importance conjointe en défaillance de l
composants

Soit un système cohérent de n composants, on va étudier l�importance
conjointe en défaillance de l composants et on la note JFI

Dé�nition 3.2.1 On peut dé�nir l�importance conjointe en défaillance de
multicomposants par la relation suivante :

JFI(c1; c2; :::; cl) =
@lF (p)
lQ
i=1

@qi

;

pour l � n:

Remarque 3.2.1 D�une façon générale on a :

JFI(c1; c2; :::; cl) = (�1)l+1 JRI(c1; c2; :::; cl):

Preuve On fait cette démonstration par récurrence.
pour l = 1 on a :

FI(ci) =
@F (p)

@qi

=
@ (1�R(p))
@ (1� pi)

=
@R(p)

@pi
:

On suppose que la proposition est vraie jusqu�à l�ordre (l � 1) et on montre
qu�elle est vraie à l�ordre l:
alors : JFI(c1; c2; :::; cl�1) = (�1)l JRI(c1; c2; :::; cl�1):
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PLUSIEURS COMPOSANTS

Et on a :

JFI(c1; c2; :::; cl) =
@lF (s)
lQ
i=1

@qi

=
@

@ql

0BBB@@l�1F (s)l�1Q
i=1

@qi

1CCCA
=

@

@ql
(JFI(c1; c2; :::; cl�1))

=
@

@ql

�
(�1)l JRI(c1; c2; :::; cl�1)

�
=

@

@ (1� pl)

�
(�1)l JRI(c1; c2; :::; cl�1)

�
= (�1)l (�JRI(c1; c2; :::; cl))
= (�1)l+1 (JRI(c1; c2; :::; cl)) :

Donc : JFI(c1; c2; :::; cl) = (�1)l+1 JRI(c1; c2; :::; cl):
On a les résultats suivants :

Corollaire 3.2.1 Par symétrie avec le lemme 2.4.2, la relation entre JFI
de trois composants et JFI de deux composants est :

JFI(ci; cj; ch) = JFI
s�ch

(ci; cj)� JFI
s�ch

(ci; cj):

Donc, la relation entre JFI de l composants et JFI de (l � 1) composants
est :

JFI(c1; :::; cl) = JFI
s�cl

(c1; :::; cl�1)� JFI
s�cl

(c1; :::; cl�1):

22
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COMPOSANTS

Preuve Pour l>1 on a,

JFI(c1; :::; cl) =
@lF (s)
lQ
i=1

@qi

=
@l�1(F (s))�
l�1Q
i=1

@qi

�
@ql

=
@l�1

l�1Q
i=1

@qi

�
@F (s)

@ql

�

=
@l�1

l�1Q
i=1

@qi

(F (0l; p
0)� F (1l; p0))

=
@l�1

l�1Q
i=1

@qi

F (0l; p
0)� @l�1

l�1Q
i=1

@qi

F (1l; p
0)

= JFI
s�cl

(c1; :::; cl)� JFI
s�cl

(c1; :::; cl)

alors, JFI(c1; :::; cl) = JFI
s�cl

(c1; :::; cl�1)� JFI
s�cl

(c1; :::; cl�1):

Corollaire 3.2.2 Dans un système où les composants sont indépendants, la
valeur de l�importance conjointe en �abilité de l composants est entre

�
�2l�1

�
et
�
2l�1

�
:

Preuve Les valeurs de l�importance en �abilité conditionnelle du composant
ci, MRI(ci=pj = 1) et MRI(ci=pj = 0) sont comprises entre �1 et 1.
Quand les composants ci et cj sont indépendants on a :

JRI(ci; cj) =MRI(ci=pj = 1)�MRI(ci=pj = 0)

donc, JRI(ci; cj) 2 [�2; 2].
Pour les trois composants ci; cj et ch on a:

JRI(ci; cj; ch) = JRI(ci; cj=ph = 1)� JRI(ci; cj=ph = 0)

alors, JRI(ci; cj; ch) 2 [�22; 22] :
Pour l composants on a :

JRI(c1; c2; :::; cl) = JRI(c1; :::; cl�1=pl = 1)� JRI(c1; :::; cl�1=pl = 0)

on peut conclure que JRI(c1; c2; :::; cl) 2
�
�2l�1; 2l�1

�
:
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Chapitre 4

Application aux systèmes
k � sur � n

Supposons q�un système soit formé de n composants. Ce système est en
état de marche (bon fonctionnement) lorsque k au moins des n composants
sont en état de marche, ou, ce qui revient au même, lorsque (n� k) au plus
sont défaillants. Ce système est appelé k�sur�n, on le note k=n par fois on
précise k=n : G pour dire qu�il fonctionne (Good) si au moins k composants
fonctionnent pour le distinguer du système k=n : F qui indique qu�il est en
panne (False) si au moins k composants sont en panne.
Le but de ce chapitre est de donner les formules de l�importance en �abilité

et l�importance conjointe en �abilité dans un système k � sur � n, où les n
composants sont indépendants et identiquement distribués (i:i:d) et dans le
cas indépendant mais non identique.

4.1 Importance jointe de deux composants

4.1.1 Cas où les composants sont indépendants et iden-
tiquement distribués

On remarque que dans ce cas pi = p 8 i = 1; :::; n. On note par R(k; n)
On note par R(k; n) la fonction de �abilité du système k � sur � n dans ce
cas telle que :

R(k; n) =
nP
r=k

�
n
r

�
prqn�r:
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4.1. IMPORTANCE JOINTE DE DEUX COMPOSANTS

On dé�nit l�importance en �abilité de ce système comme suit :

RI(ci) =
@R(k; n)

@pi

=
@piR(p

0; k; n=pi = 1) + qiR(p
0; k; n=pi = 0)

@pi
= R(p0; k; n=pi = 1)�R(p0; k; n=pi = 0);

telle que :

R(p0; k; n=pi = 1) =
n�1X
r=k�1

�
n� 1
r

�
prqn�1�r

R(p0; ; k; n=pi = 0) =
n�1X
r=k

�
n� 1
r

�
prqn�1�r

d�où,

RI(ci) =
@R(k; n)

@pi
= R(p0; k; n=pi = 1)�R(p0; ; k; n=pi = 0)

=
n�1P
r=k�1

�
n�1
r

�
prqn�r�1 �

n�1P
r=k

�
n�1
r

�
prqn�r�1

=
�
n�1
k�1
�
pk�1qn�k:

Théorème 4.1.1 [4]
Dans un système k � sur � n; où les composants sont i:i:d, l�importance

jointe en �abilité de ci et cj est donnée par :

JRI(ci; cj) =
@2R(k; n)

@pi@pj
= R(1i; 1j; p

0)�R(1i; 0j; p0)�R(0i; 1j; p0) +R(0i; 0j; p0)

=
n�2P
r=k�2

�
n�2
r

�
prqn�r�2 �

n�2P
r=k�1

�
n�2
r

�
prqn�r�2

�
n�2P
r=k�1

�
n�2
r

�
prqn�r�2 +

n�2P
r=k

�
n�2
r

�
prqn�r�2

= pk�2qn�k�1
��
n�2
k�2
�
�
�
n�1
k�1
�
p
�
:
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CHAPITRE 4. APPLICATION AUX SYSTÈMES K � SUR�N

Corollaire 4.1.1 On considère le système k � sur � n où les composants
sont i:i:d, pour n � 3 et 2 � k � n on a :

JRI(ci; cj) > 0 si 0 < p <
k � 1
n� 1 :

JRI(ci; cj) = 0 si p =
k � 1
n� 1 :

JRI(ci; cj) < 0 si
k � 1
n� 1 < p < 1:

Preuve Dans le système k � sur � n on a :

JRI(ci; cj) = p
k�2qn�k�1

��
n�2
k�2
�
�
�
n�1
k�1
�
p
�

JRI(ci; cj) = 0, pk�2qn�k�1
��
n�2
k�2
�
�
�
n�1
k�1
�
p
�
= 0

,
�
n�2
k�2
�
=
�
n�1
k�1
�
p

d�où,

p =

�
n�2
k�2
��

n�1
k�1
�

p =
k � 1
n� 1 :

Pour : JRI(ci; cj) > 0; on trouve :

pk�2qn�k�1
��
n�2
k�2
�
�
�
n�1
k�1
�
p
�
> 0

on sait que pk�2qn�k�1 > 0 donc :

p <

�
n�2
k�2
��

n�1
k�1
�

p <
k � 1
n� 1 :

Le même pour JRI(ci; cj) < 0 on trouve : p > k�1
n�1 :
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4.1. IMPORTANCE JOINTE DE DEUX COMPOSANTS

exemple 4.1.1 Soit un système 2� sur � n donc :

JRI(c1; c2) = q
n�3(1� (n� 1)p)

Pour n = 3 on a : JRI(c1; c2) = 1� 2p:
Pour n = 4 on a : JRI(c1; c2) = q(1� 3p):
Pour n = 5 ona : JRI(c1; c2) = q2(1� 4p):
On les résume dans le schéma suivant :

­1

1

1/3 1/2 2/3 1

n=2

n=3

n=4
n=5

P

JRI

Comparaison de JRI des systèmes 2� sur � n:

Dans le système 2� sur � 3 on remarque que :
JRI(c1; c2) > 0 si p < 1

2
:

JRI(c1; c2) < 0 si p > 1
2
:

Dans le système 2� sur � 4 on remarque que :
JRI(c1; c2) > 0 si p < 1

3
:

JRI(c1; c2) < 0 si p > 1
3
:

Dans le système 2� sur � 5 on remarque que :
JRI(c1; c2) > 0 si p < 1

4
:

JRI(c1; c2) < 0 si p > 1
4
:

Corollaire 4.1.2 Dans un système k � sur � 2k où ses composants sont
indépendants et identiquement distribués, on a la relation suivante :

JRIk(ci; cj) < JRIk+1(ci; cj) si q <
k

6k � 3 :
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Preuve D�apré la dé�nition de JRI(ci; cj) dans le système k � sur � 2k on
a :

JRIk(ci; cj) = pk�2q2k�k�1
��
2k�2
k�2
�
�
�
2k�1
k�1
�
p
�

= pk�2qk�1
��
2k�1
k�1
�
q �

�
2k�2
k�1
��
;

et,
JRIk+1(ci; cj) = p

k�1qk
��
2k+1
k

�
q �

�
2k
k

��
:

Donc,

JRIk(ci; cj)� JRIk+1(ci; cj) = pk�2qk�1
��
2k�1
k�1
�
q �

�
2k�2
k�1
�

� pq2
�
2k+1
k

�
+ pq

�
2k
k

��
< pk�2qk�1

��
2k�1
k�1
�
q �

�
2k�2
k�1
�

+pq
�
2k
k

��
< pk�2qk�1

��
2k�1
k�1
�
q �

�
2k�2
k�1
�

+q
�
2k
k

��
;

on sait que, pk�2qk�1 � 0 alors : JRIk(ci; cj) < JRIk+1(ci; cj) pour tout

q <

�
2k�2
k�1
��

2k�1
k�1
�
+
�
2k
k

� = k
(2k�1)+2(2k�1) =

k
6k�3 :

exemple 4.1.2 Soit un système k� sur� 2k pour k est varié, on obtient le
schéma suivant :

­1

1

1/3 1/2 2/3 1

1­sur­2

2­sur­4

3­sur­6

JRI

Variation de JRI dans les systèmes k � sur � 2k:
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4.1. IMPORTANCE JOINTE DE DEUX COMPOSANTS

Dans le système 1� sur � 2 on remarque que :
JRI1(ci; cj) < JRI2(ci; cj) pour q < 1

3
:

Dans le système 2� sur � 4 on remarque que :
JRI2(ci; cj) < JRI3(ci; cj) pour q < 2

9
:

Dans le système 3� sur � 6 on remarque que :
JRI3(ci; cj) < JRI4(ci; cj) pour q < 3

15
:

4.1.2 Cas où les composants sont indépendants mais
non identiques

Dans cette situation on procède de la même manière que précédemment.
On commencera par dé�nir la fonction de �abilité du système, Pour n � k

on a :

R(p; k; n) = piR(p
0; k; n=pi = 1) + qiR(p

0; k; n=pi = 0)

= piR(p
0; k; n� 1) + qiR(p0; k � 1; n� 1);

de plus :

R(p0; k; n� 1) = pjR(p0; k; n� 2) + qjR(p0; k � 1; n� 2);
et :

R(p0; k � 1; n� 1) = pjR(p0; k � 1; n� 2) + qjR(p0; k � 2; n� 2);

alors :

R(p; k; n) = pi (pjR(p
0; k; n� 2) + qjR(p0; k � 1; n� 2))

+qi (pjR(p
0; k � 1; n� 2) + qjR(p0; k � 2; n� 2)) :

Dé�nition 4.1.1 Soit un système k� sur�n où ses composants sont indé-
pendants mais non identiques, l�importance jointe en �abilité des composants
i et j est donnée par :

JRI(ci; cj) = R(p0; k � 2; n� 2) +R(p0; k; n� 2)
�R(p0; k � 1; n� 2)�R(p0; k � 1; n� 2)

= R(p0; k � 2; n� 2)�R(p0; k � 1; n� 2)
� [R(p0; k � 1; n� 2)�R(p0; k; n� 2)]

= R�(p; k � 2; n� 2)�R�(p; k � 1; n� 2);
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CHAPITRE 4. APPLICATION AUX SYSTÈMES K � SUR�N

telle que : R�(p; k � 2; n) = R(p; k � 2; n)�R(p; k � 1; n):
Preuve Soit un système k � sur � n.
D�après la dé�nition de l�importance jointe en �abilité de deux compo-

sants
on a :

JRI(ci; cj) = R(1i; 1j; p
0)�R(1i; 0j; p0)�R(0i; 1j; p0) +R(0i; 0j; p0)

où :
R(p0; k; n=pi = pj = 1) = R(p

0; k � 2; n� 2):
R(p0; k; n=pi = pj = 0) = R(p

0; k; n� 2):
R(p0; k; n=pi = 1; pj = 0) = R(p

0; k � 1; n� 2):
R(p0; k; n=pi = 0; pj = 1) = R(p

0; k � 1; n� 2):
Donc :

JRI(ci; cj) = R(p0; k � 2; n� 2)�R(p0; k � 1; n� 2)
� [R(p0; k � 1; n� 2)�R(p0; k; n� 2)] :

donc la dé�nition est véri�ée.

Lemme 4.1.1 Pour i = 1; 2; :::; n; alors :

R�(p; k � 2; n) � R�(p; k � 1; n); si pi �
k � 1
n� 1 ;

R�(p; k � 2; n) � R�(p; k � 1; n); si pi �
k � 1
n� 1 ;

telle que :
R�(p; k � 2; n) = R(p; k � 2; n)�R(p; k � 1; n):

Théorème 4.1.2 [6]
Dans un système k � sur � n dont les composants sont non identiques

(k � 3, n � 2), on a :

JRI(ci; cj) � 0 si Pr � k � 1
n� 1 ; 8r = 1; :::; n;

et :

JRI(ci; cj) � 0 si Pr � k � 1
n� 1 ; 8r = 1; :::; n:
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4.1. IMPORTANCE JOINTE DE DEUX COMPOSANTS

Preuve Pour tout i = 1; :::; n et j = 1; :::; n, l�importance jointe en �abilité
des composants i et j est donnée par :

JRI(ci; cj) = R(p0; k � 2; n� 2)�R(p0; k � 1; n� 2)
� [R(p0; k � 1; n� 2)�R(p0; k; n� 2)]

= R�(p; k � 2; n� 2)�R�(p; k � 1; n� 2)

et d�après le lemme 4.1.1, il vient que :

JRI(ci; cj) � 0 si Pr � k � 1
n� 1 ;8r = 1; :::; n;

et :

JRI(ci; cj) � 0 si Pr � k � 1
n� 1 ;8r = 1; :::; n:

D�où le résultat du théorème.

Dé�nition 4.1.2 Soient deux composants ci et cj, on dit que ci et cj sont
symétrique si :

R(1i; 0j; p) = R(0i; 1j; p):

Corollaire 4.1.3 Si la fonction de �abilité est Schur-convexe(respectivement
Schur- concave), donc :

JRI(ci; cj) � 0 (respectivement JRI(ci; cj) � 0).

Preuve Pour R(p) est Schur-convexe on a :

(pi � pj)
�
@R(p)

@pi
� @R(p)

@pj

�
� 0:

Et on a :

@R(p)

@pi
= pjR(1i; 1j; p

0) + qjR(1i; 0j; p
0)� pjR(0i; 1j; p0)� qjR(0i; 0j; p0):

Par symétrie on a :

@R(p)

@pj
= piR(1i; 1j; p

0) + qiR(0i; 1j; p
0)� piR(1i; 0j; p0)� qiR(0i; 0j; p0):
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Il est claire que R(1i; 0j; p0) = R(0i; 1j; p
0) car ci et cj sont symétrique

donc :

@R(p)

@pi
= pjR(1i; 1j; p

0)� (1� pj)R(0i; 0j; p0)� 2pjR(1i; 0j; p0) +R(1i; 0j; p0);
(4/1)

et,

@R(p)

@pj
= piR(1i; 1j; p

0)� (1� pi)R(0i; 0j; p0)� 2piR(1i; 0j; p0) +R(1i; 0j; p0):

(4/2)
Par soustraction (4/2) de (4/1) on trouve :

@R(p)

@pi
� @R(p)

@pj
= (pj � pi) [(R(1i; 1j; p0)� 2R(1i; 0j; p0) +R(0i; 0j; p0)]

= �(pi � pj) [R(1i; 1j; p0)� 2R(1i; 0j; p0) +R(0i; 0j; p0)] ;

d�où :

(pi � pj)
�
@R(p)

@pi
� @R(p)

@pj

�
= �(pi � pj)2 [R(1i; 1j; p0)� 2R(1i; 0j; p0)

+ R(0i; 0j; p
0)]

= �(pi � pj)2JRI(ci; cj);

si R(p) est Schur-convexe, on a :

�(pi � pj)2JRI(ci; cj) � 0;

et comme (pi � pj)2 � 0 alors : JRI(ci; cj) � 0:

4.2 Importance conjointe de plusieurs com-
posants

4.2.1 Cas où les composants sont indépendants et iden-
tiquement distribués

Dans tout ce paragraphe,on considère que les systèmes k � sur � n dont
les composants sont indépendants et identiquement distribués
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4.2. IMPORTANCE CONJOINTE DE PLUSIEURS COMPOSANTS

Dé�nition 4.2.1 Pour le système k � sur � n où les composants sont in-
dépendants et identiques, la formule de l�importance conjointe en �abilité de
trois composants est donnée par :

JRI(ci; cj; ch) = p k�3qn�k�2
��
n� 3
k � 3

�
q2 � 2

�
n� 3
k � 2

�
pq +

�
n� 3
k � 1

�
p2
�

8i; j; h 2 f1; :::; ng

pour k � 3:

Preuve Pour un système k�sur�n; dont les composants sont indépendants
et identiques, sa fonction de �abilité est donnée par :

R(p; k; n) =
nX
r=k

�
n

r

�
pr (1� p)

et on a :

JRI(ci; cj; ch) = R(1i; 1j; 1h; p
0)�R(1i; 1j; 0h; p0)�R(1i; 0j; 1h; p0)

�R(0i; 1j; 1h; p0) +R(1i; 0j; 0h; p0) +R(0i; 1j; 0h; p0)
+R(0i; 0j; 1h; p

0)�R(0i; 0j; 0h; p0)

La fonction de �abilité du système (k� 3)� sur� (n� 3) est donnée par la
relation suivante :

R(p; k; n=p1 = p2 = p3 = 1) =

n�3X
r=k�3

�
n� 3
r

�
prqn�3�r

R(p; ; k; n=p1 = p2 = 1; p3 = 0) = R(p; k; n=p1 = p3 = 1; p2 = 0)

= R(p; k; n=p1 = 0; p2 = p3 = 1)

=

n�3X
r=k�2

�
n� 3
r

�
prqn�3�r

R(p; k; n=p1 = p2 = p3 = 0) =
n�3X
r=k

�
n� 3
r

�
prqn�3�r

33



CHAPITRE 4. APPLICATION AUX SYSTÈMES K � SUR�N

Par conséquent,

JRI(ci; cj; ch) =
n�3X
r=k�3

�
n� 3
r

�
prqn�3�r �

n�3X
r=k�2

�
n� 3
r

�
prqn�3�r

�
n�3X
r=k�2

�
n� 3
r

�
prqn�3�r +

n�3X
r=k�1

�
n� 3
r

�
prqn�3�r

�
n�3X
r=k�2

�
n� 3
r

�
prqn�3�r +

n�3X
r=k�1

�
n� 3
r

�
prqn�3�r

+
n�3X
r=k�1

�
n� 3
r

�
prqn�3�r �

n�3X
r=k

�
n� 3
r

�
prqn�3�r

On obtient �nalement :
JRI(ci; cj; ch) = p

k�3qn�k�2
��
n�3
k�3
�
q2 � 2

�
n�3
k�2
�
pq +

�
n�3
k�1
�
p2
�
:

Corollaire 4.2.1 Soient deux systèmes k � sur � n et k � sur � (n + 1);
donc on a :

JRIn(ci; cj; ch) > JRIn+1(ci; cj; ch); si p <
2

n� 1 :

Preuve On sait que,

JRI(ci; cj; ch) = p
k�3qn�k�2

��
n� 3
k � 3

�
q2 � 2

�
n� 3
k � 2

�
pq +

�
n� 3
k � 1

�
p2
�

dans le système 3� sur � n :

JRIn(ci; cj; ch) = qn�5
�
q2 � 2 (n� 3) pq +

�
n� 3
2

�
p2
�

JRIn+1(ci; cj; ch) = qn�4
�
q2 � 2 (n� 2) pq +

�
n� 2
2

�
p2
�

alors :

JRIn+1(ci; cj; ch)� JRIn(ci; cj; ch) = qn�4
�
q2 � 2 (n� 2) pq +

�
n� 2
2

�
p2
�

�qn�5
�
q2 � 2 (n� 3) pq +

�
n� 3
2

�
p2
�

on obtient :

JRIn+1(ci; cj; ch)� JRIn(ci; cj; ch) < qn�4 ((n� 1) p� 2)
Si JRIn+1(ci; cj; ch) > JRIn(ci; cj; ch); donc : p < 2

n�1 :

34
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4.2.2 Cas où les composants sont indépendants mais
non identiques

Soit un système k� sur�n dont les composants sont indépendants mais
non identiques.
Dans ce cas nous avons dé�nie l�imporatnce conjointe en �abilité de plu-

sieurs composants dans ce système.

Théorème 4.2.1 Soit un système k�sur�n dont les composants sont non
identiques, l�importance conjointe en �abilité de trois composants est donnée
par :

JRI(ci; cj; ch) = R(p0; k; n� 3)� 3R(p0; k � 2; n� 3)
+3R(p0; k � 1; n� 3)�R(p0; k; n� 3):

Preuve D�aprés la dé�nition de l�importance conjointe en �abilité de trois
composants on a :

JRI(ci; cj; ch) = R(p0; k � 3; n� 3)�R(p0; k � 2; n� 3)�R(p0; k � 2; n� 3)
�R(p0; k � 2; n� 3) +R(p0; k � 1; n� 3) +R(p0; k � 1; n� 3)
+R(p0; k � 1; n� 3)�R(p0; k; n� 3)

où :
R(p0; k; n=p1 = p2 = p3 = 1) = R(p

0; k � 3; n� 3):
R(p0; k; n=p1 = p2 = 1; p3 = 0) = R(p

0; k � 2; n� 3):
R(p0; k; n=p1 = p3 = 1; p2 = 0) = R(p

0; k � 2; n� 3):
R(p0; k; n=p2 = p3 = 1; p1 = 0) = R(p

0; k � 2; n� 3):
R(p0; k; n=p1 = p2 = 0; p3 = 1) = R(p

0; k � 1; n� 3):
R(p0; k; n=p1 = p3 = 0; p2 = 1) = R(p

0; k � 1; n� 3):
R(p0; k; n=p2 = p3 = 0; p1 = 1) = R(p

0; k � 1; n� 3):
R(p0; k; n=p1 = p2 = p3 = 0) = R(p

0; k; n� 3):
Donc :

JRI(ci; cj; ch) = R(p0; k � 3; n� 3)�R(p0; k � 2; n� 3)�R(p0; k � 2; n� 3)
�R(p0; k � 2; n� 3) +R(p0; k � 1; n� 3) +R(p0; k � 1; n� 3)
+R(p0; k � 1; n� 3)�R(p0; k; n� 3)

= R(p0; k; n� 3)� 3R(p0; k � 2; n� 3)
+3R(p0; k � 1; n� 3)�R(p0; k; n� 3)
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d�où la dé�nition.

Finalement et pour l � 3 on a le théorème suivant.

Théorème 4.2.2 Soit un système cohérent de n composants non identiques,
l�importance conjointe en �abilité de l composants est donnée par :

JRI(c1; c2; :::; cl) =
lP
i=0

(�1)i
�

l

l � i

�
R(p0; k � i; n� l) 8 l � n;

tel que : p0 = (pl+1; :::; pn):

Si : fi1; i2; :::; ilg � f1; 2; :::; ng ; on a :

JRI(ci1 ; ci2 ; :::; cil) =
lP
i=0

(�1)i
�

l

l � i

�
R(p0; k � i; n� l) 8 l � n;

tel que : p0 = (p1; :::; pi1�1; pi1+1; :::; pil�1; pil+1; :::; pn):

Preuve On fait cette démonstration par récurrence.

pour l = 1

IR(ci) =
@R(p)

@p1
= R(p0; k; n� 1)�R(p0; k � 1; n� 1)

=
1P
i=0

(�1)i
�
1

0

�
R(p0; k � i; n� 1):

On suppose que la proposition est vraie jusqu�à l�ordre l et on montre qu�elle
est vraie à l�ordre (l + 1) c�est à dire :
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JRI(c1; c2; :::; cl) =
lP
i=0

(�1)i
�
l
l�i
�
R(p0; k � i; n� l) donc,

JRI(c1; c2; :::; cl; cl+1) =
@

@pl+1

0BBB@@lR(p)lQ
i=1

@pi

1CCCA
=

@

@pl+1
JRI(c1; c2; :::; cl)

=
@

@pl+1

�
lP
i=0

(�1)i
�

l

l � i

�
R(p0; k � i; n� l)

�
=

lP
i=0

(�1)i
�

l

l � i

�
@

@pl+1
[pl+1R(p

0; k � i; n� (l + 1))

+ ql+1R(p
0; k � (i+ 1); n� (l + 1))]

=
lP
i=0

(�1)i
�

l

l � i

�
[R(p0; k � i; n� (l + 1))

� R(p0; k � (i+ 1); n� (l + 1))]

on prend (�1)i
�
l
l�i
�
= �i donc,

JRI(c1; c2; :::; cl; cl+1) =
lP
i=0

�i [R(p
0; k � i; n� (l + 1))�R(p0; k � (i+ 1); n� (l + 1))]

= �0 [R(p
0; k; n� (l + 1))�R(p0; k � 1; n� (l + 1))]

+�1 [R(p
0; k � 1; n� (l + 1))�R(p0; k � 2; n� (l + 1))]

+�2 [R(p
0; k � 2; n� (l + 1))�R(p0; k � 3; n� (l + 1))] + :::

+�l [R(p
0; k � l; n� (l + 1))�R(p0; k � (l + 1); n� (l + 1))] :

= �0R(p
0; k; n� (l + 1)) + (�1 � �0)R(p0; k � 1; n� (l + 1))

+(�2 � �1)R(p0; k � 2; n� (l + 1)) + :::
��lR(p0; k � (l + 1); n� (l + 1))

= R(p0; k; n� (l + 1))

+
lP
i=1

(�1)i
�

l + 1

(l + 1)� i

�
R(p0; k � i; n� (l + 1))

+ (�1)i+1R(p0; k � (l + 1); n� (l + 1))

=
l+1P
i=0

(�1)i
�

l + 1

(l + 1)� i

�
R(p0; k � i; n� (l + 1)):
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On obtient : JRI(c1; c2; :::; cl) =
lP
i=0

(�1)i
�
l
l�i
�
R(p0; k � i; n� l):

4.3 La relation entre la dépendance et l�indé-
pendance des composants

Dans ce qui suit on va donner la mesure de l�erreur entre la �abilité d�un
système k-sur-n où les composants sont indépendants et l�équivalent de la
�abilité de ce système dans le cas où les composants sont dépendants. On
montre que cette mesure est fonction de l�importance conjointe en �abilité.
Dans les théorèmes suivants, on présente comment calculer cette erreur.

Théorème 4.3.1 [6]
Soit �ij la covariance entre les composants ci et cj: Considérons R(p); la

fonction de �abilité du système où les composants ci et cj sont indépendants,
et Rij(p) la fonction de �abilité du système où les composants ci et cj sont
dépendants. On dé�nit l�erreur entre R(p) et Rij(p) comme suit :

Rij(p)�R(p) = �ijJRI(ci; cj); pour tout i; j = 1; 2; :::; n:

Preuve On sait que pour i; j = 1; 2; :::; n :

JRI(ci; cj) = R(1i; 1j; p
0)�R(1i; 0j; p0)�R(0i; 1j; p0) +R(0i; 0j; p0)

La fonction de �abilité du système où les composants sont indépendants
est :
R(p) = pipjR(1i; 1j; p

0)+piqjR(1i; 0j; p
0)+qipjR(0i; 1j; p

0)+qiqjR(0i; 0j; p
0)

la fonction de �abilité du système où les composants sont dépendants est :
Rij(p) = pijR(1i; 1j; p

0)+p
i
_
j
R(1i; 0j; p

0)+p_
i j
R(0i; 1j; p

0)+p_
i
_
j
R(0i; 0j; p

0)

tel que :
�ij = cov(Xi; Xj) = E(Xi; Xj)� E(Xi)E(Xj) = pij � pipj
pi = Pr (Xi = 1); pj = Pr (Xj = 1)
pij = Pr (Xi = 1; Xj = 1)
p
i
_
j
= Pr (Xi = 1; Xj = 0)

p_
i j
= Pr (Xi = 0; Xj = 1)

p_
i
_
j
= Pr (Xi = 0; Xj = 0)

p
i
_
j
= pi � pij = pi � �ij � pipj

p_
i j
= pj � pij = pj � �ij � pipj
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4.3. LA RELATION ENTRE LA DÉPENDANCE ET
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p_
i
_
j
= 1� pi � pj + pij = 1� pi � pj + �ij + pipj

alors :

Rij(p) = (�ij + pipj)R(1i; 1j; p
0) + (pi � �ij � pipj)R(1i; 0j; p0)

+ (pj � �ij � pipj)R(0i; 1j; p0) + (1� pi � pj + �ij + pipj)R(0i; 0j; p0)
= �ijJRI(ci; cj) +R(p)

On obtient : Rij(p)�R(p) = �ijJRI(ci; cj):
Pour trois composants ci; cj et ch on a le théorème suivant :

Théorème 4.3.2 Pour i = 1; :::; n et j = 1; :::; n on a :

Rijh(p)�R(p) = (pijh � pipjph) JRI(ci; cj; ch) + �ijJRI(ci; cj=ph = 0)
+�ihJRI(ci; ch=pj = 0) + �jhJRI(cj; ch=pi = 0)

Preuve Pour les composants ci; cj et ch on a :

JRI(ci; cj; ch) = R(1i; 1j; 1h; p
0)�R(1i; 1j; 0h; p0)�R(1i; 0j; 1h; p0)

�R(0i; 1j; 1h; p0) +R(0i; 0j; 1h; p0) +R(0i; 1j; 0h; p0)
+R(1i; 0j; 0h; p

0)�R(0i; 0j; 0h; p0)

La fonction de �abilité du système où les composants sont indépendants est :

R(p) = pipjphR(1i; 1j; 1h; p
0) + pipjqhR(1i; 1j; 0h; p

0) + piqjphR(1i; 0j; 1h; p
0)

+qipjphR(0i; 1j; 1h; p
0) + qiqjphR(0i; 0j; 1h; p

0) + qipjqhR(0i; 1j; 0h; p
0)

+piqjqhR(1i; 0j; 0h; p
0) + qiqjqhR(0i; 0j; 0h; p

0)

La fonction de �abilité du système où les composants sont dépendants
est :

Rijh(p) = pijhR(1i; 1j; 1h; p
0) + p

ij
_
h
R(1i; 1j; 0h; p

0) + p
i
_
j h
R(1i; 0j; 1h; p

0)

+p_
i jh
R(0i; 1j; 1h; p

0) + p_
i
_
j h
R(0i; 0j; 1h; p

0) + p_
i j
_
h
R(0i; 1j; 0h; p

0)

+p
i
_
j
_
h
R(1i; 0j; 0h; p

0) + p_
i
_
j
_
h
R(0i; 0j; 0h; p

0)

où :
pijh = Pr (Xi = 1; Xj = 1; Xh = 1)
p
ij
_
h
= Pr (Xi = 1; Xj = 1; Xh = 0)

p
i
_
j h
= Pr (Xi = 1; Xj = 0; Xh = 1)
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CHAPITRE 4. APPLICATION AUX SYSTÈMES K � SUR�N

p_
i jh
= Pr (Xi = 0; Xj = 1; Xh = 1)

p_
i
_
j h
= Pr (Xi = 0; Xj = 0; Xh = 1)

p_
i j
_
h
= Pr (Xi = 0; Xj = 1; Xh = 0)

p
i
_
j
_
h
= Pr (Xi = 1; Xj = 0; Xh = 0)

p_
i
_
j
_
h
= Pr (Xi = 0; Xj = 0; Xh = 0)

pi = Pr (Xi = 1); pj = Pr (Xj = 1); ph = Pr (Xh = 1)
�ij = cov(Xi; Xj) = pij � pipj
p
ij
_
h
= pij � pijh = �ij + pipj � pijh

p
i
_
j h
= pih � pijh = �ih + piph � pijh

p_
i jh
= pjh � pijh = �jh + pjph � pijh

p_
i
_
j h
= p_

i h
� p_

i jh
= ph � �ih � piph � �jh � pjph + pijh

p_
i j
_
h
= p

j
_
h
� p

ij
_
h
= pj � �jh � pjph � �ij � pipj + pijh

p
i
_
j
_
h
= p

i
_
j
� p_

i
_
j h
= pi � �ij � pipj � �ih � piph + pijh

p_
i
_
j
_
h
= 1� pi � pj � ph + �ij + pipj + �ih + piph + �jh + pjph � pijh

Rijh(p)�R(p) = (pijh � pipjph)R(1i; 1j; 1h; p0) + (�ij � pijh + pipjph)R(1i; 1j; 0h; p0)
+ (�ih � pijh + pipjph)R(1i; 0j; 1h; p0)
+ (�jh � pijh + pipjph)R(0i; 1j; 1h; p0)
+ (pijh � pipjph � �ih � �jh)R(0i; 0j; 1h; p0)
+ (pijh � pipjph � �jh � �ij)R(0i; 1j; 0h; p0)
+ (pijh � pipjph � �ij � �ih)R(1i; 0j; 0h; p0)
+ (�ij + �ih + �jh + pipjph � pijh)R(0i; 0j; 0h; p0)

donc :

Rijh(p)�R(p) = (pijh � pipjph) JRI(ci; cj; ch) + �ijJRI(ci; cj=Xh = 0)
+�ihJRI(ci; ch=Xj = 0) + �jhJRI(cj; ch=Xi = 0):

D�où le resultat.
Pour l composants on a le théorème suivant :

Théorème 4.3.3 Pour Il = fi1; i2; :::; ilg = fj1; j2; :::; jlg � f1; 2; :::; ng ; on
a :

RIl(p)�R(p) =

 
pQ
i2Il

i
�
Q
i2Il
pi

!
JRI(ci1 ; :::; cil)

+
l�1P
s=2

�Ilj1:::jsJRI (cj1 ; :::; cjs=Xh = 0, h 2 Sh) ;
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telle que :
Sh = Il � fj1; j2; :::; jsg avec fj1; j2; :::; jsg une version de Il c�est à dire 8
ji 2 I 9 h 2 f1; 2; :::; lg ih = ji 2 Il

Pour s = 2
�Ilj1j2JRI(cj1 ; cj2=Xh = 0, h 2 Sh) = �

Il
i1i2
JRI(ci1 ; ci2=Xh = 0, h 2 Sh) +

�Ili1i3JRI(ci1 ; ci3=Xh = 0; h 2 Sh) + ::: + �
Il
i1il
JRI(ci1 ; ci2=Xh = 0, h 2 Sh) +

:::+ �Ilil�1ilJRI(cil�1 ; cil=Xh = 0, h 2 Sh)
pour s = 3
�Ilj1j2j3JRI(cj1 ; cj2 ; cj3=Xh = 0, h 2 Sh) = �Ili1i2i3JRI(ci1 ; ci2 ; ci3=Xh = 0,

h 2 Sh)+�Ili1i2i4JRI(ci1 ; ci2 ; ci4=Xh = 0; h 2 Sh)+:::+�
Il
i1i2il

JRI(ci1 ; ci2 ; cil=Xh =

0, h 2 Sh)+:::+�Ili1il�1ilJRI(cil�1 ; cil=Xh = 0, h 2 Sh)+:::+�
Il
i1i2
JRI(ci1 ; ci2=Xh =

0, h 2 Sh)+�Ili1i3JRI(ci1 ; ci3=Xh = 0; h 2 Sh)+ :::+�
Il
i1il
JRI(ci1 ; ci2=Xh = 0,

h 2 Sh) + :::+ �Ilil�1ilJRI(cil�1 ; cil=Xh = 0, h 2 Sh)
et pour s quelconque
�Ilj1j2:::jsJRI(cj1 ; cj2 ; :::; cjs=Xh = 0, h 2 Sh) = �

Il
i1i2:::is

JRI(ci1 ; ci2 ; :::; cis=Xh =

0, h 2 Sh) + �Ili1i2:::is�1is+1JRI(ci1 ; ci2 ; :::; cis�1 ; cis+1=Xh = 0, h 2 Sh) + ::: +
�Ili1i2:::is�1ilJRI(ci1 ; ci2 ; :::; cis�1 ; cil=Xh = 0, h 2 Sh)+�

Il
i1i2:::is+1is+2

JRI(ci1 ; ci2 ; :::; cis+1 ; cis+2=Xh =

0, h 2 Sh) + ::: + �
Il
i1i2:::is+1il

JRI(ci1 ; ci2 ; :::; cis+1 ; cil=Xh = 0, h 2 Sh) +

�Ili2i3:::isJRI(ci2 ; ci3 ; :::; cis=Xh = 0, h 2 Sh)+�
Il
i2i3:::is�1is+1JRI(ci2 ; ci3 ; :::; cis�1 ; cis+1=Xh =

0, h 2 Sh) + ::: + �
Il
i2i3:::is�1il

JRI(ci2 ; ci3 ; :::; cis�1 ; cil=Xh = 0, h 2 Sh) +

�Ili2i3:::is+1is+2JRI(ci2 ; ci3 ; :::; cis+1 ; cis+2=Xh = 0, h 2 Sh)+:::+�
Il
i2i3:::is+1il

JRI(ci2 ; ci3 ; :::; cis+1 ; cil=Xh =

0, h 2 Sh) + :::+ �Ilil�s+1il�s:::ilJRI(cil�s+1 ; cil�s ; :::; cil=Xh = 0, h 2 Sh):

Corollaire 4.3.1 Si la dépendance d�ordre inférieur à l est inexistante ie
�Ilj1:::js = 0 alors :

RIl(p)�R(p) =
 
pQ
i2Il

i
�
Q
i2Il
pi

!
JRI(ci1 ; :::; cil):
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Conclusion

L�importance conjointe en �abilité est une mesure importante dans la
caractérisatisation des systèmes cohérents. La plupart des travaux traitent
le cas des systèmes dichotomiques dont les composants sont indépendants et
identiques. Quelques résultats ont été élaborés dans le cas non identique et ils
concernent beaucoup plus l�importance jointe de deux composants seulement.
Dans ce travail, nous avons traité le cas des systèmes k-sur-n dont les compo-
sants sont non identiques où on a donné une formule explicite de l�importance
conjointe en �abilité de l composants l<n. D�autre part, On a généralisé le
travail [6] on donnant une formule explicite de l�erreur qui existe entre la
�abilité d�un système k-sur-n dont les composants sont indépendants et la
�abilité du système équivalent mais dont les composants sont non indépen-
dants. Beaucoup de problèmes restent ouverts comme les cas des systèmes
k-consécutifs-sur-n, les systèmes m-consécutifs-sur-n, pour ne citer que ces
deux là. Par ailleurs, beaucoup d�investigations restent à entreprendre quant
aux systèmes multi états qui sont plus proches de la réalité, pour l�analyse
de l�importance conjointe en �abilité. Il est indéniable que la connaissance
de cette mesure est outil important d�aide à la décision a�n de concevoir des
systèmes plus �ables pour une population de plus en plus exigeante.
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