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Introduction

L’importance en fiabilité d’'un composant est la mesure de 'importance
de chaque composant dans le systéme. Cette notion a été introduite par Birn-
baum [13] en 1968, elle s’est développée avec Barlow et Prochan [13]. Avec
le temps, Il s’est averé que l'interaction de deux ou plusieurs composants
dans les systémes d’aujourd’hui, qui sont de plus en plus complexes, est dé-
terminante dans le calcul de la fiabilité. En 1993, J.S. Hong et C.H. Lie [6]
introduisent la notion d’importance jointe en fiabilité de deux composants.
Depuis, plusieurs travaux qui ont été réalisés, on cite les travaux de Ham-
strong en 1995, J.S. Hong et All en 2002. En 2007, X. Gao et All introduisent
I’importance conjointe en fiabilité de plusieurs composants o ils généralisent
les travaux antérieurs.

L’objet de notre travail est la synthése de tous ces travaux. On signale
que notre contribution dans ce mémoire est d’établir une formule explicite
de I'importance conjointe de I composants dans le cas des systémes du type
k-sur-n ou les composants sont indépendants mais non nécessairement iden-
tiques. On a établit ensuite un résultat qui nous donne la relation entre la
fiabilité d’un systéme k-sur-n dont les composants sont indépendants et son
équivalent dont les composants ne sont pas indépendants.

Ce mémoire se compose de quatre chapitres. Le chapitre un est un en-
semble de rappels des notions de base de la théorie de fiabilité qui vont nous
étre utiles dans la suite de ce travail. Le chapitre deux est consacré a la pré-
sentation de I'importance jointe en fiabilité de deux composants. Ici, on a
introduit la notion d’importance en structure, I'importance en fiabilité d’un
composant, 'importance jointe en fiabilité de deux composants, 'importance
conditionnelle et 'importance en défaillance. On établira quelques relations
qui existent entre ces différents types d’'importance. Le chapitre trois est une
généralisation du chapitre précédent. En effet, dans ce chapitre, on a intro-
duit la notion d’importance conjointe en fiabilité de I composants pour 1>2
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

ainsi que "importance conjointe en défaillance. Enfin on a montré que cette
importance est comprise entre (—2)1_1 et 2!71. Le chapitre quatre est une
application aux systémes k- sur- n. Dans ce cas, on établit une formule ex-
plicite de 'importance conjointe en fiabilité de 1 composants dans le cas ol
les composants sont indépendants mais nécessairement identiques. Enfin, on
exprime l'erreur entre la fiabilité d’un systéme k-sur-n dont les composants
sont indépendants non identiques et la fiabilité de son équivalent dont les
composants ne sont pas indépendants .
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Chapitre 1

Introduction a la théorie de
fiabilité

1.1 Rappels sur la théorie de fiabilité

La fiabilité est un concept qui intéresse de nombreuse domaines de I’ac-
tivité humaines : Scientifique, technique et industriel...etc. Elle est définit
comme la probabilité d’un systéme a accomplir une fonction requise pendant
un intervalle de temps donné dans des conditions données. Le systéme étant
un ensemble d’éléments interconnectés.

La durée de vie d’'un systéme peut étre considérée comme une variable
aléatoire continue et non-négative notée 7', pour décrire la distribution de 7',
on fait appel aux fonctions suivantes :

La fonction de répartition de T est la probabilité que le systéme tombe
en panne avant I'instant t.

Vt >0, F(t) = Pr(T < t),

elle s’appelle aussi la fonction de défaillance.
La densité de T est définie, si elle existe, comme la dérivée de F'(t) par
rapport a t :
dF(t)
dt
La fiabilité donne la probabilité pour que le systéme fonctionne sur tout
I'intervalle [0, ¢] :

vt >0, f(t) =

V¥t > 0,R(t) =1 — F(t) = Pr(T > t).

1



CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA THEORIE DE FIABILITE

Le temps moyen jusqu’a la défaillance noté MTTF (Mean Time To Fai-
lure), est espérance de la durée de vie T :

MTTF = E[T] = [R(t)dt.

En effet,
E[T) = /tf(t)dt: /t[—R'(t)] dt.

Par l'intégration par partie, on obtient :

o0

E[T] = [tR(t)]y +/R(t)dt.

Le taux de défaillance est définie par :

Prit <T <t+ANT >1t)  f(t)

Al = fim, At = R
MO = g = - o RO

1.2 Fonction de structure

Considérons un systéme S formé de n composants, chaque composant
possede deux états : Un état de marche et un état de panne. Nous allons
étudier différentes représentations de la structure du systéme, c’est-a dire,
différentes maniéres d’exprimer si le systéme est en marche ou en panne, &
partir des états de ses composants.

Définition 1.2.1 Soit un systéme de n composants, pour i € {1,...,n}, on

note
{ 1, st le composant i fonctionne.
Tr; =

0, si le composant i est en panne.

2



1.2. FONCTION DE STRUCTURE

La fonction de structure ® de ce systéme est :
o : {0,1}" — {0,1}
x = (r1,%2,...,2,) — P(x) = {

1, si le systeme fonctionne.
0, si le systeme est en panne.

Définition 1.2.2 Le systéme est dit cohérent si :
a-Il est en panne quand tous les composants sont en panne.

c-Sa fonction de structure ® est croissante c’est a dire :

Ce qui traduit I'idée naturelle suivante : Si le systéme marche et qu’'un
composant est réparé, le systéme reste en marche. De fagcon symeétrique, si le
systéme est en panne et qu'un composant tombe en panne, il reste en panne.

Définition 1.2.3 Soit ® une fonction de structure cohérente d’ordre n, x;
sont les variables aléatoires de Bernoulli qui représentent U’état du i°™ com-
posant c’est a dire :

1, st le composant i fonctionne.
T; = . .
! 0, st le composant © est en panne.

Pr[z; = 1] = p; ot p; est la fiabilité du i°™° composant alors :

R(p) = Pri@) =1
= Pr[le systéme fonctionne]
= E[®(x)].



CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA THEORIE DE FIABILITE

exemple 1.2.1 Soit le systéme suivant :

Fig.1.1.

Systéme de 2 sous systémes série-paralléle. La fonction de structure corres-
pendante est :

v@) = (1-M-a)) (1- Ma-a)

C (0 a)(1 ) (L (1 - 21— 2).

Donc :

R(p) = E(®(x))
= E[(1-(1—z)(1 =) (1= (1 —ax3)(1 —z4))]
(1= (1 =p1)(1=p2)) (1= (1= p3)(1—pa))]
= P1P3 + P1P2 + P2p3 + PapPa — P1P2P3 — P2P3P4 — P1P3Pa — P1P2P4 + P1P2P3Pa-

1.2.1 Décomposition pivotale

Soit ® la fonction de structure d’un systéme de n composants. Pour un
composant ¢ fixé, et pour tout z, nous avons la relation :

O () = ;P (2, 1;) + (1 — ) @(2', 0;),

ou: (ZL’/, ].1> = (Il, Loy eeey Tj_1, 12', Lid1y ooy In), et (I,, 01) = (Z)’Jl, T2y ooy Tj_1, 07;, Lty eey In)
Cette relation est appellée la décomposition pivotale de ® selon le compo-

sant numéro 7. Cette formule définie un algorithme qui permet de construire

de proche en proche la fonction de structure. Il suffit pour cela de décomposer

successivement selon les différents composants du systeme.
Pour calculer la fiabilité d’un systéme, on peut utiliser la décomposition de

la fonction de structure ® a partir d’'un composant i, en prenant ’espérance

de chaque terme. On obtient :

R(p) = piR(Y, L;) + ¢;R(P', 0;),

4



1.3. SYSTEMES MULTICOMPOSANTS

ou: (p/, 1i> = R(p1>p2> s Die1, Liy Dig1s "'7pn)7 et (p’, Oi) = R(pl,pm iy i1, 035 ity oo

1.3 Systémes multicomposants

La distinction entre systéme a structure élémentaire et systéme a struc-
ture complexe est trés utile en fiabilité. Les systémes a structure élémentaire
concernent la structure série et la structure paralléle, ou plus précisément la
structure £ — sur — n qui est une généralisation des deux précédents.

1.3.1 Systéme en série

Un systéme en série ne fonctionne que si tous ses composants fonctionnent.
La panne d’un composant quelconque entraine nécessairement la panne du
systeme.
Il en résulte que :

T =min{T},....T,},

R(t) = Pr(T >1t)
= Pr(Th>t,Ta>t,...T,>1)
Pr (T, > t)
=1

7

=1

7

otl, R;(t) c’est la fiabilité du i™¢ composant.
On constate que la fiabilité du systéme en série est plus fiable que celle
du composant le moins fiable.

La fonction de structure d’un systéme en série est donnée par :

® () = min(zy,...,2,)

n
i=1

. Pn)-



CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA THEORIE DE FIABILITE

1.3.2 Systéme en paralléle

Un systéme en paralléle fonctionne si au moins, un de ses composants
fonctionne. La panne du systéme ne se produit donc que si tous les compo-
sants sont en panne.

Il en résulte que :

T =max{Ty,....,T,},
d’ou :

R(t) = 1-F(t)
= 1-Pr(T'<t)
= 1—Pr(T1§t,T2§t,,Tn§t)

= 1-J[Pr(T; <)
i=1

n

= 1—-J][1—Rit)].

=1

La fiabilité d’un systéme en paralléle est donc supérieure a celle du com-
posant le plus fiable.
La fonction de structure d’un systéme en paralléle est donnée par :

¢ (r) = max(xy,...,z,)

n

= 1-J[(-2).

=1

1.3.3 Systéme k — sur —n

Un systéme k — sur — n fonctionne si au moins £ parmi n composants
fonctionnent. Si ces composants ont la méme fiabilité R;(t), le nombre de
composants & l'instant ¢ obéit & une ditribution binomiale et 'on trouve

que :
Rty =3 (") Ri®) [1 = Ry(e)]"

i=k

Notons que les systémes k — sur —n admettent comme cas particulier les
systémes en série (k = n), et les sytémes en paralléle (k = 1).

6



1.3. SYSTEMES MULTICOMPOSANTS

Si les composants ne sont pas identiques, on peut exprimer la fonction de
fiabilité du systéme comme suit :

=53 (H w) (H Fz-/<t>) ,

J=0 |J|=5j \ieJ i'¢J

F;(t) c’est la défaillance du i“™® composant.
La fonction de structure d’un systéme k — sur — n est donnée par :

n

1osi Sy >k
@ (2) = =

0, autrement.



Chapitre 2

Importance jointe en fiabilité
de deux composants

La mesure de I'importance en fiabilité est la premiére méthode pour dé-
finir 'importance de chaque composant dans le systéme. L’importance en
fiabilité d’un composant mesure "amélioration de la fiabilité du systéme par
I’amélioration de la fiabilité de ce composant. Dans ce chapitre nous allons ex-
poser les formules de 'importance en fiabilité et en défaillance, I'importance
jointe conditionnelle. Nous donnerons aussi la relation entre ces formules.

Pour cela, nous aurons besoin des notation suivantes :

S : Le systéeme.

n : Le nombre de composants dans le systéme.

C1,Ca, ..., Cp = Les composants du systéme.

p; : La fiabilité du i®"¢ composant.

¢ = 1 — p; : La probabilité de panne du i™* composant.

R(p) : La fiabilité du systéme.

P = (P1,D2; -+, Pn)-

2.1 Importance en structure

Dans la définition suivante, on donne I'importance en structure d’'un com-
posant dans le systéme.

Définition 2.1.1 L’importance en structure d’un composant i notée Ig(7)

8



2.2. IMPORTANCE EN FIABILITE

est donnée par :

i) = gy S0 1@, X) — B0, X)) = Sma).
{X,z;=1}

27~1 gtant bien sur le nombre total de toutes les situations possibles pour
n — 1 composants restants d’étre soit a 1’état 0 soit a 1’état 1.

Notons alors que 74(7) comptabilise le nombre de situation ou le compo-
sant i est déterminant pour le fonctionnement du systeme.

Caractérisation :

I5(i) est la proportion qui mesure le nombre de fois ou la panne (respc-
tivement le fonctionnement) du systéme est due exclusivement a la panne
(respctivement le fonctionnement) du composant i.

2.2 Importance en fiabilité

Définition 2.2.1 Supposons q’un systéme cohérent de n composants a une
fonction de fiabilité R(p). L’importance en fiabilité du composant c¢; notée
RI(c;), est donnée par la formule :

RI(c:) = @gg).

C’est la dérivé partielle de la fonction de fiabilité du systéme par rapport a
la fiabilité du composant c;.

Remarque 2.2.1 Si les composants sont indépendants, alors :

Rl(c;) = _Gg{;p)
O(piR(1;,p') + ¢ R(0;, p'))
8172‘

= R(lzap/) - R(O’hpl)a

tel que :

(1:,0") = (p1, 2, s Pi1, Lis i1y s Pn)-

(Oivp,) - <p17p27 ooy Di—1, Oivpi—i-la 7pn)

R(1;,p') la fonction de fiabilité ou le composant ¢; fonctionne.
R(0;,p") la fonction de fiabilité ou le composant ¢; est en panne.
p' représente le vecteur p sans le composant 1.

9



CHAPITRE 2. IMPORTANCE JOINTE EN FIABILITE DE DEUX
COMPOSANTS

Remarque 2.2.2 Dans le cas ot les composants sont identiques avec
;éme

pi=p= % pour tout © = 1,2, ...,n. Limportance du i composant coincide
de avec l'importance de structure du composant i notée : SI(c;)

2.2.1 Importance jointe en fiabilité

L’importance jointe en fiabilité de deux composants est une mesure d’in-
teraction de deux composants dans le systéme, on la note (JRI).

Définition 2.2.2 Soit un systéme cohérent de n composants, on définit [’'im-
portance jointe en fiabilité pour deux composants par :

O R(p)

JR[(CZ‘, Cj) = apap s
[l ]

pour tout 1,7 =1, ...,n.

Si, ¢; et ¢; sont indépendants, on a :

9 R(p)
31%319;'
0 [53(17)]
3193' Opi

I(R(1;,p) — R(0;,p))

(9pj
9 (pjR(1:,1;,p') + ¢;R(L:, 05, p') — p; R(0:, 15, p') — q; R(0;, 05, p'))
Op;

= R(lz, lj,p') — R(lz, Oj,p/) — R(OZ, lj,p') + R(OZ, Oj,p'),

JRI(CZ', Cj) =

ou, R(1;,1;,p') est la fonction de fiabilité du systéme quand les compo-
sants ¢; et ¢; fonctionnent.

R(1;,0;,p") est la fonction de fiabilité du systéme quand le composant c¢;
fonctionne et le composant ¢; en panne.

R(0;,1;,p") est la fonction de fiabilité du systéme quand le composant ¢;
en panne et le composant ¢; fonctionne.

R(0;,0;,p") est la fonction de fiabilité du systéme quand les composants
¢; et ¢; sont en panne.

Lemme 2.2.1 La relation entre l'importance jointe en fiabilité de compo-
sants ¢;, ¢; et l'importance marginale en fiabilité de composant ¢; (on la note M RI(c;))

10



2.2. IMPORTANCE EN FIABILITE

est donnée par :
JRI(CZ‘, Cj) = MRI(CZ) — MRI(Q)
S*C]’ S*Cj
JRI(ei, ;) = MRI(¢;) — MRI(c;),
ou :
sxcj : Systeme tel que le composant c; fonctionne.
s —cj : Systéme tel que le composant c; est en panne.

Remarque 2.2.3

JRI(c;,c;) < 0<= MRI(c;) < MRI(c;).

S*Cj §—Cyj

JRI(ci,c;) > 0<= MRI(¢;) > MRI(c;).

JRI(ci c;) = 0= MRI(c;) = MRI(cy).

Lemme 2.2.2 [l ya une autre relation entre [importance jointe en fiabilité
de composants c; et cj et limportance marginale en fiabilité du composant
¢; (on la note MRI(c;)) qui est exprimée par :

<MRI(ci) — MRI (@))

JRI(ci,c;) = B
(ci¢5) "
(srrr(e) - 2R,
JRI(CZ',C]‘) = o ’ .
Preuve On a :
MRI() = - (R(p)
0
= (pjR(s * cj) + ¢ R(s — ¢j))
_ OR(s*cy) OR(s — ¢j)
L Op; T4 Op;
= pj <J\S{§I(Cz‘) - Aggf(&)) + ]\g_g.](ci)

11



CHAPITRE 2. IMPORTANCE JOINTE EN FIABILITE DE DEUX
COMPOSANTS

donc,
MRI(¢;) — MRI(¢;)

§—Cyj

JRI(CZ',CJ'> = D
J

2.3 Importance en fiabilité conditionnelle

Dans la suite, on va définir I'importance et 'importance jointe en fiabilité
sachant que les états de certains composants sont connus (fonctionnent ou
bien sont en panne) en utilisant les définitions précédentes.

Définition 2.3.1 Soit :

1, si le composant ¢; fonctionne.
Z; = .
! 0, si le composant c; est en panne.

On appelle importance en fiabilité conditionnelle du composant c;, et notée
par RI;, la relation suivante :

aR b1, .-, Di—1,Ziy Pit1y -3 Pn
Rl(cj/pi = zi) = o 5p~ - !
J

Quand les composants sont indépendants, on a :

aRp y ooy Pi—15 Zis Pit15 -5 Pn
RI(cj/pi = z)= 2 ép. = :
J

a (ij(pla ooy R4 "'7pj717 1j7pj+17 7pn> + QjR(pb ooy Ry "'7pj717 Ojvijrla

s Pn))

dp;

= R(p17 vy Zgy eeey Pi—1, 1j7pj+1’ "'7pn) - R(p17 ooy 24 "'apj—laojapj-‘rl? 7pn)

Définition 2.3.2 Dans un systéme ot les composants sont indépendants,
[tmportance en fiabilité conditionnelle du composant ¢; sachant que les états
des composants c; et c; sont connus est donnée par :

aR(zza Zjapl7p>
Op;
= R(z,25,1,,0") — R(zi, 2,0,,0),

RI(c/pi = ZiyPj = Zj) =

12



2.4. IMPORTANCE EN DEFAILLANCE

ou, z; et z; : sont les états des composants ¢; et ¢; respectivement.
Pour deux composants, nous pouvons donner la définition suivante de

I'importance jointe en fiabilité conditionnelle, qu’on notera par
JRI(c;,ci/pi = z1).

Définition 2.3.3 L’importance jointe en fiabilité conditionnelle des compo-
sants c; et ¢;, quand l’état du composant c; est connu, est :

OPR(P1, ey 21, -y Pn)
OpiOp;

JRI(Civcj/pl:Zl): ’ 17&27]

Si les composants sont indépendants, on a :

OPR(P1, ey 21y ooy Pn)
OpiOp;
= R(Zh 1ia 1J7p) - R(zlv 1ia 0j7p) - R(Zla Oi? 1]7p> + R(Zl’ Oi’ 0]7p)

JRI(ci,c5/p = 2) =

Définition 2.3.4 Dans un systéme ou les composants sont indépendants,
limportance jointe en fiabilité conditionnelle des composants c; et c; quand
les états des composants ¢; et ¢, sont connus, est donnée par la relation
suwivante :

02R<287 Zta p)
JRI i, y s = S5 = e ———
(ci,ci/p Zsy Dt = Zt) pIp,

= R(1;,1;, 25, z,p) — R(1;,0;, 25, 2¢, D)
_R(Oia 1j> Zs, Ztap) + R<Oza Oj> Zs, Ztap)a

tel que : z, et z; sont les états des composants ¢, et ¢, respectivement.

2.4 Importance en défaillance

Soit un systéme cohérent de n composants. Dans 1’étude de 'importance
en défaillance on se base sur la défaillance du systéme plus que sur sa fiabilité.

On définit 'importance en défaillance du " composant et on la note
FI(c¢;) comme suit :




CHAPITRE 2. IMPORTANCE JOINTE EN FIABILITE DE DEUX
COMPOSANTS

Lemme 2.4.1 Si les composants sont indépendants, on a :

_ O(piF(Li,p) + 4 F(0;,p))
dq;
= F(0;,p) — F(1;,p).
Remarque 2.4.1
FI(c;) = RI(c;),
Fl(c;) = agq(f’ )
_ 0(1=R(p))
d(1—p)
_ OR(p)
Ip;
= RI(¢)

Définition 2.4.1 Pour deux composants c; et c; limportance jointe en dé-
faillance est donnée par la relation :

O*F(p)

JFI(Ci7Cj) = W
LV

Vi, j=1,..n.

Lemme 2.4.2 La relation entre 'importance jointe en défaillance et ['im-
portance marginale en défaillance est :

JFI(CZ',CJ') :MFI(CJ)—MFI<CJ),

ou -
JFI(Ci,Cj) = MF[(CZ) - MF[(CI),
S—-C; s%Cj
telle que,

MFI(c;) est limportance marginale en défaillance du composant c; sachant

le composant c¢; est en panne.
MF1(c;) est limportance marginale en défaillance du composant c; sachant

S*Cq

le composant c; fonctionne.

14



2.4. IMPORTANCE EN DEFAILLANCE

Remarque 2.4.2

JFI(c;, ¢ )

9*F(p)
8%3%
0* (1 - R(p))
(1 —pi)o(1—pj)
—J*R(p)
(—9pi) (—0p;)
= —JRI(c,c;).

15



Chapitre 3

Importance conjointe en
fiabilité de plusieurs
composants

L’étude de 'importance en fiabilité est trés importante. Mais, cette étude
ne donne pas 'interaction entre les composants dans le systéme. C’est pour
¢a, on va étudier 'importance conjointe en fiabilité de plusieurs composants
dans le systéme. Dans la suite, on utilise les mémes notations qui se trouvent
dans le chapitre précédent

3.1 Importance conjointe en fiabilité

Définition 3.1.1 L’importance conjointe en fiabilité (JRI) de trois compo-
sants c;, c; et ¢, est donnée par :

3
:]RI(Ci,Cj,Ch):aj%th W,j,hzl,...,n
i)

Théoréme 3.1.1 [§]
Si les composants ¢;, ¢; et ¢, sont indépendants, on a :

JR[(Ci7 Cj, Ch) = R(]-u 1]a ]-hvp,) - R(]-Zv 1]a Ohap,) - R(]-M Oja 1h7p,)
_R(OZ7 1j7 ]-h7p/) + R(OH 0j7 ]-h7p,) + R(OH 1j’ Oh?p,)
+R(1Z, Oj, Oh,p/) — R(OZ, Oj, Oh,p/)

16



3.1. IMPORTANCE CONJOINTE EN FIABILITE

Preuve Pour les composants ¢;, ¢; et ¢, on a :

3
JRI(c;,cj,cp) = %
2
_ (&)
B Opn
_ 9 (R(1i> 1jap,) — R(liv Oj7p/) - R<Oia 1j’p,) + R<0i7 ij/))
B Opn
 O[pnR(13, 15,15, 0") + quR(15, 15,04, p") — prR(15,04, 15, p')]
B Opn
_|_a [—QhR(li, 0;, Op, p') — th(Oi, 1y, 1h,p,) - C]hR(Oi, 1, Oh,p’)]
Opn
+3 [pn (05,05, 1, p") + qn (05,04, 05, )]

pn
= R(lla 1]7 lhap,) - R(llv 1]7 Oh’p,) - R(117 0]7 ]-hap,)
_R(Ozv 1]7 1h7p/) + R(lh 0]7 Ohap/) + R(Ola 137 Ohapl)
+R(017 Oj7 1hap/) - R(O’H 0j7 Ohap/)a

d’ou le resultat du théoréme. m

Définition 3.1.2 Soit un systéme de n composants, l'importance conjointe
en fiabilité de | (I < n) composants est :

_ I'Rp)

l
Hl Op;

JRI(cyy ...y cp)

Théoréme 3.1.2 [13]
Si les composants cq, ca, ..., ¢; sont indépendants, on a :

JRI(Cl,CQ,...,Cl) = R(11,12,...,1l,p’)—R(ll,lg,...,Ol,p’)
:t...:I:R(Ol,()g,...,ll,p’):I:R(Ol,OQ,...,Ol,p,).

Les signes entre les fonctions R sont positifs si :

¢ [ est impair et le nombre des composants qui fonctionnent est impair,
¢ [ pair et le nombre des composants qui fonctionnent est pair

17



CHAPITRE 3. IMPORTANCE CONJOINTE EN FIABILITE DE
PLUSIEURS COMPOSANTS

Les signes entre les fonctions R sont négatifs si :
¢ [ est impair et le nombre des composants qui fonctionnent est pair
¢ [ pair et le nombre des composants qui fonctionnent est impair
Le signes de R(01,02, ..., 0;, p) est négatif si [ impair, et positif si [ paire.

Corollaire 3.1.1
JRI(c;i,ci,cn) = JRI(¢;,¢j) — JRI(ci,c;).

S*Cp, S—Cp

JRI(¢y,¢9,...,¢1) = JRI(cq,...,ci-1) — JRI(cq, ...y ci1)-
s—cy

S*C|
Preuve D’apreés la définition de JRI(c¢;,¢j,cp) on a :

9 R(p)
apiapj Opn

_ 9 (52R<p>)
Opn 81%319]'

0
= o (JRI(ci,c5))

= JR](CZ',C]')— RI(CZ‘,C]‘)
—Ch

s*cp, s

JRI(c;,cj,cn) =

donc, JRI(c;,cj,cn) = JRI(ciycj) — JRI(¢ici). ™

S*Cp, S—Cp,

Corollaire 3.1.2 Pourl>1 on a :
JRI(Cl, ...,Cl) < <= JRI(Cl, ...,Cnfl) < JR[(Cl, ...,CZ,I).
s—qy

S*Cp

JRI(Cl, ...,Cl_l) > (0 <— JRI(Cl, ...,Cl_l) > JRI(Cl, ---,Cl—l)-

S*Cy S—Cy

JRI(c1,....ci-1) = 0<= JRI(cy,...,¢;) = JRI(cq,...,c1).
s—c;

S*xC|

Corollaire 3.1.3 Il existe une autre relation entre l'importance conjointe
en fiabilité de trois composants et limportance jointe en fiabilité de deux
composants qui est donnée par :

(JR[(CZ, Cj) — JR[(CZ, Cj))
S—cCp,
Dh
(JRI(Cl, ceey Cl—l) - JRI(Cl, ceey Cl—l))

s—cy

JRI(c;,cj,cp) =

JRI(Cl,...,Cl) = 7

18



3.1. IMPORTANCE CONJOINTE EN FIABILITE

Preuve

0*R(p)

IpiOp;

0% (prR(s * cp) + quR(s — cp))
Op:iOp;

= puJRI(ci;¢j) + anJ RI(ci, ;)

J.RI(CZ‘7 Cj) =

s

= (JR[(ci,cj) — R[(cz-,cj)) + JRI(c;, ¢j)
S*Cp, —Ch S§—Chp
= phJRI<Ci, Cj, Ch) + JRI(CZ, Cj)
s—cp

(JRI(ci,Cj)fngcI(ci,c]‘))
—Ch

Pn

Alors : JRI(ci,cj,cp) = . m

Remarque 3.1.1 JRI(c;, cj, ;) peut étre exprimée par la relation suivante :
JRI(c;i,cj, ) = JRI(¢i,¢i/pr =1;) — JRI(¢i, ¢ /pi = 0y).
Preuve On a :
JRI(ci,cj/pm = z) = R(z, Li, 1, p) — R(z, 1,05, p)
—R(z,0;,15,p) + R(2,04,0;,p)
quand le composant ¢; fonctionne alors :
JRI(c;,cj/p = 1)=R(1;,1;,1;,p) — R(1;,1;,0;,p)
_R(lla Oia 1j7p) + R(lla Oia Ojvp)
et quand le composant ¢; est en panne on a :
JRI(c;,cj/p = 0)= R(0,1;,1;,p) — R(0;,1;,0;,p)
_R(Oh Oia 1j7p) + R(Oh Oia Oj7p)
donc :
JRI(¢i,cj/p = 1) — JRI(ci,c;/pi = 01) = R(1;,1;,15,p) — R(1;,1;,04,p)
—R(1;,04,1;,p) + R(1;,0;,0;,p) — R(0;, 1;,1;,p) + R(0;, 1;,04,p)
+R(04,0:, 15, p) — R(01, 0;, 05, p)
= R(1,,1;,1;,p) — R(1;,,1;,0;,p) — R(1;,0;,1;,p) — R(0;, 1;, 1, p)
+R(1;,04,04,p) + R(0,1;,0;,p) + R(0;,0;,1;,p) — R(0;,0;,04,p)
= JRI(c;,cj, )
donc : JRI(¢;,¢cj,¢) = JRI(c;,¢cj/p=1) — JRI(¢;,cj/pr=0). m
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CHAPITRE 3. IMPORTANCE CONJOINTE EN FIABILITE DE
PLUSIEURS COMPOSANTS

Corollaire 3.1.4 Soit un systéme de n composants. Pour les composants c¢;
JRI(c;,cj) <0, sic; etc; sont en paralléle.
JRI(c;,cj) >0, sic; etc; sont en série.
a)Si les composants cy, et (c;, c;) sont en paralléle et (c;,c;) sont en paralléle,

alors :

et c;, on distingue les deux cas suivants :

JRI(c;,cj,cp) > 0.

b)Si les composants cp, et (¢;,c;) sont en série et (c;,cj) sont en paralléle,
alors :

JRI(c;, ¢y, cp) < 0.

¢)Si les composants cp, et (¢;,c;) sont en paralléle et (c¢;,c;) sont en série,
alors :

JRI(c;,cj,cp) < 0.

d)Si les composants cpet (c;,c;) sont en série et (c;,c;) sont en série, alors :
JRI(c;, cj,cp) > 0.

exemple 3.1.1 Soit le systéme représenté par la structure suivante :

L2

1

—L2|

Fig.2.1.

Dans cette structure il y’a 7 composants indépendants et on a :

JRI(cy, ca, c4) = —p3pspepr + PsPeP7 + PsPeP7 — PePr-

JRI(c1, Ca, C6) = —P3PaPsPe + P3PaP7 -+ P3PsP7 + DaPsPr — Pab7 — PsPr-
JRI(c1, ¢, c3) = —papspePr + PaPePr + DsPeDr-

JRI(c1, ¢, Cr) = —Pp3papspe + PaPsPe + P3PaPe — P3PsPe — PsP6 — Pabe-
Pour p; = p telle que 0 < p < 1.

JRI(cy,c9,¢3) = —p*+2p* =p* (2 —p) > 0.

JRI(cq,c9,¢4) = JRI(cl,cg,c5) p4+2p —-pP=p*(2p—1-p? <.
JRI(¢q, ¢, c 6)=—p +pd =22 =p*(p—p*—-2) <0.

JRI(cy,cy,c3) = —p* + 3p® — 2p% = 2(3p p? —2) <0.

20



3.2. IMPORTANCE CONJOINTE EN DEFAILLANCE DE L
COMPOSANTS

3.2 Importance conjointe en défaillance de |
composants
Soit un systéme cohérent de n composants, on va étudier I'importance

conjointe en défaillance de [ composants et on la note JF'[

Définition 3.2.1 On peut définir I'importance conjointe en défaillance de
multicomposants par la relation suivante :

_0'F(p)

l Y
H dq;
=1

JFEI(cq, ¢, ..01)

pour I < n.

Remarque 3.2.1 D’une fagcon générale on a :

JFI(ct,¢o,..c) = (=) JRI(cy, 9, .. 1)

Preuve On fait cette démonstration par récurrence.
pour [ =1on a :

Fl(¢) =

On suppose que la proposition est vraie jusqu’a l'ordre (I — 1) et on montre
qu’elle est vraie a I'ordre [.

alors : JFI(cy,c9,...,¢c-1) = (—1)l JRI(cq,¢9, .0 C1—1).
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CHAPITRE 3. IMPORTANCE CONJOINTE EN FIABILITE DE
PLUSIEURS COMPOSANTS

Et on a:

O'F(s)

JEI(ci,c9,.00) = l
Ha%‘
i=1

o |o-tre)
o -1

a 11;[1 9q;
a% (JFI(c1,¢2, -y ¢1-1))
5% ((—1)l JRI(c1, c2, ---,Cl—1)>

- iz ? )((—1)’JRI(c1,c2,...,cz1))

= (=)' (=JRI(c1,c2 ... 01))
= (=)™ (JRI(c1,¢5,....¢1)).

Donc : JFI(c1,¢q,....¢)) = (=)' JRI(¢y, ¢, ... c;). m

On a les résultats suivants :

Corollaire 3.2.1 Par symétrie avec le lemme 2.4.2, la relation entre JF'I
de trois composants et JFI de deux composants est :

JFI1(ci,cj en) = JFI(ci,cj) — JFI(ci, c;).
s—cp,

S*Cp,

Done, la relation entre JFI de |l composants et JFI de (I — 1) composants
est :

JEI(¢c1y...;e)) = JFI(cqy.yeiq) — JFI(cq, ooy ci1).

s—cy s*Cy
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3.2. IMPORTANCE CONJOINTE EN DEFAILLANCE DE L

COMPOSANTS
Preuve Pour [>1 on a,
0'F(s O Y(F(s
JFEI(c1y.i¢) = l () =—= (F(s))
EaQi (1:[1 5%‘) Jqy
ot (aF(s))
=1 0
ani q
o
= -1 (F<Ol7p/) - F(llap/))
Eﬁqz
al—l , al—l ,
= -1 F(Ol7p) T F(llap)
20Qi l:[laqz‘
= JFI(cy,...,qr) — JFI(cq, ..., 1)
s$—C| S*Cy
alors, JEI(cq,...,c;) = JFI(cy,...,ci-1) — JFI(c1y.oico1). W
s—qp skCp

Corollaire 3.2.2 Dans un systéme ou les composants sont indépendants, la
valeur de ["'importance conjointe en fiabilité de | composants est entre (—2l*1)

et (21*1) .

Preuve Les valeurs de I'importance en fiabilité conditionnelle du composant
¢i, MRI(c;/p; = 1) et MRI(c;/p; = 0) sont comprises entre —1 et 1.
Quand les composants ¢; et ¢; sont indépendants on a :

JRI(CZ‘,C]') = MRI(CZ/p] = ].) — MR](CZ/pJ = 0)

donc, JRI(c;, c;) € [-2,2].
Pour les trois composants ¢;, ¢; et ¢, on a:

JRI(c;,cj,cn) = JRI(ci,cj/pn = 1) — JRI(ci,c;/pn = 0)

alors, JRI(c;,cj, cp) € [—22,27].
Pour [ composants on a :

JR[(Cl,CQ, ...,CZ) = JR[(Cl, ...,lel/pl = 1) — JR[(Cl, ...,Cl,l/pl = O)

on peut conclure que JRI(cy,ca, ..., ¢;) € [_2171?2171} m

23



Chapitre 4

Application aux systémes
k—sur —n

Supposons q’un systéme soit formé de n composants. Ce systéeme est en
état de marche (bon fonctionnement) lorsque £ au moins des n composants
sont en état de marche, ou, ce qui revient au méme, lorsque (n — k) au plus
sont défaillants. Ce systéme est appelé k — sur —n, on le note k/n par fois on
précise k/n : G pour dire qu'il fonctionne (Good) si au moins k composants
fonctionnent pour le distinguer du systéme k/n : F' qui indique qu’il est en
panne (False) si au moins k composants sont en panne.

Le but de ce chapitre est de donner les formules de I'importance en fiabilité
et 'importance conjointe en fiabilité dans un systéme k — sur — n, ol les n
composants sont indépendants et identiquement distribués (i.i.d) et dans le
cas indépendant mais non identique.

4.1 Importance jointe de deux composants

4.1.1 Cas ot les composants sont indépendants et iden-
tiquement distribués

On remarque que dans ce cas p; = p ¥V i = 1,...,n. On note par R(k,n)
On note par R(k,n) la fonction de fiabilité du systéme k — sur — n dans ce

cas telle que :

R(k,n)=> (M)p'¢" "

r=k
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4.1. IMPORTANCE JOINTE DE DEUX COMPOSANTS

On définit 'importance en fiabilité de ce systéme comme suit :

RI(¢)

telle que :

d’ou,

JR[(Cl', Cj)

OR(k,n)
Ip;
OpiR(p's k,n/pi = 1) + g R(p';k,n/p; = 0)
Ipi
R(p'sk,n/pi = 1) = R(p'; k,n/pi = 0),

n—1
R(p;kn/pi=1)= > < > gt

r=k—1

n—1
n—1 iy
R(p';, k,n/p; =0) = ( )prq” !

RI(¢;)

OR(k,n)
Ip;

= R k,n/pi=1)—R(p;, k,n/p; =0)

n—1

= ¥ (e - nf( prg" !

r=k—1 r=k

— (k 1>pk 1qn k

Théoréme 4.1.1 [4]
Dans un systéme k — sur —n, ot les composants sont v.i.d, l'importance
jointe en fiabilité de c; et c; est donnée par :

O?R(k,n)

—,:R1i71'7pl -R 1ia0'7p, _Ro’hl'ap/ —I—ROi,O',p’
o) = RO 15.8) = R0 050) = RO 1,00 + R0.05.)
n—2 n—2

r=k—2

p

2.

n—2 —

r=

k:—2q

(n;?)prnTQ ;(n?)rnr2

T

[\j)—i

1 (n;Q)prqn77‘72 + > (n;Q)prqnfr72
G - Gooel
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CHAPITRE 4. APPLICATION AUX SYSTEMES K — SUR — N

Corollaire 4.1.1 On considére le systéme k — sur — n oo les composants
sont t.1.d, pourn >3 et2<k<nona:

k—1
JRI(ci,c;) > 0 si 0<p<—1.
n_
k—1
JRI(cic;) = 0 si p= .
(¢, ¢5) st p=——]
o k=1
JRI(c;,c;) < 0 si 1<p<1.
n_

Preuve Dans le systéme k& — sur —n on a :

JRI(ci,c;) = p* 2" * 1 [(323) = (Z0)p)

JRI(ci,¢;) = 0 p 2" " [(23) = ((Z)p] =0
s () =0G)p

d’ou,

P = 2=
()
k-1
p= n—1

Pour : JRI(c;,c;) > 0, on trouve :
P G5) = (e > 0

on sait que p*~2¢"*~! > 0 donc :

p < n—1
(i)
_ kE—1
b n—1
Le méme pour JRI(c;, c¢;) <0 on trouve : p > % [ ]
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4.1. IMPORTANCE JOINTE DE DEUX COMPOSANTS

exemple 4.1.1 Soit un systéme 2 — sur —n donc :

JRI(c1,02) = ¢" (1= (n.—1)p)
Pourn =3 on a: JRI(c,ca) =1—2p.
Pourn =4 on a: JRI(c1,co) = q(1 — 3p).
Pourn =5 ona : JRI(cy,c2) = ¢*(1 — 4p).
On les résume dans le schéma suivant :

JRI 4
n=2

Comparaison de JRI des systémes 2 — sur — n.

Dans le systéme 2 — sur — 3 on remarque que :
JRI(c1,00) >0 si p<
JRI(¢1,00) <0 st p>
Dans le systéeme 2 — sur
JRI(Cl,C2)>0 stop <
JRI(01,02)<0 st p >
Dans le systéeme 2 — sur
JRI(c1,60) >0 si p<
JRI(c1,¢9) <0 si p>

4 on remarque que :

D on remarque que :

Bl | wlewl= | ol

Corollaire 4.1.2 Dans un systéme k — sur — 2k ou ses composants sont
indépendants et identiquement distribués, on a la relation suivante :
k

JRI(ci, ;) < JRIg11(ci, c)) si q< 3
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CHAPITRE 4. APPLICATION AUX SYSTEMES K — SUR — N

Preuve D’apré la définition de JRI(c;, ¢j) dans le systéeme k — sur — 2k on

a
JRI(cie) = p" 2 (F) — G)p]
- B - )]
et,
JRI (e, ) = p"'¢" () a = ()]
Donc,
JRIW(ci ¢5) = JRIpa(cie) = p"2¢" (7)) e — (3)
= pa* (") +pa ()]
< PR - (3)
+pa ()]
< PR g - ()
+a(¥)]
on sait que,ka;qu_1 > 0 alors : JRIy(c;,¢j) < JRIi1(ci,¢j) pour tout
q< (Qkk_(—llf)iz2kk) = (2k—1)f2(2k71) =g ™

exemple 4.1.2 Soit un systéme k — sur — 2k pour k est varié, on obtient le
schéma suivant :

A

1

3-sur-6
JRI

13 12 2/3 1
\ \ |,

1-sur-2

-1

Variation de JRI dans les systémes k — sur — 2k.
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4.1. IMPORTANCE JOINTE DE DEUX COMPOSANTS

Dans le systéeme 1 — sur — 2 on remarque que :
JRI (¢i,cj) < JRIy(ciycj)  pour g < %
Dans le systéeme 2 — sur — 4 on remarque que :
JRIy(c;, ¢;) < JRI3(ci,c;)  pour q < 2.
Dans le systéeme 3 — sur — 6 on remarque que :
JRI3(c;, ¢;) < JRI(ci,cj)  pour g < .

4.1.2 Cas ou les composants sont indépendants mais
non identiques

Dans cette situation on procéde de la méme maniére que précédemment.
On commencera par définir la fonction de fiabilité du systéme, Pour n > &
on a:

R(p;k,n) = pR(;k,n/pi=1)+qR(p;k,n/p; =0)

de plus :

R(p'sk,n—1)=p;R(;k,n—2)+ ¢;R({p k—1,n—2),
et :

R(pik—1,n—-1)=p;R(psk—1,n—2)+qR@P k—2,n—2),
alors :

R(p;k,n) = pi (pR(;k,n—2)+¢R(pk—1,n—2))
+q¢; (pj Rk —1,n—2)+ ¢;R(p sk —2,n—2)).

Définition 4.1.1 Soit un systéme k — sur —n o ses composants sont indé-
pendants mais non identiques, l'importance jointe en fiabilité des composants
1 et j est donnée par :

JRI(¢i,c;) = R@;k—2,n—2)+ Rk n—2)
—R(p;k—1,n—2)— Rk —1,n—2)
= R(p;k—2,n—2)—R(p;k—1,n—2)
—[R(sk—1,n—2) = R(p; k,n — 2)]
= R'(pk—2,n—2)— R (p;k—1,n—2),
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CHAPITRE 4. APPLICATION AUX SYSTEMES K — SUR — N

telle que : R*(p;k — 2,n) = R(p;k —2,n) — R(p; k — 1,n).
Preuve Soit un systéme k£ — sur — n.
D’aprés la définition de I'importance jointe en fiabilité de deux compo-

sants
on a:

‘]RI(CH C]) = R(]-u 1]ap/) - R(lza Oj7p/) - R(Olv ]-jvp,) + R(Olv Ojvp/)

ol :
R(p;k,n/pi=p; =1)=R(p';k —2,n —2).
R(p'sk,n/p;=p; =0) = R(p; k,n—2).
R(p';k,n/p;=1,p;=0)=R(p';k—1,n—2).
R(p';k,n/p;=0,p; =1)=R(p';k—1,n—2).
Donc :

JRI(ciyc;)) = R@;k—2,n—2)—R(@p;k—1,n-2)
—[R(;k—1,n—2) — R(p\;k,n — 2)].

donc la définition est vérifiée. m

Lemme 4.1.1 Pouri=1,2,...,n, alors :

k—1

. k—1

R*(p;k —2,n) > R*(p;k —1,n), si p; < T
n_

telle que :
R*(p;k —2,n) = R(p;k —2,n) — R(p; k — 1,n).

Théoréme 4.1.2 [6]
Dans un systéme k — sur — n dont les composants sont non identiques
(k>3,n>2),ona:

k—1
JRI(ci,cj) >0 si Pr< T Vr=1,..,n,
n_
et :
. kE—1
JRI(ci,c;) <0 si Pr> , Vr=1,...n



4.1. IMPORTANCE JOINTE DE DEUX COMPOSANTS

Preuve Pour tout : = 1,...,n et j = 1,...,n, 'importance jointe en fiabilité
des composants ¢ et j est donnée par :
JRI(¢;,c;) = R@;k—2,n—2)—R(@pk—1,n—2)
= R'(pk—2n-2)—-R(p;k—1n-2)

et d’apres le lemme 4.1.1, il vient que :

kE—1
JRI(ci,c;) >0 si Pr< I,Vrzl,...,n,
n_
et :
. kE—1
JRI(¢i,c;) <0 si Pr> l,Vrzl,...,n.
n_

D’ou le résultat du théoréme. m

Définition 4.1.2 Soient deux composants c; et c;, on dit que c; et c; sont
symétrique si :

R(lz, Oj,p) = R(Ozv 1jap)‘

Corollaire 4.1.3 Sila fonction de fiabilité est Schur-conveze(respectivement
Schur- concave), donc :

JRI(ciyc;) <0 (respectivement JRI(c;,cj) > 0).

Preuve Pour R(p) est Schur-convexe on a :

(i — pj) <8R(p> - aR(p)) > 0.

7\ Ops Ip;
Eton a:
OR(p
8]5 ) _ piR(1:, 15, p") + ¢;R(1:, 05, p") — p; R(0;, 15, p') — q; (05,05, p').

Par symétrie on a :

OR(p)
apj

= p1R<117 1j7p,) + qu(Oz> 1jap/) - sz(127 Ojap/) - qZR(OZ7 Ojap/)'
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CHAPITRE 4. APPLICATION AUX SYSTEMES K — SUR — N

Il est claire que R(1;,0;,p) = R(0;,1;,p') car ¢; et ¢; sont symétrique
donc :

OR
# = piR(L;,1;,p") — (1 = pj)R(0;, 05, p") — 2p; R(1;,05,p") + R(1;,05,p'),
(4/1)
et,
OR
a;p) = pilt(1;,1;,p') — (1 — pi) R(0;, 05, ) — 2piR(1;, 0, p") + R(1:, 05, p").
J

(4/2)

Par soustraction (4/2) de (4/1) on trouve :

OR(p) OR(p)

= (pj —pi) (R(1;,1;,p") — 2R(1;,04,p") + R(0;,04, p)]

Op; apj
= —(pi—p;)[R(1;,1;,p) — 2R(1;,0;,p") + R(0;,04,p)]
d’otu :
OR(p)  OR(p) 5 ) )
—p; . — —(p;—p)? [R(1;,1,,9) — 2R(1,0,,
=) (T - 5 (5~ 2y (R 1)~ 2R (10,1

+ R(Oia()j?p/)}
= —(pi—p;)*JRI(c;, ¢;),

si R(p) est Schur-convexe, on a :
—(pi —p;)?JRI(ci,¢5) > 0,

et comme (p; — p;)? > 0 alors : JRI(¢;,¢;) <0. m

4.2 Importance conjointe de plusieurs com-
posants

4.2.1 Cas oui les composants sont indépendants et iden-
tiquement distribués

Dans tout ce paragraphe,on considére que les systémes k — sur —n dont
les composants sont indépendants et identiquement distribués
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4.2. IMPORTANCE CONJOINTE DE PLUSIEURS COMPOSANTS

Définition 4.2.1 Pour le systéme k — sur —n ou les composants sont in-
dépendants et identiques, la formule de l'importance conjointe en fiabilité de
trois composants est donnée par :

o k3 k2 (=3 2 n—3 n—3Y\ ,
JRI(c; ¢jc) =p g ((k_?))q Q(k_2)pq+(k_1)p>
Vi,j,h € {1,...,n}
pour k > 3.

Preuve Pour un systéme k — sur —n, dont les composants sont indépendants
et identiques, sa fonction de fiabilité est donnée par :

R(p;k,n) = En: (Z)p’ (1-p)

r=k

et on a :

JRI(Ci7 Cj, Ch) = R(lu 1]7 1hap,) - R(lla 1]7 Ohap,) - R(lza 0]7 lhap,)
_R(Ola 1]7 1h7p/) + R(lw O]? Ohap/> + R(Ola 1]7 Ohap/>
+R(017 Oj7 ]-ha p/) - R(O’H 0j7 Oha p/)

La fonction de fiabilité du systéme (k — 3) — sur — (n — 3) est donnée par la
relation suivante :

n—3
n—3 3y
R(p;k,n/pr=ps=p3=1) = < )p’”q" 3

R(p;, k,n/p1 = p2=1,p3=0)=R(p;k,n/p1 =ps =1,p2 =0)
R(p;k,n/py =0,py = p3 = 1)

n—3
n—3 r n—3—r
= < )pq ’
r
=k—2

r —

n—3
n—3 3,
R(p;k,n/py =py =p3 = 0) = ( )prq” 3
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CHAPITRE 4. APPLICATION AUX SYSTEMES K — SUR — N

Par conséquent,

n—3 n—>3 n—3 n—3
JR](Ci,cj’ch) — ( . )p’/‘qn—?)—r_ Z ( . )prqn—3—r

On obtient finalement :

JRI(ci,cj,en) = P22 ((5) @ — 2 5)pa + (321)p°) - m
Corollaire 4.2.1 Soient deuz systémes k — sur —n et k — sur — (n + 1),
donc on a :

2
JRI,(ci,cj,cn) > JRL41(ci,¢5,0n), st p< —
n J—
Preuve On sait que,

o _ k-3 n—k-2 n—3 2 _ n—3 n-3 2
JRI(c;,cj,cn) =p"°q (<k_3)q 2<k—2>pq+<k—1)p)

dans le systéeme 3 — sur —n :

n—3
JRI,(ciyciyen) = q"7° (q2 —2(n—3)pg+ ( )p2)

2
n—4 [ 2 n—2\ ,
JRI,1(ci ci,en) = ¢ ¢ —2(n=2)pg+ |, |p
alors :
-2
JRI,41(c,¢j, ) — JRI, (¢, ¢, ¢p) = g <q2—2(n—2)pq+ <n2 )p2)
n-5 [ 2 n—3\ 5
—q g~ —2(n—3)pg+ 5 )P
on obtient :

JR]n—i—l(CiaCjach) - JRIn(Ci7Cj7Ch) < qn—4 ((n - 1)p - 2)
Si JR[n+1(Ci,Cj,Ch,) > JR[n(Ciacjach)7 donc : p < % u
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4.2. IMPORTANCE CONJOINTE DE PLUSIEURS COMPOSANTS

4.2.2 Cas ot les composants sont indépendants mais
non identiques

Soit un systéme k — sur — n dont les composants sont indépendants mais
non identiques.

Dans ce cas nous avons définie I'imporatnce conjointe en fiabilité de plu-
sieurs composants dans ce systéme.

Théoréme 4.2.1 Soit un systéme k — sur —n dont les composants sont non
identiques, [’importance conjointe en fiabilité de trois composants est donnée
par :

JRI(ci,cjen) = R k,n—3)—3R(p;k—2,n—23)
+3R(p';k—1,n—3) — R(p'; k,n — 3).

Preuve D’aprés la définition de 'importance conjointe en fiabilité de trois
composants on a :

JRI(¢c;ycj,en) = R(P5k—3,n—3)—R(psk—2,n—3)—R(p;k—2,n—3)

—R(p;k—2,n—-3)+R(p;k—1,n—3)+Rp;k—1,n—3)

ou :
R(p'sk,n/p1 =ps=p3s=1)=R(p';k—3,n—3).
R(p';k,n/pr =p2=1,p3 =0) = R(p'; k — 2,n — 3).
R(p'sk,n/p1 =p3s=1,po =0) = R(p'; k —2,n — 3).
R({p;k,n/ps=ps=1,p1=0)=R(p;k—2,n—3).
R(p;k,n/pr=ps=0,p3=1)=R(p;k—1,n—3).
R(p'sk,n/p1 =p3=0,pp =1) = R(p';k —1,n — 3).
R(p'sk,n/ps =p3=0,p1 =1) = R(p';k—1,n —3).
R(p';k,n/p1 =p2 =p3 =0) = R(p'; k,n — 3).
Donc :

JRI(¢c;,c5,en) = R(P5k—3,n—3)—R(psk—2,n—3)—R(p;k—2,n—3)
—R(p;k—2,n—-3)+R@;k—1,n—3)+R({p;k—1,n-23)
+R(p;k—1,n—3)— R(p';k,n —3)

= R(p';k,n—3)—3R(p;k—2,n—23)
+3R(p';k—1,n—3) — R(p'; k,n — 3)
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CHAPITRE 4. APPLICATION AUX SYSTEMES K — SUR — N

d’ou la définition. =

Finalement et pour [ > 3 on a le théoréme suivant.

Théoréme 4.2.2 Soit un systéme cohérent de n composants non identiques,
l’importance conjointe en fiabilité de | composants est donnée par :

l . l
JR[(CI7627"'7CI) = Z(_l)z (l Z)R(p/,k'_l,n—l) V1 Sn,
1=0 -

tel que : p' = (Pry1, s Pn)-

Si: {iy,d2, ...} € {1,2,...,n},ona:

l

T
JR[(Cilacizv "'7Ciz) = Z <_1)Z <l i Z,)R(pl; k—i,n— l) Vi<n,

=0

tel que : p' = (D1, .. Pir—15 Dir 15 -o» Piy—1, Pigt1s s Dn) -

Preuve On fait cette démonstration par récurrence.

pour [ =1
IR(c;) = R _ R(p'k,n—1) — R(p'sk—1,n—1)
Ip1
1 . 1
= 20 (o) R i)
=0

On suppose que la proposition est vraie jusqu’a l'ordre [ et on montre qu’elle
est vraie a l'ordre (I 4 1) c’est a dire :
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4.2. IMPORTANCE CONJOINTE DE PLUSIEURS COMPOSANTS

l
JRI(c1,¢9,...0) = Y.
=0

JRI(Cl,CQ, cees

on prend (—

JRI(cy,ca, ...,

Ci, Cz+1) =

Cl, Cl+1)

(_1)i (lii)R(p'; k —i,n —[) donc,

o | IR(p)
a l

Pi+1 1:[1 Op:

0

JRI
apl—',—l (Cla Co, ) Cl)

0p?+1 Lz:l%(_l)i (liz)R(pl;k_i’”_ )
i(—l)i< l )8a+ PRk —i,n— (1+1))

i=0 —1
+ @Rk — (4 1),n— (I +1))]
l

> 1) (L) sk —in— 0+ )

1=0

— Rk —(i+1),n— (I+1))]

1)’ (liz) = «; donc,

Zai[R( —i,n—(0+1))=R@;k—(G+1),n—(+1))]
) — R(p'sk -1, n—(l+1))]
+041[ @'k —1,n—(+1) = Rk —2,n—(+1))]
+ag [R(p'sk—2,n— (I +1)) — R(pk: 3n—(+1)]+..
+a [R(pk—1,n—(141)— Rk — (l—I—l),n—(l—i—l))].
aoR(pskyn — (14 1)) + (o1 — ag) R k — 1,n — (1 + 1))
+(ag —ay)R(p'; k —2,m — (l +1)) +

—oqR(p 5 k—(1+1),n—(1+1))

R(p';k,n—(1+1))
+i<—1)" I+l )R(p"k;—in—(lJrl))
‘ (l+1)—z' ’ ’

< D™ Rk = (1+1),n— (1 +1))

ii:(—w‘ <(lj_—}1_)1_z>R(p k—in—(+1)).

ao [R(W:kyn— (141

R
R
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CHAPITRE 4. APPLICATION AUX SYSTEMES K — SUR — N

l :
On obtient : JRI(c1,ca,...ycr) = 3 (=1)" ()R k—i,n—1). m

. l—i
=0

4.3 La relation entre la dépendance et ’indé-
pendance des composants

Dans ce qui suit on va donner la mesure de 'erreur entre la fiabilité d’'un
systéme k-sur-n ot les composants sont indépendants et 1’équivalent de la
fiabilité de ce systeme dans le cas ou les composants sont dépendants. On
montre que cette mesure est fonction de 'importance conjointe en fiabilité.

Dans les théoremes suivants, on présente comment calculer cette erreur.

Théoréme 4.3.1 [6]

Soit 0;; la covariance entre les composants ¢; et ¢;. Considérons R(p), la
fonction de fiabilité du systéme o les composants c; et c; sont indépendants,
et R (p) la fonction de fiabilité du systéme ot les composants ¢; et ¢; sont
dépendants. On définit Uerreur entre R(p) et RY(p) comme suit :

RY(p) — R(p) = 03 JRI(c;, ¢j), pour tout i,7 = 1,2,...,n.
Preuve On sait que pour i,j =1,2,...,n :
JRI(CZa C]) = R(]-Zv 1]ap/) - R(llv Oj7p/) - R(OZ7 ]-jap,) + R(Ola 0]7p/>

La fonction de fiabilité du systéme ot les composants sont indépendants
est :

R(p) = pipj R(1i, 15, p') +pig; R(1i, 05, ') +qip; R(0s, 15, p') +¢iq; (05, 05, p')

la fonction de fiabilité du systéme ot les composants sont dépendants est :

RY(p) = pi R(Li, 15, 0')+p; R(L:, 05, p') +p; R(0i, 15, 0') +p; 5 R(0:, 05, )

tel que :

0ij = cov(X;, Xj) = B(X;, Xj) — B(X;)E(X;) = pi; — pip;

Pi = PI‘ (Xl = ].), pj = PI‘ (Xj = 1)

pij = PI‘()(Z = ]_,Xj = 1)

p;; :PI"(XZ‘:O,X]‘ = )

Pz =Pi = Pij = Pi— 0ij = PiDj
P5; = Pj = Pij = Pj — 0ig — PiPj
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p;; =1=pi—pj+pij=1—pi—pj+0i+pp;
alors :
R7(p) = (oy+ppj)R(;,1;,0) + (i — 04 — pip;) R(1:,04,p)

+ (p; — 04 — pipj) R(0;, 1]’,20/) + (1 —p; — pj + 0ij + pip;) R(0;, Ojapl)
= 0;;JRI(¢c;, cj) + R(p)

On obtient : R (p) — R(p) = 04 JRI(ci,c;). m

Pour trois composants ¢;, ¢; et ¢, on a le théoreme suivant :
Théoréme 4.3.2 Pouri=1,...netj=1,...nona:

R7"(p) — R(p) (Pijn — pipjpn) JRI(ci, ¢j,cn) + 04 JRI (¢, ¢j/pr = 0)
+oinJRI(c;,en/p; = 0)+ojnJRI(cj, cn/pi =0)

Preuve Pour les composants c;, c; et ¢, on a :

JRI(¢i,cj,cn) = R(L; 15, 15,9") — R(13,15,05,p") — R(1;, 05, 14, p")
_R(OZ7 1]a ]-hap,) + R(Oza 0]7 1h7p,> + R(Ola ]-j) Ohap,)
+R(1l, Oj, Oh,p/) — R(Ol, 0j7 Oh,p/)

La fonction de fiabilité du systéme ot les composants sont indépendants est :

R(p) = pipjprR(1:,1;,14,0") + pipjqnR(1:, 15, 0n,p") + pig;pnR(1;,0;, 15, p')

+4ipipnR(0:, 15, 15, 0') + qiqipnR(0:,05, 14, 0") + ¢ip;anR(04, 15,04, 1)
+p:iq;anR(1;,05, 04, 0") + ¢:q;qnR(0;, 05, 05, D)

La fonction de fiabilité du systéme ou les composants sont dépendants

est :

R™p) = pinR(Li, 15, 1 0) + p, 5 R(1i, 15, 00,9) + 5, R(1:, 05, 10, )
+p;]hR(OZ7 1]7 1h7p/) +p;3hR(017 0]7 1hap,) +pzjﬁR<Om 1]7 Ohvp/)
+pz’3ﬁR(1i’ Oja Ohvpl> +pg}}iLR<0i> Oja Ohap/)

ou :

Dijh = Pr (Xz = 1,Xj = 1,Xh = 1)
pijfz =Pr (Xl = 1,Xj = ]_,Xh = 0)
pl}h:Pr(XZ = 1,XJ :O,Xh: 1)
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Pin = Pr(X;=0,X;=1,X,,=1)
Pisn = Pr(X;=0,X;=0X,=1)
Py =Pr(X,=0,X=1X,=0)
Py = Pr (X;=1,X;=0,X,=0)

0i; = cov(Xi, Xj) = pij — pipj

Py = Pij = Pijh = Oij = PiDj — Dijh

D,z = Pih — Pijh = Oin + DiDh — Pijh

P ;5 = Pjh = Pijh = Ojh + DjPh — Dijh

Pi5, = Piy — Py, = Ph— Oin = PiPh = Ojh — PjPh 7+ Pijh

Pin =P Py *:pj_ j —pjph—(fij—Pipj + Dijn
Pisn =P — Py =Pi — DPiDj — Oin — PiPh + Dijh
Piin = 1 —pi—pj—Dpn —i— Uzj + pipj + Oin + PiPh + O + DiPR — Dijn

R™(p) = R(p) = (pijn — pirjpn) B(Li; 15, 1, 9') + (045 — pijn + pipjpn) R(Lis 15,00, 1)
+ (0in — Dijn + Pipjpr) R(1:,05,15,0")

+ (0jn — Pijn + pz‘pjph) R(0;,1;,15,p")
+ (pijn — PiPiPh — Oin — 0jn) R(05,05, 14, p')
+ (pijn — pipjpn — jn — 0ij) R(0;, 15, 0p, ')
+ (pijn — Pipipn — 045 — o) R(13, 05,00, 9)
+ (045 + oin + o+ pipjph — pijn) R(0;,05,05, 1)

donc :

R7"p) — R(p) = (pijn — pipjpn) JRI(ci,cj,cn) + aij JRI(ciy e/ X = 0)
‘f‘O'thR](Ci,Ch/Xj = 0) + O'thRI(Cj,Ch/XZ' = O)

D’ou le resultat. m
Pour [ composants on a le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.3 Pour I} = {iy, i, ...,51} = {Jj1,J2, 01} C{1,2,...,n}, on
a:

Rlz(p> _ R(p) = (sz — H pz) JR](C“, "”Cil>

iell i€l

+ Zajl IR (cjyy e /X =0, h € 5y),
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telle que :
Sy = I — {j1, j2, -, Jjs} avec {j1, ja, ..., js} une version de I, c’est a dire ¥V
€l dhe {1,2,7l} i =J; € I

Pour s =2
JIJ2JR[(CJ17C]2/Xh 0, h e Sh) = 0“12
1113‘]RI<0117 Cls/Xh O h G Sh) + + O'
i 0” G RI(ci_ ¢/ Xn =0, h €S
pour s=3

JRI(c;,,ci,/ X, =0, h € Sp) +
JRI(c;,,ci,/ X, =0, h € Sp) +

119

JUQJSJR[(CJI,CJQ,CB/Xh 0, h €8 = alllzZSJRI(c“,cZQ,cza/Xh =0,
h e Sh)—i-azmuJRI(c“,cw,cM/Xh 0,h € Sp)+.. —l—ameR[(c“,cmcll/Xh =
0,h € Sp)+.. —i—aml G RI(ci e/ Xn=0,h € Sp)+..+0l JRI(ciy, i) Xp =
0, h € Sy) +02j13JRI(c“, Ciy/Xn =0, h € Sp)+...4+07' JRI(ci,, i/ Xp = 0
hesS,)+..+ 0” L RI(ci_ ¢,/ Xn =0, heS)

et pour s quelconque

JRI(CJI,%, €/ Xn=0,h € Sy) =0l . JRI(ci), Ciny oy i | X =

]1.72 Js 11%2...15
0, h € Sy +ol, . e RI(Ciys Ciyy s iy Ciyyy /X = 0, h € Sp) + o+
I
azizg g 1ZZJRI(CZI7 Cigs -y Cig_1)s Cll/Xh - O h € Sh)+02112 dsg1ls +2JR[(C’L'UCZ'27 oy Cigyrs C’is+2/Xh =

0 h € Sp) + . —1—02”2 iein T RI(Ciys Cigy ooy Gy € [ X = 0, b € Sp) +

JR[(CZZ,CZ3,.. cls/Xh =0,h€ Sh)—i-alm o viaa BRI (Cis Cigy oy Ciyyy Cipyy [ X =
JR[(CiZ,CZS,.. Ciy_ 1,C”/Xh = O h € Sh) -+

903054119 JR[(CiQ’ Cigy oy Cigis Cil/Xh =
JRI<Cil—s+17cil—s7 ...,Cl‘l/Xh = O, h - Sh)

1223 s

0, h € Sp) +. +am3 iy
ol JR[(CQ,CB,...,CZS+1,CZ'S+2/X}Z 0,h € Sp)+.. Aol

1213.. ls+17fs+2

OhGSh)+ +0'

1 — s+17'l P}

Corollaire 4.3.1 Si la dépendance d’ordre inférieur a | est inexistante ie

I _ .
i = 0 alors :

Rh(p) — R(p) = (pl—[Z — H p,;) JRI(Cil, ...,Cil).

ieT el
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Conclusion

L’importance conjointe en fiabilité est une mesure importante dans la
caractérisatisation des systémes cohérents. La plupart des travaux traitent
le cas des systémes dichotomiques dont les composants sont indépendants et
identiques. Quelques résultats ont été élaborés dans le cas non identique et ils
concernent beaucoup plus I'importance jointe de deux composants seulement.
Dans ce travail, nous avons traité le cas des systémes k-sur-n dont les compo-
sants sont non identiques ot on a donné une formule explicite de I'importance
conjointe en fiabilité de 1 composants 1<n. D’autre part, On a généralisé le
travail [6] on donnant une formule explicite de 'erreur qui existe entre la
fiabilité d’un systéme k-sur-n dont les composants sont indépendants et la
fiabilité du systéme équivalent mais dont les composants sont non indépen-
dants. Beaucoup de problémes restent ouverts comme les cas des systémes
k-consécutifs-sur-n, les systémes m-consécutifs-sur-n, pour ne citer que ces
deux la. Par ailleurs, beaucoup d’investigations restent a entreprendre quant
aux systemes multi états qui sont plus proches de la réalité, pour ’analyse
de 'importance conjointe en fiabilité. Il est indéniable que la connaissance
de cette mesure est outil important d’aide a la décision afin de concevoir des
systémes plus fiables pour une population de plus en plus exigeante.
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Résumé :Importance cojointe en fiabilité

Le travail que nous avons présenté dans ce mémoire est une analyse de
l'importance conjointe en fiabilité d'un systéme cohérent. Sur la base des
résultats générales obtenus sur des systémes quelconques on a applique ceux-ci
sur les systémes k-sur-n. On a donné une formule explicite de I'importance
conjointe en fiabilité de 1 composants 1<n dans le cas dun systéme k-sur-n dont
les composants scnt indépendants'non nécessairement identiques. Enfin, on
établit une formule de l'erreur qui existe entre la fiabilité d'un systéme k-sur-n
dont les composants sont indépendants et la fiabilité du systéme équivalent mais
dont 1 composants sont non indépendants. Cette erreur a été exprimée en
fonction de l'importance conjointe en fiabilit€.

Mot clés : Importance conjointe en fiabilité, Systéme k-sur-n, Importance
conjointe en défaillance, Importance conditionnelle en fiabilité.

Abstract:Joint reliability importance

The work wich we presented in this report is an analysis of the joint reliability
importance of a coherent system. On the basis result general obtaind on any
system we implement these system k-out-of-n . We gave an explicit formula for
the joint reliability importance of | component (I<n) in the case of a k-out-of-n
system from which component are independent but not necessarily identical.
Finally, we establish a formula for the error between the reliability of a k-out-of
n system whos component are independent and system reliability equivalant but
whose components are not independent. This error has been expressed in terms
of joint reliability importance.

Key-words: Joint reliability importance, System k-out- of—n Joint failure
importance, conditional reliability importance.
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