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Abstract

In this work we study the results of the existence and the uniqueness for the
solution in lipschitz (theorem of Pardoux-Peng) and monotony cases. We study the results
of the existence and the uniqueness for the solution in localy lipschitz case, and, existence
and uniqueness theorem for backward stochastic differential equations driven by a Brownian

motion, where the uniform Lipschitz continuity is replaced by a stochastic condition.



Résumé

Dans ce travail, nous introduisons la notion des équations différentielles stochas-
tiques rétrogrades. Nous étudions des résultats d’existence et d’unicité de la solution dans le
cas lipschitzien et celui de monotonie ; nous voyons des exemples d’applications des EDSR en
mathématiques financiéres et puis nous montrons le théoréme d’existence et d’unicité pour
les EDSR avec générateurs localement Lipschitiziens ainsi que les EDSR avec générateurs

Lipschitiziens Stochastiques..






Introduction

La notion des équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) a été

introduite par Pardoux-Peng [13]. Il s’agit de trouver un processus adapté (Y, Z) tel que,

T T
Yt:£+/g(ray1”7zr)dT_/ZTdBTa OStST
t t

ol B est un mouvement brownien défini sur un espace de probabilité (2, F, P) et & est une
valeur aléatoire Fr—mesurable; (F;):>0 est la filtration naturelle de B. Ce type d’équations
est rencontré en controle optimal stochastique des diffusions [11], dans les jeux différentiels

stochastiques de somme nulle ([10], [11]) ou alors en mathématiques financiéres [7].

La théorie de ces équations a connu un formidable développement a partir des
années 1990. Elles sont apparues en 1973 sous forme linéaire par J.M.Bismut [5] dans un
article qui concernait le controle stochastique optimal et la version de probabiliste du prin-
cipe du maximum de Pontryagin. Pourtant le premier résultat général concernant les EDSR
ne date que de 1990 et est di a E. Pardoux et S. Peng [13]. Nous pourrions aborder les
équations rétrogrades a travers des problémes de modélisation : le controle stochastique, ou
encore le probléme du "pricing" et des stratégies de couverture en finance. Mais dans ce

travail, la principale motivation provient des équations différentielles ordinaires.

Considérons le probléme de Cauchy suivant :

y =—gty) e yT)=u (0.1)
Les données de ce probleme sont l'instant terminal 7" > 0, la donnée finale z € R¥ et la

fonction g : Ry x R¥ — R*. L’inconnue y est en fait une fonction y : [0, 7] — R¥, qui doit



satisfaire la condition finale y(T') = = et vérifier I'équation différentielle ordinaire (EDO) :

y'(t) = —g(t,y(t)) pour tout t € [0,T]. On peut réécrire (0.1) sous forme intégrale :

T
Vte[0,T], y(t)==x+ /g(r,y(r))dr.

Sous de bonnes hypotheses de régularité sur g par rapport a y (théoréeme de Cauchy-
Lipschitz par exemple), il y a une et une seule solution. De plus, on peut "retourner"
le temps pour se ramener au méme probléme avec une donnée initiale. En effet si y est
solution de (0.1), on définit 'application t — ¢(t) = y(T' — t). La fonction g est solution
de

g =f(t,g) sur [0,T] et ¢0)==z

avec f(t,.) = g(T'—t,.). En résumé dans cadre déterministe, se donner une condition initiale
(i.e. en t = 0) ou finale (i.e. en ¢t = T') revient a résoudre le méme probleme.

Dans le cas aléatoire, le probléme est totalement différent. Sur un espace proba-
bilisé filtré (2, F, (Ft)i>0, P), considérons une variable aléatoire £ supposée mesurable par
rapport & la tribu Fp. Cette donnée £ peut étre une fonction du prix d’une action a I'instant
T en finance, la filtration représentant les informations disponibles sur le marché & chaque
instant, ou la fonction-valeur a optimiser en théorie de controle stochastique.

On veut résoudre le probléme (0.1) suivant :

T
y = —g(ty) et y(T)=€E=sVe[0,T], y(t)=¢+ /g<r,y<r>>dr

C’est ’équation qu’aurait & résoudre un agent cherchant une stratégie de couverture en
n’utilisant qu’un actif sans risque [7]. Si ce probléme admet une solution, cette solution est

elle-méme aléatoire car elle dépend de &, et & un instant ¢ < T, elle est mesurable par rapport



a la tribu Fp. Autrement dit a 'instant ¢ elle dépend du futur 7. Ceci est inacceptable dans
de nombreuses applications ; en finance ceci s’apparente & un délit d’initié. Ainsi on voudrait
résoudre la méme EDO avec la condition supplémentaire que les solutions n’anticipent pas
sur le futur, c’est a dire qu’elles soient adaptées a la filtration (F%)¢>o.

C’est 1a qu’interviennent les EDSR. Ce sont des équations de la forme
T T
Yi=¢+t /g(r,Y}, Z.)dr — /ZTdBT, 0<t<T 0.2)
t t

Telles que les données de cette équation sont :

1- Le temps final 7' > 0 qui peut étre déterministe ou aléatoire (temps d’arrét);

2- (Bt)s>0 qui est un mouvement brownien standard défini sur un espace de pro-
babilité (Q, F, (F;)i>0, P) et a valeurs dans R?;

3- La filtration (Fi)¢>0 est la filtration augmentée du mouvement brownien, qui
vérifie les hypothéses usuelles ;

4- La fonction g : Q x [0,T] X R* x RF*d _, R¥ est progressivement mesurable ;

5- La valeur aléatoire & a valeurs dans R¥ et supposée Fr—mesurable.

L’application g est appelée le générateur et £ est la donnée finale.

Les inconnues sont les processus {Y;}icpo7] €t {Zt}ejo,r), & qui on impose d’étre
adaptés a la filtration brownienne : c’est le point crucial de cette théorie et c’est cette
condition qui joue le role de seconde équation. En 1973, dans l'article [5], ces équations
ont été introduites dans le cas ol g est linéaire par rapport aux deux variables y et z. En
1990, E.Pardoux et S.Peng [13] ont montré un résultat d’existence et d’unicité des solutions
dans un cadre non linéaire général. Leurs hypothéses étaient : g est lipschitzienne en y et

z, et & ainsi que le processus {g(t,0,0) };c[o,7] sont de carré intégrable. Remarquons que la



condition de régularité sur g est trés proche de celle du théoréme de Cauchy-Lipschitz sur
les EDO. Ensuite leur résultat a été étendu par de trés nombreux articles et la condition
d’intégrabilité sur £, ainsi que les hypothéses concernant g ont pu étre affaiblies. Il faut
noter que dans cette théorie, si £ et g sont déterministes, alors la solution de ’EDSR est :
Z =0 et Y solution de 'équation différentielle ¢y = —g(t,y,0) avec Y7 = €. On est ramené
alors a la résolution du probléme de Cauchy (0.1)

Le cas particulier auquel nous nous sommes intéressés dans ce travail est les équa-
tions différentielles stochastiques rétrogrades avec générateurs lipschitiziens stochastiques,
c’est a dire, la condition de la continuité uniforme de Lipschitz est remplacée par une condi-
tion stochastique.

Dans le premier chapitre, nous allons expliquer la théorie du calcul stochastique,
en donnant les définitions et les propriétés des processus continues ainsi que leurs résultats
principaux ( processus stochastiques, mouvement brownien, martingales) qui nous permettre
de définir I'intégrale stochastique et puis I'existence et I'unicité de la solution d’une équation
différentielle stochastique (EDS).

Le deuxiéme chapitre, nous allons montrer un premier résultat d’existence et
d’unicité de la solution d’'une EDSR, ce résultat est da a E.Pardoux et S.Peng [13] et c’est
le premier résultat d’existence et d’unicité pour les équations différentielles stochastiques
rétrogrades (EDSR) dans le cas ou le générateur non linéaire sous des hypothéses lipschi-
tiziennes en (y, z), et puis nous montrons ce résultat dans des conditions plus fortes ou
g vérifie la condition de monotonie en y, c’est & dire, nous allons affaiblir la condition de

Lipschitz en y par une condition de monotonie. A la fin de ce chapitre, nous allons voir des
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exemples d’applications des EDSR en mathématiques financiéres.

Le troisiéme chapitre, nous allons voir un résultat d’existence et d’unicité de
solution des équations différentielles stochastiques rétrogrades ou le générateur g est loca-
lement lipschitizien, c’est & dire n’est pas globalement lipschitizien.

Le dernier chapitre est consacré a ’étude d’existence et d’unicité pour les équa-
tions différentielles stochastiques rétrogrades avec générateurs qui satisfont la condition
stochastique de lipschitz, c’est & dire, la condition de la continuité uniforme de Lipschitz

est remplacée par une condition stochastique.
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Chapitre 1

Le calcul stochastique

Le calcul stochastique est une extension du calcul différentiel et intégrale classique,
dans laquelle les processus & temps continus remplagant les fonctions, et les martingales
jouent le role des constantes.

Le but de ce chapitre est consacré & donner des définitions de base et des résultats

principaux pour les utiliser aux prochains chapitres.

1.1 Généralités sur les processus stochastiques

Définition 1.1 (Processus Stochastique) Soit T' un ensemble. On appelle processus
stochastique sur un espace de probabilité (Q, F, P) indexé par T et & valeurs dans R?,
une famille (Xy)ier d’applications mesurables de (Q, F) dans (R%, B(R?)) ; pour tout t € T,

X; soit une variable aléatoire.

Remarque 1.2 Les fonctions t ~ X (w) sont appelées les trajectoires du processus sto-

chastique X;.
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Définition 1.3 On appelle filtration (Fi)i>0 de (2, F), une famille croissante de sous

tribus de F .1.e Fs C Fy C F, Vs < t.

Remarque 1.4 Un espace de probabilité (2, F, P) muni d’une filtration (Fy)ier est satis-
fait les conditions habituelles si :
i) Les ensembles négligeables sont contenus dans Fy.

i1) La filtration est continue & droite i.e. Fy = Mgy Fs V.

La famille croissante de sous tribus G; = o(Xs s < t) s’appelle la filtration natu-
relle du processus stochastique X . Mais Gy ne contient pas nécessairement les ensembles
négligeables (N), ¢’est pour cela on introduit la filtration naturelle augmentée de X définie
par F; = o(N U Gy). Lorsque nous parlerons de filtration naturelle, il s’agira toujours de la

filtration naturelle augmentée.

Définition 1.5 Un processus stochastique (Xi)ier est adapté par rapport a la filtration

(Fi)es0 siVt >0, Xy € Fy ice. Xy est Fr—mesurable pour tout t.

Définition 1.6 Soient (X¢)i>0 et (Yi)i>0 deux processus stochastiques définis sur méme
espace (Q, F, P)

(1) X est une modification (ou une version) de'Y si : pour tout t > 0, les variables
X et Y; sont égales

P—psVtP(X; =Y, )=1

(i) X et'Y sont indistinguables si P — p.s.les trajectoires de X et'Y sont les
meémes i.e.

P(Xy =YVt >0)=1.
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Définition 1.7 Un processus stochastique (Xi)i>o est progressivement mesurable par rap-
port a (Fi)i>0,si Lapplication (s,w) — Xs(w) de [0,t] x Q dans R? est mesurable par

rapport a B([0,t]) @ Fy et B(RY).

Remarque 1.8 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté. On note
aussi que si X est processus mesurable et adapté alors il posséde une modification progres-

sivement mesurable.

Proposition 1.9 Si X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continues a
droite (ou & gauche), alors X est mesurable et progressivement mesurables s’il est de plus

adapté.

Définition 1.10 Un processus V = (Vi.t > 0) est dit a variation bornée sur [0,t] si

<K

S;lpz “/ti+1 - V;fz
L
Définition 1.11 Un processus V = (Vi.t > 0) est dit a variation finie sur [0,t] si

< o0

sgpz Vi — Vi,

Définition 1.12 Les variables aléatoires Xy — Xs,0 < s < t, sont appelées les accroisse-
ments du processus stochastique ( X3).

(1) Processus a accroissement indépendants :
(Xt — Xs) LFS =0(X, ,0<r <s)V0<s <t
(i) Processus & accroissement stationnaires :

Xt—XSNXt,S—X[),VOSSSt.
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Définition 1.13 (Temps d’arrét) Une variable aléatoire T : Q — [0,00] est un temps

d’arrét si l’événement {T <t} € F;,Vt, 0 <1t < 0.

Définition 1.14 On appelle Mouvement Brownien un processus stochastique (Bt)i>0 &
valeurs réelles tel que :
(1) Continuité P — p.s; la fonction s — Bg(w) est une fonction continue ;

(79) Indépendance des accroissements : si 0 < s <t,B; — By est indépendant de

Fs = 0(By,u < s) et de loi gaussienne centrée de variance ¢ — s;
(797) Stationnarité des accroissements : si 0 < s < ¢, la loi de B; — B est identique a celle
de Bt—s - BO = Bt—s

On dit qu’un mouvement brownien par rapport & = si By = x.

Définition 1.15 Un mouvement brownien est dit standard si By =0 P — p.s,E[By] =0

et B[B?] = t.

Dans la suite si on parlera de mouvement brownien sans précision, il s’agira d’un

mouvement brownien standard

Proposition 1.16 Soit (B;):>0 un mouvement brownien standard, alors By est un proces-
sus gaussien i.e. pour tout n et tous 0 < tg < t1 < to..... < tn, (By,-...B,) est un vecteur

gaussien.

Théoréme 1.17 X est mouvement brownien standard si et seulement st X est un processus

gaussien continu centré de fonction de covariance

cov(Xs, Xi) = s ANt = min(s,t).
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Proposition 1.18 Soit B un mouvement brownien Standard, on a :

1- pour tout T' > 0,{Byy7 — Br}i>0 est un mouvement brownien indépendant de
0(By,u <T)

2- pour tout ¢ > 0, {ch%}tzo : est un mouvement brownien ;

8- Le processus défini par Xo =0 et Xy =tB1 est un mouvement brownien ;
t

Proposition 1.19 Soit B un mouvement brownien on a :
1-Vt, P — p.s,.B; nest pas différentiable en aucun point t.

2- B; n’est pas a variation finie en aucun point t.

Définition 1.20 Un processus (M;)i>0 est dit martingale si :
(i) Pour tout t > 0, My est Fy— mesurable ;

(i) Pour tout t > 0, My est intégrable i.e. B(|M|) < oo ;

(7i1) Pour tout Vt>s>0E(M;|Fs) =M, P— p.s.

On définit de maniére similaire une sous-martingale si (iii) est remplacé par
E(M; | Fs) > Ms P — p.s.
Et sur-martingale si (iii) est remplacé par
(B(M; | Fs) < M) P—p.s,Vt>s>0.

Proposition 1.21 Le mouvement brownien standard (B, t > 0) est une martingale par

rapport & sa filtration naturelle FP = o(Bs,0 < s < t).

Proposition 1.22 soit (Bt)i>0 un mouvement brownien. Les processus suivants sont des

martingales par rapport a (FP) :
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(i) My = B} —t,

(i1) N, = eBr=2),

Théoréme 1.23 (de Lévy) Soit Xy un processus stochastique & trajectoires continues,
adapté a la filtration (F;) et tel que :

(1) X¢ est une martingale par rapport o (Fy) ;

(ii) (X2 —t) est une martingale par rapport a (Fy) ;

alors X; est un mouvement brownien.

Théoréme 1.24 (Théoréme d’arrét) Soit (M) est une martingale continue par rapport
a (Fy) et Th, Ty deux temps d’arréts tels que 0 < Th(w) < Th(w) < K < 00, Yw € Q. Alors
E(Mz, | Fr,) = My, P — p.s et donc E(Mrg,) = E(Mr,)

En particulier, st 0 < T(w) < K,Yw € Q, alors BE(Mr) = E(Mp).

Le théoréme est encore valide pour une sous-martingale et une sur-martingale (

avec les inégalités correspondantes ).

Théoréme 1.25 (Théoréme d’arrét de Doob) Si X est une martingale et si o et T

sont deux temps d’arrét bornés tels que o < 7,E[X; | F,] = X, P —p.s.

Théoréme 1.26 (Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy "BDG") Soit p € ]0, 00].

Il existe deux constantes c, et Cp, telles que, pour toute martingale continue X, nul en 0.

&, Bl(X, X)%] < Elsup | X:[] < C,E[(X, X)Z].
>0

Remarque 1.27 En particulier, si T > 0,

b b
B(X, X)2] <E[ sup |X;|] < C,E[(X,X)2].
0<t<T
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Théoréme 1.28 (Théoréme de représentation des martingales) Soit (Fi)o<i<7 la fil-
tration naturelle du mouvement brownien standard (By)o<t<7. Soit M une martingale conti-

nue de carré intégrable par rapport & (Fi)o<i<r. Alors il existe un processus adapté H tel
T

que E(/Hszds) < oo et, pour tout t € [0,T],
0

¢
Mt—Mo—l—/HSdBS P—p.s
0

Définition 1.29 (Processus d’Itd) On appelle processus d’Itd, un processus X a valeurs

réelles tel que :

¢ ¢
VO<t<T, Xt:Xo—l-/bsds —i—/asdBS, P—p.s (1.1)
0 0

o Xo est Fo—mesurable, b et o sont deux processus progressivement mesurables vérifiant

les conditions

t t
/|b3|ds <oo et /|as||2ds < 00
0 0

Le coefficient b est le drift ou la dérivée, o est le coefficient de diffusion.

Théoréme 1.30 (Formule d’It6) Soit f une fonction définie sur Ry x R de classe C*

par rapport o t, de classe C? par rapport & x, o dérivées bornées, on a

t t

t
£(6.X0) = £(0.X0) + [ (s X)X+ [ X0ds+ 5 [ s Xookds (12
0

0 0

ce qui l’on note

(X)) = (0050 + 5 fhalt X ldb + (e, X)X, (13)

= X+ £ XX + 3 2 X)d(X),
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Proposition 1.31 La formule d’Ité montre que
d[XlXQ](t) = Xl(t)dXQ(t) + Xg(t)Xm(t) + Jl(t)O'Q(t)dt (1.4)

Cette formule est connue sous le nom d’intégration par parties. La quantité o1(t)oa(t) cor-

respond au crochet de X1, Xo noté (X1, Xo) est défini comme le processus a variation fini

t

<X1, X2> = {0’1(8)0’2(8)018.

1.2 Equations différentielles stochastiques(EDS)

Définition 1.32 Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme

t t
X, = x+/b(s,Xs)ds + /O'(S,Xs)st, (1.5)
0 0

ou sous une forme

dX; = b(t, Xt) dt + U(t, Xt)dBt
(1.6)

XO =T
Le coefficient b s’appelle le drifft et la matrice oot s’appelle la matrice de diffusion
L’inconnu est le processus X. Le probléme est, comme une équation différentielle
ordinaire, de montrer que sous certaines conditions sur les coefficients, I’équation différen-

tielle a une unique solution.

Définition 1.33 (Solution d’EDS) Une solution (forte) de ’EDS (1.6) est un processus
continu tel que :
1- X est progressivement mesurable ;
2-P—p.s j{|b(s,Xs)|} +llo(s, X )|?ds < o0 ; 0w ||o|| = trace(oo™) ;
0

¢ ¢
3-P—ps,ona:Xe=u+ [b(s,Xs)ds + [o(s,Xs)dBs,0<t<T.
0 0
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On note :

I’espace des processus X; progressivement mesurables, tels que :
S?
E( sup |X¢|*) < o0), muni de | X| =E

1/2
sup | Xy < 00
0<t<T 0<t<T

S?: {le sous espace de S? formé des processus continus.}

Lemme 1.34 (de Gronwall) Soit g : [0,T] — R une fonction vérifiant

t

Ve [0,T] 0<g(t) <at)+ ,B/g(s)ds
0

pour une constante B > 0 et pour une fonction « : [0,T] — R intégrable par rapport a la

mesure de Lebésgue. On a alors

t
e [0,T] 0<glt) <alt)+ 8 / a(s)eP = ds
0

L’intérét est notamment que g n’apparait qu’une seule fois dans la nouvelle in-

équation ) en particulier, si a est une fonction constante, on trouve
vVt € (0,77, g(t) < ael
etsia=0, onag=0

Théoréme 1.35 (Existence et unicité) On suppose que
a) les fonctions b et o sont continues.

b) Il existe K tel que pout tout t € [0,T], v € R, y € R™ :

(2) |b(t,x) —b(t,y)| + ||lo(t,x) —o(t,y)|| < K |x —y| (condition de Lipschitz)
(1.7)

(1) [b(t,z)| + |lo(t,2)|| < K(1+ |z|) (condition de croissance)
¢) B( sup |X)? < ).
0<t<T

Alors I'EDS (1.6) posséde une unique solution, cette solution appartient a S2.
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Définition 1.36 (Processus de Markov) Soit (X;,t > 0) un processus stochastique.

(X1:) est appelé processus de markov si pour tout 0 < s < t, toute f € Cp(R),
E(f(Xp) | 7Y) = B(f(Xy) | Xo),

od]{;xéo'{Xr, 0<r<s}.

1.3 Changement de probabilité

Proposition 1.37 Soit (0, F,F;, P)i<r un espace de probabilité filtré et soient P et Q
deuzx probabilités sur (Q, Fr).On suppose P et QQ équivalentes. Alors il existe (L, t < T,
P — (F;) martingale strictement positive telle que Q = L P sur Fr et Q | Fy = LiP | F,
c’est a dire telle que Eg(X) = Ep(L:X) pour tout variable X Q—intégrable F;—mesurable

pour tout t <T. De plus Lo =1 et Ep(Ly) = 1,Vt < T

Théoréme 1.38 (Girsanov) Soit (By,t > 0) un mouvement brownien sur un espace

(Q,F,P) et (F) sa filtration naturelle. Soit

t t
1
Ly =exp /Osst — 2/9?(18 ,
0 0

ot 0 est un processus (F;) -adapté (autrement dit dL; = L,0,dBy).

On suppose E(Lyp) = 1. Soit dQ | Fr = LpdP | Fp. Le processus By s’écrit

- t ~
By = B; + f fsds ou B; est un Q-mouvement brownien. Sous la condition de Novikov
0

T

Ep(exp s [ 02ds < o). L; est une variable positive d’espérance 1 sous P et L est une P-
0

martingale. Si L n’est pas d’espérance 1. L est une sur-martingale d’espérance strictement

plus petit que 1. Une fagon d’utiliser le théoréme de Girsanov est la généralisation suivante
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Proposition 1.39 Soit Z une P-martingale locale continue et Q définit sur F; par
1

On suppose que Q) est une probabilité . Si N est une P-martingale locale continue. Le
processus (Ny — (N, Z); = Ny — L%(N, L), t > 0) est une Q-martingale locale continue de

crochet (N);.
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Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques rétrogrades(EDSR)

2.1 Présentation du probléme

Considérons un espace de probabilité filtré (2, F, (Ft)¢>0, P), une variable aléatoire
& mesurable par rapport a Fr. On veut résoudre I’équation différentielle suivante :
- =91), te[0,T]

Yr=¢

En imposant que pour tout instant ¢, Y; ne dépende pas du futur apreés ¢ c’est a dire que le
processus Y soit adapté par rapport a la filtration (F)i>o -

Prenons I'exemple le plus simple a savoir ¢ = 0. Le candidat naturel est Y; = &
qui n’est pas adapté si € n’est pas déterministe. La meilleure approximation - disons dans
Lo adaptée - est la martingale Y; = E(£ | F;). Si on travaille avec la filtration naturelle d’'un

mouvement brownien, le théoréme de représentation des martingales browniennes permet
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de construire un processus Z de carré intégrable et adapté tel que :
t
Y =B (€| F) = BE) + /zsst
0
ce qui implique que
T
Y, =& - /ZSst i.e. —dY; = —Z;dB;  avec, Yr=¢£
t

On voit donc apparaitre sur 'exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le proces-
sus Z dont le role est de rendre le processus Y adapté. Par conséquent, comme une seconde
variable, apparait, pour obtenir la plus grande généralité, on permet & g de dépendre du

processus Z ; I’équation devient donc :

—dY; = g(t,Yy, Zy)dt — ZydBy,  avee, Yp=¢§

2.1.1 Notation

— Soit (2, F, P) un espace de probabilité complet, B un mouvement brownien
d-dimensionnel sur cet espace. On note (F;);>0 la filtration naturelle du mouve-
ment brownien B. On travaille avec deux espaces de processus.

— On note S?(RF) I’espace vectoriel formé des processus Y, progressivement me-

’2

surables, a valeurs dans RF, tels que :[|Y[|%, = E [ sup |Y:|7| < o0,
0<t<T

— S2(R¥) le sous-espace formé par les processus continus.
— MZ(RkXd) le sous-espace formé par les processus Z, progressivement mesurables,

a valeurs dans R*?, tel que :|| Z|2 . = E

T
[11Z:|)dt | < oo
0

~ Si Z € R¥*4 || Z||2 = trace(Z, Z*)

— M?(RF*?) désigne I’ensemble des classes d’équivalences de M (RF*9).
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— Les espaces 52,52, M? sont des espaces de Banach pour les normes définies
précédemment.

— On désigne (2 I’espace de Banach S2(R¥) x M2 (RFX),

— On donne une application aléatoire g définie sur [0, 7] x Q x R x R¥*? 3 valeurs
dans R* telle que pour tout (y,z) € RF x RF*9 le processus {g(t,vy, 2) }o<i<T
soit progressivement mesurable.

— On considére une variable aléatoire £ mesurable par rapport & Fr et a valeurs
dans R*.

Le probléme est de résoudre I’équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR)

suivante :
—dYy = g(t, Y1, Zy)dt — Z1dBy, 0<t<T avee, Yr =2E¢,

ou, de facon équivalente, sous forme intégrale,

T T
Yi=¢+ /g(r,Yr,Zr)dr - /ZrdBT.. 0<t<T. (2.1)
t t

La fonction g s’appelle le générateur de '’EDSR et £ la condition terminale.

Définition 2.1 Une solution de I’EDSR (2.1) est un couple de processus {(Y, Zt) Yo<i<T

vériftant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs dans R* et R¥*¢ respectivement ;
T

2. P—ps. [{lg(r,Ye, Zo)| + [|Z:]*}dr < oo;
0

3. P—p.s,ona:

T T
Ytzf—l—/g(r,Yr,Zr)dr—/ZTdB, 0<t<T.
t t
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On peut remarquer que les intégrales de 1’équation (2.1) étant bien définies et comme
le processus Y est progressivement mesurable, il est adapté et donc en particulier
Yy est une quantité déterministe. Avant de donner un premier résultat d’existence
et d’unicité, nous allons montrer que sous une hypothése relativement faible sur le

générateur g, le processus Y € S2.

Proposition 2.2 Supposons qu’il existe un processus { g yo<i<T positif, appartient a M?(R)

et une constante positive A tels que
V(ty,2) € [0,T] x R¥ x R¥*4 [g(t,y,2)| < ge + Aly| + || 2])-

Si {(Yy, Z) Yo<i<r est une solution de UEDSR (1.2) telle que Z € M? alors Y appartient a

S2.

Démonstration. Le résultat est déduit de lemme du Gronwall et du fait que Yj

est déterministe. En effet, on a pour tout ¢ > 0

t t
Yi=Yo~ [90:¥,,2)dr+ [ Z,dB,
0 0

et par suite, utilisant ’hypothése sur g

T ¢
%< Yl + [ o4 M2+ sup | [Z,aBi| 1 [ vl ar
0<t<T
0 0
Posons
T ¢
€= |Yo| + /(gr + M| Z,||)dr + sup /ZTdBT
0<t<T

0

Par 'hypothése, Z € M?2, via I'inégalité de Doob, le troisiéme terme est de carré intégrable ;

il en est de méme pour {g: }o<t<7, et Yy est déterministe, donc de carré intégrable ; il s’en suit
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que & est une variable aléatoire de carré intégrable. Comme Y est un processus continu, le

lemme de Gronwall fournit I'inégalité sup |Y;| < &eM qui montre que Y € S2. Le résultat

0<t<T

est encore valable lorsque ||g1|| est une variable aléatoire de carré intégrable. m

Finissons par résultat d’intégrabilité :

t
Lemme 2.3 Soient Y € S%(R¥) et Z € M*(R¥*4). Alors {[YsZsdBs, t €
0

martingale uniformément intégrable.

Démonstration. Les inégalités de BDG, donnent

IN

[ sup /Y Z,dB,
0<t<T

T
[ 1212, 2ar),
0

< B[ sup [V;]
0<t<T

et par suite comme ab < % + %

E[ sup /YZ dB,|] < ¢ (B[ sup |K|2+E[/]]ZT\\2dr]).

0<t<T 0<t<T

2.2 Le cas Lipschitz

2.2.1 Le résultat de Pardoux-Peng

Hypothéses (L) :

Il existe une constante A telle que P — p.s

T
/ 12,1247,
0

[0,T} est une
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(L1) La condition de Lipschitz en (y, 2)
pour tout t,y,y',2,2', |g(t,y,2) — g(t. v/, 2| < M|y —¥/| + |12 = #||);
(L2) La condition d’intégrabilité
T
B |6+ [ lotr0.0dr| < oo
0

Nous commencons par un cas trés simple , celui ot ¢ ne dépend ni de y ni de z 1.e.
on se donne ¢ de carré intégrable et un processus {Gilo<i<r € M%(R¥) et on veut

trouver une solution de 'EDSR

T T
Ytszr/GTdr—/ZrdB 0<t<T (2.2)
t t

Lemme 2.4 Soient £ € L2(Fr) et {Gi}o<i<r € M?(RF), 'EDSR (2.2) posséde une unique

solution (Y, Z) telle que Z € M?.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que (Y, Z) soit une solution

vérifiant Z € M?2. Si on prend 'espérance conditionnelle sachant F;. On a nécessairement,
T
Y, =E §+/Grdr]}“t
t

On définit donc Y a l'aide de la forme précédente et il reste & trouver Z. Remarquons

t
que d’apres le théoreme de Fubuni, comme G est progressivement mesurable, [G,dr est un

0
processus adapté 4 la filtration {J; }o<i<7 ; en fait dans S? puisque G est de carré intégrable.

On a alors, pout tout ¢ € [0, T,

T t t
}Q:E(§+/GTdr|]§)—/Grdr:Mt—/Grdr.
0 0 0
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M est une martingale brownienne, via le théoréme de représentations des martingales, on

peut construire un processus Z appartenant a M? tel que :

t

t t
Yt:Mt—/GrdT:Mo—i—/ZrdBr—/Grdr
0 0 0

On peut vérifier facilement que (Y, Z) ainsi construit une solution de 'EDSR étudiée puisque

comme Yp = ¢,

t t

T T
Y, — € = M0+/ZrdBT—/Grdr— Mo+/ZrdBr—/Grdr
0 0 0 0
T

T
= /Grdr—/ZrdBT.
t

t

L’unicité est évidente pour les solutions vérifiant Z € M?. =

Théoréme 2.5 (Pardoux-Peng 90) Sous les hypothéses (L), ’EDSR (2.1) posséde une

unique solution (Y, Z) telle que Z € M?.

Démonstration. On utilise un argument de point fixe dans I’espace de Banach
(2, en construisant une application 1) de $2 dans lui méme, de sorte que (Y, Z) € 5% est
une solution de PEDSR (2.1) si et seulement si c¢’est un point fixe de .

Pour (U, V) € 2, on définit (Y, Z) = ¥(U, V) comme étant la solution de 'EDSR :

T T
Y}zf—i—/g(r,Ur,Vr)dr—/ZrdBT, 0<t<T.
t t

Remarquons que cette EDSR posséde une unique solution qui est dans 52. En effet, posons

G, = g(r,U,,V,). Ce processus appartient & M2, puisque g étant lipschitz,

|G| < 1g(r, 0,0)] + AU + AV ],
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et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, on peut appliquer le lemme
(2.4) pour obtenir une unique solution (Y, Z) telle que Z € M? et (Y, Z) appartient a 5% :
L’intégralité de Z est obtenue par construction et, d’aprés la proposition (2.2), Y € S2.
L’application ¢ de 5% dans lui méme est donc bien définie.

Soient (U, V) et (U, V') deux élément de 32 et (Y,2) = (U, V), (Y',Z') =

YU, V). Notons y=Y —Y'etz2=2—Z' onayr=0et
dy = —{g(t, Us, V4) — g(t, Uy, V/}dt + 2dB;.
On applique la formule d’It6 & e |y,5|2 pour obtenir :
d(e® |l ?) = e ye|* dt — 2e®y {g(t, Up, Vi) — g(t, UL, V) bt + 2e®tyy. 2d By 4 €| || dt

Par conséquent, intégrant entre ¢ et T', on obtient

T T T
e yt|2+/6MHzr!2dr = /ear(—a \yr > 2y, {g(r, Uy, Vi) —g(r, UL, V,,’})dr—/?emyr.zrdBn
t t t

et comme g est Lipschitz, il vient, notant u et v pour U — U’ et V — V' respectivement,

T T

e [ya? + / |2 |2dr < / ¢ (= [y 2 + 2\ gl + 2 [y o). —
t t

2e*"y,. 2, d By,

e

pour tout € > 0,on a, 2ab < “8—2 + b2, et donc l'inégalité précédente donne

T T T T

at 2 ar 2 ar 2)‘2 2 ar ar 2 2

e |yl —i—/e ||z ||“dr < /e (_OH_T) |y | d?"—/26 yr.zrdBr+€/e (lup |+ ||vp||7)dr,
t t t t

T
et prenant, a = %,on a , notant R. = ¢ [ (Ju,|* + |[v.||?)dr,
t

T T
vt [0,T], eyl + /eaerrH2dr <R - 2/earyr.szB,~ (2.3)
t t
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t
d’apres le lemme (2.3), la martingale locale { i ea’”y,«.z,«dB,«} est une martingale nulle en
0
0 puisque Y,Y’ appartiennent & S? et Z, Z' appartiennent a M?. En particulier, prenons

I’espérance, on obtient facilement pout ¢ = 0,

T
E /emHer2dr < E(R.). (2.4)
0

Revenant a 'inégalité (2.3), les inégalités BDG fournissent,

E

N

T
sup eat|yt|2] < E(R.)+CE /€2ar\yr|2|!ZrH2dT
0<t<T

. 2 2
puis comme ab < % + %,

T
1 C?
E[ sup e* |yt|2] <E(R.)+ =E | sup e |yt|2 + —E /e"”||zr||2dr
0<t<T 2 o<i<r 2 /
prenant en considération l'inégalité (2.4), on obtient finalement
T
E| sup eo‘t|yt|2+/eo‘r\|zr||2dr < (34 CHE(R,),
0<t<T
0
et par suite, revenant a la définition de R,
T T
E | sup e ]yt\z + /eaTHzTH2dr <e(3+ 02)(1 VT)E | sup e \utIQ + /eO‘THvTH2dr
0<t<T g 0<t<T g

prenant e tel que e(34+C?)(1VT) = %, de sorte que 'application 1) est alors une contraction

stricte de 42 dans lui méme si on le muni de la norme

1
T 2

U V)a=E | sup e [0, + /e“nwn?dr ,
0<t<T A
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qui en fait un espace de Banach, cette derniére norme étant équivalente a la norme usuelle
correspondante au cas a = 0. ¢ posséde donc un unique point fixe, ce qui assure I'existence
et Punicité d’une solution de PEDSR (2.1) dans $2. On obtient ensuite une unique solution

vérifiant Z € M? puisque la proposition (2.2) implique qu'une telle solution appartient &

62 m

2.3 Cas monotone

L’objectif de ce paragraphe est s’établir un résultat d’existence et d’unicité pour

les EDSR s’affranchissant partiellement de la condition de Lipschitz en y.

2.3.1 Présentation du probléme

Nous allons affaiblir la condition de Lipschitz de g dans la variable y pour la
remplacer par une condition de monotonie. Ce type d’hypothése est apparu dans I'article
de S.Peng [17] pour traiter le cas des EDSR avec temps terminal aléatoire c’est a dire
EDSR pour lesquelles on impose la condition Y, = £ avec 7 temps d’arrét. L’hypothése de
monotonie est trés employée : elle permet de traiter les EDSR avec temps final aléatoire et
d’autre part d’affaiblir I’hypothése de croissance sur g en y.

Considérons B un mouvement brownien d-dimensionnel défini sur un espace de
probabilité (Q, F, P) complet. Soit ¢ : [0,T] x © x RF x R¥*" — R* une fonction aléatoire
telle que pour tout (y, z) le processus {g(t,y, 2) fo<t<T soit progressivement mesurable et

soit £ une variable aléatoire Fr—mesurable.

Hypothéses (H) :
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Il existe des constantes K > 0, u € R, C' > 0 et un processus progressivement

mesurable {g; }o<t<7, positif tels que, P — p.s.

(H1) —Condition de Lipschitz en z :

V(t,y),¥(z,2),

9(t,y,2) = g(t,y, 2)| < K[|z = 2|5
(H2) —Monotonie en y : pour tout t, z :
Yy, y), y—y)(9(ty.2) — g(t,y,2) < ply — o'
(H3) —Croissance linéaire en (y, 2) :
V(t,y:2), 19(ty,2)] < g0+ Cly| + K ||z]];

(H4) —Continuité en y : pour tout (¢,y),z — g(t,y, z) est continue;

(H5) —¢ est Fr—mesurable et
T

E |§|2+/gt2dt < 0.
0
Notre objectif est d’étudier I’existence et 'unicité de 'EDSR

T
Yi—g+ [otnYzar - 2,48, 0<i<T
t t

lorsque (&, g) vérifie 'hypothése H

Corollaire 2.6 Soient (£, 9) et (¢',g') vérifiant (H) avec (u, K,C) et (u', K',C"); soient

(Y,Z) et (Y',Z") des solutions des EDSR associées telles que Z,Z' appartient a M?. II

existe une constante universelle C, telle que

T T

E | sup eaf|m|2+/em||5ztu2dt < OB [T |56 + /em/ﬂag(t,y;’,zg)\dt

0<t<T
0 0
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avec o = 2(p + K?) et les notations classiques Y =Y —Y' 62 = 7 — 7', 66 = & — € de
méme que 5g(ta Y, Z) = g(tv Y, Z) - g,(tv Y, Z)

Démonstration. Remarquons tout d’abord que sous (H), dés que Z € M2, (Y, Z)
solution de 'EDSR de parametres & et f appartient & 2. Notons que (6Y,87) est solution
de 'EDSR de parameétres d¢ et f(t,y,z) = g(t,y + Y/, 2+ Z]) — ¢'(t,Y', Z"). Or, d’apres
I’hypothese (H),
y-f(ta Y, Z) = y'(g(ta Yy + Y;f/a z+ Zé) - g(tv Y;tlv z+ Zt,)) + y-g<t7 Y;tlv z+ Zt,) - g(ta }/t,) Zz{))

+y'(g<t7 Y;5/7 Z;) - g,(tv Y/7 Z/))
d’ott Von déduit que y.f(t,y,2) < ply[* + K |y| ||]| + |y| [39(¢, Y, Z7)|. =
Proposition 2.7 Soit ¢ € L?(Fr).Supposons qu’il existe des constantes i, K et un proces-
sus {gtyo<t< appartient a M?(R*) tels que P — p.s

Soit (Y, Z) € ? solution de ’'EDSR (3.1), alors il existe une constante universelle C,, telle

que
T T

E sup eat ’Y%‘?_i_/eat HZtH2 dt| < CuE eat |§’2+ (/eat/Qgtdt)2 ’
0<t<T 0 0

avec o = 2(p 4+ K?). De plus, on a, pour tout t € [0,T], notant v =1 + 2u + K2,
T
Y <B [0 4 ([0 0g2an )
t

2.3.2 Existence et unicité de solution

Théoréme 2.8 Sous les hypothéses (H), I’EDSR (2.5) posséde une unique solution telle

que Z € M?>.
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Démonstration. Pour I'unicité, il suffit d’appliquer le corollaire (2.6). Pour ’exis-
tence nous utilisons un argument de point fixe basé sur la proposition précédente. Pour
(U, V)élément de 52, notons (Y, Z) = ¥(U, V) la solution de 'EDSR de la proposition pré-
cédente. W est une application du 42 dans lui méme, si (Y’, Z') = U(U’, V"). Les estimations

a priori donnent, si o« = 2u
2

T T
E | sup ](5Yt2+/H(SZt\2dt < Cuel®TE /\g(t,xft,m)—g(t,n,w)\dt ,
0<t<T
T 0 0

ou ¢ a sa signification habituelle. Linégalité de Holder conduit & la majoration, comme g

est K-Lipschitz en z,

T T
E| sup [oY° + / 16ZP dt| < Coelo K27 / 16Vl dt |
0<t<T 0 0

cette derniére inégalité montre que ¥ est une contraction stricte si T' est suffisamment petit
et fournit donc le résultat sous cette restriction. Dans le cas général, il suffit de subdiviser,
I'intervalle de temps [0, 7] en un nombre fini d’intervalles de longueur convenable : on résout

d’abord sur [T'—n,T| puis sur [T —2n,T — 7). =

2.4 Le role de Z

T
Nous allons voir que le role de Z, plus précisément celui du terme [Z,dB,, et de
t

rendre le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est nul.
Proposition 2.9 Soit (Y, Z) la solution de ’EDSR (2.1) et soit T un temps d’arrét majoré
par T'. On suppose, outre ’hypothése (L) que & est Fr—mesurable et que g(t,y,z) = 0 dés

quet > 1. Alors Yy =Yipr et Zy =0 sit > 7.



35

Démonstration. On a P.p.s,

ZydB, 0<tLT

T T
Y=g+ [on Ve Zo)dr -
t t

et donc, pour tout t = 7, comme g(t,y,z) =0 dés que t > 7,

T T T
Yo=¢+ 90 2)dr ~ [ 248, —¢ - [ 2,48,

T
il vient alors Y; = E(§\F;) = £ et par suite [Z,dB, = 0 d’ou l'on tire que
T

T 2 T
E /ZTdBT =E /||ZT||2dr =0
T

T

et finalement que Z,1,>, = 0. Il s’en suit immédiatement que si, t > 7,Y; = Y, puisque
par hypothése,
t t
Y, = Y}.—i—/g(?“,Y,«,Zr)dr—/ZrdBr =Y -0-0,
T T

ce qui termine la preuve. m
Notons que dans le cas ou & et g sont déterministes alors Z est nul et Y est la

solution de I’équation différentielle

dYy

dt g(v t70)7 T 5

2.5 Exemples d’applications des EDSR en mathématiques fi-

nanciéres

Les mathématiciens ont depuis longtemps essayé de résoudre les questions soule-

vées par le monde de finance. Une des caractéristiques de ces questions - il suffit de penser
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a la bourse pour s’en convaincre - est qu’elles font apparaitre des dynamiques d’apparence

désordonnées et c’est pourquoi les modeéles probabilistes semblent relativement bien adaptés

a cette situation.

De nombreux probabilistes se sont penchés sur ces questions raffinant sans cesse

les modeéles utilisés.

Le modeéle de Black—Scholes conduit & un exemple d’EDSR linéaire. Prenons
le cas le plus simple. On se place dans un marché financier sur lequel on a une

action dont le prix d’une part est régi par 'EDS suivante :

dSt == St (,U,dt + O'dBt) 5 S() =T (26)

tel que S est le prix de l'action, ott u € R et o > 0 . Le paramétre o s’appelle
la volatilité et (B;) un mouvement brownien standard. Le modeéle & étudier sur
I'intervalle [0, 7], ot T est la date d’échéance de I'option a étudier. Parallélement
& cette action, on a un placement sans risque qui s’apparente & une obligation,
dont le taux de rendement est constant, égale & r, alors que le prix de cette

obligation est donné par :

th = ’I“tht, Ro =Yy (27)

ou r est une constante positive. Cela signifie que le taux d’intérét sur le marché
des placements sans risque est constant et égale & r. On posera Ry = y, de
sorte que Ry = ye™, pour t > 0. L’évolution du cours de 'action est régie par

I’équation différentielle stochastique

dSt = St (,udt + O'dBt> s S() = X.
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telle que la solution de cette équiation est :
1, N R
St = Spexpq | pu— 50 t+ oB;p ou Sy est le cours observé a la date 0.

Un probléme fréquent en finance consiste & donner un prix aux options. Une
option européenne d’achat, un "call", de maturité T et de prix d’exercice K est
un contrat qui donne le droit mais non l'obligation & son détenteur d’acheter
une part d’action de prix d’exercice K & la date T. Le vendeur de l’option
s’engage donc & payer a son détenteur la somme (St — K)™ qui représente le
profit que permet I’exercice de I'option. Plus généralement, on peut imaginer un
actif contingent dont le bénéfice est une variable aléatoire positive £ qui dépend
de (St)o<t<7- A quel prix v vendre l'option? Le vendeur doit s’assurer qu’en
vendant ’option & ce prix a la date t = 0, il disposera de la somme & a la date
t = T. Pour trouver v, I'idée fondamentale est celle de duplication : le vendeur
vend l'option au prix v et investi cette somme dans le marché en suivant la

stratégie (Z;)o<t<r & trouver !La valeur de son portefeuille est régi par 'EDS
dVy = rVidt + 0Zydt + Z1dBy, Vo = wv.

Le probléme est alors de trouver v et (Z;)o<i<7 de sorte que la solution de 'EDS
précédente vérifie Vp = £; on dit dans ce cas v est le prix équitable. En d’autres

termes, peut-on trouver {(V4, Z;) }o<t<7 adapté tels que :
dVy = rVidt + 0Z,dt + Z:dB;, Vp =E&,

auquel cas il suffit de vendre I'option au prix v = V. Il s’agit dans ce cas de

résoudre une EDSR. qui est linéaire.
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— Supposons maintenant que "le régulateur du marché" veuille éviter la revente
instantanée de ’action. Il peut soit interdire formellement cette transaction soit
pénaliser les investisseurs qui se livrent & cette pratique par exemple en leur
faisant verser une somme proportionnelle & Sr, = vZ; (v > 0). Dans ce dernier

cas, dupliquer un actif contingent revient & résoudre ’'EDSR

AV = (rVi + 0Zydt — v Z;)dt + Z4dBy, Vi =€

I’EDSR n’est pas linéaire mais vérifie néanmoins 1’hypothese (L).

— Un autre exemple d’EDSR non linéaire intervient en finance est le suivant

AV = (Vi + 02Z,)dt + Z;dB; — (R—r1)(Vy — ZyJo)~dt, Vi =¢

On est amené a résoudre cette derniére équation pour dupliquer un actif contin-
gent lorsque le taux d’emprunt est R > r.auquel est rémunéré I’argent. Il n’est
dans ce cas pas raisonnable d’emprunter de I’argent & un taux R et d’investir
au méme moment sur le placement str dont le taux est r.

Signalons que dans tous les exemples précédents, les stratégies sont addmissibles

ieVy > 0.
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Chapitre 3

Equations différentielles
stochastiques rétrogrades avec
générateurs localement

lipschitiziens

3.1 Présentation du probléme

Nous allons étudier les équations rétrorgrades de générateur g ne vérifiant la condi-

tion (L1) du théoréme (2.4) que localement et non globalement.

Considérons £ une variable aléatoire bornée et Fr—mesurable, g une application de

[0,T] x 2 x R x R? dans R, P ® B(RP*!)—mesurable satisfaisant & :
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(C1) 3¢ >0,a €]0.2] et h une application de R dans RT finie sur les compacts tels que

pour tout ¢,y et z on ait,
l9(t,y, 2)| < (L + |yl + h(y)-[2]%)
(C2) VN e N,3Cx > 0 tel que V ¢ € [0,T], (y,2) et (/,7') € [-N,NP™ on ait
lg(t,y,2) — gty 2)| < Cn(ly — /| + |z = #|)

Nous allons montrer que ’équation rétrograde de générateur g admet une seule solu-
tion. L’idée consiste a construire une suite convergente de solutions d’équations rétro-
grades dont la limite (Y, Z) est solution de I’équation de générateur g. Nous aurons

besoin pour cela du lemme suivant :

Lemme 3.1 Soit ¥ une application de [0,T] x Q x R x RP dans R* (resp R~) P ®
B(RPY)—mesurable vérifiant la condition (C2) ci-dessus. Il eviste une suite croissante
(resp décroissante (Ui, k > 0) d’applications définies sur [0,T] x Q x R x RP dans R* (resp

R~ ) P ® B(RPTY)—mesurable de limite U vérifiant :
Vk > 0,3¢, > 0 tel que Vt,y,y', z et 2/ ‘\Ifk(t,y,z) — Uy (t, y',z')‘ < Ek(|y - y" + }z — z")

Remarque 3.2 Pour tout (t,w) € [0,T]xQ fixé, la convergence de la suite (1 (t,w, .,.)) k>0

vers Y(t,w,.,.) est uniforme sur les compacts de R x RP.

Nous allons maintenant montrer que 1’équation rétrograde de générateur g admet

une solution.
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3.2 Reésultat d’existence et d’unicité

Théoréme 3.3 I existe un processus (Y, Z) P-mesurable & valeur dans R x RP tel que

(i) B

T

J (I%P +12.7) ds] < o

0

dY, = —g(t,Ys, Z)dt + ZdBy;  t<T
(é4)

Yr=¢

De plus ||[Y|* = Supp {|Y:(w)|, (t,w) € [0,T] x Q} < oo.

Démonstration. Les applications glj,>q et gljy<q satisfont la condition (C2)
ci-dessus vérifie par g. Par suite il existe une suite (¢™,n > 0) (resp. (¥",n > 0)) croissante
(resp. décroissante) d’applications lipschitiziennes de limite simple 91ig>0] (resp. gl[g<o]).
Considérons alors pour m> 0 et n> 0 la suite d’applications ™™ tel que ™™ = " + ™.

™ est lipschitizienne "1™ > ™ et ™™ > ™M+ De plus

Aussi pour m et n, @™
| (t,w, y, 2)| < (14 |y| + h(y).|2]") pour tout t,w,y et z. Il s’en suit que ™™ possede

les propriétés de g du théoréeme (2.5). Par consiquent il existe un couple de processus

(Ymm Znm)P—mesurable tel que,

(1) B

T
f(W?mF+MﬁmF)%]<oo
0

AY;™ = (L, Y] Z) e+ 2By t< T
(i)
Vi =g

Le théoréme de comparaison et les inégalités ci-dessus vérifiées par ™™

nous permettent
de déduire que Y"tbm > ymm of ynm > ynmt+l Montrons que pour tout n et m € N

[Ymm| < Cy et E < Oz ou Cy et Cz sont des constantes indépendantes

T 2
[ 1207 ds
0

de n et m.
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vVt €[0,7],Yn,m € N,Vs € [t,T] on a,
T
" (u, YO Z0™ Y du, — /Zﬁ’mdBu

S

ynmm €+

= £+

T
Z
T T

/np”’m(u,Yu"’m,O)du + /(w"’m(u,Yu"’m, Z"™)du

T
—""(u, Y™, 0))du — /Zg’mdBu

s

Soit alors d¢™™ (u,y, z) la suite de processus définis comme suit :

(Son’m(u7yvz);¢n7m(u7y70)) , Si 7 # 0

5" (u,y, 2) =
0 , Sinon

Il existe une constante Cy, , tel que |p™"™(u,y, z)| < Cpm V(t,w,n,m).Considérons P™™

la probabilité sur (€2, F) équivalente & P [12] définie comme suit :
dP™™/dP = L™

T T
1
= exp / 5™ (u, YU Z ™Y dB,, — 5 / |6 (u, Y™ Z1Y|2 du
0 0

Le processus B = B — [0 (u,Y,"™, Zy'™" )du est un (Fy, P™™)-mouvement brownien
0

et pour tout s € [0,7] on a,

T T
R e Oy
S S

Si By, désigne espérance sous P alors,

T 1/2 T 1/2
En.m / |z 2 ds = EB|L}™ / | Z™ 2 du,
0 0

1/2

IN

T
By )8 || 1207 du
0
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Or le second nombre de cette derniére inégalité est finie car Z™" est un élément de
L3([0,T] x Q,dt ® dP) et L™ est de carré intégrable puisque d¢™™ est uniformément

T
borné en (¢,w). Il s’en suit que le processus [Z,""dB;™ est une (F;, P™™)—martingale
0

t
fZg’mng’mH < oo [12], par consiquent pour tout s € [0, 7],
0

car By, ., {supKT

)

T
Y = B [V | Fs] = Bnml[€ | F +/E"m (™" (u, Y2, 0) | Fi] du

comme & est bornée alors,

T
Y2 et [Bun " (@ Y0 | Fldui s € 0,7).

s

Par ailleurs pour tout n, m appartiennent & N et pour tout ¢,w,y et z on a,
™ (8w, y, 2)] < e(1+ |yl + h(y) |2]7)

Il s’en suit que,

T
yrm <o (14 / B [V | Fi]du | 5 s € 0,7]

s

et ¢ est une constante indépendante de n, m.. Aussi, si ¢ et s appartiennent a [0, 7] tels que

s >t alors,
T

Enm [V | F) <€ | 1+ /En,m Y™ | Fil du

s

Grace a l'inégalité de Gronwall on a
B m [V | Fo] < ¢ exp{c(T — 5)}
et en prenant s=t on obtient

Y < exp{cdT},Vt € [0,T]
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Ceci pour la premiére majoration. Montrons la deuxiéme, pour tout n,m € N et s € [0,T]

on a, grace a la formule d’It6 appliquée de s a4 T,

T T
R [ 12 P = €2 [Yrme Y, 2
S

s

T
—Q/Yu”’m.Zg’mdBu.
S
En prenant ’espérance de chaque membre on obtient,

T T
E / |Z 2 du| < Bl€?]) +2 / E |y o™ (u, Y™, 2™ || du
0 0

car [Y,"".Z,"dBy"™ est une (F;, P™™)—martingale. Le fait que ¢™™ vérifie la condition
0

(C1) et la bornitude de Y, impliquent que,
T T
E /|Zﬁ’m|2du < E[E?] + cE /|Zﬁ’m|adu
0 s

ol ¢, jusqu’a la fin de cette épreuve, est une constante pouvant changer d’une ligne & une

autre Grace a I'inégalité de Young [8] (|a.b| < % lalP + % 1b]9), Va, b € R; % i % — 1) on a,
T T
E /|Z£L’m|2 du| < EK?} + %E /|Z37m‘2 du| + ((2 . a)TC2/(2_O‘)) /2
0 0

Par suite il existe une constante C'z indépendante de n et m telle que

T
B /zgmy?du <y
0

Nous allons maintenant construire le processus (Y, Z) qui sera la solution recherchée. Pour
tout m fixé (Y™™ n > 0) est une suite croissante bornée, elle est donc convergente. Appelons
Y™ sa limite. Comme pour tout m et n € Non a, Y™™ > Y™™+ alors la suite (Y™, m > 0)

est décroissante et bornée, elle est donc convergente. Notons Y sa limite. Il reste a construire
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Z. Grace a la formule d’Itd on a, pour tout n,m,p et k € N,

T
E |:(Yn,m Yp,k> 2:| +E /‘Zn,m Zp,k 2d
0 ) u T “u U
0

= 2E

u

(Yn,m o Yf,k) ((pn,m(u’ Y'un,m7 Z;L,m) o (pp,k<u7 Yzf’k, Zg,k)) du

o\ﬂ

IN

T
(0%
c|E /‘nym—yg”k‘(1+|Zg’my“+‘zg”“ )du
0

Car (Y™™),, m est bornée et pour tout n,m, |@™™(t,y, 2)| < c(1+ |y| + h(y) |2|%).

T T 1/~
n,m k n,m k|7 /2
<c|® /‘Yu —Yf"du v2|E /‘Yu —vrE|" g (C7)
0 0

Avec vy =2/(2 — ) ; cela est da a U'inégalité de Holder et au fait que
T
E / | ZP™ 2 du| < Cgz,Vn,m.
0

Or il existe une sous-suite (Y*mn m > 0) de (Y™™, n,m > 0) de limite Y dans L ([0, T] x
Q, dt®dP). Par consiquent la suite (Z¥n, m > 0) est de Cauchy dans L2([0, T x Q, dt®dP)
et est donc convergente dans ce méme espace, vers un processus Z. Montrons enfin que (Y, Z)
est solution de I’équation rétrograde considérée. Naturellement cela se fera par passage a
la limite. Il existe une sous-suite ((Y*m.m ZFmm)) o que 'on représentera toujours par
((Yhkmm Zkmm)), <o et un processus Z élément de L2([0,T] x Q,dt ® dP) et a valeurs
positives (sous-produit immédiat de la complétude des espaces L?) tel que :
(i) La sous-suite ((Ykmm zZkmm)) -, converge dt @ dP — p.s vers (Y, Z).

(i) ¥m > 0,|Zbmm| < Z .dt @ dP — p.s.
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Aussi pour tout m € N et t € [0,7] on a,

T T
}/tk?m,m — § + /@m’m(u, Yum7m’ Z;n,m) _ /Zlqjm,mdBu
0 0

T T
E sup/ ZEmm dB, /ZudBu
t t

t<T
- T t
< B / (fom’m —Zu) dBy|| +E |sup / ‘Z{jm’m — Z,|dB,
t<T
LI O 0
T 1/2
/ km " dBy — 0 quand m —— oo
0
Par ailleurs,
B T
k km,m km,m
E |sup / (cp mm(u, Yy, ™ Zy ™) — g(u, Yu,Zu)) du
t<T
-7
< E /‘gp (Y " Zy ™) — g(u, Yo, Zy) | du
:T
< km,m km,m k'm,m o k?m,m km,m ‘ N
< E /‘go (u, Yo ™™, Zy™™) — g(u, Yo, ™ Zy)™™) l{‘sz’“*’"’gzu}du
L O
+E /’g(u, Yukm’m,Zq]jm’m) — g(u, Yu, Zy)| du

et par application du théoréme de la convergence dominée on obtient la convergence vers
0, quand m —— oo, des deux derniers termes de la derniére inégalité. En effet, cela est
possible grace a la convergence uniforme sur les compactes de (@*mm (¢, w, .,.))m>0 vers
g(t,w,.,.), (remarque[3.2]) au fait que g et (¢*mm m > 0) satisfont la condition (Hy), a la
bornitude de (Y*mm),, - et aux points (i) et (ii) ci-dessus. Par consiquent si on pose, pour

th,Yt §+fgu Y, Zy)du — fZ dB, alorsE[supKT Ykm’mf{;}

] tend vers 0 quand

T
m +—— 00. Par suite Vt < T.,Y; = Yt et donc Vt < T.,Y; =&+ fg(u,Yu, Zy)du — [Z,dB,,.
t t
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Unicité de la solution. Nous allons maintenant étudier la question de 'unicité
de la solution de I’équation rétrograde de générateur g. Pour cela nous aurons besoin de
plus d’hypothéses de régularité su g et £&. Ausi supposons que les conditions Ajet Ay sont
satisfaites.

[A1]. g est une application définie sur [0,7] x R x RP telle que :

a) Vte[0,T],9(t,.,.) € CY(R x RP).

b) V(t,y,2) € [0,T] x R x RP,
9t y, 2)| < e(1+ [yl +[2])

et

|9y(t.y, 2)] < e(1+ Ln(1 + Ln(1 + [y| + [2])))

ou ¢’ est la dérivée partielle de g par rapport a y et ¢ une constante.

[As] . La variable aléatoire £ est élément de de D12, 'espace de Wiener[15]. De plus
il existe une constante M telle que {D;{‘ < MNVt<T;i=1,p. (Déf)tST est la dérivée de
Wiener d’ordre ¢ de €. Soit f une application de RP dans R différentiable et de différentielle

f’ bornée. Si & = f(Br),alors Vt < T D& = f'(Br); & vérifie donc la condition [As]. =

Proposition 3.4 I existe une constante n > 0 et Y, Z deux processus P-mesurables, a

valeurs dans R et RP tel que :

sup{|Y,| + 2] ,t < T} <

Yi=¢.
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Démonstration. Soit 6 (resp 0 ) une application indéfinement différentiable sur
R(resp R?) vérifiant 6(y) = 1si |y] < 1,0 < 0 < 1et O(y) = 0si |y| > 2 (resp 0(z) = 1
silz] <1,0<0 <1etf(z)=0silz| >2). Pour n > 1, on définit Papplication 6,, (resp
0,,) par 0,(y) = 0(), y € R (resp 0,(2) = én(%), z € RP). Aussi, 'application ¢g” telle que
9" (t,y,2) = g(t,y, 2).0n(y).0n(2), (t,y,2) € [0,T] x R x RP, est différentiable en (y, z) et de
différentielle bornée. Soit o = sup{€’(y), |y| < 2} (¢’ est la dérivée de 6) et N un entier > 1.

Il existe deux processus Y et Z (théoréme [2.5]) P-mesurables & valeurs respectives dans R

et RP tels que Vt < T,

T

T
Y, =¢&+ /gN(S,YS,Zs)ds — /stBs.
t t

De plus les pont (a) et (b) suivants sont satisfaits [15].
a) Pour tout t < T,Y; et Z; sont les éléments de D2 et pour tout u € [0,7], le

couple (D,Y:, Dy Zt)i<1 vérifie,

T
DuY;f = Dué""/(gg]/V(Sv}/VSvZS)DUYYS
t

T
+9N(s,Ys, Z)Du Zy))ds — /DqudBS.
t

b)vt € [0,T], DY; = Z;.
Le fait que gév soit uniformément borné implique que (comme la preuve du théo-

réme [3.3] en considérant I’équation rétrograde du point a) pour tout ¢ € [0, 77,

D12y < M-exp{(T—t)-(Sup){gqf,v(t,y,Z)\}
t,y,2

M.exp{T. sup |g)(t,y,2)|}
(t,y,2)

IN
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e

V(ty,2), gy (89, 2)] < lgy(t,y, 2) + 37 l9(t 9, 2)]
et que }gN(t, Y, z)’ = 0si |y| > 2N ou |z| > 2N. Par suite pour tout ¢ < T. |D;Y;| <
M.exp(T |g, |, + % lgly) ot pour toute application f définie sur [0,7] x RFT, |f[} =

sup{|f(t,y, 2)[, (, |y], |2[) € [0, 7] x [0,2N]?}. Aussi grace a I'hypothése [A1]

T
|DiZ;| < M.exp{cT'(1+ Ln(1+ Ln(1+4N))).exp Nca(l +4N)}

T
< (1 + Ln(1 +4N))T exp Ncoz(l +4N)

ol ¢ est une constante. Par ailleurs soit (Y, Z) et (Y, Z) les solutions des equations rétro-

grades suivantes : Vi < T,

T

th=§+/c(1+

t

Y| +

T T
Vimeo [e+ %) +|2)ds - [ 2.8,
t t

Aussi comme la preuve du théoréme [3.3], on montre qu’il existe deux constantes M et M

positives telles que pour tout t < T,

}7,5‘ < M et ‘f@! < M. De plus comme g" est de
croissance linéaire, alors le théoréme de comparaison nous permet de déduire que pour tout
t €[0,T], on a¥; <Y; <Y; et donc |Y| est borné par maz(M, M). Par consiquent si
N est plus grand que maxz(M, M) ainsi que ¢/(1 + Ln(1 + 4N))T. exp Lca(l + 4N) alors

gV (t,Y:, Zy) = g(t, Yy, Zy), ¥t € [0,T], 11 s’en suit que le processus (Y, Z) vérifie :

(1) sup{[Ye| +|Z],t <T} <2N =1

T T
(i) Vi =&+ [9(s,Ys, Zs)ds — [ZydBs.  t<T
t t
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Théoréme 3.5 Si le couple (g,&) vérifie les conditions [Ai1] et [As] ci-dessus, alors la so-

lution de ’équation rétrograde de générateur g est unique.

Démonstration. Soit (Y’, Z’) une autre solution de cette équation. Comme & est

bornée et g de croissance linéaire alors Y’ est bornée. Par ailleurs pour tout ¢ appartient a

[0,7] on a,
T T
Y; =&+ /g(s,YS,Zs)ds — /stBS. t<T
t t
et

T T
v =¢+ [o Vi Zyds— [Ziap. t<T
t t

Il s’en suit que,
T
Y, —Y, = (9(s,Ys,Zs) — g(s,Y], Z7)) / (Zs — Z;) dB,
t

( (s,Ys,Zs) — (s,YS',ZS)) ds

N\q “\q

+

w\ﬂ

T
(902, 2) ~ gl Y1, Z) ds — [ (2.~ 2})d
t

Aussi, appelons dg = ((0g):)i<7 le processus tel que pour tout ¢t < T, (6g); = (9(¢,Y}, Z;) —
g, Y}, Z))(Zy— Z}) L si Zy — Z] # 0 et 0 sinon. La bornitude de Y’ et Z impliquent que g
est un processus uniformément borné. Il existe donc une probabilité P’ sur Q équivalente a

P telle que B' = B — [(dg)sds est un (F;, P')—mouvement brownien. Par suite pour tout
0

€10,7] on a,

T

T
Yt—Yt':/(g(s,YS,Zs)—g(s,YS’,Z;))d /(Z Z.) dBs
t t
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Aussi grace a la bornitude de Y,Y” et Z, et le lemme de Gronwall on déduit (comme dans
théoteme [3.3])que |Y; —Y/| = 0,Vt < T, cela entraine aussi que Z; = Z;,Vt < T et donc

Iunicité de la solution de I’équation. m

Remarque 3.6 Les résultats des proposition [3.4](i) et le théoréme [3.5](ii) se généralisent
au cas multidimentionnel. Par ailleurs il reste vrais si la condition Ay ci-dessus portant un

gy €nonce comme suit :
V(t,y,2) € [0,T] x R x RP, |gy(t,y,2)| < e(1+ Ln(1 + (ly| + |2))7))

avec B sufisamment petit.
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Chapitre 4

Equations différentielles
stochastiques rétrogrades avec
générateurs lipschitiziens

stochastiques

4.1 Présentation du probléme et notations

Dans ce chapitre, nous allons étudier les équations différentielles stochastiques
rétrogrades (EDSR) de forme :

—dYVt = g(t, Y;g, Zt)dt — thBt

Y, =¢
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Comme nous avons vu aux chapitres précédents, le résultat d’existence et d’unicité de solu-
tion a été obtenu par Pardoux et Peng [13] dans le cas ou le temps d’arrét est déterministe et
le générateur g est uniformément Lipschitizien. Mais cette derniére condition est tres restric-
tive et ne peut pas étre supposée dans beaucoups d’applications intéressantes. En finance
par exemple, une question trés importante est de traiter le probléme d’évaluation d’une
option européenne d’un produit financier, prenant le cas le plus simple, celui du modéle de
Black-Scholes et d’un "call européen" le prix d’évaluation de cette option est équivalente &

résoudre ’EDSR linéaire

—dY; = [—Ttyz + HtZt}dt — Z1d By, Yr=¢

ou r; est le taux d’intérét et 6; est le vecteur de "risk premium". Tous les deux ne sont
pas bornés en général. Ainsi le théoréme de Pardoux-Peng ne peut pas étre appliqué dans
ce cas. En conséquent, nous sommes intéressés a détendre I’état de Lipschitz, c’est & dire,
nous devons renforcer d’autres conditions tout en dépendant la continuité de Lipschitz. En
effet, nous aurons des conditions plus fortes d’intégrabilités sur le générateur g aussi bien
que sur les solutions de 'EDSR. Ces états d’intégrabilité permettent pour remplacer I’état
uniforme de Lipschitz par état stochastique.

Soit (Q, F, (Fi)o<t<T, P) un espace de probabilité filtré. Soit (B) un mouvement
brownien d-dimensionnel & valeurs dans R%. Notons (F;);>0 la filtration naturelle du MB
dont on suppose qu’elle vérifie les conditions habituelles ( c’est a dire qu’'on la suppose
continue & droite et complete). On se donne un instant terminal 7" > 0 et une fonction
g: Qx[0, T]xRFxRF*4 — RF telle que pour tout (y, z) € RFxR¥*4 le processus {g(,,y, 2)}

est progressivement mesurable et soit £ € R est un vecteur aléatoire Fp—mesurable. On
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t
note par H; = [ h2ds, pour tout processus (ht)t>0 Fr—adapté. On considere les espaces
0
suivants :
Soit av > 0, et pour tout processus (ht)i>0 Fr—adapté, on a :

— M(a, h,7,RF) = {¢ a valeurs dans R¥, et F, —mesurable tel que
€13 = Ble* [¢]%] < oo}.
— M(a, h,[0,7],RF) = {Y : Q x [0,7] — RF, F;—adapté et telle que
Y12 = E[]eo‘Hs |Y;|? ds] < oo}.
0

— M, h,[0,7],RF) = {Y : Q x [0,7] — R*, F;—adapté et telle que :

IRY |12 < oo}

— M, h, [0, 7], R¥) = {Y : Q x [0, 7] — R¥ continu et F;—adapté et telle que :
IhY]2%. =B sup * |V;|* < oc.
0<t<r

Notons que M(a, h, [0, 7], R¥) muni de la norme ||Y||, et M"(a,h, [0, 7], RF)

muni de la norme ||hY ||, sont des espaces de Banach. Par conséquent
S(a, h,7) = M"a, b, [0,7],R*) x M(a, h, [0, 7], R¥*%)
est un espace de Banach avec la norme :
1Y, 2112 = IhY 12 + 1212
On s’intéresse aussi par le sous espace de S(a, h, T) tel que :

S¢(a, h,7) = [M"(a, b, [0, 7], RF) N M (a, , [0, 7], R¥)] x M (e, b, [0, 7], R¥*9)
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muni de la norme :

1Y, 2)1%. = 1Y

o T IBY |12 + 11 Z]I2

Dans ce contexte, nous voulons résoudre I’équation différentielle stochastique

réctograde (EDSR) suivante :

—dYy = g(t,Yr, Zt)dt — Zd By
(4.1)
YT = f
Définition 4.1 Soit a > 0, (ht)¢>0 un processus Fi—adapté, positif, et pour T > 0 Fy—temps

d’arrét, et & v.a F,—mesurable dand R, on appelle solution de 'EDSR (4.1) tout couple

(Y, Z) € S°(a, h,T) vérifiant :

T T
Y;f/\’r = § + /g(sv Y;a Zs)ds - /stBs (42)
tAT tAT

léquation (4.1) admet une unique solution.
Hypotheéses (S)
Soit o > 0, supposons qu’on a :
(S1) 7 est un temps d’arrét de la filtration Fi;
(S2) Ils existent deux processus (ut)r>0, (v¢)i>0—Ft—adapteés tels que P.p.s.Vt € [0,T],Vy,y' €
Rk Vz, 2/ € RE*4,
‘g(ta Y, Z) - g(t7y,azl)‘ < uy }y - y,| + vt ’Z - Z/}

Nous nous référons (S2) comme état de Lipschitz stochastique.

(S3) F3e>0:hi=u+v?>e
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(S4) ¢ € M(a,h,7,RY);

(S5) L=00) ¢ Af(a, b, [0, 7], RF).

4.2 Estimations a priori

Dans ce paragraphe nous donnons des estimations "a priori" concernant les solu-
tions de 'EDSR, ces estimations traduisent I'indépendance de la solution d’une EDSR par

rapport aux parameétres d’entrée i.e le générateur et la condition terminale.

Lemme 4.2 (Estimations a priori) Soit (7,&, g) un triple qui satisfait les données (S1)
et (S4) et Soit o > 0, et pour tout processus (hi)i>0 Fr—adapté tel que h > ¢ > 0. Soit

(Y, Z) solution de ’EDSR (4.2), et supposons que :

t.Y;, Z
9(t, Y, Z4) }; ) ¢ M(a, b, [0, 7], RF)
Alors on a :
2 4 ||g(t,Ye, Z)|)?
hY 12 < Z € + — ||ttt 4.3
[AY ][5 < " €15 + 2 A ) (4.3)
C gt Ve, Zy) |2
Y2 . < 2 2 || L b 2 4.4
1Y1[5.c <cllélls + 3 . ) (4.4)
2 || g(t, Yz, Z0) |I?
1212 < fel + 2 || 242 (45)

Pour tout C,C’ > 0 indépendants de o et 7.
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Démonstration. Soit (Y, Z) est une solution de 'EDSR , on obtient par (4.2)

pour tout 0 <t < T

TAT TAT
Y;E/\L = YT/\’T + /g(s, Y;; Zs)ds - / ZsdBs
tAT tAT

t
Notons par H; = [ h2ds et (.,.) le produit scalaire dans R™. On applique la formule d’Tto
0

X 2 :
a |Yinr|” et on obtient :

TNAT
|Y%/\T‘26aHt/\T+ /eocHs ‘ZS‘QdS
tAT
TNAT
= Wl ettr = [ et [an2 Yo+ 2(g(5, Ve, 20, Y ds
tAT
TNAT
+ / e (Y, Z,dB,)
tAT
TNt
< Wanf ety [ et and Vi + 2lg(s, Vi, Z0)| Vallds
tAT
TNAT
+ / e (Y, Z,dB,)
tAT
TNAT h2
< ’YT/\T|2604HTAT+ /eaHS[_O; s ’Y:s|2
tAT
TAT
2 2 aHg
o lg(s, Y, ) Plds + [ (Y, Z,dB) (4.6)
s tAT
TAT
Notons que § [ e™:(Y,, Z,dBs) 3 est une martingale. Prenons l’espérance, on
tAT
obtient pour ¢t = 0,
TAT TAT
oF /eO‘Hs |Z,|* ds | + E/eaHSahgm\?ds
0 0
TNAT

IN

4
2E [|YTAT\260‘HT“] +E /e“HSW!g(s,Ys,Zs)IQdS :
S
0
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sachant que Esupy<;<, eHt \Y}|2 < oocar (Y,7) € S°a,h,T), si T — o0, on obtient par

le théoréme de la convergence dominée

T T

2E /eO‘HS 1 Z,|? ds| + oF /eO‘HSh§|YS|2ds
0 i 0

T

@ 4 « 1
< IR+ 0B | [t lgls, i Z) ds

s

0

On obtient facilement (4.3) et (4.5). Les inégalités Bulkholder-Davis-Gundy (BDG) four-

nissent :
TAT TAT tAT
E sup /eO‘HS(Y'S,ZSdBS> < E /eO‘H5<l/S,stBS> +E sup eO‘H5<}/'S,ZSdBS>
0<t<TAT 0<t<TAr
tAT 0
TAT
< 2KE /ezaHs Vs |? | Z|? ds
0
TAT
< 2KE \/ sup ecHe|y;|? /eC“HS|Zs|2 ds
0<t<TAr
0
1 TNAT
< -E| sup e |Y?| +2K%E /eaHS\ZS\st (4.7)
2 |o<t<TAr
0
Utilison les inégalités (4.6) et (4.7), on obtient,
TAT
2
B[| sup et |y[?| < E[eaH“f |YTAT|2] +E / et 1g(s,Ys, Zo)| ds
0<t<TA A ol
TNAT
+E[ sup /eO‘HSQ/S,ZSdBS)
0<t<TAr
tAT
TAT
2
< Bt Bl [ et g, Ve 20 ds
0 S
1 TNAT
+-E| sup |Vi|*eft| +2K°E /eO‘HS\ZS\2ds

2 |o<t<TAr

0
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On a aussi :
TAT
E| sup e \Y}E < 2E [\YTMF eO‘HT“} + 4 /eO‘HS 12 |g(s,Y}g,Z5)|2 ds
0<t<TAT 0 ahy
TAT
+4K’E / e 7,2 ds
0

Si T — oo et selon le lemme de Fatou et le théoréme de convergence dominée et 'inégalité

(4.5), on obtient,

E |: sup e Hinr D/t‘Q:| < lim (E sup |}/t/\’7—’260{Ht/\T )
0<t<r T—00 0<t<TAT
K? g
4+8 1
< (2+4K)E[eHr g + 20N /eO“HSh2 l9(s,Ya, Zs)|* ds
« S

0

On obtient (4.4), ce qui termine la preuve. ®

Lemme 4.3 Soient (Y, Z') et (Y, Z') deuz solutions de 'ESDR(7,€,g) et ESDR(7,€£',g")

respectivement, alors,

g(ta Y;flﬁ Zé) — g/(t7 Y;tla Zé)

; e M(a, h,[0,7],R¥) (4.8)
t.Y,. Z) -4t Y/ Z!
AT 20~ ITE ) ¢ pp(a,n, f0,7), B (4.9
et de plus
g(t. Y, Zy) — g/ (1, Y. Z)) |2 g(t.Y!, Z}) — g (t, Y], Z) ||?
H e I L R e e |

(4.10)
Démonstration. Par la condition Lipschitizienne stochastique (S2), on a :

’g(taiftazﬂ 7gl(t,}/;/’Z£)‘ < |g(t7}/taZt) *g(taytlazg)} + ‘g(ta Y;SI’ZD 7gl(t7YVt,7Z£)|

< w Yy =Y+ |Z - Z] + |g(t.Y], Z)) — ' (8, YY, Z))|




Par I'intégralité de Young et la définition de h?;
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9.V Z)) — g/ (0, Y, 2P < 3l Vi =Y/ [P+ |2 — 2" + |o(t. Y], Z}) — ' (. Y], Z))|"]

|g(t7 Y;tlﬂ Zt,> — g,(t7 Y;‘,/v Zz{,)|2

IN

Eh? v~ /[ + |2~ 2 + -
t

Par conséquent |,

2
90,7, 2) — g 0V ZDP o,
h2
t
2
(t> Y;tlv Zz) - gl(t7 }/tla Z£)|

< 3€aHt
— 2
ht

RV Vi 4|2 - 22+

Intégrant de 0 & 7 et prenant l’espérance, on obtient (4.10). D’autre part, on a :
2

+ '
(0%

|9(t, Y/, Z)| < ue|YY] + v | 2] + 19(2,0,0)]

g/, Z) |

h

H g(t, Y;I, Z;) — gl(tv lft/7 Zt/)

> ng,w,z;)
. <

h

« «

Par (S2),

Par I'inégalité de Young et la définition de h? on obtient :

2
96,7, Z)P _

2
h?}Yt,’?ﬂ“ZHz‘F |9(ta070)| ]

hi hi
! ! 2
Utilisons (S5) on obtient H% (00 , et on peut facilement vérifier que
2
A .
h [0

]

Proposition 4.4 Soit a > 0, (ht)i>0 un processus Fi—adapté positif et borné et pour e > 0.

Supposons % € M(a, h, |0, 7], RF) et € € M(a, h,[0,7],R¥). L” EDSR suivante
—dY, = g(t)dt — Z:dB,

Y, =¢

a une solution unique.

(4.11)
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Démonstration. L’idée de la preuve est identique a [13], mais elle devient de loin

plus technique en raison de la situation générale. Donnons d’abord un argument heuristique.

Soit (Y, Z) une solution de 'EDSR, on a

T T

Yine =&+ /g(s)ds + /ZSdBS

tAT tAT

En utilisant I’espérance conditionnelle

}/t/\T == ED/t/\T | ft/\T]

T tAT
= E|&+ [g(s)ds| Finr| — [ g(s)ds
/ /

Ainsi nous avons un candidat pour une part de la solution. Définissons

T

Mt/\T = E §—|—/g(s)ds/.7—'tm
0
tAT

lft/\T = Mt/\T_/g(S)ds
0

On obtient une estimation de M et Y. m

Lemme 4.5

2 ¥ g(s)? o
1Mo < 28+ 28 [0 o, (1.12)
0 S
8 Ilg(s)?
B sup;<, [eaHt |Yt|2} < 8E ¢ e + aE/ }g(hi) ‘eO‘HSds (4.13)
0 S

Par consiquent : M;(t € [0, 7])est une martingale de carré intégrable.
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Démonstration. Par la définition de Y et I'utilisation de I'inégalité de Jensen,

Young et Holder, respectivement, on obtient,

T

e [YVine| = B |6+ /g(s)ds | Fine || €25
tAT
, 2
< Bl ||e+ [gle)ds| et | Fin
tAT
- . 5
< V2B | || e + /g(s)ds etent | Fipr
tAT

T

g 2
V2E | | |€]? eaHr + /h?e‘O‘HSds /\9(32)|

IN

. eHsds | edHinr | Fypr

tAT tAT

1 7 lg(s))?
< VIE m%““+a/m%”wmmlﬂm

s

0

Donc, 2 s | Y2, est dominé par une martingale. Par I'inégalité de Doob et I'inégalité de
Jensen, on obtien une estimation de Y. Une estimation de M se fait d’une maniére similaire.

Maintenant construisons la deuxiéme partie de la solution. Car M est une mar-
tingale de carré intégrable, en utilisant le théoréme de représentation des martingales, on
obtient :

Soit Z : Q2 x Ry — R™*? est un processus F;—adapté tel que :

[e%s) tAT
P /|Z8|ds<oo =1 et M = My+ /stBs
0 0

On peut montrer (en utilisant les définitions ci-dessus) que pour ' < oo et t < T

TAT TAT
Yine = Yrar + / g(S)dS - / ZsdBs (414)
tAT tAT

SiT" — oo nous voyons que Z est le candidat normal pour la deuxiéme partie de la solution,

et que Yo, — & (P — p.s). Nous distinquons deux cas :
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i) Soit {7 < T} pour T' < oo [12], on obtient,

T T T

B \¢+ [olds/Finr| =B ¢+ [o(s)ds/ 7| =+ [ols

0 0 0

Par conséquent Ypar — £ en {7 < T}.
(ii) Si {r = oo} et comme ¢ € M(a, h,[0,7],R¥) et £ € M(a, h,[0,7],R¥), ona g =0 et
€ =0en {7 = oo}. Ainsi Y7o — oo . Notons que nous avons besoin de h loin de 0, pour

conclure cela, g et & égale 0. Par consiquent

TAT TAT
Yiny = €+ / g(s)ds — / Z.dB.
tAT tAT

On va montrer que (Y, Z) € S°(a, h, 7). =

Lemme 4.6

Y, Z) € S°(a, h, 1)

Démonstration. On sait que Y € M¢(a, h, [0, 7], R¥), on applique la formule

d'Tto a e*Hinr ]Y}AT\Z, on obtient :

TAT TAT

[Yins | efln + / (2P ds = [Yipg|® eMenr — / e [ah? |Yi[® + 2(g(s), Yi))ds
tAT tAT
TAT
+/eaHS<YS,ZSdBS)
tAT
TAT
Nous devons payer & attention au fait cela f e (Y, Z,dBy) peut étre une vraie martingale
tA
! TAT
locale. Par conséquent, nous ne pouvons pas assumer cela car [ f eHts (Ys, ZsdBs) = 0.
tAT

Mais comme aux estimations a priori dans le lemme (4.5), on a (en utilisant 'inégalité de
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Burkholder - Davis-Gundy)

TAT TAT
E/eaHS|ZS|2ds+E/eaHS[a|ths|2ds
0

0
-
< OB [Yinr e + 8 [ g(s) et s + B sup (e [vi)
0<t<r
0
avec C une constante qui dépend seul & « et ne dépend pas a T'. Alors nous pouvons servir

le lemme (4.5) et passer a la limite pour obtenir le résutat. Il reste & prouver 'unicité.

Soit £ =0 et g = 0. On applique la formule d’Ito a ]YMT]Q , on obtient,

E |Yipr|? = ]E/ | Z,)? ds

tAT
Par conséquent,

Yinr =0 P —p.s
Zi=0 P—p.s pour tout ¢ € [0, 7]

L’unicité suit du linéarité de 1’équation. La preuve de la proposition (4.4) est compléte

maintenant. |
4.3 Existence et unicité de solution

Nous pouvons maintenant énoncer les résultats principaux
Théoréme 4.7 I’EDSR (4,1) a une solution unique.

Démonstration. On fixe (y, z) € S(a, h, 7) et on considere EDSR

—dY;g = g(t,yt,zt)dt—thBt (415)

YT:€
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Par (S2)

lg(t, ye, 2)| < ue |y + ve 2] + [g(t,0,0)]

Par I'inégalité de Young et la définition de h?

t oy )2 ¢,0,0)|?
‘g( yt2 t)| §3 h?‘yt|2+|zt’2)+|g( ; )|
ht ht

En utilisant (S5), on obtient :

9.y, )

e M(a, h, [0, 7], RF)
hy

Donc 'EDSR (4.14) a une unique solution par proposition (4.4).

On définit 'opérateur :
IT:S(a,h,7) — S, h,7) C S(ev, h, 7),

tel que II(y, z) est une solution de 'EDSR (4.14). Nous montrerons, que pour « assez un
grand, II est une contraction. En utilisant la contraction, nous trouvons un pint fixe unique
ce qui nous donnent l'unicité de la solution de 'EDSR (4.2). supposons (y, z), (¢/,2!) €

S(a, h,7), par le lemme (4.3), on a :

2
< 3(lIhCye = ylI2 + llze — 2112)

«

H g(ta Yt, Zt) B g(ta yé? Zé)
h

on combine cette inégalité avec le résultat de lemme (4.2) et en utilisant le fait que II(y, z) —

II(y, ') est une solution de 'EDSR donnée par (7,0, g(t, yt, 2t) — g(t, 4}, 21))-

12 6
(@ + a)(“h(yt — D)2 + [l2e — 2]|2)

< (24 2)1wa - Wl

a2

||H(y) Z) - H(y/v Z/) ||zy

IN
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Par conséquent, pour « assez grand II est une contraction . Ainsi EDSR (4.2) posséde une
unique solution. Ce qui termine la preuve. Il reste a prouver la propriété de continuité et la

dépendance. m

Théoréme 4.8 Supposons (7,€,g) et (1,¢,4g") les données standards associeés aux solu-
tions (Y, Z) et (Y', Z"). pour o assez grand, il existe une constante K > 0 indépendante de
T tel que :

(t7 Y;‘/a Zt) - g,(ta Y;f/7 Z){)
h

1V, 2) = (V" 20150 = KllE = €115 + K Hg

«

Démonstration. Soit :
f(tyyv Z) = g(tvy + Ytl7 z+ Zé) - gl(ta -y - Y;‘,a —Z — Zt)

telle que (Y —Y’, Z — Z') est une solution de 'EDSR(7, £ — ¢/, g). Par le lemme (4.3), on a

feY Y/, Z - Zj)
h

e M(a, h, [0, 7], RF)

Par conséquent, en appliquant le lemme (4.2), on obtient :

0’2 4\ || g(t, Vi, Zy) Y/, Z) |
(c4142) =i+ (T2 4 ) B oI 2

Oé

Y -v',z- 7

IN

«

IN

C’+2
<0+1+ >||§ g||2+3( )|hYt n||2+||zt ZU12]

+ H g(t, Y;5I> Zé) — gl(tv Y;/, Zé)

h

(e}

la seconde inégalité est obtenue par le lemme (4.3). en choisissant « assez grand pour
terminer la preuve. Finalement, nous comparons ces résultats avec le théoréme de Pardoux-
Peng dans le cas de I’arrangement standard, ainsi le temps d’arrét 7 lié par un certains

Ty < oo et laissant une prise d’état de Lipschitz d’uniforme i.e

‘g<ta Y, Z) - g(t,y’,z’)‘ < K(|y - y" + }Z — Z/D



Evidemment, dans ces prétentions (S4) et (S5) soient équivalentes &
(8'4) €€ M(0,0,7,RF);

(S'5) g(.....,0,0) € M(0,0,[0,7],RF). m
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