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Abstract

In this work we study the results of the existence and the uniqueness for the

solution in lipschitz (theorem of Pardoux-Peng) and monotony cases. We study the results

of the existence and the uniqueness for the solution in localy lipschitz case, and, existence

and uniqueness theorem for backward stochastic di¤erential equations driven by a Brownian

motion, where the uniform Lipschitz continuity is replaced by a stochastic condition.
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Résumé

Dans ce travail, nous introduisons la notion des équations di¤érentielles stochas-

tiques rétrogrades. Nous étudions des résultats d�existence et d�unicité de la solution dans le

cas lipschitzien et celui de monotonie ; nous voyons des exemples d�applications des EDSR en

mathématiques �nancières et puis nous montrons le théorème d�existence et d�unicité pour

les EDSR avec générateurs localement Lipschitiziens ainsi que les EDSR avec générateurs

Lipschitiziens Stochastiques..
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Introduction

La notion des équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) a été

introduite par Pardoux-Peng [13]. Il s�agit de trouver un processus adapté (Y; Z) tel que,

Yt = � +

TZ
t

g(r; Yr; Zr)dr �
TZ
t

ZrdBr; 0 � t � T

où B est un mouvement brownien dé�ni sur un espace de probabilité (
;F ; P ) et � est une

valeur aléatoire FT�mesurable ; (Ft)t�0 est la �ltration naturelle de B. Ce type d�équations

est rencontré en contrôle optimal stochastique des di¤usions [11], dans les jeux di¤érentiels

stochastiques de somme nulle ([10]; [11]) ou alors en mathématiques �nancières [7].

La théorie de ces équations a connu un formidable développement à partir des

années 1990. Elles sont apparues en 1973 sous forme linéaire par J.M.Bismut [5] dans un

article qui concernait le contrôle stochastique optimal et la version de probabiliste du prin-

cipe du maximum de Pontryagin. Pourtant le premier résultat général concernant les EDSR

ne date que de 1990 et est dû à E. Pardoux et S. Peng [13]. Nous pourrions aborder les

équations rétrogrades à travers des problèmes de modélisation : le contrôle stochastique, ou

encore le problème du "pricing" et des stratégies de couverture en �nance. Mais dans ce

travail, la principale motivation provient des équations di¤érentielles ordinaires.

Considérons le problème de Cauchy suivant :

y0 = �g(t; y) et y(T ) = x: (0.1)

Les données de ce problème sont l�instant terminal T > 0; la donnée �nale x 2 Rk et la

fonction g : R+�Rk �! Rk: L�inconnue y est en fait une fonction y : [0; T ] �! Rk; qui doit
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satisfaire la condition �nale y(T ) = x et véri�er l�équation di¤érentielle ordinaire (EDO) :

y0(t) = �g(t; y(t)) pour tout t 2 [0; T ]: On peut réécrire (0:1) sous forme intégrale :

8t 2 [0; T ]; y(t) = x+

TZ
t

g(r; y(r))dr:

Sous de bonnes hypothèses de régularité sur g par rapport à y (théorème de Cauchy-

Lipschitz par exemple), il y a une et une seule solution. De plus, on peut "retourner"

le temps pour se ramener au même problème avec une donnée initiale. En e¤et si y est

solution de (0:1), on dé�nit l�application t �! ~y(t) = y(T � t): La fonction ~y est solution

de

~y0 = f(t; ~y) sur [0; T ] et ~y(0) = x

avec f(t; :) = g(T�t; :). En résumé dans cadre déterministe, se donner une condition initiale

(i.e. en t = 0) ou �nale (i:e: en t = T ) revient à résoudre le même problème.

Dans le cas aléatoire, le problème est totalement di¤érent. Sur un espace proba-

bilisé �ltré (
;F ; (Ft)t�0; P ); considérons une variable aléatoire � supposée mesurable par

rapport à la tribu FT : Cette donnée � peut être une fonction du prix d�une action à l�instant

T en �nance, la �ltration représentant les informations disponibles sur le marché à chaque

instant, ou la fonction-valeur à optimiser en théorie de contrôle stochastique.

On veut résoudre le problème (0:1) suivant :

y0 = �g(t; y) et y(T ) = � () 8t 2 [0; T ]; y(t) = � +

TZ
t

g(r; y(r))dr

C�est l�équation qu�aurait à résoudre un agent cherchant une stratégie de couverture en

n�utilisant qu�un actif sans risque [7]. Si ce problème admet une solution, cette solution est

elle-même aléatoire car elle dépend de �; et à un instant t < T , elle est mesurable par rapport
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à la tribu FT : Autrement dit à l�instant t elle dépend du futur T . Ceci est inacceptable dans

de nombreuses applications ; en �nance ceci s�apparente à un délit d�initié. Ainsi on voudrait

résoudre la même EDO avec la condition supplémentaire que les solutions n�anticipent pas

sur le futur, c�est à dire qu�elles soient adaptées à la �ltration (Ft)t�0:

C�est là qu�interviennent les EDSR. Ce sont des équations de la forme

Yt = � +

TZ
t

g(r; Yr; Zr)dr �
TZ
t

ZrdBr; 0 � t � T: (0.2)

Telles que les données de cette équation sont :

1- Le temps �nal T > 0 qui peut être déterministe ou aléatoire (temps d�arrêt) ;

2- (Bt)t�0 qui est un mouvement brownien standard dé�ni sur un espace de pro-

babilité (
;F ; (Ft)t�0; P ) et à valeurs dans Rd ;

3- La �ltration (Ft)t�0 est la �ltration augmentée du mouvement brownien, qui

véri�e les hypothèses usuelles ;

4- La fonction g : 
� [0; T ]� Rk � Rk�d �! Rk est progressivement mesurable ;

5- La valeur aléatoire � à valeurs dans Rk et supposée FT�mesurable.

L�application g est appelée le générateur et � est la donnée �nale.

Les inconnues sont les processus fYtgt2[0;T ] et fZtgt2[0;T ]; à qui on impose d�être

adaptés à la �ltration brownienne : c�est le point crucial de cette théorie et c�est cette

condition qui joue le rôle de seconde équation. En 1973, dans l�article [5], ces équations

ont été introduites dans le cas où g est linéaire par rapport aux deux variables y et z: En

1990, E.Pardoux et S.Peng [13] ont montré un résultat d�existence et d�unicité des solutions

dans un cadre non linéaire général. Leurs hypothèses étaient : g est lipschitzienne en y et

z, et � ainsi que le processus fg(t; 0; 0)gt2[0;T ] sont de carré intégrable. Remarquons que la
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condition de régularité sur g est très proche de celle du théorème de Cauchy-Lipschitz sur

les EDO. Ensuite leur résultat a été étendu par de très nombreux articles et la condition

d�intégrabilité sur �, ainsi que les hypothèses concernant g ont pu être a¤aiblies. Il faut

noter que dans cette théorie, si � et g sont déterministes, alors la solution de l�EDSR est :

Z = 0 et Y solution de l�équation di¤érentielle y0 = �g(t; y; 0) avec YT = �: On est ramené

alors à la résolution du problème de Cauchy (0:1)

Le cas particulier auquel nous nous sommes intéressés dans ce travail est les équa-

tions di¤érentielles stochastiques rétrogrades avec générateurs lipschitiziens stochastiques,

c�est à dire, la condition de la continuité uniforme de Lipschitz est remplacée par une condi-

tion stochastique.

Dans le premier chapitre, nous allons expliquer la théorie du calcul stochastique,

en donnant les dé�nitions et les propriétés des processus continues ainsi que leurs résultats

principaux ( processus stochastiques, mouvement brownien, martingales) qui nous permettre

de dé�nir l�intégrale stochastique et puis l�existence et l�unicité de la solution d�une équation

di¤érentielle stochastique (EDS).

Le deuxième chapitre, nous allons montrer un premier résultat d�existence et

d�unicité de la solution d�une EDSR, ce résultat est dû à E.Pardoux et S.Peng [13] et c�est

le premier résultat d�existence et d�unicité pour les équations di¤érentielles stochastiques

rétrogrades (EDSR) dans le cas où le générateur non linéaire sous des hypothèses lipschi-

tiziennes en (y; z), et puis nous montrons ce résultat dans des conditions plus fortes où

g véri�e la condition de monotonie en y, c�est à dire, nous allons a¤aiblir la condition de

Lipschitz en y par une condition de monotonie. A la �n de ce chapitre, nous allons voir des
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exemples d�applications des EDSR en mathématiques �nancières.

Le troisième chapitre, nous allons voir un résultat d�existence et d�unicité de

solution des équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades où le générateur g est loca-

lement lipschitizien, c�est à dire n�est pas globalement lipschitizien.

Le dernier chapitre est consacré à l�étude d�existence et d�unicité pour les équa-

tions di¤érentielles stochastiques rétrogrades avec générateurs qui satisfont la condition

stochastique de lipschitz, c�est à dire, la condition de la continuité uniforme de Lipschitz

est remplacée par une condition stochastique.
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Chapitre 1

Le calcul stochastique

Le calcul stochastique est une extension du calcul di¤érentiel et intégrale classique,

dans laquelle les processus à temps continus remplaçant les fonctions, et les martingales

jouent le rôle des constantes.

Le but de ce chapitre est consacré à donner des dé�nitions de base et des résultats

principaux pour les utiliser aux prochains chapitres.

1.1 Généralités sur les processus stochastiques

Dé�nition 1.1 (Processus Stochastique) Soit T un ensemble. On appelle processus

stochastique sur un espace de probabilité (
; F ; P ) indexé par T et à valeurs dans Rd,

une famille (Xt)t2T d�applications mesurables de (
; F) dans (Rd; �(Rd)) ; pour tout t 2 T;

Xt soit une variable aléatoire.

Remarque 1.2 Les fonctions t y Xt(!) sont appelées les trajectoires du processus sto-

chastique Xt:
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Dé�nition 1.3 On appelle �ltration (Ft)t�0 de (
;F), une famille croissante de sous

tribus de F .i.e Fs � Ft � F ; 8s � t:

Remarque 1.4 Un espace de probabilité (
;F ; P ) muni d�une �ltration (Ft)t2T est satis-

fait les conditions habituelles si :

i) Les ensembles négligeables sont contenus dans F0:

ii) La �ltration est continue à droite i.e. Ft = \s>tFs 8t:

La famille croissante de sous tribus Gt = �(Xs s � t) s�appelle la �ltration natu-

relle du processus stochastique X . Mais G0 ne contient pas nécessairement les ensembles

négligeables (N ), c�est pour cela on introduit la �ltration naturelle augmentée de X dé�nie

par Ft = �(N [ Gt): Lorsque nous parlerons de �ltration naturelle, il s�agira toujours de la

�ltration naturelle augmentée.

Dé�nition 1.5 Un processus stochastique (Xt)t2T est adapté par rapport à la �ltration

(Ft)t�0 si 8t � 0; Xt 2 Ft i.e. Xt est Ft�mesurable pour tout t:

Dé�nition 1.6 Soient (Xt)t�0 et (Yt)t�0 deux processus stochastiques dé�nis sur même

espace (
;F ; P )

(i) X est une modi�cation (ou une version) de Y si : pour tout t � 0; les variables

Xt et Yt sont égales

P � p:s 8tP (Xt = Yt ) = 1

(ii) X et Y sont indistinguables si P � p:s:les trajectoires de X et Y sont les

mêmes i.e.

P (Xt = Yt;8t � 0) = 1:
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Dé�nition 1.7 Un processus stochastique (Xt)t�0 est progressivement mesurable par rap-

port à (Ft)t�0;si l�application (s; !) �! Xs(!) de [0; t] � 
 dans Rd est mesurable par

rapport à �([0; t])
Ft et �(Rd):

Remarque 1.8 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté. On note

aussi que si X est processus mesurable et adapté alors il possède une modi�cation progres-

sivement mesurable.

Proposition 1.9 Si X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continues à

droite (ou à gauche), alors X est mesurable et progressivement mesurables s�il est de plus

adapté.

Dé�nition 1.10 Un processus V = (Vt:t � 0) est dit à variation bornée sur [0; t] si

sup
ti

X
i

��Vti+1 � Vti�� < K

Dé�nition 1.11 Un processus V = (Vt:t � 0) est dit à variation �nie sur [0; t] si

sup
ti

X
i

��Vti+1 � Vti�� <1
Dé�nition 1.12 Les variables aléatoires Xt �Xs; 0 � s � t, sont appelées les accroisse-

ments du processus stochastique ( Xt):

(i) Processus à accroissement indépendants :

(Xt �Xs) ? FXt = �(Xr ; 0 � r � s)80 � s � t:

(ii) Processus à accroissement stationnaires :

Xt �Xs � Xt�s �X0;80 � s � t:
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Dé�nition 1.13 (Temps d�arrêt) Une variable aléatoire T : 
 ! [0;1] est un temps

d�arrêt si l�évènement fT � tg 2 Ft;8t; 0 � t <1:

Dé�nition 1.14 On appelle Mouvement Brownien un processus stochastique (Bt)t�0 à

valeurs réelles tel que :

(i) Continuité P � p:s ; la fonction s �! Bs(!) est une fonction continue ;

(ii) Indépendance des accroissements : si 0 � s � t; Bt �Bs est indépendant de

Fs = �(Bu; u � s) et de loi gaussienne centrée de variance t� s ;

(iii) Stationnarité des accroissements : si 0 � s � t, la loi de Bt � Bs est identique à celle

de Bt�s �B0 = Bt�s

On dit qu�un mouvement brownien par rapport à x si B0 = x.

Dé�nition 1.15 Un mouvement brownien est dit standard si B0 = 0 P � p:s;E[Bt] = 0

et E[B2t ] = t:

Dans la suite si on parlera de mouvement brownien sans précision, il s�agira d�un

mouvement brownien standard

Proposition 1.16 Soit (Bt)t�0 un mouvement brownien standard, alors Bt est un proces-

sus gaussien i.e. pour tout n et tous 0 � t0 � t1 � t2::::: � tn; (Bt1 ; ::::Btn) est un vecteur

gaussien.

Théorème 1.17 X est mouvement brownien standard si et seulement si X est un processus

gaussien continu centré de fonction de covariance

cov(Xs; Xt) = s ^ t = min(s; t):
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Proposition 1.18 Soit B un mouvement brownien Standard, on a :

1- pour tout T > 0; fBt+T �BT gt�0 est un mouvement brownien indépendant de

�(Bu; u � T )

2- pour tout c > 0; fcB t
c2
gt�0 : est un mouvement brownien ;

3- Le processus dé�ni par X0 = 0 et Xt = tB 1
t
est un mouvement brownien ;

Proposition 1.19 Soit B un mouvement brownien on a :

1- 8t; P � p:s; :Bt n�est pas di¤érentiable en aucun point t:

2- Bt n�est pas à variation �nie en aucun point t.

Dé�nition 1.20 Un processus (Mt)t�0 est dit martingale si :

(i) Pour tout t � 0;Mt est Ft� mesurable ;

(ii)Pour tout t � 0;Mt est intégrable i.e: E(jMtj) <1 ;

(iii) Pour tout 8t � s � 0 E(Mt j Fs) =Ms P � p:s:

On dé�nit de manière similaire une sous-martingale si (iii) est remplacé par

E(Mt j Fs) �Ms P � p:s:

Et sur-martingale si (iii) est remplacé par

(E(Mt j Fs) �Ms) P � p:s;8t � s � 0:

Proposition 1.21 Le mouvement brownien standard (Bt; t � 0) est une martingale par

rapport à sa �ltration naturelle FBt = �(Bs; 0 � s � t):

Proposition 1.22 soit (Bt)t�0 un mouvement brownien. Les processus suivants sont des

martingales par rapport à (FBt ) :
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(i) Mt = B2t � t;

(ii) Nt = e(Bt�
t
2
):

Théorème 1.23 (de Lévy) Soit Xt un processus stochastique à trajectoires continues,

adapté à la �ltration (Ft) et tel que :

(i) Xt est une martingale par rapport à (Ft) ;

(ii) (X2
t � t) est une martingale par rapport à (Ft) ;

alors Xt est un mouvement brownien.

Théorème 1.24 (Théorème d�arrêt) Soit (Mt) est une martingale continue par rapport

à (Ft) et T1; T2 deux temps d�arrêts tels que 0 � T1(!) � T2(!) � K <1; 8! 2 
: Alors

E(MT2 j FT1) =MT1 P � p:s et donc E(MT2) = E(MT1)

En particulier, si 0 � T (!) � K;8! 2 
; alors E(MT ) = E(M0):

Le théorème est encore valide pour une sous-martingale et une sur-martingale (

avec les inégalités correspondantes ).

Théorème 1.25 (Théorème d�arrêt de Doob) Si X est une martingale et si � et �

sont deux temps d�arrêt bornés tels que � � � ;E[X� j F�] = X� P � p:s:

Théorème 1.26 (Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy "BDG") Soit p 2 ]0;1[ :

Il existe deux constantes cp et Cp telles que, pour toute martingale continue X, nul en 0.

cpE[hX;Xi
p
21] � E[sup

t�0
jXtjp] � CpE[hX;Xi

p
21]:

Remarque 1.27 En particulier, si T > 0;

cpE[hX;Xi
p
2
T ] � E[ sup

0�t�T
jXtjp] � CpE[hX;Xi

p
2
T ]:
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Théorème 1.28 (Théorème de représentation des martingales) Soit (Ft)0�t�T la �l-

tration naturelle du mouvement brownien standard (Bt)0�t�T : SoitM une martingale conti-

nue de carré intégrable par rapport à (Ft)0�t�T : Alors il existe un processus adapté H tel

que E(
TZ
0

H2
s ds) <1 et, pour tout t 2 [0; T ];

Mt =M0 +

tZ
0

HsdBs P � p:s

Dé�nition 1.29 (Processus d�Itô) On appelle processus d�Itô, un processus X à valeurs

réelles tel que :

80 � t � T; Xt = X0 +

tZ
0

bsds +

tZ
0

�sdBs; P � p:s (1.1)

où X0 est F0�mesurable, b et � sont deux processus progressivement mesurables véri�ant

les conditions
tZ
0

jbsj ds <1 et

tZ
0

k�sk2 ds <1

Le coe¢ cient b est le drift ou la dérivée, � est le coe¢ cient de di¤usion.

Théorème 1.30 (Formule d�Itô) Soit f une fonction dé�nie sur R+ � R de classe C1

par rapport à t, de classe C2 par rapport à x, à dérivées bornées, on a

f(t;Xt) = f(0; X0) +

tZ
0

f�x(s;Xs)dXs +

tZ
0

f�s(s;Xs)ds+
1

2

tZ
0

f 00xx(s;Xs)�
2
sds (1.2)

ce qui l�on note

df(t;Xt) = [f�t(t;Xt) +
1

2
f 00xx(t;Xt)�

2
t ]dt+ f

�
x(t;Xt)dXt (1.3)

= f�t(t;Xt)dt+ f
�
x(t;Xt)dX +

1

2
f 00xx(t;Xt)dhXit
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Proposition 1.31 La formule d�Itô montre que

d[X1X2](t) = X1(t)dX2(t) +X2(t)dX1(t) + �1(t)�2(t)dt (1.4)

Cette formule est connue sous le nom d�intégration par parties. La quantité �1(t)�2(t) cor-

respond au crochet de X1; X2 noté hX1; X2i est dé�ni comme le processus à variation �ni

hX1; X2i =
tR
0

�1(s)�2(s)ds:

1.2 Equations di¤érentielles stochastiques(EDS)

Dé�nition 1.32 Une équation di¤érentielle stochastique est une équation de la forme

Xt = x+

tZ
0

b(s;Xs)ds +

tZ
0

�(s;Xs)dBs; (1.5)

ou sous une forme 8>><>>:
dXt = b(t;Xt) dt+ �(t;Xt)dBt

X0 = x

(1.6)

Le coe¢ cient b s�appelle le dri¤t et la matrice ��t s�appelle la matrice de di¤usion

L�inconnu est le processus X. Le problème est, comme une équation di¤érentielle

ordinaire, de montrer que sous certaines conditions sur les coe¢ cients, l�équation di¤éren-

tielle a une unique solution.

Dé�nition 1.33 (Solution d�EDS) Une solution (forte) de l�EDS (1.6) est un processus

continu tel que :

1- X est progressivement mesurable ;

2- P � p:s
tR
0

fjb(s;Xs)jg+ k�(s;Xs)k2 ds <1 ; où k�k = trace(���) ;

3- P � p:s; on a : Xt = x+
tR
0

b(s;Xs)ds +
tR
0

�(s;Xs)dBs; 0 � t � T:
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On note :

S2 :

8>>>><>>>>:
l�espace des processus Xt progressivement mesurables, tels que :

E( sup
0�t�T

jXtj2) <1); muni de kXk = E

0@" sup
0�t�T

jXtj2
#1=2

<1

1A
S2c :

�
le sous espace de S2 formé des processus continus.

	
Lemme 1.34 (de Gronwall) Soit g : [0; T ] �! R une fonction véri�ant

8t 2 [0; T ] 0 � g(t) � �(t) + �

tZ
0

g(s)ds

pour une constante � � 0 et pour une fonction � : [0; T ] �! R intégrable par rapport à la

mesure de Lebèsgue. On a alors

8t 2 [0; T ] 0 � g(t) � �(t) + �

tZ
0

�(s)e�(t�s)ds

L�intérêt est notamment que g n�apparaît qu�une seule fois dans la nouvelle in-

équation ) en particulier, si � est une fonction constante, on trouve

8t 2 [0; T ]; g(t) � �e�t

et si � = 0; on a g = 0

Théorème 1.35 (Existence et unicité) On suppose que

a) les fonctions b et � sont continues.

b) Il existe K tel que pout tout t 2 [0; T ]; x 2 Rn; y 2 Rn :8>><>>:
(i) jb(t; x)� b(t; y)j+ k�(t; x)� �(t; y)k � K jx� yj (condition de Lipschitz )

(ii) jb(t; x)j+ k�(t; x)k � K(1 + jxj) (condition de croissance)
(1.7)

c) E( sup
0�t�T

jXtj2 <1):

Alors l�EDS (1.6) possède une unique solution, cette solution appartient à S2:
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Dé�nition 1.36 (Processus de Markov) Soit (Xt; t � 0) un processus stochastique.

(Xt) est appelé processus de markov si pour tout 0 < s < t, toute f 2 Cb(R),

E(f(Xt) j FXs ) = E(f(Xt) j Xs);

où FXs
M
= � fXr; 0 � r � sg.

1.3 Changement de probabilité

Proposition 1.37 Soit (
;F ;Ft; P )t�T un espace de probabilité �ltré et soient P et Q

deux probabilités sur (
;FT ):On suppose P et Q équivalentes. Alors il existe (Lt; t � T ),

P � (Ft) martingale strictement positive telle que Q = LTP sur FT et Q j Ft = LtP j Ft;

c�est à dire telle que EQ(X) = EP (LtX) pour tout variable X Q�intégrable Ft�mesurable

pour tout t � T: De plus L0 = 1 et EP (Lt) = 1;8t � T

Théorème 1.38 (Girsanov) Soit (Bt; t � 0) un mouvement brownien sur un espace

(
;F ; P ) et (Ft) sa �ltration naturelle. Soit

Lt = exp

24 tZ
0

�sdBs�
1

2

tZ
0

�2sds

35 ;
où � est un processus (Ft) -adapté (autrement dit dLt = Lt�tdBt).

On suppose E(LT ) = 1: Soit dQ j FT = LTdP j FT : Le processus Bt s�écrit

Bt = ~Bt +
tR
0

�sds où ~Bt est un Q-mouvement brownien. Sous la condition de Novikov

EP (exp 12
TR
0

�2sds < 1): Lt est une variable positive d�espérance 1 sous P et L est une P -

martingale. Si L n�est pas d�espérance 1. L est une sur-martingale d�espérance strictement

plus petit que 1. Une façon d�utiliser le théorème de Girsanov est la généralisation suivante
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Proposition 1.39 Soit Z une P -martingale locale continue et Q dé�nit sur Ft par

dQ = exp(Zt �
1

2
hZit)dP = LtdP

On suppose que Q est une probabilité . Si N est une P -martingale locale continue. Le

processus (Nt � hN;Zit = Nt � 1
Lt
hN;Lit; t � 0) est une Q-martingale locale continue de

crochet hNit:



22

Chapitre 2

Equations di¤érentielles

stochastiques rétrogrades(EDSR)

2.1 Présentation du problème

Considérons un espace de probabilité �ltré (
;F ; (Ft)t�0; P ); une variable aléatoire

� mesurable par rapport à FT : On veut résoudre l�équation di¤érentielle suivante :8>><>>:
�Yt
dt = g(Yt); t 2 [0; T ]

YT = �

En imposant que pour tout instant t; Yt ne dépende pas du futur après t c�est à dire que le

processus Y soit adapté par rapport à la �ltration (Ft)t�0 .

Prenons l�exemple le plus simple à savoir g � 0. Le candidat naturel est Yt = �

qui n�est pas adapté si � n�est pas déterministe. La meilleure approximation - disons dans

L2 adaptée - est la martingale Yt = E(� j Ft): Si on travaille avec la �ltration naturelle d�un

mouvement brownien, le théorème de représentation des martingales browniennes permet



23

de construire un processus Z de carré intégrable et adapté tel que :

Yt = E (� j Ft) = E(�) +
tZ
0

ZsdBs

ce qui implique que

Yt = � �
TZ
t

ZsdBs i:e: � dYt = �ZtdBt avec, YT = �

On voit donc apparaitre sur l�exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le proces-

sus Z dont le rôle est de rendre le processus Y adapté. Par conséquent, comme une seconde

variable, apparaît, pour obtenir la plus grande généralité, on permet à g de dépendre du

processus Z ; l�équation devient donc :

�dYt = g(t; Yt; Zt)dt� ZtdBt; avec; YT = �

2.1.1 Notation

� Soit (
;F ; P ) un espace de probabilité complet, B un mouvement brownien

d-dimensionnel sur cet espace. On note (Ft)t�0 la �ltration naturelle du mouve-

ment brownien B. On travaille avec deux espaces de processus.

� On note S2(Rk) l�espace vectoriel formé des processus Y , progressivement me-

surables, à valeurs dans Rk; tels que :kY k2S2 = E
"
sup
0�t�T

jYtj2
#
<1;

� S2c (Rk) le sous-espace formé par les processus continus.

�M2(Rk�d) le sous-espace formé par les processus Z, progressivement mesurables,

à valeurs dans Rk�d; tel que :kZk2M2 = E

"
TR
0

kZtk2dt
#
<1

� Si Z 2 Rk�d; kZk2 = trace(Z;Z�)

�M2(Rk�d) désigne l�ensemble des classes d�équivalences deM(Rk�d):
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� Les espaces S2; S2c ;M
2 sont des espaces de Banach pour les normes dé�nies

précédemment.

� On désigne �2 l�espace de Banach S2c (Rk) �M2(Rk�d):

� On donne une application aléatoire g dé�nie sur [0; T ]�
�Rk�Rk�d à valeurs

dans Rk telle que pour tout (y; z) 2 Rk � Rk�d, le processus fg(t; y; z)g0�t�T

soit progressivement mesurable.

� On considère une variable aléatoire � mesurable par rapport à FT et à valeurs

dans Rk:

Le problème est de résoudre l�équation di¤érentielle stochastique rétrograde (EDSR)

suivante :

�dYt = g(t; Yt; Zt)dt� ZtdBt; 0 � t � T avec; YT = �;

ou, de façon équivalente, sous forme intégrale,

Yt = � +

TZ
t

g(r; Yr; Zr)dr �
TZ
t

ZrdBr:: 0 � t � T: (2.1)

La fonction g s�appelle le générateur de l�EDSR et � la condition terminale.

Dé�nition 2.1 Une solution de l�EDSR (2.1) est un couple de processus f(Yt; Zt)g0�t�T

véri�ant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables à valeurs dans Rk et Rk�d respectivement ;

2. P � p:s:
TR
0

fjg(r; Yr; Zr)j+ kZrk2gdr <1;

3. P � p:s, on a :

Yt = � +

TZ
t

g(r; Yr; Zr)dr �
TZ
t

ZrdB: 0 � t � T:
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On peut remarquer que les intégrales de l�équation (2.1) étant bien dé�nies et comme

le processus Y est progressivement mesurable, il est adapté et donc en particulier

Y0 est une quantité déterministe. Avant de donner un premier résultat d�existence

et d�unicité, nous allons montrer que sous une hypothèse relativement faible sur le

générateur g, le processus Y 2 S2:

Proposition 2.2 Supposons qu�il existe un processus fgtg0�t�T positif, appartient àM2(R)

et une constante positive � tels que

8(t; y; z) 2 [0; T ]� Rk � Rk�d; jg(t; y; z)j � gt + �(jyj+ kzk):

Si f(Yt; Zt)g0�t�T est une solution de l�EDSR (1.2) telle que Z 2M2 alors Y appartient à

S2c :

Démonstration. Le résultat est déduit de lemme du Gronwall et du fait que Y0

est déterministe. En e¤et, on a pour tout t � 0

Yt = Y0 �
tZ
0

g(r; Yr; Zr)dr

t

+

Z
0

ZrdBr;

et par suite, utilisant l�hypothèse sur g

jYtj � jY0j+
TZ
0

(gr + �kZkr)dr + sup
0�t�T

������
tZ
0

ZrdBr

������+ �
tZ
0

jYrj dr

Posons

� = jY0j+
TZ
0

(gr + �kZrk)dr + sup
0�t�T

������
tZ
0

ZrdBr

������
Par l�hypothèse, Z 2M2; via l�inégalité de Doob, le troisième terme est de carré intégrable ;

il en est de même pour fgtg0�t�T ; et Y0 est déterministe, donc de carré intégrable ; il s�en suit
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que � est une variable aléatoire de carré intégrable. Comme Y est un processus continu, le

lemme de Gronwall fournit l�inégalité sup
0�t�T

jYtj � �e�T qui montre que Y 2 S2: Le résultat

est encore valable lorsque kg1k est une variable aléatoire de carré intégrable.

Finissons par résultat d�intégrabilité :

Lemme 2.3 Soient Y 2 S2(Rk) et Z 2 M2(Rk�d): Alors f
tR
0

YsZsdBs; t 2 [0; T ]g est une

martingale uniformément intégrable.

Démonstration. Les inégalités de BDG, donnent

E[ sup
0�t�T

������
tZ
0

YrZrdBr

������] � cE[

vuuut TZ
0

jYrj2 kZrk2sdr];

� cE[ sup
0�t�T

jYrj

vuuut TZ
0

kZrk2sdr];

et par suite comme ab � a2

2 +
b2

2 ;

E[ sup
0�t�T

������
tZ
0

YrZrdBr

������] � c0(E[ sup
0�t�T

jYrj2 + E[
TZ
0

kZrk2dr]):

2.2 Le cas Lipschitz

2.2.1 Le résultat de Pardoux-Peng

Hypothèses (L) :

Il existe une constante � telle que P � p:s
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(L1) La condition de Lipschitz en (y; z)

pour tout t; y; y0; z; z0;
��g(t; y; z)� g(t; y0; z0�� � �(

��y � y0��+ kz � z0k);
(L2) La condition d�intégrabilité

E

24j�j2 + TZ
0

jg(r; 0; 0)j2 dr

35 <1
Nous commencons par un cas très simple , celui où g ne dépend ni de y ni de z i:e:

on se donne � de carré intégrable et un processus fGtg0�t�T 2 M2(Rk) et on veut

trouver une solution de l�EDSR

Yt = � +

TZ
t

Grdr �
TZ
t

ZrdB: 0 � t � T (2.2)

Lemme 2.4 Soient � 2 L2(FT ) et fGtg0�t�T 2M2(Rk), l�EDSR (2.2) possède une unique

solution (Y; Z) telle que Z 2M2:

Démonstration. Supposons dans un premier temps que (Y; Z) soit une solution

véri�ant Z 2M2: Si on prend l�espérance conditionnelle sachant Ft: On a nécessairement,

Yt = E

0@� + TZ
t

Grdr j Ft

1A
On dé�nit donc Y à l�aide de la forme précédente et il reste à trouver Z. Remarquons

que d�après le théorème de Fubuni, comme G est progressivement mesurable,
tR
0

Grdr est un

processus adapté à la �ltration fFtg0�t�T ; en fait dans S2c puisque G est de carré intégrable.

On a alors, pout tout t 2 [0; T ];

Yt = E(� +
TZ
0

Grdr j Ft)�
tZ
0

Grdr =Mt �
tZ
0

Grdr:



28

M est une martingale brownienne, via le théorème de représentations des martingales, on

peut construire un processus Z appartenant à M2 tel que :

Yt =Mt �
tZ
0

Grdr =M0 +

tZ
0

ZrdBr �
tZ
0

Grdr

On peut véri�er facilement que (Y; Z) ainsi construit une solution de l�EDSR étudiée puisque

comme YT = �;

Yt � � = M0 +

tZ
0

ZrdBr �
tZ
0

Grdr �

0@M0 +

TZ
0

ZrdBr �
TZ
0

Grdr

1A
=

TZ
t

Grdr

T

�
Z
t

ZrdBr:

L�unicité est évidente pour les solutions véri�ant Z 2M2:

Théorème 2.5 (Pardoux-Peng 90) Sous les hypothèses (L), l�EDSR (2.1) possède une

unique solution (Y; Z) telle que Z 2M2:

Démonstration. On utilise un argument de point �xe dans l�espace de Banach

�2; en construisant une application  de �2 dans lui même, de sorte que (Y; Z) 2 �2 est

une solution de l�EDSR (2.1) si et seulement si c�est un point �xe de 	:

Pour (U; V ) 2 �2; on dé�nit (Y; Z) =  (U; V ) comme étant la solution de l�EDSR :

Yt = � +

TZ
t

g(r; Ur; Vr)dr �
TZ
t

ZrdBr; 0 � t � T:

Remarquons que cette EDSR possède une unique solution qui est dans �2: En e¤et, posons

Gr = g(r; Ur; Vr): Ce processus appartient à M2; puisque g étant lipschitz,

jGrj � jg(r; 0; 0)j+ � jUrj+ �kVrk;
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et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, on peut appliquer le lemme

(2.4) pour obtenir une unique solution (Y; Z) telle que Z 2 M2 et (Y; Z) appartient à �2 :

L�intégralité de Z est obtenue par construction et, d�après la proposition (2.2), Y 2 S2c :

L�application  de �2 dans lui même est donc bien dé�nie.

Soient (U; V ) et (U 0; V 0) deux élément de �2 et (Y; Z) =  (U; V ), (Y 0; Z 0) =

 (U 0; V 0): Notons y = Y � Y 0 et z = Z � Z 0; on a yT = 0 et

dy = �fg(t; Ut; Vt)� g(t; U 0t ; V 0t gdt+ ztdBt:

On applique la formule d�Itô à e�t jytj2 pour obtenir :

d(e�t jytj2) = �e�t jytj2 dt� 2e�tyt:fg(t; Ut; Vt)� g(t; U 0t ; V 0t gdt+ 2e�tyt:ztdBt + e�tkztk2dt

Par conséquent, intégrant entre t et T , on obtient

e�t jytj2+
TZ
t

e�rkzrk2dr =
TZ
t

e�r(�� jyrj2+2yr:fg(r; Ur; Vr)�g(r; U 0r; V 0rg)dr�
TZ
t

2e�ryr:zrdBr;

et comme g est Lipschitz, il vient, notant u et v pour U � U 0 et V � V 0 respectivement,

e�t jytj2 +
TZ
t

e�rkzrk2dr �
TZ
t

e�r(�� jyrj2 + 2� jyrjur + 2� jyrj kvrk)dr:�
TZ
t

2e�ryr:zrdBr;

pour tout " > 0;on a, 2ab � a2

" + "b
2; et donc l�inégalité précédente donne

e�t jytj2+
TZ
t

e�rkzrk2dr �
TZ
t

e�r(��+2�
2

"
) jyrj2 dr�

TZ
t

2e�ryr:zrdBr+"

TZ
t

e�r(jurj2+kvrk2)dr;

et prenant, � = 2�2

" ,on a , notant R" = "
TR
t

e�r(jurj2 + kvrk2)dr,

8t 2 [0; T ]; e�t jytj2 +
TZ
t

e�rkzrk2dr � R" � 2
TZ
t

e�ryr:zrdBr (2.3)
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d�après le lemme (2.3), la martingale locale
�
tR
0

e�ryr:zrdBr

�
est une martingale nulle en

0 puisque Y; Y 0 appartiennent à S2 et Z;Z 0 appartiennent à M2: En particulier, prenons

l�espérance, on obtient facilement pout t = 0;

E

24 TZ
0

e�rkzrk2dr

35 � E(R"): (2.4)

Revenant à l�inégalité (2.3), les inégalités BDG fournissent,

E

"
sup
0�t�T

e�t jytj2
#
� E(R") + CE

264
vuuut TZ

0

e2�r jyrj2 kzrk2dr

375
� E(R") + CE

264 sup
0�t�T

e
�t
2 jytj

vuuut TZ
0

e�rkzrk2dr

375 ;
puis comme ab � a2

2 +
b2

2 ;

E[ sup
0�t�T

e�t jytj2] � E(R") +
1

2
E

"
sup
0�t�T

e�t jytj2
#
+
C2

2
E

24 TZ
0

e�rkzrk2dr

35 :
prenant en considération l�inégalité (2.4), on obtient �nalement

E

24 sup
0�t�T

e�t jytj2 +
TZ
0

e�rkzrk2dr

35 � (3 + C2)E(R");
et par suite, revenant à la dé�nition de R";

E

24 sup
0�t�T

e�t jytj2 +
TZ
0

e�rkzrk2dr

35 � "(3 + C2)(1 _ T )E

24 sup
0�t�T

e�t jutj2 +
TZ
0

e�rkvrk2dr

35 :
prenant � tel que "(3+C2)(1_T ) = 1

2 ; de sorte que l�application  est alors une contraction

stricte de �2 dans lui même si on le muni de la norme

k(U; V )k� = E

24 sup
0�t�T

e�t jUtj2 +
TZ
0

e�rkVrk2dr

35
1
2

;
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qui en fait un espace de Banach, cette dernière norme étant équivalente à la norme usuelle

correspondante au cas � = 0:  possède donc un unique point �xe, ce qui assure l�existence

et l�unicité d�une solution de l�EDSR (2.1) dans �2: On obtient ensuite une unique solution

véri�ant Z 2 M2 puisque la proposition (2.2) implique qu�une telle solution appartient à

�2:

2.3 Cas monotone

L�objectif de ce paragraphe est s�établir un résultat d�existence et d�unicité pour

les EDSR s�a¤ranchissant partiellement de la condition de Lipschitz en y.

2.3.1 Présentation du problème

Nous allons a¤aiblir la condition de Lipschitz de g dans la variable y pour la

remplacer par une condition de monotonie. Ce type d�hypothèse est apparu dans l�article

de S.Peng [17] pour traiter le cas des EDSR avec temps terminal aléatoire c�est à dire

EDSR pour lesquelles on impose la condition Y� = � avec � temps d�arrêt. L�hypothèse de

monotonie est très employée : elle permet de traiter les EDSR avec temps �nal aléatoire et

d�autre part d�a¤aiblir l�hypothèse de croissance sur g en y.

Considérons B un mouvement brownien d-dimensionnel dé�ni sur un espace de

probabilité (
;F ; P ) complet. Soit g : [0; T ]� 
�Rk �Rk�r ! Rk une fonction aléatoire

telle que pour tout (y; z) le processus fg(t; y; z)g0�t�T soit progressivement mesurable et

soit � une variable aléatoire FT�mesurable.

Hypothèses (H) :
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Il existe des constantes K � 0, � 2 R; C � 0 et un processus progressivement

mesurable fgtg0�t�T ; positif tels que, P � p:s:

(H1) �Condition de Lipschitz en z :

8(t; y);8(z; z0);
��g(t; y; z)� g(t; y; z0)�� � K

z � z0 ;
(H2) �Monotonie en y : pour tout t; z :

8(y; y0); y � y0):(g(t; y; z)� g(t; y0; z)) � �
��y � y0��2 ;

(H3) �Croissance linéaire en (y; z) :

8(t; y; z); jg(t; y; z)j � gt + C jyj+K kzk ;

(H4) �Continuité en y : pour tout (t; y); z ! g(t; y; z) est continue ;

(H5) �� est FT�mesurable et

E

24j�j2 + TZ
0

g2t dt

35 <1:
Notre objectif est d�étudier l�existence et l�unicité de l�EDSR

Yt = � +

Z
t

g(r; Yr; Zr)dr �
TZ
t

ZrdBr; 0 � t � T (2.5)

lorsque (�; g) véri�e l�hypothèse H

Corollaire 2.6 Soient (�; g) et (�0; g0) véri�ant (H) avec (�;K;C) et (�0;K 0; C 0); soient

(Y; Z) et (Y 0; Z 0) des solutions des EDSR associées telles que Z;Z 0 appartient à M2: Il

existe une constante universelle Cu telle que

E

24 sup
0�t�T

e�t j�Ytj2 +
TZ
0

e�r k�Ztk2 dt

35 � CuE

264e�T j��j2 +
0@ TZ

0

e�r=2
���g(t; Y 0t ; Z 0t)�� dt

1A2
375 ;
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avec � = 2(� +K2) et les notations classiques �Y = Y � Y 0; �Z = Z � Z 0; �� = � � �0 de

même que �g(t; y; z) = g(t; y; z)� g0(t; y; z):

Démonstration. Remarquons tout d�abord que sous (H), dès que Z 2M2; (Y; Z)

solution de l�EDSR de paramètres � et f appartient à �2: Notons que (�Y; �Z) est solution

de l�EDSR de paramètres �" et f(t; y; z) = g(t; y + Y 0t ; z + Z 0t) � g0(t; Y 0; Z 0): Or, d�après

l�hypothèse (H),

y:f(t; y; z) = y:(g(t; y + Y 0t ; z + Z
0
t)� g(t; Y 0t ; z + Z 0t)) + y:g(t; Y 0t ; z + Z 0t)� g(t; Y 0t ; Z 0t))

+y:(g(t; Y 0t ; Z
0
t)� g0(t; Y 0; Z 0))

d�où l�on déduit que y:f(t; y; z) � � jyj2 +K jyj kzk+ jyj j�g(t; Y 0t ; Z 0t)j.

Proposition 2.7 Soit � 2 L2(FT ):Supposons qu�il existe des constantes �;K et un proces-

sus fgtg0�t�T appartient à M2(R+) tels que P� p:s

8(t; y; z); y:g(t; y; z) � jyj gt + � jyj2 kzk :

Soit (Y; Z) 2 �2 solution de l�EDSR (3.1), alors il existe une constante universelle Cu telle

que

E

24 sup
0�t�T

e�t jYtj2 +
TZ
0

e�t kZtk2 dt

35 � CuE

24e�t j�j2 + ( TZ
0

e�t=2gtdt)
2

35 ;
avec � = 2(�+K2): De plus, on a, pour tout t 2 [0; T ]; notant  = 1 + 2�+K2;

jYyj2 � E

24e�(T�t) j�j2 + ( TZ
t

e(r�t)g2rdrnzt)2
35

2.3.2 Existence et unicité de solution

Théorème 2.8 Sous les hypothèses (H), l�EDSR (2:5) possède une unique solution telle

que Z 2M2:
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Démonstration. Pour l�unicité, il su¢ t d�appliquer le corollaire (2:6). Pour l�exis-

tence nous utilisons un argument de point �xe basé sur la proposition précédente. Pour

(U; V )élément de �2, notons (Y; Z) = 	(U; V ) la solution de l�EDSR de la proposition pré-

cédente. 	 est une application du �2 dans lui même, si (Y 0; Z 0) = 	(U 0; V 0): Les estimations

à priori donnent, si � = 2�

E

24 sup
0�t�T

j�Ytj2 +
TZ
0

k�Ztk2 dt

35 � Cue
j�jTE

264
0@ TZ

0

��g(t; Yt; Vt)� g(t; Yt; V 0t )�� dt
1A2
375 ;

où � a sa signi�cation habituelle. Linégalité de Hölder conduit à la majoration, comme g

est K-Lipschitz en z,

E

24 sup
0�t�T

j�Ytj2 +
TZ
0

k�Ztk2 dt

35 � Cue
j�jTK2TE

24 TZ
0

k�Vtk2 dt

35 ;
cette dernière inégalité montre que 	 est une contraction stricte si T est su¢ samment petit

et fournit donc le résultat sous cette restriction. Dans le cas général, il su¢ t de subdiviser,

l�intervalle de temps [0; T ] en un nombre �ni d�intervalles de longueur convenable : on résout

d�abord sur [T � �; T ] puis sur [T � 2�; T � �]:

2.4 Le rôle de Z

Nous allons voir que le rôle de Z, plus précisément celui du terme
TR
t

ZrdBr; et de

rendre le processus Y adapté et que lorsque ceci n�est pas nécessaire Z est nul.

Proposition 2.9 Soit (Y; Z) la solution de l�EDSR (2.1) et soit � un temps d�arrêt majoré

par T . On suppose, outre l�hypothèse (L) que � est F��mesurable et que g(t; y; z) = 0 dès

que t � � : Alors Yt = Yt^� et Zt = 0 si t � � :
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Démonstration. On a P:p:s;

Yt = � +

TZ
t

g(r; Yr; Zr)dr �
TZ
t

ZrdBr:: 0 � t � T

et donc, pour tout t = � , comme g(t; y; z) = 0 dès que t � � ;

Y� = � +

TZ
�

g(r; Yr; Zr)dr �
TZ
�

ZrdBr = � �
TZ
�

ZrdBr

il vient alors Y� = E(�nF� ) = � et par suite
TR
�
ZrdBr = 0 d�où l�on tire que

E

264
0@ TZ

�

ZrdBr

1A2
375 = E

24 TZ
�

kZrk2dr

35 = 0

et �nalement que Zr1r�� = 0: Il s�en suit immédiatement que si, t � � ; Yt = Y� ; puisque

par hypothèse,

Y� = Yt:+

tZ
�

g(r; Yr; Zr)dr �
tZ
�

ZrdBr = Yt � 0� 0;

ce qui termine la preuve.

Notons que dans le cas où � et g sont déterministes alors Z est nul et Y est la

solution de l�équation di¤érentielle

dYt
dt

= g(t; Yt; 0); YT = �:

2.5 Exemples d�applications des EDSR en mathématiques �-

nancières

Les mathématiciens ont depuis longtemps essayé de résoudre les questions soule-

vées par le monde de �nance. Une des caractéristiques de ces questions - il su¢ t de penser
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à la bourse pour s�en convaincre - est qu�elles font apparaitre des dynamiques d�apparence

désordonnées et c�est pourquoi les modèles probabilistes semblent relativement bien adaptés

à cette situation.

De nombreux probabilistes se sont penchés sur ces questions ra¢ nant sans cesse

les modèles utilisés.

� Le modèle de Black�Scholes conduit à un exemple d�EDSR linéaire. Prenons

le cas le plus simple. On se place dans un marché �nancier sur lequel on a une

action dont le prix d�une part est régi par l�EDS suivante :

dSt = St (�dt+ �dBt) ; S0 = x (2.6)

tel que St est le prix de l�action, où � 2 R et � > 0 . Le paramètre � s�appelle

la volatilité et (Bt) un mouvement brownien standard. Le modèle à étudier sur

l�intervalle [0; T ] ; où T est la date d�échéance de l�option à étudier. Parallèlement

à cette action, on a un placement sans risque qui s�apparente à une obligation,

dont le taux de rendement est constant, égale à r, alors que le prix de cette

obligation est donné par :

dRt = rRtdt; R0 = y (2.7)

où r est une constante positive. Cela signi�e que le taux d�intérêt sur le marché

des placements sans risque est constant et égale à r. On posera R0 = y, de

sorte que Rt = yert, pour t � 0: L�évolution du cours de l�action est régie par

l�équation di¤érentielle stochastique

dSt = St (�dt+ �dBt) ; S0 = x:
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telle que la solution de cette équiation est :

St = S0 exp

��
�� 1

2
�2
�
t+ �Bt

�
où S0 est le cours observé à la date 0:

Un problème fréquent en �nance consiste à donner un prix aux options. Une

option européenne d�achat, un "call", de maturité T et de prix d�exercice K est

un contrat qui donne le droit mais non l�obligation à son détenteur d�acheter

une part d�action de prix d�exercice K à la date T: Le vendeur de l�option

s�engage donc à payer à son détenteur la somme (ST � K)+ qui représente le

pro�t que permet l�exercice de l�option. Plus généralement, on peut imaginer un

actif contingent dont le béné�ce est une variable aléatoire positive � qui dépend

de (St)0�t�T : A quel prix v vendre l�option ? Le vendeur doit s�assurer qu�en

vendant l�option à ce prix à la date t = 0; il disposera de la somme � à la date

t = T: Pour trouver v, l�idée fondamentale est celle de duplication : le vendeur

vend l�option au prix v et investi cette somme dans le marché en suivant la

stratégie (Zt)0�t�T à trouver !La valeur de son portefeuille est régi par l�EDS

dVt = rVtdt+ �Ztdt+ ZtdBt; V0 = v:

Le problème est alors de trouver v et (Zt)0�t�T de sorte que la solution de l�EDS

précédente véri�e VT = �; on dit dans ce cas v est le prix équitable. En d�autres

termes, peut-on trouver f(Vt; Zt)g0�t�T adapté tels que :

dVt = rVtdt+ �Ztdt+ ZtdBt; VT = �;

auquel cas il su¢ t de vendre l�option au prix v = V0: Il s�agit dans ce cas de

résoudre une EDSR qui est linéaire.
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� Supposons maintenant que "le régulateur du marché" veuille éviter la revente

instantanée de l�action. Il peut soit interdire formellement cette transaction soit

pénaliser les investisseurs qui se livrent à cette pratique par exemple en leur

faisant verser une somme proportionnelle à ���t = Z�t ( > 0): Dans ce dernier

cas, dupliquer un actif contingent revient à résoudre l�EDSR

dVt = (rVt + �Ztdt� Z�t )dt+ ZtdBt; VT = �

l�EDSR n�est pas linéaire mais véri�e néanmoins l�hypothèse (L).

� Un autre exemple d�EDSR non linéaire intervient en �nance est le suivant

dVt = (rVt + �Zt)dt+ ZtdBt � (R� r)(Vt � Zt=�)�dt; VT = �

On est amené à résoudre cette dernière équation pour dupliquer un actif contin-

gent lorsque le taux d�emprunt est R > r:auquel est rémunéré l�argent. Il n�est

dans ce cas pas raisonnable d�emprunter de l�argent à un taux R et d�investir

au même moment sur le placement sûr dont le taux est r.

Signalons que dans tous les exemples précédents, les stratégies sont addmissibles

i.e.Vt � 0:
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Chapitre 3

Equations di¤érentielles

stochastiques rétrogrades avec

générateurs localement

lipschitiziens

3.1 Présentation du problème

Nous allons étudier les équations rétrorgrades de générateur g ne véri�ant la condi-

tion (L1) du théorème (2:4) que localement et non globalement.

Considérons � une variable aléatoire bornée et FT�mesurable, g une application de

[0; T ]� 
� R� Rp dans R, P 
B(Rp+1)�mesurable satisfaisant à :
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(C1) 9 c > 0; � 2 ]0:2[ et h une application de R dans R+ �nie sur les compacts tels que

pour tout t; y et z on ait,

jg(t; y; z)j � c(1 + jyj+ h(y): jzj�)

(C2) 8N 2 N;9CN > 0 tel que 8 t 2 [0; T ] ; (y; z) et (y0; z0) 2 [�N;N ]p+1 on ait

��g(t; y; z)� g(t; y0; z0)�� � CN (
��y � y0��+ ��z � z0��)

Nous allons montrer que l�équation rétrograde de générateur g admet une seule solu-

tion. L�idée consiste à construire une suite convergente de solutions d�équations rétro-

grades dont la limite (Y; Z) est solution de l�équation de générateur g. Nous aurons

besoin pour cela du lemme suivant :

Lemme 3.1 Soit 	 une application de [0; T ] � 
 � R � Rp dans R+ (resp R�) P 


B(Rp+1)�mesurable véri�ant la condition (C2) ci-dessus. Il existe une suite croissante

(resp décroissante (	k; k � 0) d�applications dé�nies sur [0; T ]�
�R�Rp dans R+ (resp

R�) P 
B(Rp+1)�mesurable de limite 	 véri�ant :

8k � 0;9�ck > 0 tel que 8t; y; y0; z et z0
��	k(t; y; z)�	k(t; y0; z0)�� � �ck(��y � y0��+ ��z � z0��)

Remarque 3.2 Pour tout (t; !) 2 [0; T ]�
 �xé, la convergence de la suite ( k(t; !; :; :))k�0

vers  (t; !; :; :) est uniforme sur les compacts de R� Rp:

Nous allons maintenant montrer que l�équation rétrograde de générateur g admet

une solution.



41

3.2 Résultat d�existence et d�unicité

Théorème 3.3 Il existe un processus (Y; Z) P-mesurable à valeur dans R� Rp tel que

(i) E

"
TR
0

�
jYsj2 + jZsj2

�
ds

#
<1

(ii)

8>><>>:
dYt = �g(t; Yt; Zt)dt+ ZtdBt; t � T

YT = �:

De plus kY k� = Supp fjYt(!)j ; (t; !) 2 [0; T ]� 
g <1:

Démonstration. Les applications g1[g�0] et g1[g<0] satisfont la condition (C2)

ci-dessus véri�e par g. Par suite il existe une suite ('n; n � 0) (resp. (	n; n � 0)) croissante

(resp. décroissante) d�applications lipschitiziennes de limite simple g1[g�0] (resp. g1[g<0]):

Considérons alors pour m� 0 et n� 0 la suite d�applications 'n;m tel que 'n;m = 'n +  n:

Aussi pour m et n, 'n;m est lipschitizienne 'n+1;m � 'n;m et 'n;m � 'n;m+1: De plus

j'n;m(t; !; y; z)j � c(1 + jyj+ h(y): jzj�) pour tout t; !; y et z: Il s�en suit que 'n;m possède

les propriétés de g du théorème (2:5). Par consiquent il existe un couple de processus

(Y n;m; Zn;m)P�mesurable tel que,

(i) E

"
TR
0

�
jY n;ms j2 + jZn;ms j2

�
ds

#
<1:

(ii)

8>><>>:
dY n;mt = �'n;m(t; Y n;mt ; Zn;mt )dt+ Zn;mt dBt; t � T

Y n;mT = �:

Le théorème de comparaison et les inégalités ci-dessus véri�ées par 'n;m nous permettent

de déduire que Y n+1;m � Y n;m et Y n;m � Y n;m+1: Montrons que pour tout n et m 2 N

kY n;mk � CY et E

"
TR
0

jZn;ms j2 ds
#
< CZ où CY et CZ sont des constantes indépendantes

de n et m.
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8t 2 [0; T ] ;8n;m 2 N;8s 2 [t; T ] on a,

Y n;ms = � +

TZ
s

'n;m(u; Y n;mu ; Zn;mu )du�
TZ
s

Zn;mu dBu

= � +

TZ
s

'n;m(u; Y n;mu ; 0)du+

TZ
s

('n;m(u; Y n;mu ; Zn;mu )du

�'n;m(u; Y n;mu ; 0))du�
TZ
s

Zn;mu dBu

Soit alors �'n;m(u; y; z) la suite de processus dé�nis comme suit :

�'n;m(u; y; z) =

8>><>>:
('n;m(u;y;z)�'n;m(u;y;0))

z , si z 6= 0

0 , sinon

Il existe une constante Cn;m tel que j'n;m(u; y; z)j � Cn;m ,8(t; !; n;m):Considérons Pn;m

la probabilité sur (
;F) équivalente à P [12] dé�nie comme suit :

dPn;m=dP = Ln;mT

= exp

8<:
TZ
0

�'n;m(u; Y n;mu ; Zn;mu )dBu �
1

2

TZ
0

j�'n;m(u; Y n;mu ; Zn;mu )j2 du

9=;
Le processus Bn;m = B�

:R
0

�'n;m(u; Y n;mu ; Zn;mu )du est un (Ft; Pn;m)-mouvement brownien

et pour tout s 2 [0; T ] on a,

Y n;ms = � +

TZ
s

'n;m(u; Y n;mu ; 0)du�
TZ
s

Zn;mu dBn;mu ;

Si En;m désigne l�espérance sous Pn;m alors,

En;m

264
0@ TZ

0

jZn;ms j2 ds

1A1=2
375 = E

264Ln;mT
0@ TZ

0

jZn;mu j2 du

1A1=2
375

�

0@E[(Ln;mT )2]:E

240@ TZ
0

jZn;mu j2 du

1A351A1=2 :
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Or le second nombre de cette dernière inégalité est �nie car Zn;m est un élément de

L2([0; T ] � 
; dt 
 dP ) et Ln;mT est de carré intégrable puisque �'n;m est uniformément

borné en (t; !). Il s�en suit que le processus
TR
0

Zn;mu dBn;mu est une (Ft; Pn;m)�martingale

car En;m
�
supt�T

���� tR
0

Zn;mu dBn;mu

����� <1 [12], par consiquent pour tout s 2 [0; T ];

Y n;ms = En;m[Y n;ms j Fs] = En;m[� j Fs] +
TZ
s

En;m ['n;m(u; Y n;mu ; 0) j Fs] du

comme � est bornée alors,

jY n;ms j � ~c+
TZ
s

En;m [j'n;m(u; Y n;mu ; 0)j j Fs] du; s 2 [0; T ]:

Par ailleurs pour tout n;m appartiennent à N et pour tout t; !; y et z on a,

j'n;m(t; !; y; z)j � c(1 + jyj+ h(y) jzj�):

Il s�en suit que,

jY n;ms j � c0

0@1 + TZ
s

En;m [jY n;mu j j Fs] du

1A ; s 2 [0; T ]
et c0 est une constante indépendante de n;m.. Aussi, si t et s appartiennent à [0; T ] tels que

s � t alors,

En;m [jY n;mu j j Ft] �
�
c

0@1 + TZ
s

En;m [jY n;mu j j Ft] du

1A
Grace à l�inégalité de Gronwall on a

En;m [jY n;mu j j Ft] � c0 expfc0(T � s)g

et en prenant s=t on obtient

jY n;mu j � c0 expfc0Tg;8t 2 [0; T ]
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Ceci pour la première majoration. Montrons la deuxième, pour tout n;m 2 N et s 2 [0; T ]

on a, grace à la formule d�Itô appliquée de s à T ,

(Y n;ms )2 +

TZ
s

jZn;mu j2 du = �2 + 2

TZ
s

Y n;mu :'n;m(u; Y n;mu ; Zn;mu )du

�2
TZ
s

Y n;mu :Zn;mu dBu:

En prenant l�espérance de chaque membre on obtient,

E

24 TZ
0

jZn;mu j2 du

35 � E[�2] + 2

TZ
0

E [jY n;mu :'n;m(u; Y n;mu ; Zn;mu )j] du

car
:R
0

Y n;mu :Zn;mu dBn;mu est une (Ft; Pn;m)�martingale. Le fait que 'n;m véri�e la condition

(C1) et la bornitude de Y n;mu impliquent que,

E

24 TZ
0

jZn;mu j2 du

35 � E[�2] + c:E
24 TZ
s

jZn;mu j� du

35
où c, jusqu�à la �n de cette épreuve, est une constante pouvant changer d�une ligne à une

autre Grace à l�inégalité de Young [8] (ja:bj � 1
p jaj

p + 1
q jbj

q);8a; b 2 R; 1p +
1
q = 1) on a,

E

24 TZ
0

jZn;mu j2 du

35 � E[�2] + �

2
E

24 TZ
0

jZn;mu j2 du

35+ �(2� �)Tc2=(2��)� =2:
Par suite il existe une constante CZ indépendante de n et m telle que

E

24 TZ
0

jZn;mu j2 du

35 � CZ

Nous allons maintenant construire le processus (Y; Z) qui sera la solution recherchée. Pour

tout m �xé (Y n;m; n � 0) est une suite croissante bornée, elle est donc convergente. Appelons

Y m sa limite. Comme pour tout m et n 2 N on a, Y n;m � Y n;m+1 alors la suite (Y m;m � 0)

est décroissante et bornée, elle est donc convergente. Notons Y sa limite. Il reste à construire
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Z. Grace à la formule d�Itô on a, pour tout n;m; p et k 2 N;

E
��
Y n;m0 � Y p;k0

�2�
+ E

24 TZ
0

���Zn;mu � Zp;ku
���2 du

35
= 2E

24 TZ
0

�
Y n;mu � Y p;ku

��
'n;m(u; Y n;mu ; Zn;mu )� 'p;k(u; Y p;ku ; Zp;ku )

�
du

35
� c

0@E
24 TZ
0

���Y n;mu � Y p;ku

��� �1 + jZn;mu j� +
���Zp;ku ����� du

351A
Car (Y n;m)n;m est bornée et pour tout n;m; j'n;m(t; y; z)j � c(1 + jyj+ h(y) jzj�):

� c

0B@E
24 TZ
0

���Y n;mu � Y p;ku

��� du
35+ 2

0@E
24 TZ
0

���Y n;mu � Y p;ku

��� du
351A1= :(CZ)�=2

1CA
Avec  = 2=(2� � ) ; cela est dû à l�inégalité de Hölder et au fait que

E

24 TZ
0

jZn;mu j2 du

35 � CZ ;8n;m:

Or il existe une sous-suite (Y km;n ;m � 0) de (Y n;m; n;m � 0) de limite Y dans L([0; T ]�


; dt
dP ): Par consiquent la suite (Zkm;n ;m � 0) est de Cauchy dans L2([0; T ]�
; dt
dP )

et est donc convergente dans ce même espace, vers un processus Z. Montrons en�n que (Y; Z)

est solution de l�équation rétrograde considérée. Naturellement cela se fera par passage à

la limite. Il existe une sous-suite ((Y km;m ; Zkm;m))m�0 que l�on représentera toujours par

((Y km;m ; Zkm;m))m�0 et un processus
�
Z élément de L2([0; T ] � 
; dt 
 dP ) et à valeurs

positives (sous-produit immédiat de la complétude des espaces L2) tel que :

(i) La sous-suite ((Y km;m ; Zkm;m))m�0 converge dt
 dP � p:s vers (Y; Z):

(ii) 8m � 0;
��Zkm;m�� � �

Z :dt
 dP � p:s:
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Aussi pour tout m 2 N et t 2 [0; T ] on a,

Y
km;m
t = � +

TZ
0

'm;m(u; Y m;mu ; Zm;mu )�
TZ
0

Z
km;m
u dBu

Or,

E

24sup
t�T

������
TZ
t

Z
km;m
u dBu �

TZ
t

ZudBu

������
35

� E

24������
TZ
0

�
Z
km;m
u � Zu

�
dBu

������
35+ E

24sup
t�T

������
tZ
0

���Zkm;mu � Zu
��� dBu

������
35

� c

0@E
24������

TZ
0

���Zkm;mu � Zu
���2 dBu

������
351A1=2 7�! 0 quand m 7�! 1

Par ailleurs,

E

24sup
t�T

������
TZ
t

�
'km;m(u; Y

km;m
u ; Z

km;m
u )� g(u; Yu; Zu)

�
du

������
35

� E

24 TZ
0

���'km;m(u; Y km;mu ; Z
km;m
u )� g(u; Yu; Zu)

��� du
35

� E

24 TZ
0

���'km;m(u; Y km;mu ; Z
km;m
u )� g(u; Y km;mu ; Z

km;m
u )

��� :1
f
���Zkm;mu

�����Zugdu
35

+E

24 TZ
0

���g(u; Y km;mu ; Z
km;m
u )� g(u; Yu; Zu)

��� du
35 :

et par application du théorème de la convergence dominée on obtient la convergence vers

0, quand m 7�! 1; des deux derniers termes de la dernière inégalité. En e¤et, cela est

possible grace à la convergence uniforme sur les compactes de ('km;m(t; !; :; :))m�0 vers

g(t; !; :; :), (remarque[3:2]) au fait que g et ('km;m ;m � 0) satisfont la condition (H1), à la

bornitude de (Y km;m)m�0 et aux points (i) et (ii) ci-dessus. Par consiquent si on pose, pour

t � T;
�
Yt = �+

TR
t

g(u; Yu; Zu)du�
TR
t

ZudBu alors E
�
supt�T

����Y km;mt �
�
Yt

����� tend vers 0 quand
m 7�! 1: Par suite 8t � T; Yt =

�
Yt et donc 8t � T; Yt = � +

TR
t

g(u; Yu; Zu)du�
TR
t

ZudBu:
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Unicité de la solution. Nous allons maintenant étudier la question de l�unicité

de la solution de l�équation rétrograde de générateur g. Pour cela nous aurons besoin de

plus d�hypothèses de régularité su g et �: Ausi supposons que les conditions A1et A2 sont

satisfaites.

[A1] : g est une application dé�nie sur [0; T ]� R� Rp telle que :

a) 8t 2 [0; T ]; g(t; :; :) 2 C1(R�Rp):

b) 8(t; y; z) 2 [0; T ]�R�Rp;

jg(t; y; z)j � c(1 + jyj+ jzj)

et ��g0y(t; y; z)�� � c(1 + Ln(1 + Ln(1 + jyj+ jzj)))

où g0 est la dérivée partielle de g par rapport à y et c une constante.

[A2] : La variable aléatoire � est élément de de D1;2; l0espace de Wiener[15]. De plus

il existe une constante M telle que
��Di

t�
�� � M;8t � T ; i = 1; p: (Di

t�)t�T est la dérivée de

Wiener d�ordre i de �: Soit f une application de Rp dans R di¤érentiable et de di¤érentielle

f 0 bornée. Si � = f(BT );alors 8t � T Dt� = f 0(BT ); � véri�e donc la condition [A2] :

Proposition 3.4 Il existe une constante � > 0 et Y; Z deux processus P-mesurables, à

valeurs dans R et Rp tel que :

sup fjYyj+ jZtj ; t � Tg � �8>><>>:
dYt = �g(t; Yt; Zt)dt+ ZtdBt; t � T

Yt = �:
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Démonstration. Soit � (resp ~� ) une application indé�nement di¤érentiable sur

R(resp Rp) véri�ant �(y) = 1 si jyj � 1; 0 � � � 1 et �(y) = 0 si jyj � 2 (resp ~�(z) = 1

si jzj � 1; 0 � ~� � 1 et �(z) = 0 si jzj � 2): Pour n � 1; on dé�nit l�application �n (resp

~�n) par �n(y) = �( yn); y 2 R (resp ~�n(z) = ~�n(
z
n); z 2 R

p). Aussi, l�application gn telle que

gn(t; y; z) = g(t; y; z):�n(y):~�n(z); (t; y; z) 2 [0; T ]�R�Rp; est di¤érentiable en (y; z) et de

di¤érentielle bornée. Soit � = supf�0(y); jyj � 2g (�0 est la dérivée de �) et N un entier � 1:

Il existe deux processus Y et Z (théorème [2:5]) P -mesurables à valeurs respectives dans R

et Rp tels que 8t � T;

Yt = � +

TZ
t

gN (s; Ys; Zs)ds�
TZ
t

ZsdBs:

De plus les pont (a) et (b) suivants sont satisfaits [15].

a) Pour tout t � T; Yt et Zt sont les éléments de D1;2 et pour tout u 2 [0; T ]; le

couple (DuYt; DuZt)t�T véri�e,

DuYt = Du� +

TZ
t

(gNy (s; Ys; Zs)DuYs

+gNz (s; Ys; Zs)DuZs))ds�
TZ
t

DuZsdBs:

b)8t 2 [0; T ]; DtYt = Zt:

Le fait que gNz soit uniformément borné implique que (comme la preuve du théo-

rème [3:3] en considérant l�équation rétrograde du point a) pour tout t 2 [0; T ];

jDtZtj � M: expf(T � t): sup
(t;y;z)

��gNy (t; y; z)��g
� M: expfT: sup

(t;y;z)

��gNy (t; y; z)��g



49

Or

8(t; y; z);
��gNy (t; y; z)�� � jgy(t; y; z)j+ �

N
jg(t; y; z)j

et que
��gN (t; y; z)�� = 0 si jyj � 2N ou jzj � 2N: Par suite pour tout t � T: jDtYtj �

M: exp(T
��g0y���N + T

N� jgj
�
N ) où pour toute application f dé�nie sur [0; T ] � Rp+1; jf j

�
N =

supfjf(t; y; z)j ; (t; jyj ; jzj) 2 [0; T ]� [0; 2N ]2g: Aussi grace à l�hypothèse [A1]

jDtZtj � M: expfcT (1 + Ln(1 + Ln(1 + 4N))): exp T
N
c�(1 + 4N)g

� c0(1 + Ln(1 + 4N))cT : exp
T

N
c�(1 + 4N)

où c0 est une constante. Par ailleurs soit ( ~Y ; ~Z) et ( �Y ; �Z) les solutions des equations rétro-

grades suivantes : 8t � T;

~Yt = � +

TZ
t

c(1 +
��� ~Ys���+ ��� ~Zs���)ds� TZ

t

~ZsdBs;

�Yt = � +

TZ
t

c(1 +
�� �Ys��+ �� �Zs��)ds� TZ

t

�ZsdBs;

Aussi comme la preuve du théorème [3:3]; on montre qu�il existe deux constantes ~M et �M

positives telles que pour tout t � T;
��� ~Yt��� � ~M et

�� �Yt�� � �M: De plus comme gN est de

croissance linéaire, alors le théorème de comparaison nous permet de déduire que pour tout

t 2 [0; T ]; on a ~Yt � Yt � �Yt et donc jYtj est borné par max( ~M; �M): Par consiquent si

N est plus grand que max( ~M; �M) ainsi que c0(1 + Ln(1 + 4N))cT : exp T
N c�(1 + 4N) alors

gN (t; Yt; Zt) = g(t; Yt; Zt);8t 2 [0; T ], Il s�en suit que le processus (Y; Z) véri�e :

(i) supfjYtj+ jZtj ; t � Tg � 2N = �

(ii) Yt = � +
TR
t

g(s; Ys; Zs)ds�
TR
t

ZsdBs: t � T
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Théorème 3.5 Si le couple (g; �) véri�e les conditions [A1] et [A2] ci-dessus, alors la so-

lution de l�équation rétrograde de générateur g est unique.

Démonstration. Soit (Y 0; Z 0) une autre solution de cette équation. Comme � est

bornée et g de croissance linéaire alors Y 0 est bornée. Par ailleurs pour tout t appartient à

[0; T ] on a,

Yt = � +

TZ
t

g(s; Ys; Zs)ds�
TZ
t

ZsdBs: t � T

et

Y 0t = � +

TZ
t

g(s; Y 0s ; Z
0
s)ds�

TZ
t

Z 0sdBs: t � T

Il s�en suit que,

Yt � Y 0t =

TZ
t

�
g(s; Ys; Zs)� g(s; Y 0s ; Z 0s)

�
ds�

TZ
t

�
Zs � Z 0s

�
dBs

=

TZ
t

�
g(s; Ys; Zs)� g(s; Y 0s ; Zs)

�
ds

+

TZ
t

�
g(s; Y 0s ; Zs)� g(s; Y 0s ; Z 0s)

�
ds�

TZ
t

�
Zs � Z 0s

�
dBs

Aussi, appelons �g = ((�g)t)t�T le processus tel que pour tout t � T; (�g)t = (g(t; Y
0
t ; Zt)�

g(t; Y 0t ; Z
0
t))(Zt�Z 0t)�1 si Zt�Z 0t 6= 0 et 0 sinon. La bornitude de Y 0 et Z impliquent que �g

est un processus uniformément borné. Il existe donc une probabilité P 0 sur 
 équivalente à

P telle que B0 = B �
R
0

(�g)sds est un (Ft; P 0)�mouvement brownien. Par suite pour tout

t 2 [0; T ] on a,

Yt � Y 0t =
TZ
t

�
g(s; Ys; Zs)� g(s; Y 0s ; Z 0s)

�
ds�

TZ
t

�
Zs � Z 0s

�
dBs
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Aussi grace à la bornitude de Y; Y 0 et Z, et le lemme de Gronwall on déduit (comme dans

théotème [3:3])que jYt � Y 0t j = 0;8t � T; cela entraine aussi que Zt = Z 0t;8t � T et donc

l�unicité de la solution de l�équation.

Remarque 3.6 Les résultats des proposition [3:4](i) et le théorème [3:5](ii) se généralisent

au cas multidimentionnel. Par ailleurs il reste vrais si la condition A1 ci-dessus portant un

gy énonce comme suit :

8(t; y; z) 2 [0; T ]� R� Rp;
��g0y(t; y; z)�� � c(1 + Ln(1 + (jyj+ jzj)�))

avec � su�samment petit.
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Chapitre 4

Equations di¤érentielles

stochastiques rétrogrades avec

générateurs lipschitiziens

stochastiques

4.1 Présentation du problème et notations

Dans ce chapitre, nous allons étudier les équations di¤érentielles stochastiques

rétrogrades (EDSR) de forme :8>><>>:
�dYt = g(t; Yt; Zt)dt� ZtdBt

Y� = �
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Comme nous avons vu aux chapitres précédents, le résultat d�existence et d�unicité de solu-

tion a été obtenu par Pardoux et Peng [13] dans le cas où le temps d�arrêt est déterministe et

le générateur g est uniformément Lipschitizien. Mais cette dernière condition est très restric-

tive et ne peut pas être supposée dans beaucoups d�applications intéressantes. En �nance

par exemple, une question très importante est de traiter le problème d�évaluation d�une

option européenne d�un produit �nancier, prenant le cas le plus simple, celui du modèle de

Black-Scholes et d�un "call européen" le prix d�évaluation de cette option est équivalente à

résoudre l�EDSR linéaire

�dYt = [�rtYt + �tZt]dt� ZtdBt; YT = �

où rt est le taux d�intérêt et �t est le vecteur de "risk premium". Tous les deux ne sont

pas bornés en général. Ainsi le théorème de Pardoux-Peng ne peut pas être appliqué dans

ce cas. En conséquent, nous sommes intéressés à détendre l�état de Lipschitz, c�est à dire,

nous devons renforcer d�autres conditions tout en dépendant la continuité de Lipschitz. En

e¤et, nous aurons des conditions plus fortes d�intégrabilités sur le générateur g aussi bien

que sur les solutions de l�EDSR. Ces états d�intégrabilité permettent pour remplacer l�état

uniforme de Lipschitz par état stochastique.

Soit (
;F ; (Ft)0�t�T ; P ) un espace de probabilité �ltré. Soit (Bt) un mouvement

brownien d-dimensionnel à valeurs dans Rd: Notons (Ft)t�0 la �ltration naturelle du MB

dont on suppose qu�elle véri�e les conditions habituelles ( c�est à dire qu�on la suppose

continue à droite et complète). On se donne un instant terminal T > 0 et une fonction

g : 
�[0; T ]�Rk�Rk�d ! Rk; telle que pour tout (y; z) 2 Rk�Rk�d; le processus fg(; ; y; z)g

est progressivement mesurable et soit � 2 Rk est un vecteur aléatoire FT�mesurable. On
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note par Ht =
tR
0

h2sds; pour tout processus (ht)t�0 Ft�adapté. On considère les espaces

suivants :

Soit � > 0, et pour tout processus (ht)t�0 Ft�adapté, on a :

�M(�; h; � ;Rk) = f� à valeurs dans Rk; et F��mesurable tel que

k�k2� = E[e�H� j�j
2] <1g:

�M(�; h; [0; � ];Rk) = fY : 
� [0; � ]! Rk; Ft�adapté et telle que

kY k2� = E[
�Z
0

e�Hs jYsj2 ds] <1g:

�Mh(�; h; [0; � ];Rk) = fY : 
� [0; � ]! Rk; Ft�adapté et telle que :

khY k2� <1g

:

�Mc(�; h; [0; � ];Rk) = fY : 
� [0; � ]! Rk continu et Ft�adapté et telle que :

khY k2�;c = E sup
0�t��

e�Ht jYtj2 <1:

Notons que M(�; h; [0; � ];Rk) muni de la norme kY k� et Mh(�; h; [0; � ];Rk)

muni de la norme khY k� sont des espaces de Banach. Par conséquent

S(�; h; �) =Mh(�; h; [0; � ];Rk)�M(�; h; [0; � ];Rk�d)

est un espace de Banach avec la norme :

k(Y; Z)k2� = khY k2� + kZk2�

On s�intéresse aussi par le sous espace de Sc(�; h; �) tel que :

Sc(�; h; �) = [Mh(�; h; [0; � ];Rk) \Mc(�; h; [0; � ];Rk)]�M(�; h; [0; � ];Rk�d)
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muni de la norme :

k(Y; Z)k2�;c = kY k2�;c + khY k2� + kZk2�

Dans ce contexte, nous voulons résoudre l�équation di¤érentielle stochastique

réctograde (EDSR) suivante :

8>><>>:
�dYt = g(t; Yt; Zt)dt� ZtdBt

Y� = �

(4.1)

Dé�nition 4.1 Soit � > 0; (ht)t�0 un processus Ft�adapté, positif, et pour � > 0 Ft�temps

d�arrêt, et � v.a F��mesurable dand Rk; on appelle solution de l�EDSR (4:1) tout couple

(Y; Z) 2 Sc(�; h; T ) véri�ant :

Yt^� = � +

�Z
t^�

g(s; Ys; Zs)ds�
�Z
t^�

ZsdBs (4.2)

l�équation (4:1) admet une unique solution.

Hypothèses (S)

Soit � > 0; supposons qu�on a :

(S1) � est un temps d�arrêt de la �ltration Ft;

(S2) Ils existent deux processus (ut)t�0; (vt)t�0�Ft�adaptés tels que P:p:s.8t 2 [0; T ];8y; y0 2

Rk;8z; z0 2 Rk�d;

��g(t; y; z)� g(t; y0; z0)�� � ut
��y � y0��+ vt ��z � z0��

Nous nous référons (S2) comme état de Lipschitz stochastique.

(S3) 9 " > 0 : h2t = ut + v
2
t � ":
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(S4) � 2M(�; h; � ;Rk);

(S5) g(:;:;0;0)
h 2M(�; h; [0; � ];Rk):

4.2 Estimations à priori

Dans ce paragraphe nous donnons des estimations "à priori" concernant les solu-

tions de l�EDSR, ces estimations traduisent l�indépendance de la solution d�une EDSR par

rapport aux paramètres d�entrée i.e le générateur et la condition terminale.

Lemme 4.2 (Estimations à priori) Soit (� ; �; g) un triple qui satisfait les données (S1)

et (S4) et Soit � > 0; et pour tout processus (ht)t�0 Ft�adapté tel que h � " � 0: Soit

(Y; Z) solution de l�EDSR (4:2), et supposons que :

g(t; Yt; Zt)

h
2M(�; h; [0; � ];Rk)

Alors on a :

khY k2� �
2

�
k�k2� +

4

�2

g(t; Yt; Zt)h

2
�

(4.3)

kY k2�;c � ck�k2� +
C 0

�2

g(t; Yt; Zt)h

2
�

(4.4)

kZk2� � k�k2� +
2

�

g(t; Yt; Zt)h

2
�

(4.5)

Pour tout C;C 0 > 0 indépendants de � et � :
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Démonstration. Soit (Y; Z) est une solution de l�EDSR , on obtient par (4.2)

pour tout 0 � t � T

Yt^� = YT^� +

T^�Z
t^�

g(s; Ys; Zs)ds�
T^�Z
t^�

ZsdBs

Notons par Ht =
tR
0

h2sds et h:; :i le produit scalaire dans Rm: On applique la formule d�Itô

à jYt^� j2 e�Ht^� ; on obtient :

jYt^� j2 e�Ht^� +
T^�Z
t^�

e�Hs jZsj2 ds

= jYT^� j2 e�HT^� �
T^�Z
t^�

e�Hs
h
�h2s jYsj

2 + 2hg(s; Ys; Zs); Ysi
i
ds

+

T^�Z
t^�

e�HshYs; ZsdBsi

� jYT^� j2 e�HT^� +
T^�Z
t^�

e�Hs [��h2s jYsj
2 + 2 jg(s; Ys; Zs)j jYsj]ds

+

T^�Z
t^�

e�HshYs; ZsdBsi

� jYT^� j2 e�HT^� +
T^�Z
t^�

e�Hs [
��h2s
2

jYsj2

+
2

�h2s
jg(s; Ys; Zs)j2]ds+

T^�Z
t^�

e�HshYs; ZsdBsi (4.6)

Notons que

(
T^�R
t^�

e�HshYs; ZsdBsi
)
est une martingale. Prenons l�espérance, on

obtient pour t = 0;

2E

24T^�Z
0

e�Hs jZsj2 ds

35+
24 T^�E
Z
0

e�Hs�h2s jYsj
2 ds

35
� 2E

h
jYT^� j2 e�HT^�

i
+ E

24T^�Z
0

e�Hs
4

�h2s
jg(s; Ys; Zs)j2 ds

35 ;
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sachant que E sup0�t�� eHt jYtj2 < 1 car (Y; Z) 2 Sc(�; h; �); si T 7�! 1; on obtient par

le théorème de la convergence dominée

2E

24 �Z
0

e�Hs jZsj2 ds

35+ �E
24 �Z
0

e�Hsh2s jYsj
2 ds

35
� 2E[e�H� j�j2] + 4

�
E

24 �Z
0

e�Hs
1

h2s
jg(s; Ys; Zs)j2 ds

35
On obtient facilement (4.3) et (4.5). Les inégalités Bulkholder-Davis-Gundy (BDG) four-

nissent :

E

24 sup
0�t�T^�

������
T^�Z
t^�

e�HshYs; ZsdBsi

������
35 � E

������
T^�Z
0

e�HshYs; ZsdBsi

������+ E
24 sup
0�t�T^�

������
t^�Z
0

e�HshYs; ZsdBsi

������
35

� 2KE

vuuutT^�Z
0

e2�Hs jYsj2 jZsj2 ds

� 2KE

264r sup
0�t�T^�

e�Ht jYtj2

vuuutT^�Z
0

e�Hs jZsj2 ds

375

� 1

2
E

"
sup

0�t�T^�
e�Ht jYtj2

#
+ 2K2E

24T^�Z
0

e�Hs jZsj2 ds

35 (4.7)

Utilison les inégalités (4.6) et (4.7), on obtient,

E[

"
sup

0�t�T^
e�Ht jYtj2

#
� E

h
e�HT^� jYT^� j2

i
+ E

24T^�Z
0

e�Hs
2

�h2s
jg(s; Ys; Zs)j2 ds

35
+E[ sup

0�t�T^�

������
T^�Z
t^�

e�HshYs; ZsdBsi

������
� E[jYT^� j2 e�HT^� ] + E[

24T^�Z
0

e�Hs
2

�h2s
jg(s; Ys; Zs)j2 ds

35
+
1

2
E

"
sup

0�t�T^�
jYtj2 e�Ht

#
+ 2K2E

24T^�Z
0

e�Hs jZsj2 ds

35
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On a aussi :

E

"
sup

0�t�T^�
e�Ht^� jYtj2

#
� 2E

h
jYT^� j2 e�HT^�

i
+ 4E

24T^�Z
0

e�Hs
1

�h2s
jg(s; Ys; Zs)j2 ds

35
+4K2E

24T^�Z
0

e�Hs jZsj2 ds

35
Si T �!1 et selon le lemme de Fatou et le théorème de convergence dominée et l�inégalité

(4.5), on obtient,

E
�
sup
0�t��

e�Ht^� jYtj2
�
� lim

T�!1

 
E

"
sup

0�t�T^�
jYt^� j2 e�Ht^�

#!

� (2 + 4K2)E[e�HT j�j2] + 4 + 8K
2

�
E

24 TZ
0

e�Hs
1

h2s
jg(s; Ys; Zs)j2 ds

35
On obtient (4.4), ce qui termine la preuve.

Lemme 4.3 Soient (Y; Z 0) et (Y; Z 0) deux solutions de l�ESDR(� ; �; g) et ESDR(� ; �0; g0)

respectivement, alors,

g(t; Y 0t ; Z
0
t)� g0(t; Y 0t ; Z 0t)
h

2M(�; h; [0; � ];Rk) (4.8)

g(t; Yt; Zt)� g0(t; Y 0t ; Z 0t)
h

2M(�; h; [0; � ];Rk) (4.9)

et de plus

g(t; Yt; Zt)� g0(t; Y 0t ; Z 0t)h

2
�

� 3
"
kh(Yt � Y 0t )k2� + kZt � Z 0tk2� +

g(t; Y 0t ; Z 0t)� g0(t; Y 0t ; Z 0t)h

2
�

#
(4.10)

Démonstration. Par la condition Lipschitizienne stochastique (S2), on a :

��g(t; Yt; Zt)� g0(t; Y 0t ; Z 0t)�� �
��g(t; Yt; Zt)� g(t; Y 0t ; Z 0t)��+ ��g(t; Y 0t ; Z 0t)� g0(t; Y 0t ; Z 0t)��

� ut
��Yt � Y 0t ��+ vt ��Zt � Z 0t��+ ��g(t; Y 0t ; Z 0t)� g0(t; Y 0t ; Z 0t)��
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Par l�intégralité de Young et la dé�nition de h2;

��g(t; Yt; Zt)� g0(t; Y 0t ; Z 0t)��2 � 3[u2t
��Yt � Y 0t ��2 + v2t ��Zt � Z 0t��2 + ��g(t; Y 0t ; Z 0t)� g0(t; Y 0t ; Z 0t)��2]

� 3h2t [h
2
t

��Yt � Y 0t ��2 + ��Zt � Z 0t��2 + jg(t; Y 0t ; Z 0t)� g0(t; Y 0t ; Z 0t)j2h2t
]

Par conséquent ,

jg(t; Y 0t ; Z 0t)� g0(t; Y 0t ; Z 0t)j
2

h2t
e�Ht

� 3e�Ht

"
h2t
��Yt � Y 0t ��2 + ��Zt � Z 0t��2 + jg(t; Y 0t ; Z 0t)� g0(t; Y 0t ; Z 0t)j2h2t

#

Intégrant de 0 à � et prenant l�espérance, on obtient (4:10). D�autre part, on a :g(t; Y 0t ; Z 0t)� g0(t; Y 0t ; Z 0t)h

2
�

�
g(t; Y 0t ; Z 0t)h

2
�

+

g0(t; Y 0t ; Z 0t)h

2
�

Par (S2), ��g(t; Y 0t ; Z 0t)�� � ut
��Y 0t ��+ vt ��Z 0t��+ jg(t; 0; 0)j

Par l�inégalité de Young et la dé�nition de h2 on obtient :

jg(t; Y 0t ; Z 0t)j
2

h2t
� 3

"
h2t
��Y 0t ��2 + ��Z 0t��2 + jg(t; 0; 0)j2h2t

#

Utilisons (S5) on obtient
g(t;Y 0t ;Z0t)h

2
�
h1 ; et on peut facilement véri�er queg0(t; Y 0t ; Z 0t)h

2
�

<1

Proposition 4.4 Soit � > 0; (ht)t�0 un processus Ft�adapté positif et borné et pour " > 0:

Supposons g
h 2M(�; h; [0; � ];Rk) et � 2M(�; h; [0; � ];Rk). L�EDSR suivante8>><>>:

�dYt = g(t)dt� ZtdBt

Y� = �

(4.11)

a une solution unique.
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Démonstration. L�idée de la preuve est identique à [13], mais elle devient de loin

plus technique en raison de la situation générale. Donnons d�abord un argument heuristique.

Soit (Y; Z) une solution de l�EDSR, on a

Yt^� = � +

�Z
t^�

g(s)ds+

�Z
t^�

ZsdBs

En utilisant l�espérance conditionnelle

Yt^� = E[Yt^� j Ft^� ]

= E

24� + �Z
0

g(s)ds j Ft^�

35� t^�Z
0

g(s)ds

Ainsi nous avons un candidat pour une part de la solution. Dé�nissons

Mt^� = E

24� + �Z
0

g(s)ds=Ft^�

35
Yt^� = Mt^� �

t^�Z
0

g(s)ds

On obtient une estimation de M et Y:

Lemme 4.5

E[jMt^� j2] � 2E j�j2 +
2

�
E
�Z
0

��g(s)2��
h2s

e�Hsds (4.12)

E supt��
h
e�Ht jYtj2

i
� 8E j�j2 e�H� + 8

�
E
�Z
0

��g(s)2��
h2s

e�Hsds (4.13)

Par consiquent : Mt(t 2 [0; � ])est une martingale de carré intégrable.
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Démonstration. Par la dé�nition de Y et l�utilisation de l�inégalité de Jensen,

Young et Holder, respectivement, on obtient,

e
�
2
Ht^� jYt^� j =

������E
24� + �Z

t^�

g(s)ds j Ft^�

35������ e�2Ht^�

� E[

vuuut
������� +

�Z
t^�

g(s)ds

������
2

e�Ht^� j Ft^� ]

�
p
2E

264
vuuutj�j2 e�H� +

������
�Z
t^�

g(s)ds

������
2

e�Ht^� j Ft^�

375
�

p
2E

264
vuuutj�j2 e�H� +

0@ �Z
t^�

h2se
��Hsds

1A0@ �Z
t^�

jg(s)j2

h2s
e�Hsds

1A e�Ht^� j Ft^�

375
�

p
2E

264
vuuutj�j2 e�H� + 1

�

�Z
0

jg(s)j2

h2s
e�Hsds j Ft^�

375
Donc, e

�
2
Ht^� j Y 2t^� est dominé par une martingale. Par l�inégalité de Doob et l�inégalité de

Jensen, on obtien une estimation de Y: Une estimation deM se fait d�une manière similaire.

Maintenant construisons la deuxième partie de la solution. Car M est une mar-

tingale de carré intégrable, en utilisant le théorème de représentation des martingales, on

obtient :

Soit Z : 
� R+ �! Rm�d est un processus Ft�adapté tel que :

P

0@1Z
0

jZsj ds <1

1A = 1 et Mt^� =M0 +

t^�Z
0

ZsdBs

On peut montrer (en utilisant les dé�nitions ci-dessus) que pour T <1 et t � T

Yt^� = YT^� +

T^�Z
t^�

g(s)ds�
T^�Z
t^�

ZsdBs (4.14)

Si T �!1 nous voyons que Z est le candidat normal pour la deuxième partie de la solution,

et que YT^� �! � (P � p:s): Nous distinquons deux cas :
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i) Soit f� � Tg pour T <1 [12], on obtient,

E

24� + �Z
0

g(s)ds=Ft^�

35 = E
24� + �Z

0

g(s)ds=F�

35 = � +

�Z
0

g(s)ds

Par conséquent YT^� �! � en f� � Tg:

(ii) Si f� = 1g et comme g
h 2 M(�; h; [0; � ];Rk) et � 2 M(�; h; [0; � ];Rk); on a g = 0 et

� = 0 en f� =1g: Ainsi YT^� �! 1 . Notons que nous avons besoin de h loin de 0; pour

conclure cela, g et � égale 0: Par consiquent

Yt^� = � +

T^�Z
t^�

g(s)ds�
T^�Z
t^�

ZsdBs

On va montrer que (Y; Z) 2 Sc(�; h; �):

Lemme 4.6

(Y; Z) 2 Sc(�; h; �)

Démonstration. On sait que Y 2 Mc(�; h; [0; � ];Rk); on applique la formule

d0Itô à e�Ht^� jYt^� j2 ; on obtient :

jYt^� j2 e�Ht^� +
T^�Z
t^�

e�Hs jZsj2 ds = jYt^� j2 e�Ht^� �
T^�Z
t^�

e�Hs [�h2s jYsj
2 + 2hg(s); Ysi]ds

+

T^�Z
t^�

e�HshYs; ZsdBsi

Nous devons payer à attention au fait cela
T^�R
t^�

e�HshYs; ZsdBsi peut être une vraie martingale

locale. Par conséquent, nous ne pouvons pas assumer cela car E
T^�R
t^�

e�HshYs; ZsdBsi = 0:

Mais comme aux estimations a priori dans le lemme (4.5), on a (en utilisant l�inégalité de
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Burkholder - Davis-Gundy)

E
T^�Z
0

e�Hs jZsj2 ds+ E
T^�Z
0

e�Hs [� jhsYsj2 ds

� C[E jYt^� j2 e�Ht^� + E
�Z
0

jg(s)j2 e�Hsds+ E sup
0�t��

(e�Ht jYtj2)]

avec C une constante qui dépend seul à � et ne dépend pas à T: Alors nous pouvons servir

le lemme (4.5) et passer à la limite pour obtenir le résutat. Il reste à prouver l�unicité.

Soit � = 0 et g = 0: On applique la formule d�Itô à jYt^� j2 , on obtient,

E jYt^� j2 = �E
�Z
t^�

jZsj2 ds

Par conséquent,

Yt^� = 0 P � p:s

Zt = 0 P � p:s pour tout t 2 [0; � ]

L�unicité suit du linéarité de l�équation. La preuve de la proposition (4.4) est complète

maintenant.

4.3 Existence et unicité de solution

Nous pouvons maintenant énoncer les résultats principaux

Théorème 4.7 l�EDSR (4,1) a une solution unique.

Démonstration. On �xe (y; z) 2 S(�; h; �) et on considère EDSR

�dYt = g(t; yt; zt)dt� ZtdBt (4.15)

Y� = �
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Par (S2)

jg(t; yt; zt)j � ut jytj+ vt jztj+ jg(t; 0; 0)j

Par l�inégalité de Young et la dé�nition de h2

jg(t; yt; zt)j2

h2t
� 3

 
h2t jytj

2 + jztj2) +
jg(t; 0; 0)j2

h2t

!

En utilisant (S5), on obtient :

g(t; yt; zt)

ht
2Mc(�; h; [0; � ];Rk)

Donc l�EDSR (4:14) a une unique solution par proposition (4:4).

On dé�nit l�opérateur :

� : S(�; h; �) �! Sc(�; h; �) � S(�; h; �);

tel que �(y; z) est une solution de l�EDSR (4:14). Nous montrerons, que pour � assez un

grand, � est une contraction. En utilisant la contraction, nous trouvons un pint �xe unique

ce qui nous donnent l�unicité de la solution de l�EDSR (4:2). supposons (y; z); (y0; z0) 2

S(�; h; �), par le lemme (4:3), on a :

g(t; yt; zt)� g(t; y0t; z0t)h

2
�

� 3(kh(yt � y0t)k2� + kzt � z0tk2�)

on combine cette inégalité avec le résultat de lemme (4:2) et en utilisant le fait que �(y; z)�

�(y0; z0) est une solution de l�EDSR donnée par (� ; 0; g(t; yt; zt)� g(t; y0t; z0t)):

k�(y; z)��(y0; z0)k2� � (
12

�2
+
6

�
)(kh(yt � y0t)k2� + kzt � z0tk2�)

�
�
12

�2
+
6

�

�
k(y; z)� (y0; z0)k2�
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Par conséquent, pour � assez grand � est une contraction . Ainsi EDSR (4:2) possède une

unique solution. Ce qui termine la preuve. Il reste à prouver la propriété de continuité et la

dépendance.

Théorème 4.8 Supposons (� ; �; g) et (� ; �0; g0) les données standards associeés aux solu-

tions (Y; Z) et (Y 0; Z 0): pour � assez grand, il existe une constante K > 0 indépendante de

� tel que :

k(Y; Z)� (Y 0; Z 0)k2�;c = Kk� � �0k2� +K
g(t; Yt; Zt)� g0(t; Y 0t ; Z 0t)h


�

Démonstration. Soit :

f(t; y; z) = g(t; y + Y 0t ; z + Z
0
t)� g0(t;�y � Yt;�z � Zt)

telle que (Y � Y 0; Z �Z 0) est une solution de l�EDSR(� ; � � �0; g): Par le lemme (4:3), on a

f(t; Yt � Y 0t ; Zt � Z 0t)
h

2M(�; h; [0; � ];Rk)

Par conséquent, en appliquant le lemme (4:2), on obtient :

kY � Y 0; Z � Z 0k2� �
�
C + 1 +

2

�

�
k� � �0k2� +

�
C 0 + 2

�
+
4

�2

�g(t; Yt; Zt)� g0(t; Y 0t ; Z 0t)h

2
�

�
�
C + 1 +

2

�

�
k� � �0k2� + 3

�
C 0 + 2

�
+
4

�2

��
kh(Yt � Y 0t )k2� + kZt � Z 0tk2�

�
+

g(t; Y 0t ; Z 0t)� g0(t; Y 0t ; Z 0t)h

2
�

la seconde inégalité est obtenue par le lemme (4:3). en choisissant � assez grand pour

terminer la preuve. Finalement, nous comparons ces résultats avec le théorème de Pardoux-

Peng dans le cas de l�arrangement standard, ainsi le temps d�arrêt � lié par un certains

T0 <1 et laissant une prise d�état de Lipschitz d�uniforme i.e

��g(t; y; z)� g(t; y0; z0)�� � K(
��y � y0��+ ��z � z0��)
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Évidemment, dans ces prétentions (S4) et (S5) soient équivalentes à

(S04) � 2M(0; 0; � ;Rk) ;

(S05) g(:::::; 0; 0) 2M(0; 0; [0; � ];Rk):
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