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CHAPITRE 1

Introduction générale

L’étude des problèmes mathématiques et physiques conduit généralement à la

résolution des équations et inclusions différentielles. L’étude revient souvent à déter-

miner les solutions quand elles existent ou à donner une étude permettant d’etudier

leurs proprietés.

Les résultats exposés dans cette thèse, présentent une contribution à l’étude, d’une

part, des proprietés de l’invariance et l’invariance approchée des systèmes (S, F )

associées aux inclusions différentielles autonomes du premier ordre de type
ẋ(t) ∈ F (x(t)), p.p. t ∈ [0, T ];

x0 = x(0),

(1.1)

sous l’hypothèse que F soit dissipative et d’autre part, de l’existence de solutions

pour les inclusions différentielles à mémoire avec contrainte sur l’état.

La notion classique de l’invariance se définit comme suit : le système (S, F ) est dit

faiblement invariant si et seulement si pour tout x0 ∈ S il existe une trajectoire x

de (1.1) tel que x(t) ∈ S pour tout t ∈ [0, T ] de la même façon le système (S, F )

est dit fortement invariant si et seulement si pour tout x0 ∈ S toute trajectoire x de

(1.1) reste toujours dans S pour tout t ∈ [0, T ].
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1. Introduction générale

Dans la théorie de l’invariance il existe des sujets qui ont fourni la base pour la

recherche actuelle considérable dans la théorie de controle et d’optimisation [3, 20,

30, 33, 32].

Le premier résultat de l’invariance a été établi par Nagumo pour les équations diffé-

rentielles i.e. pour F (x) = {f(x)} où f(.) est continue, il a prouvé que l’invariance

faible d’un système (S, F ) est equivalente à la condition de type tangentielle

f(x) ∈ TB
S (x) ∀x ∈ S,

où

TB
S (x) = {v : lim

h−→0
dS(

x+ hv

h
) = 0}

est le cône Bouligand de S au point x et dS(x) = inf
s∈S

‖x−s‖, est la fonction distance.

Si f(.) est localement Lipschitz, la notion de l’invariance faible et forte coïncident.

Dans [10], Brezis a redecouvert la caractérisation tangentielle où f(.) est localement

Lipschitz et Bony [8] a présenté le cône normal proximal

Np
S(x) = {ξ : ∃σ > 0 tel que 〈ξ, x′ − x〉 ≤ σ‖x′ − x‖2 ∀x′ ∈ S},

et a prouvé que la condition normale

〈f(x), ξ〉 ≤ 0 ∀ξ ∈ Np
S(x),∀x ∈ S

est aussi une caractérisation de l’invariance (avec f(.) est localement Lipschitz). Le

cône normal joue un rôle majeur dans l’analyse non lisse. Dans [20], les auteurs ont

prouvé que la condition tangentielle est suffisante pour l’invariance faible et il y’a

une implication entre la condition tangentielle et la condition de type normal.

Hartman [40] a prouvé l’equivalence entre l’invariance faible et la condition tan-

gentielle sous la condition de continuité. Independamment Grandall [35] a montré

l’equivalence avec la condition normale, Redheffer et Wlater [52] ont fait des exten-

sions à n’importe quel espace en remplaçant la supposition de régularité de f(.) par
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1. Introduction générale

la condition de quasimonotonie, dans laquelle les solutions des equations différen-

tielles ordinaires sont uniques.

L’invariance faible a été plus largement étudiée que l’invariance forte. Dans un espace

de dimension finie et le cas autonome la condition tangentielle suivante

F (x) ∩ TB
S (x) 6= ∅ ∀x ∈ S

est donnée par Haddad [39] pour caractérisé les systèmes faiblement invariants. Le

critère de type normal a été d’abord prouvé par Veliov [56]. L’invariance faible est

equivalente à

min
v∈F (x)

〈ξ, v〉 ≤ 0 ∀ξ ∈ Np
S(x) ∀x ∈ S.

Les versions nonautonome des résultats de [20] peuvent être trouvées dans les tra-

veaux de Frankowska et Paskaz [32] et Dontchev [30]. Dans [4] Clarke a prouvé le

premier théorème d’invariance qui est vraiment fort (quand l’invariance faible et

forte ne coincident pas), en considérant la condition de Lipschitzité des multifonc-

tions et a prouvé l’equivalence de l’invariance forte avec les conditions tangentielles,

(les conditions tangentielles de l’invariance forte sont inclus [33]). La condition nor-

male forte est

max
v∈F (x)

〈ξ, v〉 ≤ 0 ∀ξ ∈ Np
S(x) ∀x ∈ S.

Krastanov a montré l’equivalence de l’invariance forte à la condition normale forte.

Aprés Clarke, Ledyaev et Radulescu [18] ont aussi fait des extensions aux espaces

de Hilbert sous les mêmes hypothéses de Clarck avec des modifications appropriées.

Pour les inclusions différentielles à mémoire les premiers travaux ont été entrepris

par V.Lakshmikathan, A.R, Mitchell et R.W. Mitchell [47] dans le cas des équations

différentielles. Dans la même direction, O. Arino et S. Gautier [5] ont obtenu un

résultat d’existence de solutions pour les équations différentielles à mémoire sous la

condition de la continuité faible dans un espace de Banach reflexif. Ces résultats
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1. Introduction générale

ont été généralisés par plusieurs auteurs. Dans [43] Syam a généralisé les résultats

obtenus pour les équations différentielles à mémoire aux inclusions différentielles à

mémoire et a donné un résultat d’existence de solutions viables pour l’ensemble E0

ou E0 c’est l’ensemble des fonctions continues sur [−r, 0] à valeurs dans un espace de

Banach E. Le même problème de Syam est résolu aussi par Haddad [39] mais dans

un espace de dimension finie sous la condition de la semicontinuité globale. Ibrahim

Ahmed Gamal [41] a aussi obtenu le même résultat dans un espace de dimension

infinie en ajoutant les conditions de convexités et de compacités.

Cette thèse est constituée de 4 chapitres. Dans le premier chapitre on présente une

introduction générale. Le deuxième chapitre est consacré à des notions de bases que

nous avons utilisé au long de ce travail.

Dans le troisième chapitre, nous montrons l’equivalence entre l’invariance faible et

l’invariance forte des systèmes (S, F ) associés aux (1.1) où F une multifonction

définit de Rn à valeurs dans Rn une multifonction à valeurs non vides convexes com-

pactes, dissipative et vérifie la condition de croissance linéaire et la semicontinuité

superieure. On a obtenu aussi quelques propriétés de l’invariance faible et fort ap-

prochée dans un espace de Hilbert. Dans le quatrième chapitre nous présentons un

résultat d’existence de solutions viables pour le problème suivant

ẋ(t) ∈ F (t, x(t)) p.p t ∈ [0, T ],

x(0) = x0,

x(t) ∈ D.

(1.2)

où D est un convexe fermé d’un espace de Banach séparable E et F : [0, T ]× E ⇒

ck(E), tel que (ck(E) est l’ensemble des sous ensemles non vides convexes compacts

de E), mesurable par rapport à la première variable et semicontinue superieurement

par rapport à la deuxième satisfaisant

F (t, x) ∩ TD(x) 6= ∅,
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1. Introduction générale

et il existe un ensemble équilibré K : F (t, x) ⊂ (1 + ‖x‖)K .

Aprés on résout le problème suivant à mémoire avec viabilité et retard

ẋ(t) ∈ F (t, τ(t− s)x) p.p. sur [0, T ]

τ(t− s)x = xt−s ∈ D ∀t ∈ [0, T ]

x(t) = ϕ0(t) sur [−r, 0]

(1.3)

où D est un convexe fermé d’un espace de Banach séparable E, r un réel strictement

positif et ϕ0 ∈ Es, F est une multifonction définie de [0, T ]×Es à valeurs dans ck(E)

semicontinue supèrieurement par rapport à la deuxième variable où Es est l’ensemble

des fonctions continues sur [−r, 0] à valeurs dans E telles que ϕ(s) ∈ D pour s fixé

dans [−r, 0], et τ(t)x ∈ C([−r, 0], E) définie par τ(t)x(s) = x(t+ s) ∀s ∈ [−r, 0].

dans la deuxième partie, on résout le problème (1.3) où la contrainte est variable

avec l’etat et F est semicontinue supèrieurement.

Les résultats du 3ème chapitre ont fait l’objet d’une publication dans "Bulletion of

the Iranian Mathematical Society", et les résultats du 4ème chapitre sont soumis.
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2. Concept de base et résultats préliminaires

2.0.1 Notations

Soient E un espace de Banach, E? son dual topologique, ‖.‖ la norme de E et H

un espace de Hilbert.

On note par

− σ(E,E?) la topologie faible sur E.

− B̄E la boule fermée de E de centre 0 et de rayon 1.

− CE([0, T ]) T > 0 l’espace de Banach des applications continues u : [0, T ] −→ E.

− ck(E) l’ensemble des sous ensembles non vides convexes compacts de E.

− £([0, T ]) la tribu de lebesgue sur [0, T ].

− λ la mesure de lebesgue sur R.

− β(I)(β(E)) est la classe des sous ensembles non vides Borel-mesurables de I (res-

pectivement de E).

− CE([−r, 0]) est l’espace des fonctions continues de [−r, 0] à valeurs dans E, muni

de la convergence uniforme.

− τλ([0, T ]) est la σ-algèbre des ensembles mesurables de l’intervalle [0, T ] de R.

− L1
E(([0, T ]), ‖.‖1) l’espace des applications definies sur [0, T ] à valeurs dans l’es-

pace de Banach E.

− L∞E ([0, T ], ‖.‖∞) est l’espace de Banach des applications f essentiellelement bor-

nées sur E.

− L2
E([0, T ], ‖.‖2) l’espace des applications de carré intégrable definies sur [0, T ] à

valeurs dans l’espace de Banach E.

− diamA est le diamètre d’une partie non vide A ⊂ E.

− intA est l’intérieur de A ⊂ E.

− co(A) est l’enveloppe convexe de A ⊂ E.

−co(A) est l’enveloppe convexe fermée A ⊂ E.

Nous avons la caractérisation suivante
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2. Concept de base et résultats préliminaires

Théorème 2.0.1 Soit A un sous ensemble non vide de E. Alors,

co(A) = {x ∈ E/∀x? ∈ E?; 〈x?, x〉 ≤ δ?(x?, A)},

où δ?(x?, A) est la fonction d’appui de A, i.e.,

δ?(x?, A) = sup
y∈A

〈x?, y〉.

− On rappelle que pour un sous ensemble convexe fermé A de E, on a

d(x,A) = sup
x?∈BE?

(〈x?, x〉+ δ?(x?, A)) (2.1)

− Pour t ≥ 0, A(x0, t) l’ensemble des points de la forme x(t), où x est une trajectoire

sur [0, t] vérifiant x(0) = x0.

Dans la suite S sera toujours un sous ensemble fermé non vide de H.

Définition 2.0.2 [21]

La distance d’un point x par rapport à S est donnée par

dS(x) = inf{‖x− s‖ : s ∈ S}.

Définition 2.0.3 [21]

On appellera projection de x sur S, l’ensemble des points de S les plus proches de x.

Il sera noté

projS(x) = {s ∈ S : ‖x− s‖ = dS(x)}.

Définition 2.0.4 [18]

La projection δ-métrique de x sur S est définit pour tout x ∈ H, pour tout δ > 0 par

projδ
S(x) = {s ∈ S : ‖x− s‖2 ≤ d2

S(x) + δ2}.
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2.1. Cônes

2.1 Cônes

Les définitions et les résultats suivants ont été pris des références [50, 31]

Cône normal proximal

Si x 6∈ S et s ∈ projS(x), alors le vecteur x− s est une perpendiculaire à S au point

s. L’ensemble des multiples positifs de tels vecteurs (i.e. scalaire positif ou nul) est

noté Np
S(x) et est défini comme le cône normal proximal (ou cône P-normal) à S en

x.

Si x ∈ intS ou s’il n’y a pas de perpendiculaire en x, alors par convention on pose

Np
S(x) = {0}. De même, si x 6∈ S on convient que Np

S(x) = ∅.

Proposition 2.1.1 Soit ξ ∈ H et x ∈ S. Alors ξ ∈ Np
S(x) si et seulement si il

existe σ > 0, tel que

σ‖y − x‖2 ≥ 〈ξ, y − x〉 ∀y ∈ S.

Proposition 2.1.2 Soit x ∈ H \ S, δ > 0 et sδ ∈ projδ
S(x). Alors ∃yδ ∈ H \ S et

s̄δ ∈ S tel que

yδ − s̄δ ∈ NP
S (s̄δ),

‖(yδ − s̄δ)− (x− sδ)‖ ≤ 0,

‖sδ − s̄δ‖ ≤ δ.

Définition 2.1.3 (Cône normal limite) Le cône normal limite (òu le cône L-

normal) à S en x est l’ensemble

NL
S (x) = {ξ ∈ H : ξi −→ ξ, ξi ∈ Np

S(xi), xi −→ x}.

En particulier, on a Np
S(x) ⊂ NL

S (x).

Définition 2.1.4 (Cône Bouligand (contigent))

Le cône Bouligand à S en x est l’ensemble

TB
S (x) = {v : lim inf

h−→0

dS(x+ hv)

h
= 0}.
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2.2. Quelques notions de mesurabilité

Définition 2.1.5 (Cône Bouligand faible) Le cône Bouligand faible à S en x

est défini par l’ensemble suivant

TW
S (x) = {v : inf

{vi}
lim inf

i−→∞h−→0

dS(x+ hvi)

h
= 0}.

Définition 2.1.6 (Cône tangent de Clarck) Le cône tangent de Clarck à S en

x est défini par l’ensemble suivant

TC
S (x) = {v : lim sup

y−→xh−→0

dS(y + hv)− dS(y)

h
= 0}.

Définition 2.1.7 (Cône normal de Clarck) Le cône normal de Clarck (ou cône

C-normal) à S en x est défini par

NC
S (x) = co[NL

S (x)].

Définition 2.1.8 (Cône tangent de Clarck) Le cône tangent de Clarck à S en

x est le cône polaire négatif de NC
S (x) c.à.d.

TC
S (x) = [NC

S (x)]? = {v ∈ H : 〈ξ, v〉 ≤ 0 ∀ξ ∈ Np
S(x)} = [NL

S (x)]?.

Proposition 2.1.9 ∀x ∈ S

coTW
S (x) ⊆ [NC

S (x)]?

coTB
S (x) ⊆ [NC

S (x)]?.

2.2 Quelques notions de mesurabilité

Les résultats suivants ont été pris des références [50, 31].

Définition 2.2.1 Soit (X,Σ) un espace mesurable et Y un espace de Banach.

Une fonction f : X −→ Y est dite simple si f est Σ-mesurable et f(X) est fini.

14



2.3. Notions sur les multifonctions et les sélections

Définition 2.2.2 (Fonction µ-mesurable). Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré fini

et Y un espace de Banach.

Une application f : X −→ Y est dite µ-mesurable s’il existe une suite des fonctions

simple (fn) telle que fn −→ f µ-p.p.

Lemme 2.2.3 Si Y est séparable, toute application mesurable est µ-mesurable.

2.3 Notions sur les multifonctions et les sélections

Nous donnons dans cette section quelques définitions et résultats concernant

les multi-application, aussi appelées correspondances, applications multivoques ou

multi-application et leurs sélections. Pour plus de détails sur les multi-applications

voir [14].

Définition 2.3.1 Soient X, Y deux ensembles non vides, on appelle multi-application

définie sur X à valeurs dans Y , toute application de X ayant sa valeur dans P (Y )

(ensemble des parties de Y ). On note le domaine, le graphe et l’image de la multi-

application F : X ⇒ Y par

D(F ) := dom(F ) = {x ∈ X : F (x) 6= ∅}.

Gr(F ) = {(x, y) ∈ X × Y : x ∈ D(F ), y ∈ F (x)}.

Im(F ) =
⋃

x∈D(F )

F (x).

Définition 2.3.2 Soit F : X ⇒ Y une multi-application. On appelle sélection de

F toute application f : X −→ Y vérifiant

f(x) ∈ F (x), ∀x ∈ X.
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2.3. Notions sur les multifonctions et les sélections

2.3.1 Mesurabilité des multi-applications

Définition 2.3.3 Soit (T,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique et F :

T ⇒ X.

On dit que F est Σ-mesurable où simplement mesurable si pour tout ouvert V de X

F−1(V ) = {t ∈ T : F (t) ∩ V 6= ∅} ∈ Σ.

Lemme 2.3.4 Soient (T,Σ) un espace mesurable, X un espace de Banach séparable

et F : T ⇒ X une multi-application à valeurs non vides convexes compactes, alors

la Σ-mesurabilité de F est équivalente à la mesurabilité de la fonction δ?(F (.), x
′
)

pour x′ ∈ X ′
.

Théorème 2.3.5 (Théorème d’existence des sélections mesurables)

Soient (T,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable et F :

T ⇒ X un multi-application Σ-mesurable à valeurs fermées. Alors F admet au

moins une sélection mesurable.

Théorème 2.3.6 Soient (T,Σ) un espace mesurable, X un espace de Banach sépa-

rable. Soient F : T ×X ⇒ X une multi-application Σ-mesurable, u : T −→ X une

application mesurable. Alors la multi-application F (., u(.)) est mesurable.

2.3.2 Continuité des multi-applications

Définition 2.3.7 Soit X, Y deux espaces topologiques, et soit F : X −→ Y une

multi-application.

(1) On dit que F est semicontinue supérieurement (s.c.s) au point x0 ∈ X si pour

tout ouvert U de Y tel que F (x0) ⊂ U, il existe un voisinage Vx0 de x0 dans X tel

que F (Vx0) ⊂ U.

Si cela est vrai pour tout x0 ∈ X, on dit que F est s.c.s sur X.

(2) Si X est un espace métrique et Y un espace vectoriel normé, on dit que F est
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2.3. Notions sur les multifonctions et les sélections

scalairement semicontinue supérieurement si, pour tout y′ ∈ Y ′
, la fonction à valeurs

réelles x 7−→ δ?(F (x), y
′
) est semicontinue supérieurement.

Proposition 2.3.8 Soient X, Y deux espaces topologiques. Une multi-application

F : X ⇒ Y à valeurs non vides est semicontinue supérieurement si et seulement

si l’image inverse F−1(C) := {x ∈ X : F (x) ∩ C 6= ∅} est fermé pour tout sous

ensemble fermé C de Y.

Si F : X ⇒ Y est à valeurs non vides fermées est s.c.s alors son graphe Gr(F ) est

fermé dans X × Y.

Proposition 2.3.9 Soient X un espace de Banach et Y un espace de Banach com-

plet. Soit F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs non vides. Si le graphe de F

est fermé alors F est s.c.s.

Proposition 2.3.10 [23]

Soient X, Y deux espaces de Banach et F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs

non vides. Alors F est s.c.s si et seulement si d(y, F (.)) est s.c.i pour tout y ∈ Y.

Proposition 2.3.11 Soit F une multi-application définie sur un espace métrique

X à valeurs dans un espace vectoriel normé Y est s.c.s à valeurs compactes, alors

la fonction (x, z) ∈ X × Y
′ 7−→ δ?(F (x), z) est s.c.s.

Définition 2.3.12 [23]

Soient X, Y deux espaces de Banach. Alors la multi-application F : X ⇒ Y à valeurs

non vides est dite ε-s.c.s si pour tout x0 ∈ X et ε > 0 il existe δ = δ(x0, ε) > 0 tel

que

F (x) ⊂ F (x0) + εB̄Y pour tout x ∈ x0 + δB̄X .

Proposition 2.3.13 [23]

Soient X, Y deux espaces de Banach et F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs
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2.3. Notions sur les multifonctions et les sélections

non vides.

Si F est s.c.s alors F est ε-s.c.s. L’inverse est vrai si F est à valeurs compactes.

Le résultat suivant est une version multivoque du théorème de Scorza-Dragoni due

à Castaing-Marques (voir [12, 6]).

Théorème 2.3.14 Soit I un intervalle compact de R, X un espace métrique sépa-

rable complet et Y un espace métrique convexe compact. Soit F : I × X ⇒ Y une

multi-application de Carathéodory à valeurs non vides fermées et convexes, i.e.,

(i) pour tout t ∈ I, la multi-application F (t, .) est de graphe fermé dans X × Y

(F (t, .) est s.c.s),

(ii) pour tout x ∈ X, la multi-application F (., x) est mesurable (admet une sélection

mesurable).

Alors, il existe une multi-application F0 : I × X ⇒ Y à valeurs convexes fer-

mées(possiblement vides) dont le graphe appartient à L(I)⊗B(X)⊗B(Y ) qui possède

les propriétés suivantes.

1. Il existe un ensemble négligeable N ⊂ I tel que

F0(t, x) ⊂ F (t, x),

pour tout t 6∈ N et tout x ∈ X.

2. Si u : I −→ X et v : I −→ Y sont deux applications mesurables telles que

v(t) ∈ F (t, u(t)) p.p. sur I, alors v(t) ∈ F0(t, u(t)) p.p. sur I.

3. Pour tout ε > 0, il existe un compact Iε ⊂ I, tel que λ(I \ Iε) < ε et tel que la

restriction F0 sur Iε ×X soit de graphe fermé et vérifie

∅ 6= F0(t, x) ⊂ F (t, x),

pour tout (t, x) ∈ Iε ×X.

Avant d’énoncer le théorème suivant rappelons deux notions classiques connues.
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2.3. Notions sur les multifonctions et les sélections

Définition 2.3.15 Soient X un espace topologique et U une partie de X.

1. On appelle recouvrement localement fini de U tout recouvrement ouvert (Vλ) de

U vérifiant pour tout x ∈ U, il existe un voisinage ouvert V de x tel que l’ensemble

{λ ∈ Λ : Vλ ∩ V 6= ∅} soit fini.

2. Une famille de fonctions continues (ψ)λ∈Λ définies sur X à valeurs dans [0, 1] est

une partition continue de l’unité subordonée au recouvrement (Vλ)λ∈Λ si pour tout

λ ∈ Λ, supp(ψλ) ⊂ Vλ et pour tout x ∈ V on a
∑

λ∈Λ ψλ(x) = 1. On désigne ici par

supp(ψλ) le support de la fonction ψλ.

Le résultat suivant est une version multivoque du théorème classique de Dugundji

(voir [25]).

Théorème 2.3.16 Soit X, Y deux espaces de Banach. Soient K ⊂ X,D ⊂ Y deux

fermés non vides et F : K ×D ⇒ X une multi-application semicontinue supérieu-

rement à valeurs convexes et faiblement compacte telle que

∀(t, x) ∈ (K ×D), F (t, x) ⊂ c(t)(1 + ‖x‖BY ),

où c(.) est une fonction positive définie sur K. Soit (Uλ)λ∈Λ un recouvrement ouvert

localement fini de (X \K) tel que pour tout λ ∈ Λ

0 < diamU < d(Uλ, K).

Soit (ψλ)λ∈Λ une partition continue de l’unité relativement au recouvrement (Uλ)λ∈Λ.

pour tout λ ∈ Λ

0 < diamU < d(Uλ, K).

Soit (ψλ)λ∈Λ une partition continue de l’unité relativement au recouvrement (Uλ)λ∈Λ.

Pour tout λ ∈ Λ, soit tλ ∈ K tel que

d(tλ, Uλ) < 2d(Uλ, K).
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2.3. Notions sur les multifonctions et les sélections

Alors, la multi-application F̃ définie sur X ×D, par

F̃ (t, x) =


F (t, x), si t ∈ K, x ∈ D∑

λ∈Λ ψλ(t)F (t, x) si t ∈ X \K, x ∈ D.
(2.2)

est une extension semicontinue supérieurement de F à X ×D à valeurs faiblement

compactes. De plus on a, F̃ (X × D) ⊂ co(F (K × D)) et si c est constante, on a

F̃ (t, x) ⊂ c(1 + ‖x‖)BY . En particulier, si pour tout (t, x), F (t, x) ⊂ C où C est un

convexe de Y, alors F̃ (t, x) ⊂ C.

Théorème 2.3.17 (Thèorème d’Ascoli-Arzelà)[28] soient J un espace métrique

compact, (Y, d) un espace métrique complet, et K un sous ensemble de C(J, Y ), l’es-

pace des applications continues définies sur J à valeurs dans Y , muni de la topologie

de la convergence uniforme. Alors K est relativement compact si et seulement si K

est équicontinu et K(x) est relativement compact, avec

K(x) = {f(x) : f ∈ K}.

Théorème 2.3.18 (Corollaire du théorème d’Ascoli-Arzelà)[28] soient J un

ensemble compact de R, E un espace de Banach de dimension finie et soit (fn) une

suite de fonctions absolument continues définie sur J à valeurs dans E vérifiant les

conditions suivantes ;

1.∀t ∈ J , (fn(t))n∈N est un sous ensemble relativement compact dans E;

2. il existe une fonction à valeurs réelles positiveés h ∈ L1(J,R+) telle que

‖ḟn(t)‖ ≤ h(t), p.p. sur J ;

alors il existe une sous suite de (fn)n qui converge vers une fonction absolument

continue f : J −→ E au sens suivant :

−(fn)n converge uniformément vers f ;

− (ḟn)n converge uniformément vers ḟ dans L1
E(J).
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2.3. Notions sur les multifonctions et les sélections

2.3.3 Lipschizité et dissipativité des multi-applications

Définition 2.3.19 [20] Soit F : H ⇒ H une multi-application.

• On dit que F est lipschitzienne s’il existe K > 0 tel que

∀x, y ∈ H, F (y) ⊆ F (x) +K‖y − x‖BH . (2.3)

• On dit que F est localement lipschitzienne si pour tout x ∈ H il existe un voisinage

V de x qu’on note V (x), et une constante K(x) > 0 tel que

∀y, z ∈ V (x) F (z) ⊆ F (y) +K(x)‖z − y‖BH .

Définition 2.3.20 [57]

Soit F : H ⇒ H une multi-application. On dit que F est dissipative si

〈u− v, x− y〉 ≤ 0, ∀u ∈ F (x) ∀v ∈ F (y).

2.3.4 Hamiltoniens

Définition 2.3.21 [18]

Les hamiltoniens maximisé et minimisé sont définis respectivement comme suit

HF : H ×H → R

(x, ξ) 7→ HF (x, ξ) = sup
v∈F (x)

〈v, ξ〉,

et

hF : H ×H → R

(x, ξ) 7→ hF (x, ξ) = inf
v∈F (x)

〈v, ξ〉.

En terme d’hamiltoniens la définition d’une multi-application dissipative devient

comme suit

Définition 2.3.22 [57] Soit F : H ⇒ H une multi-application. On dit que F est

dissipative ssi

HF (y, y − x)− hF (x, y − x) ≤ 0 ∀x, y ∈ H.
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2.3. Notions sur les multifonctions et les sélections

Proposition 2.3.23 [18]

HF (x, ξ) = HcoF (x, ξ) ∀x, ξ ∈ H.

hF (x, ξ) = hcoF (x, ξ) ∀x, ξ ∈ H.

Proposition 2.3.24 Soit x : [a, b] −→ H une trajectoire. Alors pour tout t ∈ [a, b]

et tout h assez petit positive,

x(t+ h)− x(t)

h
∈ c̄o(F (x([t, t+ h]))) = c̄o(

⋃
h∈[h,h+τ ]

F (x(τ))).
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3.1. Solution d’Euler

Au début de ce chapitre, on va donner des notions et des propriétes concernant

l’invariance et l’invariance approchée.

Considérons l’inclusion différentielle suivante
ẋ(t) ∈ F (t, x(t)) p.p. t ∈ [0,∞[

x(0) = x0,

(3.1)

où F est une multifonction de [0,∞[×Rn dans Rn.

Les hypothéses de base

(CH)



∀(t, x) ∈ R× Rn, F (t, x) est à valeurs non vide, convexe compacte,

F est semicontinue suprieurement,

∃c > 0,∀(t, x) ∈ R× Rn : v ∈ F (t, x) =⇒ ‖v‖ ≤ c(1 + ‖x‖).

Proposition 3.0.25 Une trajectoire x de (3.1) est une fonction absolument conti-

nue x telle que sa derivée ẋ verifie (3.1).

Proposition 3.0.26 Toute fontion absolument continue x : [0,∞[−→ Rn est un

arc sur [0,∞[.

Proposition 3.0.27 Tout arc verifié (3.1) est une trajectoire.

3.1 Solution d’Euler

Considérons le problème de Cauchy suivant

ẋ(t) = f(t, x(t)), x(a) = x0, (3.2)

où f est une fonction arbitraire définie de [a, b] × Rn dans Rn. Puisqu’en général

l’équation différentielle précédente n’admet pas une solution classique, nous construi-

sons des solutions approchées linéaires par morceaux correspondant aux partitions

de l’intervalle du temps.
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3.1. Solution d’Euler

Soit π = {t0, t1, ..., tn} une partition de l’intervalle [a, b] avec t0 = a et tn = b. Notons

que µπ = max1≤i≤n−1(ti+1− ti) est le diamétre de la partition. Sur chaque intervalle

[ti, ti+1] nous considérons la solution linéaire de la pente f(ti, xi) où xi est obtenue

par réccurence. Donc nous obtenons un arc polygonale xπ appelé polygon d’Euler

décrit de la façon suivante
ẋ(t) = f(ti, xi), sur [ti, ti+1],

x(ti) = xi,

(3.3)

∀i ∈ {0, 1, ..., n− 1}.

Une solution d’Euler de (3.2) est une fonction absolument continue qui est la li-

mite uniforme des arcs polygonaux d’Euler xπi
correspondant à certaines suites πi

avec µπi
qui tend vers 0 quand i tend vers ∞. Nous disons qu’un arc x sur [a, b] est

un arc d’Euler de f si x est une solution d’Euler de (3.2).

Proposition 3.1.1 (Gronwall) Soit x un arc sur [a, b] vérifiant

‖ẋ(t)‖ ≤ γ‖x(t)‖+ c p.p. ; t ∈ [a, b]

avec γ, c sont des constantes positives. Alors pour tout t ∈ [a, b] on a

‖x(t)− x(a)‖ ≤ (exp(c(t− a))− 1)(‖x(a)‖+
c

γ
).

Proposition 3.1.2 (Gronwall forme intégrale) Soient u, v : [t0, t1] −→ R+ deux

fonctions continues telle que, pour quelque C ≥ 0, on ait :

u(t) ≤ C +

∫ t1

t0

u(s)v(s)ds ∀t ∈ [t0, t1].

Alors

u(t) ≤ C exp(

∫ t1

t0

v(s)ds) ∀t ∈ [t0, t1].
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3.1. Solution d’Euler

Proposition 3.1.3 (Gronwall forme différentielle) Soient φ, ψ deux fonctions

continues. Si l’équation differentielle suivante est vérifiée

dφ

dt
(t) ≤ φ(t)ψ(t),

alors on a l’inégalité

φ(t) ≤ φ(0) exp(

∫ t

t0

ψ(s)ds)

pour tout t ≥ t0. En particulier, si φ(t0) = 0, alors ∀t ≥ t0 φ(t) ≤ 0.

Théorème 3.1.4 Soit f : [a, b] × Rn −→ Rn qui vérifie la condition de croissance

lineaire c.à.d.

∃c > 0,∀(t, x) ∈ R× Rn : v ∈ f(t, x) =⇒ ‖v‖ ≤ c(1 + ‖x‖).

Alors

(1) Il existe au moins une solution d’Euler du problème de Cauchy (3.2) sur [a, b],

et toute arc d’Euler est Lipschitzienne.

(2) Toute solution d’Euler satisfait

‖x(t)− x(a)‖ ≤ (t− a)ec(t−a)(c(1 + ‖x(a)‖)) a ≤ t ≤ b.

Preuve.

Soit π = {t0, t1, ..., tn} une partition de l’intervalle [a, b] et xπ un arc polygonale

d’Euler. Les noeuds de xπ sont notés par x0, x1, ..., xn.

Sur l’intervalle [ti, ti+1] on a

‖ẋπ(t)‖ = ‖f(ti, xi)‖ ≤ c(1 + ‖xi‖)
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3.1. Solution d’Euler

donc pour tout i = 0, 1, ..., n

‖xi+1 − x0‖ = ‖xi+1 − xi + xi − x0‖

≤ ‖xi+1 − xi‖+ ‖xi − x0‖

= ‖
∫ ti+1

ti

f(ti, xi)dτ‖+ ‖xi − x0‖

≤
∫ ti+1

ti

‖f(ti, xi)‖dτ + ‖xi − x0‖

= (ti+1 − ti)‖f(ti, xi)‖+ ‖xi − x0‖

≤ (ti+1 − ti)(c(1 + ‖xi‖)) + ‖xi − x0‖

≤ (ti+1 − ti)(c(1 + ‖xi − x0‖+ ‖x0‖)) + ‖xi − x0‖

= ‖xi − x0‖(1 + c(ti+1 − ti)) + c(ti+1 − ti)(‖x0‖+ 1).

Ceci implique que

‖xn − x0‖ ≤ e

n∑
i=1

c(ti+1−ti)
n∑

i=1

c(ti+1 − ti)(‖x0‖+ 1)

‖xn − x0‖ ≤ (b− a)ec(b−a)(c‖x0‖+ c).

et donc

‖xi − x0‖ ≤ (b− a)ec(b−a)(c‖x0‖+ c), ∀i = 1, 2, ..., n.

c.à.d.

xi ∈ B(x0,M) ∀i = 1, 2, ..., n,

avec

M = (b− a)ec(b−a)(c‖x0‖+ c).

Par la convexité de B(x0,M) on a

xπ(t) ∈ B(x0,M) a ≤ t ≤ b.
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3.1. Solution d’Euler

De plus la dérivée est, le long de toute partie lineaire de xπ déterminée par les valeurs

de f au niveaux des noeuds. On obtient la borne uniforme sur [a, b]

‖ẋπ‖∞ = sup
a≤t≤b

‖ẋπ(t)‖

= sup
a≤t≤b

‖f(t, xπ(t))‖

≤ sup
a≤t≤b

(c(‖xπ(t)‖+ 1))

= c sup
a≤t≤b

‖xπ(t)‖+ c.

D’après la proposition 3.1.1 on a

‖xπ(t)‖ − ‖x(a)‖ ≤ ‖xπ(t)− x(a)‖ ≤ (ec(t−a) − 1)(‖x(a)‖+ 1).

Donc

‖xπ(t)‖ ≤ ec(t−a)(‖x(a)‖+ 1)− 1.

Alors

sup
a≤t≤b

‖xπ(t)‖ ≤ sup
a≤t≤b

ec(t−a)(‖x(a)‖+ 1)− 1

≤ (b− a)ec(b−a)(‖x(a)‖+ 1)

≤ c(b− a)ec(b−a)(‖x(a)‖+ 1)

= M.

‖ẋπ‖∞ ≤ c sup
a≤t≤b

‖xπ(t)‖+ c ≤ cM + c = K.

On conclut que ẋπ est uniformément borné sur [a, b] donc borné sur [a, b] et alors xπ

Lipschitz sur [a, b] de rapport K.

Maintenant, soit xπj
une suite de partition telles que πj tend vers 0 c.à.d. quand j

tend vers ∞, µπj
tend vers 0, alors les arcs polygonaux d’Euler sur [a, b] qui corres-

pondent à cette partition vérifient

xπj(a) = x0 ‖xπj
− x0‖∞ ≤M, ‖ẋπj

‖∞ ≤ K.
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3.1. Solution d’Euler

En effet

‖xπj
− x0‖ = sup

a≤t≤b
‖xπj

(t)− xπj
(a)‖.

On a

xπj
(t) ∈ B(x0,M), xπj

(a) = x0,

c.à.d.

‖xπj
(t)− xπj

(a)‖ ≤M, ∀t ∈ [a, b],

donc

sup
a≤t≤b

‖xπj
(t)− xπj

(a)‖ ≤M.

Alors

‖xπj
− x0‖∞ ≤M.

‖ẋπj
‖∞ = sup

a≤t≤b
‖ẋπj

(t)‖ = sup
a≤t≤b

‖f(t, xπj
(t))‖ = sup

a≤t≤b
(c‖xπj

(t)‖+ c) ≤ cM + c = K.

On conclue que ẋπj
est uniformément borné sur [a, b], donc Lipschitzienne sur [a, b]

et alors xπj
uniformément borné sur [a, b] d’où la Lipschitzité de {xπj

}.

Il s’ensuit que {xπj
} est équicontinue, uniformément borné, alors par le Théorème

d’Arzelà Ascoli {xπj
} converge uniformément vers la fonction continue x.

La fonction x hérite la lipschitzité de rang K sur [a, b] et par conséquent est absolu-

ment continue (c.a.d. x est un arc). Ainsi par définition, x est une solution d’Euler

du problème à valeurs initiales (3.2) sur [a, b] et l’assertion (1) du théorème est prou-

vée.

Pour prouver l’inégalité de l’assertion (2), on a tout arc d’Euler x vérifie la condition

de croissance linéaire et donc par la proposition 3.1.1 on trouve

‖x(t)− x(a)‖ ≤ (ec(t−a) − 1)‖x(a)‖+

∫ t

a

cec(t−s)ds,

‖x(t)− x(a)‖ ≤ (ec(t−a) − 1)‖x(a)‖+ (ec(t−a) − 1),

= (ec(t−a) − 1)(‖x(a)‖+ 1)
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‖x(t)− x(a)‖ ≤ (ec(t−a) − 1)(‖x(a)‖+ 1),

≤ c(t− a)ec(t−a)(‖x(a)‖+ 1), a ≤ t ≤ b.

D’oú le résultat désiré. �

3.2 Compacité des trajectoires approchées

Maintenant nous considérons que les hypothèses (CH) sont vérifiées.

Soit f une sélection de F. Alors f évidemment vérifie la condition de croissance

linéaire et par le Théorème 3.1.4 la solution d’Euler du problème (3.2) existe.

Théorème 3.2.1 Soit {xi} une suite des arcs sur [a, b] tel que l’ensemble {xi(a)}

soit borné et

ẋi(t) ∈ F (τi(t), xi(t) + yi(t)) + ri(t)B), p.p.,

où {yi}, {ri}, {τi} des suites de fonctions mesurable sur [a, b] avec yi converge vers

0 dans L2, ri ≥ 0 converge vers 0 dans L2 et τi converge p.p. vers t. Alors il existe

une sous suite de {xi} qui converge uniformément vers un arc x qui est trajectoire

de (3.1) et sa dérivée converge faiblement vers ẋ.

Corollaire 3.2.2 Soit f une sélection de F et x une solution d’Euler sur [a, b] de

ẋ = f(t, x), x(a) = x0. Alors x est une trajectoire de (3.1) sur [a, b].

3.3 Invariance

3.3.1 Invariance faible

La notion de la théorie classique des systèmes dynamiques c’est l’invariance.

Quand le modéle de base est une équation différentielle ordinaire autonome ẋ(t) =

f(x(t)) avec f est localement Lipschitzienne et S est un sous ensemble de Rn. Alors
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l’invariance faible du couple (S, f) est pour tout x0 ∈ S l’unique trajectoire x dé-

finie sur [0,∞[ vérifie x(t) ∈ S, t ≥ 0, avec x0 = x(0). Dans cette section on va

donner une généralisation de ce concept à des situations dans lesquelles l’équation

différentielle est remplacée par une inclusion différentielle.

Supposons que nous étudions l’équation différentielle ordinaire suivante
ẋ(t) = f(t, x(t)),

x(0) = x0.

(3.4)

La question posée : Est-que la trajectoire x appartient au sous ensemble fermé S de

Rn. La façon naturelle de vérifier si c’est le cas est de choisir un point s ∈ projS(x(t))

(t donnéé) et de vérifier le signe de la quantité 〈f(t, x(t)), x− s〉 si elle est négative

ẋ(t) devient le point le plus proche à s donc certainement proche à S. Si cela prévaut

à chaque (t, x(t)), alors x(t) ∈ S.

La proposition suivante confirme que l’observation précédente est dans le cadre gé-

neral des arcs d’Euler.

Proposition 3.3.1 Soit f : [0,∞[×Rn −→ Rn une fonction qui vérifie la condition

de croissance linéaire c.à.d.

∃c > 0,∀(t, x) ∈ R× Rn : v ∈ f(t, x) =⇒ ‖v‖ ≤ c(1 + ‖x‖),

et x est un arc d’Euler de f sur [a, b]. Soit Ω un ouvert qui contient x(t) pour tout

t ∈ [a, b] et supposons que ∀(t, z) ∈ [a, b] × Ω,∃s ∈ projS(z) : 〈f(t, z), z − s〉 ≤ 0.

Alors

dS(x(t)) ≤ dS(x(a)), t ∈ [a, b].

Preuve.

Soit xπ un arc polygonal de la suite xπj
qui converge uniformément vers x. On note

les noeuds de t par xi (i = 0, 1, 2, ..., n) et x0 = x(a). Supposons que xπ(t) ∈ Ω pour
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tout t ∈ [a, b] et il existe i tel que si ∈ projS(xi) : 〈f(ti, xi), xi − si〉 ≤ 0.

d2
S(x1) ≤ ‖x1 − s0‖2 (s0 ∈ S)

= ‖x1 − x0 + x0 − s0‖2

≤ ‖x1 − x0‖2 + ‖x0 − s0‖2 + 2〈x1 − x0, x0 − s0〉

≤ K2(t1 − t0)
2 + d2

S(x0) + 2

∫ t1

t0

〈ẋπ(t), x0 − s0〉dt

≤ K2(t1 − t0)
2 + d2

S(x0) + 2

∫ t1

t0

〈f(t0, x0), x0 − s0〉dt

= K2(t1 − t0)
2 + d2

S(x0).

Par itération on obtient

d2
S(xi) ≤ K2(ti − ti−1)

2 + d2
S(xi−1)

≤ K2(ti − ti−1)
2 +K2(ti−1 − ti−2)

2 + ...+K2(t1 − t0)
2 + d2

S(x0)

≤ K2

i∑
l=1

(tl − tl−1)
2 + d2

S(x0)

≤ K2

i∑
l=1

(tl − tl−1)(tl − tl−1) + d2
S(x0)

≤ K2

i∑
l=1

(tl − tl−1) max
1≤l≤i

(tl − tl−1) + d2
S(x0)

≤ K2µπ

i∑
l=1

(tl − tl−1) + d2
S(x0)

≤ K2µπ(b− a) + d2
S(x0).

Considérons maintenat la suite xπj
des arcs polygonaux qui converge uniformément

vers x donc

d2
S(xj) ≤ K2µπj

(b− a) + d2
S(x0),

comme µπj
tend vers 0 quand j tend vers ∞.

Nous concluons que d2
S(x) ≤ d2

S(x0) et donc dS(x(t)) ≤ dS(x(a)), t ∈ [a, b]. �

Proposition 3.3.2 Soit f : [0,∞[×Rn −→ Rn une fonction qui vérifie la condition
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3.3. Invariance

de croissance lineaire c.à.d.

∃c > 0,∀(t, x) ∈ R× Rn, v ∈ f(t, x) =⇒ ‖v‖ ≤ c(1 + ‖x‖),

et x un arc d’Euler de f sur [a, b]. Soit Ω un ouvert qui contient x(t) pour tout

t ∈ [a, b] et supposons que

∀(t, z) ∈ [a, b]× Ω, ∃s ∈ projS(z) : 〈f(t, z), z − s〉 ≤ θ(t, z) dS(z),

avec θ une fonction continue. Alors

d

dt
dS(x(t)) ≤ θ(t, x(t)), p.p.

sur tout intervalle sur lequel dS(x(t)) > 0, ou sur un intervalle dans lequel

θ(t, x(t)) ≥ 0.

Dans ce qui suit on va donner les notions de l’invariance des systèmes (S, F )

associés à l’inclusion différentielle autonome suivante
ẋ(t) ∈ F (x(t)) p.p. sur [0,∞[.

x0 = x(0).

(3.5)

Définition 3.3.3 Le système (S, F ) est dit faiblement invariant si pour tout x0 ∈ S,

il existe une trajectoire x de (3.5) sur [0,∞[ tel que x(0) = x0, et x(t) ∈ S ∀t ≥ 0.

Le thèoréme suivant est une condition suffisante de l’invariance faible en terme

d’Hamiltonien inférieur.

Théorème 3.3.4 Supposons que F vérifie les hypothèses (CH) et

hF (x, ξ) ≤ 0 ∀ξ ∈ Np
S(x), ∀x ∈ S.

Alors (S, F ) est faiblement invariant.
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3.3. Invariance

Preuve.

On définit la fonction fp par : ∀x ∈ R, on choisit s = s(x) ∈ projS(x) et v ∈ F (s)

minimise la fonction v 7−→ 〈v, x− s〉 sur F (s) donc fp(x) = v.

Si s0 ∈ B(0, 1) ∈ S. Alors

‖fp(x)‖ = ‖v‖ ≤ c(1 + ‖s‖) (car F et à croissance lineaire)

≤ c‖s− x‖+ c‖x‖+ c

= cdS(x) + c‖x‖+ c (cars ∈ projS(x))

≤ c‖x− s0‖+ c‖x‖+ c

≤ 2c‖x‖+ c‖s0‖+ c

≤ 2c‖x‖+ 2c

= c
′
(1 + ‖x‖), c

′
= 2c ∈ R+

∗ .

Donc fp vérifie la condition de croissance linéaire.

Maintenant soit [a, b] = [0, 1]. On applique la proposition (précédente) pour tout

s0 ∈ S, on trouve que les solutions d’Euler de ẋ = fp(x), x(0) = x0 sur [0, 1] sont

nécessairement dans S. On peut prolonger x sur [0,∞[ par supposé le deuxième

intervalle [1, 2] ect.

La preuve sera complétée si on peut démonter que x est une trajectoire de (3.5).

On définit la multifonction Fs par

Fs(x) = co{F (s), s ∈ projS(x)}.

Fs vérifie les hypothèses (CH) et Fs(x) = F (s) si x ∈ S.

Remarquons que fp est une selection de Fs alors par le corollaire 3.2.2 l’arc x est la

trajectoire de (3.5) c.à.d. ẋ(t) ∈ Fs(x(t)), p.p. sur [0, 1]. Mais comme x(t) ∈ S sur

[0, 1] et Fs = F sur S il s’ensuit que x est une trajectoire de (3.5). �
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3.3. Invariance

Corollaire 3.3.5 Il existe une fonction fp qui vérifie la condition de croissance

linéaire et pour tout arc d’Euler x du problème
ẋ(t) = fp(x(t));

x0 = x(0)

on a alors

dS(x(t)) ≤ dS(x(0)), t ≥ 0.

En particulier (S, fp) est invariant.

3.3.2 Les conditions tangentielles de l’invariance faible

L’invariance faible peut être caractérise par des conditions tangentielles comme

suit

Théorème 3.3.6 Supposons que F vérifie les hypothèses (CH). Alors les assertions

suivantes sont équivalentes

(a) F (x) ∩ TB
S (x) 6= ∅ ∀x ∈ S.

(b) F (x) ∩ coTB
S (x) 6= ∅ ∀x ∈ S.

(c) hF (x, ξ) ≤ 0 ∀ξ ∈ NS
p (x) ∀x ∈ S.

(d) (S, F ) est faiblement invariant.

(e) ∀x ∈ S,∀ε > 0,∃δ ∈]0, ε[ tel que A(x; δ) ∩ S 6= ∅.

Preuve.

(a) =⇒ (b).
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3.3. Invariance

on a

F (x) ∩ TB
S (x) 6= ∅, ∀x ∈ S ⇐⇒ ∃z ∈ F (x) ∩ TB

S (x), ∀x ∈ S

⇐⇒ ∃z ∈ F (x) ∧ z ∈ TB
S (x), ∀x ∈ S

=⇒ ∃z ∈ F (x) ∧ z ∈ coTB
S (x), ∀x ∈ S (car TB

S (x) ⊂ coTB
S (x))

⇐⇒ F (x) ∩ coTB
S (x) 6= ∅, ∀x ∈ S.

(b) =⇒ (c).

On a

F (x) ∩ coTB
S (x) 6= ∅, ∀x ∈ S ⇐⇒ ∃z ∈ F (x) ∩ coTB

S (x), ∀x ∈ S

=⇒ ∃z ∈ F (x) ∧ z ∈ coTB
S (x), ∀x ∈ S

=⇒ ∃z ∈ F (x) ∧ z ∈ [Np
S(x)]?, ∀x ∈ S (car coTB

S (x) ∈ [Np
S(x)]?)

=⇒ ∃z ∈ F (x) ∧ 〈z, ξ〉 ≤ 0, ∀ξ ∈ Np
S(x) ∀x ∈ S

=⇒ inf
z∈F (x)

〈z, ξ〉 ≤ 0, ∀ξ ∈ Np
S(x) ∀x ∈ S

⇐⇒ hF (x, ξ) ≤ 0, ∀ξ ∈ Np
S(x) ∀x ∈ S.

(c) =⇒ (d).

Déja démontré par le théorème 3.3.4.

(d) =⇒ (e).

On a (S, F ) est faiblement invariant donc pour tout x0 ∈ S il existe une trajectoire

x de (3.5) tel que x(0) = x0 et x(t) ∈ S, ∀t ≥ 0, il s’ensuit que pour tout x0 ∈ S,

pour tout ε > 0, il existe δ ∈]0, ε[ et x trajectoire de (3.5) sur [0, δ] tel que x(0) = x0

et x(t) ∈ S. D’où ∀x ∈ S,∀ε > 0,∃δ ∈ (0, ε) tel que A(x; δ) ∩ S 6= ∅.

(e) =⇒ (a).

Supposons que (e) est vérifiée c.à.d. pour une suite δi −→ 0, il existe des trajectoires

xi sur [0, δi] avec xi(0) = x0, et xi(δi) ∈ S. Car les trajectoires ont la même constante

de Lipschitzité i.e. ∃K > 0 : |xi(δi)−x0

δi
| < K pour tout i grand, alors on peut extraire
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3.3. Invariance

une sous suite (xi(δi)−x0

δi
) qui converge vers v, par définition du cône Bouligant v ∈

TB
S (x).

On a

xi(δi)− x0 =

∫ δi

0

ẋi(t)dt, (3.6)

avec ẋi(t) ∈ F (xi(t)) p.p. 0 ≤ t ≤ δi.

Pour ∆ > 0, pour tout i suffisament grand l’ensemble {xi(t), 0 ≤ t ≤ δi} ∈

x0 + ∆B. Pour tout ε > 0 on prend ∆ assez petit ça peut assurer que x ∈ x0 + ∆B,

donc

F (x) ∈ F (x0 + ∆B) ⊂ F (x0) + εB,

alors par (3.6)

xi(δi)− x0

δi
∈ F (x0 + ∆B) =⇒ v ∈ F (x0) + εB.

comme ε est arbitraire on obtient v ∈ F (x0). �

3.3.3 l’invariance forte et la condition de Lipschitzité

Nous confirmons maintenant que si F est localement Lipschitzienne l’invariance

faible du système (S, F ) admet une (feedback) selection sous lequel tous les arcs

d’Euler sont dans S.

Théorème 3.3.7 Soit F une multi-application localement Lipschitz, (S, F ) faible-

ment invariant. Alors il existe une (feedback) selection gp de F sous lequel S sera

invariant c.à.d. tout arc d’Euler x sur [a, b] du problème ẋ = gp(x), x0 = x(a) avec

x(a) ∈ S vérifie x(t) ∈ S, ∀t ∈ [a, b].

Remarque 3.3.8 Le terme de feedback est utilisé pour toute fonction désignée ou

construite dans le but de genérer des solutions d’Euler.

La conséquence suivante confirme que pour une multi-application F Lipschitzienne

toute trajectoire peut être générée par une (feedback) selection.
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3.3. Invariance

Corollaire 3.3.9 Supposons que F vérifie les hypothèses (CH). Si F est localement

Lipschitzienne, un arc x sur [a, b] est une trajectoire de (3.5) si et seulement si

il existe une feedback selection f de F (n’est pas nécéssairement autonome) telle

que x est une solution d’Euler sur [a, b] pour le problème à valeurs initiales ẋ =

f(t, x), x(a) = x(a), c’est à dire si x est une trajectoire de (3.5) sur [a, b] alors il

existe une (feedback)selection de F pour lesquel x est l’unique solution d’Euler du

problème précédent.

L’invariance forte

Définition 3.3.10 Le système (S, F ) est dit fortement invariant si toute trajectoire

x de (3.5) sur [0,∞[ avec x(0) ∈ S vérifie x(t) ∈ S, ∀t ≥ 0.

3.3.4 Les condition tangentielles de l’invariance forte

Nous caractérisons l’invariance forte en terme d’Hamiltonien supèrieur et en terme

des condition tangentielles sous l’hypothèse que F soit localement Lipschitzienne.

Théorème 3.3.11 Supposons que F est localement Lipschitzienne et vérifie les hy-

pothèses (CH). Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(a) F (x) ⊆ TC
S (x), ∀x ∈ S.

(b) F (x) ⊆ TB
S (x), ∀x ∈ S.

(c) F (x) ⊆ coTB
S (x), ∀x ∈ S.

(d) HF (x, ξ) ≤ 0, ∀ξ ∈ Np
S(x), ∀x ∈ S.

(e) (S, F ) est fortement invariant.

(f) ∀x ∈ S,∃ε > 0, tel que A(x; δ) ⊆ S, ∀t ∈ [0, ε].

Preuve.

(a) =⇒ (b) car TC
S (x) ⊂ TB

S (x).

(b) =⇒ (c) car TB
S (x) ⊂ coTB

S (x).
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(c) =⇒ (d)

On a F (x) ⊆ TB
S (x), ∀x ∈ S. Donc

∀z ∈ F (x) , z ∈ coTB
S (x) (car TB

S (x) ⊂ coTB
S (x)).

Il s’ensuit que

∀z ∈ F (x), 〈z, ξ〉 ≤ 0, ∀ξ ∈ Np
S(x), ∀x ∈ S(car coTB

S (x) ⊆ coTB
S (x) ⊆ (Np

S(x))?

Alors

sup
z∈F (x)

〈z, ξ〉 ≤ 0 ∀ξ ∈ Np
S(x) ∀x ∈ S.

(d) =⇒ (e)

Soit x une trajectoire de (3.5) sur [a, b] avec x(a) ∈ S. Par le corollaire 3.3.9 il

existe une feedback selection f sous lesquel x est une solution d’Euler du problème

ẋ = f(t, x), x(a) = x(a) = x0.

Soit M > 0, tel que toute les solutions d’Euler du problème précédent vérifient

‖x(t)− x0‖ < M, a < t < b.

Si x ∈ x0 +MB et s ∈ projS(x) alors

‖s− x0‖ = ‖s− x0 + x− x‖

≤ ‖s− x‖+ ‖x− x0‖

= dS(x) + ‖x− x0‖

≤ 2‖x− x0‖

≤ 2M,

donc s ∈ B(x0, 2M).

Maintenant soit K la constante de Lipschitzité de F sur x0 + 2MB et considérons

x ∈ x0 +MB et s ∈ projS(x) alors x− s ∈ Np
S(x) (par définition du cône proximal.)

Comme F est localement Lipschitzienne donc ∃K > 0, F (x) ⊆ F (s) + K‖x − s‖B
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et puisque f(t, x) ∈ F (x) donc ∃v ∈ F (s) : f(t, x) = v +K‖x− s‖z , z ∈ B.

Par la condition (d) on a sup
v∈F (x)

〈v, ξ〉 ≤ 0 ∀ξ ∈ Np
S(x) ∀x ∈ S, donc pour tout

v ∈ F (s) : 〈v, x− s〉 ≤ 0. Donc on conclut que

〈f(t, x)−K‖x− s‖z, x− s〉 = 〈f(t, x), x− s〉+K‖x− s‖〈z, x− s〉 ≤ 0,

d’où

〈f(t, x), x− s〉 ≤ K‖x− s‖〈−z, x− s〉

≤ K‖x− s‖2‖z‖

≤ K‖x− s‖2

= Kd2
S(x).

Par la proposition 3.3.2 on obtient

d

dt
dS(x(t)) ≤ KdS(x(t)) a ≤ t ≤ b.

En utilisant la proposition 3.1.3 on trouve que

dS(x(t)) ≤ eK(t−a)dS(x(a)), ∀t ∈ [a, b].

Donc

dS(x(t)) = 0, ∀t ∈ [a, b], (car x(a) = x(a) ∈ S),

c.a.d

x(t) ∈ S ∀t ∈ [a, b].

(e) =⇒ (f)

On a (S, F ) est fortement invariant donc toute trajectoire x de (3.5) sur [0,∞[ avec

x(0) ∈ S vérifie x(t) ∈ S, ∀t ≥ 0, il s’ensuit que ∀ε > 0, ∃δ ∈]0, ε[, toute trajectoire

x sur [0, δ] tel que x(0) = x0 et x(t) ∈ S, ∀t ≥ 0. D’où, ∀x ∈ S,∃ε > 0, tel que

A(x; δ) ⊆ S ∀t ∈ [0, ε].

Pour compléter la preuve du théorème il suffit de prouver que (d) =⇒ (a).
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Soit ṽ ∈ F (x̃) on doit vérifier que ṽ ∈ (NL
S (x̃))? = TC

S (x̃).

Soit ξ ∈ NL
S (x̃) par définition ξ = lim

i−→∞
ξi, ou ξi ∈ Np

S(xi) xi −→ x̃, xi ∈ S. On a

HF (x, ξ) ≤ 0, ∀ξ ∈ NP
S (x) ∀x ∈ S, donc ∀vi ∈ F (xi) : 〈vi, ξi〉 ≤ 0

〈vi, ξi〉 = 〈vi − ṽ, ξi〉+ 〈ṽ, ξi〉 ≤ 0

〈ṽ, ξi〉 ≤ 〈ṽ − vi, ξi〉

≤ ‖ṽ − vi‖‖ξi‖

≤ K‖xi − x̃‖‖ξi‖.

Prenons la limite quand i −→∞ on trouvera que

lim
i−→∞

〈ṽ, ξi〉 ≤ lim
i−→∞

K‖xi − x̃‖‖ξi‖ ≤ 0

d’oú le résultat désiré. �

3.4 L’invariance approchée

L’invariance approchée est une génralisation du concept classique de l’invariance

et il est basé sur la notion des ε-trajectoires d’une inclusion différentielle.

Dans toute la suite, on considère l’inclusion différentielle (3.5) avec F : H ⇒ H à

valeurs non vide non convexe, non compacte et qui vérifie les hypothéses suivantes

(C)


F est ε− semicontinue supérieurement,

∃c > 0, ∀x ∈ H, ∀v ∈ F (x) : ‖v‖ ≤ c(1 + ‖x‖).

Définition 3.4.1 Une fonction absolument continue x : [a, b] −→ H est dite ε-

trajectoire de (3.5) si

ẋ(t) ∈ F (x(t) + εB) p.p. sur [a, b].
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Proposition 3.4.2 Sous les hypothèses (C) toute ε-trajectoire est Lipschitzienne de

rang M.

Preuve.

Soit ε ∈ [0, 1[ et x est ε-trajectoire de (3.5) avec x(0) = x0. Alors par la condition

de croissance linéaire on a

‖ẋ(t)‖ ≤ c(1 + ‖x(t)‖+ ε)

≤ c(2 + ‖x(t)‖ (car ε < 1),

et par la proposition 3.1.1 on a

‖x(t)‖ < ‖x0‖ect + (2(ect − 1))

< ect(‖x0‖+ 2) ∀t ≥ 0.

En particulier, pour T fixé positif et

K := ecT (‖x0‖+ 2), (3.7)

on a

‖x(t)‖ < K ∀t ∈ [0, T ]. (3.8)

Soit

M = c(2 +K). (3.9)

D’après la condition de croissance linéaire on a

F (x) ⊆ c(1 + ‖x‖)B

⊂ c(1 +K)B

⊆ c(2 +K)B

= MB
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F (x) ⊂MB, ∀x ∈ (K + 1)B,

donc ‖ẋ(t)‖ < M p.p. ∀t ∈ [0, T ], c.à.d. x est Lipschitzienne de rang M sur [0, T ].

La proposition qui suit décrit la construction des ε-trajectoires de (3.5) en utilisant

les solutions polygonaux d’Euler.

Proposition 3.4.3 Supposons que µ(π) < ε
2M

et que la solution polygonale d’Euler

x de ẋ(t) = f(x(t)), x(0) = x0 qui correspond à la partition π vérifie

f(x(ti)) ∈ F (xi +
ε

2
B) ∀ti ∈ π.

Alors x est une ε-trajectoire de (3.5).

Preuve.

On définit

t̂ = sup{t′ ∈ [0, T ] : ‖x(t)‖ < K ∀t ∈ [0, t
′
]}.

Notons que t̂ > 0 et x Lipschitzienne de rang M sur [0, t̂]. Alors pour tout ti ∈ π :

ti < t̂ et tout t ∈ [ti,min{ti+1, t̂}]

‖x(t)− x(ti)‖ ≤Mµ(π) ≤ ε

2
.

En effet

Si ti+1 > t̂ : min{ti+1, t̂} = t̂ donc ∀t ∈ π : ti < t̂ et ti ≤ t ≤ ti+1

‖x(t)− x(ti)‖ ≤M |t− ti| ≤M |ti+1 − ti| ≤Mµ(π) ≤ ε

2
.

Si t̂ > ti+1 : min{ti+1, t̂} = ti+1 donc ∀t ∈ π : ti < t̂ et ti ≤ t ≤ t̂

‖x(t)− x(ti)‖ ≤M |t− ti| ≤ |t̂− ti| ≤Mµ(π) ≤ ε

2
.

Finallement on a

ẋ(t) ∈ F (x(ti) +
ε

2
B) ⊆ F (x(t) +

ε

2
B +

ε

2
B) ⊆ F (x(t) + εB) p.p. ∀ t ∈ [0, t̂]

i.e. x est une ε-trajectoire de (3.5) sur [0, t̂].

Si t̂ < T, on a ‖x(t)‖ < K, ∀t ∈ [0, T ] contradiction avec la définition de t̂ et alors

x est une ε-trajectoire sur [0, T ].
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3.4.1 L’invariance faible approchée

Il était mentioné que le concept classique de l’invariance du système (S, F ) exige

que pour tout point x0 ∈ S, il existe une trajectoire de (3.5) avec x0 = x(0) qui reste

toujours dans S. Sous les hypothèses (C) une trajectoire de (3.5) n’existe pas. Nous

introduisons le concept de l’invariance faible approchée d’un ensemble S en ce qui

concerne ε-trajectoire de (3.5).

Définition 3.4.4 Le système (S, F ) est dit faiblement invariant approché si pour

tout ε > 0, T > 0, et pour tout x0 ∈ S, il existe une ε-trajectoire x de (3.5) avec

x(0) = x0 tel que

dS(x(t)) ≤ ε ∀t ∈ [0, T ]. (3.10)

Proposition 3.4.5 Le système (S, F ) est approximativement faiblement invariant

ssi (S, F ) est approximativement faiblement invariant.

Le théorème qui suit donne une condition nécéssaire et suffisante de l’invariance

faible approchée en terme d’Hamiltonien inférieur.

Théorème 3.4.6 Sous les hypothèses (C), le système (S, F ) est faiblement invariant

approché si seulement si et

hF (x, ξ) ≤ 0, ∀ξ ∈ Np
S(x), ∀x ∈ S.

Preuve.

Supposons que hF (x, ξ) ≤ 0, ∀ξ ∈ Np
S(x), ∀x ∈ S et choisissons x0 ∈ S, T > 0.

Alors les constantes K et M sont définie par x, et T comme dans (3.7) et (3.9). On

définit

G = {x ∈ KB : dS(x) <
1

2
}.

Pour tout δ ∈]0, 1
4
[ et x ∈ G, on choisit sδ(x) ∈ projδ

S(x),(si x ∈ S, alors sδ(x) = x)

par la proposition 2.1.2 il existe yδ ∈ G/S et sδ ∈ S, tel que

yδ − sδ ∈ Np
S(sδ),

44



3.4. L’invariance approchée

‖(yδ − sδ)− (x− sδ)‖ ≤ 2δ,

‖sδ − sδ‖ ≤ δ. (3.11)

Puisque

hF (x, ξ) ≤ 0, ∀ξ ∈ Np
S(x), ∀x ∈ S,

donc

inf
v∈F (x)

〈v, ξ〉 ≤ 0 ∀ξ ∈ Np
S(x), ∀x ∈ S

=⇒ ∃v ∈ F (x) : 〈v, ξ〉 ≤ 0, ∀ξ ∈ Np
S(x), ∀x ∈ S.

Pour x = sδ(x) et ξ = yδ(x)− sδ(x) on aura

〈fδ(x), yδ(x)− sδ(x)〉 ≤ 0 ≤ 2Mδ,

v = fδ(x) ∈ F (sδ(x)). (3.12)

Et par (3.11) on a

fδ(x) ∈ F (sδ(x) + δB),

car pour tout δ < 1
4
, x ∈ G ‖s̄δ(x) − x‖ < 1 et par (3.12) on obtient fδ(x) ∈

F (x+B) ⊆MB d’où

‖fδ(x)‖ ≤M. (3.13)

D’autre part

〈fδ(x), x− sδ(x)〉 = 〈fδ(x), x− sδ(x) + yδ(x)− yδ(x) + sδ(x)− sδ(x)〉

= 〈fδ(x), yδ(x)− sδ(x)〉+ 〈fδ(x), x− sδ(x)− yδ(x) + sδ(x)〉

≤ 2Mδ + ‖fδ(x)‖‖ − [(yδ(x)− sδ(x))− (x+ sδ(x))‖

≤ 2Mδ + 2Mδ

= 4Mδ.

Alors

〈fδ(x), x− sδ(x)〉 ≤ 4Mδ. (3.14)
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La deuxième étape est de voir pour tout ε > 0, on peut trouver δ et certaines

solutions polygonaux du problème de Cauchy

ẋ = fδ(x), x(0) = x0 (3.15)

satisfont (3.11) .

Comme la fonction fδ est définie seulement sur G on peut la prolonger sur H par

fδ(x) = 0 ∀x ∈ H\G.

Le lemme suivant est nécéssaire pour la démonstration du théorème.

Lemme 3.4.7 Soit fδ : H −→ H vérifie (3.13) et (3.14) sur H. Alors pour tout

ε̃ > 0, pour toute partition π sur [0, T ] avec

µ(π) ≤ min{ ε̃

2M
,

ε̃2

4T (M2 + 8M + 1)
, ε̃} (3.16)

et tout δ > 0 tel que

δ ≤ min
0≤i≤N

(ti+1 − ti) (3.17)

la solution polygonal d’Euler x de (3.15) correspondant à la partition π satisfaite

dS(x(t)) ≤ ε̃.

Preuve.

En utilisant les notations suivantes

xi = x(ti), si = sδ(xi), fi = fδ(xi).

Par la définition d’un polygone d’Euler

x(t)− xi =

∫ t

ti

fidτ, ∀t ∈ [ti, ti+1],

donc

‖x(t)− xi‖ = ‖
∫ t

ti

fidτ‖, ∀t ∈ [ti, ti+1],

46
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≤
∫ t

ti

‖fi‖dτ, ∀t ∈ [ti, ti+1]

≤M |t− ti|, ∀t ∈ [ti, ti+1].

On a

d2
S(xi+1) = inf

si∈S
‖xi+1 − si‖2

≤ ‖xi+1 − si‖2

= ‖xi+1 − si + xi − xi‖2

≤ ‖xi+1 − xi‖2 + ‖xi − si‖2 + 2〈xi+1 − xi, xi − si〉

≤ M2(ti+1 − ti)
2 + d2

S(xi) + δ2 + 2

∫ ti+1

ti

〈fi, xi − si〉dτ

≤ M2(ti+1 − ti)
2 + d2

S(xi) + δ2 + 8Mδ(ti+1 − ti)

≤ M2(ti+1 − ti)µ(π) + d2
S(xi) + µ(π)(ti+1 − ti) + 8M(ti+1 − ti)µ(π)

≤ (ti+1 − ti)µ(π)(M2 + 8M + 1) + d2
S(xi)

≤ (ti+1 − ti)
ε̃2

4T (M2 + 8M + 1)
(M2 + 8M + 1) + d2

S(xi)

≤ ε̃2

4T
(ti+1 − ti) + d2

S(xi).

Par itération

d2
S(xi) ≤ ε̃2

4T
(ti − ti−1) + d2

S(xi−1)

d2
S(xi−1) ≤ ε̃2

4T
(ti−1 − ti−1−2) + d2

S(xi−2)

d2
S(x1) ≤ ε̃2

4T
(t1 − t0) + d2

S(x0),
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3.4. L’invariance approchée

donc

d2
S(xi+1) ≤ ε̃2

4T
(ti+1 − t0) + d2

S(x0)

≤ ε̃2

4T
(ti+1 − t0)

= (
ε̃

2
)2,

d’où

dS(xi+1) ≤
ε̃

2
, ∀i = 0, 1, ...N − 1.

Car dS est Lipschitzienne de rang 1, i.e.

dS(x(t)) ≤ dS(xi) + ‖x(t)− xi‖

≤ ε̃

2
+M |t− ti|

≤ ε̃

2
+Mµ(π)

≤ ε̃

2
+M

ε̃

2M

≤ ε̃

2
+
ε̃

2

≤ ε̃.

Finalement on appliquera le lemme précédent pour ε̃ = ε
8

on obtient alors une

solution polygonale d’Euler x de (3.15) pour une certaine partition π vérifiant (3.16)

et vérifiant dS(x(t)) ≤ ε
8

∀t ∈ [0, T ].

Maintenant on va voir que x est une ε-trajectoire de (3.5).

On définit

t̂ = sup{t′ ∈ [0, T ] : ‖x(t)‖ ∈ G ∀t ∈ [0, t
′
]}.

De l’estimation précédente de la fonction distance on a l’implication suivante

t̂ < T =⇒ ‖x(t̂)‖ = K.

Comme

‖x(ti)− sδ(xi)‖2 ≤ d2
S(x(ti)) + δ2 ≤ (dS(x(ti)) + δ)2,
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d’où

‖x(ti)− sδ(xi)‖ ≤ dS(x(ti)) + δ

≤ ε

8
+
ε

8

=
ε

4
.

Par (3.12),(3.16) et (3.17) et pour tout ti ≤ t̂ on a

f(x(ti)) ∈ F (sδ(x(ti)) + (
ε

4
+ δ)B) ⊆ F (x(ti) +

ε

2
B).

comme

‖x(t)− x(ti)‖ ≤
ε

2
, ∀t ∈ [ti, ti+1],

on obtient

f(x(ti)) ⊆ F (x(t) + εB),

et donc x est une ε-trajectoire sur [0, t̂] et ‖x(t)‖ < K, ∀t ∈ [0, t̂] avec

K = ect̂(2 + ‖x0‖) alors t̂ = T.

D’où (S, F ) est faiblement invariant approchée. �

L’implication inverse sera démontrée dans la section qui suit.

3.4.2 Les conditions tangentielles et la condition Hamilto-

nien de l’invariance faible approchée

Le théorème suivant est une relation entre les conditions tangentielles et la condi-

tion Hamiltonienne de l’invariance faible approchée.

Théorème 3.4.8 Supposons que F satisfait les hypothèses (C). Alors les assertions

suivantes sont équivalentes

(a) coF (x) ∩ TW
S (x) 6= ∅, ∀x ∈ S.

(b) coF (x) ∩ coTW
S (x) 6= ∅, ∀x ∈ S.
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3.4. L’invariance approchée

(c) hF (x, ξ) ≤ 0, ∀ξ ∈ Np
S(x),∀x ∈ S.

(d) (S, F ) est faiblement invariant approchée.

Preuve.

(a) =⇒ (b).

On a

coF (x) ∩ TW
S (x), 6= ∅ ∀x ∈ S,

donc

∃z ∈ coF (x) ∧ z ∈ TW
S (x), ∀x ∈ S

=⇒ ∃z ∈ coF (x) ∧ z ∈ coTW
S (x), ∀x ∈ S, (carTW

S (x) ⊆ coTW
S (x)).

Alors

coF (x) ∩ coTW
S (x), 6= ∅ ∀x ∈ S.

(b) =⇒ (c).

Soit

coF (x) ∩ TW
S (x), 6= ∅ ∀x ∈ S,

donc

∃z ∈ coF (x) ∧ z ∈ TW
S (x), ∀x ∈ S,

=⇒ ∃z ∈ coF (x) ∧ z ∈ coTW
S (x), ∀x ∈ S (car TW

S (x) ⊆ coTW
S (x))

=⇒ ∃z ∈ coF (x) ∧ z ∈ (Np
S(x))?, ∀x ∈ S ( car coF (x) ⊆ (Np

S(x))?)

=⇒ ∃z ∈ coTW
S (x) ∧ 〈z, ξ〉 ≤ 0 ∀ξ ∈ Np

S(x), ∀x ∈ S

=⇒ inf
z∈coF (x)

〈z, ξ〉 ≤ 0 ∀ξ ∈ Np
S(x), ∀x ∈ S

⇐⇒ hcoF (x, ξ) ≤ 0 ∀ξ ∈ Np
S(x), ∀x ∈ S.

Comme

hcoF (x, ξ) = hF (x, ξ).
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On obtient

hF (x, ξ) ≤ 0 ∀ξ ∈ Np
S(x), ∀x ∈ S.

(c) =⇒ (d).

Déja prouvé dans le thèorème précédent.

(d) =⇒ (c).

Soit x ∈ S et εn −→ 0. Car (S, F ) est faiblement invariant approchée il existe une

suite des εn-trajectoire xn avec xn(0) = x,

ẋn(t) ∈ F (xn(t) + εnB) p.p. sur [0, T ] (3.18)

et

dS(xn(t)) ≤ εn ∀t ∈ [0, T ].

Pour εn ∈]0, 1[, xn est Lipschitzienne de rang M (car toute ε-trajectoire est lipschit-

zienne de rang M.)

Définissons tn =
√
εn, alors pour tout n assez grand

xn(t) ∈ x+ tnMB, ∀t ∈ [0, tn].

Par l’inclusion ci-dessus et (3.18) on obtient

ẋn(t) ∈ F (x+ (εn + tnM)B).

Choisisons ε > 0 arbitraire. Comme F est ε-semicontinue supèrieurement pour n

assez grand

F (x+ (εn + tnM)B) ⊆ F (x) + εB p.p. ∀t ∈ [0, tn],

il s’ensuit donc par la proposition 2.3.24 et l’inclusion précédente que

vn =
x(tn)− x

tn
∈ co(F (x) + εB)

⊆ coF (x) + εB,

51



3.4. L’invariance approchée

car vn est bornée (‖vn‖ = ‖‖x(tn)−x‖
tn

≤ Mtn
tn

= M).

On peut supposer que vn converge faiblement vers certains v tel que v ∈ coF (x)+εB

donc v ∈ coF (x) car ε > 0 arbitraire.

Finallement
1
√
εn

dS(xn(tn)) =
1
√
εn

dS(x+ tnvn) ≤
√
εn.

D’ou v ∈ TW
S (x) et alors l’assertion (a) est vérifiée.

3.4.3 L’invariance forte approchée

Le concept traditionnel de l’invariance forte du system (S, F ) exige que toutes les

trajectoires de (3.5) avec x0 ∈ S reste dans S pour tout t ≥ 0. Le nouveau concept

de l’invariance forte approchée exige que toute ε-trajectoire avec x0 ∈ S restent près

de S si ε est assez petit.

Définition 3.4.9 Le système (S, F ) est dit approximativement fortement invariant

si pour tout λ > 0, T > 0 et x0 ∈ S, il existe ε = ε(x0, λ, T ) > 0 tel que toute

ε-trajectoire x de (3.5) avec x(0) = x0 satisfait

dS(x(t)) ≤ λ ∀t ∈ [0, T ].

Le théorème qui suit est une condition nécéssaire et suffisante en terme d’Hamilto-

nien supérieur pour qu’un système (S, F ) soit approximativement fortement inva-

riant.

Théorème 3.4.10 Supposons que F satisfait les hypothèses (C). Si F est Lipschit-

zienne sur les ensembles bornés, (S, F ) est approximativement fortement invariant

si et seulement si

HF (x, ξ) ≤ 0, ∀ξ ∈ Np
S(x), ∀x ∈ S.

Le lemme suivant est utile pour la démonstration du théorème 3.4.10.
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Lemme 3.4.11

d

dt
W (t) ≤ 4LW (t) + 2Lε p.p., ∀t ∈ [0, t̂[.

3.5 Résultats Principaux.

Le but de cette section est d’étudier :

Premiérement, l’équivalence entre l’invariance faible et l’invariance forte du système

(S, F ) associées à l’inclusion différentielle suivante
ẋ(t) ∈ F (x(t)) p.p., t ∈ [0, T ],

x(0) = x0,

(3.19)

où F : Rn ⇒ Rn dissipative, vérifie les hypothèses (CH) et S est un sous ensemble

fermé de Rn.

Deuxièment, la condition nécéssaire de l’invariance forte approchée ainsi que d’autre

condition de l’invariance faible approchée du système (S, F ) associé à l’inclusion dif-

férentielle (3.19) où F : H ⇒ H est à valeurs non convexe non compacte dissipative,

satisfaisant les hypothèses (C) et S un sous ensemble fermé d’un espace de Hilbert

H.

Récemment, de nombreux articles (Voir par exemple [18], [21], [29], [54]) et nom-

breux résultats ont été obtenus sur les résultats de l’invariance forte et l’invariance

forte approchée sous la condition de Lipschitzité.

Invariance

Théorème 3.5.1 Supposons que (S, F ) est faiblement invariant. Alors pour toute

feedback selection f de F, toute solution d’Euler x du problème ẋ(t) = f(x(t)) avec

x(0) = x0 ∈ S vérifie x(t) ∈ S, ∀t ∈ [0, T ].

Preuve.

Soit x ∈ Rn, sx ∈ projS(x) et on définie f̃ par f̃(x) = vx où inf
v∈F (x)

〈v, x − sx〉 =
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〈vx, x− sx〉.

Soit x une solution d’Euler du problème ẋ(t) = f(x(t)) avec x(0) = x0 sur [0, T ]

(T > 0). On va montrer que x(t) ∈ S, ∀t ∈ [0, T ]. Comme (S, F ) est faiblement

invariant on a hF (sx, x − sx) ≤ 0 (∀x ∈ Rn, par définition du cône normal on a

x − sx ∈ Np
S(sx)), et puisque F est dissipative on a aussi pour tout f(x) ∈ F (x) :

〈f(x)− f̃(x), x− sx〉 ≤ 0.

Calculons maintenant

〈f(x), x− sx〉 = 〈f(x)− f̃(x), x− sx〉+ 〈f̃(x), x− sx〉

= 〈f(x)− f̃(x), x− sx〉+ hF (sx, x− sx)

≤ 〈f(x)− f̃(x), x− sx〉

≤ 0,

donc par la proposition 3.3.1 on obtient

dS(x(t)) ≤ dS(x(0)), ∀t ∈ [0, T ].

Tant que x(0) = x0 ∈ S, on déduit que dS(x(t)) = 0 i.e. x(t) ∈ S ∀t ∈

[0, T ]. �

Corollaire 3.5.2 Les solutions d’Euler obtenues par les selections f de F coincident

avec les trajectoires de (3.19).

Preuve.

La condition nécéssaire déja montrée par le corollaire 3.2.2 .

Soit x̄ une trajectoire de (3.19). Soit

S̃ := {(t, x̄(t)) : t ∈ [0, T ]},

et considérons la multifonction F̃ définie par

F̃ (t, x) = ({1} × F )(t, x) = {1} × F (x), ∀(t, x) ∈ [0, T ]× Rn.
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Donc S̃ est un sous ensemble fermé de Rn+1 et F̃ dissipative, satisfait les hypothéses

(CH) ainsi que (S, F̃ ) est faiblement invariant.

En effet

• Soit γn ∈ S̃ tel que γn converge vers γ = (τ, δ). Tant que γn ∈ S̃ donc ∃tn ≥ 0 :

γn = (tn, x̄(tn)). tn converge vers τ et x̄ Lipschitzienne donc x̄(tn) converge vers x̄(τ)

d’ou ∃t ≥ 0 : (tn, x̄(tn)) converge vers (τ, δ) = (t, x̄(t)) c.a.d. γ ∈ S̃ et alors S̃ est un

sous ensemble fermé de Rn+1.

• Pour tout (1, v) ∈ F̃ (t, x) : ‖(1, v)‖ = 1 + ‖v‖. Par la condition de croissance

linéaire de F on a

‖(1, v)‖ ≤ 1 + c(1 + ‖x‖)

= (c+ 1) + c‖x‖

≤ γ(1 + ‖x‖),

où γ = c+ 1 est donc F̃ et à croissance linéaire.

• F̃ (t, x) = ({1} × F )(t, x) = {1} × F (x) 6= ∅.

• {1} est à valeurs convexe compacte et F est à valeurs convexe compacte donc F̃

est à valeurs convexe et compacte.

• F̃ (t, x+ δB) = {1}×F (x+ δB) et tant que F est semicontinue supérieurement on

obtient {1}×F (x+δB) ⊆ ({1}×F (x))+εB = F̃ (t, x)+εB. D’oú la semicontinuité

supérieure de F̃ .

• ∀u ∈ F̃ (t, x), ∀v ∈ F̃ (t, y)

〈(u− v), (t, x)− (τ, y)〉 = 〈(1, u1)− (1, v1), (t, x)− (τ, y)〉

= 〈(0, u1 − v1), (t− τ, x− y)〉

= 〈u1 − v1, x− y〉

≤ 0 (car F est dissipative).
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Donc F̃ est dissipative.

(S, F ) est faiblement invariant alors pour tout x0 ∈ S, il existe x̄ trajectoire de (3.19)

tel que x(t) ∈ S, ∀t ∈ [0, T ]. On a aussi 1 ∈ {1} donc pour tout (0, x̄(0)) ∈ S̃,

il existe (t, x̄(t)) trajectoire de (3.19) sur [0, T ] avec F = F̃ et tel que (t, x̄(t)) ∈

S̃, ∀t ∈ [0, T ] d’oú (S̃, F̃ ) est faiblement invariant.

Toute selection de F̃ est de la forme 1× f où f est une selecion de F. Si x̃ est une

solution de ẋ(t) = f(t, x(t)), x(0) = x̄(0) alors (t, x̃(t)) est une slution d’Euler de

(ẏ, ẋ)(t) = (1, f(x(t))) avec (y, x)(0) = (0, x̄(0)) donc par le théorème 3.5.1 on ob-

tient que (t, x̃(t)) ∈ S̃, ∀t ∈ [0, T ]. Il s’ensuit que x̃(t) = x̄(t), ∀t ∈ [0, T ] et donc

x̄ est une solution d’Euler. �

Théorème 3.5.3 Supposons que F dissipative vérifie les hypothèses (CH). Si (S, F )

est faiblement invariant alors (S, F ) est fortement invariant.

Preuve.

Soit x̄ est une trajectoire de (3.19) avec x̄(0) ∈ S. Par le corollaire 3.5.2 on a pour

toute selection f, x̄ est une solution d’Euler du problème ẋ(t) = f(t, x(t)), x(0) =

x̄(0) = x0.

Car (S, F ) est faiblement invariant, on conclut par le Théorème 3.5.1 que x̄(t) ∈

S, ∀t ∈ [0, T ] et donc (S, F ) est fortement invariant. �

L’invariance approchée

Maintenant on va généralisé le Théorème 3.5.1 et le Corollaire 3.5.2 au cas d’un es-

pace de Hilbert et on montre la condition nécéssaire de l’invariance forte approchée

sous la condition dissipative.

Théorème 3.5.4 Soit (S, F ) est approximativement faiblement invariant, ε > 0 et

π une partition de [0, T ] avec d(π) ≤ min{ ε
2M
, ε2

4T (M2+8M+1)
, ε}. Alors pour tout δ > 0

avec δ ≤ min
o≤i≤N−1

(ti+1 − ti), et toute fδ selection de F, le polygon d’Euler associe à

56



3.5. Résultats Principaux.

ẋ = fδ(x) avec x(0) = x0 vérifie dS(x(t)) ≤ ε, ∀t ∈ [0, T ].

Preuve.

Soit x ∈ H, δ > 0, et sδ(x) ∈ projδ
S(x). Donc par la Proposition 2.1.2 il existe

yδ(x) ∈ H\S, s̄δ(x) ∈ S tel que

yδ(x)− s̄δ(x) ∈ Np
S(s̄δ(x)),

‖(yδ(x)− s̄δ(x))− (x− sδ(x))‖ ≤ 2δ,

‖sδ(x)− s̄δ(x)‖ ≤ δ.

On définit vδ ∈ F (s̄δ(x)) tel que min
v∈F (s̄δ(x))

〈v, yδ(x)− s̄δ(x)〉 = 〈vδ, yδ(x)− s̄δ(x)〉.

Comme F est dissipative on a ∀fδ(x) ∈ F (x),∀vδ ∈ F (s̄δ(x)) : 〈f(x)−vδ, x−s̄δ(x)〉 ≤

0.

On va montrer que 〈fδ(x), x− sδ(x)〉 ≤ 4Mδ.

〈fδ(x), x− sδ(x)〉 = 〈fδ(x)− vδ, x− sδ(x)〉+ 〈vδ, x− sδ(x)〉

= 〈fδ(x)−vδ, x−sδ(x)+ s̄δ(x)− s̄δ(x)〉+〈vδ, x−sδ(x)+yδ(x)−yδ(x)+ s̄δ(x)− s̄δ(x)〉

= 〈fδ(x)−vδ, x−s̄δ(x)〉+〈fδ(x)−vδ, s̄δ(x)−sδ(x)〉+〈vδ, yδ(x)−s̄δ(x)〉+〈vδ,−(yδ(x)−s̄δ(x)−x+sδ(x))〉

≤ ‖fδ(x)− vδ‖‖s̄δ(x)− sδ(x)‖+ ‖vδ‖‖ − (yδ(x)− s̄δ(x)− x+ sδ(x))‖

≤ δ(‖fδ(x)‖+ ‖vδ‖) + 2Mδ

≤ 2Mδ + 2Mδ

≤ 4Mδ.

Et on a fδ(x) ∈ F (x) donc ‖fδ(x)‖ ≤ M et en utilisant le Lemme 3.4.7 le polygon

d’Euler x de ẋ = fδ(x), avec x(0) = x0 satisfait dS(x(t)) ≤ ε, ∀t ∈ [0, T ]. �

Corollaire 3.5.5 Toute ε-trajectoire de (3.19) est un polygon d’Euler de ẋ(t) =

fδ(x) avec x0 = x(0) et d(π) ≤ ε
2M
.
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Preuve.

Soit x̄ une ε-trajectoire de (3.19) et on définit

S̃ = {(t, x̄(t)) : t > 0}.

Considérons la multifonction

F̃ (t, x) = ({1} × F )(t, x) = {1} × F (x), ∀(t, x) ∈ [0,∞[×H.

Il est clair que S̃ est un sous ensemble fermé de R×H et F̃ dissipative, satisfait les

hypothèses (C), De plus (S̃, F̃ ) est approximativement faiblement invariant.

En effet, Car (S, F ) est approximativement faiblement invariant alors ∀ε > 0, T > 0

et tout x0 ∈ S, il existe x̄ une ε-trajectoire de (3.19) avec x(0) = x0 satisfaite

dS(x̄(t)) ≤ ε ∀t ∈ [0, T ]. On a aussi 1 ∈ {1} donc pour tout (0, x̄(0)) ∈ S̃, il existe

(t, x̄(t)) ε-trajectoire de (3.1) avec F = F̃ et (t0, x(t0)) = (0, x0) tel que dS̃(t, x̄(t)) ≤

ε, ∀t ∈ [0, T ]. Par conséquent et par le théorème 3.5.4 pour toute selection de F̃

sous lesquel tout polygon d’Euler vérifie ∀ε > 0 : dS̃(t, x(t)) ≤ ε ∀t ∈ [0, T ]. (toute

selection de F̃ est nécéssaire de la forme {1} × f ou f est une selection de F ).

Si x̃ est un polygon de ẋ(t) = f(t, x(t)), x(0) = x̄(0) alors (t, x̃) est un polygon

de (ẏ, ẋ)(t) = (1, f(t, x(t))) avec (y, x)(0) = (0, x̄(0)). Finallement par le théo-

rème 3.5.4 ∀ε > 0, dS̃(t, x̃(t)) ≤ ε, ∀t ∈ [0, T ] et donc x̄ est un polygon d’Eu-

ler. �

Maintenant on va montrer la condition nécessaire forte sous la condition de dissipa-

tive.

Théorème 3.5.6 Si HF (x, ξ) ≤ 0 ∀ξ ∈ Np
S(x), ∀x ∈ S alors (S, F ) est approxima-

tivement fortement invariant.

Le lemme qui suit est nécéssaire pour la démonstration du théorème.

On note que W (t) = d2
S(x(t)). Soit x est une ε-trajectoire, T > 0 et on suppose que
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3.5. Résultats Principaux.

HF (x, ξ) ≤ 0, ∀ξ ∈ Np
S(x), ∀x ∈ S.

Soit t̂ = sup{t′ ∈ [0, T ] : dS(x(t)) < 1 ∀t ∈ [0, t
′
]}.

Lemme 3.5.7 ∀t ∈ [0, t̂[

d

dt
W (t) ≤ 4M

ε
W (t).

Preuve.

Soit W et x différentiable en tout point t ∈ [0, t̂[ et choisissons sδ ∈ projδ
S(x(t)).

Alors

d

dt
W (t) = lim

δ−→0

d2
S(x(t+ δ))− d2

S(x(t))

δ

≤ lim sup
δ−→0

‖x(t+ δ)− sδ‖2 − ‖x(t)− sδ‖2 + δ2

δ

≤ lim sup
δ−→0

‖x(t+ δ)− sδ − x(t) + x(t)‖2 − ‖x(t)− sδ‖2 + δ2

δ

≤ lim sup
δ−→0

‖x(t+ δ)− x(t)‖2 + ‖x(t)− sδ‖2 + 2〈x(t+ δ)− x(t), x(t)− sδ〉 − ‖x(t)− sδ‖2 + δ2

δ

≤ lim sup
δ−→0

‖x(t+ δ)− x(t)‖2

δ
+ 2 lim sup

δ−→0

〈x(t+ δ)− x(t)

δ
, x(t)− sδ〉+ lim sup

δ−→0

δ2

δ

≤ lim sup
δ−→0

(M(t+ δ − t))2

δ
+ 2 lim sup

δ−→0

〈x(t+ δ)− x(t)

δ
, x(t)− sδ〉

≤ M2 + 2 lim sup
δ−→0

〈x(t+ δ)− x(t)

δ
, x(t)− sδ〉

= 2 lim sup
δ−→0

〈x(t+ δ)− x(t)

δ
, x(t)− sδ〉

≤ 2 lim sup
δ−→0

〈ẋ(t), x(t)− sδ〉.

Maintenant on montre que lim sup
δ−→0

〈ẋ(t), x(t)− sδ〉 ≤ W (t)2M
ε
.

Pour cela on a besoin de la proposition 2.1.2 pour déduire l’existence de yδ ∈ H \ S

et s̄δ ∈ S tel que

yδ − s̄δ ∈ Np
S(s̄δ),
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‖yδ − s̄δ)− (x− sδ)‖ ≤ 2δ,

‖sδ − s̄δ‖ ≤ δ.

Alors

〈x(t)− sδ, ẋ(t)〉 = 〈x(t)− sδ − yδ + yδ − s̄δ + s̄δ, ẋ(t)〉

≤ 〈yδ − s̄δ, ẋ(t)〉+ 〈x(t)− yδ − s̄δ + s̄δ, ẋ(t)〉

≤ 〈yδ − s̄δ, ẋ(t)〉+ ‖ẋ(t)‖ − (yδ − s̄δ) + (x(t)− sδ)‖

comme ‖ẋ(t)‖ est borné on obtient

〈x(t)− sδ, ẋ(t)〉 ≤ 〈yδ − sδ, ẋ(t)〉+ 2Mδ.

Tant que ẋ(t) ∈ F (x(t) + εB), v ∈ F (s̄δ) et F est dissipative on peut écrire

〈ẋ(t)− v, x(t) + εz − s̄δ〉 = 〈ẋ(t)− v, εz〉+ 〈ẋ(t)− v, x(t)− s̄δ〉 ≤ 0

〈ẋ(t)− v, εz〉 ≤ 〈ẋ(t)− v, s̄δ − x(t)〉

= 〈ẋ(t), s̄δ − x(t)〉+ 〈v, x(t)− s̄δ〉

≤ ‖ẋ(t)‖‖x(t)− s̄δ‖+ ‖v‖‖x(t)− s̄δ‖

≤ 2M‖x(t)− s̄δ‖.

Par conséquent

〈ẋ(t)− v, z〉 ≤ 2M

ε
‖x(t)− s̄δ‖, ∀z ∈ B.

En particulier pour z = ẋ(t)−v
‖ẋ(t)−v‖ on a

〈ẋ(t)− v,
ẋ(t)− v

‖ẋ(t)− v‖
〉 ≤ 2M

ε
‖x(t)− s̄δ‖

1

‖ẋ(t)− v‖
‖ẋ(t)− v‖2 ≤ 2M

ε
‖x(t)− s̄δ‖

‖ẋ(t)− v‖ ≤ 2M

ε
‖x(t)− s̄δ‖.
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Car HF (x, ξ) ≤ 0, ∀ξ ∈ Np
S(x) ∀x ∈ S et yδ − s̄δ ∈ Np

S(s̄δ) on obtient

〈x(t)− sδ, ẋ(t)〉 ≤ 〈yδ − s̄δ, ẋ(t)− v〉+ 〈yδ − s̄δ, v〉+ 2Mδ

≤ ‖yδ − s̄δ‖‖ẋ(t)− v‖+ 2Mδ

≤ ‖yδ − s̄δ‖
2M

ε
‖x(t)− s̄δ‖+ 2Mδ.

Passant à la limite sup quand δ −→ 0 et en utilisant le faite que yδ − s̄δ ∈ Np
S(s̄δ) et

‖(yδ − s̄δ)− (x− sδ)‖ ≤ 2δ on trouve que

lim sup
δ−→0

〈x(t)− sδ, ẋ(t)〉 ≤ lim sup
δ−→0

((2δ + ‖x(t)− sδ‖)‖x(t)− s̄δ‖
2M

ε
+ 2Mδ)

≤ lim sup
δ−→0

(3δ + ‖x(t)− s̄δ‖)‖x(t)− s̄δ‖
2M

ε
+ 2Mδ

≤ lim sup
δ−→0

‖x(t)− s̄δ‖2 2M

ε

≤ lim sup
δ−→0

(d2
S(x(t)) + δ)

2M

ε

≤ d2
S(x(t))

2M

ε
.

D’ou d
dt
W (t) ≤ 2 lim sup

δ−→0
〈ẋ(t), x(t)− sδ〉 ≤ 4M

ε
W (t) ∀t ∈ [0, t̂]. �

Revenant à la démonstration du théorème.

Preuve.

On prend arbitrairement x0 ∈ S, T > 0 et λ > 0 et on va montrer que s’il existe ε >

−2MT

ln
√

Z
λ

, alors toute ε-trajectoire x avec x(0) = x0 satisait dS(x(t)) ≤ λ ∀t ∈ [0, T ].

Resolvant l’inégalité différentielle du lemme précédent

d

dt
W (t) ≤ 4M

ε
W (t) ∀t ∈ [0, t̂].

On conclut que W (t) ≤ Ze
4Mt

ε avec Z = ec, c ∈ R.

Donc dS(x(t)) ≤
√
Ze

2Mt
ε ∀t ∈ [0, T ].

Pour ε > −2MT
ln
√

Z
avec 0 < Z < 1 on a

2MT

ε
< − ln

√
Z
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e
2MT

ε < e
ln 1√

Z .

Multipliant par
√
Z

√
Ze

2MT
ε <

√
Ze

ln 1√
Z ,

d’où dS(x(t)) ≤
√
Ze

2MT
ε < 1 ∀t ∈ [0, T ].

En plus si ε > −2MT

ln
√

z
λ

on obtient dS(x(t)) ≤ λ ∀t ∈ [0, T ], donc pour tout λ > 0,

x0 ∈ S et T > 0, il existe ε > −2MT

ln
√

Z
λ

(0 < Z < 1) telle que toute ε-trajectoire x de

(3.5) avec x(0) = x0 satisfaite dS(x(t)) ≤ λ ∀t ∈ [0, T ].

D’ou (S, F ) est approximativement fortement invariant. �

Corollaire 3.5.8 Supposons que F vérifie les hypothèses (C) et considérons les as-

sertions suivantes

(i) F (x) ⊆ TC
S (x) ∀x ∈ S.

(ii) F (x) ⊆ TS(x) ∀x ∈ S.

(iii) F (x) ⊆ TW
S (x) ∀x ∈ S.

(iv) F (x) ⊆ coTW
S (x) ∀x ∈ S.

(v) HF (x, ξ) ≤ 0 ∀ξ ∈ Np
S(x) ∀x ∈ S.

(vi) (S, F ) est approximativement fortement invariant.

Alors on a (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) =⇒ (iv) =⇒ (v) =⇒ (vi).

Preuve.

On a (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) =⇒ (iv) car TC
S (x) ⊆ TS(x) ⊆ TW

S (x). Soit v ∈ F (x)

par (iv) on a v ∈ coTW
S (x) et par la propostion 2.1.9 on a v ∈ (Np

S(x))? c.à.d.

〈v, ξ〉 ≤ 0 ∀ξ ∈ Np
S(x) donc la condition Hamiltonien (v) est obtenue.

L’implication (v) =⇒ (vi) déja pouvée par le théorème précédent. �
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Les inclusions différentielles à mémoire, souvent appelées "functional differential

inclusions", sont des inclusions différentielles où le système ne depend pas seulement,

comme les inclusions différentielles ordinaires, de la valeur initiale mais aussi de l’état

antérieur du système.

Dans ce chapitre on étudie des inclusions différentielles à mémoire du type
ẋ(t) ∈ F (t, τ(t)x), p.p. t ∈ [0, T ];

τ(0)x = x0 = ϕ sur [−r, 0];

(4.1)

où ϕ ∈ C([−r, 0], E), et pour tout t > 0, τ(t)x ∈ C([−r, 0], E) est définie par

xt(s) = τ(t)(x)(s) = x(t+ s) ∀s ∈ [−r, 0].

Dans la première partie, on resoud le problème

ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), p.p. t ∈ [0, T ];

x(0) = x0;

x(t) ∈ D ∀t ∈ [0, T ],

(4.2)

où D un convexe fermé d’un espace de Banach séparable E et F : [0, T ]×D ⇒ E,

mesurable par rapport à la première variable et semicontinue supérieurement par

rapport a la deuxième variable vérifie

F (t, x) ∩ TB
D (x) 6= ∅

et il existe un ensemble équilibré K ∈ ck(E) tel que

F (t, x) ⊂ (1 + ‖x‖)K.
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Après on résoud le problème suivant à mémoire avec viabilité

ẋ(t) ∈ F (t, τ(t− s)x), p.p. sur [0, T ];

τ(t− s)x = xt−s ∈ Es, ∀t ∈ [0, T ];

x(t) = ϕ0(t) sur [−r, 0],

(4.3)

où D est un convexe fermé d’un espace de Banach séparable E, r est un réel stric-

tement positif et ϕ0 ∈ Es, F est une multifonction définie de [0, T ] × Es à valeurs

dans ck(E), semicontinue supérieurement par rapport à la deuxième variable, et où

Es est l’ensemble des fonctions ϕ continues sur [−r, 0] à valeurs dans E telles que

ϕ(s) ∈ D pour tout s fixé dans [−r, 0].

Aprés on donne le même résultat pour ED =
⋂

−r≤s≤0

Es.

Dans la deuxième partie, la contrainte est variable avec l’état et F est semicontinue

supèrieurement. Pour cela, on s’appuie sur les travaux de Castaing-Moussaoui-Syam

[14], et Benabdellah-Castaing-Ibrahim [7].

Théorème 4.1.1 Soit D un convexe fermé non vide de E. F une multi-application

définie sur [0, T ]× C0 à valeurs dans ck(E) vérifiant les conditions suivantes

(i) F est τλ([0, T ])
⊗

β(D)-mesurable ;

(ii) pour tout t fixé dans [0, T ], F (t, .) est semicontinue supérieurement sur D;

(iii) il existe K ∈ ck(E) équilibré tel que pour tout (t, x) ∈ [0, T ]×D,

F (t, θ) ⊂ (1 + ‖x‖)K;

(iv) F (t, x) ∩ TD(x) 6= ∅, ∀(t, θ) ∈ [0, T ]×D.

Alors, pout tout x0 ∈ D, il existe une fonction absolument continue x : [0, T ] −→ E,

telle que 

ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), p.p. sur [0, T ];

x(t) ∈ D, ∀t ∈ [0, T ];

x(0) = x0.

(4.4)
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Théorème 4.1.2 Soit Γ une multi-application de CE([0, T ]) , de graphe G fermé,

F : G −→ ck(E) une multifonction semicontinue supérieurement vérifiant

(i)∃K ∈ ck(E)F (t, x) ⊂ (1 + ‖x‖)K, ∀(t, x) ∈ G;

(ii) ∀t ∈ [0, T [,∀x ∈ Γ(t),∀ε > 0,∃(tε, xε) ∈ G tel que

0 < tε − t ≤ ε,
xε − x

tε − t
∈ F (t, x) + εBE.

Alors, pour tout a ∈ Γ(0), il existe une fonction absolument continue X : [0, T ] −→

E telle que 

X(t) = a+
∫ t

0
Ẋ(s)ds, ∀t ∈ [0, T ];

X(t) ∈ Γ(t), ∀t ∈ [0, T ];

Ẋ(t) ∈ F (t,X(t)) p.p. t ∈ [0, T ].

(4.5)

4.2 Résultats pricipaux

Le Théorème suivant consiste à montrer le résultat d’existence de solution pour

le problème (4.4) dans le cas où la perturbation F est mesurable sur [0, T ] et semi-

continue supérieurement sur D.

Théorème 4.2.1 Soit I = [0, T ] (T > 0). Soit D un sous ensemble de E convexe

fermé et F : I ×D ⇒ ck(E) satisfaisant :

(i) ∀x ∈ E t 7−→ F (t, x) est mesurable ;

(ii) ∀t ∈ I x 7−→ F (t, x) est semicontinue supèrieurement sur D;

(iii) il existe un ensemble equilibré K ∈ ck(E) : ∀(t, x) ∈ I ×D,

F (t, x) ⊂ (1 + ‖x‖)K;

(iv) F (t, x) ∩ TB
D (x) 6= ∅ ∀(t, x) ∈ I ×D.

Alors, pour tout x ∈ D, il existe une fonction absolument continue x : I −→ E telle
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que 

ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), p.p. sur I;

x(t) ∈ D, ∀t ∈ I;

x0 = x(0).

(4.6)

Preuve.

Par le théorème de Scorza-Dragoni il existe une application mesurable F0 : I×D ⇒

E possédant les propriétés suivantes :

(1) Il existe un ensemble N ⊂ I, indépendant de t tel que λ(N) = 0 et F0(t, x) ⊂

F (t, x), pour tout t ∈ I \N et tout x ∈ D.

(2) Si u, v : I −→ E sont des applications mesurables avec v(t) ∈ F (t, x(t)) p.p.,

alors v(t) ∈ F0(t, x(t)).

(3) Pour tout ε > 0, il existe un sous ensemble compacte Jε ⊂ I tel que λ(I \Jε) < ε,

la restriction de F0 à Jε × D est globalement semicontinue supérieurement et ∅ 6=

F0(t, x) ⊂ F (t, x) pour tout (t, x) ∈ Jε ×D.

Par la troisième propriété, il existe une suite d’ensembles compacte Jn ⊂ I avec

λ(I \ Jn) = εn −→ 0 quand n −→ ∞ telle que la restriction de F0 sur Jn × D

est semicontinue supérieurement et à valeurs non vides. Nous pouvons également

supposer que Jn est Croissante. En vertu du Théorème de Dugundji, il existe un

prolongement semicontinue supérieurement F̃n de F0\Jn×D, et tel que

F̃n(t, x) ⊂ (1 + ‖x‖)K. (4.7)

Puisque TD(x) est convexe et Fn satisfait la condition (iv) donc on aura

F̃n(t, x) ∩ TD(x) 6= ∅ ∀(t, x) ∈ I ×D
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D’où F̃n satisfait les hypothèses du Théorème 4.1.1, par suite ∀x0 ∈ D, il existe une

fonction absolument continue xn : I −→ E qui vérifie :

ẋn(t) ∈ F̃n(t, xn(t)), p.p. ∀t ∈ I;

xn(t) ∈ D, ∀t ∈ I;

xn(0) = x0.

(4.8)

Par (4.7) et (4.8) on a pour presque tout t ∈ I,

ẋn(t) ∈ F̃n(t, xn(t)) ⊂ c(1 + ‖xn(t)‖)K.

puisque K est compact, il existe alors une contante M > 0 tel que

‖F̃n(t, xn(t))‖ ≤ c(1 + ‖xn(t)‖)M,

et xn est absolument continue sur I alors

‖xn(t)− xn(0)‖ ≤
∫ t

0

M(1 + ‖xn(w)‖)dw ∀t ∈ I.

Par l’inégalité de Gronwall on obtient pour tout t

‖xn(t)‖ ≤ (‖xn(0)‖+MT )eMT ,

et donc pour presque tout t

ẋn(t) ∈ F̃n(t, xn(t)) ⊂ (1 + l)K (4.9)

avec l = (‖xn(0)‖ + MT )eMT . Comme K est convexe compacte et grâce à (4.9) la

suite (ẋn)n est relativement compacte dans L1
E(I). Donc on peut extraire une sous

suite encore notée (ẋn)n qui converge σ(L1, L∞) vers une fonction y ∈ L1
E. D’autre

part, de (4.8), et du fait que (xn) est absolument continue sur I, on obtient

‖ẋn(t)‖ ≤ (1 + l)M

68



4.2. Résultats pricipaux

et la suite (xn)n est équicontinue aussi pour tout t ∈ I

(xn(t))n ⊂ xn(0) + T (1 + l)K.

D’aprés le Théorème d’Ascoli, il s’ensuit que (xn)n converge uniformément sur I

vers x où x(t) = x(0) +
∫ t

0
y(s)ds, ∀t ∈ I donc ẋ(t) = y(t) p.p.

Tant que D est fermé donc x(t) ∈ D ∀t ∈ I.

On montre maintenant que ∀t ∈ I ẋ(t) ∈ F (t, x(t)) p.p.

Puisque xn, ẋn sont mesurables et satisfont ẋn(t) ∈ F̃n(t, xn(t)) p.p.∀t ∈ I, donc par

la propriété (2) on aura

ẋn(t) ∈ F0(t, xn(t)) p.p.

i.e. pour tout n ∈ N, ∃Nn ⊂ Jn de mesure nulle tel que

ẋn(t) ∈ F0(t, xn(t)) ∀t ∈ Jn \Nn. (4.10)

Posons N0 = (I \ ∪nJn) ∪ (∪nNn) qui est négligeable. En effet ;

λ(N0) = λ((I \ ∪nJn) ∪ (∪nNn))

≤ λ(I \ ∪nJn) + λ(∪nNn)

≤ λ(∩n(I \ Jn)) +
∑

n

λ(Nn),

Nous avons que l’ensemble Jn est de mesure finie et la suite (I \Jn) est décroissante

car (Jn) est croissante, alors

λ(∩n(I \ Jn)) = lim
n
λ(I \ Jn) = lim

n
εn = 0,

et donc

λ(N0) ≤ lim
n−→∞

λ(I \ Jn) +
∑

n

λ(Nn) = 0.

Pour tout t ∈ I \N0, il existe un entier n0 = n0(t) ∈ N tel que pour tout n ≥ n0, on

a t ∈ Jn \N0, donc par la relation (4.10), on obtient

ẋn(t) ∈ F0(t, xn(t)), ∀n ≥ n0.
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D’autre part, puisque F0 est semicontinue supérieurement sur Jn × E et xn(t) −→

x(t) quand n −→∞, on trouve que pour tout x? ∈ E?,

lim sup
n−→∞

δ?(x?, F0(t, xn(t))) ≤ δ?(x?, F0(t, x(t)).

Pour tout t 6∈ N0 et n ≥ n0, on a

〈x?, ẋn(t)〉 ≤ δ?(x?, F0(t, xn(t))),

donc

lim sup
n−→∞

〈x?, ẋn(t)〉 ≤ lim sup
n−→∞

δ?(x?, F0(t, xn(t)))

≤ δ?(x?, F0(t, x(t))),

par le lemme de Fatou, on déduit que pour tout ensemble mesurable B ⊂ I et tout

x? ∈ E?, ∫
B

〈x?, ẋ(t)〉dt = lim
n−→∞

∫
B

〈x?, ẋn(t)〉dt

= lim sup
n−→∞

∫
B

〈x?, ẋn(t)〉dt

≤
∫

B

lim sup
n−→∞

〈x?, ẋn(t)〉dt

≤
∫

B

δ?(x?, F0(t, x(t)))dt.

D’où

〈x?ẋ(t)〉 ≤ δ?(x?, F0(t, x(t))) p.p.

Alors

sup
x?∈E?

(〈x?, ẋ(t)〉 − δ?(x?, F0(t, x(t)))) ≤ 0,

puisque F0 est à valeurs non vides convexes et fermées, par la relation (2.1), on aura

d(ẋ(t), F0(t, x(t))) = 0, ça implique que, ẋ(t) ∈ F0(t, x(t)) p.p.

Par la propriété (1),

ẋ(t) ∈ F (t, x(t)),∀t ∈ I \N0,

ceci prouve que, ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), p.p. t ∈ I. �
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4.2.1 Cas où la contrainte est non variable

Maintenant on va donner le théorème d’existence de solution viable pour l’en-

semble Es.

Théorème 4.2.2 Soit s fixé dans [−r, 0], D un convexe fermé non vide de E. F

une multifunction définie sur [0, T ]× C0 à valeurs dans ck(E) vérifiant

(i) ∀θ ∈ Es t 7−→ F (t, θ) est mesurable ;

(ii) pour tout t fixé dans [0, T ], F (t, .) est semicontinue supèrieurement sur Es;

(iii) il existe K ∈ ck(E) équilibré tel que pour tout (t, θ) ∈ [0, T ]× Es,

F (t, θ) ⊂ (1 + ‖θ(0)‖)K;

(iv) F (t, θ) ∩ TD(θ(0)) 6= ∅, ∀(t, θ) ∈ [0, T ]× Es.

Alors, pour tout ϕ0 ∈ D, il exist une fonction continue xs : [−r, T ] −→ E, absolu-

ment continues sur [0, T ] et vérifiant

ẋs(t) ∈ F (t, τ(t− s)xs), p.p. sur [0, T ];

τ(t− s)xs = xs
t−s ∈ Es, ∀t ∈ [0, T ];

xs(t) = ϕ0(t), ∀t ∈ [−r, 0].

(4.11)

Preuve.

Soit Pn une subdivision de [0, T ] définie par

Pn = {tin =
Ti

2n
: i = 0, 1, 2, ..., 2n}.

1ère étape. Construction des solutions approchées.

Pout tout x ∈ D, on définit fx
1 : [−r, tn1 ] −→ E par

fx
1 (u) =



ϕ0(u), u ∈ [−r, s];

ϕ0(s) + u−s
2−nT

(x− ϕ0(s)), u ∈ [s, s+ tn1 ];

x, u ∈ [s+ tn1 , t
n
1 ].
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Il est clair que fx
1 ∈ Ctn1

, τ(tn1 )fx
1 (0) = x ∈ D, c.a.d. fx

1 ∈ Es ⊂ C0.

On définit alors la multifonction Sn
1 sur [0, tn1 ]×D à valeurs dans ck(E) par

Sn
1 (t, x) = F (t, τ(tn1 )fx

1 ) ∀(t, x) ∈ [0, tn1 ]×D.

Observons que la fonction x 7−→ τ(tn1 )fx
1 est 1-lipschitzienne en vertu de

‖τ(tn1 )fx
1 − τ(tn1 )f y

1 ‖s = sup
−r≤u≤0

‖τ(tn1 )fx
1 (u)− τ(tn1 )f y

1 (u)‖

= sup
−r≤u≤0

‖fx
1 (tn1 + u)− f y

1 (tn1 + u)‖

= sup
−r−tn1≤u≤s−tn1

‖ϕ0(t
n
1 + u)− ϕ0(t

n
1 + u)‖

+ sup
s−tn1≤u≤s

‖ϕ0(s) +
u+ tn1 − s

2−nT
(x− ϕ0(s))− ϕ0(s)−

u+ tn1 − s

2−nT
(y − ϕ0(s))‖

= sup
s−tn1≤u≤s

‖u+ tn1 − s

2−nT
(x− y)‖

= sup
s−tn1≤u≤s

|u+ tn1 − s

2−nT
|‖x− y‖

= ‖x− y‖.

Pour tout t fixé dans [0, tn1 ], par suite Sn
1 (t, .) est semi continue supérieurement sur

D, et Sn
1 (., x) est mesurable. Par la condition (iii), on a pour tout t ∈ [0, tn1 ] et tout

x ∈ D,

F (t, τ(tn1 )fx
1 ) = Sn

1 (t, x) ⊂ (1 + ‖fx
1 (tn1 )‖)K = (1 + ‖x‖)K.

On aura par la condition (iv),

Sn
1 (t, x) ∩ TD(x) = F (t, τ(tn1 )fx

1 ) ∩ TD(fx
1 (tn1 )) 6= ∅, ∀(t, x) ∈ [0, tn1 ]×D.

Donc Sn
1 vérifie les conditions du théorème 4.2.1, il s’ensuit l’existence d’une appli-

cation xn
1 : [0, tn1 ] −→ E absolument continue telle que

ẋn
1 (t) ∈ S(t, xn

1 (t)), p.p. sur [0, tn1 ];

xn
1 (t) = ϕ0(0) +

∫ t

0
ẋn

1 (w)dw, ∀t ∈ [0, tn1 ];

xn
1 (t) ∈ D, ∀t ∈ [0, tn1 ];

xn
1 (0) = ϕ0(0).
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Et donc xn
1 est solution de

ẋn
1 (t) ∈ F (t, τ(tn1 (t)f

xn
1 (t)

n ) p.p. sur [0, tn1 ];

xn
1 (t) = ϕ0(0) +

∫ t

0
ẋn

1 (w)dw, ∀t ∈ [0, tn1 ];

xn
1 (t) ∈ D, ∀t ∈ [0, t1n];

xn
1 (0) = ϕ0(0).

On pose 
xn(t) = ϕ0(t), ∀t ∈ [−r, 0];

xn(t) = xn
1 (t), ∀t ∈ [0, tn1 ].

Comme précédemment, pour tout x ∈ D, on définit fx
2 : [−r, tn2 ] −→ E par

fx
2 (u) =



xs
n(u− s), u ∈ [−r, tn1 + s];

xs
n(tn1 ) +

u−tn1−s

2−nT
(x− xs

n(tn1 )) u ∈ [tn1 + s, tn2 + s];

x, u ∈ [s+ tn2 , t
n
2 ].

; De la même façon du cas précedent, on considère la multifunction Sn
2 définie sur

[tn1 , t
n
2 ]×D à valeurs dans ck(E) par

Sn
2 (t, x) = F (t, τ(tn2 )fx

2 ) ∀(t, x) ∈ [tn1 , t
n
2 ]×D.

La fonction x 7−→ fx
2 est 1-lipschitzienne en vertu de ∀x, y ∈ D

‖τ(tn2 )fx
2 − τ(tn2 )f y

2 ‖s = sup
−r≤u≤0

‖fx
2 (tn2 + u)− f y

2 (tn2 + u)‖

pour tout u ∈ [−r, s−2−n], u+ tn2 ∈ [−r, tn1 + s] et fx
2 = f y

2 = xs
n sur [−r, tn1 + s] on a

‖τ(tn2 )fx
2 − τ(tn2 )f y

2 ‖s = sup
s−2−n≤u≤s

‖u+ tn2 − tn1 − s

2−nT
(x− y)‖

= ‖x− y‖.

Pour tout t ∈ [tn1 , t
n
2 ] et tout x ∈ D la condition (iii) implique ∃K ∈ ck(E) tel que,

pour tout (t, x) ∈ [tn1 , t
n
2 ]×D, Sn

2 (t, x) ⊂ (1+ ‖τ(tn2 )fx
2 (0)‖)K, avec τ(tn2 )fx

2 )(0) = x,
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et donc Sn
2 (t, x) ⊂ (1 + ‖x‖)K. De plus on aura par la condition (iv), pour tout

(t, x) ∈ [tn1 , t
n
2 ]×D,

Sn
2 (t, x) ∩ TD(x) = F (t, τ(tn2 )fx

2 ) ∩ TD(τ(tn2 )fx
2 (0)) 6= ∅.

Par le théorème 4.2.1 on obtient l’existence d’une fonction xn
2 absolument continue

sur [tn1 , t
n
2 ] telle que

ẋs
n(t) ∈ Sn

2 (t, xn
2 (t)), p.p. sur [tn1 , t

n
2 ];

xn
2 (t) = xn(tn1 ) +

∫ t

tn1
ẋn

2 (w)dw, ∀t ∈ [tn1 , t
n
2 ];

xn
2 (t) ∈ D, ∀t ∈ [tn1 , t

n
2 ];

xn
2 (tn1 ) = xs

n(tn1 ) = xn
1 (tn1 ).

Et donc xn
2 vérifie

ẋs
n(t) ∈ F (t, τ(tn2 )f

xn
2 (t)

2 ), p.p. sur [tn1 , t
n
2 ];

xn
2 (t) = xn(tn1 ) +

∫ t

tn1
ẋn

2 (w)dw, ∀t ∈ [tn1 , t
n
2 ];

xn
2 (t) ∈ D, ∀t ∈ [tn1 , t

n
2 ];

xn
2 (tn1 ) = xs

n(tn1 ) = xn
1 (tn1 ).

Supposons ainsi construite une solution xs
n sur [−r, tnk ] telle que xs

n est absolument

continue sur [0, tnk ] et vérifiant

ẋs
n(t) ∈ F (t, τ(tnk)f

xs
n(t)

k ), p.p. sur [tnk−1, t
n
k ];

xs
n(t) = xs

n(tnk−1) +
∫ t

tnk−1
ẋs

n(w)dw, ∀t ∈ [tnk−1, t
n
k ];

xs
n(t) ∈ D, ∀t ∈ [tnk−1, t

n
k ]
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et construisons une solution sur [tnk−1, t
n
k ]. Pour tout x ∈ D, on définit fx

k+1 :

[−r, tnk+1] −→ E par

fx
k+1(u) =



xs
n(u− s), u ∈ [−r, tnk + s];

xs
n(tnk) +

u−tnk−s

2−nT
(x− xs

n(tnk)), u ∈ [tnk + s, tnk+1 + s];

x, u ∈ [tnk+1 + s, tnk+1].

On remarque que τ(tnk+1)f
x
k+1(0) = x et fx

k+1 ∈ Ctnk+1
.

Considérons la multifonction Sn
k+1 définie sur [tnk , t

n
k+1]×D à valeurs dans ck(E) par

Sn
k+1(t, x) = F (t, τ(tnk+1)f

x
k+1) ∀(t, x) ∈ [tnk , t

n
k+1]×D.

C’est clair que Sn
k+1 vérifie les conditions du théorème 4.2.1. D’où l’existence d’une

fonction xn
k+1 absolument continue sur [tnk , t

n
k+1] et vérifiant

ẋn
k+1(t) ∈ Sn

k+1(t, x
n
k+1(t)), p.p. sur [tnk , t

n
k+1];

xn
k+1(t) = xs

n(tnk) +
∫ t

tnk
ẋn

k+1(w)dw, ∀t ∈ [tnk , t
n
k+1];

xn
k+1(t) ∈ D, ∀t ∈ [tnk , t

n
k+1];

xn
k+1(t

n
k) = xs

n(tnk).

Et donc xn
k+1 vérifie

ẋn
k+1(t) ∈ F (t, τ(tnk+1)f

xn
k+1(t)

k+1 ), p.p. sur [tnk−1, t
n
k ];

xn
k+1(t) = xn

k(tnk) +
∫ t

tnk
ẋn

k+1(w)dw, ∀t ∈ [tnk , t
n
k+1];

xn
k+1(t) ∈ D, ∀t ∈ [tnk , t

n
k+1];

xn
k+1(t

n
k) = xs

n(tnk).

Par suite, on pose xs
n = xn

k+1 sur [tnk , t
n
k+1] et pour tout t ∈ [0, T ], on pose ϑn(t) = tni ,

δn(t) = tni+1 pour tout t ∈ [tni , t
n
i+1[ et ϑn(T ) = T. On définit pout tout t fixé de
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[0, T ], f
xs

n(t)
n ∈ Cδn(t), par

fxs
n(t)

n (u) =



xs
n(u− s), u ∈ [−r, ϑn(t) + s];

xs
n(θn(t)) + u−ϑn(t)−s

2−nT
(xs

n(t)− xs
n(ϑn(t))), u ∈ [ϑn(t) + s, δn(t) + s];

xs
n(t), u ∈ [δn(t) + s, δn(t)].

Il est clair que par construction, xs
n est continue sur [−r, T ], absolument continue

sur [0, T ] et vérifie

ẋs
n(t) ∈ F (t, τ(δn(t))f

xs
n(t)

n ), p.p. sur[0, T ];

xs
n(t) = ϕ(0) +

∫ t

0
ẋs

n(w)dw, ∀t ∈ [0, T ];

xs
n(t) ∈ D, ∀t ∈ [0, T ];

xs
n(t) = ϕ0(t), ∀t ∈ [−r, 0].

(4.12)

2ème étape. Compacité des suites approchées.

Dans cette étape on a besoin de montrer la compacité de la suite approximante.

Nous affirmons d’abors que (xn
s )n convergent vers une fonction absolument continue

sur [0, T ].

Par (4.12) on a pour presque tout t ∈ [0, T ], ∃K ∈ ck(E) tel que

ẋs
n(t) ∈ F (t, τ(δn(t)fxs

n(t)
n )) ⊂ (1 + ‖τ(δn(t)fxs

n(t)
n )(0)‖)K,

avec τ(δn(t)f
xs

n(t)
n )(0) = xs

n(t). Comme K est compacte on peut l’écrire

‖F (t, ϕ)‖ ≤ (1 + ‖ϕ(s)‖)M ∀(t, ϕ) ∈ [0, T ]× Es,

avec M > 0. D’où

‖F (t, τ(δn(t)fxs
n(t)

n ))‖ ≤ (1 + ‖xs
n(t)‖)M.

Le faite que xs
n est absolument continue et par la proposition 3.1.2, on aura pour

tout t,

‖xs
n(t)‖ ≤ (‖ϕ0(0)‖+MT )eMT ,
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et donc pour presque tout t,

ẋs
n(t) ∈ F (t, τ(δn(t))fxs

n(t)
n ) ⊂ (1 + l)K (4.13)

où l := (‖ϕ0(0)‖+MT )eMT .

Grâce à (4.13) et comme K est convexe compacte et xs
n est absolument continue on

a

1. la suite (ẋs
n)n est relativement compacte dans L1

E([0, T ]) donc on peut extraire

une sous suite notée encore (ẋs
n)n qui converge σ(L1, L∞) vers une fonction y ∈ L1

E.

2. ‖ẋs
n(t)‖ ≤ (1 + l)M , et la suite (xs

n)n est equicontinue.

3. Pour tout t ∈ [0, T ], (xs
n(t))n est inclus dans ϕ0(0) + (1 + l)K.

Appliquons le théorème 2.3.18, il s’ensuit que (xs
n)n converge uniformément sur [0, T ]

vers xs ou xs(t) = ϕ0(0) +
∫ t

0
y(w)dw, ∀t ∈ [0, T ] donc ẋs(t) = y(t) p.p. D étant

fermé, implique que xs(t) ∈ D pour tout t ∈ [0, T ] et τ(t−s)xs = xs
t−s ∈ Es. Puisque

xs
n = ϕ0 sur [−r, 0], on prolonge de manière évidente xs par ϕ0 sur [−r, 0].

‖τ(δn(t))f s
n(t))− τ(t− s)xs‖s = sup

−r≤u≤s−2−n

‖xs
n(u+ δn(t)− s)− xs(u+ t− s)

+ sup
s−2−n≤u≤s

‖xs
n(ϑn(t)) +

u+ δn(t)− ϑn(t)− s

2−nT
(xs

n(t)− xs
n(ϑn(t))− xs(u+ t− s))‖.

D’un part on a

sup
−r≤u≤s−2−n

‖xs
n(u+δn(t)−s)−xs(u+t−s)‖ = sup

−r≤u≤s−2−n

‖xs
n(u+δn(t)−s)−xs(u+δn(t))‖

+ sup
−r≤u≤s−2−n

‖xs(u+ δn(t))− xs(u+ t− s)‖, (4.14)

pour tout u ∈ [−r, s− 2−n] et t ∈ [0, T ] on a u+ δn(t) ∈ [−r, ϑn(t) + s].

D’autre part, pour tout u ∈ [s− 2−n, s] on a

sup
s−2−n≤u≤s

‖xs
n(ϑn(t)) +

u+ δn(t)− ϑn(t)− s

2−nT
(xs

n(t)− xs
n(ϑn(t))− xs(u+ t− s))‖

= sup
s−2−n≤u≤s

‖xs
n(ϑn(t))+

u+ δn(t)− ϑn(t)− s

2−nT
xs

n(t)−u+ δn(t)− ϑn(t)− s

2−nT
(xs

n(ϑn(t))+xs(u+t−s))‖
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≤ sup
s−2−n≤u≤s

‖u− s

2−nT
(xs

n(ϑn(t)− xs
n(t)) + xs

n(t)− xs(u+ t− s)‖

≤ sup
s−2−n≤u≤s

‖u− s

2−nT
(xs

n(ϑn(t))− xs
n(t))‖+ sup

s−2−n≤u≤s

‖xs
n(t)− xs(u+ t− s)‖ (4.15)

≤ ‖xs
n(ϑn(t))− xs

n(t)‖+ sup
s−2−n≤u≤2−n

‖xs
n(t)− xs(t) + xs(t)− xs(u+ t− s)‖

≤ ‖xs
n(ϑn(t))− xs

n(t)‖+ sup
s−2−n≤u≤s

‖xs(t)− xs(u+ t− s)‖+ ‖xs
n(t)− xs(t)‖.

Les suites (ϑn(t))n et (δn(t))n convergent simplement vers t à l’infini, et la suite

(xs
n)n converge uniformément vers la fonction xs qui est uniformément continue sur

[0, T ]. Passant à la limite dans (4.14) et (4.15), on obtient donc

lim sup
n

‖xs
n(u+ δn(t)− s)− xs(u+ δn(t))‖ = 0

et

lim sup
n

‖xs(u+ δn(t))− xs(u+ t− s)‖ = 0.

d’où

lim
n

(τ(δn(t))f s
n)n = τ(t− s)xs.

Par une application du théorème de fermeture, on déduit que ẋs(t) ∈ F (t, τ(t −

s)xs) p.p. sur [0, T ].

Et donc xs vérifie 

F (t, τ(t− s)xs) p.p. sur [0, T ]

τ(t− s)xs = xs
t−s ∈ Es ∀t ∈ [0, T ]

xs(t) = ϕ0(t) ∀t ∈ [−r, 0].

ceci termine la démonstration. �

Remarque 4.2.3 Pour tout s fixé dans [−r, 0], par construction on a

τ(δn(t))fxs
n(t)

n ∈ Eu ∀u ∈ [s, 0]

. Alors

τ(δn(t))fxs
n(t)

n ∈
⋂

s≤u≤0

Eu.
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Donc on peut la remplacer dans le théorème ; en particulier on a

ED =
⋂

−r≤u≤0

Eu

on peut déduire le résultat suivant.

Théorème 4.2.4 Soit ED = {ϕ ∈ C0, ϕ(s) ∈ D, ∀s ∈ [−r, 0]}. Supposons que F

une multifunction définie sur [0, T ]×C0 à valeurs dans ck(E) vérifiant les conditions

suivantes

(i) ∀θ ∈ ED, F (., θ) est mesurable ;

(ii) pour tout t fixé dans [0, T ], F (t, .) est semicontinue supèrieurement sur ED;

(iii) il existe K ∈ ck(E) équilibré tel que pour tout (t, θ) ∈ [0, T ]× E0,

F (t, θ) ⊂ (1 + ‖θ(0)‖)K;

(iv) F (t, θ) ∩ TD(θ(0)) 6= ∅, ∀(t, θ) ∈ [0, T ]× E0.

Alors, pour tout ϕ0 ∈ ED, il exist une fonction continue x : [−r, T ] −→ E, absolu-

ment continue sur [0, T ], et vérifiant

ẋs(t) ∈ F (t, τ(t− s)xs) p.p. sur [0, T ]

τ(t− s)xs = xs
t−s ∈ D, ∀t ∈ [0, T ]

xs(t) = ϕ0(t) ∀t ∈ [−r, 0].

4.2.2 Cas où la contrainte est variable

La généralisation du théorème 4.2.2 au cas où le fermé D est variable en t et F

est globalement semicontinue superieurement est obtenue par le théorème suivant .

Pour tout t ∈ [0, T ] et s ∈ [−r, 0], on définit

Hs(t) = {ϕ ∈ C0 : ϕ(s) ∈ Γ(t)}.

Théorème 4.2.5 Soit Γ une multifonction définie sur [0, T ] à valeurs dans c(E),

de graphe G fermé, F : [0, T ]× C0 −→ ck(E) une multifonction qui vérifie
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(i) F est semicontinue supérieurement sur [0, T ]×Hs(t);

(ii) il existe un convexe compacte equilibré K de E tel que

F (t, ϕ) ⊂ (1 + ‖ϕ(0)‖)K, ∀(t, ϕ) ∈ [0, T ]×H0(t);

(iii) ∀(t, ϕ, ε) ∈ [0, T [×H0(t)× R∗
+,∃(tε, ϕε) ∈ Gr(H0) tel que

0 < tε − t ≤ ε,
ϕε(0)− ϕ(0)

tε − t
∈ F (t, x) + εBE.

Alors, pour tout ϕ0 ∈ Hs(t), il existe une fonction absolument continue xs : [−r, T ] −→

E telle que 

xs(t) ∈ F (t, τ(t− s)xs), p.p. ∀t ∈ [0, T ];

xs(t) ∈ Γ(t), ∀t ∈ [0, T ];

xs(t) = ϕ0(t), ∀t ∈ [−r, 0].

(4.16)

Preuve.

Soit Pn une suite de subdivision de [0, T ] définie par

Pn = {tni =
iT

2−n
: i = 0, 1, 2, ..., 2n}.

1ère étape. Construction des suites approximantes. Pout tout x ∈ D, on

définit fx
1 : [−r, tn1 ] −→ E par

fx
1 (u) =



ϕ0(u), u ∈ [−r, s];

ϕ0(s) + u−s
2−n (x− ϕ0(s)), u ∈ [s, s+ tn1 ];

x, u ∈ [s+ tn1 , s].

Il est clair que fx
1 ∈ Ctn1

, τ(tn1 )fx
1 (0) = x ∈ D, c.a.d. fx

1 ∈ Es ⊂ C0.

On définit alors la multifonction Sn
1 sur [0, tn1 ]×D à valeurs dans ck(E) par

Sn
1 (t, x) = F (t, τ(tn1 )fx

1 ) ∀(t, x) ∈ [0, tn1 ]×D.
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Comme dans la preuve du théorème précédent, Sn
1 vérifie les hypothèses du théorème

4.1.2. Il est facile de démontrer que la multifonction Sn
1 satisfait la condition tangen-

tielle (ii) du théorème 4.1.2. En effet, soit (t, x) ∈ Gr(Γ). On pose ϕ = τ(tn1 )fx
1 , on

a ϕ ∈ C0 et ϕ(0) = fx
1 (tn1 ) = x ∈ Γ(t) c’est à dire que ϕ ∈ H0(t). Soit ε > 0, d’après

la condition (iii), il existe (tε, ϕε) ∈ gr(H0) i.e. ϕε(0) ∈ Γ(t) tel que 0 < tε ≤ ε, on

ait

ϕε(0) ∈ Γ(tε) et
ϕε(0)− ϕ(0)

tε − t
∈ Sn

1 (t, x) + εBE.

On appliquant le théorème 4.1.2 à la multifonction Sn
1 , il existe une fonction xn

1

absolument continue sur [0, tn1 ] et vérifiant

ẋn
1 (t) ∈ Sn

1 (t, xn
1 (t)), p.p. sur [0, tn1 ];

xn
1 (t) = ϕ0(0) +

∫ t

0
ẋn

1 (w)dw, ∀t ∈ [0, tn1 ];

xn
1 (t) ∈ Γ(t), ∀t ∈ [0, tn1 ];

c’est à dire 

ẋn
1 (t) ∈ F (t, τ(tn1 )f

xn
1 (t)

1 ), p.p. sur [0, tn1 ];

xn
1 (t) = ϕ0(0) +

∫ t

0
ẋn

1 (w)dw, ∀t ∈ [0, tn1 ];

xn
1 (t) ∈ Γ(t), ∀t ∈ [0, tn1 ].

De la même façon de la preuve du théorème 4.2.2, on a l’existence d’une solution

xs
n sur [−r, 1] telle que xs

n est absolument continue sur [0, T ], et vérifiant pour tout

0 ≤ k ≤ 2n 

ẋs
n(t) ∈ F (t, τ(tkn)f

xs
n(t)

k ), p.p. sur [0, tn1 ];

xs
n(t) = xn(tnk+1) +

∫ t

tnk+1
ẋs

n(w)dw, ∀t ∈ [tnk−1, t
n
k ];

xs
n(t) ∈ Γ(t), ∀t ∈ [tnk−1, t

n
k ];
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où pour tout t fixé de [0, T ], f
xs

n(t)
n ∈ Cδn(t) définie par

fxs
n(t)

n (u) =



xs
n(u− s), u ∈ [−r, θn(t) + s];

xs
n(ϑn(t)) + u−ϑn(t)−s

2−nT
(xs

n(t)− xs
n(ϑn(t))), u ∈ [ϑn(t) + s, δn(t) + s];

x, u ∈ [δn(t) + s, s].

Par construction, xs
n ∈ CT , absolument continue sur [0, T ] et vérifie

ẋs
n(t) ∈ F (t, τ(δn(t))f

xs
n(t)

n ), p.p. sur [0, T ]

xs
n(t) = ϕ0(0) +

∫ t

0
ẋs

n(w)dw, ∀t ∈ [0, T ];

xs
n(t) ∈ Γ(t), ∀t ∈ [0, T ];

xs
n(t) = ϕ0(t), ∀t ∈ [−r, 0].

(4.17)

Par le même raisonnement du théorème 4.2.2, on déduit l’existence d’une sous suite

de (xs
n)n encore notée (xs

n)n qui converge uniformement sur [0, T ] vers une fonction

absolument continue xs et telle que (ẋs
n)n converge faiblement dans L1 vers ẋs, avec

xs(t) = ϕ0(0) +

∫ t

0

ẋs(w)dw ∀t ∈ [0, T ].

On déduit que

lim
n
τ(δn(t))fxs

n(t)
n = τ(t− s)xs ∀t ∈ [0, T ].

Comme Γ est de graphe fermé, on a xs(t) ∈ Γ(t), ∀t ∈ [0, T ]. De plus, puisque

xs
n = ϕ0 sur [−r, 0], on prolonge xs par ϕ0 sur [−r, 0] et par suite, xs est une solution

de 

ẋs(t) ∈ F (t, τ(t− s)xs), p.p. sur [0, T ];

xs(t) = ϕ0(0) +
∫ t

0
ẋs(w)dw, ∀t ∈ [0, T ];

xs(t) ∈ Γ(t), ∀t ∈ [0, T ];

xs(t) = ϕ0(t), ∀t ∈ [−r, 0].

(4.18)
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Donc xs est une solution de

ẋs(t) ∈ F (t, τ(t− s)xs), p.p. sur [0, T ];

xs(t) = ϕ0(0) +
∫ t

0
ẋs(w)dw, ∀t ∈ [0, T ];

xs(t) ∈ Γ(t), ∀t ∈ [0, T ];

xs(t) = ϕ0(t) ∀t ∈ [−r, 0].

(4.19)

Ce qui termine la démonstration. �
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